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Notaciones

1. Escalar, vectorial y matricial.

N, IR : conjunto de los niimeros naturales y reales, respectivamente.

a € NV : multi-indice, de “longitud” |a| = a; + -+ - + ay (notacién de L. Schwartz).

|z] : valor absoluto de z € R .

RY : espacio Euclideo de dimensién N € IN.

x-y = YN 2% = z'y' : producto escalar Euclideo de los vectores x = (=N,
y = (¥), € RY; se usa el convenio de sumacién de indices repetidos.

| x |= (x - x)? : norma Euclidea de x € R,

X ®y o Xy : matriz (producto tensorial) de orden N x N, cuyo coeficiente (z,j) es

riy’.
A:B =dbi; producto escalar Euclideo de matrices A,B € RVXN,

|A| = (A : A)Y?: norma Euclidea de A € RV*V,
2. Nociones geométricas.

1 : abierto de IR? cualquiera (en caso contrario se especificardn las restricciones), de
medida de Lebesgue |§2|. Habitualmente, se trata de un dominio, es decir, un

abierto conexo en las variables espaciales x € R3.
02 6 T : frontera de 2.

n = n(x) : vector normal unitario en el punto z € 95 orientado hacia el exierior de
Q.

€ : adherencia de .



11 . Notaciones

(0,7),0 < T < +o00 : intervalo temporal de observacién.
Qr =(0,7) x Q.
Iy =(0,T) x 9.
Para © otro abierto cualquiera,
Qre = (0,T) x O.
Y710 =(0,T) x 00.

3. Derivadas parciales. Operadores diferenciales.
Para (,x) € Qr,

p(t,x) : funcién (o distribucién en general) escalar. Densidad del Fluido.

u(t,x) : funcién (o distribucién en general) vectorial, u = (u*)%,. Campo de veloci-

dades del Fluido.

Las siguientes derivadas parciales y operadores en derivadas parciales, estan considera-
dos de forma general en el sentido de las distribuciones.

dp _Op d%p .
pr = e P = 5o Pt = b—t_éa?’ ... : derivadas parciales de p.
ul, ul utx.,uz igis+ -+ ¢ derivadas parciales de la componente :-ésima de u.
Wy, Ugi, Ugi, Ugigs, ... ¢ derivadas parciales del vector u

D™p,D™u : vector de todas las derivadas de orden m € IN de p y u resp.
Vp = (pgi), ¢ vector (fila) gradiente de p.

Vu= (uz, ; ;=1 : matriz (o tensor) gradiente de u.
Ap = p,igi ¢ Laplaciano de p (€ R).

Au = (uw.ac.)l__1 : vector Laplaciano de u.
V-u=ul,: divergencia deu.

u- Vp=u'p,: término convectivo para la densidad.

(u:-Viu= (u’ux. 2.1 ¢ términos convectivos para el campo de velocidades.
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V - (uv) : operador divergencia aplicado (por columnas) a la matriz uv, con v otra

funcién vectorial. Se tiene:
V-(uv)=(V-u)v+(u-V)v.

4. Espacios de funciones con valores reales.

C™(R2) (resp. Ci*(2)), (m > 0 entero 6 m = +00) : espacio de Fréchet de las funciones
de 2 —— IR m veces continuamente diferenciables (resp. y acotadas). Param = 0,
seran las funciones continuas (resp. y acotadas). CJ*(2) es un espacio de Banach.
Caso de ser m = 0, serd omitido.

C™(R) (resp. C"(Q)) = {f : f € C™(O) (resp.f € C*(O)) para alglin abierto O tal
que §} C ©}. Obviamente, C/*(0) = C™(QY) si N es acotado.

C™*(N(0<a<l)={f:feC™(),D"f es a- holderiana}

D(R) : espacio vectorial de las funciones “test” habituales; de clase C*(£2) y de soporte
compacto contenido en §. '

D'(2) : espacio de las distribuciones sobre 2, es decir, aplicaciones lineales y contiﬁua.s
de D(Q) en R (para la topologia limite inductivo habitual en D(2)).

P (1 < p £ +00) : exponente de sumabilidad. ; ;

. 1 1 : ’ .
p’ : exponente conjugado de p (= + = =1, para p = 1 resulta p’ = 4-00; finalmente, si
p D . .
p = 400 entonces p' = 1).

Psx : exponente asociado a p por las inyecciones de Sobolev: Cuando 1 < p < 3,

=)
ol =

WP s LP*  donde 1 =
: Dx

L? = LP(Q) : espacio de Banach de las (clases de) funciones de {2 en R, medibles y
p-sumables. '

L? . = L} (Q) : espacio Fréchet de las (clases de) funciones p-sumables en cada sub-
conjunto propio, abierto y acotado de §2 .

Wm™? = Wm™?(Q) (m natural) : espacio de Banach de las (clases de) funciones de
LP(§)), cuyas derivadas en D'(Q) de orden < m son también de LP(§2).
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Wo? = WiP(2) = {f : f € W™?(G) VG subconjunto propio de § abierto acotado}

(un nuevo espacio de Fréchet).
Wg? = WiP(Q) : cierre de D(2) en W™P((Q).
W' = W-mP(Q) : dual de Wg?(2), para 1 < p < +oco.
H™ = H™(Q) = W™(Q), HP = HP(Q) = W (Q) y H™™ = H-™(Q) = W-™2(Q).

Los W™?(Q), W™ (), W=7 (Q) (resp. H™(Q), H(R), H ™(Q)) son espacios de
Banach (resp. Hilbert) para determinadas normas que aparecen de manera totalmente
natural. Habitualmente se denominan espacios de Sobolev.

En el caso de funciones con valores vectoriales, el nimero de componentes serd su-

perindicado y el espacio correspondiente se considerard dotado de la norma (6 topologia)
producto habitual.

5. Espacios de funciones con valores en un espacio de Banach.

Sea B un espacio de Bahach y B’ su dual.

LP(B) = L?(0,T; B) : espacio de Banach de las (clases de) funciones f : [O,T] — B
medibles y tales que la funcién t € [0, T} — || f(¢)||s (definida cpd.) es p-sumable.

L} (B) =L}, (0, T;B) = {f : f € L?(a,b;B), Ya,b:0 < a < b < T} (un espacio de
Fréchet).

C™(B) = C™([0,T); B) : espacio de Banach de las funciones f : [0, T] — B m veces

diferenciables con continuidad (con respecto a la topologia fuerte de B).

D(0,T; B) : espacio vectorial de las funciones f : [0 T]— B de cla.se C y de soporte
compacto contenido en (0,T").

D'(0,T;B) = L(D(0,T); B) : espacio de las distribuciones con valores en B (aplica-
ciones lineales “continuas” de D(0,T) en B, para la topologia limite inductivo
habitual en D(0,T") y la topologia fuerte en B).

Wm™r(B) = Wm™?(0,T; B) : espacio de Banach de las (clases de) funciones de L?(0, T'; B)
cuyas derivadas en D'(0,7T; B) de orden < m estédn también en L?(0,T; B).

WiP(B) = WP (0,T;B) = {f : f € W™P(a,b;B), Ya,b:0 < a < b < T} (un nuevo
espacio de Fréchet).

Wo'P(B) = Wy (0,T; B) : cierre de D(0,T; B) en W™?(0,T; B).
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Ww-m#(B) = W= (0,T; B') : dual de W"*(0, T} B), para 1 < p < +o00.
H™(B) = H™(0,T; B) = Wm™2(0, T; B), H*(B) = Hy(0,T; B) = WI*(0,T; B) y
H-™(B) = H-™(0,T; B') = W-"2(0, T; B").

Los W™*(0,T; B), Wg"*(0,T; B), W-"*(0,T; B') (resp. H™(0,T;B), H0,T;B),
H~™(0,T; B') si B es un espacio de Hilbert) son espacios de Banach (resp. de Hilbert)
para determinadas normas que se especificardn mas adelante. Habitualmente, se de-
nominan espacios de Sobolev con valores vectoriales.

6. Normas y Seminormas.

De forma general, || - |5 denotard una norma en el espacio de Banach B. En partic-
ular, si 2 C R? es el dominio que ocupa el fluido y © otro abierto cualquiera,

lulp : (L7),  lulpe : (LP(©))
Felmo : (W), Jtelmpio : (WTP(©))
felm s (H™),  Julmie : (H™(O))
ltlpgiar : (L7(L7),  [ulpgigre ¢ (L7(L9(O))).
Feloimgiar : (LP(W™),  Julpmgiore : (LP(W™9(O))).
Felpmior : (L7(H™)),  lulpimir,e : (LP(H™(O))).
7. Productos Eséalares Yy en el sentido de las Distribuciones.

De forma general, (-,-) 5" p denotarad un producto de dualidad entre B’y B y (-, )n
un producto escalar en el espacio de Hilbert H. En particular,

(u,0) : (L?),  (u,v)e : (L*(O)).
(0] : (H),  (w,v)e : (HY(O)).
(5 (D), D), () : (D'(0,T), D(0,T)).
8. Abreviaturas.
cpd. : “casi por doquier” (usualmente respecto de la medida de Lebesgue).
cf. : confréntese, véase.

s.s. : subsucesién, subsucesiones.
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edp. : ecuaciones en derivadas parciales.

sdo. : sistema diferencial ordinario.

Cte. : constante.

resp. : respectivamente.

i.e. : es decir.

indep. : independiente, independientemente.
9. Tipos de Aplicaciones, Inyecciones y Convergencias.
+— : aplicacién o funcién.

< : inyeccion algebraica y topoldgica (inyeccién continua).

c . .,
= : myeccion compacta.

£ .
—— : convergencia fuerte.

d - Vd -
— : convergencia débil.

— : convergencia débilx.

— : convergencia en el sentido de las distribuciones.



Introduccidon

0.1 Los Problemas Considerados. Los Objetivos

El objetivo basico de esta Memoria es aportar nuevos resultados teéricos (existencia,
unicidad, comportamiento cualitativo de las soluciones) y presentar algunos procedi-
mientos de aproximaciéon numérica para ciertos modelos en derivadas parciales que

describen la evolucién de flujos viscosos, incompresibles y no homogéneos.

Hasta el momento, los fluidos viscosos e incompresibles han sido estudiados por mu-
chos autores cuando son homogéneos (i.e. poseen densidad constante); ello ha motivado
el enorme desarrollo teorico y numérico que hay en torno a las ecuaciones incompresi-
bles de Navier-Stokes. Por el contrario, el estudio del caso general, donde la densidad

es variable (y, de hecho, una nueva incdgnita del problema) es mucho mds reciente.

Principalmente, consideraremos el llamado modelo de Navier-Stokes con densidad
variable (cf. §0.1.2), resultante de imponer la ley de conservacién de la masa (edp.
de tipo hiperbdlica), la ley de conservacién de la cantidad de movimiento (sdp. de tipo
parabdlico) y la condicién de incompresibilidad del fluido. Un problema reducido, donde
se desprecian los términos de transporte 6 convectivos para la velocidad, es el llamado
modelo de Stokes con densidad variable (cf. §0.1.3), para el que obtendremos mejores

resultados que en el el caso general. Finalmente, estudiamos también un modelo con
difusién de masa (cf. §0.1.4).

El estudio tedrico comprendera los tres modelos anteriores mientras que, en lo que
se refiere a la aproximacién numérica, describiremos varios esquemas exclusivamente en

el marco del modelo de Navier-Stokes con densidad variable.

Vamos a considerar en toda la Memoria flujos tridimensionales (3D); el caso bidi-
mensional (2D) suele ser analogo (incluso menos complicado) y, para él, se obtienen
mejores resultados. Por otra parte, hablaremos siempre de fluidos incompresibles por
lo que, por comodidad, omitiremos la palabra incompresible en la designacién de los
distintos problemas.
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0.1.1 (NS): El Problema de Navier-Stokes

Las propiedades mecénicas y termodinamicas de un fluido viscoso e incompresible, que
ocupa un abierto 2 C RY durante un intervalo de tiempo [0, 7], quedan descritas si
conocemos su densidad (p), campo de velocidades (u), presién (p) y temperatura (6);
en Mecanica de Fluidos, se admite que éstas son funciones (suficientemente regulares)
definidas en Qr = (0,7) x Q. Es bien conocida, cf. por ejemplo {11}, la deduccién en
este caso de las siguientes ecuaciones en @1, a partir de las leyes de conservacion y de

comportamiento usuales en Mecanica de Fluidos:

pe+u-Vp = 0, (0-1)_
p(uc+ (u-Vu)+ Vp = V- (u[Vu+ Vu']) + of, (0.2)
p(6i+(u-V)8) = V-(kVE)+ uF(Vu) (0.3)

(F es una cierta expresién polinémica de grado 2), junto con la condicién de incompre-

sibilidad del fluido

V-u=0 (0.4)
(la ecuacién (0.4) nos dice que el volumen ocupado por un conjunto de particulas que
se desplazan a lo largo de las trayectorias no varia con t).

En el caso de densidad constante (p = py), se suele suponer que ésta es conocida
(puede ser determinada en cualquier momento, con independencia de la evolucién del
fluido); la edp. (0.1) no aporta ninguna informacién y, en consecuencia, desaparece del
modelo. Si suponemos también que p es constante e introducimos

y=F

Po
(el coeficiente de viscosidad cinemética), entonces el término V- (u[Vu+ Vu']) de (0.2)
se reduce a vAu. Ademss, debido a que la ecuacién para la temperatura (0.3) estd

desacoplada de las restantes, se puede eliminar del sistema, quedandonos con
u+ (u-V)u+ Vp=vAu+f, (0.5)‘

junto con (0.4). Las ecuaciones (0.4) y (0.5) reciben el nombre de ecuaciones incompre-
sibles de Navier-Stokes. Naturalmente, este sistema debe ser completado con adecuadas
condiciones de contorno e iniciales. Por su simplicidad y también porque estian bien

adaptadas a muchos fenémenos fisicos, es frecuente introducir:

¢ Condiciones de contorno de tipo Dirichlet homogéneas (condicién de adherencia

4 no deslizamiento).

u=0 sobre (0,T) x 0 = Zr. : (0.6)
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e Condiciones iniciales sobre el campo de velocidades

U0 = up en ). (0.7)

Hoy dia es enorme la cantidad de trabajos realizados sobre el problema (0.4-0.7)
(abreviadamente (NS)). En cuanto al estudio tedrico, se pueden considerar pioneros los
de Hopf [28], Ladyzhenskaya [35] y Lions [38] (cf. Constantin y Foias [12] y Heywood [27)
para un recuento de los resultados conocidos). En cuanto a su tratamiento numérico,
se puede enumerar, por ejemplo, los libros de Girault y Raviart {21}, Glowinski [22],
Pironneau {47}, etc...

Se distinguen basicamente dos tipos de soluciones, débiles y fuertes, dependiendo
de su regularidad. Lo que marca la diferencia es el sentido en que se verifica (0.5): Un
sentido distribucional (solucién débil), 6 puntual cpd. (solucién fuerte). Como carac-
terfstica comiin, estd el tratamiento “esencial” que reciben (0.4) y (0.6); son “intro-
ducidas” en el espacio de funciones donde uno busca la 6 las soluciones. Ademas, para
fluidos tridimensionales, lo que se sabe demostrar, esencialmente, es que existe al menos
una solucion débil del problema que es global en tiempo, i.e. estd definida en todo el
intervalo temporal (0,T"), mientras que existe una tnica solucién fuerte local (definida
tan sélo para t € [0,T}), con T, < T en general).

0.1.2 (NSDV): El Modelo de Navier-Stokes con Densidad Va-

riable

Cuando, en (0.1-0.3), u es constante, nos olvidamos de la ecuacién (0.3) para la tem-
peratura y obtenemos

p(ug + (u - Vu) + Vp = pAu + pf, (0.8)

junto con (0.1) y (0.4). Si complementamos estas ecuaciones con las mismas condiciones

de contorno e iniciales (06-0.7) y una condicién inicial para p,
Pi=0o = po en £, , (0.9)

estaremos ante un modelo incompresible de Navier-Stokes con densidad variable (6 no
homogéneo), en adelante (NSDV). El estudio de este modelo es el principal objetivo de la
Memoria. Los casos con condiciones de contorno no homogéneas y /6 viscosidad variable
p = p(p) (donde se cambia naturalmente (0.8) por (0.2)), también seran estudiados.
Desde el punto de vista fisico, el estudio del sistema anterior resulta interesante,

principalmente por dos motivos:
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1. Su adaptacién a algunas situaciones reales. Un ejemplo puede ser el de la evolucién
de varios fluidos incompresibles y no miscibles, por ejemplo agua y aceite. El
caso de un rio con materia en suspension corresponde a una situaciéon que, con
frecuencia, estad aceptablemente descrita por este modelo. Piénsese en el interés

practico, por ejemplo en el caso de vertidos contaminantes.

2. Es un problema “limite” de otros sistemas fisicos, 6 bien una simplificacién de
éstos, cf. [39]. Por ejemplo, cuando se produce la mezcla de dos fluidos incom-
presibles y homogéneos, si se supone que el proceso de difusién de masa obedece
la ley de Fick (cf. [32] y sus referencias). Demostraciones de la convergencia de
las soluciones correspondientes a las del modelo de Navier-Stokes con densidad

variable se pueden encontrar en [53] y en la Seccién 3.4 de la Memoria.

En el problema (NSDV), vamos a considerar tres tipos de soluciones: débiles, semi-
fuertes y fuertes. Lodgicamente, la diferencia entra ellas, estd en la forma en que se
verifican las distintas ecuaciones y condiciones iniciales. De nuevo, (0.4) y (0.6) se tratan
de forma “esencial”. La Definicién de solucién débil, véase §1.2, se hace en base a una
formulacion distribucional, que elimina la presién y “agrupa” ecuaciones y condiciones
iniciales. De hecho, las ecuaciones no tienen por qué verificarse puntualmente, ni siquiera
cpd. Debido a que la ecuacién de transporte (hiperbélica) implica menor regularidad
para la solucién que la ecuacién de movimiento (parabdlica), parece indicado introducir
el concepto de solucién semi-fuerte. Esencialmente, se trata de soluciones débiles que
verifican puntualmente (cpd.) (0.8) y, ademds, la condicién inicial (0.7) en un sentido
clasico (u debe ser continua en ¢ = 0). Por 1ltimo, también trabajaremos con soluciones
fuertes: Aquellas soluciones semi-fuertes para las que (0.1) se verifica puntualmente cpd.
y (0.7) en un sentido cldsico. ‘

En esta Memoria son presentados, principalmente, nuevos resultados de existencia

de solucién débil, existencia y unicidad de solucidon semi-fuerte y solucién fuerte.

0.1.3 (SDV): El Modelo de Stokes con Densidad Variable

Cuando, en el modelo general de Navier-Stokes con densidad variable, despreciamos en

(0.8) los términos convectivos
p(us + (- Vyu),

llegamos al modelo de Stokes con densidad variable:
—pAu+Vp=pf, V.u=0 enQr, u=0 sobre Xr, (0.10)

pr+u-Vp=0, pu=o=po enfl (0.11)
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Notemos que (0.10-0.11) no es un simple problema linealizado de (NSDV) y que la
eliminacién también de u; cambia por fuerza aspectos importantes en la estructura del
modelo. Ademas, la presencia del término pf impide que el sistema esté desacoplado.

Este tipo de aproximacion es fisicamente razonable cuando el campo de velocidades
es suficientemente pequefio (movimientos lentos) 6 cuando el coeficiente de viscosidad
es grande (cf. la Seccién 2.4). En definitiva, para flujos con un nimero de Reynolds
(Re) pequeiio. Un ejemplo fisicamente relevante es, como antes, el que proporciona un
rio, esta vez de corriente extremadamente lenta.

Para este modelo, obtendremos en esta Memoria mejores resultados de existencia y
unicidad de solucién semi-fuerte y solucién fuerte.

0.1.4 (DM): Un Modelo con Difusién de Masa

La mezcla de dos fluidos 1ncompre31bles donde se supone que hay un proceso de difusién
de masa regulado por la ley de Fick, puede ser modelada utilizando variables “prome-
diadas” auxiliares: campo de velocidad-volumen medio (u), densidad de masa media

(p) y presién “modificada” (P). Estas variables verifican un sdp. que es el siguiente:

plug + (u- V)u] — pAu - A[(u- V)Vp +(Vp - V)uj
A2 1 ' (0.12)
+= (Vp-V)Vp — ;lVPIZVp + ApVp| = pf — VP,
pi+u-Vp—AAp =0, (0.13)
V-u=0. (0.14)

Se complementan estas ecuaciones con las condiciones de contorno e iniciales siguientes:
g
u=0 y L —0 sobre Zr, (0.15)
On

Pli=0=pPo Y Uj=0 = Ug €0l Q. . (016)

El sistema (0.12-0.16) constituye un modelo con difusién de masa, en adelante (DM).
Ademsés de la condicién de adherencia de las particulas d: fluido (debida a la presencia
de fuerzas de viscosidad), (0.15) significa que no hay transmision de masa a través de
la frontera (debe ser p > o > 0wen Qr, para que A%/p esté bien definido).

Un modelo reducido de (0.12-0.16), especialmente interesante cuando A es pequeiio,
es el que resulta de despreciar en las ecuaciones (0.12) los términos que contienen A%,

El sistema resultante, donde se cambia (0.12) por

plug + (u- Viu] — pAu — A[(u- V)Vp + (Vo Viu] = pf — VP, (0.17)
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serd denominado modelo reducido con difusién de masa (abreviadamente (DMr)); aqui,
ya todos los términos tienen sentido bajo la condicién mas débil p > 0. Para este
modelo, vamos a considerar los conceptos de solucion débil y solucién fuerte. Debido
a las propiedades de regularidad inherentes a la ecuacién de transporte-difusién (0.13),
ésta se va a verificar puntualmente cpd. en los dos casos. Por tanto, la diferencia entre
las dos definiciones, estarid en qué sentido se asigna a las ecuaciones (0.17) y a sus
respectivas condiciones iniciales en (0.16): Un sentido distribucional para la solucion
débil y un sentido puntual cpd. para la solucién fuerte.

La existencia de solucién débil para (DMr) y la convergencia de ésta (cuando A — 0)

hacia una solucién débil de (NSDV) serén probadas en la Memoria.

0.2 Resultados Tedricos Conocidos

Vamos a recordar brevemente los resultados tedricos conocidos mdas importantes, hasta
donde hemos podido saber, sobre (NSDV), (DM) y (DMr); el problema (SDV) no parece

haber sido tratado en la literatura.

0.2.1 Algunos Problemas y Resultados Auxiliares

Para centrarnos en el tema, habra que hacer una pequefia referencia a resultados sobre
~ (NS): El problema de Navier-Stokes (0.4-0.7),
(PT): El problema de transporte (0.1), (0.9),
(PTD): El problema de transporte-difusion (0.13), (0.15), (0.16).
Esto es debido a que los problemas que vamos a considerar en la Memoria aparecen

tras agrupar algunos de los anteriores. Notemos que, de forma esquematica, podemos
decir:

(NSDV) = (NS) + (PT),
(DM) = problema “similar” a (NS) + (PTD).
Navier-Stokes (INS): La bibliografia es muy extensa sobre este probl(ema, cf. los
trabajos de Hopf, Ladyzhenskaya, Lions, Témam, etc... “Grosso modo”, los resultados

mas importantes sobre la existencia y unicidad de solucion débil y fuerte, pueden ser

enunciados como sigue:

e Existencia de solucién débil global en tiempo. Si uy € H y f € L*(0,T; H-*(Q)V)
(N =2 6 3), existe una solucién débil

ue L}0,T;V)NL>(0,T; H), pe€ L¥Qr), (0.18)
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ueC(0,T;V') siN=3 y ueC(0,T);H) si N =2. (0.19)

Los espacios H y V contienen de forma implicita a (0.4) y (0.7), cf. §1.1.3.

¢ Unicidad de solucién débil si N = 2 (p es tinica salvo una funcién aditiva que sélo
depende de t).

e Para N = 3, se tiene la unicidad de solucién en una clase de funciones mas

regulares que en (0.18). En concreto, si

N
w

ue L*(0,T;L7(2)*) con o <1 y r>3.

o Existencia (y unicidad) de solucién fuerte global si N = 2 y local si N = 3. En
este ultimo caso, si ug € V' y £ € L%*(0,T; L*(Q)?), existe T, < T, dependiente de
la magnitud de los datos, tal que: '

ue L*(0,T,; HX(Q)>)nC([0,T.); V), wu, € L*0,T,; H). (0.20)

Otros muchos resultados sobre regularidad, estabilidad, periodicidad, comportamiento

cualitativo, ... de las soluciones pueden ser obtenidos; of. por ejemplo [12,62,21,26,28,
35,38,60,61, ...].
Problema de Transporte (PT): Es un problema de Cauchy de primer orden
Dp

de tipo hiperbdlico. La ecuacién (0.1) es la derivada total de la densidad: Dr = 0.

Por tanto, al menos en los casos con suficiente regularidad, la densidad se mantiene
constante con respecto al tiempo a lo largo de las trayectorias que sigue el fluido. Se
tienen resultados de existencia y unicidad de solucién débil, cf. §1.1.5, por ejemplo, si
u € L*(0,T;V). Para llegar a la existencia de solucién fuerte, se necesita tener mas
regularidad sobre u de la que parece “natural”. En esencia si, ademas de lo anterior,
Vu € L'(0,T; L*(£)), entonces Vp y p; € L*(0,T; L=(8)), <f. [36].

Problema de Transporte-Difusién (PTD): Es un problema parabélico (lineal)
con condiciéon de contorno de tipo Neumann. Resultados de existencia y unicidad de
solucién débil y de solucién fuerte, entre otras cosas, son bien conocidos, cf. §2.3.2 para
algunos de ellos. '

0.2.2 Modelo de Navier-Stokes con densidad variable (NSDV)

Vamos a enumerar los distintos resultados en dimensién 3 en espacio, limitandonos en

el caso bidimensional a notas puntuales.
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A) Existencia de solucién débil y de solucién semi-fuerte: Los primeros
resultados sobre este problema son debidos a Kazhikhov [31] y Antonzev y Kazhikhov
[2]. Se demuestra que si

2 C R? es un abierto acotado con frontera O Lipschitz-continua, (0.21)
u € H, po € L*(Q), (0.22)

fe L*(0,T; H), (0.23)

po>a>0 enfl, (0.24)

entonces existe una solucién débil global (p, u) con
p € L*(Qr), ue L¥0,T;V)NL>(0,T;H). (0.25)

Este resultado fue generalizado por J.Simon en [54], para el caso en que sélamente
se exige

po >0 en, (0.26)

obteniéndose en lugar de (0.25), que
p€L™(Qr), weI0,T;V), pueL=(0,T;H). (0.27)

Notemos el paralelismo entre estos resultados y los relativos a (NS). Sin embargo, aqui
no se obtiene continuidad para u como era el caso de (0.18), ni tampoco para pu. En
cuanto a p, al menos para 2 acotado, se puede ver incluso que p € C([0,T]; L?(Q?)) para
cada p < 400, cf. §1.1.5. Por otra parte, atendiendo a la suma directa L2 = H @ VH?,

cf. [21}, llegamos al mismo resultado partiendo de un dato
fe L*(0, T; LX(Q)). (0.28)

Posteriormente, J.U.Kim en [33] obtuvo una solucién débil més regular para u, pero
local. En concreto,

u € L¥0,T,; H*(Q)*) n L*(0,T,; V), (0.29)
con T, < T. Aqui, se impone mayor regularidad para los datos:
MNeC? wu eV, : - (0.30)

f e L0, T; LA(Q)°) (0.31).

y se mantiene la hipétesis (0.26). De nuevo, T, depende de la magnitud de los datos.

Por tanto, éste viene a ser un resultado similar al que se conoce para (NS) (pero ahora
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no se tiene regularidad L? para u,, lo que hace que no se pueda demostrar que u es
continua).

Recientemente, estos resultados han sido generalizados por J.Simon en [55], donde
se prueba la existencia de una solucién débil global como en (0.27), con las hipdtesis
(0.21), (0.22), (0.26), debilitando (0.23) y sustituyéndola por

fe L'(0,T; L*(Q)*). | (0.32)

Se prueba, entre otras cosas, que la solucién verifica (0.7) en el siguiente sentido gene-
ralizado:

(L”“"')EC[O’T] y (fQP“'V)(O)--fnpouo-vdx VveV.  (0.33)

Ademss, esta solucién es mas regular localmente, en el sentido de (0.29), si se impone
(0.30) y se debilita (0.31) con (0.28). Por tltimo, en las condiciones (0.24), la solucién
encontrada es semi-fuerte, teniendo u la regularidad de una solucién fuerte de (NS), i.e.
(0.20).

En lo que se refiere a dominios no acotados, M.Padula en [44,45], demuestra la
existencia de una solucién débil regular y local (global en dimensién 2), como en (0.29),
a costa de imponer que, ademas, :

[ #o(x) < +oo, » (0.34)

1.e. que la de masa total del sistema es finita.

Las Demostraciones de los resultados anteriores utilizan el método de compacidad
(cf. [38]), junto con una discretizacién de “semi-Galerkin” (cf. [39]). Las estimaciones
sobre las “soluciones aproximadas” reposan en ideas que ya habian sido utilizadas en
el marco de (NS), ademds de una estimacién L™ para la densidad, que es consecuencia
de que (PT) sea resuelto por el método de las caracteristicas. Para obtener regularidad
local, se considera la base especial habitual de V, formada por las autofunciones del
problema de Stokes.

B) Existencia y unicidad de solucién fuerte: Los resultados que siguen estan
més detallados en §2.2.1. Ladyzhenskaya y Solonnikov en [36} (véase Teorema 2.5),
prueban la existencia y unicidad de solucién fuerte local (global en dimensién 2); de
hecho, la solucién encontrada es muy regular (por ejemplo, p € C'). Se utilizan en la
Demostracién resultados para distintos problemas auxiliares con regularidad L? con ¢ >
3 y el método de las aproximaciones sucesivas. Resultados similares obtiene H.Okamoto
en [43], pero utilizando el marco de los espacios de Hilbert (de orden fraccionario) y la

teoria abstracta de las ecuaciones parabélicas. Finalmente, M.Padula en [45] obtiene,
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en el caso de dominios no necesariamente acotados, la existencia de solucién fuerte local,
que serd unica bajo determinadas condiciones de regularidad; véase el Teorema 2.5. Se
impone menos regularidad sobre (po, up) que en los casos anteriores, a cambio de exigir
regularidad de tipo L? a la derivada de f respecto de ¢.

0.2.3 Modelos con Difusién de Masa, (DM) y (DMr)

Los resultados que siguen estdn mas detallados en la Seccién 3.2. Es de destacar que,
en ellos, la acotacion inferior (0.24) sobre po siempre es exigida.

Los resultados sobre el problema (DMr) se deben a Kazhikhov y Smagulov [32]. Se
prueba la existencia de una solucién débil global y la existencia y unicidad de solucién
fuerte local, en ambos casos si el coeficiente de difusién ) es pequefio:

2p
1poles — @

En lo que se refiere al problema completo (DM), Beirao da Beiga en [4] obtiene la

A< , con a dada por (0.24).

existencia y unicidad de solucién fuerte local, sin imponer restricciones de pequefiez
sobre A\. Ademsds, las soluciones son globales para datos pequefios. La Demostracion
reposa en un argumento de Punto Fijo. Por ultimo, P.Secchi en [63] demuestra la
convergencia, cuando A — 0, de las soluciones fuertes (locales) de (DM) hacia una
solucion semi-fuerte de (NSDV).

0.3 Principales Aportaciones Originales de Cardacter

Tedrico

0.3.1 (NSDV)

Presentamos en esta Memoria, en primer lugar, un resultado de existencia de solucién
débil definida en (0, 400) y en un abierto Q general (acotado 6 no), sin hipéStesis de re-
gularidad sobre su frontera. Se impone que py y Ug son como en (0.22), con la acotacién

inferior (0.26) sobre po, f € LL_(0,+o00; L2(£2)3 N L¥5(€2)) y no se impone la restriccién
de masa total finita (0.34). Se obtiene una regularidad para la solucién “similar” a (0.27),
con regularidad global en espacio y de tipo “loc” en tiempo (Teorema 1.12). Ademads,
cuando f € L!'(0, +o00; L*(2)?), la solucién es global hasta el infinito (Corolario 1.13).
Por dltimo, un resultado intermedio entre los dos anteriores, donde solo pu tiene regula-
ridad hasta el infinito en tiempo, se obtiene, por ejemplo, cuando f € L>(0, +o0; L*(Q2)?)
y §2 es acotado en alguna direccién de los ejes coordenados (Corolario 1.14). Las De-

mostraciones de estos resultados, estdn basadas en el método de compacidad, usado
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conjuntamente con una discretizacién de semi-Galerkin, con eleccion de una base de V
formada por funciones con soportes compactos.

Por otra parte, se logra probar nuevos resultados de existencia de solucién débil
cuando hay

e Viscosidad variable ( con dependencia continua respecto de la densidad),

e Condiciones de contorno no homogéneas para el campo de velocidades (en vez de

(0.6), la condicion u = g sobre Lr).

El primero de estos casos ha sido resuelto utilizando, entre otros, ciertos resultados
debidos a R. Di Perna y P.L. Lions (cf. [14]) sobre el problema de transporte (PT).
Para el segundo, se introducen ciertas soluciones aproximadas, engendradas por campos
de velocidades que se anulan sobre la frontera del dominio. Notemos que la condicién
homogénea sobre la frontera es esencial para resolver apropiadamente (PT).

Por otra parte, se obtiene un resultado de existencia de solucién semi-fuerte global
de (NSDV), i.e. definida como solucién semi-fuerte en todo [0,+00), si los datos son
pequenos (6 el coeficiente de viscosidad grande). Ademds, en ausencia de fuerzas ex-
teriores, demostramos un comportamiento exponencialmente decreciente a cero para el
gradiente del campo de velocidades (en norma L?) cuando ¢ — 400 (Teorema 2.2). La
clave de las Demostraciones esta en conseguir nuevas estimaciones globales en tiempo.

Por ultimo, se prueba en el Teorema 2.6 la unicidad de solucién semi-fuerte si
suponemos, esencialmente, que una de tales soluciones es una solucién fuerte. Este
resultado es considerablemente mas general que los que preceden. La Demostracién del
mismo de nuevo utiliza resultados especificos del problema (PT); cf. §1.1.5.

0.3.2 (SDV)

Se demuestran resultados de existencia de solucién débil, solucién semi-fuerte y solucién
fuerte, en los tres casos globales en tiempo. Para ello, se recurre a un método de
viscosidad. La regularidad de la solucién encontrada depende exclusivamente de la
regularidad de los datos. Se presenta también un resultado de unicidad de solucion
(véanse los Teoremas 2.9 y 2.10). Hay que hacer notar que no se exige pp = « > 0
en ningin caso. Ademads, para la existencia y unicidad de solucion fuerte, se exigen
hipétesis mas débiles que en (NSDV).

0.3.3 (DMr)

Las aportaciones originales'de la Memoria en cuanto al problema con difusiéon de masa

conciernen al modelo reducido (DMr). Se demuestra:
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e Existencia de solucién débil para A pequefio (pero sin restricciones para pg; tan
solo pedimos py > 0; cf. el Teorema 3.5).

o Convergencia de soluciones débiles de (DMr) a soluciones también débiles de
(NSDV) (cf. el Teorema 3.6).

Las Demostraciones estan basadas, de nuevo, en el método de compacidad usado
conjuntamente con una discretizacion de semi-Galerkin. El segundo resultado, se puede
interpretar como una nueva Demostracién de la existencia de solucién débil de (NSDV)

que utiliza un método de viscosidad muy particular.

0.4 Aportaciones Originales sobre la Aproximacién

Numérica de (NSDV)

Hasta donde hemos podido saber, no hay referencias importantes donde se lleve a cabo
un analisis detallado de (NSDV) desde una perspectiva numérica. Nuestra intencién en
este tema ha sido, tan sélo, comprobar que algunos de los esquemas numéricos utilizados
en otras ecuaciones (Navier-Stokes compresible e incompresible, (PT), etc.; cf. [22,47,61]
y las referencias alli citadas), pueden ser también vélidos en este caso. Presentamos en

concreto tres esquemas posibles para aproximar numéricamente (NSDV):

1. Una vez “penalizada” la condicién V-u = 0 con ayuda de la presién (un problema
débilmente compresible) y de un pequefio pardmetro € > 0, las ecuaciones resul-
tantes son discretizadas en tiempo con un esquema totalmente implicito (Euler).
El sistema no lineal resultante puede ser aproximado en espacio y, posteriormente,
facilmente resuelto utilizando el algoritmo GMRES (cf. [15]). Aunque se trata
de un sistema fuertemente no lineal, las buenas propiedades de GMRES pueden

hacer conveniente su uso, cf. [8,9].

2. Introducimos discretizaciones en tiempo implicitas de tipo Euler. Los problemas
no lineales resultantes son reformulados en el sentido de los minimos cuadrados
¥, a continuacion, son resueltos con ayuda de un algoritmo de descenso de tipo
Gradiente Conjugado. Al final, todo se reduce a la resolucién de un namero
finito de problemas de Stokes generalizados (6, mas bien, a la resoluciéon de sus’

aproximaciones en espacio).

3. Cuando p experimenta variaciones poco importantes, i.e. p =~ Cte., es razonable

utilizar una discretizacién en tiempo basada en el método de las caracteristicas
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para el tratamiento de los términos convectivos. Nos quedaremos en tal caso, sdlo
con problemas estacionarios y lineales de tipo Stokes generalizado.

0.5 Resumen de la Memoria

Haremos a continuacion una breve descripcién de cada uno de los Capitulos de los que
consta esta Memoria.

Comenzamos el Capitulo 1 con una Seccién de resultados técnicos que vamos a uti-
lizar repetidamente. Merece la pena destacar de entre ellos una versién distribucional
del Lema de De Rham (cf. [59]) junto con otra de regularidad (cf. el Apéndice A para la
Demostracién) y algunos resultados de existencia y unicidad para (PT) (cf. [14]). En la
segunda Seccién del Capitulo, introducimos el problema (NSDV). Enunciamos un resul-
tado general de existencia de solucién débil, junto con otros dos de regularidad global
en (0,+00). La Demostracién de estos resultados se presenta posteriormente, dividida
en tres partes (la existencia de solucién aproximada estd recogida en el Apéndice B). En
el resto de los casos de la Memoria que siguen un proceso “similar”, se hara referencia
a esta Demostracion.

A continuacidén, pasamos a considerar dos nuevas situaciones: Aquélla en la que el
coeficiente de viscosidad p es variable (més precisamente, depende continuamente de p)
y aquélla en la que u debe satisfacer condiciones de contorno no homogéneas (u = g
sobre ¥7). En el primer caso, hay que comenzar introduciendo las nuevas ecuaciones
a resolver, ya que la ecuacién de movimiento han de ser modificada. Posteriormente,
un adecuado tratamiento sobre estos nuevos términos serd necesario para poder con-
tinuar con las estimaciones de las soluciones aproximadas; un andlisis distinto sobre su
convergencia sera efectuado. En el segundo caso, por simplicidad, hemos separado los
resultados en dos partes; una primera para datos g independientes de ¢, donde la De-
mostracién resulta menos costosa y una segunda parte donde se contempla la situacion
general. Antes de nada, hay que realizar un adecuado levantamiento de g para que, me-
diante un sencillo cambio de variable, podamos pasar a un problema con condiciones de
contorno homogéneas. Por el camino y a causa de las no linealidades, aparecen nuevos
términos que es necesario acotar.

El Capitulo 2 comienza con diversas consideraciones sobre la existencia de solucion
semi-fuerte del modelo (NSDV). Después de una descripcién de los resultados conocidos
mds interesantes, nos centramos en obtener soluciones que sean semi-fuertes en todo
(0, +00) y en analizar un comportamiento cualitativo exponencialmente decreciente de
las mismas, en ausencia de fuerzas exteriores.

Seguidamente, atacamos la cuestién de la unicidad de solucién semi-fuerte y de



14 . 0 Introduccion

solucion fuerte. De nuevo, detallamos los resultados conocidos mas interesantes sobre
el tema, que tienen la caracteristica comin de imponer la existencia de una solucién
regular. Esto justifica la presentacion de un nuevo resultado, en el cual se intenta exigir
las hipdtesis de regularidad mds débiles posibles.

En la dltima Seccién del Capitulo 2, se presenta el modelo de Stokes con densi-
dad varible (SDV). Después de justificar esta introduccién, presentamos resultados de"
existencia y de unicidad de solucion. Como las Demostraciones estan basadas en la
aplicacién de un método de viscosidad, se necesita un estudio previo de (PTD).

Comenzamos el Capitulo 3 con una Seccién donde se deduce el modelo con difusién
de masa a partir de una situacién fisica concreta (mezcla de dos fluidos incompresibles
y homogéneos con densidades constantes y distintas), analizando las nuevas variables
auxiliares que aparecen. A continuacién, se presentan los resultados conocidos mas
interesantes sobre el modelo, tanto en el caso de (DMr) (para pequefio coeficiente de
difusién) como para (DM). Un resultado de existencia de una solucién débil global de
_ (DMr), sin restricciones sobre la cota inferior de po, serd enunciado y demostrado en la
Seccidn siguiente. Para ello, habran de utilizarse argumentos similares a los necesitados
para (NSDV), cambiando ahora (PT) por (PTD) (més regular incluso), pero en cambio
apareciendo nuevos términos no lineales en la ecuacién de movimiento.

En la dltima Seccién del Capitulo 3, se demuestra la convergencia de las soluciones
débiles de (DMr) hacia una solucién débil de (NSDV). Para ello, serd fundamental
acotar con independencia de A las soluciones de (DMr).

Finalizamos la Memoria con el Capitulo 4, donde describimos algunos posibles esque-
mas de aproximacién numérica para (NSDV), tal como ha quedado dicho en la Seccién

precedente.

0.6 Algunos Resultados que Quedan Pendientes

En nuestra opinién, queda todavia por realizar mucha tarea en torno a estos modelos.

Citaremos algunos de los resultados que mereceria la pena probar tras esta Memoria:

e Extensiones de los resultados de existencia y/é unicidad de solucion semi-fuerte
probados para (NSDV) a los casos de viscosidad variable y de condiciones de

contorno no homogéneas.

o Descripcién cualitativa del comportamiento de las soluciones semi-fuertes y fuertes,
cuando t — +o0 (con especial apoyo en el resultado de unicidad de solucion semi-

fuerte ya obtenido en la Memoria).
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¢ Implementacién numérica de los esquemas presentados en el Capitulo 4 y com-
paracion de los resultados.

Por ultimo, mencionemos que un resultado parcial de existencia de solucién débil en
dominios no acotados constituyé el objetivo de un trabajo de préxima aparicién; cf. [17}.
Ademas, los resultados obtenidos en el Capitulo 1 por una parte y en los Capitulos 2 y

3 por otra, apareceran en sendos trabajos actualmente en preparacién, cf. [18,23].



Capitulo 1

Nuevos Resultados sobre Existencia
de Solucién Débil

16
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11 Resultados Técnicos Preliminares

A lo largo de toda la Memoria, utilizaremos un cierto nimero de conceptos y
resultados del Analisis Funcional No Lineal: distribuciones, espacios de Sobolev,
espacios de funciones con “divergencia nula”, ..., con valores reales, en un Banach,
..., asi como sus propiedades: inyecciones continuas y densas, compacidad, caracter
reflexivo y separable, dualidad, ... y los distintos tipos de convergencia: fuerte, |
débil, débil x y en el sentido de las distribuciones.

En este primer apartado, enumeramos algunos resultados técnicos que vamos a
utilizar con frecuencia.

1.1.1 Inyecciones Continuas y Compactas. Productos Conti-
nuos

El principal resultado que relaciona los espacios de Sobolev entre si, conduce a las

llamadas inyecciones de Sobolev; éstas se pueden resumir (cf. [1,34]) como sigue:

LEMA 1.1 Sean D un abierto de RN y 1 < p < +o0.
(i) Inyecciones continuas de Sobolev. Se tienen las siguientes inyecciones con-

tinuas:
Wo?(D) — LYD), paraq:p<q<py, (1.1)

donde p, viene dado por lo siguiente:

1/p«=1/p—1/N sip< N,
Py € [p,+00) arbitrario sip=N, (1.2)
Px = +00 “sip> N.

Sip>N, WiP(D) — C)D) y sip= N =1, se alcanza el valor p, = +oo.
(ii) Inyecciones continuas de Morrey. Para p > N, se tienen las siguientes

inyecciones continuas:
WyP(D) — C*"®(D), para f:0<f <a=1-N/p. (1.3)

(iii) Inyecciones compactas de Rellich-Kondrachov. Para D acotado, (1.1)y
(1.3) son también inyecciones compactas i 1 <qg<p, y0< B <aresp. m

Generalizaciones:
(a) Si @D es Lipschitz-continua (véase [21, p. 4] para la definicién), las inyecciones
anteriores son ciertas cambiando Wy (D) por W'?(D). Detallando un poco més, en el

caso general (con D acotado 6 no), una condicién suficiente para tener (1.1) es que 8D
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tenga la “propiedad del cono” y para (1.3) que 0D sea “Lipschitz local fuerte” (véase
[1] para las definiciones y el resultado). Si D es acotado, la condicién “Lipschitz local
fuerte” es equivalente a decir que 9D es “Lipschitz local” 6 Lipschitziana.

(b) Las inyecciones continuas y compactas del Lema anterior, se pueden generalizar
por induccion a los espacios de Sobolev con orden de derivabilidad natural mayor que
1 y, gracias a un razonamiento de dualidad, a los de orden entero no negativo. Vamos
a utilizar con frecuencia las inyecciones de los espacios L? en los espacios de Sobolev
de orden ~1. En las condiciones del Lema 1.1(i), se verifican las siguientes inyecciones
continuas:

LP(D) —+W™'%(D), parap<g<p, mby ¢>1, (1.4)

siendo también las inyecciones compactas para D acotado y p < ¢ < pa.

(c) Especial interés tiene la inyeccién dada en el Lema 1.1 para p = N = 1. Ademis,
si D es un intervalo, se tiene mayor regularidad. Por ejemplo, para D = (0,T),0 < T <
400, tenemos ‘i

W10, T) — C°[0,T]) si T < +o0, W0, +00) < C([0, +00)).

Las inyecciones anteriores vuuelven a ser ciertas en el caso de W1(0, T; B), donde B sea

un espacio de Banach. Este resultado suele ser til para justificar condiciones iniciales
en problemas no estacionarjos. En tales casos, B es un espacio de funciones que sélo
depende de las variables espaciales. ;
(d) También se tienen inyecciones compactas en algunos dominios no acotados, pero
a condicion de que las regianes que tienden a oo sean “suficientemente pequenas” (cf.
[1]). Una condicién necesarip para la compacidad de las inyecciones es la siguiente:

lim  dist(x,dD) = 0.
XeD,[Xj—o0

Destacamos a continuacign, para 1 < p < N, un aspecto particular de (1.1):

LEMA 1.2 Cuando 1 < p N, eziste C = C(N,p) > 0 (independiente del dominio
D) tal que:

pip <CIVelpp Ve eD(D) (1.5)

(aqui, naturalmente se tiene que 1/p, =1/p—1/N). =

Esto nos permite definir ciertos espacios de Sobolev asociados a dominios no acotados

con propiedades “similares” a las que tienen los W™ en el caso de un dominio acotado®.

®Bésicamente, la desigualdad de Poincaré: |f|, < C(D,N,p)|Vflp
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Dado el abierto D ¢ RV (en particular puede ser no acotado en ninguna direccién de
los ejes coordenados)®, definimos los espacios ([17,38,61]):

ZY(D) = {u:Vu € L*(D)N y u € L**(D)},°
(espacio de Banach para la norma [Jul,, = |u|,, + |Vul,) ¥y
Zy"(D) = cierre de D(D) en Z'?,

Para p = 2, denotaremos K'(2) = Z'%(Q) y K}(Q) = Zo*(). Gracias a las definiciones
anteriores y al Lema 1.2, en Zy” (resp. K}) son normas equivalentes: '

lulli, v [Vul, (resp. ful: v [Vulp).

Esto Gltimo nos permitird en el caso de dominios no acotados, acotar determinadas
funciones en LP* si tenemos acotadas anteriormente sus primeras parciales en L”.
n

Debido a que los problemas de edp. que vamos a tratar contienen importantes no
linealidades; de hecho productos de orden 2 y 3, resulta conveniente el resultado técnico
que sigue. ‘

LEMA 1.3 Sea D C R® un abierto.

(i) Sea 1 < s <p< +oo. Sip, estd dado por (1.2), 1/r =1/p,+1/s yr 21,
entonces (u,v) > uv es una aplicacidn bien definida y continua de Weo?(D) x Wa*(D)
en Wy (D).

(i) $:6/5<s<3ylfr=1/6+1/s, entonces (u,v) — uv es una aplicacion
bien definida y continua de K}(D) x Wg**(D) en Wy (D).

(iii) Sean 1 <s,p<+o00,s>1y1l/r+1/s < 1. Si, de nuevo, 1/r =1/p, +1/s
y definimos la distribucidn pu, en la forma (pu,v) = (p,uv) Vv € D(D), pare cada
u € WoP(D) y cada p € W1%(D), entonces (u,p) — pu estd bien definida y es
continua de Wy'*(D) x W=1*(D) en W-I7(D). |

(iv) $i2< s <400 yl/r=1/6+1/s, entonces (u,pu) — pu estd bien dcﬁﬁida, |
y es continua de K}(D) x W=*(D) en W-"(D). m

El Lema anterior es consecuencia de la definicién de los espacios de Sobolev WaP, W1
y K}, junto con la continuidad de las inyecciones del Lema 1.1. Las principales ideas
de la demostracién, pueden encontrarse en [58]. Otros casos distintos pueden contem-
plarse también, pero éstos no se incluyen por simplicidad (ademas, sélo las situaciones

consideradas en el Lema 1.3 serén de utilidad en esta Memoria).

*De modo que no se podria asegurar la desigualdad de Poincaré
°p, es el exponente asociado a p mediante las inyecciones de Sobolev, dado por (1.2)
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1.1.2 Espacios de Nikolskii. Resultado de Compacidad

Enunciaremos diversos resultados de compacidad para espacios de funciones dependien-
tes del tiempo, con valores en un espacio de Banach.

Supongamos que X es un espacio de Banach, 0 < T' < 400, f: (0,T) X estd
dada y 0 < h < T. Denotaremos por 7, f a la siguiente funcién:

mwf i (=T —h)— X, 7 f(t) = f(t+h).

Para s,q tales que 0 < s <1y 1 < ¢q < 400, recordamos la definiciéon de espacio de
Nikolskii de orden s y exponente ¢ (cf. [34,57]):

N*(0,T;X) = {f:felL0,T;X),

sup h7|mnf — floer-nx) < +oo}. , (1.6)
o<h<T

N*9(0,T; X) es un espacio de Banach para la norma
W nosorixy = Iflzaorxy + sup A7 f — flLeo,r-nix)-
O<h<T

Obsérvese que, en particular, N*(0,T; X) es el espacio de las funciones f : (0,7) +—
X que son acotadas y Holder-continuas (de exponente s).

Por otro lado, es importante senalar que los espacios de Nikolskii son espacios de
funciones que poseen derivadas “fraccionarias en tiempo”. De hecho, se verifican las

siguientes inyecciones continuas (cf. [57]):
W*0,T; X) — N*(0,T; X) — W*=%0,T; X) Ve>0.

Por tanto, tienen una estrecha relacidn con los espacios de Sobolev de exponente fraccio-
nario W*9 (cf. {34,37,57]).

En las demostraciones de los resultados de existencia, el resultado de compacidad
que aplicaremos es la siguiente generalizaciéon del llamado “Lema de Lions” (Teorema

1.5.1 en [38]):
LEMA 1.4 Sean X,B e Y espacios de Banach tales que X <» B «» Y. Entonces, si

T > 0 es finito, se tienen las siguientes inyecciones compactas:
i) L0, T;X)N{$: ¢ € LY(0,T;Y)} < L(0,T;B) 3 1 < ¢ < +00.
i) L0, T;X)n{¢: ¢, € L(0,T;Y)} = C([0,T};B) si1l < r < +o0.
iii) L9(0,T; X) N N*9(0,T;Y) <% L0, T; B) si0 < s <1y 1< q < +oo.

iv) Si F es la interseccidn de un conjunto acotado de L*°(0,T;X) y el conjunto

R(Ka C,T) = {¢ : ”¢t”Y <K+ ¢ de' en [Oa T]v W)IL'(O.T) < 0}7

donde K € L'(0,T), 1 < r < 0o y C > 0, entonces F es relativamente compacio en
C([0,7}; B). =
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En la mayoria de los resultados de compacidad utilizados para resolver las ecuaciones
de Navier-Stokes evolutivas (cf. [38,61, etc...]) se impone la condicién que X e Y sean
reflexivos (en algunas ocasiones, incluso se exige que X, B, e Y sean espacios de Hilbert).
Sin embargo, en el enunciado del Lema anterior, basta con que X, B, e Y sean espacios
de Banach. Esto es debido a que la Demostracién estd basada en una caracterizaciéon
de los conjuntos relativamente compactos en L(0,T; B) y C([0,T]; B) que no requiere
reflexividad (cf. [34,56]). Por el contrario, no se cuestiona si de una sucesién acotada
pueden extraerse subsucesiones débilmente convergentes en el mismo espacio (una pro-
piedad exclusiva de los espacios de Banach reflexivos), que posteriormente convergeran
fuertemente en el espacio donde se tenga la inyeccién de forma compacta.

Para las demostraciones de los apartados (i), (ii) y (iii) del Lema 1.4, véase [56].

El apartado (iv) se demuestra en [55). Para una demostracién més completa del Lema
1.4, véase [58]. |

1.1.3 Espacios Relacionados con el Operador Divergencia

Si §2 es un abierto? de R?, consideramos los espacios de Hilbert (cf. [21]):
H(div; ) = {u € L(Q)° : V- u € ()},

Ho(div; Q) = cierre de D()3 en H(div; ).
H(div; Q) y Ho(div; ) son realmente espacios de Hilbert para el producto escalar

' (u, V)H(div;ﬂ) = (U,V) + (V * 1u, V. V).

Gracias a una generalizacién del Teorema de la Divergencia, teniendo en cuenta que
D(81)? es denso en H(div; ) (véase [21]), sabemos que, si u € H(div; ), puede ser
definida la “traza normal” (u- n)ppe en H~Y/2(89), al menos cuando § es de frontera
Lipschitz-continua. }

Introducimos a continuacién los espacios de funciones que nos van a-permitir un
tratamiento de la condicién de incompresibilidad V-u = 0 y de la condicién de contorno
homogénea u = 0 sobre 92, de forma “esencial” (i.e. incluyéndolas en la definicién
del espacio de base de la formulacién variacional), incluso en el caso de dominios no
acotados. Consideramos (cf. [38,61, etc...]):

V = {¢ : p€D)? V-p=0en Q}, (1.7)

9De ahora en adelante preferimos utilizar la letra griega §) para designar un.abierto gepérico de R3.
Los resultados de las siguientes secciones siempre seran aplicados en el marco del dominio tridimensional
que contiene al fluido. |
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HOQ) = v (= p Ay (1.8)
vie) = 7VE y way=y % (L.9)

Se tienen las siguientes contenciones:
H (resp. VW) C {v:v € Ho(div; Q) (resp. H}(Q)*, K}(R)?), Vv =0}.

Obsérvese que los espacios Ho(div; ), Ha()® y K}(2)? contienen, en algiin sentido,
condiciones de contorno homogéneas. Por ejemplo, sabemos que si 9§ es Lipschitz-

continua, se tienen los siguientes resultados que permiten caracterizar V y H:

V (resp. W) = {v : ve H(Q) (resp. (K')®), V-v =0, vir =0}, (1.10)
H = {v:vel’Q)} V-v=0, (v-n)r=0}. (1.11)

Aqui, vir (resp. (v-n)r) es la traza (resp. la traza normal) de v sobre d%; vir (resp.
(v-n)r) tiene sentido en H/%(T") (resp. en H-V%(I"))siv € V 6 W (resp. v € H). Las
afirmaciones que preceden, al menos para H y V, estdn demostradas en [38]. El caso
de W es similar al de V.
Finalmente, seflalaremos que en el caso bidimensional (N = 2), se puede introducir
W(£2) como sigue:
w(Q)=v """k,

Esto se debe a que ((u,v)) = /n Vu : Vvdx es un producto escalar en V, cf. {35,
p. 17-18]. En cambio, existe una diferencia notable en N = 2 y N = 3 en cuanto
al comportamiento “en el infinito”. En efecto, cuando_ 2 es no acotado y N = 3, las
funciones de W({2) tienden a cero cuando |x| — 400, x € (2, gracias al Lema 1.2. Sin
embargo, en el caso bidimensional esto no es cierto en general. Por ejemplo, para “do-

minios exteriores”, las funciones regulares que son constantes para |x| suficientemente
grande, pertenecen a W(Q) (cf. [35]).

1.1.4 Primitivas de Distribuciones. Existencia y Regularidad

Una generalizacién del Lema de De Rham en versién distribucional {cf. [50,61)}), al caso
de distribuciones de D'(2; B) (definidas en 2 y con valores en un espacio de Banach
B), ha sido demostrada por J.Simon [59], con un argumento (explicito) basado en la
representacion de distribuciones por primeras derivadas. A su vez, este razonamiento ha
sido ampliado recientemente por el mismo autor (Curso en la Universidsad de Sevilla,

1992), al caso en que B = D'(0,T'), considerado como un espacio vectorial dotado de un
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’;é(')njunto no numerable de seminormas: Dada ¢ € D(0, T), le est4 asociada la seminorma
|- Iy, definida por
|Fly = (F, )| VF eD(0,T).

Por otra parte, mencionemos que no es dificil probar que
D'(Q;D'(0,T)) = D'(0, T; D'(RN)) = D'((0,T) x N)

(espacios definidos a partir de la topologia limite inductivo habitual en D(0,T), D()
y D((0,T) x ) resp.), teniendo en cuenta las identificaciones

(R, 8o, B)om) = (B, B)om, dha = (R, $d)omxn
y que las combinaciones lineales finitas de D(0,T") ® D(£2) son densas en D((0,T) x ).
LEMA 1.5 Sean Q C R? abierts, 0 < T < 400 y g € D'(0,T; D'(Q)?) tal que
(8, v)a=0 enD'(0,T), Veel.
Entonces, existe p € D'(0,T;D'(N)) tal que Vp=g. =

Cunando §2 es un abierto acotado de frontera Lipschitz-continua, utilizando el iso-
morfismo

V:LYQ)— V4
(cf. [21, Corolario2.4, p. 24]), donde

L) = {1 € L@ : [ e dx =0},
t={SeH(Q)®: (S5, v)a=0,Vve V]
se puede probar (véase el Apéndice B) el siguiente resultado de regularidad:

LEMA 1.6 Sean Q C R?® un abierto acotado de frontera Lipscﬁitz-continua, 0<T<L
+o00 y g € D'(0,T; ’D’(Q)3) tal que

(gﬂp)n =0 enD'(0,T), Vpe.

(i) Si g€ D'(0,T; H1(Q)?%), entonces eziste p € D'(0,T; L*(Q)) tal que Vp =g.

(ii) Si g e LP(0,T; H™ 1(9)3) con 1 < p < 400, entonces eziste p € L”(O T; L*())
tal que Vp=g. ,

(iii) i g € W10, T; H1(2)®) donde 1 < p < +oo, entonces eziste una dis-
tribucidn p € W=12(0,T; L*(Q2)) tal que Vp=g. m
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1.1.5 El Problema de Transporte

La diferencia esencial entre las ecuaciones incompresibles de Navier-Stokes homogéneas |
y no homogéneas, recae naturalmente en la introduccién en estas Gltimas de la densidad
como una funcion incdgnita adicional. Como ya hemos indicado en la Introduccidn,
esto lleva a la incorporacién de la ecuacién de continuidad y la condicién inicial sobre p,
como un problema de transporte (hiperbdlico) para la densidad (si fijamos la velocidad),
lo que “modifica” el caracter parabdlico de las ecuaciones de equilibrio de momentos.

Interesa por tanto conocer algunos resultados sobre problemas de transporte tales
como el que sigue:

Dadas u y po, hallar p tal que
pt+u-Vp=0en Qr, (1.12)
Plt=o = po en .

Es bien conocido que este problema puede ser resuelto, bajo determinadas condi-
ciones sobre los datos, por el método de las caracteristicas (cf. [13,24,29]). Sin embargo,
determinadas propiedades de regularidad tanto de pp y u, asi como de sus derivadas,
son necesarias para poder obtener existencia y unicidad de solucidn; cf. [36, Lema 1.3,

p. 45}, donde se resuelve a su vez el sdo. de las “curvas caracteristicas”
X'(s)=u(s,X(s)), X(#)=x, VY(t,x)€Qr,

mediante un razonamiento de aproximaciones sucesivas. Por ejemplo, hipétesis de regu-
laridad que conducen a la existencia y unicidad de solucién de (1.12) son las siguientes:

Vue N0, T;L%(R)) v po € WE(). (113)

Tanto en el caso de soluciones débiles como en el de soluciones semi-fuertes de las
ecuaciones de Navier-Stokes con densidad variable (cf. §0.1.2 y §0.2.2), las hipétesis de
regularidad sobre u y po son mas débiles. Lo anterior explica la necesidad de introducir
soluciones fuertes con mayoreé hipétesis de regularidad de las que parecen “naturales”
(cf. [36,43)).

De todas formas, €l método de las caracteristicas es usado para obtener la exis-
tencia de solucién débil del problema (1.12); véase la demostracion del Teorema 1.12
{Apéndice B). Basicamente, se trata de regularizar los datos u y po, considerar las
(\inicas) soluciones “regulares” dadas por el método de las caracteristicas y pasar al
limite (en L* débilx); véase [14, Proposicién 1.1} para el problema mas general si-
guiente:

{m+u-Vp+0p=y en Qr;py (1.14)
Plt=0 = po sobre RN
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v(dé;qul', cy g : Qrarv — IR son otros datos). En [14] se estudia (1.14) como problema,
auxiliar, definiendo ademds el concepto de “solucién renormalizada” de (1.14), con el
objeto de aplicar los resultados a sdp. de primer orden.

Se demuestran en [14, §II.1 y §IL.2], dos resultados que utilizaremos en nuestro
estudio; uno sobre aproximacién por regularizacién al problema (1.14) y el otro sobre
existencia y unicidad de solucién. Las hip6tesis son mds débiles que las de (1.13) y se
pueden adaptar al caso de  C IR? una abierto arbitrario.

APROXIMACION POR REGULARIZACION

DEFINICION 1.7 Dados T yp, con0<T < +ooyl<p< +oo, se dice que una
funcidn p € L*°(0,T; LY (RN)) es solucidn débil de (1.14) si se verifica la igualdad:

{ "/OT /RN plbe + V - (Yu) — cuy] = /RN po¥(0,x) + ATAN gy 115)
V4 € D([0,T) x RN). . _

Obsérvese que (1.15) tiene sentido, por ejemplo, para

po € LL(RN), u y ¢—V-ue L}0,T;LL (RN))

loc

y 9 € L(0, T; L}, ,(R")).

Veamos que, dada una solucién débil p de (1.14), adecuadas aproximaciones de p,
obtenidas regularizando por convolucién respecto de X, son soluciones de (1.14) con
“pequefios” términos de error en el segundo miembro, que convergen fuertemente a
cero. Para ello, deberemos tener cierta regularidad local (en espacio) de las derivadas

primeras de u.
LEMA 1.8 Sip e L*°(0,T; L?(RN)) es una solucidn débil de (1.14) para datos
g € L'(0, T; L (RY)), c€ L0, T; L}, (RY)),

loc loc
po € I"(RY), we L0, T; Wil (RN)). (1.16)

Entonces, si p. = px(. ¥ (C)eso €8 una sucesidn regularizante usual (respecto de la

variable x), p. es solucion de

) e +u: Vo, +cp. = +reen; RV,
Pet /P +Cpe =g Qv (1.17)
Pejt=0 = Poe = Po *'Ce en K‘}Yv
donde
re = 0 en L'(0,T; L% (RY}). m (1.18)

JRecuérdese que, en esta Memoria, p’ denota el exponente conjugado de p.
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EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCION

LEMA 1.9 Sig e L'Y(0,T; LP(RM)), ¢ y V-u € L}(0,T; L*(RM)), po y u como en
(1.16) y
T € 'O T L RM) + L0, T3 L2(RY)), (1.19)
entonces existe una dnica funcidn p € L®(0,T;LP(RN)) solucidn débil de (1.14).
Ademds, si p < 400,

p € C([0,T]; L*(R™)) (1.20)
Yy, para cada t € [0,T)9,

d
ol + [ (o= V Wil dx=p [ gloPlsgn(p)ix. w  (121)
Nota: Teniendo en cuenta (1.17-1.18) y (1.20), para p < +oo es facil ver que’la

solucién débil p dada por el Lema precedente, también verifica para cada t € [0, T las
igualdades

_ /0‘ /R" ple + V- (u) — cuyp] + /RN p(t, x)1(0,x) dx

(1.22)
= [ oGO X ax+ [ [ gp Vo eD(0,T]xRY). u

La existencia de solucién puede ser demostrada con hipétesis mdas débiles (cf. [14,
Proposicién II.1}). Sin embargo, el resultado realmente interesante es la unicidad, ya
que ésta no se puede demostrar de la manera usual, suponiendo que p; y p; son dos
soluciones, restando la edp. que verifica p; de la que verifica p; y multiplicando esta
diferencia por p; — p;. Esto se debe, naturalmente, a que p; ¥ p; no son suficientemente
regulares.

La demostracion de la unicidad, cf. [14, Teorema II.2], estd basada en comprobar
que ciertas funciones f(p) también verifican la ecuacién de (1.14) y, posteriormente,
elegir como funciones “test”, ciertas aproximaciones de la funcién constante e igual a 1,
definida en R". Con un argumento similar al anterior, también se puede probar (1.21).
Por iltimo, gracias a la ecuacién de (1.14) p € C([0, T}; W-1?(IR")), luego también es
continua débil en LP(IRV). Por tanto, si 1 < p < 400, (1.20) se deducira de (1.21) por
ser L?(RN) un espacio uniformemente convexo; recuérdese que, en dichos espacios, la
continuidad débil y en norma implican continuidad (fuerte), cf. [10]. El caso p = 1 es un
poco més elaborado. Las afirmaciones precedentes se pueden ver en [14, Corolario I1.2],
cuando ¢ = 0.

fNaturalmente, para T = +00 se cambia [0,7] por [0,7).
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APLICACION AL PROBLEMA REDUCIDO DEFINIDO EN

Si consideramos el problema (1.12) y prolongamos u y p por cero de § a todo IR?, no
es dificil deducir el siguiente:

COROLARIO 1.9 Sean § un abierto deR3 yp > 2. Si po € LP(R2) y u € L*(0,T; W(2))
verificando (1.19) (una vez cambiado RN por 1), entonces eziste una Unica funcién
p € L*(0,T; L?(2)) solucidn débil de (1.12); es decir, p satisface lo siguiente:
T
— [ [ o+ u- vyl = [ po(x)p0,x)dx Vi € D(0,T) x 9).
Ademds, si p < +o0, p € C([0,T); L*(Q)) v

Oy = looly ¥t €[0,T]. = (1.23)

Notas:

(a) El Corolario anterior continta siendo cierto cuando en (1.12) consideramos un
segundo miembro g € L'(0,T; L?(2)) (con el cambio natural en (1.25)). Sélo cambia
(1.23), ya que, a partir de (1.21), ahora tendremos: |

d ‘
—|plb = p [ glp|"'sgn(p) dx. (1.24)
dt 0

(b) También, cuando p < +00, se verifica (1.22) cambiando RN por Q. Por ejemplo,
para g = 0, se tiene:

t ‘ \

~ [ [ oloctu- Vel + [ ot x)(0,x) dx

(1.25)
= /n po(¥)p(0,X)dx Vi € D(0,T] x Q). =
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1.2 Existencia de Solucién Global en Tiempo para

) General

Se aborda en esta Seccidén la existencia de solucién débil global en tiempo en un
dominio  general (acotado 6 no). Tras un planteamiento del problema, se enuncia
y demuestra el resultado principal, para posteriormente mejorarlo en algunos casos
particulares.

1.2.1 Planteamiento del Problema

El objetivo principal de la seccién consiste en obtener un resultado de existencia de

solucion débil del problema de Navier-Stokes con densidad variable en el “cilindro”

Qo

= (0,+00) x €, donde 2 es un abierto cualquiera de IR? (sin condiciones de regu-
g

laridad sobre su frontera I').

El problema que vamos a estudiar (cf. §0.1.2) estd compuesto por:

e Las ecuaciones que describen el movimiento de un fluido viscoso, incompresible y
no homogéneo, dentro de un dominio 2 C R? cualquiera y a partir de un tiempo
inicial ¢ = 0. Su formulacién conservativa, obtenida como consecuencia de las
leyes de conservacion de la masa y de la cantidad de movimiento y de la hipdtesis

de incompresibilidad, es la siguiente:

Qg; + V- (puu) — pAu = —Vp+ pf, - (1.26)
dp .
5? +V- (pu) = 97 . (127)

¢ Condiciones de contorno de tipo Dirichlet homogéneas sobre el campo de veloci-

dades (la condicién de no deslizamiento):

u=0 sobre X. ‘ - (1.29)

e Condiciones iniciales para la densidad y €l momento lineal:

plizo = po en Q, (1.30)
(pu) li=o = pouo en Q. (1.31)

En (1.26-1.31), las incdgnitas son p, u y p (densidad del fluido, campo de velocidades

y presién del fluido resp.) dependientes de (¢,x) € Q, mientras que son datos conocidos
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“a priori” f = f(t,x) (la funcién de densidad de un campo de fuerzas exteriores al
sistema), po ¥ Up (la densidad y el campo de velocidades iniciales resp.) y u > 0
(el coeficiente de viscosidad dindmica que, en principio, se supondré constante). Por
tltimo, se imponen condiciones “fisicamente naturales” sobre la densidad, como es que
po > 0 en Q.

'Iras un sencillo calculo, utilizando (1.28) en (1.27) y (1.27 -1.28) en (1.26), el sistema.
(1.26-1.31) se puede re-escribir en la forma “no conservativa” siguiente:

P (%‘5 +u- Vu) —pAu = —Vp+ pf, (1.32)
-66—§+u-Vp = 0, (1.33)

junto con la condicién de incompresibilidad (1.28) y las condiciones iniciales y de con-
torno (1.29-1.31).

Evidentemente, cuando p = cte., el problema considerado se reduce al llamado pro-
blema incompresible (no estacionario) de Navier-Stokes (en 3 dimensiones).

Diversos resultados sobre existencia de solucién débil han sido ya obtenidos para
el problema (1.26-1.31), siempre en el caso de un intervalo temporal finito (0,7). En
dominios acotados de frontera regular, la existencia de solucién de un modelo “semi-
variacional”, donde uno sustituye (1.26) y (1.31) por una formulacién variacional “eli-
minando” la presién, fue tratada por Kazhikhov [31] y Kazhikhov y Antonzev [2] (véase
[39] para un resumen), con una densidad inicial “separada” de cero (i.e. suponiendo que
po > a > 0 en ). Posteriormente, estos resultados fueron generalizados por J.Simon
[54] al caso general en que pp > 0 en . Recientemente, este mismo autor ha probado en
[55] la existencia de una solucién global del modelo completo, incluyendo la presién, pero
donde la solucién verifica la condicién inicial (1.31) en un sentido “débil” (véase (1.39)
mas adelante). A su vez, bajo adecuadas hipétesis de regularidad suplementarias sobre
los datos, la solucién obtenida es semi-fuerte (véase §2.1.1 para la definicién) para tiempo
pequeiio, i.e. en [0,T,], para algin T, suficientemente pequefio. |

En lo que se refiere a dominios no acotados, M.Padula en [45] demuestra, entre
otras cosas, la existencia de una solucién semi-fuerte local en tiempo, que serd global
(en (0,T) para T finito), si los datos son suficientemente pequefios. Dicho resultado
necesita ciertas hipétesis excesivamente restrictivas, una de las més significativas es la
siguiente:

/n po(x) dx < +o0
i.e., la masa total del sistema debe ser finita. ‘
En esta seccion presentamos un resultado de existencia de solucién débil del pro-

blema (1.26-1.31) totalmente global, i.e. en el intervalo de tiempo (0, +00) y valido para
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dominios ) generales, acotados o no. Ademads, contemplaremos la situacion general, con

po = 0, bajo hipdtesis menos restrictivas que en [45]. En los casos particulares donde,

o bien el segundo miembro f posee regularidad global en tiempo, o bien § es acotado

(eventualmente, con frontera Lipschitz-continua), o bien py > a > 0, se obtendrin

soluciones més regulares.

La presentacién del resultado principal de esta seccién (Teorema 1.12) con estas

caracteristicas tiene una doble motivacidn:

1.

Poder analizar la existencia de solucién débil global en tiempo sin imponer condi-
ciones sobre el dominio  que ocupa el fluido. Especial interés tiene el caso en
que 2 es no acotado y sélamente se impone py > 0 en §2; en esta situacién, las
hipétesis pp > 0y po > a > 0 se corresponden con situaciones fisicas que son
claramente distintas.

. Poder extender posteriormente el razonamiento, al menos cuando € es acotado.

Por ejemplo, deduciremos que la solucién débil obtenida en esta seccién, bajo
hipétesis de regularidad adicionales sobre los datos (2, £, pg, Up) y con pg > a > 0,
es también una solucién semi-fuerte local en tiempo, incluso global si, ademas, los

datos son suficientemente pequefios (cf. §2.1).

El plan general que vamos a desarrollar en la demostracién es el siguiente:

1.

Considerar un recubrimiento {2p} de © constituido por una sucesién creciente de

subdominios acotados, con frontera al menos Lipschitziana.

Considerar una “base especial” de V, formada por funciones regulares con soporte

compacto.

. Construir una familia de soluciones aproximadas al problema (a partir de una

semi-discretizacion de Galerkin en (0,+400) X §2g) y, posteriormente, acotar estas

aproximaciones convenientemente, independientemente de R.

. Extraer una s.s. convergente (en un sentido adecuado que serad precisado mas

adelante) y probar que el limite es una solucién de (1.26-1.31).
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1.2.2 El Resultado Principal. Algunos Casos Particulares

En primer lugar, recordamos la definicién de solucién débil de (1.26-1.31). Al igual
que en el caso del problema incompresible y homogéneo de Navier-Stokes, se trata
de plantear una formulacién variacional “equivalente”, eliminando la presion. En el
“camino de retorno” a la formulacién completa, es preciso “recuperar” p. Para ello,
haremos uso de los resultados, tipo De Rham, presentados en §1.1.4.

DEFINICION 1.10 Sean Q un abierto de R® y 0 < T < +oo. Si py € L¥(R),

uo : 2+ IR? tal que poup € L*(N2)* y f € L'(0,T; L*(Q)?), diremos que el par (p,u),
con '

p € L™(0,T; L™(Q)), (1.34)
u € L*(0,T; W(R)), (1.35)
pu € L=(0,T; L*(2)%), (1.36)

es una solucidn débil de (1.26-1.91) en Qr st

//Q (=pu- @i+ [—puu + uVu] : Vi — pf - ) dx dt
‘ T

| (1.37)
= /n po(X)uo(x) - p(0,x)dx Vo € D([0,T) x ), V- =0,
{ = [ [, G+ pu- V) dxdt = [ po(x)h(0,x) dx (138)
V4 € D([0, +00) x ).

51 T = +0o, permitiremos que f y (p, u) tengan regularidad local en tiempo (con respecto
al extremo +o00). En concreto, podrd tenerse |

f € L, ([0, +00); LX(Q)%),
p € L([0, +00); L7(Q)), € Lie([0,+00); W(Q)),  pu € LiZ(0, +00; L*(2)°). m

Por wmodidad, en toda la Memoria cuando hablemos de regularidad local en tiempo,
ésta se rfiere exclusivamente al extremo superior.

Notas: ’ ~

(a) {1.26) y (1.31) (resp. (1.27) y (1.30)) se verifican en el sentido de (1.37) (resp.
(1.38)), mientras que (1.28-1.29) se reduce aqui a lo siguiente (cf. §1.1.3):

u(t) € W(2) parat cpd. en (0,+00).

Cuando 92 es Lipschitz-continua, podemos decir que (1.29) se verifica en el sentido de

la traza (véase en §1.1.3 la caracterizacién de W en este caso).
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(b) Gracias al Lema 1.5 es fécil comprobar que si (p,u) es una solucién débil,
entonces existe p € D'(Qr) tal que la terna (p, u, p) verifica las ecuaciones (1.26) en el
sentido de las distribuciones y, también en el sentido del espacio, W~=1(0,T; H~'()*)
(basta para ello, considerar (1.34-1.36) y razonar como en §1.2.4). Por tanto

Vp € W(0, T; HH(Q)°).

Ademss, si ) es acotado de frontera regular, podemos elegir p € W=1(0,T; L*(2)) sin
mas que aplicar el apartado (iii) del Lema 1.6. Por tltimo, se puede deducir a partir
de (1.37) que, las condiciones iniciales sobre pu se verifican al el siguiente sentido débil:-

/npu-vdXGC({O,T]) y (/ﬂpu-vdx) (0)=/np0uo~vdx Vv € V(2); (1.39)

obsérvese para ello que
d
E/ﬂpu-v = /n([puu — uVu] : Vv + pf-v) € L(0,T),

por lo que, realmente, / pu - v es una funcién absolutamente continua en [0,T7] (cf.
Generalizacién (c) del Le‘rzna. 1.1). Reciprocamente, si existen (p, u, p) con la regularidad
precedente y tales que se da (1.26) y (1.39), entonces (p, u) verifica (1.37).

(c) En particular, (1.38) implica que se verifica la ecuacién (1.27) en D'(Q7) (y, de-
bido a (1.34-1.36), también en el sentido de L*(0,T; W-18(Q)) y de L>=(0,T; H-1(Q))).
En consecuencia, por ejemplo p € C([0,T]; W~1%(Q)) y se verifica la condicién inicial
(1.30) en este sentido. Reciprocamente, (1.27) y (1.30) implican (1.38).

(d) Obsérvese que para (p,u) con la regularidad dada por (1.34-1.36), tiene per-
fecto sentido las igualdades (1.37-1.38); a partir de (1.34-1.35), sabemos que pu €
L*(0,T; L5(2)?), lo cual junto con (1.36) implica que puu € L*/3(0, T; L*(2)*3).

n

Enunciamos seguidamente el resultado principal de esta Seccion:

TEOREMA 1.11 Sea 2 C R3? un abierto. Si ug € H(Y), po € L=(N) tal que po > 0
cpd. en Q y £€ L} (0,00; L) N L5(0)%), entonces existe una solucidn débil (p,u)

loc

en Qo del problema de Navier-Stokes con densidad variable (1.26-1.51). Ademds,

p € L™(0,+00; L%(2)) N C([0, +00); Wi, (), (1.40)
h‘llf Po S. p($,t) S sup po de. en QOO) (141)

Q .
u € Ll2oc(0, +00; W(2)), (1.42)

pu € L2(0,400; LA(2)%) N N0, +00; W13(0)%), 1.43)

loc
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/Q pu-vdx € C[0,+00) Yve V(Q) (1.44)

y eziste p € D'(Qoo) tal que
Vp € Wiza (0, +00; L*(2)*) (1.45)

y la terna (p, u, p) verifica

(1.26) en Wi (0, +o00; H™1(Q))?,

(1.27) en L3(0,+00; H-1(Q)) y en L}, (0, +00; W-18(Q2)),

(1.28) y (1.29) en el sentido del espacio W(S2),

(1.90) en Wi*(Q) y

(1.81) en el sentido débil de (1.89), para cada T > 0 finito. Ademds, también
se liene que

|0 ?u(t)lz2 € C[0,+00) y |p*u(0)lz2 = |pt *uolzz. m (1.46)

Notas:
(a) En el caso particular en que py > a > 0, se tiene ademés:

u € L2,(0,+00; V() N Li2,(0, +o00; H(Q)) N Nl (0, +00; LA(Q)°).

loc

Que u es una funcién de L7, (0, +00; V() y de L2(0, +o00; H(S2)) se deduce facilmente
de (1.42) y de (1.43); ahora 1/p € L°(Qo). Sin embargo, que u € N1*2(0, +00; L*(R)%)
se vera, como un caso particular, en la Demostracion del Teorema. En este caso, no
haria falta introducir los espacios de Sobolev (asociados a dominios no acotados) K'(f2),
K}(Q)y W(Q). .

(b) Se puede comprobar que, si (p,u,p) es una solucién proporcionada por el Teo-
rema precedente, también verifica las ecuaciones no conservativas (1.32-1.33), al menos
en el sentido de las distribuciones. De todas formas, esto se cumple sdlo “a posterlorl
ya que las estimaciones que vamos a conseguir para las soluciones a,proxnna.das en la
Demostracion del Teorema, no permiten tomar limites directamente en las ecuaciones
no conservativas.

(c) Si, en el Teorema .12, suponemos ademés que po € LP(§)) para algin p: 2 <
p < +00, teniendo en cuenta el Corolario 1.9, deducimos que

p € C([0,+00); L(Q)) Vg€ [p,+00).

(d) La condicién inicial (1.31) estd formulada sobre pu y se verifica en un sentido
débil (el de (1.39)). Esto sbedece a que vamos a encontrar més regularidad para pu
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. 1 '
que para u. Se puede demostrar (cf. [57, Corolario 28]) que, si T' > 0, s > 7 y Eesun

espacio de Banach, entonces
N*%(0,T; E) — C([0,T]; E).
Por tanto, pu podria ser continua de [0,T] con valores en W=13(Q2)3 si tuviéramos que
pu € NO/D+e2o T, W-13(Q)%), paraalgin € > 0.

Pero el Teorema 1.12 tan sélo dice que pu € NV4%(0,T; W~13(Q)3). De todas formas,
(1.39) también se puede escribir de la siguiente manera:

pu : [0,+00) — V' es continua débil y en t = 0 vale pou,.

Enunciamos a continuacién un resultado paralelo al anterior, donde se afirma ademas
que la solucién tiene regularidad global respecto al tiempo si f la tiene.

COROLARIO 1.12 En las condiciones del Teorema 1.12, si ademds se tiene que
f € L0, +o00; L*(Q)?), entonces

u € L*(0, +00; W(Q)), (1.47)

pu € L(0,+00; LA(R)°). | (1.48)

Por tanto, se verifican (1.97) y (1.38) cualesquiera que sean ¢ en W(0,+00; V(Q)) v
¥ en W1(0, +00; L1(§2)) N L}(0, +00; K1(82)) resp. m

Nota: (1.47) implica en particular que
[Vu(t)|; =+ 0 cuando ¢t — +oo.

Por otra parte, (1.48) significa que |pu(t)|; “no explota” cuando t — +oo. Ademds, si
po > a > 0, tendremos que u € L*°(0, +o0; L*(02)?).
n

Finalmente, obtenemos un resultado “intermedio” entre los dos anteriores.

COROLARIO 1.13 En las condiciones del Teorema 1.12, 31 Q es acotado en alguna

direccion de los ejes coordenados y
t+1
/t If(s)2ds < C | (1.49)
para una constante C indep. de t, entonces también se verifica (1.48). m

Nétese que, para que se cumpla (1.49), bastaria que f € L*°(0, +o00; L*(R2)3).
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Idea de las Demostraciones

Haremos, en las tres secciones siguientes, la demostracién detallada del Teorema 1.12
— dividida en dos secciones — y veremos en una. tercera seccion, de forma esquematica,
‘cémo pueden ser demostradas las afirmaciones que se refieren a los casos particulares
considerados.

Dichas demostraciones se basan en un argumento de compacidad sobre una dis-
cretizacién de “semi-Galerkin”; la definicidn de solucién aproximada se hace usando las
ecuaciones en forma no conservativa (1.32-1.33) en dimensién infinita para la densidad,
junto con una discretizacién de Galerkin para el campo de velocidades.

Dicha definicién sera global con respecto al tiempo y, en lo referente a las variables
espaciales, se utiliza una “base adecuada de V” de funciones regulares con soporte
compacto, contenidos en una sucesion creciente de subdominios {2z} r>o de 2, acotados
y de frontera Lipschitziana que recubren todo 2.

Para demostrar la existencia de soluciones aproximadas, introducimos una “lineali-
zacidén” sobre dominios acotados con respecto al espacio y al tiempo. Obtenemos asi
las llamadas “soluciones aproximadas linealizadas”. Determinadas estimaciones sobre
éstas permiten aplicar el Teorema, de Schauder del Punto Fijo para obtener la existencia
de soluciones aproximadas y que podremos extender adecuadamente a todo Q.

Haremos tres tipos de estimaciones “a priori” sobre las soluciones aproximadas, que
seran “locales” con respecto al tiempo si f€ L}, (0, 4+00; L?(2)3) (en el Teorema 1.12),
“globales” si f € L'(0,+00; L*(2)*) (en el Corolario 1.13) e incluso, estimaciones “in-
termedias” a las anteriores si f € L*(0, +o00; L*(2)?) y Q2 acotado en alguna direccién
de los ejes coordenados (en el Corolario 1.14). Acotaremos las funciones, sus derivadas
(con respecto al espacio y al tiempo) y ciertas “derivadas fraccionarias en tiempo” usan-
do adecuados espacios de Nikolskii (cf. §1.1.2). En cuanto al espacio, las estimaciones
seran siempre globales, i.e. independientes de R; para ello, hara falta utilizar espacios
de Sobolev adecuados asociados a dominios no acotados, véase §1.1.1 y §1.1.3.

Posteriormente, un proceso de paso al limite sobre las ecuaciones aproximadas, es-
critas esta vez en forma conservativa, nos llevara a una solucion del problema. Se usaran
resultados de compacidad en los cilindros acotados Qra, "(cf. §1.1.2), haciendo luego T
y R/ +oo.

A las ecuaciones (1.26) se llega aplicando el Lema de De Rham Generalizado (versién
distribucional; cf. el Lema 1.5). Por tltimo, se deducen las condiciones iniciales y algunas

propiedades adicionales de las soluciones encontradas.
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1.2.3 Demostracion del Resultado Principal (I): Construcciéon

y Primeras Propiedades de las Soluciones Aproximadas

Dado el abierto 2 ¢ R3, sea

{Qr}r>0 una familia de abiertos acotados,
de frontera Lipschitziana y tales que (1.50)
QrCQssiR< Sy UR>0QR=Q-

DEFINICION Y EXISTENCIA DE SOLUCION APROXIMADA

Haremos una definicién de solucién aproximada en un sentido clasico, basada en la
eleccién de una “base especial” de V' y un proceso de regularizacién sobre los datos del
problema,

A) Eleccién de una “base especial de V. Sea (v™) una sucesién de funciones

con las siguientes propiedades:
1. Cada (v*) € VN CY Q) y es Ae soporte compacto,
2. (v™) es ortonormal en L?(Q)3,
3. Las combinaciones lineales finitas construidas con las v™ son densas en V.

Una forma de justificar la existencia de una sucesion de estas caracteristicas es la
siguiente. Sea (u™),, una sucesion densa en V. Para cada m, existe (w]*); C V tal que

£ . .y .
w7 — u™ en V. Tras una renumeracién adecuada, podemos escribir el conjunto
m ,
{w} :5,m>1}

como una sucesién (z');. El proceso habitual de ortonormalizacién de Gram-Schmidt en
L?(2) conduce entonces a la existencia de (v™).

Dado que las v™ tienen soporte compacto, podemos construir también una s.s. de
indices R = R(m) € N, crecientes respecto de m, con R(m) > m y Sop(v™) C Qg(m)

para cada m. Por tanto, si llamamos V™ =< v!,.-. ,v™ > (subespacio generado por
{vl,--+,v™}), tendremos

Sop(V™) C Qrm), (1.51)

[43 Vm __1_) V ” (1.52)

. . £
es decir, para cada v € V, existe z™ € V™ tal que 2™ — ven V.
Por cuestiones de comodidad en la notacién, a menudo pondremos sdlo R para

referirnos a R(m), sin hacer constar explicitamente esta dependencia.
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B) Regularizacién de f. Como f € L} (0, 00; L*(R2)3 N L%%(£2)?), podemos intro-

ducir una sucesién de funciones “regulares” asociadas a f, (f"), con

1
loc

(f") € C([0, 00); L*(R)* N L¥*(92)?), (1.53)
™ -5 f  en L (0,00; L(2)° N L¥5(Q)?) (1.54)

y
Ifm(t)"—’ S. Kl(t)v 'fm(t)lﬁ/s ...<. K2(t) de. en (O’T)’ . (155)

donde K, y K; € L},.(0,00); basta definir el producto de convolucién de f (prolongada
por cero para t < 0) con una sucesién regularizante respecto de la variable t.

C) Regularizacién de los datos iniciales. Sean (ul*) y (o) dos sucesiones con
las propiedades siguientes:

wWevh, ul -5y en H(Q) (1.56)

p(;n S Po €1 LOO(Q)’
m I
e Cl(—ﬁ), Pg — po en L), Vq < +o0, (1.57)

1 . 1
—n;-l—lrdfpo <py < E+sgppo en .
Para conseguir una sucesién en las condiciones de (1.56) bastara tomar
ug = Pymug (i€, ugy € V* y (ug,v)r2 = (e, V)2 Vv € V™),

Por otra parte, para construir las pg* como en (1.57), supondremos que pg es prolon-
gada por ‘

1
p= IQI _/{;po(x)dx

fuera de 2 y definiremos posteriormente pj' a partir de la igualdad

m 1
Po = —TI—’—L + ((l/m *p0)1

donde (y/n, €s un sucesién regularizante (respecto de x) y * denota, como es habitual,
el producto de convolucién.
D) Definicién de solucién aproximada. Para cada m, diremos que el par

(p™,u™) es una m-ésima solucién aproximada. si

e C@), e O (o, T V™) (1.58)
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y, ademas, -
O um V=0 en Qu, P o= F en (1.59)
ou™ : m
/npm[——é-t——--}-u’"-Vum]-v+u/nVu"‘:Vvdx=/np f* - vdx (1.60)
VveVvm™, u™ |t=o= ud' en .
Notas :

(a) Como V™ es un subespacio de dimensién finita de C'(Q2)?, las ecuaciones
aproximadas anteriores tienen un sentido clésico. Obsérvese que (1.60) es, de hecho,
un problema de Cauchy para sdo. (de dimensién m), mientras que en (1.59) continia
estando presente una edp. de primer orden. Se ha optado por esta manera de aproximar
(1.59-1.60) debido a que, considerando u™ como dato, el problema de Cauchy (1.59) es
de fécil resolucion por el método de las caracteristicas (cf. [36]). A esta forma de plantear
las ecuaciones aproximadas se le suele llamar una discretizacién de “semi-Galerkin”.

(b) El problema (1.59-1.60) puede ser escrito en la forma conservativa equivalente:

Op™

-5t V- (p"u™)=0 en Qu, p™ =0 = p; enf}, (1.61)
/ Op"u” v+ [pVu™ - pmu™u™] : Vvdx = / pm " - vdx
o Ot 2 (1.62)
VveVvm, uji_o=ug en{l.

E) Existencia de soluciones aproximadas. Fijado m, veamos que existe una

m-ésima solucién aproximada (p™,u™). Para ello, nos basaremos en el siguiente

LEMA 1.14 Sean m € N, 0 < T < +00, © C R? un abierto acotado con frontera
Lipschitziana y Qreo = (0,T) x ©. 81 {wl,--.,w™} es un sistema ortonormal en
L*(©)® de funciones C'(©)® que se anulan sobre 80, pft € C'(O) wverifica inf pT* > 0,
ugt € V™, £ € C[0,T); L*(©)%) y ponemos V™ =< wl,--- , W™ >, entonces eziste una

inica m-ésima solucidn aprozimada (p™,u™) en Qr,e que ademds verifica:
0 <infpl < p™ <suppl en Qro ® (1.63)

Nota : Por supuesto, una m-ésima solucién aproximada en @—T;eyes un par (p™,u™)
que verifica (1.58-1.60) con Q., [0, +00) y 2 cambiados por Qr.e, [0,T)y © resp.
n

Suponiendo demostrado el Lema 1.15 (véase el Apéndice B), dados m y (¢,%) € Qc,
definimos

m m ouP)(t,x) si x € Qrem),
(o um)(t,x) = { PE UEEX) 8 X € Sy (1.64)
: (p5'(x),0) 51 1o,
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donde (p, uf) es la m-ésima solucién aproximada en Qry,,, dada por el Lema 1.15
y T > t es arbitrario. Gracias a la unicidad de solucién aproximada, en la definicion
precedente no hay ninguna ambigiiedad.

Es facil comprobar que el par (p™,u™), definido por (1.64), es una m-ésima solucién
aproximada en Q.

ESTIMACIONES “A PRIORI” DE LAS SOLUCIONES APROXIMADAS

El objetivo de este apartado consiste, en términos generales, en “acotar independien-
temente de m” (y légicamente también de R(m)). En consecuencia, cuando digamos
que una familia de funciones estd acotada en un determinado espacio, nos estaremos

refiriendo a que existe una constante independiente de m (y de R) que acota las normas
correspondientes. ‘

A) Estimaciones de las funciones: Sea (p™,u™) una m-ésima solucién aproxi-

mada para cada m. Gracias a (1.63) y a la eleccién de pT* hecha en (1.57), tendremos:
p™ esta acotada en L*(0, +o00; L*=(2)). (1.65)

En particular, p™ <suppo+ 1= M en Q.. Ademss, si pg > a > 0, también se tiene
que

P >a>0 en Q. (1.66)

Por otra parte, a partir de (1.60) con v = u™(¢) € V™ para cada t en [0,400), la
ecuacién de continuidad (1.61) y el hecho de que u™ = 0 sobre dQp = g, no es dificil
deducir la siguiente “igualdad de energia”:

ld ml,,m|2 m2‘ m..m ’
Ea-t—/nplul-l—u/9|Vul—Lpu i (1.67)

para cada t € (0,+00). Teniendo en cuenta (1.55) y (1.65), obtenemos que
omur i < MO, (Y, < 5 MK+ K [ o

(K, € L}, (0, +00}). Luego, en virtud del Lema de Gronwall en (0,T) (con T > 0 finito
pero arbitrario) y de la eleccion hecha de datos iniciales en (1.56-1.57),resulta que

(p™)*u™ y p™u™ estén acotadas en L{Z,(0, +o00; L2(2)%). (1.68)
Integrando (1.67) en (0,T) y teniendo en cuenta (1.55-1.57) y (1.68), se obtiene que

Vu™ estd acotada en L7 (0,+4o00; L*(R2)%), (1.69)
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de donde
u™ est4 acotada en L2 (0, +oo; W(2)) (1.70)

loc
(™)/*u™ y p™u™ estén acotadas en L} (0, +o00; L8(Q)?) (1.71)

(debido a la definicién de W(2) y a las inyecciones del Lema 1.1).
A partir de (1.68) y (1.71), mediante un razonamiento usual de tipo interpolacién

en los espacios L? (véase [58, p. 46]), llegamos a la estimacién “intermedia”

(p™)/3u™ ests acotada en L¥/>(0, +o00; LY()?),

loc

donde el exponente 1/8 de p™ es 6ptimo, i.e. el menor posible. En particular, (p™)/?u™
también est4 acotada en L} (0, +o00; L*()?), lo cual lleva facilmente a que

p™u™u™ estd acotada en Li/>(0, +o00; L2(R)%), (1.72)

loc

A continuacion, deduciremos nuevas estimaciones, esta vez sobre las derivadas con
respecto al tiempo, que usaremos en el marco del Lema 1.4 para obtener compacidad.
En los dos apartados que siguen, Cr denotara a distintas constantes con estas carac-
teristicas.

B) Estimaciones sobre las derivadas respecto de t: En primer lugar, observe-
mos que la ecuacién (1.61) y las estimaciones conseguidas para p™u™ en (1.68) y (1.71),
implican:

m

%%— estd acotada en L(0,T; H™'(Q)) N LZ(O, T; W™18(Q)). (1.73)

Por otra parte, gracias a (1.62), podemos afirmar que

9 m
é;/npmu - vdx

y, debido a (1.55), (1.69) y (1.72), resulta que

0 mom
gi/npu-vdx

donde K, € L'(0,T) y (¢.) es un sucesién acotada en L¥/3(0,T).

< (Jp™u™u™ |z + p|Vu™ |z + o™ oo [ le/s I Vilw

< (MK + 9 )|Vvlw Yvev™, (1.74)

C) Estimaciones de tipo derivada fraccionaria en tiempo: Veamos que, para
cada T > 0, ‘ '
_p"u™ estd acotada en N0, T; W-13(Q)?). - (1.75)
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Para demostrar (1.75), basta probar que existe una Cte. Cr > 0 (indep. de m) tal

que
lrau™ — w2 r-mw-12@y) < Cr b4 Yh: 0<h<T. (1.76)
Esto puede conseguirse con un argumento similar al que presenta J.Simon (véase
[67, Proposicién 8]), modificando algunas estimaciones (independientes de m) para que
éstas sean, ademds, independientes del dominio; en caso contrario dependerian de R y
recuérdese que R = R(m). Consideramos cuatro etapas en el proceso; la esencia de las
tres primeras se debe a Antonzev y Kazhikhov {2,31] (pensadas para el caso particular
en que po > a > 0) y en la cuarta etapa se recoge una variante introducida por J.Simon
[57] (para el caso general po > 0).
Etapa 1 .- Veamos que existe una constante Cr > 0 tal que si 0 < h < T, entonces

o= [ ([l k) - (o) [+ h) - wn(e)) de < Cp ki

Fijado v € V™, gracias a (1.74), obtenemos que

fmur e m = gmarolv = [T (5 [ une)v) as

< (" gnter25) v,

donde g, = MK; + . En particular, (g9,,) es una sucesién’acotada: en L'(0,T)
(independientemente de m, pero con dependencia de T'). ‘ ‘
Tomando v = u™(t + h) — u™(t) € V™, integrando respecto de ¢t en (0,7 — h) y

aplicando el Teorema de Fubini, obtenemos que

Lo< [ gats) ( /(_h) ™t + h) — u™(t)llw dt) ds,

donde
0 sis <0

£ =< s si0<s<T-h
T—~h sis>T-—h.

Finalmente, como s* — (s — h)* < h, en cualquiera de los casos,

IL < {ju™(t+h)—u™(@)||w (/[)Tgm(s)ds) pY/?

¥y, gracias a (1.70), se tiene la estimacién deseada.
Etapa 2 .- Veamos ahora que existe Cr > 0 tal que

o= [ ([ ) - @) [+ ) - (o)) de < O



42 Capitulo 1.. Nuevos Resultados sobre Existencia de Solucion Débil

Dados t € [0,T — k] y w € Wa'*(Q) con Sop(w) C QR(m), es claro que

/ﬂ [7(t + B) = p"(8)]) wdx = /t ( / (pmum)(s)-dex) ds.

Si aplicamos dos veces la desigualdad de Holder, con exponentes 3 y 3/2y 4 y 4/3, se
obtiene:

t+h m..m m..m 3/4
|Il(t)|S/t o™ u™3 [Vwlszds < |Vwlas |p™u™laagr A"

No es dificil acotar |p™u™|43,¢, con un argumento de tipo interpolatorio, en términos
de [p™oo, |U™]2i6:0p ¥ |P™ U™ |coi2.0,- Por otra parte, es posible elegir

w=um(t) - [u™(t + h) — um($)] Ve (0,T - h)
(basta aplicar el apartado (ii) del Lema 1.3). Ademas,
[Vwlays < [Vu™(@)]z [u™(t + k) —u™()le + [u™(®)ls [VIu™(t + h) —u™ ()],

< 2™ (@llw Ju™(E + h) — u™ ()l

Por tanto, integrando I5(t) en (0,T — k), se llega a la estimacién deseada.
Etapa 3 .- Se observa que

L -1 = /OT (/Q pr(t + h)lu’;‘(t + h) - u"'(t)|2) dt lg Cr h\/?,

para cada h que verifique 0 < A < min{1,T}. En consecuencia, gracias a la estimacién
L de p™, _
[rap™ (ru™ — w20, 7-hiz2) < Cr kY2, | (1.77)

Etapa 4 .- Intentemos finalmente acotar [r,p™ — p™]u™. Obsérvese que, para cada
t € (0,T — h), se tiene la igualdad

t+h 6
pr(t+h) —p"(t) = “/t V. (p"u")(s)ds  en WTH(Q).
Por tanto, gracias a (1.71), |
l™(t +£) = o™ () llsoor w10y < Cr b2

~ Por otra parte, gracias al apartado (iv) del Lema 1.3, la aplicacion producto de K}(Q) x
W-18(Q) en W~13(Q) est4 bien definida y es continua. Luego

l(rhp™ = P™WU™ 20 -nw-19) < Cr B2,

Con esta tltima desigualdad y (1.77), podemos deducir claramente (1.76) (y (1.75)),
teniendo en cuenta (de nuevo) que L%(f2) se inyecta de forma continua en W~13(Q).
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1.2.4 Demostracién del Resultado Principal (IT): Compacidad,

Proceso de Paso al Limite y Conclusiones

A) Compacidad: En este subapartado vamos a aplicar €]l Lema 1.4 a las sucesiones
p"y pTum, / prum vy /n p" [um
Q

Aqui, X, B e Y seran espacios dependientes de las variables espaciales. Como se debe
tener X <» B, nos veremos obligados a considerar abiertos acotados contenidos en §;
recuérdense las hipdtesis necesarias para la compacidad de las inyecciones de Sobolev
(cf. el Lema 1.1, apartado (iii)). Por tanto, fijaremos T > 0 y el abierto w C £ acotado

y consideraremos las soluciones aproximadas restringidas al dominio Qr,, = (0,T) X w.
T

En primer lugar, las estimaciones obtenidas para p™ y ng— en (1.65) y (1.73) nos
permiten aplicar el apartado (ii) del Lema 1.4 con X = L®(w), B = W™(w) e
Y = H!(w) para deducir que

p™ € compacto de C°([0, T); W1°(w)). (1.78)

Con un razonamiento similar, aplicando ahora el apartado (iii) del mismo Lema con
X = L%w)?, B =W W)’ e Y = W~3w)?, teniendo en cuenta las estimaciones de
p™u™ dadas por (1.71) y (1.75), obtenemos:

p"u™ € compacto de L*(0, T; W~1°(w)?). (1.79)

Finalmente, aplicando el apartado (iv) del Lema 14 con X = B =Y = R, se deduce
de (1.68) y (1.74) que ‘

. { /ﬂp’"u"‘ vt g compécto .de C[b, T}, (1.80)
V(v") conv™eV™, |vt|v <C.
También se tendra que
/Qp"‘lu'"l2 € compacto de C[0,T}. (1.81)
En efecto, gracias a (1.68), /n p™|u™|? estd acotada en L>(0,T). Por otra parte, (1.55),
(1.67) y (1.68) implican que —%/ﬂpmiumP estd acotada por una funcién de L'(0,T)

(que depende de T'). Luego, el apartado (iv) del Lema 1.4 nos conduce a (1.81).
B) Extraccién de subsucesiones convergentes: Dado que en este apartado
deberemos extraer varias s.s. de una sucesién dada, conservaremos en lo posible el

superindice m para denotar todas ellas.



44 Capitulo 1. .Nuevos Resultados sobre Existencia de Solucién Débil

Teniendo en cuenta las estimaciones obtenidas anteriormente y las propiedades de
compacidad (1.78-1.79), se pueden extraer subsucesiones de (p™), (u™), (p™u™) y
(p"u™u™) tales que, para algunas funciones limites p € L*°(0,400; L*(2)) y u €
L% (0, +00; W(R2)), se tiene:

pm™ 5 p en CO[0,T); W1(w)) Vw C Q acotado, VT >0, (1.82)
p™ — p en L%(0, +o00; L=(R)), '
v Luen L% (0, +00; W(R)) (1.83)

4 .

pru™ — pu en L? (0,+00; L%(0)?),

pru™ — puen L32,(0, +oo; L*(R2)%), (1.84)
pmu™ 25 pu en L2(0,T; W-1(w)?) Vw C Q acotado, VT > 0,

d
prumu™ — puu en Ly2(0, +00; L3 (22)°). . (1.85)

Obsérvese que, para demostrar que las funciones limites de (1.84) y (1.85) son resp. pu
y puu (y no otras), hay que utilizar que la aplicacién producto, definida de W(w) x
W-1(w) en W~1%(w), es continua cualquiera que sea el abierto w C {2 acotado (cf. el .
apartado (iv) del Lema 1.3). | | ' ’

C) Coclusiones: Las propiedades de convergencia anteriores serdn suficientes para
probar que p y u, junto con una distribucién p que vamos a construir posteriormente,
son las soluciones anunciadas en el Teorema.

Segun ya sabemos,

u € L2 (0,400; W),

loc

p € L(0, +00; L=(2)) N C([0, +00); Wi (2))

pu € Li5(0,+00; L*(2)°).

Probaremos seguidarnehté que se verifican las ecuaciones (1.26-1.27), posteriormente
las condiciones iniciales (1.30-1.31) y, por ltimo, deduciremos otras propiedades de p,
uyp. ‘ |
Ecuacién de Movimiento: Se trata de tomar limites cuando m / 400 (luego
también R(m) /' 4oc0) en (1.62). Esto se hard de forma escalonada: Primero, para
m’ y v € V™ fijados, razonaremos con m > m/, obteniendo la ;convergencia de cada
sumando de (1.62); posteriormente, mediante un argumento de densidad “standard”, se

deducira que la ecuacién limite se verifica para toda v € V.
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: : m D
Sea entonces m' > 1. Observemos en primer lugar que, debido a (1.84), p™u — pu
en D'(0, +o00; L?(2)3); por tanto,

Op™u™ o, Opu
ot ot

en D'(0, +o0; L*(22)?).
Asi, para cada ¢ € D(0,+00) y, en particular, para cada v € v,

dp™u™ dpu
o 1 yV - ot ¥ V) o
(0,+0c0) 0 (0,+00) Q

Debido a la regularidad de las soluciones aproximadas, los términos de la izquierda son

los siguientes:
T apmum T apmum
/n(/o ot ‘Pdt)'v -/, </n ot 'v)"’dt'

Por otra parte, (véase §1.1.4), tenemos que

(o P ), (G5, 0)
ot (0,4-00) ) ot Q (0,+00)
Por tanto, la convergencia anterior significa que para cada v € V™
a m .. m ’
Rl SN

En segundo lugar, en virtud de (1.82) y de la convergencia fuerte de la sucesién f™ hacia
la funcién fen L}, (0, +oo; L*(§2)?), obtenemos que

/ﬂpmf"-v—g—*Lpf'v en L},.(0,+00).

Por otra parte, utilizando (1.84-1.85), resulta que

/ﬂ(p"‘u’"um) v /(puu) : Vv =—(V-(puu),v)n en Li3(0, +o00)
0

u/n Vu™ : Vv 2 H/n Vu: Vv = —(uAu,v)g en L (0,+00),

para cada v € V™. Luego, tomando limites en (1.62), dado que las convergencias
anteriores se verifican en D’(0, +00), resulta que
dpu

<-—5{— + V - (puu) — pAu — pf | v> = 0 en D'(0,+00) (1.86)
Q
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cualquiera que sea v € V™. Razonando ahora por densidad, dejando crecer m’ a oo, se
deduce que la igualdad anterior también es cierta para cada v € V.

Noétese que las propiedades de regularidad que ya conocemos para pu, puu y u,

implican
P € Wik=(0, o0, LA(Q))
V. (puu) € L,oc (0, +00; H1(Q)?),
Au € Lloc(o’ +o00; H—I(Q)a)‘
Luego
6pu ~1,00 -1/0)3
5 + V- (pun) — pdu+pf € Wi (0, +o0; H7(R)),

teniendo en cuenta que L*(Q2) — H~1(Q) y que, L} (0, +o00; (H~')3) se inyecta de forma
continua en W;1*°(0, 4-00; (H1)?) para cada p € [1, +00]. ‘
Por ultimo, aplicando el Lema Generalizado de De Rham (Lema 1.5), se deduce la
~ existencia de una distribucién p con la propiedad siguiente:
apu
ot
Ecuacién de Continuidad. Tomaremos a continuacién limites en (1.61). Es facil
deducir, gracias a (1.82-1.83), que

+ V- (puu) — pAu — pf = —Vp en W;;}*(0,+o00; H™(2)%).

o o, 0

m.omy D' o /
720 g ) 2T () en D)

. 0 o
Luego, evidentemente, —a—i——FV-(pu) = 0 en D'(Qc ). Ademas, por la regularidad obtenida

para p y pu, también se tiene la igualdad anterior en el espacio
Wlac YOO(O +OO LOO(Q)) N Lloc(O -+00; H~ 1(9)) n Lloc((), +OO; W*I'G(Q))'

Condiciones Iniciales. Gracias a (1 82), p™(0) - p(0) en W;°(£2). Por otra
parte, las condiciones iniciales impuestas sobre p™ en (1.61) y las propiedades de con-
vergencia de pf* dadas por (1.57) llevan a la igualdad p(0) = py, i.e. (1.30).

Para probar la condicién inicial en sentido débil pu (1.39), fijemos una funcién v € V

y consideremos una sucesiéon (v™) tal que
viev™, vt -5 v enV. (1.87)
Dado T > 0, gracias a (1.84) y (1.87), es claro que

/np"‘u"‘-vm —T—*/qu-v en L*=(0,T).
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Por otra parte, debido a (1.80), la convergencia anterior también ha de tenerse en
C|[0,T] en sentido fuerte y, en particular, /0 pu-v € C[0,T]. Particularizando en ¢t = 0,

pmu™ - v™ ) (0) - pu-v](0) enR.
0 Q

Analizando la sucesién anterior y gracias a las condiciones iniciales impuestas sobre p™

y u™ en (1.56 - 1.57),

obtenemos

(fomum-vm) @ = [ pm(@um(0)- v

— m..m m
-—/{)Po“o 'V ‘*/npouo'V,

por lo que (J pu - v)(0) = Jg pouto - v.
Para demostrar (1.46) se argumenta como antes, teniendo en cuenta ahora (1.81) y
que

mij. m|2 d 2 1
/np [u™| -—*/QPIUI en L(0,T),
debido a (1.83-1.84).

Otras propiedades de p y u. Gracias a (1.82), las estimaciones que tenemos sobre
p™ y py implican:

infpo < p <suppy cpd. en Qoo.
Q

En lo que se refiere a la regularidad de tipo derivada fraccionaria en tiempo de pu,

se puede demostrar, de forma andloga a como se hace para p™u™, que
pu € Ny (0, +o0; WH(Q)°).
Por razones similares, en el caso particular en que éo > a >0, se llega a que
€ Nioe*(0, o0, LA(Q)°),

con lo cual queda demostrado el Teorema 1.12.

1.2.5 Esquema de las Demostraciones de los Casos Particu-

lares

En ambos casos, tanto en el Corolario 1.13 como 1.14, vamos a mejorar las estimaciones
“a priori”, de forma que podamos conseguir mas regularidad para la solucion; el resto

seria similar a la Demostracién que precede del Teorema 1.12.

A) Corolario 1.13.
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Como ahora f € L(0,+o00; L*(§2)), gracias al proceso de regularizacién de f, ten-
dremos que f™ verifica (1.55) para K; € L'(0,+00). Por tanto, a partir de (1.67) ahora
podremos conseguir:

(P™Y*u™ y p™u™ estén acotadas en L*(0,+oc0; L2(2)3). (1.88)
Integrando (1.67) en (0,T) con T > 0 arbitrario,

IVu™[zor < / polug | dx + MY |E 10,0, |(p™) U™ eozigr < Mluol; + CM'V2E,,

que es una cota independiente de T'. Por tanto,

Vu™  estd acotada en L%(0, +o0; L2(02)%)

u™ estd acotada en L?*(0,+o00; W(Q2)). (1.89)

Por dltimo, en el proceso de Paso al Limite, se obtendra (1.47) y (1.48) a partir de
(1.88) y (1.89) resp.

B) Corolario 1.14.

Se impone que {2 sea acotado en alguna direccion de los ejes coordenados para poder
aplicar la desigualdad de Poincaré: '

IVl < P(?) [Vvls.
La identidad de energia (1.67) implica ahora:

M <

um P4 1 um P 1 M?P(2), o1z

Por tanto,

M*P(Q
30 Jo oI s [ < “( i, (1.90)

t+1
Dado t > 0, si integramos (1.90) en (¢,¢+ 1), con g¢(t) = / /np’"lu"‘lz, tendremos
t

g/(t) + C(g(2) < % [ iias,

Por tanto, gracias a la hip6tesis (1.49) y al Lema de Gronwall, para cada t > 0,

1
g(t) < /0 /Q P2+ C < O (1.91)

puesto que, seglin ya sabemos, p™u™ est4 acotada en L§3,(0, +o00; L*(2)3).
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Volviendo de nuevo a (1.90), obtenemos en particular que
d my. mi|2 2
= [ < ol
Integrando en (¢, s) para s € (t,t + 1),

L@t s [ mowr@rve [ g

e integrando ahora para t € (s — 1, s),
m m 2 < g / mi,.mij2 i
Ler@r@rs [ [ i+ e

Por tanto, gracias a (1.91), llegamos a (1.88) y, en consecuencia, a (1.48).
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1.3 El Caso de Coeficiente de Viscosidad Variable.

Se demuestra un resultado de existencia de solucién débil global en tiempo en un
abierto {1 acotado, para el problema de Navier-Stokes con densidad variable, donde
también se supone que el coeficiente de viscocidad dindmica depende continuamente

de la densidad, i.e. p = pu(p).

1.3.1 Planteamiento del Problema. Definiciéon de Solucién Débil

Partimos de las ecuaciones, definidas en @, que se deducen de la ley de conservaciéon

de la masa y la cantidad de movimiento para un fluido viscoso (cf. [11]):

(pu); +V-(puu) = pf+V-r, (1.92)
pt+V-(pu) = 0, (1.93)
donde, |
T=-pld+pu (Vu-l—Vut - —z-{V-u}Id) :
Si, ademds, imponemos que el fluido sea incompresible, i.e.

y que u es una funcién dependiente de la densidad, p = p(p), llamando V,u al tensor
Vu + Vu! (gradiente simetrizado del campo de velocidades), obtenemos que (1.92) se

convierte en
(pu): +V - (puu) = V- (u(p)V,u)+ Vp = pf. (1.95)

El sistema resultante (1.93-1.95) ser complementado con las habituales condiciones

de contorno (homogéneas para el campo de velocidades) e iniciales:
u=0 sobre I, Pl=o = po en 2, (pu)=0 = poUo en §1. (1.96)

Llegamos asf a (1.93-1.96), que constituye la formulacién conservativa del problema
incompresible de Navier-Stokes con densidad variable y viscosidad variable. La corres-

~ pondiente formulacién no conservativa esta configurada por

Pt +u- Vp = 0,
p(ug+ (u-Viju) =V - (u(p)V,u) + Vp = pf,

junto con (1.94) y (1.96).
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Impondremos que se verifican las siguientes condiciones fisicamente razonables:

po20 enQl y p:Ry— Ry.

La definicién de solucién débil del sistema (1.93-1.96) serd naturalmente similar a la

que se introdujo en el caso p constante (cf. Definicién 1.11), sin mas que cambiar en

( )

1.3.2 Existencia de Solucién Débil

Vamos a obtener resultados similares a los de §1.2.2 siendo g una funcién continua y

estrictamente positiva. Lo englobamos en el siguiente:

TEOREMA 1.15 En las hipdtesis del Teorema 1.12, si 2 es acotado y, ademds,
p€CRyRy), p(s)=2B>0 Vs>0, (1.98)

entonces eziste al menos una solucién débil (p,u) en Qo del problema de Navier-Stokes
con densidad y viscosidad variables (1.95~1.96). También, (p,u) verifica (1.40-1.44) y
eziste p € D'(Qoo) tal que se tiene (1.45) y la terna (p,u,p) verifica (1.99-1.96) en el
sentido del Teorema 1.12. Ademds, para cada p € [1,+00), se tiene que

p € Cy([0, +00); LP(£2)). , (1.99)
Por dltimo, los Corolarios 1.13 y 1.1} contintan siendo ciertos. m

Demostracién:

El procedimiento es similar al caso en que es u constante. Ahora bién, la introduccién
del término que se indica en (1.97), hace necesario varios cambios en los procesos de
estimaciones “a priori” y de paso al limite. La hipdtesis de acotacién inferior de u (1.98)
se aplicara en las estimaciones, mientras que la hipétesis de 2 acotado es impuesta para
poder aplicar el Corolario 1.9; (1.23) lleva a la convergencia de p™ a p cpd., donde p™
(junto con u™) denota la m-ésima solucién aproximada. Con esta convergencia y la

continuidad de y, deduciremos la convergencia del nuevo término dado en (1.97).

ESTIMACIONES “A PRIORI” DE LAS SOLUCIONES APROXIMADAS

Se tiene que 4
p" <M enQ, (1.100)

(Ol = IR (®)l, ¥t 0. (1.101)
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De (1.98) y (1.100), tendremos
0<fB<pu(p™) <M enQu. (1.102)

Por otra parte, ahora llegamos a la siguiente igualdad de energia:
mi. .m|2 m mem o, g™,
s [ ol P+ [ u(pm)Veum s vur = [ o
Analizamos el segundo sumando de la izquierda:

Vo™ Vum = [Vu P + e e = 2u™ ) + Z(u:;' +u? )2 >0
i<y
(se utiliza el criterio de suma de indices repetidos); por tanto, teniendo en cuenta (1.102),
resulta que

/Q,u(p’")V,u"‘ :Vu™ > (IVu"‘|§ +/ u’;'uﬂ’)
0
Integrando por partes, como V-u™ =0y u™g,, = 0, se anula el segundo sumando de
~la derecha.

En consecuencia, reagrupando los calculos anteriores, llegaremos a lo siguiente:

M/p w4+ BIVurl < [ pnen - um

A partir de aqui, basta razonar de forma similar a como se hizo en §1.2.3 para
completar el procedimiento de estimaciones “a priori”.

PASO AL LIMITE

Teniendo en cuenta lo que se dice en §1.2.4, basta demostrar la convergencia del nuevo
’ . , . . . !
término que aparecera en las ecuaciones aproximadas. En concreto, fijado v € V™ | hay

que conseguir que
/n,u(p’")v,um T VAR / p(p)V,u: Vv en 'D’(O,T). (1.103)
Q

Como u(p™)V,u™ esta acotada en LZ (0, 4o00; L*(2)°), podemos extraer una s.s. (que

llamamos igual) que converge débilmente en este espacio:
d
p(p™) V™ <5y en LE,(0, +o0; LH(Q)?). (1.104)

Por tanto, (1.103) queda demostrado si comprobamos que x = p(p)V,u. En principio,
sélo tenemos (cf. §1.2.4) que

V,u™ —= V,u en L2 (0, +00; LA(Q)°), (1.105)
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p" — p en L®(0,+00; LP(Q)) Vp € [1,+00) (1.106)

(esto ultimo es consecuencia de (1.101) y las propiedades de pJ'). Ahora bien, con el
mismo argumento que cuando p es constante, tenemos que (p, u) es solucién débil del
problema de transporte

petu-Vp=0 enQcw,  pi=0o=po enfll
Por tanto, podemos aplicar el Corolario 1.9 para deducir que
p € Cy([0,+00); LP(R)) v le(t)l, =lpol, V1 € [0,+00),

para cada p < +oo. Por otra parte, como pJ' £, po en L” para p < 400, a partir de
(1.101) tendremos que

le™ ()l — lpolp (= lp(t)]p) V1t € [0, +00).
Esto ultimo, junto a (1.106), implica que, por ejemplo,
p" =5 p en LL,(0, +00; L3(Q))

(en espacios uniformemente convexos como es L*(0,T; L*())) para cada T < +o0, la
convergencia débil y en norma implican la convergencia fuerte, cf. {10]), de donde, en
particular

pm(t,x) = p(t,x) cpd. (3,X) € Qoo-

En consecuencia, gracias a la continuidad de p, si aplicamos el Teorema de la Con-

vergencia Dominada, tendremos que
u(p™) > u(p) en L}, (0,+00; L*(R)). | (1.107)
Por tltimo, (1.105) y (1.107), junto con (1.104), nos conducen a la igualdad

x = p(p)V,u.
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1.4 El Caso de Condiciones de Contorno No Ho-
mogeéneas |

Aqui, demostraremos un resultado de existencia de solucién débil, global en
tiempo con §2 acotado y de frontera suficientemente regular cuando, sobre las ecua-
ciones de Navier-Stokes con densidad variable, imponemos para el campo de ve-
locidades condiciones de contorno de tipo Dirichlet no homogéneas. En primera
instancia, supondremos que el dato en el contorno es independiente del tiempo
para, posteriormente, considerar el caso general.

1.4.1 Planteamiento del Problema

Consideramos las ecuaciones de Navier-Stokes con densidad variable (1.26-1.28) en el
cilindro Q7 = (0,T") x §, complementadas con condiciones de contorno de tipo Dirichlet .
generales ‘

u=g sobre Xr, , (1.108)

y las condiciones iniciales habituales (1.30—1.31).' Aqui, por simplicidad, T < 400
(los argumentos que siguen pueden adaptarse sin excesivos problemas al caso en que
la solucién se busca en @Q,; basta razonar como en la Seccién 1.2). Ahora bien, una
hipétesis esencial en este caso es que ) sea un abierto acotado de frontera regular; por
ejemplo 902 € W en el sentido de [42]. Ello se debe a que deberemos realizar un
levantamiento regular con divergencia nula del dato g. |

Las condiciones de contorno de tipo Dirichlet no homogéneas (1.108) resultan in-
teresantes en diversas situaciones fisicas, por ejemplo aquéllas donde se han introducido
fronteras artificiales. Esto ocurre cuando se estudia el comportamiento de fluidos no
homogéneos alrededor de un obstasculo, en un canal, etc...

Como el problema es no estacionario, el dato de contorno, la funcién g, depende en
general de la variable . Sin embargo, por una parte debido a que en muchas situaciones
fisicas se puede considerar que este dato es independiente del tiempo y, por otra, por
simplicidad en la exposicion, supondremos en primer lugar que g no depende de t; el
caso general (i.e. g = g(t,x)) seré considerado posteriormente, en la Seccién 1.4.5.

En el caso particular en que la densidad p es constante, o sea, para el problema
incompresible de Navier-Stokes habitual, condiciones de contorno de tipo Dirichlet no
homogéneas han sido ya consideradas, al menos en el caso estacionario (cf. [35,38,61,
etc...]) usando razonamientos similares, que parecen tener una no muy dificil extensién
al caso evolutivo. El argumento que conduce a la existenca de solucion, esta basado

en la eleccion de un adecuado levantamiento a, con divergencia nula, del dato frontera.
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Esto hace que se pueda “controlar” el nuevo término no lineal que aparece
b(u, a, u)‘.= ,/n u"ai',uj,

gracias a una importante propiedad de simetrfa de éste:
b(u,a,u) = —b(u, u,a).

En el caso de las ecuaciones con densidad variable, el correspondiente término no lineal
es

b(pu,a,u):_/{)pu‘aiiuj

y no esta en las condiciones anteriores. En consecuencia, el tratamiento de este término
debera hacerse de forma diferente.

También en el marco de flujos con densidad variable pero compresibles, los problemas
con condiciones de contorno no homogéneas, junto con la condicién adicional fisicamente
razonable

plp==p~ (donde S5 = Ty N {(t,%) : g(x) - n(x) < 0})

han sido estudiados en el caso barotrépico (p = p(p)) por Fiszon y Zajaczkowski y
Lukaszewicz en [19] y [40] resp. y en el caso general no barotrépico por Valli y Za-
jaczkowski en [64]. Se obtienen algunos resultados imponiendo condiciones adicionales
sobre g, como por ejemplo que ¥7 y LF sean independientes de ¢, que £7 sea una su-
perficie cerrada, etc... En los resultados presentados en esta memoria no se impondran

hipétesis de este tipo.

La exposicion de esta Seccién estd organizada de la siguiente manera. En primer
lugar, detallaremos las posibles hipétesis sobre el dominio 2 y el dato frontera g (de
momento, independiente del tiempo) para poder obtener un levantamiento con diver-
gencia nula suficientemente regular. Seguidamente, mediante un usual cambio de varia-
ble, pasaremos el problema con condiciones de contorno no homogéneas a un problema
equivalente con dato frontera homogéneo. Esto permitira enunciar el resultado principal
(existencia de solucién débil). A continuacién, desarrollaremos la demostracién de dicho

resultado para finalizar resolviendo el problema cuando g depende de t.
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1.4.2 Levantamiento del Dato en el Contorno (Independiente
del Tiempo)

Sobre el dominio Q2 que ocupa el fluido, supondremos lo siguiente:

2 C R? es un abierto conexo y acotado, 9Q € C?;
6 bien, simplemente conexo con Q) =T,
6 bien, multiplemente conexo, con 02 =TgU---UT,, (1.109)
donde T’y es la frontera exterior y las '
I';, 1 <1< p, son las distintas fronteras interiores.
En cuanto al dato frontera g, consideraremos en un principio que se trata de una
funcién g : 9Q — R3. En §1.4.5, analizaremos el caso general en que g puede depender

de t.
Sobre g imponemos las siguientes hipdtesis de regularidad y compatibilidad:

g € H**(89), (1.110)

g'n do =0 para 0 < i < p, si {) es multiplemente conexo,
L (1.111)
/1_ g-ndo =0, si essimplemente conexo.
Dado g en estas condiciones, consideramos el levantamiento a de g dado por el tnico
campo de velocidades solucién (junto con ¢) del problema de Stokes:
{ —-Aa+Vg=0, V-a=0 enf},

1.112
a=g sobre 0Q. ( )

Gracias a (1.109-1.111), los resultados sobre soluciones fuertes de (1.112) (cf. [35,
p. 78]) implican: : :
‘a€ HYQ)’, Vqe L} Q) (1.113)

| lallzz + [ Vallze < C ligllgsrnry- (1.114)
~ Teniendo en cuenta la equivalencia entre funciones con divergencia nula y en forma
rotacional, {21, Corolario 3.3, p. 47|, como, en particular, a € H'(f2)® y 90 € C', se
tiene que existe una funcién potencial de a con divergencia nula. M4s precisamente,

Ibe HYQ)® talque a=Vxb y V-b=0. (1.115)

Nota: La hipdtesis 952 € C? se puede debilitar y sustituir por I € W%, teniendo en
cuenta que para la regularidad H? de a es suficiente con que sea 9Q € W** (cf. [6]).
Por otra parte, (1.115) se puede obtener con otro orden de regularidad mayor (b € H?),
pero a condicién de tener 3 € C*!. En realidad, para todo lo que sigue, sera suficiente
con que b € H?, de donde sélo hay que imponer 8Q € C1! = W%, u
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1.4.3 EIl Resultado Principal

Gracias a lo que precede, sabemos que el problema a resolver, en su forma no conserva-

tiva, es el siguiente:

p (%tl—l-+ u- Vu) —plAu = ~Vp+ pf en Qr, (1.116)
dp

_a? +4+u- Vp = 0 en QT, s (1.117)

V-u = 0 enQr, - (1.118)

a sobre X7, '; (1.119)

ph=o = po en, (1.120)

(pu) |t=o = pouo en 1. (1.121)

Haciendo el cambio de variables u = v — a y llamando luego u a v, (1.116-1.121) se

convierte en el siguiente problema, que ya posee condiciones de contorno homogéneas:

(7]
p(5§l~+(u+a)-Vu+u-Va) —pAu = —Vp+ pF + plAa en Qr, (1.122)
. Op
5 T (u+a)-Vp = OenQr, , (1.123)
: u = 0 sobre Zr, (1.124)
(pu) lt=0 = polo en §, (1.125)

junto con (1.118) y (1.120) que no varfan. Aqui, F =f—(a-V)a y U, = up— a.
Imponiendo la hipé6tesis de compatibilidad:

W€EH, ie. V-uy=0 y (up-n)lg,=(a-n)lg,

(recuérdese la caracterizacién de H dada por (1.11) cuando 99 es regular), vamos a
obtener una solucién débil global en tiempo (en (0,T)) del problema anterior, pero en

su forma conservativa siguiente:

_B_gt_l! + V- (p(u+a)u)+pu-Va —pAu = -Vp+pF+pAa en Qr,(1.126)
dp .
Friu (p(u+a)) = 0 enQr, (1.127)

junto con (1.118), (1.124), (1.120) y (1.125).

Enunciamos el resultado principal de esta seccion:
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TEOREMA 1.16 Sean Q@ C R3 como en (1.109), a y b como en (1.113-1.115) y
0<T < +o0. Sity € H, pop € L2(Q), po = 0 cpd. en Q y £ € L(0,T; L*}(N)*),

entonces existe al menos una solucidn débil (p,u) del problema anterior. Ademds,
p € L*(0,T; L®(R)), wue€ L*0,T;V),
pu € L=(0,T; L*(Q)%) N NY42(0, T; W3(Q)%),
inf po < p(z,1) < sup po cpd. en Qr

y eziste una distribucidn p € W1°(0,T; L*(Q)) tal que se tiene:
(1.126) en W~1(0,T; H}(Q))?,
(1.127) en L=(0,T; HY(Q)) y en L0, T; W~15(Q)),
(1.118) y (1.124) en el sentido del espacio V,
(1.120) en W1=(Q) y
(1.125) en el siguiente sentido débil:

(/{)pu-vdx)(O):/onﬁo-vdx Vv e V.

Por dltimo, |p*/?u(t)], € C[0,T] y |p**u(0)] = |pg/ *Hols. =

1.4.4 Demostracién del Resultado Principal

El argumento reposa (de nuevo) sobre una discretizacién de semi-Galerkin con un paso
al limite por compacidad. En comparacién con el caso de condiciones de contorno
homogéneas (particularizado para ) acotado y en (0,T) con T finito), la demostracién

contiene algunas diferencias y/é complementos:

e La eleccién de una base especial de V (y H) de funciones regulares y con soporte
compacto (similar a como se hace en el caso general en que § es no acotado).

e Un proceso de truncamiento y regularizacién de a, en los términos necesarios
para poder aplicar el método de las caracteristicas a la ecuaciéon de continuidad

aproximada.

e Las acotaciones y el paso al limite en los nuevos términos que aparecen en las

ecuaciones.

A) Regularizacién de F: Como F = f—a-Va € L'(0,T; L*(Q)3, podemos

introducir una sucesién de funciones regulares (F™), con

F™ € C([0, T]; L*(Q)®),  F™ - F en LY(0, T; LA(Q)). (1.128).
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Tomando una s.s. in fuera preciso, se obtiene:
|[F™(#)|; < K(t) cpd.t€(0,T), paraalguna K € L'(0,T). (1.129)

B) Truncamiento y regularizacién de a: Consideramos una s.s. (a™) de fun-
_ciones regulares con divergencia nula que se anulan sobre Q2 y “aproximan” a a. Para

ello, sea b como en (1.115) y prolongado por cero a todo R® y pongamos
a” =V xb™ con b"=(m*(Xa,,,b) (1.130)

donde (¢x) es (de nuevo) una sucesién regularizante usual y Xq,, es la funcién carac-
teristica de ” ‘

Qyym = {x € Q: dist(x,0Q) > 1/m}.

Si consideramos ahora la funcién a™ restringida a 2, obtenemos
a” € C°(f), V-a"=0 enQ y a™ =0 sobre dS. (1.131)

Ademés, a™ -5 a en H} (2)%. Més concretamente, fijado n € IN, para cada m > n se
tiene que b™ = (/5 * b en £y, (para n suficientemente grande). Por tanto, dado que
b € H*(Q)3, gracias a las propiedades del producto de convolucién, obtenemos:

bm——f—-)b en Hz(len)3 y "bm"}p(nzln)a < "buyz(n)s sznf

En consecuencia,

a™ s a en H(Qy,)® Vn, (1.132)

y, para cada m > n,

”am”Hl(Qzln)a <C ubm”;p(nz/”)s < C "b”H:e(n)s. (1.133)

En particular, [|a™||m1(a,,,,)s estd acotada, indep. de m.

C) Eleccién de una “base especial” de V: Consideramos una sucesién de
funciones (v™) que sea una base de V y cumpla las mismas propiedades que se exigen
en §1.2.3. Como las v™ tienen soporte compacto, podemos considerar una s.s. de indices
m' = m'(m) € N, crecientes respecto de m, con m'(m) > m y Sop(v™) C-Qy/m!(m)- Por
tanto, poniendo

'...,v™ > para cadam, (1.134)

Vh =< v

tendremos de nuevo ,
SOp(Vm) C QZ/m’(m)’ A (1135)

wym L, p», | (1.136)
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Por cuestiones de comodidad en la notacién, pondremos sélo m' para referirnos a
m’(m), sin hacer constar explicitamente la dependencia respecto de m. '

‘D) Definicién de solucién aproximada: Para cada m, diremos que el par
(p™,u™) es una m-ésima solucién aproximada si p™ € C'(Q), u™ € CY([0,T};V™)
v ;

0
gt +(u™+a™)- Vp -—0 en Qr, p" li=o= pg en, “#.137)
a m
™ |l —— + ((u™ +a™))Vu™ + (u™ - V)a — p"F™| -
/9 { o ) ( ) (1.138) -
+u/Q(Vu +Va): Vv =0 VveV"‘, u™ |i=o= ug en . '
Aqui, | |
o £ L>(Q) — débilx,
PR —poen § ‘
pT € CI(Q), L (?) — fuerte, V¢ < 400, (1.139)
E-!-i%fpo <p < ;+s%ppo en §2,
y

wreV™, ul W, en H. (1.140)
Debido a la construccién de a™ y V™, tenemos que:
e (1.137) es una ecuacién de conveccién (regular) para p™, con campo de velocidades

(u™ 4 a™) de divergencia nula y homogéneo sobre Xr; (1.137) puede ser resuelta

por el método de las caracteristicas habitual.

o Las integrales que aparecen en (1.138) se pueden cambiar por integrales sobre
‘ Qa/m/(m); en este abierto tenemos que fla™ || H @) S C con C independiente de

m’ (y m).
El problema equivalente a (1.137-1.138), en forma conservativa, es:

o™

— V- (p'“(u +a™) =0 en Qr, P o= pJ enQ, (1.141)

/ ap u™ +V. (p’"(u'" + am’)um) + pmum .Va— mem v
af Ot , (1.142)
+u /ﬂ(vum +Va):Vv=0 VYveV™, ul,=ul e

E) Existencia de soluciones aproximadas: El proceso es similar al llevado a

cabo en el caso de condiciones de contorno homogéneas, Apéndice B. Es decir,

e Definicién de soluciones aproximadas linealizadas (a partir de (1.137-1.138)).
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o Estimaciones “a priori” de dichas soluciones aproximadas linealizadas.

e Prueba de la existencia de soluciones aproximadas, como resultado de aplicar el
Teorema del Punto Fijo de Schauder.

El punto esencialmente distinto concierne a las estimaciones “a priori”, debido a los
nuevos términos que aparecen en (1.137-1.138).

F) Estimaciones a priori de las soluciones aproximadas: Se trata de conseguir
estimaciones independientes de m, y por tanto también de m’. Denotaremos por C, C},
C, ..., distintas constantes independientes de m.

Gracias a la resolucién de la ecuacién de continuidad por el método de las carac-
terfsticas, p™ es constante a lo largo de las trayectorias de las particulas (trayectorias
que no entran ni salen de ). De donde, debido a la eleccién hecha de pf* en (1.139),

tendremos:

1 . m 1 _
—T—n-+1r&fpg§p §~n;+sgpp0§1+sgpp0=M. (1.143)
Por tanto, .
p™ estd acotada en L*(0,T; L*=(2)). (1.144)

Dado t € [0, T}, a partir de (1.138) y (1.141) obtenemos facilmente:

a m|um|2 m¢_.m m'lum'2 m |2
L[g;(ﬂ ——5—->+V-(p (u™ +a™)—— | +p | VuT |

= /n[p'”F"‘ ‘u™ — pVa: Vu™ — (p™u™ - V)a-u™].
Comof, V - (--+) = 0, las siguientes estimaciones en los términos del segundo miembro
‘ T\ 1/2
/ mem ca™ < Ml/ZI{(t) (/ pmlum|2) ,
Q 0
—u/nVa : Vu™ < p|Val? + -Z—lvu"‘lg,
m.,.m m C m m m
= fomun - um < Cival ([ o 1 ) + fIVunE,

conducen a la “desigualdad de energia”

1d mi.,.m|2 / mi2
s | Pl 4 [ [V

1/2
< MK ([ omlamP) T+ [ o+ (1.145)

1 : M :
< GK@+C) [ o+ TE(W)+Coy
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con C; = Ci(y,a) parai = 1,2 y K es la funcién positiva de L!(0,7) dada en (1.129).

A partir de aqui, con razonamientos similares a los hechos en §1.2.3, tendremos:

(o™ u™ y ‘p”‘u’" estdn acotadas en L*(0,T; L*(2)%), (1.146)
Vu™ estd acotada en L*(0,T; L*(R)°) y u™ en L*(0,T;V), (1.147)
(p™)Y*u™ y p™u™ estan acotadas en L*(0,T; L%(R)?), (1.148)
pmu™u™ estd acotada en LY3(0,T; L*(0)°). (1.149)

Como pretendemos pasar al limite en las ecuaciones: conservativas (1.141-1.142),
haré falta estimar adecuadamente los términos con a™ que aparecen en dicho sistema,
como son p™(u™ 4 a™) y p™(u™ + a™ )u™. En particular, teniendo en cuenta (1.133),
resulta que

a™ (™ est4 acotada en HYL (), (1.150)

- luego
p™(u™ + a™) est4 acotada en L=(0,T; L2 .(R)?) N L*(0, T; LE (Q)?), (1.151)

pT(u™ + a’f")u"‘ estd acotada en L*3(0,T; L2 (2)?). (1.152)
G) Estimaciones de las derivadas: Gracias a (1.141) y (1.151), se tiene

pm
ot

Por otra parte y como paso previo a las estimaciones de tipo derivada fraccionaria

estd acotada en L®(0, T; HoM () N L*(0, T; Wik ®(R)).  (1.153)

en tiempo de p™u™, veamos que

9 / u™ - v
3t Ja?

donde G € L'(0,T) es una funcién dada y 1,, es una sucesién acotada en L*/3(0,T). En
efecto, debido a (1.142) (donde podemos considerar que las integrales son sobre §3/m'),

‘
\

S (G+¢m) Vvl Vv eVT, - (1.154)

se tiene que

a m._.m

< (lpm(u™ +a™)u"z,,,, + plV(u" +a)l + C MIF™;) [Vvl;
CLLI (L2 V .

¢ Jfore-ome]

de donde se obtiene (1.154); para ello basta utilizar, en el primer término de la derecha
(1.152), (1.147) y (1.129) resp. y, para el segundo, la desigualdad de Hélder con expo-
nentes 2,3,6 junto a la inyeccién continua H} «— LS.
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Para la obtencion de estimaciones de tipo derivada fraccionaria en tiempo de p™u™,
se razona como en el caso con condiciones de contorno homogéneas, pero ahora uti-
lizando en algunas ocasiones las estimaciones locales obtenidas.

Etapa 1.- Teniendo en cuenta (1.154), de forma similar al caso en que las condi-
‘ciones de contorno son homogénas, se tiene que existe una constante C > 0 tal que,
cuando 0 < A< T,

n=["( Jlemume+ b = mun(e)] - (e + B) — o)) de < C R

Etapa 2.- Veamos que existe C > 0 tal que, si 0 < h < T, entonces
T~h . ;

Para w € W, a4 () con Sop(w) C Q3/m, debido a la ecuacién de continuidad se

tiene:
L+ m - ) w ax = [ ( /

A partir de aqui, gracias a (1.151) y para w = u™(¢)-(u™(t+h)—u™(t)), se obtiene la
estimacién deseada, razonando como en el caso de condiciones de contorno homogénas.

o (U™ 4 2™ )(s) - vw) ds.

2/m!

Etapa 3.- Haciendo I; — I, obtenemos que existe una Cte. C > 0 tal que, si
0 < h < T, entonces

lrhp"‘('rhu’“ — um)!Lz(O,T_h;Lz(g)s) S C h1/4. (1.155)

Etapa 4.- Razonando como en el caso de condiciones de contorno homogénas,
teniendo ahora en cuenta la ecuacién (1.141) y la estimacién (1.151), resulta que

lmap™ = P™ | 0. 7-niw-10¢0,,,.0)

¥

t+h ,
< C max { / [o™ (0™ + a™ )(s)l6:, e ds} < C Y2
t

0<t<T

De donde, como u™(t) € V™, gracias a_la continuidad de la aplicacién producto de
H} x W~18 en W~13 se obtiene la desigualdad

l(mnp™ = ™0™ 20 r-mw-13(0, 0 S C B

que, junto con (1.155), implica que

p™u™ estd acotada en NV42(0, T; W2 1*(Q)3). (1.156)

oC
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H) Paso al limite por compacidad y final de la demostracién: A partir de
aqui, se puede acabar la demostraciéon de forma similar a como se hizo en el caso de
condiciones de contorno homogéneas.
=

Nota: Reconsiderando algunas estimaciones de la demostracion anterior, el Teorema

continja siendo vélido cambiando la hipétesis a € H*(2)® por una més débil:

a € W3(Q)3.

1.4.5 Dato en el Contorno Dependiente del Tiempo.

En este apartado, vamos a extender el resultado anterior (Teorema 1.16) al caso general

en el que el dato de contorno también depende del tiempo: g = g(t¢,x) para (¢,x) € Zr.

TEOREMA 1.17 Supongamos 2, po,Up y f en las mismas condiciones del Teorema
1.16. Supongamos, ademds, que g admite un levantamiento a y una funcidn potencial
b con las propiedades

a€ (0T HNQ), = e N0, TN, al=g,  (L157)
b € L*(0,T; H*(2)>) a=V xb en Qr. (1.158)
Entonces existe una solucién (débil) (p,u, p) del problema considerado en el Teorema 1.16,
para ' '
‘F:f——%?——a-Va y U = up — a(0)

con tdénticas propiedades.

Nota: Aligual que el Teorema 1.16, el Teorema 1.17 también es cierto ‘pa.ra
a e L*(0,T; W' (2)*)

en vez de a € L*(0, T; H*(Q1)?).
»

Resumen de la demostracién del Teorema 1.17: Es paralela a la demostracién
del Teorema 1.16, con la diferencia de que a, b, a™ y b™ dependen también de ¢, lo que

provoca algunos cambios.
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El problema a resolver es el considerado en el apartado anterior, pero ahora con

F = f—%?———a Va y Ty = ug— a(0).

Gracias a (1.157), F € LY(0,T; L*(R2)%) y a(0) tiene sentido en L?. Considerando b
de nuevo prolongada por cero fuera de Q7 y ({x)r>0 una sucesién regularizante usual,

ahora en las variables (¢, x), si definimos a™ como en (1.130), tendremos:
a” e C®(@), V-a"=0 V(,x)€Qr y a™|p=0. (1.159)
Ademas, teniendo en cuenta (1.158),
a™ %sa en LX0,T;HL(Q)P), (1.160)

la™ |2 0,780,y €SS acotado (indep. de m). (1.161)

Para la “base especial” de V y la definicién de m'(m), razonamos como en §1.4.4.
Definiremos las soluciones aproximadas como en (1.137-1.138) 6 (1.141-1.142), pero
cambiando los términos donde interviene a por una sucesién de funciones regulares
(am) tal que |

an € C([0,T; HX(D2)®) y an—a en L*0,T;H* Q). (1.162)
Ademas, tomando una s.s. si fuera preciso, se tiene
lan(®)ll@y < R(E) cpd. O (ae)

para una funcién R € L*(0,T) dada. En consecuencia, los nuevos términos de (1 137-
1.138) y (1.141-1.142),

/p’"’u"‘-Vam-v y ,u/Vam:Vv ‘
) a

son funciones continuas en [0,T], para cada v € V™. Por tanto, las soluciones aproxi-
madas (p™,u™) estan bien definidas

CH(@Q) x C([0,T[; V™).

Gracias a (1.161.b) y (1.163), el proceso de estimaciones “a priori” de las soluciones
aproximadas se puede hacer. Finalmente, mediante un proceso de paso al limite, te-
niendo en cuenta (1.160) y (1.162), se obtiene una solucién débil (p, u, p).

]
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Nota: Caso de que sdlo se tuviera a € L*(0,T; W'3(Q2)?), todo seria igual salvo
en lo que se refiere (1.162-1.163), donde ahora tendrfamos a,, € C([0, T]; W'3(Q2)3),

a, — a en L0, T; W' Q) v |lan(®)llwrs < R(¢) cpd.,

con R € L*(0,T).
]

Para terminar con este apartado, presentamos la construccion de un levantamiento
a de g, que estd en las hipStesis (1.157-1.158) del Teorema 1.17.

PROPOSICION 1.18 Supongamos que § es como en (1.109). Si g verifica

g € L0, T; H¥(I)), %%- € L'(0, T; L¥(T)?) (1.164)

e
¥, ademds,

/ g(t) ndo=0 Vi:0<1i<p, sif)esmiltiplemente conexo, ‘
T (1.165)

/r g(t) - n do =0, si essimplemente conexo.
para t cpd. en (0,T), entonces ezisten a y b que cumplen (1.157-1.158).
Demostracién: Introduzcamos el operador ‘
A:he HYYT)P — Ah=ue HY(Q),
definido de acuerdo con lo siguiente:
ne HOQP ={ue HY(QP: V- u=0, uyr = h},
Ah = u (0= A ) r=h} (1.166)
(Vu, VW)Lz =0 VW ([ V.
Introduzcamos también el operador
1200)\3 0z 2/\3
B:ve L))+~ Bv=|-—+¢n}| € LYT),
On r
donde (z,¢) es la tnica solucién fuerte del problema
z€ HXQPNV, qe H(Q), x)dx = 0,
Q) q ), Jaax) (1.167)
~Az+Vg=v, V:z=0 en Q y zr=0.

Claramente, A es un operador lineal y continuo de H'/?(T)? en H ()2, Tambiéy, se
tiene que B coincide con la restriccién a L(Q)3 del operador A* (adjunto de A).
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Gracias a los resultados sobre existencia y unicidad de solucién débil y solucion
fuerte del problema de Stokes, se tiene que

A€ L(H'HTP,HY(Q)), Algsnepe LHYYTY, HH(Q))

B € L(L*(Q)3, L(T)?).
Ademads, a partir de (1.166) y (1.167) se deduce que
(Ah,V)Lz(n)a = (h, BV)LQ(F).’J Vv S L2(Q)3, Vh € Hl/2(P)3. (1168)

Sea a(t) = Ag(t) para t cpd. en (0,T'). Obviamente, a € L*(0,T; H%(R2)*). Para ver
que Pe LY(0,T; L*(R)*), basta comprobar que

ot
a
(53, v) (ag Bv) Vv e L}(Q)® ©(1.169)
t L2(q)? ot’ L2(r)? ‘
por ejemplo en D'(0,T). Pero sabemos que existe %—- € D'(0,T; H*(Q)%), deﬁmda en la

forma
<%%’(p>(o n - "a(t)p'(t) dt = - A ' Ag(t)so’(t)dt’ en HYQY

para cada ¢ € D(0,T). En particular, para cada v € L2(Q)3, gracias a (1.168) y a que
£ ¢ L'(0,T; L*(T")*), tendremos

(30,7, (el Ls0v0a) ),
- (.. / et ()t Bv) = ( /0 " %f-(t)go(t)dt, Bv) ,

E]

LA(ry L3(r)?
de donde se llega a (1.169). Por tanto, a verifica (1.157).
Para terminar, veamos la existencia de b en L?(0,T; H*(R2)%) y tal que V. x b = a.
Como ajr = g, (1.165) significa que para t cpd. en (0,T),

/F a(t):nde =0 Vi:0<i<p, sies mﬁltiplemeﬁte conexo,
a(t)-ndo =0, si{ essimplemente conexo.
r

Ademis, V- a(t) = 0. Por tanto, estamos en condiciones de afirmar que, para ¢ cpd. en
[0, T, existe b(t) € H*(Q)? tal que a(t) = Vxb(t) y V-b(t) = 0 (cf. [21, p. 47]). Supon-
gamos que b(t} €s construida (de forma tinica) con un argumento similar al realizado en
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[21] (mediante transformada de Fourier, llevando a cabo previamente un levantamiento
con divergencia nula a todo R?® para el que se usan ahora ciertos problemas de Stokes

auxiliares), se consigue demostrar

bl < C la(®)lm;

véase el Apéndice C para un esquema de la Demostracidon. A partir de aqui, es inmediato
demostrar que esta funcién potencial b construida verifica (1.158).
-
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21 Solucion Semi-Fuerte Global en Tiempo. De-

crecimiento Exponencial

Partiendo de los resultados de existencia de solucién débil global en tiempo
particularizados al caso de un dominio 2 acotado de frontera regular y bajo hipdtesis
complementarias de regularidad sobre los datos, vamos a obtener una solucién débil
(global), que serd también, en un entorno de ¢ = 0, solucién semi-fuerte. Para ello,
se considera una base especial de V (formada por las autofunciones del problema
de Stokes) y se mejoran las estimaciones “a priori”.

Si los datos del problema son suficientemente pequefios (6 el coeficiente de vis-
cosidad u es suficientemente grande), dicha solucién sera también global en tiempo,
i.e. estara definida (como solucién semi-fuerte) en todo (0, +00). ‘

Finalmente, en ausencia de fuerzas exteriores, un comportamiento exponencial-
mente decreciente a cero serd deducido para el gradiente del campo de velocidades
(en norma L?) cuando ¢ — +oo.

2.1.1 E] Resultado Principal

La existencia de solucién débil de las ecuaciones de Navier-Stokes no homogéneas, con
un campo de velocidades méas regular que el considerado en el Capitulo 1, pero local
en tiempo (definido en [0, T}] para algtn T}), estd demostrada por J.U.Kim en [33]. Se
llega a que ~
L*(0, T; HX(D)*)Nu € L=(0,T; V).

Para ello, se imponen ciertas hipétesis de regularidad adicionales sobre los datos, aunque
se mantiene la condicidén py > 0 en . Posteriormente, J.Simon en [55] mejora este
resultado, obteniendo una solucién débil (p, u) definida en (0,T) para T :0 < T < 400
fijo, que localmente tiene una regularidad andloga a la anterior, pero ademas verifica
el modelo completo (incluyendo la presién) y las condiciones iniciales en un sentido
clasico; p y u son continuas en t = 0, con valores en espacios adecuados. Por ultimo,
si po > a > 0 en 2, se encuentra que esta solucién es semi-fuerte en [0,7}] (cf. la
Definicién 2.1). Por otra parte, M.Padula en [45] extiende los resultados de existencia
de solucién débil y localmente regular, al caso de dominios exteriores.

En todos los casos anteriores, el hecho de que sélo se obtengan soluciones regulares
localmente se debe a la presencia de términos no lineales en las ecuaciones de momen-
tos. Cuando uno quiere realizar mejores estimaciones, se encuentra con inecuaciones
diferenciales (véase (2.20) més adelante), donde los términos que queremos estimar son

de “menor orden” que los del segundo miembro. Esto hace que las estimaciones sélo
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se consigan en (0,7,) para algin T, > 0. T, es aqui un “tiempo de explosién”, un
pardmetro dependiente de la magnitud de los datos del problema; “grosso modo”, T,
serd mas grande cuanto mds pequefio sean los datos pero, desgraciadamente, T, es finito.

Nuestro objetivo en esta Seccion sera extender algunos de los resultados anteriores.
Encontraremos una solucién semi-fuerte local en tiempo que es global (en (0, +00)) para
datos pequeiios. Veremos también que, cuando f = 0, |Vu(t)|, decrece exponencielmente
a cero cuando ¢t — +o00. |

Veamos en primer lugar la definicién de solucién semi-fuerte.

DEFINICION 2.1 Sean Q un abierto de R® y 0 < T < +oco. Si ug € V, po € L®(R)
y fe L*(0,T; L*(Q)*), diremos que una terna (p,u,p) con

p € L™(Qr), (2.1)
u € L*0,T; H*(Q)>) N L>~(0,T;V), wu, € L*0,T;H), (2.2)
Vp € L*(0,T; L*(Q)*) (2.3)

es solucion semi-fuerte del problema de Navier-Stokes con densidad variable en Qr, st

se verifica las edp.

p(u; + (u-Viu) — pAu+ Vp = pf, (2.4)
, .
cpd. en Qr, la edp. ‘ ‘
pt+u-Vp=0 | (2.6)

en el sentido de las distribuciones sobre Qp, la condicidn de contorno
u=0 sobre Xr , (2.7)
en el sentido del espacio V cpd. en (0,T) y las condiciones iniciales

Plt=0 = Po Y Up=op =Ug €N Q, c (2-8)

en W=1(Q) y H, resp. Si T = +oo, permitiremos que £y (p,u,p) tengan regularidad
local en tiempo en +oo, en el sentido ya indicado en la Definicidn 1.11 del Capitulo 1.

¥
]

Notas:
(a) Teniendo en cuenta la siguiente desigualdad de interpolacién (cf. [45, p. 585)):

IVul, < C|Vuli*(|D%uls + a|Vul)* Vue HAQ) N V(Q)
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(con2<p<6,A=3(p—2)/2py a=0siQ es acotado 6 a = 1 si N es exterior), se
puede probar , a partir de (2.1-2.2), que

pi € L*5(0, T,; W™H°(Q)) Ve > 0" “pequeiio”.
Obviamente, esto dltimo y (2.1) implican:
p € C([0,T|; W=>(9)).
Por otra parte, es claro a partir de (2.2), que u € C([0,T}; H) y, ademas,
u:[0,T] — V es una funcién bien definida V¢ € {0, T y débilmente continua

(cf. [61, Lema 1,4, p. 263]). Por tanto, las igualdades de (2.8) tienen sentido donde se
ha dicho. Por 1ltimo, si  es acotado, también se tiene que u € C([0,T]; V) (cf. [37)).
(b) Gracias a (2.1-2.3), la ecuacién de movimiento (2.4) se verifica, ademas de cpd.,
en el sentido del espacio L*(0,T'; L*(2)®). Cuando 0 es Lipschitz-continua, podemos
decir que las condiciones de contorno (2.7) se verifican en el sentido de la traza (véase
en §1.1.3 la caracterizacién de V en este caso). Finalmente, si ademas {2 es acotado,
podemos elegir p € L*(0,T; H'(R)) sin mas que aplicar el aprtado (ii) del Lema 1.6.
.

Enunciamos seguidamente el resultado principal de esta Seccion:

TEOREMA 2.2 Sean Q C R® un abierto acotado de frontera 0 € W, po € L=(R)
tal que po 2 a>0en D, uo €V y fe L} (0,+00; L2(N)?). {

(a) Eziste al menos una solucidn débil (p,u,p) de (2.4-2.8), que también es solucmn
semi-fuerte en Qr,, para algin T, = Ty(po, 0o, f,§2) > 0. En particular,

ue L*0,T; H*}(Q)>)nC([0,T.}; V), wu, € L*0,T,;H),

pe € L0, T,; WH(Q)) N L0, T,; W1°(Q)) Ve >0,
p € L¥0,T,; H'()).
(b) Si ademds £ € L*(0, +o0; L}(Q)%),
" 1

1 p ‘
— 2.9
Cy(92) M3 y | flos #Qe0 < Ca(2) M?’ (2.9)

[Vuls <

para determinadas constantes Cy,C, (que dependen de 2 y son crecientes respecto de
I) ¥ M = 14-sup po, entonces la solucidn semi-fuerte precedente es global en (0, +o0).

Mds concretamente, se tiene

u € L}, (0, +00; HA(2)*) N CY([0, +oo0); V), u, € L}, (0, +o0; H), (2.10)
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pe € L(0, +00; WH(Q)) N Li25(0, +00; W™12(Q)) Ve >0, (2.11)

loc
p € L2,(0, ooy H'(%)). (212)
(c) Si ademds f e L'(0,+o00; LF(2)%) N L?(0, +00; L*(2)?), entonces

u € L*(0,+00; H¥(2)*) y wu; € L¥0,+o0; H). (2.13)
(d) Por dltimo, cuando f=0, eziste C > 0 tal que

[Vu(®)]? < e “ |Vl Vi>0. (2.14)

Nota: Imponiendo tan sélo que po > 0y que 1/p, € L¥%(Q), con las mismas
técnicas de la demostraciéon que sigue y razonando como en [55, Teorema 14, (i)—(ii)]
para el tratamiento de las condiciones iniciales, se puede probar un resultado “paralelo”
al anterior, pero donde se obtiene una solucién menos regular. En este caso, no es
posible asegurar que (2.4) se verifique puntualmente (y, en consecuencia, tan sélo se
trata de una solucion débil). =

2.1.2 Demostracion del Resultado Principal

El apartado (a) del Teorema 2.2 estd demostrado en [55, Teorema 14, (iii)], mientras
que (b), (¢) y (d) son aportaciones originales de esta Memoria y seran probados a
continuacion.

Para ello, nos basaremos en los resultados de la Seccién 1.2 y en ciertas estimaciones
en todo (0,+00) que pueden ser obtenidas imponiendo (2.9). Estimaciones similares
han sido aplicadas por Beirao Da Veiga en [4] en el caso de un modelo con difusién de
masa, (véase el Teorema 3.4, §3.2). | |

Debido a la falta de regularidad en las soluciones, todos los razonamientos deberan
hacerse para las soluciones aproximadas, extendiendo luego las conclusiones a las solu-
ciones limites cuando sea posible.

(b) Partimos de las demostraciones hechas en §1.2.3 y consideramos las soluciones
aproximadas (definidas en sentido clasico). En este caso, la base de V elegida no tiene .
por qué ser de soporte compacto, ya que estamos en un dominio acotado de frontera
regular.

De hecho, fijamos como base de V la constituida por las autofunciones del problema

de Stokes: ‘
{w!,---,w™, -} ¢ H}(Q) n C' (), base de V,

+ ortonormal en H y ortogonal en V,

(VW™ , Vv) = A (w™v) Vvevy,
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‘donde ),, /' 400 (los \,,, son los autovalores asociados).

Fijada la base de V, consideramos unas sucesiones regulares (ug'), (o§') v (f7),
asociadas a wg, po y f resp., como en §1.2.3. Debido, por una parte, a que f €
L>°(0, +00; L%(2)?) y, por otra, a que la base de V es ortonormal en H y ortogonal
en V, sabemos que

I ()2 < [flozge ¥ IVugf; < lvu0|§ Vm. - (2.15)
Las estimaciones “a priori” que ya conocemos sobre las soluciones aproximadas nos
dicen:
pTesta acotada en L™(0, +o0; L=(R)), (2.16)
(p™)Y*u™ y p™u™ estén acotadas en L(0, +o0; L1(2)?), (2.17)
‘u™ estd acotada en L2, (0, +o00; V). (2.18) .,

Ademas, coxho po = a > 0, también p™ > o > 0. Por tanto, (2.17) implic_a que
u™est4 acotada en L*(0,4-o0; L%($2)?). (2.»19)‘
Introduciendo en las ecuaciones aproximadas las funciones test
v=u"—e¢PAu" € V™,

donde P es la proyeccién de L? sobre H, se puede elegir ¢ > 0 adecuadamente para
llegar a la siguiente inecuacién diferencial:

1 mi,.m|2 d m|2 “2 m|2
5 | omiurl + u a4+ Llaum
< 3M /Q [u™? |Vu™ [ + 3MIT 2. (2.20)

En lo que sigue y hasta el final de la demostracién, denotaremos con d, C!,C" etc...
distintas constantes dependientes de © (y crecientes respecto de |2|). Hacemos las

siguientes estimaciones en el primer sumando de la derecha de (2.20):

[P v < v (Ve
mi|3 - mi2 “2 mi2 M m|6
< ClVu™|j|Au™]; < g“M‘lA“ |z+C;;|V“ Iz (2.21)

1
Si sustituimos en (2.20), teniendo en cuenta que a—;iVulg < |Aul} para cada

u € HY(N)® N HY{(N)?, obtenemos:

d 1 p? M | .
FVUh <~ | Ggg — G (Ve Ry | IV + SMIE; (2.22)
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De donde, gracias a (2.15) y a (2.9), para C; y C; apropiadas constantes dependientes
deCy(C,
1 u’

'm. 2

1 H2 1 u2 1/2
2 —— ———
SMIT L < 357 3 (200' M)

por lo que llegamos ficilmente a que
M m 1 gl

En efecto, esta desigualdad se verifica para t = 0 y si para algin t, > 0 se tuviera que

M, _ . 2
oV ()B) =

) d
%, entonces necesariamente a—t—|Vum(t*)|§ < 0. La consecuen-
cia es que

2C'

u"estd acotada en L*°(0,+o0; V). | (2.23)

Integrando (2.20) en (0,t) para cada t € (0,400) y razonando como en (2.21),
resulta: | |

%//Q. prul P dxdt + p|Vum(t)2 + %%IAU”‘IE;Q'
< WVugR+ 0 [ [VurBIVurhAun +3M| T g,
Ahora, (2.15), el hecho de que sea p™ > a > 0 y la desigualdad de Holder implican
ol B, + k[T O + G 10w B, |
< p Vol + O [Vur L 4o, VU™ B, + BME| 2 0. (2.24)
Por tanto, debido a (2.18) y (2.23), tendremos:

™ estd acotada en LZ (0, +oo; H), (2.25)

u™ estd acotada en L,OC(O +o0; H¥}(Q2)? ), (2.26)

esta ultima estimacién es consecuencia de que
3C >0, Julp: <ClAul, Vue H}(Q) N Hy ().

A partir de (2.16), (2.23), (2.26) y de la ecuacidn de transporte para p™, obtenemos
que
Pl estd acotada en L0, +oo; W) N L1-%(0, +00; W) Ve > 0.

loc
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A partir de las estimaciones ya obtenidas y mediante un proceso de paso al limite,
podemos deducir que las funciones limites (p,u) (que ya eran soluciones débiles del
problema) tienen la regularidad expresada por (2.10-2.12), de donde queda demostrado
(b); para obtener la presién se aplica el apartado (ii) del Lema 1.6.
 (c) Como ahora f € L(0, +00; L2(£2)%) N L*(0, +o00; L%(£2)?), las funciones regulares
(f™) pueden ser elegidas de forma que

™ 55 £ en L0, 400; L*(2)?) y en L*(0, +o0; L} (R2)3). (2.27)

Por otra parte, teniendo en cuenta la demostracién del Corolario 1.13, observamos
que
u™ esta acotada en L*(0, 4+o0; V). ' (2.28)

Por tanto, no es dificil comprobar, a partir de (2.27-2.‘28)' y de(2:23), que

u™ esta acotada en L*(0, +oo0; H*(R2)?),
u}’ estd acotada en L*(0, +o00; H).

Obviamente, gracias a estas dos estimaciones, se tiene que el campo de velocidades
limite u verifica (2.13). ‘ .

(d) Si ahora f = 0, también puede elegirse cada f™ = 0. Gracias a (2.9), la inecuacién
diferencial (2.22) se convierte ahora en:

d
SV} < ~CIVum(2)L

2 . :
para C = —52—7—;%‘4— Como consecuencia del Lema de Gronwall y (2.15),

IVum()f; < e”|Vugl; < e |Vuol;

Por tanto, se tiene (2.14) y queda demostrado el Teorema.
' 1
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2.2 Unicidad de Solucién Semi-Fuerte

La unicidad de solucién del problema de Navier-Stokes con densidad variable
ha sido probada para el caso de soluciones fuertes con propiedades de regularidad
bastantes restrictivas. En primer lugar, vamos a enumerar dichos resultados. Poste-
riormente, se probara un resultado de unicidad bajo hipodtesis mas generales que en
los resultados ya existentes. Mas precisamente, veremos que si existe una solucién
fuerte entonces todas las posibles soluciones semi-fuertes (asociadas a los mismos
datos) coinciden necesariamente con aquélla. El argumento de la demostracién
estd basado fundamentalmente en los resultados sobre el problema de transporte
considerado en §1.1.5.

2.2.1 Algunos Resultados Conocidos sobre Existencia y Uni-
cidad de Solucién Fuerte | |

DEFINICION 2.3 En las condiciones de la Definicidn 2.1, diremos que una solucwn‘ N
semi-fuerte (p, u, p) con

p € L0, T; W~1=(Q)), p, € L*(0,T; L=(8)),

es también solucion fuerte del problema de Navier-Stokes con densidad variable en ‘QT‘
st se verifican (2.4-2.6) cpd. en Qr, (2.7) en el sentido de la traza sobre OS2 cpd. en
(0,T) y las condiciones iniciales (2.8) en L°(Q) ty V resp. Si T = 400, permitiremos
que f y (p,u,p) tengan regularidad local en tiempo. Por ejemplo, permitiremos que p
verifique ‘ |

p € Lo (0, +o0; W1(Q)), p € Lzzoc(b’ +00; L*(£2))

En lo que sigue, cuando escribamos T nos estaremos refiriendo, a menos que se
indique lo contrario, a un tiempo positivo y finito: T € (0, +00)

Los primeros resultados sobre soluciones fuertes son debidos a Ladyshenskaya y
Solonnikov. En (36], se prueba la existencia y unicidad de una solucién fuerte en el caso
de un abierto, acotado y de frontera regular (por ejemplo C?) ¢ RN, N = 2 6 3.
Dicha solucion es global en tiempo si N = 2 y, en principio, tan sélo local si' V = 3. Se
utiliza en la Demostracion la resolucion de distintos problemas auxiliares, con solucién
L7 para algun ¢ > N, utilizando el método de las aproximaciones sucesivas. Para N = 3,
el resultado principal puede ser enunciado como sigue:
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TEOREMA 2.4 Sean T > 0, 2 C R? un abierto acotado de frontera C* y ¢ > 3. Si

fe Lq(QT)a
up € W(?"”“"’(Q) es tal que uopg =0 y Viug=0 enQ,
po € CY(Q) estal que 0< M; <po(x)<M; y |Vpo(x)| < M en Q,

entonces eziste T, < T, tal que, en Qr,, eziste una solucidn fuerte (p,u, p) de (2.4-2.8).
Ademds,

P € CI(QT*)‘)
u, D,u, D?u, u, € LYQr),

P Vip € LY(Q1,) vy /ﬂp(t,x)dx:O cpd. en (0,T).

Por iltimo, la solucion encontrada es Unica.

N

Naturalmente, la unicidad de (p, u,p) debe entenderse salvo una constante aditiva
para p (eventualmente dependiente de ¢). En general, T, < T'; légicamente, T, depende
del orden de magnitud de los datos del problema.

Posteriormente, H.Okamoto en [43] obtiene resultados similares en el caso f = 0, pero
con Demostraciones realizada en un marco hilbertiano y basada en la teoria abstracta
de ecuaciones parabdlicas. Es importante sefialar que, en [43], no se impone tanta

regularidad sobre po. En concreto, las hipdtesis sobre po son:
po € W1‘°°(Q) y 0<M; <po(x) S M; en(,

obteniéndose asi, naturalmente, que la solucién verifica p € W'*(Qr,). Ademss,
también se prueba, cuando N = 3, que la solucién fuerte es global en [0, +o00), si
los datos son suficientemente pequefios.

Recientemente, M.Padula ([45]) ha demostrado un resultado de existencia de solucién
semi-fuerte local (global si N = 2) que, bajo ciertas condiciones de regularidad, ésta es
de hecho una solucién “fuerte” (en un sentido algo distinto que en la Definicién 2.3). En
esencia, se impone menos regularidad para up que en [36,43], a cambio de exigir regu-
laridad L? a la derivada de f respecto de t. Ademas, también se prueba que la solucién
obtenida es tnica si posee mejores propiedades de regularidad. De nuevo, enunciamos
el resultado cuando N = 3 (cf. [45, Teorema 6.1]):

TEOREMA 2.5 Sean Q C R® un abierto de frontera C*y T > 0. Si

fe L'(0,T; L¥(Q)), f, € L'(0,T; L)),
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Ug € Hz(Q) n W(Q),
po € WH(Q)N LY(Q) es tal que /;;po(x) dx >0 VG CQ medible con |G| >0,

entonces existe T, < T, tal que, en Q7,, eziste una solucidn “fuerte”™ (p,u,p) de (2.4-
2.8) con .
p € L=(0,T,; Wh°(Q)n L'(Q)), p >0,

ue LX0, Ty W N W'(Q)f), DiueI*Qr) y w € L*0,T;W).

Por tltimo, si ezisten constantes m, M y M, tales que
0<m<p(X)xF <M y |Vpo(x)|-|x|* < My enQ, (2.29)

donde 4a > 3k, entonces la solucidn encontrada es dnica y p verifica acotaciones simi-
lares a (2.29), cpd. en (0,T).
n

Basicamente, para la Demostracién de este resultado se derivan las ecuaciones (apro-
| ximadas) con respecto a t y se busca una desigualdad de energia para u,. A partir de
aqui, se obtienen acotaciones para D?u en L*(Qr,) y para u en L*(0,T}; W??(Q2)?) ¢on
p > 3, lo cual lleva, entre otras cosas, a que u € L*(0, T,; W' (Q)?3).

Como se puede comprobar, hay sensibles diferencias entre las propiedades de regu-
laridad obtenidas en el Teorema 2.4 y en el Teorema 2.5. Sin embargo, en ambos casos
se tiene

Vu e LY(0,T,; L™),

condicién que parece ineludible a la hora de obtener regularidad L? para las primeras
derivadas de p. Esto es, de hecho, lo que marca la diferencia entre una solucién semi-

fuerte y una solucion fuerte.

2.2.2 Sobre la Unicidad de Solucién Semi-Fuerte'

La unicidad de solucién semi-fuerte es, en esencia, una cuestién abierta. La situacion es
similar a la que se plantea cuando se busca unicidad de solucién débil del problema de
Navier-Stokes (homogéneo). A un nivel inmediatamente inferior de dificultad, parece
conveniente plantear la cuestidon siguiente: Dadas dos soluciones asociadgs a los mis-
mos datos, ; qué hipétesis “minimas” de regularidad hay que imponer sobre ellas — 6

solamente sobre una de ellas — para que necesariamente coincidan ?.

2Sera una solucién que no se corresponde exactamente con la Definicién 2.3 cuando 2 es no acotado,
ya que no verifica u € L?(0,T; H%(2)?) y u. € L*(0,T; H). k
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En este sentido, M.Padula demuestra en [45, Teorema 4.1] que si (7,W,5) y (p, u,p)

son soluciones semi-fuertes asociadas a los mismos datos, éstos verifican
fe L*(0,T; L*()*), po€ L®(Q)NL'(N) tal que cumple (2.29)
y, ademas,
pt € Lz(QT), Vu € Lz(O,T; L°°(Q)3), Vu,; € Lz(QT),

entonces necesariamente (p,U,P) y (p, u,p) coinciden.

No es dificil probar que, en estas condiciones y al menos para 2 acotado (cf. [36]),
que Vp € L*(Qr), de donde (p, u,p) es, de hecho, una solucion fuerte.

En este apartado, vamos a obtener un resultado de unicidad que mejora al prece-

dente. Sobre la solucién (p, u, p) vamos a imponer las condiciones adicionales
Vp € L¥0,T; L*(Q)%), (2.30)
w, € L*(0,T; L*(2)%) (2.31)
y pediremos ademas que los datos cumplen lo siguiente:
fe L*0,T; L*(R)°*), - '(2.32)

po € L=(Q) N L}(R). (2.33)

Por simplicidad, nos vamos a limitar al caso de un intervalo temporal finito (0,T) y a

un abierto  acotado. Asi, (2.33) se reduce logicamente a la condicién usual py € L*(£2).

TEOREMA 2.6 Sean Q C IR® un abierto acotado de frontera regular (por ejemplo
W) T > 0, pp € L=(), f como en (2.92) y uo € V. 8i (5,4,P) v (p,u,p) son
dos soluciones semi-fuertes de (2.4-2.8) en Qr y (p,u,p) verifica ademds (2.80-2.31),
entonces se tiene que p =P, u=1u y Vp = Vp. '

Demostraciéon: Sean
v=u—1u, n=p-—0p, qu"{ﬁ'

Restando las ecuaciones que verifican cada una de las soluciones, en las nuevas variables

(17,v,q) las ecuaciones resultantes se pueden escribir de la siguiente forma:®

slvi+td-Vv+v -Vul—puAv+V
{P[t ] —n q (2.34)

=qn[f-uw—u-Vu en L}0,T;L*Q)%),

YHay otras posibles formas, pero ésta es la que mas nos interesa
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m+U-Vp=—-v-Vp en L*0,T;H'(Q)), (2.35)
M=o =0 ¥y Vi=0=0 en . (2.36)

Una caracteristica fundamental del sistema anterior, es que en (2.35), el segundo
miembro v-Vp € L*(0,T; L*(2))NL*(0,T; L3(N)); para comprobarlo, basta recordar la
regularidad propia de las soluciones semi-fuertes, dada en el Teorema 2.2 y la hipdtesis
(2.30) adicional. Por tanto, se verifican las hipétesis del Corolario 1.9, (1.24) es cierto

parap=2y g = —v - Vp y, en consecuencia,

d 2
= hnl} = -2 /n v Vpndx. | (2.37)

Por otra parte, si multiplicamos (2.34) escalarmente por v e integramos en {2, obte-

nemos:
p vl +7u- VVI2)+MVVI
(/ | : (2.38)
::—-/pv~Vu-v+/nv-[f—-u,—u-Vu].

Ahora bién, (1.25) aplicado al problema de Transporte (homogéneo) que venﬁcan Py
U, significa:

- [ [ tec+m v+ [ PR dx (2.39)
= /ﬂ po(x)$(0,x)dx V¢ € D([0,T] x ).

Un argumento “standard” de densidad (basada en la regularidad de (5,1)), lleva a
que también se cumple (2.39) para cada ¥ € W¥1(0,T; L*)n L'(0,T; H'). Por tanto,
podemos tomar en (2.39) ¢ = |v|?, lo que nos conduce a la siguiente igualdad para cada

tel0,T): ) ,
trod o, 2_ [ = 2
/0 /ﬂ PVl + 7 Vv = /Q a(t, x)v(t, %) dx.,‘

Esto tltimo, junto con (2.38) integrado en (0,), implica

5 ([ pIVI)(t)+u/ Vv
_.—-//pv Vu- v+//77V f—u—u- VU]

Sumando lo anterior y (2.37), una vez que ha sido integrado en (0, t), resulta que

(/n 7)'!\42) ) + (/9 |’7|2) )+ ”/Ot -

==—-/Ot/Qﬁv-Vu~V+/0t/nnV'[f-“t-“'V“] (2.40)

¢
--2/ /V-Vpn.
0 Ja
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Acotando superiormente el término de la derecha, para lo que usamos la desigualdad
de Holder, llegamos a que

(/nm"lz) () + (/ﬂ Inlz) () + fzf/; |Vv|;
<G /J |Vl (/n"ﬁlvlz) +C, /0‘{ LEE + [wel2 + [u- Vul2 + Vo2 } (/ﬂ W)

=a [ a([ave)+a [ e ([ mr) <o [e(fsmve+ [ )

donde Gy, G; y G € L'(0,T); para comprobar este hecho, basta tener en cuenta las
propiedades de regularidad de p y u), en particular (2.30) y (2.31). En consecuencia, el
Lema de Gronwall (en versién integral) y el hecho de que  y v se anulan para ¢t = 0,
implican 1

(/ﬂ'ﬁ]vP) (t) + (/n lﬂlz) =0 Vtve [0, T). - '

Esto prueba que n y v (y también Vq) se anulan.
"

Notas:

(a) La condicién pp > a > 0 impuesta en el Teorema 2.2 (que implica a su vez
p > a > 0), sélo se aplica en el resultado anterior de unicidad al final para, a partir de
/ t / pIv|? = 0, deducir que v = 0. Ahora bién, esta conclusién sigue siendo valida con
sglo{}mponer A

p>0 (6p>0) cpd en@r.

(b) En el caso T = 00, se obtiene un resultado anélogo (bastaria con tener regu-
laridad local en tiempo en las soluciones). Cuando-el abierto 2 es no acotado, ademas
de po € L*(R), hay que imponer que py € L*(R) y que u verifique (1.19), para que se
puedan aplicar los resultados de §1.1.5 sobre el problema de transporte. ‘

(c) No es estrictamente necesario exigir en el enunciado del Teorema que (p, u, p)
sea una solucién fuerte. No obstante, se observa que las hipétesis implican, entre otras
cosas, que p; € L*(Q1) y que (2.6) se verifica cpd. en Q7.

- :



84 : Capitulo 2., Nuevos Resultados sobre Existencia de Solucién Débil

2.3 El Modelo de Stokes con Densidad Variable

Llevaremos a cabo en esta Seccién el estudio de un modelo reducido: El pro-
blema de Stokes con densidad variable, En un primer apartado, deducimos las
ecuaciones del modelo, describiendo brevemente algunas situaciones fisicas a las que
éste se adapta correctamente. Se demuestran resultados de existencia de solucién
global en tiempo (utilizando un método de viscosidad artificial) y de unicidad de
solucién.

2.3.1 Deduccion del Modelo. Justificacién Fisica

En esta Seccion vamos a estudiar algunas cuestiones tedricas sobre una variante del
problema (2.4-2.8). Esta reduccién consiste en despreciar los términos convectivos de
las ecuacién de movimiento (2.4)

p(ut +u- VU),

frente a los términos difusivos

—pAu.

Llegamos asi, al correspondiente problema: Dados f, po y 1 > 0 (constante), hallar
(o, u,p) tal que ‘

—Au+Vp=pf, V-u=0 en@Qr, u=0 sobre Xy, | (2.41)

pe+u-Vp=0 enQr, py=o=po enfl (2.42)

A causa de la simplificacién que precede, no tiene sentido una condicién inicial para
el campo de velocidades. En (2.41-2.42), naturalmente, f, py y u son datos (como ya
sabemos, una funcién de densidad para la resultante de los esfuerzos exteriores, una
densidad inicial y el coeficiente de viscosidad dindmica), mientras que p, u y p son las
incégnitas (densidad, velocidad y presién del fluido resp.). Conviene hacer notar que,
aunque haya desaparecido la derivada de u con respecto al tiempo, u no es en general
independiente de ¢.

Desde el punto de vista matematico, (2.41-2.42) es un sdp. compuesto por:

¢ El problema de Stokes (2.41), donde hay un segundo miembro dependiente de la

densidad (desconocida) y donde la variable tiempo actda como parametro.
¢ El problema de Transporte (2.42).

Merece la pena destacar, dos caracteristicas importantes de (2.41-2.42):
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1. Aunque se desprecia el término no lineal u-Vu, el problema sigue siendo no lineal,
debido a la presencia del término u- Vp en (2.42). Naturalmente, esto hace que
la situacion sea distinta de la que representa el problema de Stokes habitual (con
densidad constante).

2. Como también se ha eliminado el término de u;, pasamos de un sistema parabdlico-
hiperbdlico a otro eliptico-hiperbdlico.

En el caso compresible, algunos problemas con reducciones similares son estudiados
en [7,48].

La justificacién fisica de la introduccién del problema reducido (2.41-2.42), puede
ser conseguida de dos formas distintas: |

1. Imponiendo que p(u; + u- Vu) ~ 0. Sabemos que
p(u; +u - Vu) = (pu); + V- (puu) = (pu); + u- V(pu),
de donde, ‘
o D(pu)
Dt ’

i.e. la derivada del momento lineal a través de las trayectorias que describe el

p(u; +u-Vu) =

fluido (6 derivada convectiva). En consecuencia, el sistema (2.41-2.42) puede
tener interés en el caso de un fluido incompresible con densidad variable, cuyo
momento lineal experimente variaciones de escasa importancia a lo largo de las
trayectorias.

2. Realizando un anélisis dimensional del término a despreciar p(u; + u - Vu) frente

al término difusivo —pAu. Si fijamos unas unidades caracteristicas
R, U, L para p, U, X resp.,

tendremos que el cociente de los ofdenes de magnitud de p{u; +u- Vu) y pAu es

R(-+ud)
[p(u,+u-Vu)] L/U L) LU LU _ Re
wAu]  —  pU/Lr /R v

el nimero de Reynolds del problema. Podemos deducir que la simplificacién
estd dimensionalmente justificada en aquellas situaciones en las que el nimero
de Reynolds es pequefio. En definitiva, al igual que ocurre cuando p es constante,
el sistema reducido estad bien adaptado a flujos donde las fuerzas de viscosidad

predominen frente a las fuerzas convectivas.



86 g Capitulo 2.. Nuevos Resultados sobre Existencia de Solucién Débil

El estudio dimensional precedente también es valido cuando la viscosidad p es va-
riable, Bastaria fijar una unidad caracteristica para la viscosidad, por ejemplo vR.

Al igual que ocurre para el caso general, se pueden dividir en el caso del problema
(2.4-2.8), podemos hablar aqui de soluciones de (2.41-2.42) de tres tipos: soluciones
débiles, semi-fuertes y fuertes. '

Por simplicidad, en el resto de esta Seccién nos centraremos en el problema (2.41--
2.42) planteado en Qr, donde T'> 0 y  C R? es un abierto acotado. |

2.3.2 Existencia de Solucién Semi-Fuerte Global en Tiempo

Presentamos en este apartado resultados de existencia de solucién débil y de solucién
semi-fuerte globales. Naturalmente, en el caso correspondiente a la solucién débil los

datos son menos.regulares.

En lo que sigue, supondremos (a menos que se indique lo contrario) que 82 € W2

po € L®(Q), po 20 cpd. en @, fe L*(0,T;L%(Q)°).

Demostraremos que, en estas condiciones, existe una solucién semi-fuerte (p,u,p) del
problema de Stokes con densidad variable (2.41-2.42). También pfobaremos que existe
una solucién débil en condiciones menos regulares. Es ficil darse cuenta de qué es
lo que llamaremos aqui soluciones débiles, semi-fuertes y fuertes. Obviamente, una
solucion débil (resp. semi-fuerte 6 fuerte) es una terna (p, u,p) que satisface las mismas
propiedades de regularidad que una solucién débil de (2.4-2.8) (resp. semi-fuerte 6
fuerte), asi como las edp. y condiciones iniciales y de contorno de (2.41-2.42) en el
mismo sentido.

Utilizaremos un método de viscosidad artificial: Fijado € > 0, consideramos el sis-
tema “perturbado” siguiente: Dados g y o, hallar (n,v,q) tal que

—Av+Vg=ng, V:-v=0 enQr, v=0 sobreXg, (2.43)

0
m+v-Vnp=ecAn enQr, Nu=o=1n enfd y b—g =0 sobre ¥r. (2.44)
Se trata de ver que “(2.43-2.44) — (2.41-2.42)” cuando € — 0, i.e. para cada € > 0, con
g = f. y no = no. adecuadas aproximaciones de fy po resp., probaremos la existencia

de solucion (fuerte) de (2.43-2.44) (n,v,q) = (1, Ve, ¢s) ¥, posteriormente, obtendremos
una solucién (semi-fuerte) de (2.41-2,42) como terna lmite, cuando § ~ 0.
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EXISTENCIA DE SOLUCION DEL PROBLEMA PERTURBADO

Vamos a probar la existencia (y eventualmente unicidad) de solucién del problema
perturbado con un argumento de tipo punto fijo. Para ello, definimos los operadores

resolventes de los dos problemas (lineales) que resultan tras la linealizacién de (2.43~

2.44).
A) Operador resolvente de los problemas de Stokes:
Dada g € L?*(0,T; L*(2)?), sea S(g) = (v, ¢) la tinica solucién (fuerte) del problema
de Stokes:
ve L0, T; HX(Q)*nV), qe L*0,T; H'()N Lj(R)),
—pAv+Vg=g en L*0,T;L?),
(aqui, recordamos que L3() = {q: ¢ € L*(R), [ ¢(x) = 0}). Gracias a la regularidad
del problema de Stokes (cf. [6]), tenemos que
3C >0 talque [|(v,)llr2mzyxrzary < C gl

es decir S € £( L*(0,T; L*()%); L*(0,T; H}(Q)* N V) x L*(0,T; H(2) N L3(R)) ).

Nota: Si sélo de tiene g € L*(0,T; H~1(22)) y Q2 es un abierto acotado de frontera
Lipschitziana, también estd bien definido S(g) = (v, ¢) como la tnica solucién (débil)
del problema de Stokes. Mas precisamente, v esta dada por

v e L*0,T;V),
;L/QVV :Vwdx = (g, W)y g3 VYWEV, tcpd en(0,T),

y ¢ € L*0,T; L3()) estd dada por el Lema de De Rham aplicado a la distribucién
g+ pAv; cf. §1.1.4. Ademas, es facil comprobar '

S € L(L*0,T; H'(R2)%); L*(0,T; V) x L*(0, T; Ly()) ).

B) Operador resolvente del problema parabélico (de transporte-difusién)
para n: Dados
v e L¥0,T;V), no€ H'(Q),

sea R(1p,v) = 1 la tnica solucién del problema parabolico:

n € L*0,T; HY(Q)) N L=(0,T; HY(Q)), n. € L*(0,T; L3*(Q) N L'(0, T; LX),
n+v-Vn - ¢An=0 cpd.enQr, nu=0=1m en

Aqui,
0
H4(Q) = {n € H*(Q): —a—g =0 sobre I, /ﬂn(x) = /ﬂ no(x)}.
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Obviamente, :
HX(Q) = Co + Ho(R),

donde H} o(R2) estd dada por

0
H12VO(9) = {77 € Hz(Q) : -5% =0 sobre Lr, LU(X) = 0} .

No es dificil probar que H}(§2) es un suespacio cerrado de H?(£), i.e. un nuevo espacio
de Hilbert para la norma || - ||;. Ademads, sobre H¥(f2), la seminorma

n+— |Anly

es, de hecho, una norma equivalente a || - ||, (cf. [35,38,61] para ésta y otras propiedades
de H%4(02)).

Recordemos que en virtud del Principio del Maximo Débil, se verifican las dos pro-
piedades siguientes:

1. Si o € H'(2) N L*(Q2) entonces n = R(no,v) € L®(Qr) y ademds
[7ooioior < Im0loo (2.45)

cualquiera que sea v € L%(0,T;V). De hecho, podemos' afirmar algo mdas: Para
cada p € [1, +o9],

|’7|oo;p;QT < |770‘p (2'46)

2. Sing 2 0 cpd. en 2, entonces n > 0 cpd. en Q7.

En lo que sigue, sera de utilidad introducir el espacfo
X = {n:n € L0, T; H{(Q)NC([0, T}; H(Q)), 7. € L*(0, T; L**(Q)NL}(0, T; L*(Q))}.
X es un espacio de Banach para la norma producto habitual

il = linllzaczy + Wnllcy + Wmellaqsry + limellzses.
LEMA 2.7 Sean Q C R? un abierto acotado de frontera W3, T >0 ye>0. 5
g € L*(0,T; L*(Q)°), no€ HY(Q)NL™(Q), no=0 en

entonces ea;iste una tefna que verifica: |

n € L¥0, T; HA(Q))NC([0, T); HY(Q))NL*(Qr), /n n(t, x) = /ﬂ no(x) cpd. en (0,T),
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ne € L*(0,T; L¥*(Q)) n L'(0,T; L3(Q)),
v e L*}0,T; H¥ Q)P nV), q¢e€ L*0,T; H(N)), /nq(t,x) =0 cpd. en(0,T),

los problemas de Stokes (2.43) (donde la variable t actia como pardmetro) y el problema
de transporte-difusidn (2.44). Ademds, si g € L*(0,T; L3()*), entonces (,v,q) es la
tinica solucidn de (2.43-2.44).

COROLARIO 2.8 El Lema 2.7 continia siendo vdlido si suprimimos la hipdtesis
o € L*(), a costa de que sea g € L2(L3(N)3). En este case, naturalmente, no se se
tiene (2.45), pero si (2.46) para p € [1,6].

n

Demostracion del Lema 2.7: Como se ha dicho, utilizaremos un argumento
de punto fijo. Se trata de un argumento “similar” al ya utilizado para demostrar la
existencia de solucién m-aproximada en el marco de las ecuaciones de Navier-Stokes
con densidad variable, cf. el Apéndice B.

Dada 77 € L*(0,T; L*(2)), se tiene que 7jg € L*(0,T; L3(02)*) y, por tanto, también
7ig € L*(0,T; H-'()?). En consecuencia, tiene sentido hablar de

S(me) = (v,q) € L*(0,T; V) x L*0,T; L3(R)).

A su vez, podemos considerar R(np,v) = . De acuerdo con lo que precede, tenemos
que 7 € X; sabemos, por otra parte, gracias al apartado (ii) del Lema 1.4, que X se
inyecta de forma compacta en L*(0,T; L*(2)). Hemos conseguido por tanto definir una
aplicacion

7€ L®(0,T; L(Q)) —s F7 € X < L0, T; L))
tal que resolver (2.43-2.44) equivale, esencialmente, a encontrar un punto fijo de F.

Obsérvese que, cualquiera que sea 7,
F720, |[Fhlower < Inole =R

Por tanto, F toma valores en la bola Br de centro el origen y radio R. F es continua

y compacta. En efecto, sean las 7, y 7 tales que
To =7 en L0, T; LY(Q)).

Entonces, se tiene que, por ejemplo, 7, g — 7 g en L2(0,T; H-1(2)%) y las correspon-

dientes funciones v, y v (soluciones de problemas de Stokes adecuados) verifican

v, =+ v en L¥0,T;V).



90 Capitulo 2., Nuevos Resultados sobre Existencia de Soluciéon Débil

Es facil de comprobar que, las correspondientes F 7, también convergen fuertemente en
L*(0,T; L*(2)) hacia F 7. Esto prueba la continuidad de F.

Por otra parte, si (7,) es una sucesién acotada de L*(0,T; L*(£2)), es claro que las
correspondientes v estan uniformementes acotadas en X, de donde (F7,) es relativa-
mente compacta en L=(0,T; L*(2)). En consecuencia, F es también compacta.

Gracias al Teorema de Schauder del Punto Fijo, existe n € Bg tal que F 5 = 7. Si
(v,q) = S(ng), entonces (n, v, ¢) es una solucién de (2.43-2.44) con las propiedades que
se indican en el enunciado del Lema.

Obsérvese que, en las condiciones del Corolario 2.8, se puede hacer una Demostracién
similar a la precedente. Para ello, basta redefinir la aplicacién F, esta vez en el espacio
de Banach L>(0, T; L(Q)) (si n € L*°(0,T; L(2)), entonces n g € L*(0,T; L*(N)?) y se
pueden introducir §(7g) = (v,¢) y F 7 = R(no,v) andlogamente a como se hizo antes).

Veamos, para terminar con la Demostracion, que la solucién es tinica, a condicién
de que sea g € L%*(0,T; L3(2)®). Sean (n,v,q) y (77,¥,q) dos soluciones asociadas a los
mismos datos y pongamos

Entonces,
~pAu+Vp=pg, V-u=0 en Qr, ' (2.47)
pi+v-Vp—elAp=—-u-Viy en Qr, ‘(2.48)
u=0 y gﬁ- =0 sobre Xy, pu=0=0 en . (2.49)

Con un razonamiento “standard”, llegamos a que:

d I
EZIPI%‘*‘HIV‘I'%’*‘EWPB S/ﬂpg-u—/nu-vﬁp = 6L+ .

Teniendo en cuenta las desigualdades

6] < K1Vl + ClgB 1o, 5] < SIVull + CLIvAB B,
llegamos a que |
310k + uIVull + el Vol} < (C,lsl2 + CLIVAR) lol:
¥y, en virtud del Lema de éronwall,

lo()z < Clp(0)fz = 0.



2.3. EIl Modelo de Stokes con Densidad Variable ‘ 91

Finalmente, la unicidad de solucién del problema de Stokes conduce a que u y Vp
también se anulan.
-

Nota: Hay otras formas posibles de probar la existencia de solucién de (2.43-2.44).
Por ejemplo, se pueden llevar a cabo: '

1. Una discretizaciéon de Galerkin combinada con el método de compacidad. En las

ecuaciones aproximadas, apareceran:

o Un sdo. de primer orden, cuya solucién es una aproximacién de 7.

¢ Una familia de sistemas lineales (no diferenciales) con soluciones tnicas, que
proporcionan una aproximacion de u.

De todas formas, para demostrar la existencia de estas soluciones aproximadas,
hay que aplicar un argumento de punto fijo.

2. La Demostracién de la existencia y unicidad de solucién de (2.43-2.44) para ¢
suficientemente grande como consecuencia del Teorema de Banach del Punto Fijo
¥, posteriormente, la existencia para € > 0 arbitrario gracias a la Teoria del Grado
de Leray-Schauder (cf. [7,48] para resultados similares en el caso compresible).
También en esta ocasion, seria mas largo y laborioso que el razonamiento que
hemos presentado.

ESTIMACIONES DE (7., v.,q.) INDEPENDIENTES DE ¢

Como nuestro objetivo final es tomar limites cuando ¢ — 0, vamos a considerar a
continuacién, para cada € > 0, una solucién de (2.43-2.44), construida como en el

apartado anterior, denotando explicitamente esta dependencia. Sea por tanto

(7,V,9) = (e, Ve, €e)
la solucién encontrada asociada a los datos

*

poe — po en L=(Q),
Mo = pos € H(Q)NL®(Q), con { po. 2+ po en LI(SL) Vg < +oo, (2.50)
0 S Poe S IPOIoo de. en Qa

g=1f € L*0,T;L3(Q)°), con f. - f en L*0,T;L*N)). (2.51)
Sabemos que

n € XNL®(Qr), v, € L0, T;HAQPNY), g € L*(0,T; H'(Q)NIY(9Q)). (252)
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También es facil de deducir que
s+ elvn =0,
de donde, teniendo en cuenta (2.50), obtenemos que
1 estd acotada en L>(0,T; L*(Q)). (2.53)
Ademé,s,'
VeVn, estd acotada en L2(0,T;L*(2)*) (y +vEeAn. en L*(0,T; H-(Q))). (2.54)
Por otra parte, el Principio del Maximo Débil nos lleva a que

0 S 775 S |P0‘oo’

en particular,
1. estd acotada en L°(Qr) (2.55)

¥, por tanto, n.f, estd acotada en L?(0,T; L*(2)?), de donde, gracias a que el problema

de Stokes estd bien planteado, deducimos las siguientes estimaciones:
v, estd acotada en L?(0,T; H2(2)*NV), | (2.56)
ge estd acotada en L?(0,T; H(Q) N L3(2)). | (2.57)
Finalmente, observamos que
Net + V- (1:v2) = VEV - (VEV) =0 en Qr;
luego (2.54), (2.55) y (2.56) implican: |
Tt €std acotada en L2(0,T; H~1()). | (2.58)
Por tanto, gracias a (2.55), (2.58) y el apartado (ii) del Lema 1.4, resulta:
n. € compacto de C([0, T}; W~1>°(Q)). (2.59)

Notas:
(a) Cambio en las hipdtesis de regularidad para los datos de (2.41-2.42). Sisuponemos

~ po € LZ(Q), fe Lz(OaT;Lw(Q)3)? (260)
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también podemos obtener, con adecuadas aproximaciones py, y f., acotaciones sufi-
cientes para poder pasar al limite y conseguir una solucién de (2.41-2.42). En concreto,
conseguiremos: conseguir:

ne estd acotada en L*°(0,T'; L*(Q)),
(2.56),(2.57) y (2.58), (2.61)
ne € compacto de C([0, T); H~1(Q)).

(b) Hipdtesis para la Demostracidn de ezistencia de solucion débil de (2.41-2.42).
Si tan solo imponemos:

{ {2 es un abierto acotado de R3, 90 € Wi, (2.62)

po € L*}(R)) y fe L*0,T;L3¥N)%),

procediendo analogamente, podremos conseguir acotaciones suficientes para pasar al

limite y obtener una sean solucién débil de (2.41-2.42). Mas precisamente, llegaremos

a lo siguiente:
,

1 estd acotada en L*(0, T; L*(2)),

V. estd acotada en L*(0,T;V),

4 g estd acotada en L%*(0,T'; L3(£2)), (2.63)
‘1 estd acotada en L2(0,T; W-13/2()), |

| 7. € compacto de C([0, T]; H~1(§2)).

PASO AL LIMITE Y CONCLUSIONES

Gracias a las acotaciones y resultados de compacidad (2.53-2.59), podremos asegurar

que existe una s.s. (que llamaremos igual) y una terna (p, u, p), tales que:
Ne — p en Le(L*®) y | e ——f—)p en L*(H™),
V. "4 en L*H?*NYV), (2.64)
a——p en L(H'NLY),
NeVe — pu  en LA(L*),
eAn. 2.0 en L*(H™Y).

Con razonamientos similares a los realizados en el caso general, cf. §1.2.4, puede
probarse que las convergencias anteriores son suficientes para poder pasar al limite en

(2.43-2.44). En consecuencia, {p, u, p) es una solucion semi-fuerte de (2.41-2.42); gracias
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a la regularidad obtenida para la solucién limite, uno se da cuenta de que el problema de
Stokes se verifica en forma fuerte (en L?(Qr)), mientras que la ecuacién de transporte
sélamente en un sentido dual (el de L?(0, T; W~1°°(12))).

Nota: Merece la pena destacar, que se puede pasar al limite directamente en la
ecuacién de transporte no conservativa (2.42), i.e. vamos a tener que

Ve Vi, — u-Vp C(2.65)

al menos en el sentido de las distribuciones. En efecto, por una parte, a partir de (2.55),
tenemos que

V1. estd acotada en L(0,T; W—1°(02)3),
¥, por otra, gracias a (2.58),

(Vne)e = V(ne,) estd acotada en L%(0,T; H-2(Q)3).

Por tanto, teniendo en cuenta la inyecciéon compacta de W=1*° en W~2* y el apartado
(ii) del Lema 1.4, obtenemos

V. = Vp en C([0, T]; W-2°(Q)?).

De lo anterior y (2.64), se deduce (2.65).
n

Llegamos asi al siguiente resultado:

TEOREMA 2.9 Sea Q C R? un abierto acotado de frontera 3Q € Wh™ y sea T > 0.
Si po € L=(Q) tal que po > 0 cpd. en Q y £ € L*(0,T; L*(N)?), entonces eriste al
menos una solucidn semi-fuerte (p,u,p) del problema de Stokes con densidad variable
(2.41-2.42) en Q7. Ademds,

0<p<suppy cpd. en Qr. (2.66)
Q .

Notas:

(a) Recordando (2.60) y (2.61), llegamos a un nuevo resultado de existencia de
solucién: Si 9N € W1, se tiene (2.60) y po = 0 cpd. en {1, entonces existe al menos
una terna (p,u,p) que cumple todas las propiedades de una solucion semi-fuerte salvo
la pertenencia a L°(Q7) de p. Ahora sélo puede asegurarse que p € L*(0,T; L*(Q)) y
verifica (2.66).

(b) Por otra parte, si sélo se tiene que (2.62) y po > 0 cpd. en £, existe (p, u, p) con

todas las propiedades de una solucién débil salvo, de nuevo, el cardcter L de p. Una

vez més, p € L>(0,T; L*()) y verifica (2.66).
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(C) Gracias al Corolario 1.10, en las condiciones del Teorema, se tiene que

p € C([0,T;L(Q)) Vqe[l,+o0)

2.3.3 Existencia de Solucion Fuerte Global en Tiempo. Unici-
dad de Solucién Semi-Fuerte

Veamos en este apartado dos resultados sobre soluciones fuertes y semi-fuertes:

1. Para datos algo mds regulares que los considerados anteriormente, existe una
solucién fuerte global del problema de Stokes con densidad variable. Veremos
que, en comparacion con lo que ocurre para el problema de Navier-Stokes con
densidad variable, el aumento de regularidad es mas “natural”, més parecido a

como ocurre en el caso con densidad constante.

2. Si existe una solucion semi-fuerte algo mds regular, ésta es inica. El razonamiento
combina lo que ya se ha hecho en §2.2 con resultados obtenidos para el problema
perturbado (2.43-2.44). )

TEOREMA 2.10 (a) En las condiciones del Teorema 2.9, si ademds
fe L'(0,T;L7(Q)°)  pore algin p>3, (2.67)
po € H'(Q), - (2.68)
entonces la solucidn encontreda (p,u,p) verifica: o
p € L*(0,T; H\(Q)), p, € L*0,T; L*(R)),

u € Y0, T; W*P(Q)%), pe LY0,T; Wh(1)).
En particular, las edp. de (2.41-2.42) se verifican cpd. en Q7.
(b) Si, ademds, f € L*(0,T; L*’()?) y existe una solucién con las propiedades prece-
dentes del apartado (a) tal que Vp € L*(0,T; L3(N)*), entonces ésta es inica.
- |

No es dificil probar que, en las condiciones del apartado (a) precedente, si ademas
po € WH(9Q), entonces p € L°(0,T; W'>°(Q)) (cf. [36]). Por tanto, se deduge facilmente
el siguiente:
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COROLARIO 2.11 En las condiciones del Teorema 2.9, st ademds se tiene
fe L*(0,T; L*(2)*)n L'(0,T; L7(R)®) para algin p > 3,

po € WH(Q),

entonces eziste una unica solucidn fuerte de (2.41-2.42) en Qr. Esta solucidn verifica

ademds

ue L0, T;W>*(Q)°), pe L'0,T;W'(9).

Resumen de la Demostracién del Teorema 2.10: Nos limitaremos a indicar
como se prueba el apartado (a) (el apartado (b) es un fécil ejercicio, teniendo en cuenta
las demostraciones de unicidad ya realizadas para el problema general de Navier-Stokes
con densidad variable y el problema perturbado de Stokes con densidad variable).

(a) Consideramos de nuevo el método de viscosidad artificial y los diferentes proble-
mas perturbados (2.43-2.44). Se trata de obtener mejores estimaciones sobre (7., Ve, ¢.)
(indep. de €), que nos lleven a la conclusién del Teorema.

Gracias a (2.67-2.68), podremos suponer que, en (2.51) y (2.50),

f, estd acotada en L'(0,T; LP(2)?) (2.69)

Noe esté acotada en H((Q). | (2.70)

De (2.69), junto con (2.55) y la regularidad L? del problema de Stokes, podemos
deducir que

v, estd acotada en L1(0,T; W2P(Q)®) y ¢. en L}(0,T; WP(Q2)).

En particular,
Vv, esta acotada en L*(0, T; L*(2)3*?). ' (2.71)

Se obtiene facilmente que

1d

2 2 _ | v .
) dtlvnelz + e|Anel; = /nve VneAn, dx

= [[(Vn.: V)] Vi dx < C VY, luol Ve
de donde, gracias a (2.70-2.71),

V1. esta acotada en L*°(0,T; L%(02)3),
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VEAD, estd acotada en L*(Qr)

Ne, estd acotada en L*(Qr).

'Las estimaciones precedentes hacen que las funciones limites (p, u,p) tengan la re-

gularidad deseada. =



Capitulo 3
El Problema con Difusién de Masa

Planteamos en este Capitulo el estudio teérico de un modelo con difusién de masa, bien
adaptado a algunas situaciones fisicas (cf. §3.1) y para el cual el problema de Navier-
Stokes con densidad variable constituye una aproximacién (cf. [53] y §3.4).

Se trata de modelar el comportamiento de un fluido viscoso e incompresible formado
por dos distintas componentes (homogéneas cada una de ellas), considerando un efecto
de difusiéon que obedece a la ley de Fick (cf. [32] y las referencias alli dadas).

El modelo resultante es un sistema en unas nuevas variables, “densidad media, veloci-
dad media y presién modificada” (p, u, P); aparece, entre otros, un término de difusién
en la ecuacién de continuidad, lo cual marcard la diferencia fundamental con el modelo
de Navier-Stokes con densidad variable. '

En la literatura existente, son objeto de estudio, por una parte, el modelo completo
¥, por otra, un modelo reducido, vélido cuando el coeficiente de difusién es pequeno
(cf. (3.4)), que aparece al despreciar los términos de difusién de mayor orden. En
ambos modelos, la densidad siempre se supone acotada inferiormente por una constante
estrictamente positiva. Los resultados conocidos, que detallamos en la Seccién 3.2,
llevan a ' '

(a) La existencia de solucién débil global para el modelo reducido cuando el coefi-
ciente de difusion es pequeiio.

(b) La existencia y unicidad de solucién fuerte local en tiempo, para el modelo '
completo, que es global si los datos son pequefios (o bien el cociente difusién/viscosidad
es pequeiio).

(¢) La “convergencia” de las soluciones fuertes a soluciones semi-fuertes de las ecua-
ciones de Navier-Stokes con densidad variable cuando el coeficiente de difusion tiende a

cero.

Conviene sefialar que el concepto de solucién débil del modelo reducido que mane-

97
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jamos aqui (tomado de [32]) no es el andlogo del utilizado en los Capitulos precedentes
(cf. la Definicién 3.1).

En las Secciones 3.1 y 3.2 se generalizan los resultados de (a) y (c). Por una parte,
se prueba un resultado analogo al de (a) sin restricciones para la acotacién inferior de

la densidad inicial; por otra, se obtiene el andlogo de (c) para las soluciones débiles del
problema reducido.
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3.1 Deductién del Modelo

En esta Seccién, explicamos brevemente cémo se deduce el modelo con difusién de masa
y cuél es el significado de las nuevas variables que aparecen en las ecuaciones. Para mas
detalles, cf. por ejemplo [32] y las referencias alli dadas.

Consideramos el movimiento de un fluido viscoso formado por dos componentes, por
ejemplo, agua y agua salada, dentro de un dominio @ C RN (N = 2 6 3) y durante
un intervalo de tiempo (0,T). Sean p;, p,, las densidades caracteristicas (constantes
positivas) de cada una de las dos componentes de la mezcla y v, y v, sus velocidades.
Denotamos ¢ = ¢(t,x), d = d(t,x), las concentraciones de masa y de volumen resp. de
la primera componente. En principio, ¢ y d son incdgnitas.

Definimos la densidad media de la mezcla como

p =dpy + (1 — d)ps, (3.1)
gracias a la relaciéon masa-volumen-densidad, tendremos

c_ P 1—c__&
i~ Yy 173 Pe (3.2)

Por otra parte, introducimos dos nuevas variables asociadas a la mezcla:

w = cvy + (1 — ¢)vy : velocidad-masa media (3.3)

u =dvy + (1 — d)vy : velocidad-volumen medio. (3.4)

Teniendo en cuenta (3.2), se puede escribir

1 1
w = ;[c_bplvl + (1 —d)pava}, u= ;[dPVI + (1 = d)pva).

Por tanto, podemos entender estas dos nuevas variables como sigue:
w = velocidad media obtenida promediando los momentos lineales p; vy, pava

u = velocidad media obtenida promediando las velocidades vy, v, una vez fijada la

densidad media
En consecuencia, por lo que respecta al momento lineal, tendremos que
pw = momento lineal medio

pu = “momento lineal” obtenido a partir de la densidad media
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Las leyes de conservacién de la masa y de la cantidad de movimiento, nos llevan a

las siguientes edp. en Q7:

plwe+w - Vw] — pAw — (p +p')V(V-w) = pf—Vp, (3.5)

pe+V-(pw) = 0; (3.6)
a éstas unimos la condicién de incompresibilidad
V.-u=0.

Aqui, f (la funcién de densidad para la resultante de fuerzas exteriores) p y p' (los
coeficientes de viscosidad, que se suponen constantes y necesariamente verifican u > 0,
3p' + 24 > 0) son datos y p (la presién de la mezcla) es una nueva incognita.

Por otra parte, suponemos que los efectos de difusién obedecen a la ley de Fick, que
se enuncia como

A ,
w=u-— ~p—Vp, donde A > 0 es el coeficiente de difusién. (3.7)

(Una posible lectura de esta ley es la que sigue. iLa, igualdad (3.7) se puede escribir
también
pu — pw = AVp,

i.e. la diferencia entre los momentos lineales definidos anteriormente es proporcional a
la variacion de la densidad media; tiene, en consecuencia, una direccion perpendicular
a las superficies de isovalores para la densidad).

La ley de difusion de Fick nos permite “eliminar” w de las ecuaciones (3.5-3.6). Uno

consigue, despues de algunos célculos, llegar a lo siguiente:

plu; +u- Vu] — pAu - A(u-V)Vp+ (Vp - V)uj

A? 1 ) - (3.8)
o (Vp-V)Vp — ;IW! Vp+ ApVp| = pf— VP,

pt+u-Vp—AAp =0, (3.9)
V.u=0. (3.10)
Aqui,
P=p+Au-Vp—XAp+M2u+p)Algp
y se llama, por motivos obvios, presién modificada.

Al sistema (3.8-3.10) se le afladen unas condiciones suplementarias adecuadas:
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e Las condicones de contorno:

u=_0, 9 =0 sobre Zr. (3.11)
On

Naturalmente, L7 = (0,T) x I donde I = 0N es la frontera de 2 y n es el vector
normal exterior a dicha frontera. Las condiciones (3.11) significan que I" es una
pared impenetrable donde se adhieren las particulas de fluido y que, ademas, no
existe flujo de masa a través de ella.

Es interesante hacer notar que la segunda condicién de (3.11) podria ser cambiada

por otra de tipo Dirichlet, al menos en aquella parte de Zr donde la densidad sea
conocida.

e Condiciones iniciales para la densidad y para el campe de velocidades (6 para el
momento lineal):

Plt=0 = po en (3.12)

Ujt=0 = Up (6 bien pu't=o = POUO) en §. (313)

Llegamos asi al sistema “cerrado” (3.8-3.13). Una vez hallados p, uy P, se calcu-
laran las concentraciones de masa y de volumen de cada componente.

Cuando A es pequerio, tiene validez un modelo reducido, en €l que se desprecian los
términos de (3.8) que multiplican a A?, i.e. se cambia (3.8) pox

plus + (u- V)u] — pAu — A[(u-V)Vp+ (Vp - V)u} = pf — VP. (3.14)

Mediante célculos simples, podemos conseguir una formulacién equivalente a (3.9~
3.14) en forma conservativa:

(pu) +V ; (puu - A[Vp@u+u® Vp]) — pAu = pf- Vp, (3.15)
pe+V-(pu)—AAp = 0,, (3.16)

junto con (3.10-3.13). Es precisamente esta escritura del problema la que nos permite
definir el concepto de solucién débil.
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3.2 Solucién Débil y Solucién Fuerte. Algunos Re-

sultados Conocidos

Por simplicidad, vamos a suponer en todo el Capitulo, que el abierto 2 que ocupa el
fluido es acotado y de frontera regular y que el intervalo temporal de observacion es
(0,7) con T > 0 finito.

Consideramos el espacio afin

d
k(Y = ko). 2P _ =
HE(Q) = {p € HH(®) : 52 = 0 sobre 40, /n p(x) = /ﬂ po(x)}
(cf. [35,38,61] para ver sus propiedades). Obviamente,
HF(Q) = Co + Hp o(),

donde Cy es la funcién Cte.
1
Co(x) = TQT/QPO(X)

y Hf; 5(R) es el espacio

Hy () = {p € HYQ): gg = 0 sobre 01, /n p(x) = 0}

(recordemos que HZ(Q) y Hio(f2) fueron ya mencionados en §2.3.2). No es dificil
probar que Hf; ((£2) es un subespacio cerrado de H¥({2) y, por tanto, un nuevo espacio

de Hilbert para la norma || - ||. Ademads, las normas siguientes son equivalentes:
lols v 1Ack en Hio(Q),
lols v IV(Apla en Hio(Q).
DEFINICION 3.1 Dadas po € H'(Q) N L™(RQ), o € H y f € L}(0,T; L’(Q)"’), se
dice que el par (p,u), con
p € L*(0,T; H}()) N L>(Qr) N L*>(0, T; HY(Q)),
{ [ p(t.x) = [ po(x) cpd. en (0,7), 17

ue L*0,T;V), pue L>(0,T;L*(Q)?), (3.18)

es una solucidn débil de (3.9-3.14) en Qr si se verifica:
(3.9) cpd. en Qr,
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(8.10) y (3.11) en el sentido de la pertenencia cpd. en (0,T) a HY(Q) y V de p y u
resp.,
(3.12) en H'(Q),
(3.13) y (3.15) en el siguiente sentido “débil”:

//Q —pU~wt—-{puu+uVu—/\[Vp®u+u®VP]}=Vso+/fq pf- ¢
T T

(3.19)
= /npo(x)uo(x) cp(0,x)dx VY € D([0,+00) x Q)® con V- = 0.

Nota: Debido ala presencia del término de difusién —AAp en (3.9), cabe esperar que
p sea mas regular que en el caso del problema de Navier-Stokes con densidad variable;

de hecho, se verifica la ecuacién (3.9) cpd. en Qr. Por otra parte, gracias a (3.17) y a
la ecuacién (3.9), p € C([0, T]; L*(R?)) y, ademds,

p: [0, T} — HY(Q) es continua débil

(cf. [61]), por lo que tiene sentido la condicién inicial (3.12) en H'(§2). Al igual que para
el caso del problema de Navier-Stokes con densidad variable (recuérdese que estamos en
el caso de {2 acotado de frontera regular), ahora (3.19) es equivalente a que exista una dis-
tribucién P € W-12(0, T; L%(Q)) tales que, se verifica (3.15) en W~1(0,T; H~1(Q)?)

y las condiciones iniciales (3.13) en el siguiente sentido débil:

/npu-VEC([O,T]) y (/ﬂpu-vdx) (O):/npouo-vdx VveV.  (3.20)

Finalmente, teniendo en cuenta (3.17) y (3.18), la regularidad de los sumandos de (3.19)
implica que también se verifica (3.19) para cada ¢ € W1'(0,T; V) tal que p(T) =
- v

DEFINICION 3.2 Dadas po € H¥(), ug € V yf e L¥0,T; L’(Q):‘), se dice que una
solucion débil (p,u, P), con,

p € L*(0,T; H(Q)) N C([0, T}; H(R)), p € L*(0,T; H'(Q)), (3.21)
u € L*(0,T; HX(Q)* 0 V) n C([0, T}; HY(Q)®), . € L*(0,T; H), (3.22)
P € L*0, T; H\(Q)), (3.23)

es una solucidn fuerte de (3.8-3.13) en Qr si se verifican las edp. (8.8-5.10) cpd. en
Qr, las condiciones de contorno en el sentido de la Definicion 3.1 y las condiciones
iniciales (3.12) y (9.13) en el sentido de H*(Q) y V resp.

n
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Enunciamos a continuacion, los principales resultados conocidos sobre estos modelos.

En ellos, se impone la condicién (fisicamente natural):
po=>a>0 end. (3.24)

La existencia de solucién débil (global) y solucién fuerte (local) del problema re-
ducido y también la unicidad de solucién fuerte, es probada por Kazhikhov y Smagulov
en [32]:

TEOREMA 3.3 (a) Siug € H, pp € H{(Q)NL>(Q) verifica (3.24), f € L'(0,T; L*(2)?)

rd
y, ademds,

2u ‘
A< T donde R = |poleo , L (3.25)

entonces existe al menos una solucidn débil del problema reducido con difusién de masa
(8.9-8.16) en Qr.
(b) En las condiciones del apartado (a), si '

%o

200 sobre 00 y fe L0, T; L*(9)%),

w €V, poc H} Q)

entonces existe T, € (0,T] y una tinica solucidn fuerte en Qr.,.

|
i

Un primer resultado de existencia local del problema completo, pero con & = 0 (fluido
‘no viscoso), es probado por Beirao da Veiga, Serapioni y Valli en [5], sin imponer la
restriccién (3.25). Ademds, P.Secchi en [52] obtiene un resultado similar, con 4 > 0 y
2 = R3. En ambos casos, las Demostraciones de los resultados se basan en un argumento
de punto fijo y utilizan problemas intermedios conseguidos al calcular el rotacional y la
divergencia de los distintos términos en las edp. Posteriormente, Beirao da Veiga en [4],
de nuevo sin imponer (3.25), demuestra el siguiente resultado de existencia y unicidad
de solucidon fuerte local, que es global si los datos son “pequefios”. Se prueba también

en esta referencia que, si f = 0, el par (p, u) decrece exponencialmente cuando t — oo

hacia (,0), donde
| 5= / po(x) dx. (3.26)
1] Ja ™
TEOREMA 3.4 En las condiciones del apartado (b) del Teorema 3.9 pero con A > 0
arbitrario, exzisten T, € (0,T] y una tnica solucidn fuerte local de (3.8-3.13) en (0,T,).

Ademds, si f € L*(0,+00; L*(Q)3), ezisten constantes ky, ka2, ks > 0 que dependen a lo,
mds de 2, p, A y P tales que, si

lwoly +lpo =2l < ki ¥ [fleozi0e < K2y
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entonces la solucidn estd bien definida en todo [0,+00) y
lu@®lv v 1p(t) =Pl < ks Vi€ [0,+00).

En tal caso, si f= 0, entonces eziste ky > 0 también dependiente de Q, u, A y p tal que

lu(®)lv + le(t) ~ Pz < (luollv + loo ~ pla)e™™* Vit >0.

Indiquemos por dltimo que, en el marco de un fluido bidimensional, P. Secchi de-
muestra en [53] la existencia de solucién fuerte (Unica), que estd definida en [0, +-00) si
A/ es pequeiio. Por otra parte, tanto en éste como en el caso tridimensional, P. Secchi
demuestra la “convergencia” en algin (0,7,) de la solucién fuerte de (3.8-3.13) hacia
una solucién semi-fuerte del problema de Navier-Stokes con densidad variable (véase la
Definicién 2.1) cuando A — 0. ,

En las dos Secciones siguientes vamos a demostrar, por una parte, la existencia de
solucion débil global del problema reducido (3.9-3.16) y, por otra, la convergencia (en
un cierto sentido) de estas soluciones, cuando A tiende a 0, hacia una solucién débil
del problema de Navier-Stokes con densidad variable (véase la Definicién 1.1). Ambos
resultados se van g demostrar sin imponer la condicién (3.24), tan sélo exigiendo a pg
que sea pg > 0 cp% en 2.
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3.3 Existencia de Solucién Débil sin Restricciones

para la Densidad Inicial

Presentaremos en esta Seccién un resultado de existencia de solucién débil, global en
tiempo, del problema reducido con difusién de masa (3.9-3.14) sin imponer la restriccién

(3.24) sobre la densidad inicial.

El resultado principal de esta Seccién es el siguiente

TEOREMA 3.5 Sean
w € H, poc H(Q)NL>2(Q) y fe L(0,T;L*(N)*). (3.27)

Supongamos que py > 0 cpd. en Q y que
A< %, donde R = |po]oo,, (3.28)

Entonces existe al menos una solucidn débil (p,u) del problema reducido con difusién
de masa (3.9-3.16) en Qr (en el sentido de la Definicidn 3.1). Ademds, eziste una
distribucion

P ¢ W1(0,T; L*(Q))
tal que la terna (p,u,P) verifica (3.15) en W=1(0,T; H"Y(Q)®). También se tiene
(3.13) en el sentido débil de (9.20) y, ademds,

lp2u(t)l € C([0,T]) ¥ |0"*u(0)lz = |pg *uo(t)lz.

Notas:

(a) En el caso part}cular en que po > a > 0 en {2, podremos obtener directamente
las ecuaciones de momentos no conservativas (3.14) al pasar al limite en una sucesién
de soluciones aproximadas que vamos a construir en la Demostracion; recordemos que
esto no era posible en el marco del problema de Navier-Stokes con densidad variable.

(b) El razonamiento se puede extender al caso T' = +o00 de manera similar a como se
ha hecho en §1.2. En cambio, el caso en que {2 es no acotado no parece tener tratamiento
analogo, ya que en el transcurso de la Demostracién vamos a utilizar, por ejemplo, la
equivalencia de normas en H} o(2), que no es cierta en general para {2 no acotado.

. ‘ :

Demostracién del Teorema 3.5: Serd parecida a la realizada en §1.2.3 y §1.2.4
(ecuaciones de Navier-Stokes con densidad variable). De todas formas, el problema que
ahora nos ocupa, presenta dos grandes diferencias con el considerado en la Seccién 1.2:
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1. La aparicién del término ~AAp en (3.9), que hace que vayamos a tener mayor
regularidad para p. De hecho, pasamos de un sistema hiperbdlico-parabélico a
 otro parabdlico-parabdlico.

2. El término adicional
M- V)Vp+ (V- V)l

presente en (3.14) (y (3.15)), lo que significa la introduccién de nuevas no lineali-
dades.

A la vista de lo anterior, el Teorema 3.5 nos viene a decir que la presencia del
término —AAp sirve para “controlar” adecuadamente los nuevos términos no lineales de
(3.14). En cualquier caso, seguiremos obteniendo (y utilizando) acotaciones L para p,
aplicando el Principio del Maximo a la ecuacién de transporte-difusién (3.9).

La principal aportacion de esta Memoria en relacién con (3.9-3.14) estd en extender
el Teorema 3.3(a) al caso en que sélamente se impone que pp > 0 en . Sin embargo,
dado que en [32] sélo se enuncia el resultado y se hacen algunas indicaciones sobre su
Demostracion, vamos a detallar seguidamente los puntos mas importantes de la misma.

De nuevo, las diferencias esenciales con la Seccién 1.2, estan localizadas en el pro-
cedimiemto de estimaciones “a priori” y en el paso al limite en los nuevos términos.
Se considera una discretizacién de semi-Galerkin para definir las soluciones aproxima-
das (p™,u™), cuya existencia queda establecida de manera similar a como se hace en
la Seccién 1.2, cf. el Apéndice B. Se puede pensar, por ejemplo, en obtener un Punto
Fijo u™ € W'(0,7;V™) (V™ como en §1.2.3) usando las propiedades del problema de
transporte-difusién constituido por (3.9) y (3.12); de esta manera no habria que regu-
larizar f ni po. Por otra parte, la unicidad de solucién aproximada es facil de deducir con
argumentos “standard” {cf. [63], donde se demuestra la unicidad de solucién fuerte).

Describamos a continuacién el procedimiento de estimaciones “a priori” de las solu-
ciones aproximadas. Por cuestiones de comodidad en la notacion, suprimiremos el indice

m siempre que no haya ambigiiedad. Supongamos que (p, u), con,

p € L*0,T; H(Q)) N L=(Qr), /ﬂ p(t,x) = /Q po(x} cpd. en ©

uc W1’1(0, T, V™)
es la m-ésima solucién aproximada asociada a los datos (po+1/m, ud', f); aqui, suponemos

que (ug') es una sucesién construida como en §1.2.3. Se tiene, por tanto, que

[ Apluc+ (u- V)u =] = A(u- V)Vp + (Vp- V)ul} - v

(3.29)
+;L/nVu :Vv=0 VveV™ cpd.en(0,T), up=o=ug en{l,
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pe+u-Vp—AAp=0 cpd.en Qr, pp=o=po+1/m enQ, (3.30)

Naturalmente, (p, u) también verifica la forma conservativa correspondiente:
/ﬂ{(pu)t — pf} - v+ {—puu+ pVu + AlVp®u +u® Vpl}: Vv=0VvevVm™ (3.31)

pt+ V- (pu) —AAp =0. (3.32)
A) Primeras Estimaciones para p: Multiplicando (3.30) por p(t) pé,ra cada ¢
(cpd. en (0,T)) e integrando en £2, es facil obtener la identidad de energia para p:

2
5 dtlpl +AlVplz =0 cpd. en (0, T)
Por tanto,
p € acotado de L*(0,T; H'(Q)) N L*(0, T; L*()). ©(3.33)

Por otra parte, sabemos que

<p<R+ cpd. en @r;

1 1
m m

luego también

p € acotado de L=(Q7). (3.34)

B) Estimaciones de u: Un procedimiento similar al de §1.2.3, usando ahora (3.29)
y (3.32), conduce a la siguiente identidad de energia para u:

25 ([ otur?) + ulva?
= /n (pf- u+ A(u-V)Vp]-u+ A[(Vp- V)ui ‘u - )\%VP : V(|u|2))

[ (o u+ 2w V)Vl - ).

Obsérvese que

/n [(u‘- V)Vp] u=— /Q (u-V)u]- Vp = /ﬂ pVu : Vuf. (3.35)

Por tanto,

1d )
== | plul +pivul = [ pvu: vut= [ pf-u.

Si probamos que existe # > 0 tal que

I'=u|Vul— A /n pVu: Vut > f|Vul?, (3.36)
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obtendremos la desigualdad de energia “habitual”

1d

57 | plul? + AIVul < / pf-u cpd. en (0,T). (3.37)

En este punto, es donde vamos a utilizar la hipdtesis adicional (3.28). En efecto, sea
mo = mo(A, R) tal que A\(R + 1/m) < p para cada m > my. Si ponemos

m=AR+1/m)<p y B=p—m>0,

tendremos que, para cada m > myo,

12 Va4 B [ v - [ pou: v
> Bl u|2+R+1/m anVul A Qqu Vu

= B|Vul? + )\/np{l‘Vulz ~Vu:Vu}.

A partir de aqui, se tiene ficilmente (3.36), ya que

[Vul? = Vu: Vu' = ugiugs —ugiuls = 3 (ups — ul)* 2 0.

i<j

Por un razonamiento similar al de §1.2.3, a partir de (3.37) podemos conseguir que

p'?*uy pu € acotado de L(0, T; L%(Q)3), (3.38)
u € acotado de L%*(0,T;V) : (3.39)
y .
puu € acotado de L¥3(0,T; L3()*3). (3.40)

C) Nuevas Estimaciones de p: Probemos a continuacién estimaciones de segundo
orden (en lo que se refiere a las derivadas parciales respecto de las x*) y de primer orden

(en cuanto a la derivada respecto de t). Multiplicando (3.30) por —Ap(t) e integrando
en {1, obtenemos:

; dt|VpI2+/\|Ap|2 - / (u-Vp)Apdx =J cpd. en (0,T).

Haciendo algunas integraciones por partes en el término de la derecha (las integrales

sobre la frontera se anulan debido a que Lo y u = 0 sobre X7), resulta:

on
Jz—/nwu.vp).vp

;../Q(vp.v)u.Vp—/n(u-V)Vp'Vp.
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Dado que el tltimo sumando es

1
5 [ u-v(velt) =0,

tendremos

7 < ¢ [ 19pPIVu] < CIVpl3|Vuls.
Utilizando la desigualdad de interpolacién (cf. [37])
IVoli < Clapl: ol

llegamos en consecuencia a que

1d

5= IVl + AAf2 < CRIAMLIVul, cpd. en (0,T).

Dado que po € H'(Q), aplicando el Lema de Gronwall y la equivalencia de normas en
H?(§2), deducimos que

p € acotado de L*(0,T; H*(Q)) N L=(0, T; H'(R)). (3.41)
Finalmente, gracias a (3.30) y a las estimaciones precedentes:
pt € acotado de L0, T; L3>%(Q2)) N L*(0, T; L3(R)). (3.42)

D) Estimaciones de Tipo Derivada Fraccionaria de pu: Con las acotaciones
conseguidas hasta ahora, se podrd pasar al limite en (3.32) y en todos los términos de
(3.31) salvo puu; para éste hace falta probar que pu se mueve en un compacto de algin
espacio L? (cf. §1.2.4). Esto serd consecuencia de ciertas estimaciones de tipo derivada
fraccionaria en tiempo que usan los espacios de Nikolskii- (cf. §1.1.2).

El razonamiento es similar al realizado en §1.2.3, por lo que previamente acotaremos
d / u adaveVm
— -V parac .
dt Ja? P
Teniendo en cuenta (3.31), resulta que

d/ '
dt quv

de donde, gracias a (3.39), (3.40) y (3.41),

.

< (Jpuu = MVp @ u+u® Vp) = pVul, + R|f|2)lviv

< g vy Yvevm (3.43)
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siendo ¢ la suma del m-ésimo término de una sucesién acotada en L*3(0,T) y una
funcién de L(0,T).

En las tres primeras etapas de las estimaciones fraccionarias, hay poca variacién
con respecto a lo que se hace en §1.2.3. Para la Etapa 1 se aplica (3.43) y para la
Etapa 2 se considera la ecuacién de transporte-difusién, Por tanto, existe C' > 0 tal que
si 0 < h < T, entonces:

||Thp(‘rhu - u)“L’(O,T—-h;L’) <C hi/4, ‘ (344)
Etapa 4: Conseguimos una estimacién similar a (3.44) para (m,p — p)u. Se tiene
P
t+h »
(e =p)(t)= [ pus)ds.

Por tanto, como debido a (3.42) podemos obtener ficilmente que p; estd acotada en

L*3(0, T; L*()), tendremos:

t+h 1/4
(rup = PO < [ lpd)lds < C B,
le.
Imhp = plLoor-nirzy < CAYA,
En consecuencia, teniendo en cuenta (3.39),
I(rsp — P)“uLz(o,T—h;Lal'«’) < C R/, (3.45)
Finalmente, (3.44) y (3.45) llevan claramente a que
pu € acotado de N/4%(0, T; L3/*(R2)3). , (3.46)
Por otra parte, a partir de (3.39) y (8.41) se deduce que
pu € acotado de L2(0, T; Wa™/>~¢()3) Ve > 0.
Las dos estimaciones anteriores y el apartado (iii) del Lema 1.4 implican:
pu € compacto de L*(0,T; L"(R)%) Vr <3 (3.47)

(ademds, como pu estd acotado en L*(0,T; L8(£2)3), se cumple facilmente (3.47) para
cada r < 6).
E) Paso al Limite: Pars la mayoria de los términos involucrados, el proceso es

similar al de §1.2.4. Sélo detallaremos el paso al limite en el nuevo término

V. (VpQu+u®Vp) (3.48)
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que aparece en (3.31). Obviamente, a partir de (3.42), resulta que
(Vp), € acotado de L?(0,T; W~13/2(Q)?),
que junto con (3.41), implica: |
Vp € compacto de L*(0,T; L1(N)%) V¢ < 6.

Por tanto, la convergencia de los términos Vp® u y u® Vp, débil en L*(0,T; L*(2)3*3)
se deduce facilmente (y, también en LY/3(0, T; L*(2)®*?), ya que los términos anteriores
estan acotados en este espacio). En consecuencia, se tiene convergencia débil de (3.48)
en L*3(0,T; H~(Q)3).

Obsérvese que este razonamiento también es vilido para deducir la convergencia del
término u- Vp, por lo que se consigue la ecuacién de transporte-difusién no conservativa
directamente, tomando limites en las soluciones aproximadas.

El resto de las conclusiones del Teorema 3.5 se puede obtener de forma similar a
como se hace en el Teorema, 1.12. '
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3.4 El Comportamiento de la Soluciéon Débil cuando
A—0

Ya sabemos, cf. [53], que las soluciones fuertes del problema completo de difusion de
masa (3.8-3.13) convergen, en un cierto sentido, hacia soluciones semi-fuertes de las
ecuaciones de Navier-Stokes con densidad variable.

Nuestro objetivo en esta Seccién es obtener un resultado andlogo en el caso de
soluciones débiles del problema reducido con difusién de masa (3.9-3.14).

Este resultado también puede ser observado como una nueva Demostracion de la
existencia de solucién débil para el problema de Navier-Stokes con densidad variable
(ya demostrado en §1.2 en un caso general). Ahora, utilizamos un método de viscosidad
artificial eligiendo un problema perturbado muy peculiar, con origen en el modelado de
algunos fenémenos fisicos, cf. 3.1. En el desarrollo de esta Memoria, ya hemos empleado
el método de viscosidad artificial con otros propdsitos; recuérdese el tratamiento dado
al problema de Stokes con densidad variable en la Seccién 2.4

Se trata, “grosso modo”, de

1. Considerar para cada A > 0 “pequefio” una solucién débil (p*,u*, P*) del pro-
blema reducido de difusién de masa. | ’

2. Obtener “buenas” acotaciones de (p*,u") (independientes de )), para lo que ra- ‘

zonaremos como en la Demostracién del Teorema 3.5.

oo A A
3. Tomar limites cuando A — 0, al menos sobre una s.s. y probar que (p*,u*) — (p, u)
en un cierto sentido que especificaremos, siendo (p, u), junto con una cierta p, una

solucion débil del problema de Navier-Stokes con densidad variable.

Nétese que en el Teorema 3.3, no tenemos asegurada la unicidad de solucién débil
de (3.9-3.14), por lo que, para cada ), habrd que fijar una solucion. Por otra parte,
como tampoco tenemos unicidad para el problema “limite” (cf. la-Seccion 2.2 para mas
detalles sobre esta cuestién), no podemos asegurar que sea la sucesién completa (p*, u*)
la que converga, sino tan solo una s.s.. Desde luego, cualquier s.s. qué converja lo hara
hacia una solucién débil.

Por dltimo, como habra que imponer que se verifican las hipétesis del Teorema 3.5,
la Demostracién que sigue es valida sélo cuando § es un acotado; recuérdese que una

posible extensién a un dominio no acotado no es en absoluto evidente.
TEOREMA 3.6 Sean Q C IR?® un abierto acotado y T > 0,
w € H, poe H(Q)NL®() con po>0 y fe LY(0,T;L*Q)). (3.49)
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Para cada X € (0,u/R) (donde R = |poles), sea (p*,u*, P*) una solucidn débil del
problema reducido con difusidn de masa (3.9-3.14) en Qr (proporcionada por el Teo-
rema 3.5). Eziste entonces una s.s. {(p¥,u,P")} y una terna (p,u,p), tales que

P —p enIl®Qr) y u Ziu en L*(0,T;V)

cuando X' — 0 y (p,u,p) es una solucidn débil del problema de Navier-Stokes con
densidad variable en Qr. Ademds, cualgquier s.s. de {(p*,u*, P))} que converja en el
sentido precedente lo hace hacia una solucion.

Demostracién: Teniendo en cuenta (3.49), para cada A tal que 0 < A < u/R,
consideramos una solucién débil ‘

(pa u, P) = (p,\au,\)P,\)

del problema reducido de difusién de masa (3.9-3.13), construida como en el Teorema 3.5
y asociada a los datos (f, u}, po), donde las u) verifican:

w eV, u)l-Lu, en H cuando A — 0. (3.50)
En primer lugar, observemos que
- 0<p*<R cpd en Qg

en particular,
p” estéd acotada en L®(Qr). | (3.51)

También, gracias a las propiedades de la ecuacién de transporte-difusion (3.9), sabemos
que

|P/\|00;2 <C vy \/X|VPA|2;2 <G

donde las ctes. C dependen tan sélo de |pples. Por tanto,
VAV ests acotada en L0, T; L*(0)%).

Como ya sabemos, para obtener mejores estimaciones de p*, tenemos que conseguir

A. Como no podemos razonar directamente sobre las

previamente acotaciones para u
(p*,u), acudiremos a las soluciones aproximadas (p™*,u™) de las (p*,u*). Posteri-
ormente, las acotaciones conseguidas sobre (p™*, u™) , deducidas con razonamientos
similares a los de la Demostracién del Teorema 3.5, se podran “traspasar” a (p*,u)
teniendo en cuenta la compatibilidad de los limites (débil, débilx y fuerte) con respecto

a las acotaciones.
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Gracias a (3.37-3.40), tenemos acotadas las normas
(™) 0™ ooz, U™y ¥ lo™ ™™ ys

por constantes dependientes sélo de | f|;2, |poloo ¥ |uj|2. Por tanto, teniendo en cuenta

(3.50),

(PM)?u* 'y p*u estén acotadas en L(0, T; L3(2)%), (3.52)
u* estd acotada en L*(0,T;V), (3.53)
p*utu’ estd acotada en LY/3(0, T; L3(02)%*?). (3.54)

Para obtener mejores estimaciones sobre p*, partimos de las siguientes desigualdades
(ya obtenidas en la Demostracién del Teorema 3.5):

1d

2dtl‘7/r)””\|§+AIAP"‘*B < CR|Ap™, |[Vu™,

< 218 + Svum,
donde C es independiente de A. Resulta entonces que
d,
AZIVOR+ XA < CIVum
¥, gracias a (3.53) y el Lema de Gronwall,

VAVE oz £ C ¥ AAp™p £ C

donde ahora la cte. C puede depender de |Vpg|;. En consecuencia,
VAV esté acotada en L®(0,T; L}(§)?), (3.55)
AAp* estd acotada en L2(0, T; L3(R)). ‘ (3.56)
Por tanto, gracias a la equivalencia de normas en HY (), es inmgdiato que
AP estd acotada en LX(0, T HX(R)). - (3.57)

A partir de (3.55) y (3.57) vamos a obtener, mediante un argumento de interpolacién,
la acotacion siguiente:

A47p* estd acotada en L4(0, T; L3()?). | (3.58)

1/2  1/2
vz 12

1
En efecto, como 3= 5

WMV, < XAV NIV < C VAV I L,
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de donde tendremos (3.58) facilmente. Escribamos ahora la ecuacién de transporte-
difusién como sigue:
pi ==V - (o ') + 280N

A partir de (3.51), (3.53) y (3.56), deduciremos que
p} esté acotada en L2(0,T; W—14(Q)). (3.59)
Esta acotacién es suficiente para que, junto a (3.51), implique |
p* € compacto de C([0, T); W~1) | (3.60)

después de aplicar el apartado (ii) del Lema 1.4,
Por otra parte, a partir de la ecuacién de movimiento que verifica (p*, u*), se tiene
que, para cada v € V,

- d | '
——/ pPut v = /([p’\u’\u’\ MV @ ut + u* @ Vo) — uVu']- Vv + pf- v)
dt Ja ) |
al menos en D'(0,T). De donde, gracias a (3.51), (3.53), (3.54) y (3.58), se deduce que

d A
a—;/ﬂpu-v

donde K € L'(0,T) y (¢*) es una sucesién acotada en L*/3(0,T). Nétese que

< (K +g")lvllv, (3.61)

A4V @ ut + ut @ Vp) estd acotada en LY3(0, T; L2(Q)3*3). (3.62)

Para obtener estimaciones de tipo derivada fraccionaria en tiempo de (p*, u*), pode-
mos razonar con las ecuaciones “continuas”, sin necesidad de recurrir a las soluciones
aproximadas (al igual que en el caso sin difusién, cf. Teorema 1.12 y [55, Proposicién 8)).
De nuevo, las tres primeras etapas son similares a las de §1.2.3, donde ahora se utiliza
(3.61), obteniéndose que

”Thp'\(Thu’\ hand ul\)”H(O,T—h;L?) _<_ C h1/4. (363)

En lo que se refiere a la cuarta etapa, no podemos razonar como en la Demostracién
del Teorema 3.5, ya que no se tiene (3.42) para p;}. En cambio, si puede uno proceder
como en el caso sin difusién, cf. §1.2.3. Se obtiene, gracias a (3.59),

740> = P Lo r-nw-10) < CRYA,
de donde, gracias a (3.53),

I(map* = PV 20 2-nw-1) < CRA. - (364)
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Por tanto, de (3.63) y (3.64), se consigue
p*u* estd acotada en NV42(0,T; W-13(Q)3);

en consecuencia,

p*u* € compacto de L*(0,T; W-1°(Q)3). (3.65)

Gracias a las acotaciones (3.51-3.54) a (3.60) y a (3.65), vamos a poder extraer
una s.s. con propiedades de convergencia similares a las del caso sin difusién, cf. §1.2.4.

Ademas, debido a (3.55) y a (3.62)
AP = —VAV - (VAVPY) 55 0 en L0, T; H-Y(92)),

MV @ £ u* @VpY) 550 en L¥3(0,T; L3(2)*<3).

Llegados a este punto, no es dificil terminar la Demostracién (el proceso de paso al limite

cuando A — 0 es andlogo al que se presenta en la Demostraciéon del Teorema 1.12).



Capitulo 4

Descripcion de Algunos
Procedimientos de Aproximacion

Numeérica

Planteamos en este Capitulo algunos posibles esquemas de aproximacién numérica para
las ecuaciones de Navier-Stokes con densidad variable.

Comprobaremos que es posible atacar el problema de la aproximacién numérica de
estas ecuaciones con técnicas ya utilizadas en otras ocasiones: Los problemas compresi-
ble e incompresible de Navier-Stokes, problemas de transporte y de transporte-difusion,
etc... A

Por supuesto, los prbcedimientos de aproximacién numérica que se detallan en el
Capitulo no son los dnicos posibles; sélo vamos a tratar de dar un primer paso, des-
cribiendo algunos esquemas cuya implementaciéon numérica sera el objetivo de futuros

trabajos.

118
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4.1 Distintas Formulaciones del Problema

Recordemos que la formulacién usual no conservativa del problema de Navier-Stokes
con densidad variable es la siguiente:

p(u; + (- Viu) — pAu = pf- Vp, (4.1)
V-ou = 0, | (4.2)
pe+u-Vp = 0, (4.3)

ecuaciones definidas en @, junto con las condiciones de contorno e iniciales:

u=20 sobre X, (4.4)

Pit=0 = Po Y Up=p = Up e€n Q. (4.5)
En principio, este modelo presenta las dificultades que ya tenemos en las ecuaciones

de Navier-Stokes incompresibles, en cuanto a su tratamiento teérico y numérico:

e La ecuacién de incompresibilidad (4.2) liga algunas de las derivadas parciales de
las componentes de u entre si, lo que hace que las ecuaciones constituyan un
sistema “acoplado”.

e Se trata de un problema no lineal.

o Para pequeilos valores de y, la 6 las soluciones son inestables: Hay transicién al
régimen turbulento, generacién de capas limites, ...

Insistamos en que el sistema (4.1-4.5) tiene otras-particularidades. Principalmente,

e Se trata de un sistema fuertemente no lineal ya que, ademas de aparecer el término
no lineal clasico de las ecuaciones de Navier-Stokes, (u- V)u, tenemos las no linea-
lidades producidas por la nueva variable densidad (p) y la ecuacién de transporte

(4.3).
o (4.1) y (4.3) son ecuaciones de caracteristicas distintas,

— (4.1) es un sistema de segundo orden de tipo parabdlico.
— (4.3) en una edp. de primer orden para p de tipo hiperbdlico.
Llamaremos al sistema (4.1-4.5) formulacién (p,u,p) del problema. Ademas de

(4.1-4.5), vamos a considerar una formulacién “equivalente” y otra “aproximada” al pro-

blema, que seran mas adecuadas para algunos procedimientos de aproximacién numérica.
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Con caricter general para todo lo que sigue, vamos a suponer que estamos en
hipdtesis de regularidad suficiente para que todas las operaciones que vamos a efec-
tuar tengan sentido. Consideraremos el caso en que pp > a > 0 en Q y, por tanto,
también p > a > 0 en 1. Esto hace que podamos dividir por p sin problemas cuando
haga falta. De hecho, podremos introducir el cambio a variable logaritmica

o =logp,

obteniéndose el problema siguiente, que llamaremos formulacién (o, u, p):

W+ (u-V)u—pe?Au = f—-e7Vp, (4.6)
Vou = 0, .7
oo+u-Vo = 0, (4.8)
u = 0 sobre Xr, (4.9)
Op=o=00=logpy y up=o = ug en . (4.10)

Es importante resefiar que este modelo en las variables o, u y p ya no posee una
formulacién débil que permita eliminar la presién. Sin embargo, estdn “despejados” los
sumandos '

w+(u-Viu y o;+u-Vo;

expresiones bien adaptadas para aplicar métodos basados en la determinacién dé"curva.s
caracteristicas (cf.[46]) por tratarse de las “derivadas totales” de u y o, resp.

Por 1ltimo, vamos a considerar un problema cuyas soluciones pretendemos que
aproximen a las de (4.1-4.5). Para ello, la idea consiste en “penalizar” la ecuacién
V . u = 0 con ayuda de la presién. Esto hard que estemos ante un modelo “débilmente
compresible”. En consecuencia, por una parte, el término de difusién de la ecuacién de
movimiento cambia ligeramente y, por otra, necesitaremos una condicidn inicial para la

presion. El modelo, que llamaremos formulacién (p, u, p) penalizada, queda como sigue:
2
p(ug+(u-Vju)+Vp = V. (Vu + Vu' —- §(V : u)Id\) + pf, (4.11)

1
pet+ "S"V -u = 0, / (4'12)
pet+u-Vp = 0, (4.13)
junto con (4.4-4.5) y una condicién inicial para la presién:

Djt=0 = pg €N Q. (414)



4.2. Los Procedimientos de Discretizacién en Tiempo - 121

4.2 Los Procedimientos de Discretizacién en Tiempo

Los métodos de discretizacién van a ser planteados a dos niveles. En un primer paso,
introducimos esquemas de aproximacién en tiempo; como consecuencia de ello, quedarin
por resolver problemas estacionarios (donde ¢ no aparece conmo variable independieni;e)
que se discretizan con ayuda del método de los elementos finitos.

En lo que se refiere a la discretizacién en tiempo, ésta va a ser conseguida de dos
formas distintas:

e Con la incorporacién de esquemas implicitos en diferencias. Dentro de los posibles
tipos (Euler, Crank-Nicholson, Gear, etc...), vamos a elegir, por simplicidad, el
método de Euler.

o Con el uso del método de las caracteristicas, lo que viene sugerido por las derivadas
totales que aparecen en las ecuaciones.

4.2.1 Esquema de Euler Implicito en Diferencias Finitas

Fijado un paso de tiempo Atf, denotamos (p",u",p") una aproximacién de la terna
(p,u,p) en el tiempo t = nAt. Una etapa de la discretizacién en tiempo consiste en
hallar p"*+1, u*t! y p"t! a partir de las aproximaciones anteriores p%, u®, p°, - - -, p*, u®,
p", resolviendo un problema estacionario. Recordemos que, en el caso del esquema de
Euler implicito aplicado a la formulacién (p, u, p), este problema es el siguiente:

n+l __ .0 -!
G (u - +(u"+1.v)u"+l) pAuttt = U ptH - (4.15)

Il

V-utt! 0, (4.16)

n41 n
P =P n41 nt1
———— 4 u -V

At + 4

0 (4.17)

junto con la condicién de contorno (4.4) sobre u"t!. Aqui, po1: supuesto f**! es una
aproximacion de f((n + 1)At, ).

Aplicando el mismo esquema a la formulacién (p, u, p) penahzada (4.10-4.12), obte-
nemos

pn+l (uﬂ"}'lA-t— u” + (un+] . V)un+1) + vpn+1

—uV - <Vu"+‘ + Vurt! - g(v - u"+1)1d) = prHiftl (4.18)
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nt+l.__ n

Lﬁi+év-u"+1 = 0, (4.19)
n+l __ n
CT L g =0, (4.20)

de nuevo junto con la condicién (4.4).

Las ecuaciones estacionarias van a ser resueltas de forma muy distinta:

o (4.15-4.17) sera reformulado en el sentido de los minimos cuadrados. Realmente,
deberiamos decir que va a ser “aproximado” en el sentido de los minimos cuadra-
dos, puesto que la edp. (4.17) va a ser cambiada, con la introduccién de un término
difusivo AAp™*+! para A > 0 adecuado. Como se sabe, esta formulacién debe llevar
consigo una definicién de estado. Aqui, hemos optado por introducir éste a través
de la solucién de un problema generalizado de Stokes y de un problema de Poisson. .

e Dado que, en (4.18-4.20), el papel que juegan las variables es mds simétrico, parece
razonable que, tras una discretizacién en espacio via elementos finitos, intentemos
la resolucién del problema no lineal resultante por un método iterado de Newton
aproximado, para el que se podrd utilizar el algoritmo GMRES (cf. [8,9]).

4.2.2 El Método ’de las Caracteristicas

En el contexto que nos ocupa, vamos a utilizar el método de las caracteristicas cuando,
de alguna manera, sepamos que las variaciones experimentadas por p no son excesiva-
mente importantes (i.e. cuando, en este sentido, el problema considerado esta préximo

al problema incompresible de Navier-Stokes habitual). Sabemos que

U X (T30 ms = (o4 - V),

donde X (+;t,x) es la trayectoria (6 curva caracteristica) que pasa por x en el instante
t, solucién del sdo.

X (@)= (e, X(2), X()==.

En consecuencia, la parte convectiva de la ecuacién de movimiento (4.6) y de la ecuacién
de transporte (4.8) se pueden escribir como derivadas (méviles) con respecto al tiempo.

Esto sugiere aproximar de la forma siguiente:

fn+1 - fn o X"

ft + UVf o~ Al
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Aqui, f" es la aproximacién de f en el tiempo t" = nAt (que se supone previamente
obtenida) y X" es la funcién que a cada x €  le asocia el valor X (¢";t"*1,x).
Vamos a aproximar asf las derivadas convectivas que aparecen en (4.6) y (4.8) de la

formulacion (o, u, p); para ello re-escribimos éstas, junto con la condicién de incompre-

sibilidad (4.7), en ,
o;+u-Vo = 0,

u; + (u-V)u-— %Au-l— _—;;Vp

= f~—p(;-—e"’) Au + (é-—e‘”) Vp,
p p

Veu=0.

Aqui, 7 es un valor medio de la densidad, por ejemplo

_ 1
p= W/QPO(X) dx.

Admitiendo, como hemos advertido, que las variaciones de p no son excesivamente
importantes, parece adecuado aplicar el método de las caracteristicas a las ecuaciones
anteriores, no dejendo en el segundo miembro ninguna funcién desconocida aparte de
o™, En la n-ésima etapa, tendremos que resolver el problema siguiente:

o™l =g"0 X", (4.21)
1l b BAnt, Looan
e _ﬁAu -+ ﬁVp
+1 1 -0 rn+1 1 -0 n+i 1 n ‘ n
i —pHl——e Au +|=—e Vp +—u"oX , (422)
2 P At .
V.urt =0, | (4.23)

junto con la condicién de contorno (4.4). Llegamos asi a un problema lineal. A partir
de (4.21) se obtiene o™*! de manera explicita (hay que integrar en [t",t"*!] un sdo.),
quedando luego por resolver el problema de Stokes generalizado constituido por (4.22-
4.23) y (4.4) (para una descripcién del tratamiento de los términos

o"o X", u'oX",

of. [46,47)).
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4.3 Reformulacién en el Sentido de los Ml'nirhos Cuadra
dos del Problama No Lineal en (p,u,p). Algo-
ritmo de Descenso de Tipo Gradiente Conju-
gado

Como ya hemos dicho, vamos a reformular el problema (4.15-4.17) en el sentido de los
minimos cuadrados. Por comodidad en la notacién, omitimos el superindice n, utilizado
para denotar la etapa de tiempo. Para a = 1/At, el problema (4.15-4.17) queda como
sigue:

apu+ (pu-Viju—pAu+Vp = p(f+av)=ph,
Veu = 0,
ap+u-Vp = an=yg.

0 . 0
Vamos a suponer que 2P sobre T es un dato conocido. Por ejemplo, 22 - 0 sobre _

on dn

T’ quiere decir que las curvas de isovalores para la densidad cortan perpendxcularmente

aT. Partiendo del conocimiento de <2 sobre I', nos sera posible introducir un término

On

de la forma AAp en la tercera edp. del problema. De acuerdo con lo que se vid en el
Capitulo 4 (cf. la Seccién 4.4), cabe esperar que, si A es pequefio, la solucion del nuevo
problema sea “parecida” a la que deberiamos obtener.

. Y . .
Fijaremos entonces —— = 0 sobre I' (el razonamiento que sigue es analogo cuando

on

gn toma otro valor no homogeneo) y formulamos el siguiente problema de minimos:
Hallar (u, p) € V() x H}(R2) tal que
(w,0) € V(@) x Hp(@) tal w2
J(u,p) < J(v,n) V(v,n) €V x Hy,
donde

J(v,n) = (aPIY1'2 + ulVy1|2 + 0"3’2’2 + ’\IVY1I )

y las funciones

1=¥1(v,n) €V(Q) e y,=y,(v.n) € H(Q)
son soluciones de los problemas siguientes:
apy, — pAy, +Vp = gv—pAv+Vg-nh+ (v Vv,
v ‘Y = 0, ‘(4.25)
y; = 0 sobrel
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QQ?_ = 0 sobrel. ( )
On

Notese que (4.25) es un problema de Stokes generalizado y (4.26) es un problema de

Poisson con condicién de contorno de tipo Neumann. La formulacién débil de los pro-

{ oy —plAy; = an+v-Vn-—g,

blemas anteriores es la siguiente:

{ ap(y1,¢) + 1(Vyy, Vo) (4.27)
=(m(v-h+(v - V)v),p) +u(Vv,Vp), VeV, y eV .
y
a(y% "/)) + ’\(Vy%"p)
{ —(an+v-Vn—-g,9), Vi eHQ), y, € H(Q). (428)

Para resolver el problema (4.24), utilizaremos el algoritmo de Gradiente Conjugado
de Polak-Ribiére (cf. [49]; véase también [22] y [46] para su aplicacién a otros problemas
analogos). Sabemos que, para este algoritmo, se tienen buenas referencias en el marco
de problemas similares. Superindicaremos con m las sucesivas etapas del proceso de
minimizacion.

Suponiendo que estamos interesados en calcular la (m + 1)-ésima aproximacién en
tiempo, llevaremos a cabo lo siguiente:

A) INICIALIZACION DEL ALGORITMO: Tomamos
’v°=u"€V, n’ = p" € Hy.
Seguidaxﬁente, se calculan g € V y g9 € H}, soluciones de:
aB(gy, ) + 1(Vey, Vi) = (1,(v°,1°),0) Ve €V, (4.29)

a(gy, ) + M Vgy, V) = (J;(v°,1°),$) V¢ € Hy, (4.30)

y tomamos (z), z)) = (g9,99). Naturalmente, en (4.29) y (4.30), J, y J; deSIgnan las
derivadas parciales de J respecto de v y n.

B) m-ESIMA ETAPA: Dados m > 0 y los

z™ ™
’77 agu)gn7 Zy,2y

(estamos suponiendo que VJ(v™,n™) # 0; en caso contrario se detiene el proceso),

calculamos

m+1 m+1 _m+41 m+l m+1
v )gv 7g17 ’ v 727;
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de la siguiente forma:
a) Descenso en la direccién (z7}, 2]*):

(v™HL ) = (VP ™) = (2, 2 (431)

v’n

donde r,, es solucién del problema en una variable:
J(v™n™) — r(2l, 2 2y ™) < J({(v™*,n™) — (2], z A ™)), VreR,, r, € R;. (4.32)

b) Célculo de una nueva direccién de descenso: Calculamos (g]'t!, gr**!)
resolviendo los problemas.

ap(grth, @) + u(Vertt, Vo) = (J,(v" g™ 1)) Ve eV, gitt eV,  (4.33)

: a(gm+1,¢‘)+A(vgm+l V¢') — (J:’(vm+l’nm+l),‘¢) V¢ € HI(Q), m+1 € HI(Q)

(4.34)
A continuacidn, se calcula el escalar
_ oplgvt! —gvly +ulV(gyt! — g3 + aley ™ — g} + AV(grt! — g5
" oplglii + uIVgu 13+ algrli + /\IVg.',"lz
Finalmente, la nueva direccion de descenso esta dada por
(zm+1 m+1) = (gm+l’gr’ +1) 7m(zu ? zm) (4'35)

Notemos que la resolucién del problema unidimensional (4.32) se puede llevar a cabo
mediente un método de dicotomia. Cada vez que calculemos un valor

J((Vm,ﬂm) r(zv ,zm))

habra que resolver un problema de Stokes generalizado (4.25) y un problema de Poi-
sson (4.26). Como es habitual en este contexto, el calculo de (g"*?, g™*!) a partir de
(vl ™1 exige la resolucién de problemas del mismo tipo. En efecto, es cierto que,

(Jo(v,m),8v) = (név,yy) +u(Vév,Vy,)
+ ((nv - V)év + (név - V)v,y;) + (6v - Vn,y3),

(Jo(vym), 8n) = (dn(v —h + (v - V)v),y1) + a(én + v - Vén,p2)
donde el par (y,,y2) es la solucién de (4.25-4.26).
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4.4 Algunos Procedimientos de Discretizacién en Es-

pacio. Resolucién Efectiva

El procedimiento de discretizacion en tiempo presentado en la Seccion 4.2, concierne a,
tres problemas diferentes. Omitiendo de nuevo el indice n en lo posible, estos problemas
poseen las formulaciones débiles que pasamos a describir:

A) En el caso del problema (4.18-4.20),

“Hallar (p,u,p) € H'(Q) x H3(2)? x L) = X tal que

a(pu — pi,v) + ((pu - V)u,v) — (p,V - u)

+p (Vu + Vu' - %(V -u)ld, Vv) = (pf,v), (4.36)
L] |

op=5,0)+-(V-u,q) = 0 (4.37)

a(p - P 77) + (ll - Vp, 77) = 0, (438)

para cada (n,v,q) € X”.

B) Tanto para (4.15-4.17) (reformulado en el sentido de los minimos cuadrados)
como para (4.21-4.23), ya hemos visto que lo mas significativo es el problema de Stokes
generalizado:

“Hallar u € V tal que

o(u,v) + H(Vu, Vv) = (g,V) » (4.39)
para cada v € V (aqui o, 8 € R4).”
Para la aproximacién numérica del problema (4.36-4.38), se podria pensar en elegir

una base de elementos finitos P; — PyisoP; — P,. En tal caso, el espacio X quedaria
aproximado por X, = H() x Hy,(S2)3 x L%,.(9), con

Hy(Q) = {pn€ H'(Q):pr € C¥N), prx € P(K) VK € T}, (4.40)
H&h(ﬂ)s = {uh € Hg(ﬂ)s tuy € Co(ﬁ)a, Upx € P](K)a VK € 7;;/2}, (4.41)
L) = {pn€ L*(Q) : prx € Po(K) VK € Tp}. (4.42)

Aqui, K denota un tetraedro arbitrario tanto de la malla (regular en el sentido habitual)
T}, como Ty, (por ejemplo, cf. [46] para la notacién).

Debido a los buenos resultados que proporciona para problemas andlogos (cf. [8,9]),
parece también adecuado una discretizacion P, — PyjisoP; — Py. En este caso, X seria
aproximado por Y, = H} () x HL(Q)® x HY(Q).
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En ambos casos, restringiéndonos a bases apropiadas de los subespacios de dimensién
finita X} (6 Y}) y razonando de la manera habitual, todo se reduce a resolver un sistema
no lineal de ecuaciones (cuya dimensidn coincide con la de X3, 6 Y} ), que se puede escribir

como sigue:
“Hallar (pg, ws, pr) € X; (6 Y3) tal que

Fh(Ph, uh,p,,) = 0.” ,‘ (443)

Para resolver (4.43), bastara ahora seguir razonando como en [9] (método de Newton
aproximado via GMRES).
N

En lo que se refiere al tratamiento numérico del problema de Stokes generalizado en
dimensidn tres (4.39), es enorme la cantidad de posibilidades (cf. por ejemplo [22,46,61]
y las referencias alli dadas). Nos contentaremos aqui con mencionar la forma en que

pueden ser aplicados dos métodos de aproximacién:

1. Recurriendo a una formulacién mixta, con discretizacién en espacio Pyburbuja— P,

(para la velocidad y presion resp.) y, posteriormente al método de Uzawa.

2. Usando una formulacién no mixta, que debe utilizar una base de elementos finitos
con divergencia nula (cf. F.Hecht, A Non-Conforming P! Basis with Free Diver-
gence in IR?, RAIRO serie analyse numerique, 1983). En este caso, una vez apro-
ximado el campo de velocidades, queda pendiente el célculo de una aproximacién

de la presién.



Apéndice A

Demostraciéon del Lema 1.6 (Una
Version del Lema de De Rham)

Recordamos el resultado cuya Demostracién detallamos en este Apéndice:

LEMA 1.6 Sean @ C R® un abierto acotado de frontera Lipschitz-continua, 0 <
T < +oo y g € D'(0,T;D'(Q)°) tal que | ‘

(8, ¢)a=0 enD'(0,T), VeeV. (A.1)

(i) Sige D'(0,T; H1(Q)?%), entonces eziste p € D'(0,T; L*(N)) tal que Vp = g.
(i) Sige LP(0,T; H ()3 con 1 < p < 400, entonces existe p € LP(0, T; L*(N2))
tal que Vp = g.

(iii) Si g € W=2(0,T; H'(Q)?), donde 1 < p < +00, entonces eziste una dis-
tribucién p € W~1%(0,T; L*(Q)) tal que Vp =g. ‘
. .

Como ya se ha indicado, probaremos el Lema 1.6 utilizando el isomorfismo V de
Li(92) en V1, vélido para 2 es un abierto acotado conexo de frontera Lipschitz-continua
(cf. [21, Corolario 2.4, p. 24]). En primer lugar, ampliamos el resultado para abiertos
no necesariamente conexos. .

COROLARIO §5: 52 es un abierto acotado de frontera Lipschitz-continua, entonces

eziste una aplicacion
L:fe Vv qe L¥Q) lineal continua, tal que Vg =1

Demostracion: Bastara razonar con la familia {;};c; de componentes conexas de (2.
Asi, dado f € V1, obviamente fig, € V(€;)*. Si construimos ¢ poniendo en cada €);,

gia; = Vi (fin,), tendremos claramente que

qeL3(Q) y Vg=T~

129
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L es lineal gracias a la linealidad de cada L; : fio, ¥ ¢jq,, mientras que la continuidad
de L es consecuencia de la siguiente propiedad:

Si fe H™Y(R) (resp. L*(Q)), entonces =1 resp. £2) = 2 Wil o1 (resp. 12)

iel |

(la suma precedente es una serie generalizada).
n
Con la ayuda de la aplicacién L, vamos a demostrar el Lema 1.6 punto por punto.

(i) Debido a la regularidad de g, (A.1) implica que

(& v¥)or) €Vt V¢ € DO,T),

por lo que la aplicacién

q: IP € D(OvT) — L<g) w)(O,T) S Lg(ﬂ)a

demuestra el apartado (i) del Lema, teniendo en cuenta las propiedades de L.
(ii) Definimos ahora ¢ razonando para t cpd. en (0,T). En concreto, ponemos

q(t) = L(g(t)) € Li(N) parat cpd. en (0,T).

De nuevo, es facil comprobar que esta funcién ¢ verifica (ii).
(iii) En este caso, necesitaremos relacionar las aplicaciones que actiian sobre fun-

ciones dependientes de ¢ con las que lo hacen sobte funciones dependientes de (¢,x).

LEMA S5: Q estd en las hipdtesis del Lema 1.6, entonces se dan los siguientes

1somorfismos:
F: W0, T; H(Q)%) = LWL (0,T); H-1()%),

G : W?(0,T; I*(Q)) = ﬁ(W(}’p'(O, T); L* (%)),

para 1 < p< +4oo. =
Admitiendo este resultado, basta definir ¢ = G~1Q, siendo

Q: v € Wo?'(0,T) — L(Fg,¥)or) € LA(Q);

de nuevo, demostrar que esta ¢ verifica el Lema 1.6 (iii) es una simple comprobacién.
»
Demostracién del Lema: Demostremos por ejemplo, que se da el primero de los

isomorfismos. De forma “natural”, definiremos

F:heW™7(0,T; H-(9)°) — Fh € LW (0, T); H'(Q)%),
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poniendo
((Fh,¥) o), )a = (h,¥p)e, Y9 € Wa¥ (0,T), Yo € HY ().
Entonces, |

e Fh estd bien definido, gracias a que
I'/)SOIWJ""(H‘}) = "'/)IW;-P' IQ’IH(;
o F esta bien definida, es lineal y continua, lo cual se deduce de las desigualdades

|Fhl: < “h"w-—l,p(}{—l) Yhe W-'?(0,T; H—I(Q)a).

e F es sobreyectiva. En efecto, dado g € L(W2* (0, T); H-*(§2)%), si definimos h
poniendo '

(h)d)()D)QT = (<g) '/))(O,T),So)ﬂ V'»b € D(O’T)’ V‘P € D(Q)ay

se tiene que h € W~1%(0, T; H~1(2)?) (obsérvese que h est4 bien definido gracias
a la densidad del subespacio de las combinaciones lieales finitas de D(0, T) x D(2)3
en D(Qr)?, cf. [51]) y ademas, naturalmente, Fh = g.

e F esinyectiva. Si hy, h; son tales que Fh; = Fh,, en particular h; y h; coinciden
sobre D(0,T) x D(Q)°. Por tanto, con un argumento de densidad, igual que

anteriormente, tendremos que h; = h,.

Las propiedades anteriores y el Teorema de Banach de la aplicacién abierta (cf. [10])

implican que F es un isomerfismo.



Apéndice B

Demostracién del Lema 1.15
(Existencia de Soluciéon

m- Aproximada)

Recordamos el resultado cuya Demostracion detallamos en este Apéndice.

LEMA 1.15 Sean m € N, 0 < T < 400, © C R? un abierto acotado con frontera
Lipschitziana y Qro = (0,7) x ©. Si {w!,---,w™} es un sistema ortonormal en
L*(©)? de funciones C1(O)® que se anulan sobre 8O, p7 € C’l(@) verifica inf pg* > 0,
ur € V™, ™ € C([0,T); L2(©)?) y ponemos V™ =< wl,---,w™ >, entonces eziste una
dnica m-ésima solucidn aprozimada (p™,u™) en Qr.o que ademds verifica:

0<B=infpy <p"<y=suppl en Qreo (B.1)

Como nos encontramos en la m-ésima etapa del proceso de aproximacion, por co-
modidad, omitiremos en la medida de lo posible el superindice m. Realizaremos la

Demostracion en varias etapas.

A) Linealizacién del problema aproximado: Dado w € C([0,T}; V"‘), resolve-
mos primero el problema lineal: Hallar p € C*(Qr.e) tal que:

dp
{ at—l—W Vp 0 en QTQ, (B2)

Plt=0 = Po en O.

Posteriormente, conocidos w € C([0,T}; V™) y p € CY(Q10), resolvemos el siguiente

132
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problema (también lineal) : Hallar u € C'([0,T}; V™) tal que

L{(p%}+(pw-‘7)u——pf")-v +qu:\7v}d§: =0 VYveV™

Ujt=0 = ua" en O.

(B.3)

Por razones obvias, un par (p,u) que sea solucién de (B.2-B.3), se dird que es una
~m-ésima solucién aproximada “linealizada”.
B) Existencia de solucién aproximada linealizada: Las propledades del pro-

blema (B.2) y de su solucién son bien conocidas. Enunciaremos dos resultados al re-
specto (cf. [33]):

LEMA (Ezistencia y unicidad de solucidn de (B.2)). Sean w € C([0,T]);C*(©)%) y
pe € CY(O)? tales que: '

V-w=0 en@Q, w=0 sobred0 x[0,T],

0<B<py <7 en®.

Entonces ezxiste una inica funcidn p solucidn de (B.2) que, ademds, verifica:

0<B<p<~vy enOx[0,T]

LEMA (Continuidad respecto de w de la solucién de (B.2)). Supongames que w
y las W, estin en las condiciones del Lema 2.1 y que w,, — w en C([0, T}; C1(©)?).
Si, para cada n, p, es la solucién del respectivo problema (B.2) cambiando W por w,,
entonces p, — p en C([0, T); C(©)).
= .

Gracias al primer Lema, sabemos que (B.2) admite una tinica solucién p € CY(Qr,e),
para la cual se tiene :

B<p(t,x)<v enQre. (B-4)

Para encontrar una solucién u de (B.3), pongamos:

ux) = S hOwIE). (B5)
1=1
Llevando (B.5) a (B.3) (escrito parav=w? : j =1,2,.--,m), llegamos a la conclusién
de que u es solucién de (B.3) si y solo si {¢;}7, € C'([0,T])™ y verifica el problema
diferencial ordinario

m

dp; & | :
Za,-j(t)—ééi + Y bii(t)p; +di(t) =0 en (0,T), 1<i<m,
3=1 1=1

{#5(0)}=; = componentes de ug',

(B.6)
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donde los coeficientes son:

a;; = /@PWj -widx € Cl([O’T])’

by = [ {(p w- V)W) - Wi+ uVwi : Vw'hax € (0, T,

di = -/ep . widx eC(0,T)).

Ademaés, la matriz A = {a;;}7%-; es simétrica y definida positiva (uniformemente en
t € {0,T]) ya que teniendo en cuenta (B.4) y que {w'} es un sistema ortonormal en H,
se cumplen las desigualdades

;aij(t)fiﬁj / p(t,x) (gl ¢ ’(x)) dx > ﬁ; | & Iz Ve € R™,

. En particular, la matriz 4 es invertible y, por tanto, (B.6) admite la escritura equi-
valente

dp . _ - | '
{ = =—ATB$—A7'D en (0,T), (B.7)
#(0) dadoen R™,

donde ¢ designa el vector columna de los ¢;. En consecuencia, la teoria clasica de
ecuaciones diferenciales es aplicable; ello conduce a la existencia y unicidad de solucién
de (B.3). Obsérvese ademas que la solucién u de (B.3) depende continuamente de p y
de w. En concreto, si w y las w,, estdn en las condiciones de los Lemas anteriores y
llamamos (p,u) y (pn, un) a las correspondientes soluciones aproximadas linealizadas,
se tiene que u, — u en C1([0, TY; V™).

C) Estimaciones de las soluciones aproxxmadas linealizadas: Sea (p, u) una
solucién aproximada linealizada relativa a la funcién w dada en C([0,7]; V™). El ob-:
jetivo de esta etapa es obtener estimaciones de u independientes (6 dependlentes en su
defecto) de w. Obviamente, se llega a la igualdad de energia:

1d 2 2
57 Jo Pl + M/ |Vul /epf"‘ u, . (BS)
de donde, gracias al Lema de Gronwall,

(/9 plulz)l/2 < (/@pa"lub"l”)l/2+/: (/@ p|m2)‘/2 dt e; [0,7).  (B.9)

En consecuencia, (B.4) y las propiedades de pJ', ug y f*, implican que

u estd acotada en C([0,7]; L*(©)°) (indep. de w). (B.10)



135

De (B.10), utilizando la expresién (B.5) de u (recuérdese que {w'} es ortonormal en
H), se obtiene:

S 1P = [ lufde < Cte. ¥t e (0,1

j=1

por tantb, las ¢; estan acotadas en C([0,T]). Esto implica, por una parte, que
u esta acotada en C([0,T); V™) (indep. de w). : (B.11)

Por otra parte, teniendo en cuenta (B.6) y la regularidad de los coeficientes que ahi
aparecen, si w estd en un acotado de C([0,T]; V™), entonces

d
Za,J j estd acotada en C([0,T]) paral <i<m.

j=1

Al ser {a;;} simétrica y uniformemente definida positiva (respecto de t), se deduce de
lo anterior que

dé:
% esta acotada en C([0,T]) paral<j <m,

lo que equivale, gracias a (B.5), a que

%;i ests acotada en C([0, T); V’").

Uniendo esta estimacién y (B.11), obtenemos que, para w acotada en C([0,T}; V™),
u estd acotada en C'([0,T]; V™).

D) Existencia de Solucién Aproximada. Aplicacién del Teorema de Schauder
del Punto Fijo: Hasta el momento, sabemos que, dado w € C([0,T]; V™), existe una
tnica funcién p € C'(©) solucién de (B.2), que verifica 8 < p < v en O. Ademas,
conocidas w y p, existe una tnica funcién u € C*([0,T); V™) solucién de (B.3), acotada
en C([0,T); V™) (indep. de w) y acotada en C*([0,T]; V™) si w lo estd en C([0, T]; V™).

Por tanto, existen dos Ctes. C,C; > 0 tales que |lullgorjv=) < C para cada
w e C([0, T V™) y lallergopvmy < Ch si [Wlicgoayvmy < C. Llamando B a la bola
cerrada de radio C en C([0,T|; V™) y By a la de radio C; en C([0,T); V™), tenemos
definida una aplicacion

we Bcc(o,T);V")— ue B, c CY{([0,T}; V™),

que, de acuerdo con lo que se vié anteriormente, es continua. Como gracias al Teo-
rema de Ascoli-Arzela, B; se inyecta en C([0,T); V™) de forma compacta, tenemos bien

definida la aplicaciéon w +— u de la bola B en si misma y resulta que ésta es continua y
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compacta. Por tanto, podemos aplicar el Teorema de Schauder y deducir la existencia de
un punto fijo. Llamando u™ € B a dicho punto fijo y p™ a la correspondiente solucion de
(B.2), resulta que {p™,u™} es una m-ésima solucion aproximada que, ademas, verifica
(B.1). | - |

La unicidad de solucién aproximada es fécil de probar, debido a su regularidad, cf.
la Seccién 2.2. '
.

Notas:

(a) Un andlisis detallado de los pasos anteriores prueban que, si consideramos una
definicion de las ecuaciones aproximadas con f (en vez de las funciones regularizadas ™),
se puede demostrar la existencia de una solucién aproximada un poco menos regular
(p™ € CY(O®) y u™ € W' (0,T;V™), tal que se tiene (B.1)). Las diferencias en el
procedimiento son, esencialmente, las siguientes: o

— Al resolver el problema (B.3) para hallar u en W''(0,T; V™), nos queda un sis- -
tema diferencial como en (B.6), donde d; € L*(0, T). No obstante, la teoria generalizada
de ecuaciones diferenciales (cf. [3, p. 121]), nos dice que ‘existe una tinica ¢ € W11(0,T)
solucién de (B.7) que, ademas, depende continuamente de los datos.

- — Las estimaciones de u (solucién aproximada linealizada) se consiguen en el espa-
cio C([0,T); V™) (indep. de w) y en W (0,T; V™) si w estd acotada en C([0,T}; V™).

— Aunque la aplicacién donde se tiene el punto fijo se considera, al igual que
antes, en C([0,T]; V™), ahora la compacidad de dicha aplicacién se obtiene del Lema
1.4 (ii) para X, BeY igual a V™. ' '

(b) Toda Demostracién basada en un argumento de punto fijo sugiere un esquema de
aproximaciones sucesivas. En nuestro caso, partiendo de una determinada discretizacién
en tiempo (por ejemplo Euler-retrégrado) asociado a un paso At, dadas las familias Hj,
Vi de subespacios (de dimensién finita) de H'(0©)? y V resp., el esquema quedara como
sigue:

1. Tomar p, uj como funciones “interpoladas” de po, ug en Hy y V}, resp.

2. Después, para cada n > 0, conocidos p} € Hy y uj € Vj, se define pp+! como
sigue:

( (ot — Ph),wh) +(uf - Vpit wy) =0 Ywy € Hy, pit' € H.
Ahora, conocidos p7*! y u?, se define u?*! como sigue:
h h 3 g

(" ZgCR* = u) i) + (o (- V), )
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+u (Vapt, Vvy) = (g1 v) YvieeWa, wit eV,
(aqui, £*+' = [V K(t, Ydt € L*(O)).

Asi, tenemos definidas p}*! y uj*! y es razonable esperar que se trate de aproximaciones
de p((n + 1)At,-) y u((n + 1)At,") resp., cuando h es pequeiio.



Apéndice C

Existencia y Regularidad de un
Rotacional

Recordamos el resultado cuya Demostracién pretendemos en este Apéndice:
LEMA Sea §) como en (1.109). Si

ac H'(Q)P, V-.a=0 y /na-ndszougigp), (C.1)
entonces podemos elegir b € H*()? de forma tnica tal que
a=Vxb, V-b=0.
Ademds, eziste C = C(Q2) > 0 tal que
bl < Cllallm. (C.2)

Demostracién: Esta sigue los mismos pasos que el Teorema 3.1 de [21]; sélo cambiare-
mos la forma de prolongar la funcién a a todo R® y algunas estimaciones posteriores,
con el objeto de conseguir (C.2). |

Sea © un abierto acotado, de frontera regular y simplemente conexo, tal que £ C ©.
Llamaremos §; (1 < i < p) a la componente conexa de © — {2 cuya frontera es I'; y
llamaremos §)y a la componente conexa obtenida en el exterior de I's. Prolongamos a

en un principio al abierto ©, planteando los siguientes problemas de Stokes: |

Hallar wo € H'(20)3, V- wo = 0, Wor, = a y Wope = 0 tal que
(Vwo,Vz) =0 Vz€eV,

Hallar w; € H'(£%;)?, V- wo = 0, woyr, = a tal que
(Vw;,Vz)=0 VzeV.

138
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Estos problemas estin bien definidos gracias a (C.1).

Definimos seguidamente la funcién &, poniendo

Wi ethOSiSp)
a=< a enf{l,
0 en el resto de R3.

Tenemos entonces & € H*(R®*)?, V-4 =0y Sop(a) C ©. Ademss,

lallmreyp < C llallaaye,

con C indep. de a.

A partir de aqui, se puede terminar la Demostraciéon de forma parecida a como se
hace en el Teorema 3.1 de [21].
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