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RESUMEN 
 

La unión entre materiales de distinta naturaleza genera puntos críticos en la estructura donde aparecen cambios bruscos 
en la geometría y propiedades de los materiales (esquinas multimateriales). La teoría de la Elasticidad Lineal predice 
tensiones no acotadas en estas esquinas, siendo por tanto zonas potencialmente críticas para la iniciación de un daño o 
grieta cuya progresión puede arruinar la estructura. La caracterización del campo de tensiones en el entorno de estas 
esquinas es por tanto fundamental para una mejor comprensión de los mecanismos de fallo que pueden activarse. 
Aproximando mediante un desarrollo en serie de términos singulares y no singulares el estado tensional en el entorno 
de la esquina, en el presente trabajo se ha desarrollado una herramienta de álgebra computacional que en un primer 
bloque semianalítico obtiene los exponentes y funciones características de cada término del desarrollo y en un segundo 
bloque el peso relativo de cada término del desarrollo a partir de resultados numéricos obtenidos mediante el Método de 
los Elementos de Contorno, no existiendo limitaciones para analizar simultáneamente múltiples materiales de distinta 
naturaleza (isótropo, transversalmente isótropo, ortótropo, anisótropo). 

 
 

ABSTRACT 
 

Joining dissimilar materials leads some critical points in the structure to appear, where geometry and material properties 
change abruptly (multimaterial corners). Lineal Theory of Elasticity predicts unbounded stresses at these multimaterial 
corners, then being critical points where failure can initiate and then propagate up to the final failure of the structure. 
The mechanical characterization of the neighbourhood of these multimaterial corners is then important for a better 
understanding of the failure mechanisms which can be activated. Representing the asymptotic stress field by means of a 
series expansion, with singularity and regular terms, in the present work a tool has been developed which, in a first part 
obtains the characteristic exponents and functions, and in a second part evaluates the relative weight of each one of 
these terms. The algebraic tool developed allows the analysis of multimaterial corners with dissimilar materials and 
dissimilar behaviour laws (isotropic, transversely isotropic, orthotropic, etc). 
 
 
PALABRAS CLAVE: Elasticidad anisótropa, esquinas multimateriales, uniones adhesivas, materiales compuestos. 
 

 
1.  INTRODUCCIÓN 
 
En multitud de procedimientos de fabricación en los que 
finalmente haya que unir materiales de distinta 
naturaleza, como en las uniones adhesivas y en 
aplicaciones microelectrónicas, se generan geometrías 
de esquinas multimateriales. Los cambios bruscos en las 
propiedades mecánicas de los materiales, unido a las 
geometrías típicas de esquinas re-entrantes que se 
generan en estas uniones, originan que el estado 
tensional que predice la Teoría de la Elasticidad Lineal 
no esté acotado en estos puntos. 
 
Estas esquinas se convierten en puntos potencialmente 
peligrosos donde se puede iniciar el fallo y por lo tanto, 
una detallada caracterización del estado tensional en el 
entorno de los mismos es imprescindible para una mejor 
compresión de los mecanismos de fallo que se puede 
generar en dichas esquinas. Dicha caracterización se ha 
realizado en dos etapas: obteniendo los exponentes y 
funciones características (Apartado 2) y los Factores de 

Intensificación de Tensiones (Apartado 3). También se 
ha realizado un programa preliminar de ensayos 
experimentales para tratar de analizar la 
representatividad de dicho estado tensional en el fallo 
de la unión. 
 
2.  EXPONENTES Y FUNCIONES 

CARACTERÍSTICAS 
 
Suponiendo un sistema polar (r,θ) centrado en el vértice 
de la esquina, las tensiones y los desplazamientos en el 
entorno de dicha esquina, se pueden expresar como un 
desarrollo en serie: 
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 donde λk son los exponentes característicos (siendo 
δ=1- λk los órdenes de singularidad en tensiones), fijk(θ) 
y gik(θ) las funciones características, Kk son los Factores 
de Intensificación de Tensiones Generalizados (FITGs 
en adelante) y L una longitud característica. 
 
Bajo la hipótesis de deformación plana generalizada 
(ui= ui(xa), i=1,2,3 y α=1,2), utilizando el formalismo de 
Stroh [1,2] de la elasticidad anisótropa, y utilizando una 
original idea de Ting [3] que utiliza el concepto de 
matriz de transferencia, se ha desarrollado una 
herramienta que permite la evaluación de los 
exponentes y funciones características en esquinas de n 
materiales con cualquier tipo de ley de comportamiento 
elástica lineal. 
 
Se supone adhesión perfecta entre los materiales que 
componen la esquina y se permiten casi todas las 
condiciones de contorno homogéneas y ortogonales en 
las caras externas. Se pueden asimismo analizar 
esquinas "cerradas" en las que no existen caras externas 
y todos los materiales están unidos entre sí. Los 
exponentes característicos se obtienen numéricamente 
de las raíces de la ecuación característica que se 
obtienen respectivamente para esquinas abiertas y 
cerradas, de los determinantes: 
 

0)(ˆ )2( =λNK     y    0)( =− IK λN ,              (2) 

 
siendo I la matriz identidad 6×6, y que dependen 
exclusivamente de las propiedades elásticas de los 
materiales que confluyen a la esquina, de la geometría 
local y de las condiciones de contorno. Los detalles y 
estructura de la ecuación característica se detallan en 
Barroso et al. [4]. 
 
Las mejoras más significativas de la herramienta 
desarrollada, frente a herramientas precedentes, radican 
en la capacidad de incluir en los análisis materiales que 
en el marco del formalismo de Stroh se conocen como 
materiales degenerados, cuyo manejo en el formalismo 
es de una complejidad muy superior, ver [5 y 6], y la 
independencia del tamaño del determinante en la 
ecuación característica (2) con el número de materiales 
y las condiciones de contorno. 
 
La herramienta se ha verificado con éxito con 
numerosos casos de la bibliografía y se ha aplicado a la 
determinación de exponentes y funciones características 
en las esquinas multimateriales que típicamente 
aparecen en uniones adhesivas a solape entre materiales 
metálicos y materiales compuestos, como la mostrada 
en la Fig. 1, en la que los puntos indican la presencia de 
esquinas multimateriales. 
 
Se han considerado las siguientes propiedades 
ortótropas para el compuesto carbono-epoxy AS4/8552: 
(E11=141.3 GPa, E22=E33=9.58 GPa, G12=G13=5.0 GPa, 
G23=3.5 GPa, ν12=ν13=0.3, ν23=0.32) mientras que el 
adhesivo (isótropo) tiene (E=3.0 GPa, ν=0.35) y el 

aluminio (también isótropo) tiene (E=6.867 GPa, 
ν=0.33). 
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Figura 1. Esquinas en una unión adhesiva. 
 
 
Algunos resultados obtenidos con el uso de la 
herramienta, se muestran en la Fig. 2, en la que se han 
evaluado los exponentes característicos de la esquina 
trimaterial formada por el extremo de dos láminas del 
laminado de carbono en contacto con el rebose del 
adhesivo. En particular, en la Fig. 2 se ha fijado la 
orientación de la fibra en una de las láminas (135º) 
mientras que la otra se deja variar entre 0 y 180º, dando 
para φ=135º valores nulos, dado que la configuración de 
esquina desaparece. 
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Figura 2. Exponentes característicos. 

 
 
Como se muestra en la Fig. 2, la herramienta tiene 
capacidad de evaluar exponentes complejos conjugados. 
Asimismo, las funciones características, que dan 
información de la dependencia angular de los 
desplazamientos y tensiones, se pueden evaluar 
numéricamente para cada exponente característico, 
teniendo una información exhaustiva por cada modo 
(singular o no) de los términos del desarrollo en serie 
supuesto en (1). 
 
En la Fig. 3 se muestran dichas funciones para el caso 
(135º,90º) y el primer modo singular δ=0.077618. Los 
desplazamientos y tensiones mostrados en la Fig. 3 se 
han normalizado de acuerdo a Pageau et al. [7], de tal 
manera que σθθ|θ=0=1/(2π)δ. 
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Figura 3. Funciones características. 
 
 
3.  FACTORES DE INTENSIFICACIÓN DE 

TENSIONES GENERALIZADO 
 
Para la evaluación del peso de cada término del 
desarrollo en serie (1), se va a emplear un método de 
ajuste por mínimos cuadrados análogo al utilizado por 
Munz y Yang [8] en el post proceso de los resultados 
obtenidos por Elementos Finitos. En el procedimiento 
desarrollado en este trabajo, los FITGs (Kk) se obtienen 
mediante la minimizaciçon de la función de error: 
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que evalúa la diferencia (al cuadrado) entre la solución 
asintótica user (que tiene como incógnitas sólo a las Kk) 
y una solución numérica uMEC (evaluada mediante un 
modelos de Elementos de Contorno, MEC en adelante). 
La minimización de la función Π (3) mediante el 
sistema de ecuaciones lineales: 
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da una solución para Kk.. En (3) aparecen tres 
sumatorios: a) el número de aristas (j), b) el número de 
componentes del campo de desplazamientos (α=1 ó 2) y 
c) el número de puntos (n) donde se evalúa la diferencia 
entre la solución asintótica en cada arista (j) dada por 

(1) y la numérica. Dado que en el modelo numérico 
utilizado, basado en el MEC, sólo se discretizan los 
contornos de los materiales, el término "aristas" se 
refiere precisamente a cuántas de estas interfases entre 
materiales o caras externas, que confluyen a la esquina, 
se incorporan a la evaluación del error cuadrático. 
 
Esta herramienta también ha sido verificada con 
trabajos de referencia publicados. Comentarios muy 
interesantes acerca de la fiabilidad de muchos de los 
resultados publicados se pueden encontrar en Helsing y 
Jonsson [9]. Asimismo, la dificultad para la 
comparación con trabajos precedentes es alta para casos 
de esquinas con presencia de materiales no isótropos, 
dado que en muchos casos no se dispone ni numérica ni 
analíticamente de las funciones características. Dicha 
información es fundamental a la hora de estandarizar y 
normalizar los resultados de los FITGs. En este trabajo 
se ha seguido la propuesta de Pageau et al. [7] para 
normalizar los resultados de Kk. 
 
Analizando el problema de referencia de Helsing y 
Jonsson [10] (Fig. 4) se ha realizado adicionalmente un 
exhaustivo análisis del mejor grupo de nodos en los que 
realizar el ajuste 
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Figura 4. Problema bajo estudio, ref. [10]. 

 
 
En la Fig. 4 se muestra en ordenadas el error (en %) 
respecto al valor de referencia, para el caso sencillo de 
una esquina reentrante de 90º en un material isótropo. 
La gráfica de la derecha muestra los errores asociados a 
todas las combinaciones de nodos consecutivos en las 
aristas inclinadas que confluyen al vértice. Se han 
tomado las dos componentes ur y uθ. Los ejes de abcisas 
representan respectivamente el primer y último nodo en 
la arista inclinada que confluye al vértice, considerados 
para el ajuste en la expresión (3). 
 
El gráfico muestra efectivamente como los mayores 
errores aparecen cuando para el ajuste se utilizan pocos 
nodos cercanos al vértice, donde los errores asociados a 
la discretización son mayores y a grupos de nodos 
alejados del vértice por falta de representatividad del 
estado tensional asintótico respecto a la dada por (1). En 
el caso de no disponer de valores de referencia, en 
problemas nuevos, es imprescindible análisis de 
convergencia para asegurar la calidad de los resultados. 
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 Otro problema de referencia es el de Qian y Akisanya 
[11] que se muestra en la Fig. 5, con dos materiales 
isótropos. Tras la evaluación de los exponentes, 
funciones características y los FITGs (Kk) obtenidos con 
la herramienta desarrollada, se comparan en la Fig. 6 los 
desplazamientos y Fig. 7 las tensiones, obtenidos 
utilizando (1) con los resultados de [11] y los resultados 
numéricos del modelo MEC en puntos internos situados 
a una distancia r=0.1 h del vértice. 
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Figura 5. Problema bajo estudio, ref [11]. 
 
El ajuste de la representación asintótica y los resultados 
numéricos es buena en ambos casos, aun si bien se 
aprecia un mejor ajuste de los resultados obtenidos en 
este trabajo, que los encontrados con los resultados 
propuestos en [11]. 
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Figura 6. Esquina bimaterial - desplazamientos. 
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Figura 7. Esquina bimaterial - tensiones. 
 
La herramienta se ha aplicado también a las esquinas 
multimateriales que se originan en las uniones 
adhesivas mostradas en la Fig. 1. En concreto, se 
presenta un análisis de la esquina bimaterial cerrada que 

se muestra en la Fig. 8 entre la esquina de la lámina en 
contacto con la capa de adhesivo y el propio adhesivo. 
Esta esquina es particular dado que tiene una extrema 
cercanía (0.1 mm) a la chapa de aluminio (adherente 
inferior) y se podría cuestionar la representatividad del 
estado tensional asintótico "lejos" de la esquina. 
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Figura 8. Unión adhesiva y esquina analizada. 

 
Evaluando los exponentes y funciones características y 
obteniendo, mediante un modelo MEC del problema, 
los valores de los FITGs, se pueden evaluar las 
tensiones y desplazamientos en el entorno de la esquina. 
En particular se han evaluado tensiones y 
desplazamientos a una distancia de 0.0194 mm de la 
esquina (que representa un 20% del espesor del 
adhesivo). 
 
En las Figuras 9 y 10 se muestra la comparación (de ur 
y σθθ respectivamente) entre los resultados numéricos y 
los asintóticos, dados por (1). Se muestra la 
contribución de cada término del desarrollo 
independientemente, la suma de los dos primeros 
términos y de los tres primeros. Se observa que en este 
caso particular es necesario acudir al menos a una 
representación del estado asintótico, tanto en 
desplazamientos como en tensiones, que incorporen tres 
términos de dicho desarrollo en serie. 
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Figura 9. Desplazamiento ur en la esquina adhesiva. 
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Figura 10. Tensión σθθ en la esquina adhesiva. 

 
La idea preconcebida y muchas veces utilizada de que 
sólo el término más singular basta para dar un buen 
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 ajuste de las tensiones en el entorno de esquinas, queda 
por tanto en entredicho en configuraciones como la 
estudiada. 
 
La herramienta desarrollada tiene capacidad para incluir 
tantos términos como se desee. Con toda la información 
disponible, separada por modos (uno asociado a cada 
término) se puede caracterizar con detalle el estado 
tensional y es útil para comprender los distintos 
mecanismos de fallo que se pueden activar, 
dependiendo de los valores relativos de las Kk en cada 
modo. 
 
 
4.  ENSAYOS PRELIMINARES 
 
La caracterización de los estados singulares en el 
entorno de las esquinas multimateriales que aparecen en 
las uniones adhesivas metal-composite (Fig. 1) permite 
tratar de justificar los comportamientos de fallo 
observados experimentalmente. En la Fig. 11 se muestra 
la geometría ensayada y el instante del ensayo. 
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Figura 11. Ensayos sobre las uniones adhesivas. 

 
Tras las roturas, se inspeccionaron las superficies 
laterales de fractura, encontrándose dos trayectorias 
principales de fallo, las mostradas en las Figuras 12 y 
14 y que se corresponden respectivamente a los fallos 
encontrados respectivamente en uniones con laminado 
unidireccional [0º] (Fig. 12) con la fibra orientada en la 
dirección de la carga y con laminados cruzados [0/90/0] 
(Fig. 14). 
 

   
Figura 12. Fallo en laminados [0º]. 

En la Fig. 12 se observa que la trayectoria de fallo sale 
de la esquina bimaterial "cerrada" y sale con una 
orientación de 30º respecto de la vertical. 
 
Evaluando el estado tensional en el entorno de dicha 
esquina mediante (1) considerando tres términos del 
desarrollo en serie, se obtiene, para la componente σθθ 
(la más representativa ante el fallo observado) una 
distribución (Fig. 13) que tiene su máximo en el entorno 
del ángulo experimental observado (120º que 
corresponde con una inclinación de 30º respecto a la 
vertical). 
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Figura 13. Tensiones en la esquina con laminado [0º]. 

 
 
Para el caso de la esquina trimaterial que se origina en 
las uniones con un laminado [0/90/0] el fallo observado 
mayoritariamente (Fig. 14) pasa por la esquina 
bimaterial analizada anteriormente y progresa por la 
intercara vertical hasta alcanzar la nueva esquina 
trimaterial, desde donde cambia de dirección y discurre 
hacia el adhesivo. 
 
 

   
Figura 14. Fallo en laminados [0/90/0]. 

 
 
Un análisis similar al realizado en el caso anterior 
muestra (Fig. 15) muestra también valores máximos de 
la tensión σθθ en el entorno del ángulo experimental 
observado (135º que se corresponde con un ángulo de 
45º medido desde la intercara entre el borde del 
laminado y el rebose de adhesivo). 
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Figura 15. Estado tensional en esquina con [0/90/0]. 

 
 
5.  CONCLUSIONES 
 
En este trabajo se ha desarrollado una herramienta 
analítica, basada en el formalismo de Stroh de la 
elasticidad anisótropa para obtener la representación 
asintótica del estado tensional. 
 
La representación asintótica del estado tensional así 
obtenida, que es sólo dependiente de las características 
geométricas y mecánicas del entorno de la esquina bajo 
análisis, queda caracterizada por un sumatorio de i 
términos cuyo peso relativo (Ki) depende de la 
geometría global y estado de cargas. Para la 
determinación de dichos valores, se ha empleado un 
modelo numérico de Elementos de Contorno y se ha 
desarrollado un procedimiento de cálculo de dichos 
factores (Ki). El procedimiento desarrollado para el 
cálculo de Ki se basa en un procedimiento de mínimos 
cuadrados en desplazamientos que ha demostrado ser 
muy sencillo en su uso, robusto y preciso en sus 
resultados (en términos ingenieriles <2% en la gran 
mayoría de los casos). 
 
El conjunto del trabajo analítico y el numérico ofrece 
una poderosa herramienta para la caracterización de este 
tipo de esquinas. La aplicación a las esquinas 
multimateriales anisótropas que típicamente aparecen en 
las uniones adhesivas entre metales y materiales 
compuestos ha puesto de manifiesto la versatilidad y 
potencia de este tipo de caracterizaciones para la 
compresión de los mecanismos de transmisión de cargas 
a través de dichas esquinas. 
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