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RESUMEN

La unién entre materiales de distinta naturaleza genera puntos criticos en la estructura donde aparecen cambios bruscos
en la geometria y propiedades de los materiales (esquinas multimateriales). La teoria de la Elasticidad Lineal predice
tensiones no acotadas en estas esquinas, siendo por tanto zonas potencialmente criticas para la iniciacion de un dafio o
grieta cuya progresion puede arruinar la estructura. La caracterizacion del campo de tensiones en el entorno de estas
esquinas es por tanto fundamental para una mejor comprension de los mecanismos de fallo que pueden activarse.
Aproximando mediante un desarrollo en serie de términos singulares y no singulares el estado tensional en el entorno
de la esquina, en el presente trabajo se ha desarrollado una herramienta de algebra computacional que en un primer
bloque semianalitico obtiene los exponentes y funciones caracteristicas de cada término del desarrollo y en un segundo
bloque el peso relativo de cada término del desarrollo a partir de resultados numéricos obtenidos mediante el Método de
los Elementos de Contorno, no existiendo limitaciones para analizar simultaneamente multiples materiales de distinta
naturaleza (isétropo, transversalmente isdtropo, ortotropo, anisotropo).

ABSTRACT

Joining dissimilar materials leads some critical points in the structure to appear, where geometry and material properties
change abruptly (multimaterial corners). Lineal Theory of Elasticity predicts unbounded stresses at these multimaterial
corners, then being critical points where failure can initiate and then propagate up to the final failure of the structure.
The mechanical characterization of the neighbourhood of these multimaterial corners is then important for a better
understanding of the failure mechanisms which can be activated. Representing the asymptotic stress field by means of a
series expansion, with singularity and regular terms, in the present work a tool has been developed which, in a first part
obtains the characteristic exponents and functions, and in a second part evaluates the relative weight of each one of
these terms. The algebraic tool developed allows the analysis of multimaterial corners with dissimilar materials and
dissimilar behaviour laws (isotropic, transversely isotropic, orthotropic, etc).

PALABRAS CLAVE: Elasticidad anisotropa, esquinas multimateriales, uniones adhesivas, materiales compuestos.

1. INTRODUCCION Intensificacion de Tensiones (Apartado 3). También se
ha realizado un programa preliminar de ensayos
experimentales  para  tratar de  analizar la
representatividad de dicho estado tensional en el fallo

de la union.

En multitud de procedimientos de fabricacion en los que
finalmente haya que unir materiales de distinta
naturaleza, como en las uniones adhesivas y en
aplicaciones microelectronicas, se generan geometrias
de esquinas multimateriales. Los cambios bruscos en las
propiedades mecanicas de los materiales, unido a las
geometrias tipicas de esquinas re-entrantes que se
generan en estas uniones, originan que el estado
tensional que predice la Teoria de la Elasticidad Lineal
no esté acotado en estos puntos.

2. EXPONENTES Y FUNCIONES
CARACTERISTICAS

Suponiendo un sistema polar (r,6) centrado en el vértice
de la esquina, las tensiones y los desplazamientos en el
entorno de dicha esquina, se pueden expresar como un
desarrollo en serie:

Estas esquinas se convierten en puntos potencialmente
peligrosos donde se puede iniciar el fallo y por lo tanto,
una detallada caracterizacion del estado tensional en el

entorno de los mismos es imprescindible para una mejor
compresion de los mecanismos de fallo que se puede
generar en dichas esquinas. Dicha caracterizacion se ha
realizado en dos etapas: obteniendo los exponentes y
funciones caracteristicas (Apartado 2) y los Factores de
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donde A4; son los exponentes caracteristicos (siendo
0=1- 4; los 6rdenes de singularidad en tensiones), f;(6)
y gi(0) las funciones caracteristicas, K son los Factores
de Intensificacién de Tensiones Generalizados (FITGs
en adelante) y L una longitud caracteristica.

Bajo la hipotesis de deformacion plana generalizada
(u= ux,), i=1,2,3 y a=1,2), utilizando el formalismo de
Stroh [1,2] de la elasticidad anisétropa, y utilizando una
original idea de Ting [3] que utiliza el concepto de
matriz de transferencia, se ha desarrollado una
herramienta que permite la evaluacion de los
exponentes y funciones caracteristicas en esquinas de n
materiales con cualquier tipo de ley de comportamiento
elastica lineal.

Se supone adhesion perfecta entre los materiales que
componen la esquina y se permiten casi todas las
condiciones de contorno homogéneas y ortogonales en
las caras externas. Se pueden asimismo analizar
esquinas "cerradas" en las que no existen caras externas
y todos los materiales estdn unidos entre si. Los
exponentes caracteristicos se obtienen numéricamente
de las raices de la ecuacion caracteristica que se
obtienen respectivamente para esquinas abiertas y
cerradas, de los determinantes:

RP) =0 y [Ky(A)-1=0, @)

siendo I la matriz identidad 6x6, y que dependen
exclusivamente de las propiedades elasticas de los
materiales que confluyen a la esquina, de la geometria
local y de las condiciones de contorno. Los detalles y
estructura de la ecuacion caracteristica se detallan en
Barroso et al. [4].

Las mejoras mas significativas de la herramienta
desarrollada, frente a herramientas precedentes, radican
en la capacidad de incluir en los andlisis materiales que
en el marco del formalismo de Stroh se conocen como
materiales degenerados, cuyo manejo en el formalismo
es de una complejidad muy superior, ver [S y 6], y la
independencia del tamafio del determinante en la
ecuacion caracteristica (2) con el nimero de materiales
y las condiciones de contorno.

La herramienta se ha verificado con éxito con
numerosos casos de la bibliografia y se ha aplicado a la
determinacion de exponentes y funciones caracteristicas
en las esquinas multimateriales que tipicamente
aparecen en uniones adhesivas a solape entre materiales
metalicos y materiales compuestos, como la mostrada
en la Fig. 1, en la que los puntos indican la presencia de
esquinas multimateriales.

Se han considerado las siguientes propiedades
ortotropas para el compuesto carbono-epoxy AS4/8552:
(E11:141.3 GPa, E22:E33:9.58 GPa, G12:G13:5.0 GPa,
G»=3.5 GPa, v,=113=0.3, 13=0.32) mientras que el
adhesivo (isotropo) tiene (£=3.0 GPa, v=0.35) y el

aluminio (también isétropo) tiene (£=6.867 GPa,
v=0.33).

a: adhesivo

m: metal

c: composite

¢: @ngulo de la fibra

4m  4c (0°,45°90°%),

Im
1c (0°,45°,90°)

Figura 1. Esquinas en una union adhesiva.

Algunos resultados obtenidos con el uso de la
herramienta, se muestran en la Fig. 2, en la que se han
evaluado los exponentes caracteristicos de la esquina
trimaterial formada por el extremo de dos laminas del
laminado de carbono en contacto con el rebose del
adhesivo. En particular, en la Fig. 2 se ha fijado la
orientacion de la fibra en una de las laminas (135°)
mientras que la otra se deja variar entre 0 y 180°, dando
para ¢=135° valores nulos, dado que la configuracion de
esquina desaparece.
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Figura 2. Exponentes caracteristicos.
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Como se muestra en la Fig. 2, la herramienta tiene
capacidad de evaluar exponentes complejos conjugados.
Asimismo, las funciones caracteristicas, que dan
informacion de la dependencia angular de los
desplazamientos y tensiones, se pueden evaluar
numéricamente para cada exponente caracteristico,
teniendo una informacion exhaustiva por cada modo
(singular o no) de los términos del desarrollo en serie
supuesto en (1).

En la Fig. 3 se muestran dichas funciones para el caso
(135°,90°) y el primer modo singular 6=0.077618. Los
desplazamientos y tensiones mostrados en la Fig. 3 se
han normalizado de acuerdo a Pageau et al. [7], de tal
manera que Oygg-o=1/(2 7[)5.
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Figura 3. Funciones caracteristicas.

3. FACTORES DE INTENSIFICACION DE
TENSIONES GENERALIZADO

Para la evaluacion del peso de cada término del
desarrollo en serie (1), se va a emplear un método de
ajuste por minimos cuadrados analogo al utilizado por
Munz y Yang [8] en el post proceso de los resultados
obtenidos por Elementos Finitos. En el procedimiento
desarrollado en este trabajo, los FITGs (K}) se obtienen
mediante la minimizaci¢on de la funcién de error:

Ink,,...K,)=

A N M X (3)
= z z z u{‘yﬂ (r,,0,)—u (r,,0,,K .., K,{)l2

a=1 j=0 n=1

que evalaa la diferencia (al cuadrado) entre la solucion
asintotica u™ (que tiene como incognitas solo a las Kj)
y una solucion numérica u**“ (evaluada mediante un
modelos de Elementos de Contorno, MEC en adelante).
La minimizacién de la funcién IT (3) mediante el
sistema de ecuaciones lineales:

o(K,,...K,)
oK,

1

0, (@=1,..%. @)

da una solucion para K;.. En (3) aparecen tres
sumatorios: a) el nimero de aristas (j), b) el nimero de
componentes del campo de desplazamientos (o=1 6 2) y
¢) el nimero de puntos (n) donde se evalta la diferencia
entre la solucion asintotica en cada arista (j) dada por

(1) y la numérica. Dado que en el modelo numérico
utilizado, basado en el MEC, s6lo se discretizan los
contornos de los materiales, el término "aristas" se
refiere precisamente a cuantas de estas interfases entre
materiales o caras externas, que confluyen a la esquina,
se incorporan a la evaluacion del error cuadratico.

Esta herramienta también ha sido verificada con
trabajos de referencia publicados. Comentarios muy
interesantes acerca de la fiabilidad de muchos de los
resultados publicados se pueden encontrar en Helsing y
Jonsson [9]. Asimismo, la dificultad para la
comparacion con trabajos precedentes es alta para casos
de esquinas con presencia de materiales no isotropos,
dado que en muchos casos no se dispone ni numérica ni
analiticamente de las funciones caracteristicas. Dicha
informacion es fundamental a la hora de estandarizar y
normalizar los resultados de los FITGs. En este trabajo
se ha seguido la propuesta de Pageau et al. [7] para
normalizar los resultados de K.

Analizando el problema de referencia de Helsing y
Jonsson [10] (Fig. 4) se ha realizado adicionalmente un
exhaustivo analisis del mejor grupo de nodos en los que
realizar el ajuste

20
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0

Figura 4. Problema bajo estudio, ref. [10].

En la Fig. 4 se muestra en ordenadas el error (en %)
respecto al valor de referencia, para el caso sencillo de
una esquina reentrante de 90° en un material isétropo.
La grafica de la derecha muestra los errores asociados a
todas las combinaciones de nodos consecutivos en las
aristas inclinadas que confluyen al vértice. Se han
tomado las dos componentes u, y uy. Los ejes de abcisas
representan respectivamente el primer y ultimo nodo en
la arista inclinada que confluye al vértice, considerados
para el ajuste en la expresion (3).

El grafico muestra efectivamente como los mayores
errores aparecen cuando para el ajuste se utilizan pocos
nodos cercanos al vértice, donde los errores asociados a
la discretizaciéon son mayores y a grupos de nodos
alejados del vértice por falta de representatividad del
estado tensional asintdtico respecto a la dada por (1). En
el caso de no disponer de valores de referencia, en
problemas nuevos, es imprescindible analisis de
convergencia para asegurar la calidad de los resultados.
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Otro problema de referencia es el de Qian y Akisanya
[11] que se muestra en la Fig. 5, con dos materiales
isotropos. Tras la evaluacion de los exponentes,
funciones caracteristicas y los FITGs (K}) obtenidos con
la herramienta desarrollada, se comparan en la Fig. 6 los
desplazamientos y Fig. 7 las tensiones, obtenidos
utilizando (1) con los resultados de [11] y los resultados
numéricos del modelo MEC en puntos internos situados
a una distancia r=0.1 & del vértice.
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Figura 5. Problema bajo estudio, ref [11].

El ajuste de la representacion asintotica y los resultados
numéricos es buena en ambos casos, aun si bien se
aprecia un mejor ajuste de los resultados obtenidos en
este trabajo, que los encontrados con los resultados
propuestos en [11].
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Figura 6. Esquina bimaterial - desplazamientos.
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se muestra en la Fig. 8 entre la esquina de la lamina en
contacto con la capa de adhesivo y el propio adhesivo.
Esta esquina es particular dado que tiene una extrema
cercania (0.1 mm) a la chapa de aluminio (adherente
inferior) y se podria cuestionar la representatividad del
estado tensional asintotico "lejos" de la esquina.

Figura 8. Union adhesiva y esquina analizada.

Evaluando los exponentes y funciones caracteristicas y
obteniendo, mediante un modelo MEC del problema,
los valores de los FITGs, se pueden evaluar las
tensiones y desplazamientos en el entorno de la esquina.
En particular se han evaluado tensiones Yy
desplazamientos a una distancia de 0.0194 mm de la
esquina (que representa un 20% del espesor del
adhesivo).

En las Figuras 9 y 10 se muestra la comparacion (de u,
y Ogg respectivamente) entre los resultados numéricos y
los asintoticos, dados por (1). Se muestra la
contribucion de cada término del desarrollo
independientemente, la suma de los dos primeros
términos y de los tres primeros. Se observa que en este
caso particular es necesario acudir al menos a una
representacion del estado asintdtico, tanto en
desplazamientos como en tensiones, que incorporen tres
términos de dicho desarrollo en serie.
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Figura 9. Desplazamiento u, en la esquina adhesiva.
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Figura 7. Esquina bimaterial - tensiones.

La herramienta se ha aplicado también a las esquinas
multimateriales que se originan en las uniones
adhesivas mostradas en la Fig. 1. En concreto, se
presenta un analisis de la esquina bimaterial cerrada que
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Figura 10. Tension oygen la esquina adhesiva.

La idea preconcebida y muchas veces utilizada de que
solo el término mas singular basta para dar un buen
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ajuste de las tensiones en el entorno de esquinas, queda
por tanto en entredicho en configuraciones como la
estudiada.

La herramienta desarrollada tiene capacidad para incluir
tantos términos como se desee. Con toda la informacion
disponible, separada por modos (uno asociado a cada
término) se puede caracterizar con detalle el estado
tensional y es util para comprender los distintos
mecanismos de fallo que se pueden activar,
dependiendo de los valores relativos de las K en cada
modo.

4. ENSAYOS PRELIMINARES

La caracterizacion de los estados singulares en el
entorno de las esquinas multimateriales que aparecen en
las uniones adhesivas metal-composite (Fig. 1) permite
tratar de justificar los comportamientos de fallo
observados experimentalmente. En la Fig. 11 se muestra
la geometria ensayada y el instante del ensayo.

chapa de

aluminio
auxiliar / V
= i

[ 3 V zona de

caamea % {reumeaa
50 mm mordaza

mordaza 12.5 620 mm 30 mm

-

Figura 11. Ensayo sobre las uniones adhesivas.

Tras las roturas, se inspeccionaron las superficies
laterales de fractura, encontrandose dos trayectorias
principales de fallo, las mostradas en las Figuras 12 y
14 y que se corresponden respectivamente a los fallos
encontrados respectivamente en uniones con laminado
unidireccional [0°] (Fig. 12) con la fibra orientada en la
direccion de la carga y con laminados cruzados [0/90/0]
(Fig. 14).

trayectoria
de fallo

Adhesivo_ 4

Laminado [0°]

Figura 12. Fallo en laminados [0°].

En la Fig. 12 se observa que la trayectoria de fallo sale
de la esquina bimaterial "cerrada" y sale con una
orientacion de 30° respecto de la vertical.

Evaluando el estado tensional en el entorno de dicha
esquina mediante (1) considerando tres términos del
desarrollo en serie, se obtiene, para la componente oy
(la mas representativa ante el fallo observado) una
distribucion (Fig. 13) que tiene su maximo en el entorno
del éngulo experimental observado (120° que
corresponde con una inclinacion de 30° respecto a la
vertical).

angulo
Figura 13. Tensiones en la esquina con laminado [0°].

Para el caso de la esquina trimaterial que se origina en
las uniones con un laminado [0/90/0] el fallo observado
mayoritariamente (Fig. 14) pasa por la esquina
bimaterial analizada anteriormente y progresa por la
intercara vertical hasta alcanzar la nueva esquina
trimaterial, desde donde cambia de direccion y discurre
hacia el adhesivo.

trayectoria
de fallo

Adhesivo

gura 14. Fallo en laminados [ 0/970] .

Un analisis similar al realizado en el caso anterior
muestra (Fig. 15) muestra también valores maximos de
la tension oy en el entorno del angulo experimental
observado (135° que se corresponde con un angulo de
45° medido desde la intercara entre el borde del
laminado y el rebose de adhesivo).
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angulo

Figura 15. Estado tensional en esquina con [0/90/0].

5. CONCLUSIONES

En este trabajo se ha desarrollado una herramienta
analitica, basada en el formalismo de Stroh de la
elasticidad anisotropa para obtener la representacion
asintdtica del estado tensional.

La representacion asintdtica del estado tensional asi
obtenida, que es s6lo dependiente de las caracteristicas
geométricas y mecanicas del entorno de la esquina bajo
analisis, queda caracterizada por un sumatorio de i
términos cuyo peso relativo (K;) depende de la
geometria global y estado de cargas. Para la
determinacion de dichos valores, se ha empleado un
modelo numérico de Elementos de Contorno y se ha
desarrollado un procedimiento de calculo de dichos
factores (K;). El procedimiento desarrollado para el
calculo de K; se basa en un procedimiento de minimos
cuadrados en desplazamientos que ha demostrado ser
muy sencillo en su uso, robusto y preciso en sus
resultados (en términos ingenieriles <2% en la gran
mayoria de los casos).

El conjunto del trabajo analitico y el numérico ofrece
una poderosa herramienta para la caracterizacion de este
tipo de esquinas. La aplicacion a las esquinas
multimateriales anisotropas que tipicamente aparecen en
las uniones adhesivas entre metales y materiales
compuestos ha puesto de manifiesto la versatilidad y
potencia de este tipo de caracterizaciones para la
compresion de los mecanismos de transmision de cargas
a través de dichas esquinas.
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