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Capitulo 1

Introduccién

La pregunta ;qué es un vidrio? no tiene una respuesta sencilla. En los experi-
mentos reales se observa que cuando se disminuye la temperatura de una gran
variedad de sustancias de un modo suficientemente ripido éstas vitrifican,
es decir, quedan congeladas en un estado que es incapaz de relajar sobre la
escala de tiempos accesible experimentalmente. Muchas aleaciones metalicas,
polimeros, compuestos simples como el Si O, presentan un comportamiento
sorprendentemente similar en este tipo de experimentos, y también en otros,
como el recalentamiento desde el estado “vitreo” hasta altas temperaturas,
relajacién a temperatura constante, etc.

Las consideraciones hechas en el parrafo anterior sefialan dos de los proble-
mas bésicos con que hay que enfrentarse al estudiar los vidrios. El primero y
mas fundamental es que el estado vitreo es un estado de no equilibrio, y como-
consecuencia no hay una teorfa bien estructurada que le sea aplicable. En
particular, las propiedades del vidrio dependen de toda la historia térmica del
sistema. El segundo problema radica en la gran variedad de sustancias, muy
diferentes desde el punto de vista de estructura, composicién, propiedades
fisicas y quimicas, que muestran el mismo tipo de comportamiento. Esto
plantea la cuestién de si existe un tnico mecanismo, o varios, responsable
de la conducta “anémala” de estos materiales, producida fundamentalmente
por el rapido crecimiento del tiempo de relajacién a bajas temperaturas.

El estudio de modelos “realistas” de vidrios es muy complicado desde un
punto de vista tedrico, aunque en principio son abordables mediante técnicas
numéricas de dindmica molecular. Esto ha llevado al planteamiento de un -
gran nimero de modelos “sencillos” que emulan, al menos de modo parcial,
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el comportamiento dindmico de los vidrios reales. Estos modelos suelen tener
una dindmica relativamente simple, muchas veces basada en formulaciones
de ecuacién maestra, que sin embargo es muy distinta en cada modelo. Por
ejemplo, algunos modelos introducen restricciones dinamicas en las reglas
que definen las posibles transiciones entre estados del sistema, mientras que
otros estan basados en la presencia de una serie de barreras energéticas. No
obstante, al igual que sucede en los vidrios reales, el comportamiento de todos
estos modelos en experimentos de relajacion, enfriamiento, calentamiento,
etc. es cualitativamente el mismo.

A pesar de ello, el estudio de modelos sencillos es interesante. En primer
lugar permite identificar mecanismos que conducen a un comportamiento
dindmico similar al de los vidrios reales, lo que puede tener una correspon-
dencia en el caso de estos dltimos. Asimismo, también es posible extraer
conclusiones a partir de las limitaciones de cada modelo, esto es, qué tipo
de experimentos no puede describir. Por ultimo, hay que hacer una consi-
deracion de orden préactico: son mucho mas sencillos que cualquier modelo
“realista’ y, aun cuando no se puedan resolver analiticamente, su simulacién
en el ordenador es menos costosa. Por supuesto en esta Memoria analizare-
mos algunos modelos sencillos, que ademads pueden resolverse analiticamente.

Nuestro propdsito a lo largo de toda esta Memoria sera entender qué
parte de la conducta “anémala” de los vidrios y los liquidos sobreenfriados es
consecuencia de supuestos muy generales. Aun cuando estudiemos modelos
concretos, siempre intentaremos resaltar qué comportamientos son previsible-
mente “universales”, comunes a muchos sistemas. Hemos diferenciado entre
vidrios y liquidos sobreenfriados porque un vidrio, hablando con propiedad,
es el estado de la materia en que el sistema estd “congelado”, no evoluciona
sobre la escala de tiempos del experimento. Los experimentos de relajacién,
que muestran una fenomenologia muy rica, se realizan en la regién de liquido
sobreenfriado para temperaturas cercanas, pero superiores, a la temperatura
de transicién al estado vitreo.

Dedicaremos una atencién especial a los modelos cuya dindmica se for-

mula en base a una ecuacién maestra, utilizados con mucha frecuencia en la
bibliografia. En particular, consideraremos la relajacién del sistema a tempe-
ratura constante y también su dindmica en procesos tales que la temperatura
varia en el tiempo. En el primer caso, la teoria existente para probabilidades
de transicién independientes del tiempo es aplicable, pero en el segundo no
hay un cuerpo tedrico bien estructurado, ya que las probabilidades de tran-



sicién dependen del tiempo. Senalemos que en nuestro estudio la ecuacion
maestra sera considerada como un punto de partida, esto es, no intentaremos
en ningun caso deducirla a partir de primeros principios.

Antes de describir la organizacién de esta Memoria es necesario hacer un
ultimo comentario. Los sistemas que son el objeto de nuestra investigacion
no poseen desorden intrinseco, es decir, no consideramos los vidrios de espin
sino vidrios estructurales. Estos 1iltimos son desordenados desde un punto de
vista configuracional, esto es, su estado no corresponde a un tnico minimo
del potencial de interaccién en el espacio de configuracién.

El Capitulo 2 de esta Memoria se dedica a revisar (brevemente) la feno-
menologia de los vidrios estructurales, en tres grandes apartados: relajacion
lineal, procesos de enfriamiento y, por 1ltimo, procesos de calentamiento
y ciclos térmicos. Por supuesto, existe una bibliografia muy extensa sobre
estos puntos, pero aqui resumiremos los hechos que son fundamentales para
el trabajo que se desarrollard posteriormente. El objetivo es dotar a esta
Memoria de un caracter autocontenido, dentro de lo posible.

En el Capitulo 3 se analizaran mas detenidamente los procesos de rela-
jacién. Concretamente, se prestard atencién a la forma de la funcién de
respuesta lineal, que suele ajustarse experimentalmente a una funcién bipara-
métrica, la exponencial extendida o funcion KWW. Primero revisaremos de
modo conciso una serie de modelos que predicen este tipo de relajacion
analiticamente, indicando sus limitaciones. También se presenta un argu-
mento sencillo que explica, en nuestra opinién, por qué la funciéon KWW se
observa con tanta generalidad. Finalmente estudiaremos analiticamente la
relajacién de la energia media en el modelo de Ising monodimensional con
dindmica de Glauber. Veremos que el razonamiento sencillo antes desarro-
llado puede aplicarse, y demostraremos que la funcién respuesta esta descrita
por una exponencial extendida a bajas temperaturas, en un intervalo amplio
de tiempos y de valores de la funcién de relajacién.

El estudio de propiedades generales de una ecuacién maestra general, con
probabilidades de transicién dependientes del tiempo, es el objeto de estudio
del Capitulo 4. Este formalismo es habitual en aquellos sistemas descritos
mediante ecuaciones maestras en los que la temperatura u otro paradmetro
intensivo depende del tiempo, como es el caso de los procesos de enfriamiento
y calentamiento. En particular, se demostrara un teorema H para estas ecua-
ciones, lo que implica la existencia de una solucién especial de la ecuacién
maestra, la solucién normal, a la que se aproximan todas las deméas. También




6 CAP/TULO 1. INTRODUCCION

se analizard la vuelta del sistema al equilibrio en procesos de calentamiento,
asi como las dos posibles definiciones de entropia para estos sistemas. La
entropia estadistica se define como un funcional de la distribucién de pro-
babilidades del sistema, mientras que la entropia calorimétrica depende del
intercambio de calor del mismo. Se probarda que estas definiciones no son
equivalentes pero que verifican una desigualdad anédloga a la de Clausius, la
cual permite acotar la entropia estadistica de un estado dado. Finalmente,
se aplicaran estos resultados a un sistema de dos niveles, el modelo mas sen-
cillo que presenta una transicién vitrea cuando se enfria continuamente hasta
T = 0K.

En el Capitulo 5 estudiamos el comportamiento dinamico del modelo de
Ising cuando es sometido a procesos de enfriamiento y calentamiento. Se ana-
liza la congelacién del sistema durante el proceso de enfriamiento, asi como
la anchura de la transicién desde la curva de equilibrio al estado “vitreo”.
También se considera el calentamiento del sistema desde el estado vitreo
hasta altas temperaturas, observandose fenémenos de histéresis analogos a
los vistos en los vidrios reales. En este modelo, como ya sucedia en el sistema,
de dos niveles, esto es consecuencia de que existe una solucién normal para el
proceso de calentamiento. Por ltimo, se dedica un apartado al estudio del
calor especifico, cuyo comportamiento en procesos de enfriamiento y calen-
tamiento es sorprendentemente similar al que exhiben los vidrios reales. A lo
largo de todo el capitulo se intenta trabajar con razonamientos muy generales,
que sean facilmente trasladables a otros modelos.

Las principales conclusiones de esta Memoria se exponen en el Capitulo
6. Finalmente, los Apéndices se dedican al examen de algunas materias de
interés que no se detallan en los capitulos. anteriores.



Capitulo 2

Vidrios estructurales

2.1 Introduccidon

Un vidrio estructural es “un material cuyas propiedades mecanicas son simi-
lares a las de un sdlido cristalino, pero cuya estructura se asemeja més a la
de un liquido” [1]. En este sentido, los vidrios son materiales que presentan
desorden estructural. Otra manera habitual de describir un vidrio es como
un liquido muy viscoso (con valores de la viscosidad de hasta 10! Poise), de
modo que en la escala de tiempo de los experimentos no fluye, ni tampoco
muestra reordenamientos estructurales. En general, el tiempo de relajacién
experimental 7 estd relacionado con la viscosidad tangencial  mediante la
relacién 7 = K7, siendo K una constante con unidades de presién y que
depende del tipo de experimento. En experimentos de relajacién mecénica
K coincide con el médulo de cizalla, con valores tipicos de 10'°dinas/ cm?
[2]. En consecuencia, para un valor de la viscosidad de 103 P el tiempo de
relajacién es muy grande, del orden de horas. Para otro tipo de experimentos
K toma valores similares, por lo que el resultado para el tiempo de relajacién
es analogo.

i Cémo se prepara un vidrio en el laboratorio? Un procedimiento habitual
es el enfriamiento rapido de un liquido, de modo que se evite la cristalizacién.
Esto es necesario ya que viscosidades del orden de magnitud antes apuntado
s6lo se pueden obtener en la regién de liquido sobreenfriado. Las velocidades
de enfriamiento necesarias para evitar la cristalizacién varfan mucho de unas
sustancias a otras. Los materiales mas adecuados para ser vitrificados son
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aquéllos cuyo estado cristalino es dificilmente accesible o no existe, de modo
que incluso con velocidades de enfriamiento muy pequefias no cristalizan.
Este es el caso de ciertos liquidos poliméricos (aticticos). Por el contrario,
los vidrios metélicos han de ser enfriados muy rapidamente para soslayar el
problema de la cristalizacién. Existen otros métodos para conseguir vidrios
en el laboratorio (electrodeposicién, reacciones quimicas en aleaciones), pero
en esta Memoria nos centraremos en la obtencion de vidrios mediante proce-
sos de enfriamiento.

La transicién vitrea que se observa experimentalmente es un fenémeno
puramente cinético, consecuencia de que el tiempo de relajacion del sistema
se vuelve comparable al tiempo caracteristico del programa de enfriamiento
seguido (esto es, el inverso de la velocidad de enfriamiento) para un cierto
valor de la temperatura, 7,. Para temperaturas superiores a T el sistema
estd en equilibrio termodindmico (metaestable) sobre la curva del liquido so-
breenfriado, mientras que para temperaturas inferiores a 7T} el sistema se sale
del equilibrio y cesan los reordenamientos estructurales. En esta region, la
dependencia de las magnitudes termodindmicas respecto de la temperatura
puede explicarse basicamente a partir de la contribucién de los grados de
libertad vibracionales. Para T < T, decimos que el material es un vidrio
ya que, aunque su estructura es similar a la del liquido a partir del cual se
ha formado, el coeficiente de dilatacidn, el calor especifico, etc. toman val-
ores comparables a los del sélido cristalino a la misma temperatura. Una
representacion esquematica de este fenémeno, para una cierta propiedad ter-
modinamica p, se muestra en la Figura 2.1.

El fenémeno cinético descrito en el parrafo anterior se denomina transi-
cién vitrea de laboratorio (TVL) y, en principio, cualquier material puede
vitrificarse si se enfria de un modo suficientemente rapido. Como ya hemos
esbozado anteriormente, existen muchos materiales (polimeros, aleaciones
metalicas, algunos liquidos organicos) que presentan una TVL para veloci-
dades de enfriamiento accesibles en el laboratorio. Sin embargo, el ejemplo
mas conocido, la transicién de Si 0, liquido a Si O, vitreo es, en palabras |
de C. A. Angell [3], “un fenémeno casi sin ningdn interés”. Esto es debido a
que el tiempo de relajacién crece al disminuir la temperatura segin una ley
de tipo Arrhenius, y lo que se observa en el laboratorio es simplemente que
el tiempo necesario para equilibrar el sistema se vuelve cada vez mayor al
disminuir la temperatura. El origen del gran interés que existe actualmente
en la transicion vitrea se debe al comportamiento “andémalo” que presenta la
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LIQUIDO

VIDRIO

CRISTAL

T,
T

Figura 2.1: Representacion esquemdtica del fendmeno de la transicidn vitrea
de laboratorio discutido en el texto. La temperatura T, es aquélla para la
cual se produce la transicidn desde el estado de equilibrio sobre la curva del
liquido sobreenfriado al estado vitreo.

relajaciéon de muchos materiales poliméricos, i6nicos y metélicos a tempera-
turas cercanas, pero superiores, a aquélla a la que vitrifican. Es importante
sefialar que la temperatura de transicién vitrea no es en rigor tnica, sino que
depende de la velocidad de enfriamiento. Sin embargo, se observa experimen-
talmente una variacién suave con ésta, y a veces se define la temperatura de
transicién vitrea T, como aquélla para la cual la viscosidad es igual a 1013 P
[3].

En el resto de este capitulo, estudiaremos tres aspectos de la fenomeno-
logia de los vidrios estructurales: procesos de relajacién, procesos de enfria-
miento y procesos de calentamiento. En cada uno de ellos nos centraremos en
los comportamientos que son practicamente generales, comunes a una gran
variedad de sustancias, y comentaremos brevemente algunas de las teorias
fenomenoldgicas que se han propuesto en la bibliografia.
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2.2 Procesos de relajacion

Consideremos en primer lugar el comportamiento de los liquidos viscosos y
vidrios tras una perturbacién. Para ser concretos, nos ceniiremos al caso en
que la perturbacién consiste en un salto de temperatura. En otros tipos de
experimentos de relajacién (dieléctricos, dispersién cuasieldstica de luz, etc.)
los resultados son cualitativamente similares.

Nos centraremos en el estudio de la respuesta lineal del sistema, esto es,
su respuesta tras un salto infinitesimal de temperatura. Sea una propiedad p
tal como la densidad, la entalpia o la magnetizacion, cuyo valor de equilibrio
(estable o metaestable) po(T') es funcién de la temperatura T'. Habitualmente
po(T') es una funcién suave de la temperatura en la regién delimitada por
la temperatura de fusién, TF, y la temperatura de transicién vitrea, Tj.
Tipicamente p varia en un factor entre 2 y 4 en este rango, mientras que la
viscosidad o el tiempo de relajacién varian hasta 13 drdenes de magnitud en
el mismo intervalo de temperaturas.

En la Figura 2.2 se muestra de modo cualitativo la evoluciéon temporal
de la propiedad p tras un salto instantineo de temperatura AT desde la
temperatura 73 hasta la temperatura 75. En una primera etapa se produce
una variacién muy ripida de la propiedad p (curva AB). El tiempo en el
que se produce este cambio es pequeno comparado con el tiempo necesario
para modificar la temperatura o con la resolucién del aparato de medida. En
esta etapa se produce la relajacion de las vibraciones de la red a las ampli-
tudes caracteristicas de la nueva temperatura, pero también hay contribu-
ciones estructurales que son demasiado rdpidas para poder ser observadas
experimentalmente, como, por ejemplo, fenémenos localizados de relajacién
de defectos. Dada la rapidez con que se produce esta primera relajacién,
suele denominarse etapa de variacién “instantanea” de la propiedad p.

A continuacién tiene lugar un cambio mucho mas lento de p (curva BC
de la Figura 2.2), que es lo que se denomina relajacidn estructural. Esta
relajacion, sobre una escala de tiempos mucho mayor, corresponde a reorde- -
namientos estructurales mds complejos y que requieren un cierto grado de
cooperatividad. Si denominamos Ap(t) a la diferencia entre p(t), el valor de
p en el instante t, y el valor de equilibrio po(73), la funcién de relajacién ¢(t)

se define como
_ Ap(®) _ p(t) — po(T2) - |
#l) = Ap(0t) — p(0t) — po(T2) (2.1)
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po(T1) \A
p(0t) | \B
Ap(t)
po(T2) c
Int

Figura 2.2: Imagen cualitativa de la relajacion de una propiedad ter-
modindmica p tras un salto de temperatura.

donde p(07%) es el valor de p tras la variacién “instantanea”, esto es, el valor

de p en el punto B de la Figura 2.2. Los modelos sencillos que se utilizan para
describir el comportamiento vitreo no muestran esta relajacién instanténea
inicial y, por tanto, en ellos p(0*) = p(0). Notemos que, aunque en la
notacién que hemos introducido no se hace explicito, la funcién respuesta ¢
depende de la propiedad p que consideremos, y de las temperaturas inicial y
final T} y T, respectivamente (o, de un modo equivalente, de la temperatura
final T3 y del salto de temperaturas AT = T, — T}).

La funcién de relajacién en respuesta lineal se define como el limite de
la Ecuacién (2.1) cuando el salto de temperatura AT tiende a cero. Por
consiguiente, la funcién respuesta sélo depende del tiempo y de la tempera-
tura final T en ese limite, mientras que en el caso mas general de respuesta
no lineal si serd importante el signo y la magnitud de la perturbacién AT.
Para temperaturas cercanas a la temperatura de fusién T, pero en la re-
gién de liquido sobreenfriado (T' < TF), la funcién de respuesta lineal tiene
generalmente la forma

4(t) = exp(~t/7), 22)
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esto es, la relajacidon es exponencial, con un unico tiempo caracteristico 7,
que en este rango de temperaturas suele estar descrito por una ley de tipo

Arrhenius,
E
7(T) o exp (M) , (2.3)

con una energia de activacién constante E. Los liquidos de bajo peso mole-
cular se ajustan a la Ecuacién (2.3) mejor que los poliméricos, pero esto no
es un punto crucial en nuestra discusion.

Consideremos ahora una regién de temperaturas mas bajas, en la que el
fluido puede considerarse ya realmente un liquido viscoso, pero superiores a
la temperatura de transicién vitrea, que aqui tomaremos como aquélla para
la que n = 10! P. En base a distintos experimentos de relajacién (relajacién
dieléctrica, dispersién de luz, saltos de temperatura) se ha establecido que la
respuesta lineal de los liquidos viscosos en las proximidades de la transicion
vitrea es no exponencial [4]-[7]. Una funcién empirica, denominada funcién

KWW (Kohlrausch-Williams-Watts) [1, 2, 8],
(t) = exp [—(t/7)"] , (2.4)

describe bien los resultados de estos experimentos de respuesta lineal, con
0 < # < 1. La Ecuacién (2.4) no es, en general, vilida en los limites para -
tiempos muy cortos o muy largos, pero representa un ajuste muy bueno en
la ventana experimental de tiempos intermedios [1, 9].

Ademas de la Ecuacién (2.4) existen otros ajustes empiricos para la fun-
cién de relajacién, como la funcién de Cole-Davidson {10}, utilizada funda-
mentalmente en experimentos de relajacién dieléctrica, que tiene la forma

I'(Bep,t/Tep)
I(Bep)

con 0 < Bcp < 1. En el numerador, I" representa la funcién Gamma incom-
pleta [11], mientras que en el denominador es la funcién Gamma habitual. -
Aunque la forma funcional de las Ecuaciones (2.4) y (2.5) es muy diferente,
se ha probado numéricamente su equivalencia [12] para describir datos ex-
perimentales, y se han obtenido relaciones entre los parametros 8, Bcp y
T, Tcp presentes en ambas ecuaciones. Con todo, en la actualidad es maés
comun representar los datos experimentales por una funcién KWW, y ésa .
sera la opcién que tomaremos en esta Memoria. De hecho, la magnitud de

¢(t) = (2.5)
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los parametros 3, 7 y su dependencia respecto de la temperatura se emplean
para clasificar los liquidos sobreenfriados en diferentes categorias, tales como
las de liquidos fuertes y frigiles propuesta por Angell [13, 14].

Los liquidos fuertes son materiales de tipo reticular, como el Sz 0, o el
Ge O,, que poseen una estructura tridimensional que es muy resistente frente
- a variaciones de temperatura y presién. La respuesta lineal de los liquidos
fuertes estd caracterizada por un tiempo de relajacién de tipo Arrhenius,
Ecuacién (2.3), con una energia de activacién E grande, pero independiente
de la temperatura. El exponente 3 varia en el intervalo 0.8-1, y es una funcién
muy suave de la temperatura, tomando valores muy préximos a la unidad en
casi todo el rango de temperaturas, para disminuir ligeramente muy cerca de
la transicién vitrea. Por tanto, los liquidos sobreenfriados “fuertes” tienen
propiedades de respuesta lineal bastante similares a los liquidos simples por
encima de la temperatura de fusién, es decir relajacién (casi) exponencial y
comportamiento Arrhenius del tiempo de relajacién.

En el otro extremo de la clasificacién de Angell estan los liquidos fragiles.
Estos materiales poseen una estructura de corto alcance que es susceptible
de modificarse en la regién de la transicién vitrea. Dos ejemplos tipicos son
el tolueno y el ortoterfenil. En los liquidos fragiles la dependencia respecto
de la temperatura del tiempo de relajacién es aproximadamente Arrhenius
cerca de la temperatura de fusién, pero con una energia de activacién mucho
menor que la de un liquido fuerte. A medida que disminuye la temperatura, el
tiempo de relajacién muestra un comportamiento complejo, con una energia
de activacién efectiva

EA(T) = —kBT;)E%-.‘lnT(T) 5 (26)

que crece al decrecer la temperatura (la ley Arrhenius, Ecuacién (2.3),
predice E4 constante, £4 = E.). Hay cierta evidencia de que el tiempo
medio de relajacién en los liquidos fragiles sigue también una ley Arrhenius
en la zona de liquido muy viscoso, n > 108P [1, 2], pero con una energia
de activacién muy grande, incluso mayor que la de los liquidos fuertes. Un
valor tipico del cociente entre las energias de activacién cerca de la transicién
vitrea y en las proximidades del punto de fusién es mayor o igual que cinco.

Estos cambios en la dependencia respecto de la temperatura del tiem-
po de relajacion van unidos a variaciones en el exponente B, que ya no es
aproximadamente constante, como era el caso de los liquidos fuertes. En las
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proximidades de la temperatura de fusién los liquidos fragiles presentan un
comportamiento exponencial con buena aproximacién, y por tanto § ~ 1.
Coincidiendo con la separacién de la ley Arrhenius del tiempo de relajacién
B decrece hasta caer a un valor del orden de 0.3-0.5. Finalmente, a més ba-
jas temperaturas, § parece ser aproximadamente constante. La dependencia
de [ respecto de la temperatura es una manifestacion de la pérdida de la
simplicidad termorreoldgica de los liquidos fragiles, es decir, la dependencia
con la temperatura de la funcién respuesta lineal ¢ no puede ser suprimida
escalando el tiempo ¢t con 7. Con todo, sobre ciertas ventanas de valores de
la temperatura la simplicidad termorreoldgica, f# constante, puede ser una
aproximacion adecuada.

Un modo habitual de analizar la relajaciéon de una propiedad es mediante
la introduccién del espectro de relajacion p(}), tal que

o) = [ aroye. (2.7)

o sea, ¢(t) se expresa como una superposicién de exponenciales con distintos
tiempos de relajacién 7 = A~'. La expresion (2.7) tiene la forma de una
transformada de Laplace y, en consecuencia, p()A) puede calcularse a partir
de ¢(t) con la férmula de inversién de las transformadas de Laplace,

PN = 57 [ deete)e, (2.8)

en la que el contorno C es cualquier linea desde ~z00 hasta +200 a la derecha
de todas las singularidades de ¢(t).

La disminucién del exponente § en los liquidos fragiles puede interpretarse
en términos del espectro de relajacién, como que éste se vuelve mas ancho al
bajar la temperatura (para el caso 8 =1, p(A) = §(A — 771)). Esto ha sido
comprobado numéricamente {12], ya que excepto algunos casos muy parti-
culares el espectro de relajacion no puede obtenerse analiticamente, aunque -
si existen algunos resultados asintéticos [15]. Un anélisis mds profundo del
espectro de relajacion se realizard en esta Memoria mds adelante.

La mayoria de los liquidos que vitrifican tienen propiedades de respues-
ta lineal que no encajan exactamente en la clasificacién anterior, sino que
estan en algin lugar intermedio entre el comportamiento fragil y el fuerte,
habitualmente mds cercanos al primero. Los alcoholes y polimeros amorfos
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son ejemplos de estos materiales intermedios, con muchas caracteriticas del
comportamiento fragil, pero con una energia de activacién E,, definida en la
Ecuacién (2.6), que es una funcién més suave de la temperatura que en un
liquido muy fragil, como el ortoterfenil. Asimismo, la distincién estructural
entre liquidos fragiles y fuertes no es totalmente nitida, como tampoco lo son
las razones para la clasificacién de una sustancia determinada.

La dependencia respecto de la temperatura del tiempo medio de relajacién
para liquidos fragiles e “intermedios” se describe habitualmente mediante la
ecuacién empirica de Vogel-Tamman-Fulcher (VTF) [1, 2, 3, 16],

(r) = 1o exp (T fTO) : (2.9)

2n la que 79, A, Tp son pardmetros ajustables independientes de la tempera-
tura. El tiempo medio de relajacién se define como

() = /Ooo dt é(t) , (2.10)

y es una medida del tiempo en que decae la funcién de relajacién. Para el
caso de relajacién exponencial (r) = 7, mientras que en el caso de la funcién
KWW, la integracién de la Ecuacién (2.4) proporciona

(r) = 7 ZUIB). (211)
B
La Ecuacién (2.11) muestra claramente que la dependencia respecto de la
temperatura de (1) y 7 es distinta para los liquidos fragiles e intermedios, en
los que la dependencia de B con la temperatura es importante. Por tanto, si
. ajustamos 7, en lugar de (7), a la ecuacién VTF, los pardmetros A y Tp que
obtendremos serdn en general distintos. .

La Ecuacién (2.9) predice, si utilizamos el tiempo medio de relajacién
(7) en la Ecuacién (2.6), una energia de activacién que crece al decrecer la
temperatura y que diverge a la temperatura Tp, en la que (7) es también
infinito, indicando la imposibilidad de equilibrar el sistema a dicha tempe-
ratura. En todo caso, la Ecuacién (2.9) es empirica, y la existencia real de
la divergencia de () no puede ser comprobada experimentalmente por su
propia naturaleza. La temperatura T; predicha en ajustes de diferentes sus-
tancias es de 10 a 50 grados menor que la temperatura de transicién vitrea

T,.
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Otra expresién que se utiliza para describir el tiempo medio de relajacién
en los liquidos fragiles e intermedios es debida a Adam y Gibbs (AG) [17], y
tiene la forma

(1) = 1y exp ( fg) : (2.12)

donde F; y 7, son pardmetros ajustables independientes de la temperatura.
La magnitud S, es la entropia configuracional del liquido sobreenfriado, esto
es, la contribucién no vibracional a la entropia. Aunque la obtencién teérica
de la Ecuacién (2.12) no es rigurosa, predice el comportamiento correcto del
tiempo medio de relajacién en algunos materiales [14, 18].

La ecuacién AG proporciona una solucién dindmica a la paradoja de
Kauzmann. Concretamente, en ciertos materiales Kauzmann [19] advirtié
que la entropia configuracional, si se extrapolaba a temperaturas por debajo
de T}, se anulaba para una temperatura positiva Tk, denominada la tempe-
ratura de Kauzmann. Esta extrapolacién sugiere que la entropia configura-
cional es negativa para T < Tk, esto es, la entropia del liquido sobreenfriado
se hace menor que la del cristal. La ecuacién AG hace esta zona, si existe,
inaccesible y sélo podemos aproximarnos a S, = 0 asintéticamente. En el
trabajo original, Kauzmann sugirié la existencia de alguna clase de transi-
cién de fase para T > Ty para evitar esta “violacién” de la tercera ley de
la termodinamica. Esta idea ha sido recogida en algunos modelos, como el
de Gibbs y Di Marzio [20, 21], en el que se predice una transicién de fase de
segundo orden para T = Tk.

Las ecuaciones VIF y AG, aun cuando son diferentes, tienen en comun
la divergencia del tiempo medio de relajacién para Ty y Tk, respectivamente.
De hecho, ambas ecuaciones son equivalentes si la entropia configuracional
depende de la temperatura en la forma

Sc x 1 - ? 3 (213)
lo que nos lleva a identificar T con Tk, si la Ecuacién (2.13) es valida, como
sucede aproximadamente en ciertos materiales [14, 16, 18].

En resumen, los liquidos sobreenfriados presentan un comportamiento
dinadmico complejo, en lo que se refiere a la respuesta lineal, en las cercanias
de la transicién vitrea. En general, se encuentran desviaciones significativas
respecto del comportamiento de los liquidos simples, esto es, de la relajacién -
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exponencial, Ecuacién (2.2), y del tiempo medio de relajacién de tipo Ar-
rhenius, Ecuacién (2.3). El caricter no exponencial de la relajacién puede
modelarse experimentalmente mediante la funcién KWW, Ecuacién (2.4), y
los parametros que aparecen en ella se utilizan para clasificar los liquidos
sobreenfriados. Cuando el tiempo medio de relajacién se desvia significa-
tivamente de una ley Arrhenius crece més ridpidamente que ella, y existen
leyes empiricas que predicen dicho comportamiento, fundamentalmente las
ecuaciones VTF y AG. Ambas leyes pronostican una divergencia del tiempo
de relajacién a temperatura finita, y se ha comprobado su equivalencia en
algunos materiales. En el préximo apartado aprovecharemos las ideas ex-
puestas aqui para estudiar procesos de enfriamiento. En ella aclararemos
algunos conceptos que hasta ahora han sido inevitablemente vagos, como,
por ejemplo, el de temperatura de transicién vitrea.

2.3 Procesos de enfriamiento

Consideraremos ahora con més detalle el enfriamiento continuo de un liquido
sobreenfriado. En la introduccién de este capitulo definimos el concepto de
transicién vitrea de laboratorio (TVL), como la transicién desde un estado
de equilibrio metaestable a un estado de no equilibrio, que tiene lugar como
consecuencia de que el tiempo medio de relajacién se vuelve mucho mayor
que el tiempo caracteristico del proceso de enfriamiento.

En la Figura 2.3 se representa esqueméaticamente la evolucién de una
propiedad termodindmica p(7T') en un proceso de enfriamiento dado. Inicial-
mente el liquido sobreenfriado estaba en equilibrio a la temperatura Ty < T,
la temperatura de fusién. Para fijar ideas, supongamos que enfriamos el sis-
tema con una velocidad de enfriamiento constante, esto es, T = —r. La
temperatura T3, en la que el sistema se separa del equilibrio para la veloci-
dad de enfriamiento r;, es menor que la temperatura T}, aquélla para la que
se desvia de la curva de equilibrio cuando la velocidad es ry, si r, < r;. Esto
indica simplemente que, debido a que el enfriamiento es més lento, el sis-
tema puede relajar al equilibrio a temperaturas mas bajas. Si consideramos
el limite de velocidad de enfriamiento nula es posible que el sistema presente
una transicién vitrea ideal a una temperatura T7. Esta transicién puede ser
una transicion de fase estatica, como la predicha en la teoria de Gibbs y Di-
Marzio [20, 21], o una transicién puramente dindmica, debido a que el tiempo
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T[ T2 Tl TA TF T

Figura 2.3: Variacion de una propiedad termodindmica p para un liquido
sobreenfriado tipico en la region de la transicion vitrea. Los puntos 1 y 2
sobre la curva de equilibrio metaestable indican las temperaturas para las
que se produce la TVL, para dos velocidades de enfriamiento distintas. La
temperatura T1 corresponde a la posible transicion vitrea ideal.

medio de relajacién diverge a esa temperatura. Esta ultima posibilidad es
sustentada por las ecuaciones VTF y AG, que fueron discutidas en la seccion
anterior.

Consideremos ahora una velocidad de enfriamiento dada, r, y estudiemos
en mayor profundidad el fenémeno cinético de la transicién vitrea de labo-
ratorio descrito en el parrafo anterior, con ayuda de la Figura 2.4. En ella
vemos que la propiedad p se separa de la curva de equilibrio metaestable en
T, y presenta una variacién lenta con la temperatura a partir de 7. Para
T < T, diremos que el sistema es un vidrio, y que estd “congelado”, en el
sentido de que no hay contribucién configuracional al comportamiento de la -
propiedad p en esta regién. Una prueba de esto es que la curva que repre-
senta la region vitrea de la propiedad p es paralela a la curva de equilibrio
del cristal. En aquellos modelos sencillos, como los basados en ecuaciones
maestras, que no incluyen vibraciones el sistema queda realmente congelado -
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VIDRIO

Figura 2.4: Estudio grdfico detallado del congelamiento de una propiedad p,
para una velocidad de enfriamiento dada. La transicién vitrea de laborato-
rio comienza a la temperatura Ty y finaliza a la temperatura Tz, y T, es la
temperatura de transicidn vitrea.

para T' < T3, y p(T) es constante en dicha zona de temperaturas. Este tipo
de modelos han sido utilizados por diversos autores [21, 22, 23, 24, 25], y uno
de ellos serd objeto de estudio en esta Memoria.

La grafica mostrada en la Figura 2.4 hace patente la vaguedad del con-
cepto temperatura de transicién vitrea, ya que lo que realmente existe es
una zona de transicién, que comienza en la temperatura 7T}, y finaliza en la
temperatura 7T5. Tiene sentido pues hablar de la anchura de la transicién
vitrea AT = T, — T;. Experimentalmente se ha encontrado [26] que

1
AT x 7— . (2.14)
| lnr |
Con todo, es 1til introducir el concepto de temperatura de transicién vitrea,
de modo que contenga informacién sobre el estado en que queda “atrapada”

la sustancia. El modo habitual de hacerlo se basa en la idea de temperatura

ficticia, Ty. Sea p(T) el valor de la magnitud termodindmica p a la tempera-

tura T en la curva real de evolucién del sistema, y po(T') la curva del liquido
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sobreenfriado. Entonces
P(T) = po(Ty) + apg(T ~ Ty) , (2.15)

donde ap, es el valor en el vidrio del coeficiente o, que mide la variacién de
la magnitud p con la temperatura,

op
- == 2.16
Qp 5T ( )
Un ejemplo gréfico, para una temperatura T3 de la zona de transicién se ha
representado en la Figura 2.4. La Ecuacién (2.15) puede reescribirse de la

forma [26]

dTy oy, — ay, (2.17)

3
dT dpo — Qpyg

en la que oy es el valor de equilibrio del coeficiente a,. A partir de la ecuacién
anterior se deduce de forma directa que cuando el sistema estd en equilibrio
(ap = ay0) Ty = T, mientras que en el estado vitreo T es constante, ya que
dTs/dT =0 (ap = apy). A ese valor constante al que tiende la temperatura
ficticia es al que se denomina habitualmente temperatura de transicién vitrea
Ty en la bibliografia [26].

Merece la pena indicar que en aquellos modelos que no incluyen vibra-
ciones o,y = 0, lo que simplifica el cdlculo de la temperatura ficticia. Tam-
bién es importante sefialar que para distintas propiedades termodinimicas
la temperatura ficticia es en general diferente. Es decir, Ty depende de p.
Esto se traduce légicamente en que la temperatura de transicién vitrea 7T,
depende no sélo de la velocidad de enfriamiento utilizada en el proceso, sino
también de la propiedad considerada. De hecho, el estado del vidrio no est4
completamente determinado por una temperatura ficticia, como demuestran
los experimentos de “crossover” [26]. Por otra parte, la dependencia respecto
de la velocidad de enfriamiento de 7, se encuentra que obedece la ecuacién

(26, 27]
1
Ty x —, 2.18) .
g I 1117' I ( )
aunque recientemente se han realizado medidas en vidrios metalicos que pare-
cen ajustarse mejos a otro tipo de leyes [28].
Otra magnitud de interés en los procesos de enfriamiento es el valor resi-

dual p, de una propiedad termodindmica p. Este se define como la diferencia,
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extrapolada a T' = 0K, entre el valor de la propiedad p sobre la curva real de
evolucién del sistema y su valor de equilibrio metaestable (liquido sobreen-

friado),

pr = lim [p(T) = po(T)] - (2.19)

El mayor interés del estudio de las propiedades residuales reside en su depen-
dencia respecto de la velocidad de enfriamiento. Fundamentalmente se han
encontrado dos dependencias [22], potencial, -

C ot (2.20)
y logaritmica,
1
pr X o 7 ° (2.21)

Estas férmulas fueron derivadas por primera vez en la Ref. [22], la Ecuacién
(2.20) para un sistema de dos niveles (TLS), y la (2.21) para un sistema com-
puesto por un conjunto de TLS con una distribucion suave de energias de
excitacién y barreras de potencial. Aunque en dicha referencia se afirmaba
su validez para procesos de enfriamiento arbitrarios (' = —rf(T"), con f(T')
una funcién positiva arbitraria de la temperatura), se ha demostrado recien-
temente que las propiedades residuales dependen fuertemente del proceso de
enfriamiento [29]. Asimismo, en algunos casos pricticos no puede distin-
guirse numéricamente cudl de las expresiones representa mejor los datos, y
pueden ser necesarios mas de un valor de g o u' para ajustar todo el rango
de velocidades de enfriamiento estudiadas [21, 25].

2.4 Procesos de calentamiento y ciclos tér-
micos

Una imagen cualitativa del comportamiento de un liquido sobreenfriado cuan-
do es sometido a un ciclo térmico se representa en la Figura 2.5. Primero se
enfria el liquido hasta temperaturas suficientemente bajas, de modo que que-
da “congelado” en un estado vitreo, como discutimos en la Seccién 2.3. Cuan-
do se calienta a continuacién hasta altas temperaturas se observa histéresis
en la curva p(T') frente a T. Fijémonos en la temperatura T} de la Figura 2.5. .
En el proceso de enfriamiento, a la temperatura 7T} la sustancia ain no ha
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T
T

Figura 2.5: Representacidon esquemdtica de la evolucion de una propiedad
termodindmica p en un ciclo térmico.

quedado congelada y todavia se producen reordenamientos estructurales que
la hacen relajar, aunque no con suficiente rapidez como para poder seguir
la curva de equilibrio. Cuando el sistema alcanza la temperatura 1) en el
proceso de calentamiento, su estructura es mas compacta que antes, ya que
inicialmente estaba congelado y, en consecuencia, relaja mas lentamente que
durante el enfriamiento. Posteriormente, el sistema cruza la curva de equi-
librio del liquido sobreenfriado, para relajar rapidamente hacia ella para una
temperatura superior.

La dependencia respecto de la temperatura del coeficiente o, definido
en la Ecuacién (2.16), se muestra en la Figura 2.6. En el proceso de enfria-
miento «, decrece monétonamente desde su valor en la curva de equilibrio
o0 hasta su valor en la regién vitrea a,,. Sin embargo, durante el proceso
de calentamiento, a;, no es una funcién mondétona de la temperatura. Ini-
cialmente, para bajas temperaturas, a, < o, presenta un minimo para una
cierta temperatura, para crecer posteriormente y sobrepasar el valor de equi-
librio, o, > apg, presentar un maximo y decaer de nuevo al valor estatico ayg
(ver Figura 2.6). '
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apg ......

T

Figura 2.6: Comportamiento cualitativo del coeficiente o, durante un ciclo
térmico. El valor de equilibrio es a9, mientras que oy, es su valor en el
estado vitreo. Notese el cardcter no mondtono de a, durante el proceso de
calentamiento y, en particular, el mdzimo que presenta a altas temperaturas.

Para los modelos sencillos que vamos a tratar en esta Memoria, y que no
incluyen vibraciones, sabemos que «,, = 0, es decir, la propiedad p tiende a
una constante a bajas temperaturas. A fin de comparar con los resultados
experimentales es conveniente introducir el concepto de contribucién estruc-
tural al coeficiente ¢, que denominaremos a;, definido por la siguiente
ecuacion,

0p = Qpg + Qs - (2.22)

En aquellos modelos que no tienen en cuenta las vibraciones o, = a,,. A fin
de comprender mejor el significado de a,,, aps podemos recordar la Figura
2.2, en la que se representaba la respuesta de un liquido a un salto de tem-
peratura. La relajacién instantdnea inicial, desde po(Ty) hasta p(0%) es de
magnitud a,y(T; — T1), mientras que la relajacién estructural desde p(0t)
hasta po(72) es de magnitud oys0(72 — T1), en la que apso es el valor de
equilibrio del coeficiente estructural a,,. Por supuesto, el cambio total de la
magnitud p, po(T2) — po(T1) = ape(T2 — T1), ya que apo = Qpy + Apso-
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El comportamiento de ;s como funcién de la temperatura es totalmente
similar al esquematizado en la Figura 2.6, pero con ¢, = 0y la sustitucion de
Qo POT Orps 0. Es importante para el trabajo que desarrollaremos mas adelante
en esta Memoria sefialar que la zona en que a;, < o,y se transforma en que
el coeficiente estructural a,; < 0. Para temperaturas altas o, sobrepasa su
valor de equilibrio a,,0 y tiene un maximo, un comportamiento totalmente
similar al presentado por a,. De hecho, incluso en sistemas reales, podrian
hacerse gréficas de p; 6 a,s, en lugar de p o de . Sin embargo, esto no es
habitual y en la préictica se dibujan graficos de p, a, o de la temperatura
ficticia Ty asociada a la propiedad p. Esta 1ltima si tiene las caracteriticas
de una magnitud puramente estructural, en el sentido de que en el vidrio es
dTs/dT = 0 (en el equilibrio dT;/dT = 1).

La Figura 2.7.(a) reproduce la dependencia respecto de la temperatura
de Ty para un caso experimental concreto [26], aunque la forma cualitativa
de las curvas es idéntica para todas las sustancias que vitrifican. En esta
figura la velocidad de enfriamiento es variable, mientras que la velocidad de
calentamiento es la misma para todos los procesos. Como se observa en la
Figura 2.7.(a), a altas temperaturas Ty = T', ya que el liquido se encuentra
en equilibrio termodindmico. En la grafica se observa que Ty decae por
debajo de T,, siendo este efecto tanto mas pronunciado cuanto mayor es la
velocidad de enfriamiento. Por otra parte, la temperatura ficticia permanece
congelada en su valor residual, T,, en un rango mas amplio de temperaturas
¥, por tanto, sobrepasa en mayor medida la curva de equilibrio 7y = T cuanto
menor es la velocidad de enfriamiento r.. Si se realizan graficas a velocidad
de enfriamiento constante, y variando la velocidad de calentamiento, se llega
a la conclusién [26] de que la histéresis, esto es, la magnitud en que Ty rebasa
la curva de equilibrio en un proceso de calentamiento crece con el cociente -
rh/r., donde 7y es la velocidad de calentamiento. De igual modo, la regién
de temperaturas para4 la cual Ty decrece es mayor cuando ry/r. disminuye
(siempre con una de las velocidades fija).

En la Figura 2.7.(b) se representa dT¢/dT frente a T, para distintas ve- -
locidades de enfriamiento e igual velocidad de calentamiento, para la misma
sustancia que en la Figura 2.7.(a). En esta gréfica se aprecia que la zona en
que dTy/dT" es negativa es tanto mds relevante cuanto menor es r;/r., y que
el maximo crece al aumentar r,/r.. Un comportamiento similar se observa
si mantenemos r, fijo y variamos ry.

La linea continua de la Figura 2.7.(b) corresponde al mejor ajuste de
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Figura 2.7: Curvas ezperimentales de: (a) la temperatura ficticia Ty y (b) el
coeficiente dT [dT, para el B;O3. La velocidad de calentamiento es la misma
en todas las curvas, mientras que la velocidad de enfriamiento es variable.
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los datos experimentales al modelo fenomenolégico de Narayanaswami [30].
Este modelo ha sido aplicado a una gran variedad de sustancias y tipos de
experimentos, obteniéndose muy buenos resultados [26, 27, 30, 31]. Una
excelente revisién, completa y extensa, del mismo puede encontrarse en el
libro de Scherer (Ref. [26]). Nosotros vamos a limitarnos a transcribir las
ecuaciones fundamentales, comentandolas brevemente.

La hipétesis basica del modelo de Narayanaswami es la de simplicidad
termorreoldgica, esto es, la forma de la funcién de relajaciéon no varia si
escalamos convenientemente el tiempo al variar la temperatura, como ya
discutimos al estudiar la clasisficacién en fuerte o fragil de los liquidos. Bajo
esta hipdtesis se puede deducir que [26, 30]

i dTl
p(t) = po(T) — aps,()/O dt T M,(¢E-¢), (2.23)

enla que T' = T(t) y T' = T(t'), en el proceso considerado. La funcién
memoria M, tiene la misma forma funcional que la funcién de respuesta lineal
de la magnitud p, es decir, M,(z) = exp(—z) si la funcién KWW es una
buena aproximacién en el intervalo de temperaturas considerado. Notemos
que el pardmetro 3 es ahora constante, como consecuencia de la hipétesis
de simplicidad termorreoldgica. El tiempo reducido ¢ se define del modo

siguilente,
t
1
¢ = / a— 2.4
o D) (229

donde 7, es una generalizacién de la férmula de Arrhenius, que incluye una
cierta dependencia respecto del estado estructural de la sustancia, que se
caracteriza por la temperatura ficticia T5. En concreto,

tAH (1-z)AH
Tp(t) = Toexp 7T + BT, @)

Aqui, 7 es un tiempo caracteristico constante, AH es una energia de acti- -
vacién y = es una constante, 0 < z < 1. Siz = 1, la Ecuacién (2.25) se reduce
a la férmula de Arrhenius. La dependencia del tiempo de relajacién respecto
de T esta asociado a lo que se denomina no linealidad de la relajacién, y
es responsable de que la funcién de relajacién dependa de la magnitud y
signo de AT, si éste es suficientemente grande. Existen formas alternativas
a la Ecuacién (2.25) para 7,, por ejemplo algunas basadas en la expresién

(2.25)
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de Adam y Gibbs para el tiempo de relajacién, Ecuacién (2.12), en la que
la dependencia respecto del estado configuracional del sistema aparece de un
modo mds natural [16].

Otra hipétesis necesaria para escribir la Ecuacién (2.23) es que s, la
contribucién estructural al coeficiente a0, sea independiente de la tempera-
tura. Si esto no fuera correcto, habria que introducir a0 bajo el signo de
integracién [26]. Sin embargo, la dependencia de a,, o respecto de la tempe-
ratura es mucho mas suave que la del tiempo de relajacién, y en la practica
considerar o, constante es adecuado [26], dentro de los errores experimen-
tales. De hecho, la hipétesis de que apg. apy, 0pso son constantes ha estado
implicita a lo largo de todo este capitulo, para una mayor sencillez de la
exposicion.

Resumiendo, en un ciclo térmico el sistema queda primero congelado en
el proceso de enfriamiento en lo que denominamos estado vitreo. En el poste-
rior proceso de calentamiento, el sistema presenta un fendmeno de histéresis,
que es tanto mdas marcado cuanto mayor es el cociente, r;/r., entre las ve-
locidades de calentamiento y enfriamiento. La manifestacion mas evidente
de la histéresis es el maximo que el coeficiente a, muestra en el proceso de
calentamiento, en el que supera su valor de equilibrio, app. Cuando ry/r. es
pequeiio, se observa experimentalmente que el coeficiente estructural o, es
nagativo en una regién de temperaturas bajas. El modelo fenomenolégico de
Narayanaswami da cuenta de todas estas peculiaridades del comportamiento
de los liquidos sobreenfriados. En este modelo, el estado de un material en
un proceso concreto depende de toda la historia térmica anterior a través de
la funcién memoria M, que tiene la misma forma funcional que la funcién
de respuesta lineal de la magnitud p.



Capitulo 3

Procesos de relajacion

3.1 Introduccién

Como ya discutimos en el capitulo anterior, la funcién de relajacion de los
liquidos sobreenfriados y vidrios es no exponencial en una gran variedad de
experimentos de respuesta lineal (relajacidon dieléctrica, relajacién mecénica
en vidrios y polimeros, magnetizacién remanente en vidrios de espin, etc.).
La funcién respuesta ¢(¢) puede representarse en general mediante la funcién
KWW, Ecuacién (2.4), esto es,

$(t) = exp [=(t/7)] , (3.1)

con 0 < B < 1. La generalidad con que esta funcién describe los resulta-
dos experimentales explica el gran esfuerzo dedicado en los ultimos afios a
identificar los mecanismos que conducen a un decaimiento KWW.

En este capitulo intentaremos clarificar las implicaciones tedricas de la
respuesta observada en los vidrios y otros sistemas complejos. De un modo
mas preciso, mostraremos que la relajacién KWW es una propiedad general
de todo sistema con un espectro de relajacién ancho. En nuestro analisis,
la funcion KWW aparecerd como un ajuste conveniente en una ventana de -
tiempos intermedios, tal como se observa experimentalmente en los vidrios
reales y en las simulaciones numéricas [1, 21, 32]. En nuestra opinién, la
generalidad de los argumentos que se utilizardn explica el gran rango de
aplicabilidad de la Ecuacién (3.1).

A continuacién detallamos la organizacion de este capitulo. En la Sec-
cién 3.2 revisaremos algunos resultados y modelos previos en los que se ha

28
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obtenido una relajacién KWW por métodos analiticos. El espectro de rela-
Jacién es el objeto de estudio de la Seccién 3.3, en la que se analizaran algunos
resultados exactos, asi como sus implicaciones en la relajacién de los sistemas
complejos. Concluiremos que, aunque interesantes desde un punto de vista
matematico, estos resultados exactos no proporcionan mucha informacién
sobre el espectro de relajacién de los vidrios reales [33]. En la Seccién 3.4
se desarrolla un argumento sencillo [34] que explica las caracteristicas prin-
cipales de la relajacion KWW vy, en particular, incluye los puntos esenciales
del modelo desarrollado por Ngai y colaboradores 35, 36, 37] (“modelos de
acoplamiento”). Finalmente, en la Seccién 3.5 se analizara la relajacién de un
modelo de Ising monodimensional tras un salto infinitesimal de temperatura

[38].

3.2 Algunos resultados previos

Debido a su ubicuidad, la funcién KWW ha llevado a la aparicién de un gran
nimero de modelos para tratar de entender su origen desde un punto de vista,
tedrico. En lo que sigue vamos a intentar hacer una revisién, necesariamente
breve, de algunos de los modelos que se han desarrollado con el objetivo de
comprender ésta y otras caracteristicas de la relajacién en los vidrios, liquidos
sobreenfriados y otros sistemas complejos. Discusiones mas extensas pueden
encontrarse en distintos articulos de revisién, por ejemplo los de Fredrickson
[1], Scherer [16] o Ragajopal et al. [39)].

Un primer grupo de modelos se debe a Ngai y colaboradores (modelos
de acoplo) {35, 36]. En los modelos de Ngai se considera que la entidad
que relaja, por ejemplo un dipolo, no esta inicialmente acoplada con el resto
del sistema, y por tanto relaja exponencialmente con su tiempo intriseco de
relajacién, 7,. Para tiempos mayores, el acoplo entre las diferentes partes del
sistema se vuelve importante, y se produce una ralentizacién de la relajacién.
Sila magnitud cuya relajacién estamos estudiando es p, puede deducirse, bajo
ciertas hipétesis [35], que

dp
EZ = —W(t)p R (32)

donde W (t) es la velocidad de relajacién de la propiedad p, que, como conse-
cuencia del acoplo, depende del tiempo. En concreto [35, 36], Ngai propone, -
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con justificaciones que consideramos bastante vagas,

Wo si weit<l1

wit) = { Wo(wt)™ si wet >1. (3.3)

La frecuencia w, es el inverso del tiempo de “corte” t., w. = tJ!, a partir
del cual el acoplo comienza a actuar. Si se sustituye la Ecuacién (3.3) en la
(3.2) se obtiene que la magnitud p relaja del siguiente modo,

—t/7s :

e s1 wit <1
t = — = *«\1—n . 3.4
¢ p(0) { eI s wt > 1, (34)
donde el tiempo caracteristico de la exponencial inicial es 7, = W;'. Para
w.t > 1 el sistema relaja de acuerdo con una funcion KWW, con 8 =1 —n.
El tiempo caracteristico de este régimen, 7*, esta relacionado con 7, mediante

la ecuacion

™= [11)2”7'5]ﬁ . (3.5)

En la Referencia [36] se resumen las predicciones de este modelo en los si-
guientes puntos:

1. La funcién de relajacién es una funcion KWW para w.t > 1, y estd
dominada por ella si w.7s > 1.

2. Los tiempos de relajacién 7* y 7, estan relacionados por la Ecuacién

(3.5).

3. La funcién de relajacién es exponencial para w.t < 1, y estd dominada
por éste régimen si w7, < 1. '

En la citada referencia las predicciones 1, 2, 3 se comparan con datos ex-
perimentales, encontrandose en general un acuerdo muy bueno. A pesar de
ello todavia hoy no se ha publicado una versidon definitiva de esta teoria,
que por otra parte contiene puntos oscuros esenciales, como que no identifica
el mecanismo que provoca la aparicién de las probabilidades de transicién .
dependientes del tiempo. Ademéds, modelos que no encajan en el esquema
anteriormente expuesto, por ejemplo el debido a Shore y Zwanzig [40], ob-
tienen resultados analogos para la funcién de relajacién. Por lo tanto, no
parece necesaria la introduccién explicita de probabilidades de transicién de-
pendientes del tiempo para explicar la relajacién no exponencial de los vidrios
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y otros sistemas complejos. De hecho, la Ecuacién (3.5), considerada como
el resultado mas importante de los modelos de acoplo [41], no es més que
la condicién de continuidad de ¢(t) para ¢t = t. = w]!, el tiempo en que
se produce la transicién entre la relajacién exponencial inicial y la funcién
KWW,

Otro modelo, completamente diferente, esta basado en el estudio de la
hipersuperficie de energia potencial de interaccién U(R), donde R denota las
posiciones de todas las particulas del sistema. Este modelo tiene su origen
en un trabajo de Goldstein [42], y ha sido desarrollado con posterioridad por
Stillinger [43]. El espacio de configuracién se divide en celdas, conteniendo
cada una un minimo de la energia potencial, y se construye una ecuacién
maestra que describe la dindmica del sistema, reducida a las transiciones
entre diferentes celdas. La ecuacién maestra se aproxima por una ecuacién
de Fokker-Planck, tras introducir algin tipo de grano grueso en la energia
y deméas magnitudes que clasifican los minimos del potencial (por ejemplo,
el volumen especifico por particula). De este modo [43], la relajacién de las
magnitudes fisicas aparece como una suma de exponenciales con distintos
tiempos de relajacion,

() = /000 drw(r)e™' . (3.6)

Stillinger trata de obtener informacién del espectro de relajacién w(r) supo-
niendo que ¢(t) es una funcién KWW para todo tiempo. Esto lo discutiremos
con mas detalle en la préxima seccién.

Otra aproximacién diferente la constituyen los modelos de difusién de
defectos, para la relajacién dieléctrica en polimeros. En el trabajo original
de Glarum [44] se considera un sistema monodimensional en el que un dipolo
puede relajar sélo cuando el defecto més préximo se difunde hasta su posi-
cién. Cada dipolo relaja exponencialmente, y los dipolos estan distribuidos
aleatoriamente a lo largo de todo el sistema. Para unos valores determina-
dos de los parametros, Glarum encontré que la relajacién se ajustaba a una
funcién de Cole-Davidson, Ecuacién (2.5), con Bcp = 1/2. De acuerdo con
Lindsey y Patterson [12], esto corresponde a una relajacién KWW con un
valor 8 = 0.63. Bordewijk [45] extendié los célculos de Glarum, suponiendo
que los defectos no interaccionan, y hallé que la relajacién debida a todos los
defectos (no sélo al mds préximo) puede describirse por una funcién KWW~
con # =1/2. Mas tarde, Shlesinger y colaboradores generalizaron el modelo
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[46, 47, 48], considerando el camino aleatorio de defectos no interaccionantes
en una red. Al igual que Glarum y Bordewijk, supusieron que la relajacion
de un dipolo se produce cuando uno de estos defectos alcanza su posicién,
pero el tiempo de salto de los defectos no es constante en su modelo, sino que
existe una distribucién de tiempos de salto. Para una eleccién concreta de
esta distribucién, encontraron que la relajacién es no exponencial, y que el
comportamiento asintdtico de la funcién de relajacion en el limite de tiempos
grandes es una funcién KWW, con 0 < 8 < 1/2 en el caso monodimensional,
y 0 < 8 <1 en el tridimensional. Aunque ellos afirman que este compor-
tamiento asintético se extiende a todo el rango de valores en que la funcién
de relajacién es relevante [48], otros autores [36] opinan que sélo reproduce
la cola de tiempos largos.

Los modelos de Stillinger y Shlesinger asocian la relajacion no exponencial
con una imagen de relajacion en “paralelo”, esto es, aparece como consecuen-
cia de sumar sobre distintos modos independientes, cada uno relajando de
forma exponencial. El mismo punto de vista es adaptado en otros trabajos,
tales como el modelo de volumen libre de Cohen y Grest [49] y el modelo
de Brawer [2]. Una aproximacién diferente es adaptada por Palmer y co-
laboradores [50]. Aunque para ellos la relajacién implica también la partici-
pacion de muchos grados de libertad, éstos estan ordenados jerdrquicamente
en niveles, de modo que un nivel dado sélo puede evolucionar si el anterior se
encuentra en un subconjunto concreto de estados. Esto conduce a la idea de
relajacién en “serie” o secuencial, de modo que la vuelta al equilibrio es una
sucesién de pasos correlacionados entre si. A pesar de la diferente filosofia de
los modelos jerarquicos, la funcién respuesta puede escribirse también en la
forma dada por la Ecuacién (3.6). En un modelo concreto, que se traduce en
una eleccién concreta de w(7), la funcién KWW es obtenida asintéticamente
en el limite de tiempos grandes. Sin embargo, este comportamiento asintético
s6lo es valido [32] cuando la funcién de relajacién toma valores menores que
1014, Este punto también serd analizado mas detenidamente en el préximo
apartado.

Finalmente, vamos a revisar los resultados con algunas versiones de mo- .
delos de Ising. No consideraremos los modelos de espin facilitado [51, 52] ya
que, aunque reproducen muchas de las caracteristicas de la respuesta lineal
de los liquidos sobreenfriados y vidrios [21, 23], la funcién KWW no ha sido
derivada en ellos analiticamente. En el modelo de Ising monodimensional con -
interacciones a vecinos mas proximos y dindmica de Glauber [53], Anderson
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[54], y més tarde Bozdemir [55], encontraron que la susceptibilidad dindmica
estd bien descrita por la funcién de Cole-Davidson con Scp = 1/2, que como
ya indicamos corresponde a 3 = 0.63 en la funcién KWW. Para otra eleccién
de la dindmica, en la que transita un sélo espin pero la energia es constante,
Skinner [56] demostré que la funcién de autocorrelacién temporal de la po-
larizacién decae segin una funcién KWW, con f = 1/2. De hecho, estos
modelos de Ising parecen estar estrechamente relacionados con los basados
en la difusién de defectos [57].

Un modelo que no puede clasificarse propiamente en ninguna de las cate-
gorias anteriores, pero en el que la obtencién de la funcién KWW es particu-
larmente “limpia”, es el ya citado de Shore y Zwanzig [40]. En él se considera
la dindmica de un conjunto de dipolos acoplados, mediante una ecuacién de
difusién rotacional. Los dipolos estdn situados en una red monodimensional,
pero pueden girar libremente en el plano perpendicular al eje comin. Un
campo eléctrico E es aplicado para t = —co y se elimina para t = 0, estu-
didndose la respuesta lineal del sistema. Para temperaturas suficientemente
bajas, la funcién de autocorrelacién temporal de la polarizacién muestra tres
regimenes temporales bien diferenciados. Para tiempos cortos es exponen-
cial, para tiempos intermedios el decaimiento es KWW con 8 = 1/2, y para
tiempos muy grandes vuelve a ser exponencial, con un tiempo de relajacién
mayor que el correspondiente a la etapa inicial de la respuesta. El tiempo
de relajacion de la exponencial inicial no depende del acoplo entre los dife-
rentes dipolos, sino que en esta etapa la funcién respuesta es la de un dipolo
aislado. Para tiempos intermedios las interacciones producen una relajacién
cooperativa y, en consecuencia, un decaimiento no exponencial. En este sen-
tido, la imagen de la relajacién es similar a la-de los modelos de acoplo
[35, 36], aunque en ningiin momento se obtiene una ecuacién para la funcién
de autocorrelacién que involucre una velocidad de relajacién dependiente del
tiempo.

3.3 El espectro de relajacién

Una manera habitual de interpretar la relajacién mondtona ¢(t) de una
propiedad dada consiste en introducir el concepto de espectro de relajacién
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p(A), definido a partir de

é(t) = /0‘00 dhp(A) e~ . (3.7)

Esta ecuacién ya la escribimos en la Seccién 2.2, Ecuacién (2.7), en la que
revisamos algunos conceptos generales de los procesos de relajacién en los
vidrios estructurales. Como ya se indicé alli, esta ecuacién tiene la forma de
una transformada de Laplace, y por tanto puede invertirse, dando

1 At
o) = 5 /C dt Mg(t) (3.8)
en la que el contorno C va desde —ico hasta 4700, a la derecha de todas las
singularidades de ¢(t).

La funcién de relajacién aparece expresada de forma natural como una
superposicién de exponenciales en muy diferentes modelos. Algunos de ellos
se basan en una formulacién de tipo ecuacién maestra [2, 21, 39, 51], [54]-[57].
Para probabilidades de transicién independientes del tiempo que verifiquen
la condicién de balance detallado, la solucién de la ecuacién maestra puede
expresarse como una combinacién lineal de exponenciales decrecientes [58].
En el limite de espectro continuo esta suma se reduce a la Ecuacién (3.7).
Otros autores, aun cuando no resuelven explicitamente una ecuacién maestra,
también han utilizado la misma expresién [43, 50].

Es importante precisar algunos puntos acerca de los resultados experimen-
tales. La funcién KWW ha demostrado ser un buen ajuste para la funcién
respuesta en un rango que, generalmente, corresponde a la parte relevante de
la relajacién, es decir, cuando ¢(t) no es muy pequeiia [1, 32]. No se trata de
un resultado asintético, obtenido mediante la extrapolacién de los datos ex-
perimentales. Ademads, en algunos casos, se ha encontrado que la relajacién
es exponencial para tiempos cortos [36, 40], e incluso que esta exponencial se
extiende a la mayor parte de la relajacién. También es importante notar que
la funcién KWW, a pesar de no ser vélida en general para tiempos cortos,
reproduce el valor correcto para t = 0, esto es, ¢(0) = 1. Finalmente, hay
situaciones en las que una sola funciéon KWW no basta para describir toda
la relajacion experimental [59].

Helfand [15] ha analizado la forma de la distribucién de frecuencias pi())
que conduce, al ser sustituida en la Ecuacién (3.7), a la funcién KWW para -
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todo tiempo. Su resultado es una serie asintética, cuyo término dominante
en el limite de A pequefio es

pr(A) ~ ATUFE)emeA (3.9)
en la que a y p son dos pardmetros relacionados con 8 y T mediante
P
S 3.10
p= L (3.10)
y 1 14
T :aEp(l +p)_PE (311)

Para poner el resultado de Helfand en su lugar parecen adecuados los siguien-
tes comentarios:

1. La Ecuacién (3.9) se deduce suponiendo que la funcién KWW es valida
para todo tiempo.

2. Si olvidamos el caracter asintdtico de la Ecuacién (3.9) y tomamos
pk(A), normalizada adecuadamente, para todos los valores de A, no se
obtiene un decaimiento KWW, si exceptuamos el caso p =1 (8 = 1/2).
El comportamiento asintético para tiempos grandes si es una funcién

KWW, pero multiplicada para un factor /28 (Apéndice A).

3. El comportamiento para tiempos cortos de ¢(t¢) en ese caso no es ex-
ponencial.

El resultado de Helfand, Ecuacién (3.9), ha sido utilizado frecuentemente
en la bibliografia. Por ejemplo, Stillinger [43] lo ha empleado para suponer
una forma del espectro de relajacién en el limite de pequefias velocidades de
relajacién A, y obtener informacién de la hipersuperficie de energia poten-
cial del sistema. Por otra parte, Palmer y colaboradores [50] construyen su
modelo jerarquico de modo que el espectro de relajacién es basicamente la
Ecuacioén (3.9) para todo A y, en consecuencia, obtienen una funcién KWW
en el limite asintStico de tiempos grandes.

La conclusién fundamental de este apartado es que la validez de la Ecua-
cién (3.9), incluso en el limite A — 0, se apoya en que la funciéon KWW se
mantiene para todo tiempo, mientras que lo que muestran los experimentos,
insistimos otra vez, es un buen ajuste en una cierta ventana de tiempos. Por



36 CAP{TULO 3. PROCESOS DE RELAJACION

otro lado, si la Ecuacién (3.9) se admite en todo el rango de frecuencias la
funcién KWW resulta en el limite asintético de tiempos grandes (para valores
de ¢(t) del orden de 10~ [32]), lo que no se puede relacionar directamente
con los datos experimentales.

Por tanto, dado el valor limitado de la Ecuacién (3.9), la pregunta natural
es si sera posible derivar el decaimiento KWW como una aproximacién, valida
en un cierto intervalo de tiempos, a partir de espectros de relajaciéon maés
generales. O, si queremos verlo de otro modo, qué informacién podemos
extraer acerca del espectro de relajacién a partir de la respuesta lineal de los
liquidos sobreenfriados y vidrios.

3.4 Relajacion KWW

Consideremos de nuevo la descomposicion espectral de ¢(t) dada por la Ecua-
cién (3.7), pero supongamos ahora que p(A) = 0 para A < A\; y A > Ay, Los
casos limite Ay = 0 y Xy = oo se analizardn a lo largo de la discusion.
Entonces R
2
B(t) = / dhp(A)e ™ . (3.12)
At
Esutudiemos en primer lugar el comportamiento de esta expresién en el limite
de tiempos cortos. Introducimos la velocidad de relajacién (o frecuencia)
media, definida como
A2
day = / D)), | (3.13)
A1

donde hemos tenido en cuenta que la condicién ¢(0) = 1 implica que p(}A)
estd normalizada. Podemos reescribir la-Ecuacién (3.12) en la forma

A2 )
B(t) = e M / dX p(X) e~ r=Am)t (3.14)
A

1

y si desarrollamos en serie de Taylor la exponencial del integrando llegamos

a que
B(t) = e dut {1 + Z%”" t} (3.15)

n=2
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donde
A2

o= [ dA(A = Am)"p(}) (3.16)

A1

es el enésimo momento central de p()). En concreto, para n = 2 tenemos que
p2 = o2, siendo o la desviacién cuadratica media de la distribucién p(}). De
la Ecuacién (3.15) se sigue que, para espectros de relajacién con momentos
finitos, el comportamiento para tiempos cortos de #(¢) es exponencial y est4

caracterizado por la frecuencia media, es decir
B(t) ~ et (3.17)

Para estimar el rango de validez de este resultado podemos considerar la
primera correccién a la Ecuacién (3.17) en el desarrollo en momentos de la
Ecuacién (3.15). La aproximacién expresada por la Ecuacién (3.17) debe ser
legitima cuando pyt? < 1. Por tanto, si V2 = 0 < Ap la parte relevante de
la relajacion sera descrita con gran precisién por la exponencial. La condicién
o < Ap indica que esto sucederd para espectros de relajacién muy agudos.
Por otra parte, si la distribucién de frecuencias p()) es ancha, o/ s = O(1)
y es necesario un analisis mas profundo.

El comportamiento de ¢(¢) para tiempos largos puede realizarse de un
modo sencillo. Si p(A;1) # 0 y p(A) es una funcién que no es singular a la
derecha de A = ); se encuentra que

e—)\lt

8(8) ~ o) (3.18)

Si p(A1) = 0, pero p()) no se anula exponencialmente para A — Ay, el com-
portamiento de ¢(t) en el régimen de tiempos largos es basicamente el mismo,
exponencial con el tiempo de relajacién mas grande 7; = AJ!. Introduzcamos
ahora la nueva variable »

z=Int (3.19)

y la nueva funcién
Y =In(—1n¢). (3.20)

La justificacién para estas elecciones es que, en términos de las nuevas varia-
bles, la funcién KWW se reduce a que v es una funcién lineal de z, esto
es, '

Yrww = B(z —1InT) . (3.21)
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Por tanto, nuestro interés se centrard en buscar una regién en que ¥ sea
aproximadamente lineal.

En funcién de 1 y = el comportamiento asintético de tiempos cortos se
escribe

Y~z+Indy, — —o00, (3.22)

y el correspondiente a tiempos grandes, una vez que las correcciones alge-
braicas son despreciables,

Yp~z+Ink, z—o 4. (3.23)

Si comparamos las Ecuaciones (3.22) y (3.23) con la Ecuacién (3.21) vemos
que, efectivamente, ambas son exponenciales, 8 = 1, pero con distintos tiem-
pos de relajacién. La idea sera buscar ahora otra regién en que v sea lineal,
pero [ # 1. Para ello nos sera 1til la desigualdad, valida para todo tiempo
(Apéndice B),
e M < p(t) < eME. (3.24)

Esta desigualdad, junto con las Ecuaciones (3.22) y (3.23), implica que la
dependencia de ) con z tiene la forma cualitativa que se muestra en la Figura
3.1. Hemos tenido en cuenta que ¥ es una funcién mondtona creciente de
z, como consecuencia de que suponemos que ¢ decrece monétonamente con
t. En esta figura se ha dibujado el caso mds sencillo, o sea, un tnico punto
de inflexién, ya que la concavidad de i es distinta en los limites z — Fo0.
Por supuesto, para un espectro de relajacién p(A) arbitrario puede existir un
ndmero (impar) arbitrario de puntos de inflexién.

En las proximidades del punto de inflexiéon también sera valida una apro-
ximacién lineal para v, ya que, si z¢ es el punto de inflexién, 3"(z¢) = 0. En
consecuencia, podemos escribir en dicha region

B(2) = B(zo) + ¥'(20) (& - o) - (3.25)

El intervalo Az =| z — x4 | para el cual la expresién anterior es una buena
aproximacion dependerd de los términos que no hemos considerado al escribir
la Ecuacién (3.25), més concretamente de ¢"'(zo). Si cotejamos las Ecuacio-
nes (3.25) y (3.21), que nos proporciona ¥(z) cuando la funcién respuesta es
una KWW, concluiremos que aquélla es equivalente a la funcién KWW, con
las identificaciones

B = o'(z) (3.26)
—Blnt = —fzo+ (o) - (3.27)
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Figura 3.1: Esquema de la funcidn ¥(z), con el punto de inflezion z¢ y la
region KWW de tiempos intermedios (puntos). También se muestran las
dos asintotas correspondientes a los comportamientos de tiempos grandes y
cortos.

El valor de 1 en el punto de inflexién, (o), o el correspondiente valor de
la funcién de respuesta lineal ¢, determinard si la regién KWW describe la
parte relevante de la relajacién. Asimismo, se verifica que 0 < 8 < 1, ya
que por una parte 1(z) es creciente, lo que asegura la primera parte de la
desigualdad. Por otro lado, si nos fijamos en la Figura 3.1 observamos que
el punto de inflexiéon de 9 corresponde a un minimo de la pendiente ¥’'(z).
Por tanto, como sabemos que en los limites z — o0 se tiene que ¥'(z) =1
" (basta derivar las Ecuaciones (3.22) y (3.23)), también se sigue que § < 1.
Es claro que los resultados anteriores son todavia validos en el limite A, —
00, siempre que A; # 0. El caso A\; = 0 se analiza en el Apéndice C y aqui
resumiremos las conclusiones. Si p(0) # 0 6 p(A) se anula algebraicamente
en ese limite ¢(t) presenta una cola larga, esto es, el comportamiento de
tiempos grandes es ¢(t) ~ t7*. La existencia de una regién en la que la
funcién de relajacion puede aproximarse por una funcién KWW no puede
asegurarse en ese caso. Si p(A) se anula exponencialmente en el origen (caso
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de la distribucién de la Ecuacién (3.9)), ¥(z) presenta una asintota para
tiempos largos con pendiente menor que uno, es decir, hay una KWW para
tiempos grandes, como sucede en el modelo jerdrquico de Palmer [50]. Si la
distribucién tiene momentos finitos, lo que no sucede en el modelo de Palmer,
sigue existiendo un punto de inflexién, en cuyas proximidades la funcién res-
puesta sera una KWW, pero con unos valores de los pardmetros 3, 7 distintos
de los asintéticos. Ademds, si se observa experimental o numéricamente
una funcién KWW, corresponderd a esta tltima, ya que se refiere a valores
mayores de la funcién de relajacién.

Finalmente sefialar que, por supuesto, la validez de los argumentos ex-
puestos puede comprobarse en cada modelo concreto. En particular, la exis-
tencia o no de las frecuencias de corte A; y Ay, tales que p(A) = 0 para A < Ay
¥ A > Az, puede verificarse en cada caso, asi como la validez de los resultados
asintéticos, Ecuaciones (3.22) y (3.23). En la préxima seccién consideraremos
un modelo fisico concreto, en el que revisaremos la aplicabilidad del esquema
aqui desarrollado.

3.5 Modelo de Ising monodimensional con
dinamica de Glauber

3.5.1 Introduccién

En este apartado analizaremos la relajacién lineal en el modelo de Ising
monodimensional con dindmica de Glauber [53]. Como ya discutimos en la
Seccién 3.2, distintos modelos de Ising en una dimensién se han utilizado
frecuentemente para describir la relajacién dieléctrica en polimeros [54]-[57].
En particular, Budimir y Skinner [57] demostraron numéricamente que, para
dindmica de Glauber, la funcién de autocorrelacién temporal de un espin
puede ajustarse sobre un amplio rango de valores a una ley KWW, aunque
para tiempos muy grandes se comporta como ¢ */?exp(—¢/7). Si tenemos
esto en cuenta, y también que existen expresiones explicitas para la relajacién
de las correlaciones y de ciertas funciones de distribucién en este modelo
[53, 60], ;cudl es la motivacién del trabajo que vamos a desarrollar?

Una primera motivacién es que todo el esfuerzo anterior se ha concen-
trado en el estudio de la funcién de autocorrelacién temporal de un espin,
debido a su relacién con la relajacién dieléctrica. Muy recientemente se ha
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probado que una cadena monodimensional de particulas, con interacciones
anarmonicas y que compiten entre si, puede considerarse como una reali-
zacién de un modelo de Ising monodimensional [61, 62]. Bajo procesos de
enfriamiento, este modelo presenta un fenémeno anélogo a la transicién vitrea
de laboratorio [63]. Desde este punto de vista, parece interesante estudiar la
relajacién de la energia tras una perturbacién de la temperatura. La funcién
respuesta correspondiente no estd relacionada directamente con la funcién de
autocorrelacién de un espin, para la dindmica de Glauber normal. De hecho,
veremos que la relajacién de estas dos propiedades muestra diferencias sig-
nificativas. ;

Una segunda motivacién es mas fundamental, y estd conectada con los
argumentos expuestos a lo largo de las Secciones 3.2, 3.3 y 3.4. Como hemos
repetido, la funcién respuesta exacta no responde a la forma KWW para
todo tiempo, pero existen cdlculos numéricos que demuestran que la funcién
KWW es una buena aproximacién en una ventana de tiempos. Nosotros
queremos investigar como surge este hecho analiticamente, en conexién con
los razonamientos de la Seccién 3.4, y obtener los valores de los parametros
By 7. La mayoria de los modelos propuestos para describir la relajacién
no exponencial derivan la funcién KWW en el limite asintético ¢ — oo, con
la excepcién del trabajo de Shore y Zwanzig [40]. Pero la funcién KWW
se observa experimentalmente en una regién de tiempos intermedios. En
este contexto, el modelo de Ising monodimensional con dindmica de Glauber
puede proporcionarnos informacién acerca de cémo tratar sistemas mas com-
plejos y realistas.

En la Seccién 3.5.2 revisaremos de un modo breve la deduccién de una
expresion para la respuesta lineal de la energia. También analizaremos los
comportamientos para tiempos muy cortos y muy grandes, y se demostrara
que, de acuerdo con los razonamientos de la Seccién 3.4, debe existir un
régimen de decaimiento KWW para tiempos intermedios. La Seccién 3.5.3
considera la influencia de la temperatura sobre la relajacién del sistema.
Esta discusion es cualitativa, y se basa en la dependencia respecto de la
temperatura del tiempo medio de relajacién. La regién de altas temperaturas
se estudia en la Seccién 3.5.4, en la que se muestra que la relajacién estd
dominada por un decaimiento exponencial. La Seccién 3.5.5 investiga la
regién de bajas temperaturas. En este caso puede escribirse una expresién
asintética, valida para todo tiempo, que para una ventana bien definida de-
tiempos intermedios se reduce exactamente a una funcién KWW con 3 = 1/2.
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La expresion asintética y la funcién KWW se compararan con los resultados
numeéricos, obteniéndose un acuerdo muy bueno.

3.5.2 Respuesta lineal a una perturbacion de tempe-
ratura

Consideremos un modelo de Ising monodimensional con interacciones a ve-
cinos mas préximos, en ausencia de campo externo y en el limite termodina-
mico. El Hamiltoniano del sistema es

H = —JZ 00541 (3.28)

J

en el que o; son variables de espin, o; = +1, y la constante de acoplo J la
supondremos positiva. La evolucién temporal del modelo estd regida por la
dindmica de Glauber de saltos de un unico espin [53], esto es, la probabilidad
p(0,t) satisface la ecuacién maestra

d
aﬁ@ﬂ)=§:U%U?ﬂMFﬂJ%—WKUW@ﬁH- (3.29)
J
En esta ecuacién ¢ = {o1,...,0j,...} es una configuracién arbitraria del
sistema de espines, y Fjo = {01,...,—0},...}, es decir, aquella configuracién

que se obtiene a partir de ¢ rotando el espin j-ésimo. Las probabilidades de
transicién vienen dadas por

(a4 .
Wilo) =3 |1 = 20, (031 + 001)] (3.30)
con 2]
~(T) = tanh T (3.31)

Las Ecuaciones (3.30) y (3.31) implican que las probabilidades de transicién
verifican la condicién de balance detallado para « arbitrario y, en consecuen- -
cia, la distribucién de equilibrio canénica

e P

2, e

P(o) = (332)
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es una solucién estacionaria y estable de la ecuacién maestra. Aunque en
la bibliografia se han tomado elecciones concretas de o [24], no es necesario
hacerlo para el caso de la respuesta lineal a temperatura constante que vamos
a considerar aqui. De hecho, « sélo redefine la escala de tiempos del sistema,
y puede eliminarse trabajando con una escala adimensional de tiempos at.
Nuestro propdsito es calcular la respuesta lineal de la energia a una per-
turbacién uniforme de la temperatura. La energia por particula, en unidades

adimensionales, es
e(t) = —{ojoj41)(t), (3.33)

en la que los corchetes angulares indican el promedio con la funcién de dis-
tribucién p(o,t), solucién de la ecuacién maestra (3.29). Introduzcamos el
conjunto de funciones de correlacién

Cn(t) = (0;054n)(t) - (3.34)
Es claro que, en particular,
e(t) = —Cu(1) (3.35)

y que Co(t) = 1 para todo tiempo. A partir de la ecuacién maestra se deduce
[53] que las funciones de correlacién C,, verifican la jerarquia de ecuaciones

d
zﬁCn = —-2aC, + ay (Cp-1 + Cry1) (3.36)

paran # 0,y Co = 1. Es bien conocido [53, 60] que todos los momentos C,
tienden en el limite de tiempos grandes a sus valores de equilibrio,

COT) = &X(T) , (3.37)
donde ;
*B

La Ecuacién (3.37) se obtiene al promediar ¢;0;4, con la distribucién cané-
nica, Ecuacién (3.32), o buscando la solucién estacionaria de la jerarquia de
ecuaciones (3.36). Es importante sefialar que la Ecuacién (3.37) es valida
también para n = 0. ‘



44 CAP{TULO 3. PROCESOS DE RELAJACION

En esta parte de nuestro trabajo estamos interesados en la funcién res-
puesta de la energia ¢(t), definida como sigue,

_et) —e(o0) _ Cu(t) = OO

~e(0) —e(o0)  Cy(0) —CO (339)

(1)

El sistema de espines se supone en equilibrio termodindmico a la temperatura
T — AT para t < 0. En el instante ¢t = 0, la temperatura del bafio térmico
se cambia instantdneamente a T'. Por tanto, las condiciones iniciales para la
jerarquia de ecuaciones (3.36) son las de equilibrio a la temperatura T — AT,
o sea

Ca(0) =[E(T = AT)]" . (3.40)

El conjunto de ecuaciones diferenciales en diferencias (3.36) puede resolverse
mediante los métodos estandar para esta clase de ecuaciones [53, 60]. En el
limite de respuesta lineal, lo que se denomina a veces en la biliografia funcién
respuesta de equilibrio [30], slo tenemos que retener los términos de primer
orden en AT,y el resultado que se alcanza para ¢(t) es

n{t
o) = 153 (3.41)
en el cual - )
- __ S 9 -2a(1-vycosq)t
n(t) /o dq(1 s q)2e . (3.42)

Un sencillo cambio de variables nos permite reescribir la Ecuacién (3.41) en

la forma \ :

2

é(t) = / dhp(A)e ™ . (3.43)
A1

Si comparamos esta ecuacién con la (3.12) vemos que son idénticas. El
espectro de relajacién de la energia es en este caso
(/\) _ (1 _ ,72)1/2 (/\ _ )‘1)1/2()\2 _ /\)1/2
T R - — 7 X !

(3.44)

y las velocidades de relajacién minima y méaxima son

A = 2a(1 — ) (345)
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y
A2 = 2a(l +7) (3.46)

respectivamente. En consecuencia, podemos aplicar a este modelo todo el
esquema desarrollado en la Seccién 3.4, y ver si es de esperar una regién de
relajaciéon KWW. Merece la pena indicar que en este modelo los cortes A,
y Az aparecen de un modo natural, como también sucede en otros modelos
basados en el formalismo de ecuacién maestra [2, 54, 55].

Todos los momentos de la distribucién (3.44) son finitos y, por tanto,
para tiempos cortos la relajacién es exponencial y viene dada por la Ecuacién

(3.17),

B(t) ~ e~ MMt (3.47)
La frecuencia media Aps puede obtenerse ficilmente:
A2
Ay = / A p(A) = 2a(1 — )2 = (M A)Y2. (3.48)
Al

Para tiempos grandes, sin embargo, no puede aplicarse la Ecuacién (3.18),
ya que p(A;) = 0. Para derivar el comportamiento dominante en ese limite
asintdtico utilizamos el método de Laplace, y el resultado es

71+ 7)1 1 e~ Mt
o I (=727 (0P

60~ | (3.49)
esto es, la funcidn respuesta es basicamente exponencial, con un tiempo de
relajacién A7', el mayor tiempo de relajacién del sistema (vedse la discusién
a continuacién de la Ecuacién (3.18)).

A partir de aqui todo el esquema expuesto en la Seccién 3.4 es aplicable,
y es de esperar que exista una regién de tiempos intermedios en los que ¢(%)
pueda representarse por una funcién KWW. En qué limite sera esto relevante
es precisamente el hilo conductor de nuestro estudio a continuacién.

3.5.3 El tiempo medio de relajacién

Una magnitud esencial para caracterizar la relajacién de ¢(¢) es el tiempo
medio de relajacién (vedse la Seccién 2.2), definido como

(r) = /0 oo dt () . (3.50)
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Para una relajacién exponencial, ¢(t) = exp(—t/7), se tiene que (7) = 7. En
otro caso, y mientras ¢(t) sea mondtona, () proporciona una estimacioén del
tiempo de decaimiento de la funcién respuesta. En el modelo que estamos
considerando, el tiempo medio de relajacién puede calcularse analiticamente
a partir de la expresién exacta de ¢(t), Ecuacién (3.41), obteniéndose

)= i
- - da (1 —72)[1 — (1 —42)1/7 :

(3.51)

A fin de saber cuando estard dominada la relajacién de ¢(t) por la expo-
nencial inicial, comparamos (7) con Ay;. Utilizando las Ecuaciones (3.48) y
(3.51) se tiene que

_1 7
T 2(1 —A)V2[1 = (1 =2V

A (T) (3.52)
En el limite de temperaturas altas (y — 0), la Ecuacién (3.52) se simplifica
a

Aty =14+ 0, (3.53)

esto es, (1) ~ A3, y podemos esperar que la relajacién sera exponencial en
todo el rango de valores relevantes de la funcién respuesta. Por otro lado, en
la regién de bajas temperaturas (y — 1)

lin% Am{T) = 00, (3.54)
y—

es decir, 7 > A;}. Esto puede interpretarse en el sentido de que la relajacién
ocurre sobre una escala de tiempos (del orden de (7)) que es mucho mayor
que la definida por la exponencial inicial (del orden de A3}), y la contribucién
de esa primera etapa al tiempo medio de relajacién es despreciable.

Un razonamiento analogo puede llevarse a cabo en relacién al compor-
tamiento en el limite de tiempos grandes. En la zona de temperaturas altas
M(T) = 1+ O(7), ya que para v — 0 se tiene que A\; = Aps + O(7). Por otro -
lado, para temperaturas bajas

1
lim Ay (1) = —, (3.55)
y—1 4
lo que muestra la importancia de la escala de tiempos t* = )\t para la

relajacion del sistema a bajas temperaturas.
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Resulta también interesante relacionar el comportamiento de la funcién
de respuesta lineal con la forma del espectro de relajacién. Una medida de la
anchura de la distribucién p()) es el cociente entre la dispersién o y el valor
medio Aps. Un célculo sencillo a partir de la Ecuacién (3.44) da el resultado

o _[1=a=-)

En el limite de altas temperaturas (7 — 0), resulta

. o -

lim — =0, (3.57)
y la distribucién es muy estrecha alrededor del valor medio Aps, que, en con-
secuencia, gobierna la relajacién del sistema, como se discutié en la Seccién
3.4. Para bajas temperaturas

o
lim — = o 3.58
‘Y-——%l A]\! 3 ( )
y la relajacion no exponencial serd dominante.
A temperaturas bajas es valido el desarrollo

2a()—-—1— 2—1/—2-+1+0(1/"’) (3.59)
= T Ty ) '
en la que hemos introducido

e=1-+~, (3.60)

que tiende a cero en ese limite. En el orden més bajo, las Ecuaciones (3.59)
y (3.55) son equivalentes. El desarrollo anterior de potencias de /2 puede
relacionarse de un modo sencillo con la forma del espectro de relajacién. Si
tomamos el limite de bajas temperaturas en la Ecuacién (3.56) se obtiene

(ex1)
o \? 1
(x,;) ~ e (3:61)

lo que demuestra que el desarrollo anterior en potencias de €'/2 es equiva-

lente a desarrollar en el inverso de la anchura de la distribucién, medida por

(o/Am)*.
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4
4J[kgT

Figura 3.2: Tiempo medio de relajacion de la energia media en el modelo de
Ising, como funcion de la temperatura. La linea recta corresponde a la ley

Arrhenius de la Ecuacidn (3.62).

En la Figura 3.2 se representa el logaritmo del tiempo medio de relajacion
del modelo de Ising, como funcién del inverso de la temperatura. Para tem-
peraturas bajas la grafica es con muy buena aproximacién una linea recta,
lo que corresponde a una ley Arrhenius, Ecuacién (2.3). De hecho, en ese
limite el término dominante de la Ecuacién (3.59) es equivalente a

1 4J
a(r) ~ 16 &P (m) , (3.62) .

que es precisamente una ecuacién de tipo Arrhenius para el tiempo de re-

lajacién, con una energia de activacién igual a 4J. Para temperaturas mas
altas la Ecuacién (3.62) ya no es vélida, y esto se traduce en la curvatu-
ra que se aprecia en la figura. Sin embargo, ni la ecuacién VTF (2.9) nila
ecuacién de Adam y Gibbs (2.12) parecen adecuadas para describir la depen- .
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dencia del tiempo medio de relajacién del modelo de Ising en todo el rango
de temperaturas.

3.5.4 Region de altas temperaturas

- Para realizar el analisis de la funcién de relajacién, es conveniente reescribir
la Ecuacién (3.41) de un modo ligeramente distinto,

f”" q sen2g 262c>z'ytcosq
0~ (-ycosq) : (3.63)

™ sen?
d 9
fo q(l—'ycosq)2

En el limite de altas temperaturas v < 1 y podemos despreciar el término
7cosq en el denominador de los integrandos de la ecuacién anterior. Sin
embargo, tenemos que retener la exponencial, ya que el tiempo ¢ puede ser
arbitrariamente grande, y 2a~yt del orden de la unidad. Con esto se obtiene

¢(t) —_ e—2at

8(1) ~ e~ 12070 (3.64)
avi
en la que I; es la funcién de Bessel modificada. La Ecuacién (3.64) es vilida
para todo tiempo, y para v = 0 se simplifica a ¢(t) ~ exp(—2at). Este
resultado esta de acuerdo con el comportamiento derivado en la Seccién 3.5.2
para la zona de tiempos cortos, que en este caso se extiende a todo el rango
de valores de la funcién de relajacién.
En el limite de tiempos largos, ayt > 1, la Ecuacién (3.64) puede eva-
luarse con ayuda de las expresiones asintéticas de las funciones de Bessel
para argumentos grandes, esto es [11]

L(2) ~ —, z - oc0. (3.65)
27z
Por consiguiente,
e—'la(l—'y)t

) ~ v (ar)i (3.66)
que es la particularizacién del resultado general, Ecuacién (3.49), en este
limite.

El comportamiento dado por la Ecuacién (3.66) no es, sin embargo, sig-
nificativo para lo que realmente se observa en la relajacién de ¢(¢), ya que la
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In at

Figura 3.3: Funcion de relajacidn de la energia en la regidn de temperaturas
altas, para v = 0.1974 (a) y v = 0.4621 (b). Los circulos corresponden
a la integracion numeérica de la Ecuacidn (3.41), y la linea continua a la
aprozimacion de altas temperaturas, Ecuacion (3.64).
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Figura 3.4: Ajuste a una funcion KWW (linea continua) de la funcidn de
relajacion del modelo de Ising en la zona de altas temperaturas (circulos).
Para v = 0.1974 (a) los pardmetros de la KWW son B8 = 0.9986 y ar =
0.515, mientras que para v = 0.4621 (b) se tiene que f = 0.9926 y ar =
0.595.
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parte relevante de la relajacién estd descrita por la exponencial de tiempos
cortos. Podemos estimar que ¢(¢) ha decaido cuando Ayt = 4 (el valor ex-
acto no es importante, usamos 4 por dar un valor concreto). Para tiempos
de este orden tenemos que

¢(t) = [1+ 0], (3.67)

ya que o /Ay = O(7). La correccién a la exponencial es todavia despreciable,
si v es suficientemente pequefio. De hecho, la regién de altas temperaturas,
definida como aquella en la que la Ecuacién (3.64) es una buena aproximacién
para la funcién respuesta, se extiende hasta valores bastante grandes de 7.
Como ejemplo, en la Figura 3.3 comparamos las Ecuaciones (3.41), integrada
numéricamente, y (3.64) para v = 0.1974 y v = 0.4621. El acuerdo es
sorprendente, si tenemos en cuenta que los valores de v no son muy pequeros.

La Figura 3.4 muestra el mejor ajuste KWW numeérico para los mis-
mos valores de v considerados en la Figura 3.3. La funcién 1 estd definida
por la Ecuacién (3.20). Ldgicamente, los valores de § encontrados son muy
proximos a la unidad, ya que hemos visto antes que el comportamiento es
basicamente exponencial. Las estimaciones del tiempo de relajacién 7 de
la funcién KWW son iguales a A/, con errores menores que el 5%, incluso
para v = 0.4621. Estos resultados confirman la validez de los argumentos
anteriormente expuestos sobre la dominancia de la exponencial inicial en este
limite.

3.5.5 Region de bajas temperaturas

En el limite de bajas temperaturas ¥ — 1 y es conveniente utilizar el
pardmetro pequefio € < 1, definido en la Ecuacién (3.60). Si introducimos
este pardmetro en la expresién para la funcién de relajacién ¢(t), Ecuacién
(3.63), obtenemos

f7r dq sen® g e—?at(l—cos q)e—2aetcosq _
¢(t) _ 0] (1—cosq-:—recosq) e ‘ (368)
fo dq( 2 '

1~cosg+ecosq)

La Ecuacién (3.68) apunta la existencia de dos escalas de tiempo naturales,
definidas mediante los limites 2aet < 1, por una parte, y 2act = O(1), por
otra. El analisis asint6tico riguroso de la Ecuacién (3.68) es por tanto com-
plejo, y se detalla en el Apéndice D, de modo que en lo que sigue escribiremos
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los resultados directamente. En la regién en que € < 1, 2aet < 1, el anélisis
de la Ecuacién (3.68) proporciona, hasta segundo orden,

$(t) ~ 1 — (2¢)/2 {dat e [Iy(2at) — [;(2at)] 4 e~ [y(2at) — 1} .

(3.69)
En el otro limite de interés, ¢ < 1, 2act = O(1), se tiene que
1
$(t) ~ /2 [(1 + 4act) I‘(§, 2a5t) — 2 (20et) 2 e 2| | (3.70)

siendo T' la funcién gamma incompleta [11]. La Ecuacién (3.70) representa
el orden mas bajoen e =1 — ~.

Para construir una solucién vélida para todo tiempo podemos intentar
empalmar las dos expresiones, Ecuaciones (3.69) y (3.70), en una escala de
tiempos intermedia, como es habitual [64]. La Ecuacién (3.70) reproduce
el valor de ¢ para t = 0 (¢(0) = 1) v, en consecuencia, ambas expresiones
empalman al orden més bajo. No obstante, si se tiene en cuenta la correccién
de orden £!/? de la Ecuacién (3.69), el empalme obtenido no es correcto, y
la solucién “uniforme” para todo tiempo no verifica la condicién de contorno
#(00) = 0. Esta condicién la cumple la expresién exacta, Ecuacién (3.68), de
modo que esto es una consecuencia de que estamos quedandonos con érdenes
diferentes en las Ecuaciones (3.69) y (3.70). Mientras que la tltima sélo
retiene el orden mas bajo de aproximacién, en la primera hemos guardado
la primera correccién. Un modo correcto de proceder consiste en explotar
el hecho de que ¢(t) es una constante en el orden més bajo (a temperatura
T = 0K, el sistema no relaja y, por tanto, si ¢ = 0 tendremos ¢(¢) = 1).
Definimos la funcién

x=1Iné, | (3.71)

que verifica
x(t) ~ —(2¢)/? {4at e72** [[o(2at) — I,(2at)] + e~ Iy(20t) — 1} (3.72)
parae K 1, 2aet K 1, y

x(t) ~ In {w-lﬂ [(1 + 4aet)T (% 2a5t) — 2(2a¢t)'/? e-““] } (3.73)

para € < 1, 2aet = O(1). Las Ecuaciones (3.72) y (3.73) son validas al orden
mds bajo en ¢, y por tanto deben empalmar correctamente. En particular,
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han de llevar a las condiciones de contorno correctas,

x(t=0) = 0 (3.74)
tlirglox(t) = —00. (3.75)

Otra ventaja de trabajar con la funcién x es que errores absolutos en ella
corresponden a errores relativos en la funcién de relajacién ¢.

La zona de empalme estd definida por las condiciones 2at > 1, 2aet < 1.
En esa regién, ambas ecuaciones (3.72) y (3.73) se comportan de acuerdo con
el limite comin

x(t) ~ —Wi(?ast)” 2. (3.76)

Si tenemos en cuenta la definicién de x(¢), Ecuacién (3.71), se sigue que la
funcién respuesta en esta ventana de tiempos intermedios estd descrita de
modo aproximado por una funcién KWW, Ecuacién (3.1), con

1
== T
5=t (.17
y w
_ , 7
"= 3%ae (3.78)

A partir de las Ecuaciones (3.72), (3.73) y (3.76) puede deducirse una expre-
sién uniformemente vilida en ¢, y que verifica por tanto las condiciones de
contorno, Ecuaciones (3.74) y (3.75),

x(t) ~ In {w'”"’ [(1 + daet) 1‘(%,2ast> — 2(2aet)/? e-““]}

— (2e)'? {4at e [Io(2at) — I1(2at)] + e 2" Io(2at) — 1}
4
"

+ (2aet)!/? . (3.79)

Esta expresién es muy complicada, pero se puede dar una descripcién
simplificada de la relajacién de la energia en cada uno de los tres regimenes -
relevantes de tiempo que han surgido en nuestro andlisis, concretamente

exp [—2a(2¢e)/%] para 20t < 1
¢(t) = { exp [—(32aet/m)!/?] para 1 <« 2ot < g7t (3.80) -
7 Y2(20et) ¥/ exp(—2aet) para 20t >e7l.



3.5. MODELO DE ISING MONODIMENSIONAL 59

Un comportamiento similar fue obtenido por Shore y Zwanzig en la referencia
[40] para un modelo reticular monodimensional. La imagen cualitativa de la
relajacion que emana de la Ecuacién (3.80) coincide con la derivada en los
modelos de acoplo [35] para la relajacién en sistemas complejos (vedse la
Ecuacién (3.3)). En este contexto, los modelos de acoplo pueden entenderse
como una aproximacién para la Ecuacién (3.80), que consiste en empalmar
directamente la exponencial inicial y la funcion KWW que aparece a tiempos
intermedios.

A continuacidén presentamos un razonamiento sencillo para estimar el ran-
go de validez de la funcién KWW, esto es, el rango de valores de ¢(t) que
pueden aproximarse por ella. Estimamos que la KWW es una buena descrip-
cién de la funcion de relajacién para tiempos ¢ tales que t; <t < ¢y, donde ¢;
y ty son los tiempos para los que la funcién KWW corta a las exponenciales
inicial y final de la Ecuacién (3.80), respectivamente. Con estas definiciones
se encuentra que ot; ~ 1.27 y 2aet; ~ 1.57. A este intervalo de tiempos
le corresponde un rango de valores de la funcion respuesta ¢; > ¢ > ¢y, en
donde ¢; ~ 0.06, mientras que ¢; depende del valor del pardmetro €. Para
€ = 107 tenemos que ¢; ~ 0.96, y si disminuimos €, ¢; es cada vez més
préximo a la unidad. Esto demuestra lo que ya discutimos cualitativamente
en la Seccién 3.5.3, que la regién exponencial inicial se vuelve despreciable
en el limite de tamperaturas bajas, ¢ — 0. La conclusién fundamental de
este argumento es que la parte relevante de la relajacién de ¢(t) a bajas tem-
peraturas puede ajustarse con mucha precisién a una funcién KWW, con los
parametros 3 y 7 dados por las Ecuaciones (3.77) y (3.78), respectivamente.

En consecuencia, aunque la funcién respuesta no es una KWW para todo
tiempo y, en particular, es exponencial tanto en el limite de tiempos cortos
como en el limite de tiempos grandes, puede aproximarse muy bien por una
funcién KWW en una ventana bien definida de tiempos intermedios. Ademads
el rango de valores de ¢(t) que se ajusta aumenta cuando disminuimos la
temperatura. Con el fin de ilustrar este punto hemos representado la funcién
respuesta @(t) para cuatro valores distintos de € en la Figura 3.5. También
se muestra el comportamiento asintético uniforme en el tiempo, Ecuacién
(3.79), y la funciéSn KWW de la Ecuacién (3.80). En todos los casos se
observa un acuerdo excelente entre los resultados numeéricos y la expresién
asintética. Asimismo las curvas indican la tendencia de ¢(t) a adoptar la
forma KWW cuando ¢ decrece. '

En conclusién, a lo largo de esta seccién se ha demostrado la relevancia
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Figura 3.5: Funcién de relajacion de la energia en la region de bajas tempe-
raturas, para e = 0.2384 (a), ¢ = 0.0360 (b), € = 0.0096 (c) y € = 0.0001 (d).
Los rombos corresponden a la integracién numérica de la Ecuacidn (8.41),
la linea continua a la aprozimacidn de temperaturas bajas, Ecuacidn (3.79),
y los circulos en negro a la funcion KWW de la FEcuacidn (3.80).
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Figura 3.6: Ajuste a una funcion KWW (linea continua) de la funcidn de
la relajacion del modelo de Ising en la zona de temperaturas bajas (rombos).
Ndtese que para tiempos cortos la relajacion es exponencial, y por tanto la
KWW de tiempos intermedios no describe bien esa region. Los valores de €
considerados son los mismos de la Figura 3.5.
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de la funcién KWW para describir la relajacién lineal de la energia en el
modelo de Ising monodimensional, especialmente a bajas temperaturas. Apa-
rece como una expresion asintética valida en un rango bien determinado
de tiempos intermedios, y como un funcién de ajuste adecuada para todo
tiempo. En este sentido creemos que no se puede derivar nada mas profundo,
desde un punto de vista fisico, del hecho de que la relajacién en muchos
modelos muestre un decaimiento KWW. Al mismo tiempo, pensamos que el
calculo realizado aqui puede servir para mostrar cémo deducir en modelos
mas complejos la funciéon KWW para tiempos intermedios, y no sélo en el
limite de tiempos grandes, como se hace habitualmente.

Es interesante comparar nuestro trabajo con otros resultados tedricos
previos para el modelo de Ising monodimensional con dindmica de Glauber.
Anderson [54] y Bozdemir [55] estudiaron la funcién de autocorrelacién tem-
poral de un espin. En el limite de temperaturas bajas, encontraron que la
relajacion es aproximadamente de la forma KWW con 8 = 0.63. Al aumen-
tar la temperatura, la funcién de relajacion tiende a ser exponencial y, por
tanto, el valor 8 = 0.63 puede entenderse como una cota inferior para £, al
ajustar la relajacidon a una funcion KWW. Entonces, aunque la dependencia
cualitativa respecto de la temperatura es similar para la funcién de auto-
correlacion temporal de un espin y la funcién de relajacién de la energia, el
valor limite de § es diferente, ya que hemos encontrado que es 1/2 para esta
ultima.

En la Figura 3.6 se presentan los mejores ajustes KWW para los cuatro
valores de € considerados en la Figura 3.5. De nuevo, la funcién ¢ es la
definida en la Ecuacién (3.20). Se observa que, aunque el ajuste de la expre-
sién asintdtica uniforme es excelente en los cuatro casos (ver Figura 3.5), el
valor de 8 que proporciona el mejor ajuste decrece desde f = 0.9760 para -
€ = 0.2384 hasta 8 = 0.558 para ¢ = 10™* (en este caso 0.96 > ¢(¢) > 0.01).
En consecuencia parece licito considerar el valor § = 1/2 como un limite
para ¢ — 0, como se discutié en el parrafo anterior.



Capitulo 4

Ecuaciones maestras con
probabilidades de transiciéon
dependientes del tiempo

4.1 Introduccién

El interés del estudio de procesos en que la temperatura depende del tiempo
es evidente en en el contexto de los liquidos sobreenfriados y vidrios. En el
Capitulo 2 de esta Memoria discutimos la fenomenologia de estos sistemas
en este tipo de procesos. En particular, la denominada transicién vitrea de
laboratorio aparece como consecuencia de enfriar un liquido sobrenfriado en
equilibrio con una velocidad finita, de modo que a temperaturas suficiente-
mente bajas éste se separa de la curva de equilibrio y queda “congelado” en un
estado de no equilibrio. Para un estudio més detallado de la fenomenologia
de estos sistemas pueden consultarse las Referencias [26] y [27].

El presente capitulo consta de dos grandes apartados; en el primero, Sec-
cién 4.2, se analizan [65] una serie de resultados generales para ecuaciones
maestras con probabilidades de transicién dependientes del tiempo, un for-
malismo que es utilizado con frecuencia para modelar este tipo de procesos
[1], [21]-[25], [66]. Las probabilidades de transicién dependen del tiempo ya
que son funciones de la temperatura, y ésta depende del tiempo. Analizare-
mos el limite de tiempos grandes, asi como la vuelta al equilibrio a altas
temperaturas en procesos de calentamiento. También estudiaremos [67] las

39
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entropias estadistica y calorimétrica [68, 69] para esta clase de sistemas. En el
segundo apartado, Seccién 4.3, se considerara un modelo sencillo, el sistema
de dos niveles, que ha sido utilizado frecuentemente en la bibliografia para
estudiar las propiedades estéticas [70, 71] y dindmicas [22, 29, 68, 69, 72, 73]
de los vidrios. En este modelo se concretaran todos los resultados obtenidos
en general en la Seccién 4.2, ya que su ecuacién maestra es particularmente
sencilla [65, 67]. Asimismo se discutirdn las particularidades de este mode-
lo, a fin de extraer los comportamientos que, previsiblemente, también se
observardn en sistemas mds complejos, tal como el que se investigara en el
Capitulo 5.

4.2 Algunos resultados generales

4.2.1 Introduccién

Para modelar muchos procesos fisicos mediante el formalismo de ecuacién
maestra es necesario considerar probabilidades de transicién dependientes
del tiempo. Este es el caso cuando, por ejemplo, se supone que la variacién
de algiin pardmetro intensivo del sistema (como la temperatura o la presién)
se controla externamente. Como hemos dicho antes, un buen nimero de los
modelos propuestos para explicar el comportamiento peculiar de los liquidos
sobreenfriados y vidrios en procesos de enfriamiento y calentamiento se han
formulado de este modo.

Mientras que para el caso de probabilidades de transicién independientes
del tiempo existe una teoria bien estructurada [58], son escasos los resultados
para la situacién maés general en que éstas dependen del tiempo. Sin embar-
g0, una revisién de la bibliografia muestra que modelos aparentemente muy
distintos conducen a resultados andlogos, y no puede evitarse la sensacién
de que la misma propiedad general est4 siendo derivada muchas veces. Esta
situacién es desagradable desde un punto de vista formal, pero ademés difi-
culta el progreso hacia la comprensién de los fenémenos fisicos que intentamos
describir. Debemos de ser capaces de separar los comportamientos generales
de aquellos otros que son especificos del modelo concreto con que trabajemos.

Una de las propiedades mds importantes de la ecuacién mestra con pro-
babilidades de transicién constantes es que todas las soluciones de dicha
ecuacion tienden, en el limite de tiempos grandes, a la solucién de equilibrio.
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Este teorema se verifica cuando el proceso de Markov definido por la ecuacién
maestra es irreducible, es decir, todas las configuraciones del sistema pueden
alcanzarse desde una dada mediante una cadena de transiciones con proba-
bilidad no nula.

El primer punto que estudiaremos es si existe una generalizacién de la
propiedad anterior cuando las probabilidades de transicién dependen del
tiempo. Se demostrard que, bajo condiciones similares a las necesarias cuan-
do son constantes, todas las soluciones de la ecuacién maestra convergen.
Para procesos de enfriamiento este resultado estd limitado por el (posible)
congelamiento del sistema y la pérdida de la irreducibilidad. En los demaés
casos, habra una solucién especial de la ecuacién maestra a la que tienden a
aproximarse todas las demds soluciones. A esta solucién especial la denomi-
naremos solucién “normal” para el proceso considerado, esto es, para las
probabilidades de transicién correspondientes.

Es importante hacer énfasis en el cardcter general del resultado ante-
rior, que no se restringe a situaciones cercanas al equilibrio o a procesos en
que unicamente varie la temperatura. Ademds, dada la arbitrariedad de los
procesos para los que es aplicable, el limite de tiempos grandes no conlleva
necesariamente que alguno de los pardmetros fisicos que aparecen en las pro-
babilidades de transicién tienda a infinito. La evolucién del sistema puede
ser tal que estos parametros estén acotados en todo tiempo, como sucede si
se consideran ciclos de algin tipo, en los que las probabilidades de transicién
sean periddicas. En consecuencia, la solucién normal para un sistema dado no
representa s6lo un comportamiento asintético para cierto valor limite de al-
glin parametro, sino que estard definida para todo el intervalo de variacién de
los mismos. La situacién es similar a la que se encuentra en Teoria Cinética,
de la cual se ha tomado el nombre de solucién normal. La existencia de la
solucién normal es el resultado més importante de esta seccién.

La existencia de la solucién normal tiene consecuencias importantes para
los sistemas sometidos a procesos de calentamiento. Asimismo, explica los
fenémenos de histéresis que se observan cuando un sistema es enfriado hasta
temperaturas bajas, para después ser calentado de nuevo, como se discutié en
la Seccién 2.4. Por lo tanto, la construccién de la solucién normal es un paso
fundamental para entender el comportamiento de los sistemas cuya dindmica
se describe mediante una ecuacién maestra con probabilidades de transicién
dependientes del tiempo. Esto puede ser una tarea dificil en modelos comple-
jos, requiriendo el uso de técnicas aproximadas o perturbativas. No obstante,
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para modelos sencillos (pero relevantes) la solucién normal puede calcularse
exactamente, como veremos en la Seccién 4.3.

Conectado con los resultados anteriores aparece el concepto de entropia
para esta clase de sistemas. Recientemente, Langer y Sethna [68] han in-
dicado que las entropias estadistica y calorimétrica de los vidrios no son
equivalentes, ya que éstos no estan en equilibrio termodinamico. La entropia
estadistica se define como un funcional de la distribucién de probabilidades
del sistema, mientras que Ta entropia calorimétrica estd relacionada con el
intercambio de calor del mismo. En la Referencia (68| se razond, mediante
la extensién de argumentos de equilibrio, que las entropias calorimétricas
medidas en procesos de enfriamiento y calentamiento proporcionan una cota
inferior y superior, respectivamente, a la entropia estadistica. Aqui veremos
que este resultado se deduce directamente a partir de la ecuacién maestra.

Es necesario puntualizar la clase de procesos que vamos a considerar. Se
supondra que las probabilidades de transicion son controladas externamente,
y que su evolucién temporal es independiente por tanto del estado del sistema.
En ese sentido, aquellos modelos para los que las probabilidades de transicién
dependen del tiempo a través de algin funcional de la funcién de distribucion
se excluyen de nuestra discusion. En consecuencia, las deducciones que se
presentan aqui no son aplicables a las teorias de campo medio habituales ni al
caso en que existan fuerzas que controlen el estado del sistema (por ejemplo,
fuerzas termostaticas).

Esta seccién se ajustara al siguiente esquema: en el préximo apartado
analizaremos el limite de tiempos grandes de las soluciones de la ecuacién
maestra con probabilidades de transicién dependientes del tiempo. El caso
particular de procesos de calentamiento se estudiara en la Seccién 4.2.3. Fi-
nalmente, las entropias estadistica y calorimétrica serdn el objeto de estudio
del ultimo apartado, Seccién 4.2.4.

4.2.2 Limite de tiempos grandes

Nuestro punto de partida serd la ecuacién maestra que describe la dindmica
del sistema,

gﬁdit(i = Wii(O)pi(t) — Wiit)pi(1)) - (4.1)

J
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Aqui p;(t) es la probabilidad de encontrar el sistema en el estado ¢ en el
instante ¢, y las probabilidades de transicion W;; para cambios desde el estado
J al estado ¢ dependen del tiempo, segin una ley dada. Definamos una
cantidad H(t) mediante la expresién

H(t)=> pi(t) In ig; \ (4.2)

en la que p;(t) y pi(t) son dos soluciones de la Ecuacién (4.1), que correspon-
den a condiciones iniciales diferentes. La definicién anterior requiere que p’(t)
sea positiva para todo z. Si el proceso de Markov definido por la Ecuacién
(4.1) es irreducible, esta condicién se verificard tras un periodo transitorio
inicial, aun cuando en el instante ¢ = 0 algunas de las probabilidades p}
fueran cero. La evolucién temporal de H(t) estd dada por

dH(t) _ - dpi | pz' sz (t) sz , (4.3)

1

dt (1)

Si utilizamos la Ecuacién (4.1) para p;(t), esta expresién puede transformarse
mediante un célculo sencillo hasta obtener

dH(t) i | dp: '
( t)_zp [ i Z(VVUPJ I/Vjipi)} ) (4'4)
donde
A(t) Wi p <pf ’ﬁ>(1-+1>+ 1———11’1]. 45
®) Z iFi [ Lo P! R T ) (45)

Hasta este momento no hemos tenido en cuenta que pi(¢) es una solucién
de la ecuacién maestra, y que por tanto verifica la Ecuacién (4.1). Hemos
escrito la Ecuacién (4.4) porque nos serd de utilidad més adelante, pero en el
caso que estamos estudiando ahora es claro que el segundo término de H (1)
en la Ecuacién (4.4) se anula idénticamente. Por tanto, queda

dH(t)

= = A (4.6)
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Se puede comprobar facilmente [58] que A(t) < 0, con el signo de igualdad
valido solamente si

pi(t) — pi(t) (4.7)
IAQNE AON
para todas las parejas de estados ¢, j tales que W;;(¢) # 0.

Ademds, H(t) estd acotado inferiormente, lo que, junto con la Ecuacién
(4.6), implica que tiene un limite. En consecuencia

pij(o<)  pi(o0)
7o)~ pi(e) (*8)

s1 Wjj(o0) # 0. Cuando el comportamiento para tiempos grandes de las pro-
babilidades de transicién define un proceso de Markov irreducible la ecuacion
anterior implica

pi(c0) = pi(0) (4.9)
para todo 7, esto es, todas las soluciones de la ecuacién maestra convergen
hacia un mismo limite.

El resultado antes demostrado no puede aplicarse cuando, para { — oo,
el sistema pierde la ergodicidad. Esto excluye, en particular, el enfriamiento
continuo de un sistema fisico hasta T = 0K, donde todas las probabilidades de
transicién se anulan, y el estado del sistema se congela. Esto esta relacionado
con la existencia de propiedades residuales en aquellos modelos propuestos
para imitar el comportamiento dinamico de los vidrios a bajas temperaturas
[21, 22, 24, 29, 69, 72]. Por otra parte, en procesos de calentamiento continuo
o en ciclos térmicos (variacién periédica de la temperatura) se cumplirdn, en
general, las condiciones necesarias para que la Ecuacién (4.9) sea vilida.
En esos casos, dicha ecuacién puede entenderse como la demostracion de la
existencia de un régimen de tiempos grandes, en el cual la influencia de las
condiciones iniciales se pierde, y en el que el estado del sistema y su dindmica
estan completamente determinados por la ley de variacién de la temperatura.
Por supuesto, puede hacerse una discusién analoga si el parametro que se
controla externamente no es la temperatura.
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4.2.3 Procesos de calentamiento continuo

Supongamos que, para todo tiempo, la ecuacién
2 W) = 3 Wit)pi (1) (4.10)
i 3

tiene la solucién canénica,

oy 1 i &;
p;(t) = m exp {_kBT(t)] , (4.11)

en la que €; es la energia del estado j, T'(t) es la temperatura, que depende
del tiempo, y

. &5
0= Yoo -] o
es la funcién de particién dependiente del tiempo. Toda la dependencia de p?
respecto del tiempo se debe a que la temperatura varia, como se ha indicado
explicitamente en las Ecuaciones (4.11) y (4.12). La existencia de p%(t) estd
garantizada por la irreducibilidad del proceso de Markov para todo tiempo,
pero la forma explicita asumida en la Ecuacién (4.11) no es esencial, y sélo
ha sido supuesta por concrecién. Un anélisis similar al que se va a realizar
aqui puede llevarse a cabo para otras distribuciones fisicas, por ejemplo, la
correspondiente al colectivo isotermo-isobérico.

Por supuesto, la distribucién de equilibrio (dependiente del tiempo) p‘;_
no es una solucion de la ecuacién maestra, ya que la temperatura varia en
el tiempo. Por lo tanto, la Ecuacidn (4.11) anula el segundo miembro de la
ecuacion maestra (4.1), pero no el primero. Definamos la cantidad

H°(t)=) pi(t)In pil) (4.13)

pi(t)’

en la que p;(t) es una solucién de la ecuacién maestra. Ahora analizaremos
la evolucién temporal de H°(t) y, para ello, retomamos la Ecuacién (4.4) que
es valida para p} arbitrario. En el caso particular que nos ocupa
dH°(t : dp?
aH7() _ Ay =S B (4.14)
dt p) dt
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con

0 o{(P; P b _ P PJ
40 %:W”p’ [(p? p?) (l P H) AR 8 ) =0
(4.15)
esto es, es igual que A(t), Ecuacién (4.5), con el cambio de p; por p?. La
igualdad A°(¢) = 0 se produce si y sélo si p;(t) = p?(t) para todo 7 [58], es
decir, el sistema se encuentra en equilibrio en el instante . Ahora derivamos

la Ecuacién (4.11), que nos da p?, y la sustituimos en la Ecuacién (4.14),
obteniéndose

SontBE o Sy - Bwe] @)

T

en la que
() = > plt)es (4.17)
(E@)o = Zpg(t)&'- (4.18)

Esto es, (E(t)) es la energia del sistema en el proceso considerado en el
instante ¢, mientras que (E(t))o denota la energia que tendria el sistema en
equilibrio a la temperatura T'(¢).
Si sustituimos la Ecuacién (4.16) en la (4.14) se tiene que
dH°® 1 dT 1
E

dt A1)~ kpT? Tj{< (1)) + kpT? dt ( (t )) (4.19)

Para leyes arbitrarias de variacién de la temperatura no se puede extraer '
mucha informacién de la Ecuacién (4.19), ya que H°(¢) no tiene un signo
bien definido. En particular, la condicién inicial puede escogerse siempre
de modo que Ho(t) sea positivo y, por lo tanto, H°(t) no es una funcién .
mondétonamente decreciente del tlempo Esto es equivalente a decir que las
soluciones de la ecuacién maestra no tienen por qué tender monétonamente
a la solucion de equilibrio. No obstante, si nos restringimos a procesos de
calentamiento continuo, el término

B(t) = Lsz - {B(0) (4.20)
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tiende a cero bajo condiciones muy generales. De un modo més preciso, si
la energia de equilibrio se comporta como T* en el limite de altas tempera-
turas, B(t) se anula si la velocidad de variacién de la temperatura se vuelve
despreciable comparada con T?~%. Para los sistemas fisicos habituales o = 0
6 a =1, es decir, la energfa estd acotada o diverge linealmente con la tempe-
ratura (calor especifico constante) para T — co. En el primer caso, a = 0,
la condicién es

lim T*2if— =0, (4.21)

t—o0 d

mientras que en el segundo, o = 1, debe verificarse que

dinT _ (4.22)

tlgglo dt
Todos los procesos de calentamiento en los que alcanzar temperatura infinita
requiere un tiempo infinito satisfacen la Ecuacién (4.22) y, en consecuencia,
la Ecuacién (4.21).
El término B(t) es la tinica contribucién positiva a H°(t), ya que A°(t)
es semidefinido negativo. Entonces llegamos a la conclusién de que

0
lim i (t)

t—oo  dt

<0. (4.23)

Pero, si tenemos en cuenta que H(¢) est4 acotado inferiormente, se deduce
que la dnica posibilidad es la igualdad. Por consiguiente, debemos tener que

lim A%(t) = 0 (4.24)

t—oo

1 dr
im L9 _ 42
i o7 4 (EW) =0 (4.25)

En el limite de tiempos largos hemos supuesto que la ecuacién maestra es
irreducible, y de la Ecuacién (4.24) se sigue entonces que

p,-(oo) = p?(oo) ’ (4'26)

y la Ecuacién (4.25) es equivalente a que B(t), definido en la Ecuacién (4.20),
se anula para t — oco.

Con la discusién precedente hemos establecido las condiciones bajo las
que las soluciones de la ecuacién maestra (4.1) tienden asintSticamente a la
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distribucién de equilibrio dependiente del tiempo. La demostracién presen-
tada requiere que el proceso definido por la ecuacién maestra sea irreducible
para todos los valores de la temperatura (o, al menos, en el limite T — oo),
y que la ley de variacién de la temperatura no sea muy répida, en el sentido
de que B(t), definido en la Ecuacién (4.20), se anule en el limite ¢ — oo.
Esta ultima condicién se verifica en los experimentos reales y numéricos ha-
bituales, ya que en esos casos dT'/dt = r, con r constante.

Si ponemos juntos los resultados de esta seccién y los de la anterior, llega-
mos a la siguiente imagen de la evolucién de un sistema cuya temperatura se
aumenta de un modo monétono. A partir de una condicién inicial arbitraria,
el sistema tiende en primer lugar a un régimen determinado tnicamente
por la ley de calentamiento, y en el que se ha perdido la influencia de la
condicién inicial. Mas tarde, la curva que describe el estado del sistema en
ese régimen tiende mondtonamente a la curva de equilibrio (dependiente del
tiempo). El resultado principal de la descripcién anterior es la existencia de
una solucién especial de la ecuacién maestra para cada ley de calentamiento,
tal que todas las demds soluciones tienden a ella tras un periodo transitorio
inicial. De acuerdo con la terminologia que es habitual en Teoria Cinética,
nos referiremos a esta solucién especial como la solucién “normal” de la ecua-
cién maestra, para una ley de calentamiento dada.

La existencia de una solucién normal para procesos de calentamiento jue-
ga un papel fundamental en la explicacién de los fenémenos de histéresis
observados en sistemas sometidos a ciclos térmicos de enfriamiento y poste-
rior calentamiento. Estos efectos se han estudiado de un modo extenso en
los liquidos sobreenfriados y vidrios [26], pero los resultados obtenidos aquf
son aplicables a cualquier sistema.

Al igual que sucede en Teoria Cmetlca la construccién de la solucién
normal puede ser una tarea formidable. Nosotros hemos investigado la posi-
bilidad de generar la solucién normal mediante el método de Hilbert, pero
s6lo hemos conseguido resultados parciales que presentamos en el Apéndice
E. Con todo, en la Seccién 4.3 consideramos un modelo sencillo, para el que -
puede encontrarse explicitamente la solucién normal.

4.2.4 Entropias estadistica y calorimétrica

Consideremos ahora el problema de la definicién de la entropia en sistemas
cuya dinamica esta determinada por una ecuacién maestra con probabilida-
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des de transicién dependientes del tiempo, Ecuacién (4.1). Como fue apunta-
do por Langer y Sethna en la Referencia [68], la entropia estadistica, definida
en la forma habitual,

5(t) = —ks Zpi(t)hlpi(t) ; (4.27)

no coincide con la entropia calorimétrica, definida a partir del intercambio
de calor del sistema,
85t 1 6Q

st T &t
para estados de no equilibrio, como es el caso de los vidrios. La definicién de
la Ecuacién (4.27) para la entropia estadistica es razonable, ya que es una
magnitud extensiva (esto es, para dos sistemas no interaccionantes I y I,
S = 81+ S511), es igual a la entropia definida en termodindmica en el caso de
un sistema en equilibrio y, finalmente, aumenta en el tiempo para un sistema
aislado.

(4.28)

La entropia estadistica S estd relacionada de un modo directo con la
magnitud H® que introdujimos en el apartado 4.2.3. Sin mds que comparar
las Ecuaciones (4.27) y (4.13) se obtiene

H(t) = —s(t) = 3 i) npl(t) (4.29)
tras definir una entropia adimensional
" (4.30)
La evolucién temporal de la entropia estadistica s(¢) puede entonces obte-

nerse facilmente a partir de la Ecuacién (4.29). Derivando esta ecuacién
respecto al tiempo tenemos que

d:;(tt) dH (t Zpl i dpl(1) _Zﬁ%lnpg(t), (4.31)

Ahora podemos hacer uso de la Ecuacién (4.14), para llegar a que

d‘;(tt) =—A%t)- > dp;—it) Inp?(t), (4.32)

i
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donde A°(t) es la funcién definida en la Ecuacién (4.15), y es semidefinida
negativa.

La Ecuacién (4.32) es valida con independencia de la forma concreta de la
distribucién de equilibrio (dependiente del tiempo) p?(¢). Si ahora admitimos
que p?(t) tiene la forma canénica, Ecuacién (4.11), resulta

dp,' 0 1 dp,' .
_Z o ne= kBTZ.: dt
1 d dé:,’

= T Z [zﬁ(pi&') —Pig ]

L 4E) +2YadX“} , (4.33)

kgT | dt dt

o

en la que (E) es la energia media del sistema, Ecuacién (4.17), { X, } denota el
conjunto de parametros externos del sistema (volumen, nimero de particulas,
etc.), e Y, es la fuerza generalizada conjugada de X,, promediada con la
distribucién p;(t),
de;
Yo(t)= =) —pil(t). 4.34

Si introducimos la Ecuacién (4.33) en la (4.32) encontramos, tras identi-
ficar ) Y,dX, como el trabajo realizado por el sistema,

ds(t) 1 6Q

—_— i — 0 —_—
A O we iy

(4.35)
donde () representa el flujo de calor hacia- el sistema. Teniendo en cuenta la

desigualdad de la Ecuacién (4.15), se concluye que (s = 5! /kp),

ds(t) > bst 1 Q
dt = &  kgT(t) 6t °

(4.36)

El signo de igualdad es vélido cuando A°(t) = 0, que como ya razonamos -
sucede si y sélo si p;(t) = pl(t), para todo :. Si esto fuera cierto en un
intervalo de tiempos t; <t < t,, se tendria que

S(tz) — S(ty) = / 26@;%—),' (437

t)
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siendo nuevamente S = kgs. Es importante advertir que no hemos afirmado
que sea posible un proceso para el que se verifique la condicién anterior,
solamente hemos establecido una condicién necesaria y suficiente para que
la Ecuacién (4.37) sea vdlida. No obstante, para procesos de calentamiento
muy generales se ha demostrado en la seccién anterior que p;(t) ~ p2(t),
para temperaturas suficientemente altas. En ese limite es de esperar que la
Ecuacién (4.37) se verifique, al menos asintéticamente. También hay que
hacer notar que, al igual que en las secciones precedentes, nuestro andlisis no
esta restringido a situaciones cercanas al equilibrio, y es aplicable para una
dependencia temporal arbitraria de las probabilidades de transicién.

Supongamos que conocemos la entropia estadistica S, de un sistema, en
un macroestado dado a. Aunque no es necesario, podemos pensar que a €s
un estado de equilibrio. Cuando variamos la temperatura del sistema, hasta
alcanzar otro estado b, la Ecuacién (4.36) implica

b
Sb - Sa .>_ / 6Q—1— ’ (438)
a T
esto es,
b1
Sy > Sa+ / 6Q7 - (4.39)

Si recordamos ahora la Ecuacién (4.28) que define la variacién de la entropia
calorimétrica, tendremos que

b
S S = S, + / 5Qm (4.40)

Estudiemos ahora un proceso que comience en el estado b y finalice en el
estado a. En este caso,

50— 5> / 6Q= , (4.41)
b T

S.< 5 =5, [ 60z, (4.42)
b

es decir, $;° es la entropia del estado b medida calorimétricamente en este
proceso. De este modo, hemos probado que

Sgt < 8y < St (4.43)
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Este resultado es consistente con el derivado por Langer y Sethna [68], si
consideramos que S¢* y S!° se miden durante procesos de enfriamiento y
calentamiento, respectivamente. Sin embargo, la Ecuacién (4.43) que se ha
demostrado aqui es valida para procesos maés generales. La unica restriccién
para S es que debe ser medida en un proceso que finalice en el estado b,
mientras que S;° corresponde a un proceso que comience en dicho estado.
Por lo demds ambos procesos son totalmente arbitrarios.

Finalmente, indicar que la desigualdad de Clausius general, Ecuacidn
(4.36), y por tanto el resultado final de esta seccién, Ecuacién (4.43), son
independientes del colectivo que describa la distribucién de equilibrio de-
pendiente del tiempo, p?(¢). Por ejemplo, si en lugar del colectivo canénico
se utiliza el colectivo isotermo-isobdrico, la expresién andloga a la Ecuacién

(4.33) es

dp; . o 1 |d(H) dp o dX,
Z a 2= r s W +Za: Yo | (444)
en la que
(H(t)) Zh,p, (4.45)
y

V() = Zvipi(t) (4.46)
son los valores medios de la entalpfa y el volumen, respectivamente. El
sumatorio ' indica que se suma sobre todos los pardmetros externos excepto
el volumen, y la fuerza generalizada Y, es ahora

Yo (t) = Z X pi(t (4.47)

donde la derivada se hace a presién y resto de pardmetros X (of # o)
constantes. El corchete del segundo miembro de la Ecuacién (4.44) no es .
més que el flujo de calor Q, de modo que la Ecuacién (4.36) sigue siendo
valida.
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Figura 4.1: Esquema de un sistema de dos niveles.

4.3 Un modelo sencillo: El sistema de dos
niveles

El sistema de dos niveles (TLS) ha sido utilizado como un modelo sencillo
para estudiar las propiedades estdticas [70, 71], y también sus propiedades
dindmicas en procesos de enfriamiento [22, 29, 68, 69, 72, 73]. El TLS tiene
solamente dos estados, un estado fundamental que tomaremos como origen
de energias, y un estado excitado de energia €. Las transiciones directas entre
los dos estados estan prohibidas y sélo son posibles a través de una barrera de
potencial de energia V, medida desde el estado excitado, mediante procesos
de activacién térmica (veése la Figura 4.1).

La probabilidad de transicién por unidad de tiempo desde el estado ex-
citado al estado fundamental, a través de la barrera, es

+(t) = o exp [- k}g; (t)] , (4.48)

en la que o es una constante con dimensiones de frecuencia. Nosotros traba-
jaremos con una escala de tiempos adimensional, es decir, tomamos formal-
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mente o = 1.

Este modelo tiene un unico grado de libertad y, en consecuencia, la ecua-
cién maestra se puede escribir como una ecuacién cerrada para la probabi-
lidad p(t) de encontrar al sistema en el estado excitado. Si introducimos el
parametro de asimetria,

€
= — ' 4.49
/’l’ V ? ( )
la ecuacién maestra resulta -
dp(t
) ey = 0] - 7(2)p00). (4.50)

ya que la probabilidad de transicién desde el estado fundamental al excitado
esta determinada por la condicién de balance detallado.

Supongamos que la temperatura es una funcién montona del tiempo, y
que su variacién viene descrita por la ley

dv(t)
IVETOR (1.51)
donde p = —p, < 0 para procesos de enfriamiento, y p = p; > 0 para pro-

cesos de calentamiento, mientras que la funcién g(7) la tomaremos siempre
positiva. En ese caso, la solucién general de la ecuacién maestra para el TLS,

Ecuacién (4.50), es [29]

1 [ y+y1+#
p(v) = poexp [~—/ dy——}
£ Jre 9(y)

¥ 1+p Y 1+p )
+ / dy Y exp [—l/ dz z—i-—z} , (4.52)
Yo g(y) P ¥ g(z)

en la que pg = p(0), siendo 7 el valor de v correspondiente a la temperatura
inicial. A continuacién aplicamos a este modelo los resultados obtenidos en
las Secciones 4.2.2 y 4.2.3, por un lado, y en la Seccién 4.2.4, por otro.

4.3.1 Solucién normal y ciclos de histéresis

Consideremos procesos de calentamiento del TLS. Para ello es conveniente
introducir una variable z,

1 ¥ y+y1+#
c=— | q¥T¥ "

Pr Jo g(y) (4.58)
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que es una funcién estrictamente creciente de la temperatura, y verifica los
siguientes limites:

limz =0, (4.54)
¥—0
limz =o0. (4.55)
-1

Nétese que los limites v — 0y v — 1 corresponden a T — 0y T — oo,
respectivamente. La Ecuacién (4.55) es equivalente a la Ecuacién (4.21), que
asguraba la vuelta al equilibrio para T' — co si la energia estd acotada. La
variable r definida en la Ecuacién (4.53) es una medida del nimero medio
de transiciones efectuadas por el TLS desde la temperatura 7' = 0K hasta la
temperatura T'. Esto se ve claramente si la reescribimos como sigue (T'(to) =

0K),

en la que 7 es el tiempo de relajacién de la funcién respuesta del TLS a
temperatura constante, ¢(t) = exp [—y(1 + 7#)t], esto es, 7 = [y(1 + v*)] "

En la nueva variable z, la Ecuacidén (4.52) se escribe del modo siguiente,
p(z) = poe (=7 4 / dz' pO(z') e~ (=== | (4.57)
zo

donde z es el valor de z correspondiente a 7, y p{%(z) es la distribucién de
equilibrio del TLS como funcién de z, o sea

2O (z) = % . (4.58)

Para 2> zo y  — 20 > 1 la Ecuacién (4.57) se reduce a

pn(z) = / dz’ pO(z') e~ (=== (4.59)
0

Los limites que llevan desde la Ecuacién (4.57) a la (4.59) corresponden a un
limite de tiempos grandes, en el que la condicién inicial se ha olvidado. Por lo
tanto, la Ecuacion (4.59) es la solucién normal, cuya existencia fue discutida -
en la Seccién 4.2. Desde un punto de vista formal también puede obtenerse a
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partir de la Ecuacién (4.57), si se supone que para T' = 0K (z = 0) el sistema
se encontraba en equilibrio (po = 0).

Si integramos por partes la Ecuacién (4.59) la solucién normal se puede
expresar de la forma

z  dpO(z’ .
pw(e) = (o) - [t LA e (4.60)
o dz!

y la condicién expuesta en la Ecuacién (4.55) implica que para T — oo
la solucién normal, Ecuacién (4.60), tiende a la distribucién de equilibrio.
Aun en el caso de que el proceso de calentamiento sea tan rdpido que las
Ecuaciones (4.21) y (4.55) no se cumplan, todavia hay una solucién normal
dada por la Ecuacion (4.59) 6 (4.60). No obstante, en ese caso no puede
asegurarse que la solucién normal se aproxima a la curva de equilibrio en el
limite de temperaturas muy altas, T — oo.

Con el proposito de ilustrar los resultados anteriores presentamos en la
Figura 4.2 tres evaluaciones numéricas de la solucién de la ecuacién maes-
tra del TLS, Ecuacién (4.52), con asimetria 4 = 0.5. La variacién de la
temperatura es

Y=p7, (4.61)

con p = pp = 10~%. El sistema se encontraba inicialmente en equilibrio a tres
temperaturas diferentes, correspondientes a 7o = 1071%, 1078 y 10735, respec-
tivamente. También se representan en la figura la distribucién de equilibrio,
Ecuacién (4.58), y la solucién normal, Ecuacién (4.60). A bajas tempera-
turas se observa que la separacién entre la distribucién de equilibrio y la
solucién normal es nitida, mientras que.ambas convergen a temperaturas
suficientemente altas, como se ha discutido con anterioridad.

La grafica anterior muestra uno de los resultados principales de este
capitulo, que no es otro sino que las curvas que describen la evolucién del
sistema en procesos de calentamiento tienden a la solucién normal, no a la
curva de equilibrio. Como consecuencia de ello, si el sistema se calienta
partiendo de una condicién inicial que estd a la izquierda de la curva de
equilibrio, p(z¢) > p{®(zo), en su evolucién cruzars ésta al tratar de alcan-
zar la solucién normal, que verifica py(z) < p{®(z) para todo z. Cuando
el TLS se enfria de modo continuo desde un estado de equilibrio, se separa
de la curva de equilibrio a temperaturas suficientemente bajas con valores
p(z) > p9(z), es decir, la curva de enfriamiento se encuentra a la izquierda -
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Figura 4.2: Evolucion de la poblacion del nivel excitado del TS como funcion
de la probabilidad de transicion vy, para la ley de calentamiento de la Ecuacion
(4.61). Las tres curvas (rombos) corresponden a p. = 10™* y p=0.5, para tres
condiciones iniciales diferentes para la probabilidad de transicidn. La linea
continua es la solucion de equilibrio y la linea con circulos es la solucidn
normal, Ecuacidn (4.60).

de la curva de equilibrio [29, 72, 73]. Supongamos ahora que el sistema se
calienta a la misma velocidad con que fue enfriado, esto es, p, = p.. Sabemos
que no volvera al equilibrio por la misma trayectoria de enfriamiento, ya que
se aproximara a la solucién normal, lo que origina el fenémeno de histéresis
observado numéricamente en distintas ocasiones [21, 63, 66, 73]. En la Figura
4.3 se ofrece un ejemplo, correspondiente a la ley dada en la Ecuacién (4.61).
Los circulos pertenecen al proceso de enfriamiento (p = —p.), mientras que
los rombos corresponden al proceso de calentamiento (p = p), tras evaluar
numéricamente la Ecuacién (4.52) en cada caso. Las velocidades elegidas
fueron p, = py, = 1074,

Si tenemos en cuenta que la energia media del TLS es simplemente pro-
porcional a p, (E) = ¢p, la Figura 4.3 es equivalente a un ciclo de histéresis
de la energia media. Podemos entonces comparar dicho ciclo de histéresis con
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Figura 4.3: Ciclo de histéresis de la poblacidn del nivel excitado del TL-
S cuando primero se enfria (circulos) y despueés se calienta (rombos). La
asimetria es g = 0.5, y la ley de variacidn de vy es la Ecuacidn ({.61), con
| p |= 107* tanto para el proceso de enfriamiento como para el de calen-
tamiento. La linea continua es la distribucion de equilibrio, y la linea con
circulos en negro es la solucion normal.

los observados experimentalmente en vidrios reales (vedse la Figura 2.5 del
Capitulo 2), y la conclusién es que es totalmente similar a éstos. En conse-
cuencia, a pesar de que la relajacion de un unico TLS es exponencial, presenta,
un comportamiento dindmico durante ciclos térmicos que es analogo al de los
vidrios estructurales. Sin embargo, no puede explicar efectos de memoria mas
complejos observados en vidrios reales, como que distintas muestras con la
misma temperatura ficticia (esto es, la misma energia en nuestro caso), pero
preparados de forma distinta, presentan un comportamiento dindmico muy
diferente en un proceso de relajacién posterior [26, 74]. Esto es consecuencia -
directa de que en el TLS sélo existe un grado de libertad, lo que es insufi-
ciente para dar cuenta de la no linealidad de la relajacién en los vidrios reales

[26].
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4.3.2 Entropias residuales

En este apartado vamos a analizar brevemente el valor residual de las en-
tropias estadistica y calorimétrica definidas en la Seccién 4.2.4, en el caso
particular del TLS. Un célculo més detallado puede encontrarse en las Refe-
rencias [29] y [67).

La expresion correspondiente a la desigualdad de Clausius, Ecuacién
(4.35), para este modelo es (s(t) es la entropia estadistica para el TLS en
unidades adimensionales)

ds(t)

_ 0 dp(t) €
= —A(t) + —F — (4.62)

dt ksT(t)’

ya que la energia £ del estado excitado no varia en el tiempo, y por tanto el
sistema no realiza trabajo. La funcién A°(t), definida en la Ecuacién (4.15),
es ahora

0 — 1+p - _—p
AW = [0 = p) = p] s (4.63)

La variacion de la entropia calorimétrica estd conectada con el intercambio
de calor del sistema mediante
dse!  dp(t) e
dt ~ dt kgT(t)’

(4.64)

que no es mas que la particularizacién de la Ecuacién (4.28) para el TLS,
con s = 5! /kp, la entropia calorimétrica en unidades adimensionales.
Nuestro objetivo en esta seccidn es obtener las entropias residuales es-
tadistica y calorimétrica para el TLS, esto es, sus valores para T = 0K,
cuando éste se enfria lentamente desde un estado inicial de equilibrio a altas
temperaturas. En particular, utilizaremos la misma ley de variacién de la
temperatura del apartado anterior, Ecuacién (4.61), con p = —p. (p. > 0),
ya que en un proceso de enfriamiento la probabilidad de transicién « es una
funcién decreciente del tiempo. En el limite de enfriamiento lento, p. € 1, se
obtienen las siguientes expresiones, uniformes en el pardmetro de asimetria

u (29, 67,

Sr==plnpt +In(1+pt) = pf —T(1+p)pt InT(1+ ) = 1] (4.65)
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s = —pelnpt+In(1+pt) —pt —=T(L+p)pll [p(1+p) = 1]
+ ;ch/ dz z* / du In(l —u)e™™ . (4.66)

Aqui p, es el valor residual de la poblacién del nivel excitado del TLS [29, 72],

pe
= ptT(1 - 4.67
En la Ecuacién (4.66) I' representa la funciéon Gamma, y ¥ es la funcién
digamma [11].
Es interesante comprobar si las expresiones asintéticas para las entropias
residuales estadistica y calorimétrica, Ecuaciones (4.65) y (4.66), verifican la
desigualdad general, Ecuacion (4.40),

s > s (4.68)

yaque T' = 0K es el final del proceso de enfriamiento. Sirestamos la Ecuacién
(4.66) a la (4.65) tenemos

sp—s® = —y Pc/ dzz"/ duln(l —u)e™™
+ T +p)pf [pb(l+p) —InT(Q+ )], (4.69)

que debe ser positiva si la Ecuacién (4.68) se cumple. El primer término es
positivo debido al rango de integracién de la variable u, y en lo que respecta
al segundo,

,uib(l-i-/t)—lnl‘(l+,u):/#d$2:¢(1)(1+.7:)>0, (4.70)

0

ya que %) la funcién trigamma, es definida positiva [11]. De este modo .
queda probado que s, — 5% > 0, la Ecuacién (4.68).

En la Figura 4.4 se representan las entropias residuales estadistica y ca-
lorimétrica, Ecuaciones (4.65) y (4.66), como funciones de la asimetria g,
para un valor de p. = 10~2. La entropia estadistica es siempre mayor que -
la calorimétrica, como se concluye de la Ecuacién (4.69), y su diferencia -
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Figura 4.4: Entropia residual de un TLS como funcion de la asimetria yu. La
ley de enfriamiento es la definida en la Ecuacién ({.61), con p. = 1072. La
linea continua es la entropia estadistica, mientras que los circulos representan
la entropia calorimétrica. Ambas curvas se han obtenido a partir de las
ezpresiones asintoticas, Ecuaciones ({.65) y (4.66).

aumenta con el valor de x. En el limite de asimetria pequefia, ¢ — 0, am-
bas entropias tienden al mismo valor. De hecho, para g = 0 la entropia
calorimétrica no varia a lo largo del proceso de enfriamiento del TLS, ya
que no hay diferencia de energia entre ambos estados y por tanto no hay
intercambio de calor. Ademas, si la distribucién inicial es de equilibrio, como
hemos supuesto, la poblacién de los estados y la entropia estadistica per-
manecen constantes en el proceso. En particular, la entropia estadistica S es
kpIn2, valor que reproducen las Ecuaciones (4.65) y (4.66) para p = 0.

El estudio de las entropias residuales es interesante en los vidrios estruc-
turales reales porque puede proporcionar informacién acerca del nimero de
estados accesibles al sistema en T' = 0K. Es importante sefialar que en los
experimentos reales sélo se puede medir la entropia calorimétrica, ya que la
funcién de distribucién es inaccesible. En este sentido, puede ser interesante
el resultado que se deduce de la Ecuacién (4.69) para el TLS, esto es, que
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la diferencia entre s, y s tiende a anularse para valores de la velocidad
de enfriamiento pequefios. En principio, éste seria el caso de los vidrios en
el laboratorio, ya que las velocidades de enfriamiento experimentales corres-
ponden a p. < 1. No obstante, también hay que indicar que la diferencia
8y — sﬁ“l en el TLS es del mismo orden que la energia residual ¢, = ep,.
Si esto es asi en modelos més realistas y en los vidrios reales, la entropia
residual calorimétrica puede diferir apreciablemente de la estadistica, y la
informacién que se podria obtener de ella en ese caso seria limitada.



Capitulo 5

Comportamiento dinamico de
un modelo de Ising
monodimensional sometido a
procesos de enfriamiento y
calentamiento

5.1 Introduccién

Este capitulo lo vamos a dedicar a estudiar la evolucién de un modelo de
Ising monodimensional con dindmica de Glauber sometido a procesos de en-
friamiento y calentamiento [75]. El modelo de Ising es basicamente igual al
considerado en la Seccién 3.5, donde estudiamos su relajacién a temperatura
constante, pero ahora introduciremos una barrera energética externa. Este
estudio es interesante porque, aunque existen muchos modelos que muestran
comportamiento vitreo, el andlisis de procesos en que varia la temperatu-
ra se ha limitado casi en forma exclusiva a procesos de enfriamiento, y las
correspondientes propiedades residuales [21, 22, 24, 25, 29]

Sin embargo, la fenomenologia de los liquidos sobreenfriados y vidrios es
muy rica {1}, [3]-[7], [26, 27] y muestra una serie de caracteristicas que deben
entenderse conjuntamente, si queremos profundizar en nuestro conocimiento
acerca de los mecanismos responsables del complejo comportamiento dina-

83
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mico de los vidrios. Dentro de esta perspectiva, en este capitulo abordamos
el estudio global de procesos de calentamiento, procesos de enfriamiento y
ciclos térmicos en el modelo de Ising.

Para aquellos sistemas descritos por ecuaciones maestras, tales que la
variacién de la temperatura del bafio térmico se traduce en probabilidades
de transicién dependientes del tiempo, hemos demostrado en el capitulo an-
terior la existencia de una clase especial de soluciones de la ecuacién maestra,
que denominamos “normales”, bajo condiciones muy generales. Estas solu-
ciones dependen sélo del programa de variacién de la temperatura y tienen
la propiedad de que cualquier otra solucién de la ecuacién maestra, para un
programa de variacién de la temperatura determinado, tiende a la soluciéon
normal correspondiente.

En el estudio que vamos a realizar ahora podremos comprobar la impor-
tancia de la solucién normal para explicar el comportamiento de un sistema
que es sometido a un proceso de calentamiento. Volveremos a ver céomo el
hecho de que el sistema tienda a situarse sobre la curva normal, en el limite
de tiempos grandes, es lo que implica que la energia presente los efectos de
histéresis tan caracteristicos de los vidrios. Asimismo, la estructura de la
solucién normal es la responsable de que la capacidad calorifica tenga un
maéximo durante el proceso de calentamiento de un ciclo térmico, una de
las caracteristicas mas relevantes del comportamiento vitreo. También ex-
plicara la influencia cualitativa que tienen las velocidades de enfriamiento y
calentamiento sobre la altura de este méximo.

En la exposicién se intentard hacer un esfuerzo para subrayar la gene-
ralidad de los resultados a un nivel cualitativo, en el sentido de que una
gran variedad de sistemas mostrara, previsiblemente, un comportamiento
analogo. Por ello se presentardn argumentos fisicos, ficilmente trasladables
a otros sistemas, para explicar lo que se desprende de los cdlculos numéricos y
asintéticos. Nuestra opinién es que practicamente cualquier modelo sensato
presentard a bajas temperaturas muchas de las propiedades dindmicas que
se consideran como propias de los vidrios. En otras palabras, mecanismos
microscopicos muy diferentes son capaces de explicar las peculiaridades del
comportamiento dindmico de los liquidos sobreenfriados y vidrios.

La organizacién de este capitulo serd la siguiente: en la Seccién 5.2 se
describe el modelo y se deriva una expresién general para la evolucién de la
energia media en el caso de temperatura variable. El enfriamiento continuo -
del sistema se analiza en la Seccién 5.3, en la cual se obtienen expresiones
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para la energia residual en el limite de enfriamiento lento. La forma funcional
de la energia residual depende tanto de la velocidad de enfriamiento como de
la ley de enfriamiento, al igual que sucede en un sistema de dos niveles [29].
La Seccién 5.4 se dedica a una investigacién mas profunda del congelamien-
to del sistema. En particular, se determinara la dependencia de la anchura
de la transicién respecto de la velocidad de enfriamiento. En la Seccién 5.5
consideraremos procesos de calentamiento, tras un enfriamiento previo. Se
definird la solucién normal asociada a un programa de calentamiento dado,
discutiéndose su relacién con la evolucién real de la energia y la curva de
equilibrio. En términos de la solucién normal se entenderan claramente los
efectos de histéresis de la energia en un ciclo térmico. Finalmente, el calor
especifico aparente es el objeto de estudio de la Seccién 5.6, en la cual se
determina el origen del maximo caracteristico en la curva de calentamien-
to. También se analizard la dependencia de dicho mdximo respecto de las
velocidades de los procesos de enfriamiento y calentamiento.

5.2 Descripcion del modelo

Aunque el modelo que vamos a utilizar es basicamente el mismo que consi-
deramos en la Seccién 3.5, lo describiremos de nuevo brevemente, para no
tener que estar haciendo constantemente referencia a ecuaciones del Capitulo
3. Consideramos un modelo de Ising monodimensional con interacciones a
vecinos mas proximos y en ausencia de campo externo, es decir, su Hamilto-
niano sera
H= “JZUJ‘UJ'H . (5.1)
J

en la que J > 0 es la constante de acoplo y {o;} son las variables de espin,
o; = +1.

La dindmica del modelo estd determinada por la ecuacién maestra para
la probabilidad p(o, ¢t),

d
Zp(o,t) = D [Wi(Fo)p(Fio,t) = Wi(o)p(o, )], (5:2)
J
en la que o0 = {01,03,...,0;,...} es una configuracién arbitraria del sistema

de espines y Fjo = {01,09,...,—0;,...} es la configuracién que se obtiene a
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partir de o cambiando el signo de o;. Las probabilidades de transicion tienen
la siguiente expresién,

wi(o) = 20 (1= Xy 4 i) (53)
donde 9]
4(T) = tanh P - (5.4)

La definicién precedente conlleva que las probabilidades de transicién cum-
plen la condicién de balance detallado, independientemente de la eleccién de
a(T). Por consiguiente, la distribucién canénica p{® (o) serd una solucién de
la ecuacién

S [Wi(Ejo)p®(Fyo) — Wi(o)p®(a)] = 0. (5.5)

J
Sin embargo, si la temperatura depende del tiempo como vamos a considerar
aqui, p(%(a) no es una solucién de la ecuacién maestra, Ecuacién (5.2).
La eleccién de a(T') que tomaremos nosotros es

a(T) = a exp (“z%) . (5.6)

El significado fisico de a(T') es claro, introduce una energia de activacién B
para las transiciones de todos los espines, que es independiente del estado
del sistema. La constante ag redefine la escala de tiempos del sistema, y se
tomara formalmente ap = 1 en todo lo que sigue. '
Podemos imaginar que las variables de espin definen las celdas del espacio
de configuracién de un sistema dado, con la energia del mimimo del potencial
de interaccién correspondiente a cada celda dada por la Ecuacién (5.1). La
evolucién del sistema es tal que sélo se permiten transiciones entre celdas
cuyas configuraciones de espines asociadas difieran tinicamente en el valor
de uno de ellos, y la barrera de potencial que separa cada pareja de celdas -
conectadas es B. De hecho, ésta es la imagen que encontraron Schilling
y colaboradores [24, 61, 62, 63] en su analisis de una cadena de particulas
con interacciones anarménicas y que compiten entre si. Otra interpretacion
posible es que el modelo de Ising representa realmente un sistema magnético,
y B es la energia que es necesaria para rotar el espin 180°, debido a la -
anisotropia de la energia, que impide que el espin tenga otra direccién que la
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considerada [76]. Por lo tanto, nuestra eleccién de a(T'), aun cuando no es
la dnica posible, tiene una interpretacién fisica sencilla y ademas no afecta a
la ergodicidad del sistema (esto es, la irreducibilidad del proceso de Markov)
para T # OK. Por otra parte, los resultados de respuesta lineal derivados
en la Seccién 3.5 no se ven afectados, es decir, la relajacién pasa de ser
exponencial para temperaturas altas a KWW para temperaturas bajas; y el
tiempo de relajacién continda siendo descrito por una ley Arrhenius en esta
zona de bajas temperaturas, con la energia de activacién 4J incrementada
en B, como se deduce con la Ecuacién (3.62).

Al igual que cuando estudiamos la relajacién”a temperatura constante
nos centraremos en el estudio de la energia media por particula, dada por

e(t) = —(o50;11)(1) (5.7)

en unidades adimensionales. El promedio indicado en la Ecuacién (5.7) se
realiza sobre la solucién de la ecuacién maestra p(o,t) correspondiente. Si
definimos el conjunto de funciones de correlacién

Ca(t) = (0;0540)(1) (5.8)

se deduce de la ecuacidén maestra (5.2) que las C, satisfacen la jerarquia de

ecuaciones p
aCn = —2aCy, + ay(Cp-1 + Cr41) (5.9)

paran #0,y
Co(t)=1. (5.10)

El sistema de ecuaciones anterior es igual que en el caso de temperatura
constante, pero ahora los coeficientes « y 4 dependen del tiempo. Por lo
tanto, las funciones de correlacién de equilibrio,

CONT) = €M(T), (5.11)
¢(T) = tanh ABLT , (5.12)

no son solucién de la Ecuacién (5.9), aun cuando verifican la condicién de
contorno (5.10).
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Nosotros estamos interesados en calcular la evolucién de la energia media
e(t) en un proceso general, en el que la temperatura del bafio térmico varia en
el tiempo segin un programa dado. En consecuencia, tenemos que resolver
el sistema de ecuaciones diferenciales en diferencias (5.9), con coeficientes
que dependen del tiempo, a = a[T'(t)] y v = v[T(¢)]. Aunque esto ya ha
sido hecho con anterioridad [77], en el Apéndice F se presenta un método
alternativo, que conduce a una forma de la solucién més conveniente para
nuestros estudios posteriores. La solucién general es

Cu(t) = C(O)(T)Jr/owdqa(q)én(Q) exp [—/Otdt'A(q,T')}

T t dT/ t
- / dq/ dt' —x(q,T") ¢n(q) exp [—/ dt”A(q,T”)] ,
(5.13)

donde hemos utilizado la notacién 7' = T'(t), T' = T'(¢'), etc. En la expresién
anterior

Mg, T)=2a(T)[1 = ~(T)cosq], (5.14)

es la velocidad de relajacién asociada al modo ¢, cuya autofuncién es

8al0) = (2)1/2 senng . (5.15)

T
Los coeficientes x(¢,T) y a(g) estdn definidos por las férmulas (Tp es la
temperatura para ¢t = 0):

(0) T

T = [ daxta 4.0 (5.16)

y
Cal0) = Cult = 0) = COT) + [ dga()bal),  (517)

es decir,
0 (0) .

xe) =3 g ) (5.19)

y

a(g) = Y [Cu(0) — CO(To)] $ule) - (5.19) -
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Un célculo sencillo a partir de las Ecuaciones (5.11) y (5.15) nos proporciona
que
1 sen g dy(T)
T) =

x(eT) V2r (1 =y(T)cosq)? dT
A partir de la Ecuacién (5.13) podemos dar una expresién para la energia
e(t), utilizando que e(t) = —C4(1):

(5.20)

e(t) = OT) - /”dqa(q)asl(q) e [ [

/ dq/ tWX q,T") 01(q) exp [— /tltdt“/\(q,T”)} ,(5.21)

donde ¢(T) = —~C'1(0)(T) es la energia de equilibrio por particula y en
unidades adimensionales, '

e(o)(T) = —tanh

T (5.22)

Como una primera aplicacién de la Ecuacién (5.21) consideremos la re-
lajacién del sistema a temperatura constante tras una perturbacién infini-
tesimal de la misma (en ese caso debemos de recuperar los resultados de la
Seccién 3.5). Supondremos que el sistema estaba en equilibrio para ¢t < 0 a
la temperatura 7' — AT, y que en ¢t = 0 la temperatura se cambia instan-
taneamente a T, manteniéndose constante a partir de ese instante. En el
primer orden en AT tenemos

acio(r)

——=AT
dT

lo que proporciona, si usamos la Ecuacién (5.19), que a(q) = —x(q,T)AT.

Si, ademads, tenemos en cuenta que la temperatura es constante para ¢t > 0,
la Ecuacién (5.21) se reduce a

Cn(0) = CO(T — AT) = CN(T) — (5.23)

e(t) = €O(T) + AT / Tdox(@T) dilg) e POD . (5.24)

0

La funcién de respuesta lineal serd

e(t) — e T
o) = 29 = [ dasta D, (529)

0
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con la distribucion de velocidades de relajacion a la temperatura 7'

sen2

—4(T) cos
9(q,T) = @ g, (5.26)
fo dq

(1—(T) cos q)2

La Ecuacién (5.25) es equivalente, como era previsible, a la expresién para
la funcién respuesta lineal derivada en la Seccién 3.5, Ecuacién (3.41). En
el andlisis que se hara a lo largo del presente capitulo nos sera necesario el
tiempo medio de relajacién 7(7"), que hemos definido como

wn)= [ Tt o(t) = / "dgg(a. T) Mg, T) | (5.27)

Utilizando la Ecuacién (5.26) resulta
1 v4(T)
4o(T) 1 =(T)] 1 - [1 — (D]
Consideramos ahora un proceso en que la temperatura se varia en el
tiempo de modo arbitrario, a partir de un estado inicial de equilibrio. En

este caso, se deduce de la Ecuacién (5.19) que a(q) = 0 para todo ¢, y la
expresion para la energia media serd, utilizando la Ecuacién (5.21),

(T) =

(5.28)

t dTl
() = eO(T) — / at S o) M(T,T") (5.29)
0
en la que ¢(T') es el calor especifico del modelo de Ising,
de©(T) J 1
o«T) = dT kgT? cosh? ElT (5.30)
. B
y M(T,T") es la funcién memoria
M(T,T') = / dgg(q, T') e~ Jo 2@ (5.31)
0

que es definida positiva. La Ecuacién (5.29), junto con la (5.31), puede consi-
derarse como una generalizacién de la ecuacién de Narayanaswami [30] para
la relajacion estructural en vidrios (Capitulo 2, Ecuacién (2.23)). Esta ecua-
cién no puede, sin embargo, reducirse a la forma propuesta por Narayanaswa-
mi ya que las velocidades de relajacién A(g,T') no se comportan de modo que
se pueda introducir una escala de tiempos valida para todo el conjunto, es
decir, el sistema no es termorreoldgicamente simple.
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5.3 Procesos de enfriamiento continuo

A continuacién vamos a estudiar el enfriamiento continuo del sistema desde
un estado de equilibrio a altas temperaturas hasta T' = 0K. Es conveniente
describir la variacién de la temperatura del bafio térmico en términos de la

variable : o
— A 5.32
) ( =exp < k3T> (5.32)
El programa de enfriamiento estara definido mediante la ecuacion
d¢
— = —p. h{({), 5.33
o = PO (5.33)

en la que p. > 0 es la velocidad de enfriamiento y h(() es una funcién,
positiva y adimensional, de { que define la ley de enfriamiento. Por supuesto,
cualquier proceso dado como una ley de variacién de la temperatura puede
escribirse de la forma anterior. Mds concretamente, la Ecuacion (5.33) es
equivalente a

dT
T =—r. f(T), (5.34)
con o
Te = E Pec sy (535)
’ Q)
f(T)= o) (5.36)

Nos proponemos obtener la dependencia de la energia residual respecto
al programa de enfriamiento, en el limite de enfriamiento lento. La energia
residual se define como el exceso de energia respecto a su valor de equilibrio
en el limite T — 0K. Primero presentaremos un argumento fisico sencillo e
intuitivo, que conduce al resultado correcto para la poblacién residual, salvo
constantes del orden de la unidad. Este argumento estd intimamente rela-
cionado con otro desarrollado con anterioridad para el caso més simple de
un sistema de dos niveles [29]. La idea es que la escala de tiempos relevante
esta determinada por el tiempo medio de respuesta lineal 7(T"). Consecuente-
mente, definimos una escala adimensional de tiempos mediante la ecuacion

ds = —dt 77(T) . (5.37)
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El origen del “tiempo” s lo tomamos por conveniencia tal que s = 0 para

T = 0K, o sea
_ [P gpmypy L[ A 1
S—.[ dt'r (T)—Pc/o R(C) 70 (5.38)

donde 1, es el instante de tiempo para el que se anula la temperatura, y por
tanto también (. La Ecuacién (5.38) permite una interpretacién directa de
s como el numero efectivo de transiciones que le restan al sistema antes de
alcanzar T' = 0K. Mientras sea s > 1 el sistema seré capaz de seguir la curva
de equilibrio, ya que puede continuar relajando, mientras que cuando s se
vuelva del orden de la unidad la energia no tendra tiempo para relajar y se
quedara congelada.

La introduccién de la escala s permite definir también de un modo preciso
el concepto de enfriamiento lento: un proceso de enfriamiento que comience a
una temperatura 7' se dice que es lento si el sistema tiene tiempo de alcanzar
la curva de equilibrio antes de quedar congelado, con independencia de su
estado inicial. De acuerdo con la discusién del péarrafo anterior, la condicién

de enfriamiento lento es equivalente a
s(t=0)>1. (5.39)

En funcién de la variable { el tiempo medio de relajacién, Ecuacién (5.28),
puede escribirse como

1/2\2
o= L 07 1+

== G , (5.40)

en la que hemos definido § = 4J/B. Queremos estudiar el congelamiento
del sistema, y por tanto estamos interesados en la regién en que s = O(1).
Si tenemos en cuenta que ( < 1, es claro que la dependencia respecto a la
temperatura dominante en 7 proviene del término del denominador de la
Ecuacién (5.40), especialmente a bajas temperaturas. Entonces tendremos

pe Jo h(C)

Supongamos ahora las leyes de enfriamiento de la forma h(¢) = ¢*. El tiempo
to necesario para alcanzar 7' = 0K depende del valor de k. Si k > 1 tenemos

¢ / .
o= 10 [0 & ep (5.41)
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que ty = oo, mientras que para k < 1 es finito. En el caso £ = 1, { decae
exponencialmente en el tiempo. Para estas leyes

o= 18 d(g"L -k (5.42)

Sik > zﬁaﬂ, s diverge para todos los valores de (. Esto significa que el
sistema permanece siempre en equilibrio y, por tante, la energia residual es

cero. Por otra parte, si k < 2‘57'” tenemos
1
o= 10 ijm (5.43)
Pe
donde 5
- ° (5.44)
(2—Fk)6+1

En este caso s tiende a cero al disminuir la temperatura, y el sistema quedara
congelado a una temperatura dada. La condicién de enfriamiento lento es,
teniendo en cuenta que { < 1 para temperaturas positivas,

Pe
16m

<1, (5.45)

De acuerdo con los argumentos desarrollados en el parrafo que sigue a la
Ecuacién (5.38), podemos estimar que el sistema quedara congelado para un
valor de (, (y, tal que s = 1, esto es,

G=Cs=1=(£=)". (5.46)

La energia residual e, la aproximamos por el valor de equilibrio para ¢ = (;
menos el valor de equilibrio a T' = 0K,

2C1/2
1+ <1/2 )

€r ~

(5.47)

que para m no muy pequeno se reduce a

e ~ 2 <1gfn)m/2 . (5.48)
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Los resultados muestran que la ley concreta de enfriamiento, en nuestro caso
el valor de k, influye decisivamente en la existencia o no de energia residual,
al igual que sucede en un sistema de dos niveles [29]. Ademés, para aque-
llas leyes que conducen a la existencia de energia residual, su dependencia
respecto de p. depende también de k. De hecho, en el limite £k — ”TH la
energia residual tiende a anularse para todo p..

En los experimentos reales y numéricos suele utilizarse una variacién lineal

de la temperatura, que corresponde a h({) = ((In({)?, es decir, a tomar
f(T) =1 en la Ecuacién (5.36). En ese caso
1 1/n 1 1/6
3:6—5——2/ da:—x————g, (5.49)
pc( n() 0 (1 + {%%)
donde hemos introducido la variable z = {'/(, y
)
= —. 5.50
n=e (5.50)

Bajo la condicién de enfriamiento lento, que escribiremos més adelante, la
integral de la Ecuacién (5.49) puede aproximarse por n, y

_16n ¢m

B Pc (111()2 .

La temperatura de congelamiento (; la calculamos igual que en el caso an-
tertor, haciendo s = 1, es decir,

(s = [%pc(lnpcf]n . (5.52)

(5.51)

La Ecuacién (5.47) para la energia residual nos proporciona, si n no es muy
pequeno,

] nf2
er~2 [%pc(lnpcf] , (5.53)
y la condicién de enfriamiento lento para la ley lineal resulta
%pc(ln pe) < 1. (5.54)

El resultado anterior vuelve a mostrar el papel fundamental jugado por .

la ley de enfriamiento para determinar la dependencia de la energia residual .
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respecto de la velocidad de enfriamiento p.. En este contexto, queremos hacer
énfasis en que la imagen segin la cual el sistema queda congelado cuando
alguna probabilidad de transicidn caracteristica se hace igual a la velocidad
de enfriamiento conduce a resultados incorrectos, ya que no tiene en cuenta
la ley h({) concreta que se utiliza para enfriar el sistema [29].

Para una ley de enfriamiento dada, se puede efectuar facilmente al anélisis
asintético de la Ecuacién (5.29), particularizada para T' = 0K, en el limite
de enfriamiento lento. En el Apéndice G presentamos dicho andlisis para

h(¢) = (, con el resultado

If:
EUES

€r ~

2145 A(6) n
r(1+3) el 5.55
En la ecuacién anterior I' es la funcién Gamma, n es el pardmetro que se
definié en la Ecuacién (5.50), y

ul/?

A = [ du . (5.56)
/o (14w (u+ 725)"

Una expresién similar a la Ecuacién (5.55) fue derivada por Schilling en la
Referencia [24]. Aunque dicho autor obtuvo la misma dependencia respecto
de la velocidad de enfriamiento, creemos que los prefactores de su ecuacién no
son correctos. Ademas, es claramente falsa su argumentacién de que esta de-
pendencia de e, respecto de p. era védlida para cualquier ley de enfriamiento.

Si comparamos las Ecuaciones (5.55) y (5.48) para k = 1 vemos que ambas
expresiones proporcionan el mismo comportamiento potencial. Pero, ademas,
puede verificarse que el razonamiento sencillo que condujo a las Ecuaciones
(5.47) y (5.48) reproduce con buena precisién los valores numéricos de e,.
"~ Como ejemplo, hemos representado en la Figura 5.1 la energia residual como
funcién de la velocidad de enfriamiento p. para § = 1, utilizando las Ecuacio-
nes (5.47) y (5.55). También se muestran los resultados “exactos”, obtenidos
mediante la integracién numérica de la Ecuacién (5.29), particularizada para
T = OK. El acuerdo es sorprendente, si tenemos en cuenta la sencillez de los
argumentos que condujeron a la Ecuacién (5.47).

Aunque los célculos explicitos que hemos presentado se han realizado
para el modelo de Ising, creemos que el esquema cualitativo desarrollado en
esta seccién es aplicable a una gran variedad de modelos. Un resultado de
nuestro modelo que merece la pena comentar es que, para todas las leyes
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Figura 5.1: Energia residual como funcion de la velocidad de enfriamiento,
para la ley de enfriamiento h({) = (, y 6§ = 1. Los circulos son la evaluacidn
numérica de la expresidn eracta, Ecuacion (5.29), los rombos corresponden a
la Ecuacion (5.55), y los asteriscos a la aprozimacion sencilla de la Ecuacion

(5.47).

de enfriamiento que se han considerado, la dependencia de e, frente a p. es
béasicamente potencial, esto es, la gréfica Ine, frente a In p. es una recta.
Este resultado también es vélido para un TLS, y esto ha llevado a afirmar a
algunos autores que el modelo de Ising [24], y otros que presentan el mismo
comportamiento [21], son equivalentes a un TLS a bajas temperaturas. Sin
embargo, en nuestra imagen la dependencia potencial respecto de p. aparece
como consecuencia de dos hechos:

1. Para todas las leyes de enfriamiento consideradas la temperatura T a -
la cual el sistema se congela (o sea, la correspondiente a (f) verifica

Ty x — ——— | (5.57)

lo que es una consecuencia directa de que el tiempo medio de relajacién -
sigue una ley Arrhenius a bajas temperaturas.
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2. La energia de equilibrio se anula exponencialmente para T' — 0K, esto
es

eO(T) — eO(T = 0K) x e~ F | (5.58)
con A una constante, que en el modelo de Ising es igual a 2J/kp.

Si tenemos en cuenta que e, ~ e(T;) — (T = 0K), la ley potencial
se sigue directamente de las Ecuaciones (5.57) y (5.58). Todo sistema cuyo
tiempo medio de relajacién siga una ley Arrhenius a bajas temperaturas
verifica la Ecuacién (5.57), y si ademds su energia media escala a bajas
temperaturas segin la Ecuacién (5.58), la energia residual seguird una ley
potencial para el tipo de leyes consideradas en esta seccién, que incluye la ley
lineal. No obstante, si la Ecuacién (5.57) permanece vélida pero la energia
media de equilibrio escala de modo distinto, por ejemplo

eONT) — T = 0K) T, (5.59)

tendremos que
1

T(X_——_‘7
| Inpe |*

que es la otra dependencia que se ha encontrado en la bibliografia para las
propiedades residuales [29]. En consecuencia, ambas dependencias, potencial
y logaritmica, de la energia y otras propiedades residuales se derivan de un
modo muy sencillo si el tiempo medio de relajacién a bajas temperaturas es
Arrehnius, seglin que las propiedades de equilibrio escalen de acuerdo con las
Ecuaciones (5.58) 6 (5.59), respectivamente.

(5.60)

e

5.4 La transicidon vitrea de laboratorio

Los razonamientos expuestos en la seccién anterior pueden refinarse, a fin de
obtener una informacién mas detallada acerca de cémo se separa el sistema,
del equilibrio, y finalmente queda congelado, cuando se enfria de modo con-
tinuo. Dadas las analogias que presenta este proceso de congelamiento con
la transicién vitrea observada experimentalmente, nos referiremos a él como
la transicién vitrea de laboratorio del modelo de Ising.

Consideraremos que el proceso de enfriamiento est4 descrito por la Ecua- .
cién (5.33), al igual que en el apartado anterior. La evolucién de la energia
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vendra dada por la Ecuacién (5.29), que escribimos de modo compacto como
sigue, _
()= eQ) + [ dgela,), (5.61)
0

o sea, descomponemos la desviacién de la energia respecto de la curva de
equilibrio en las componentes asociadas a cada uno de los modos ¢. La ex-
presién explicita de e(g, t) puede obtenerse facilmente comparando las Ecua-
ciones (5.61) y (5.29), pero no la necesitaremos en la discusién posterior y
por tanto no la damos. Simplemente hacemos notar que la Ecuacién (5.29)
implica que e(g,t) > 0 para todo ¢, y el sistema se separa del equilibrio de
modo que su energia es mayor que el valor de equilibrio correspondiente a
esa temperatura.

La velocidad de relajacién del modo ¢ a la temperatura T es A(q,T),
Ecuacién (5.14). Entonces podemos asociar a cada uno de los modos una
escala de tiempos efectiva,

s(q) = /t 0 di'Mq,T"), (5.62)

en la que #o tiene el mismo significado que en la Ecuacién (5.38), es decir,
el instante de tiempo para el que T = 0K. La magnitud s(q) representa el
nimero medio de transiciones que le restan al modo ¢ hasta T = 0K. En
consecuencia, nuestra imagen del congelamiento del sistema es que, a una
temperatura dada T, aquellos modos para los que

s(g) <1 (5.63)

se habrdn desviado del equilibrio, no evolucionando més hasta 7' = 0K (estan
“congelados”). Como A(g,T) es una funcién creciente de ¢, podemos asociar
a cada temperatura durante el proceso de enfriamiento un valor caracteristico
gD, definido mediante s(gp) = 1. Los modos con ¢ < ¢p estan congelados,
mientras que aquellos con ¢ > gp todavia pueden relajar. El modo ¢p es

el modo de demarcacién, segin la terminologia que se utiliza en semicon-

ductores amorfos [78]. Un concepto analogo, la energia de demarcacién, fue
utilizado por Dyre para estudiar la distribucién de energfas en un modelo
para la transicién vitrea [79].

La separacién del equilibrio de nuestro sistema comenzara a aquella tem- -
peratura T} (6 (i) tal que el modo de demarcacién concide con el modo de -
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relajacién mdés lento, esto es, s(0) =1,

4 (91 (uros
by CHO T L (564

De un modo andlogo, podemos considerar que el sistema estd totalmente
g0, P q

congelado cuando el modo de demarcacién coincide con el modo més ripido,

gp = 7. Esto sucedera a una temperatura 73 (6 (2) tal que

C2 1/6
i d¢ L ¢ / =1
Pec Jo h(¢) 1+¢
Para poder ser mds explicitos, necesitamos concretar la ley de enfriamiento
h(¢). Consideremos, al igual que la seccién anterior, una familia de leyes de
enfriamiento A(¢) = ¢*. Si suponemos que tanto (; como (; son pequefios
(enfriamiento lento) se obtiene

(5.65)

o= (£)" (5.66)

4m

para k < 2§T+1,y

G = (&1 - m) o (5.67)

4 m

para k < §—§—l. En las dos férmulas precedentes m es el pardmetro que se

definié en la Ecuacién (5.44). Fuera de los rangos indicados de k no pueden
encontrarse unos valores (; 6 (2 que sean solucién de las Ecuaciones (5.64) 6
(5.65), respectivamente. '

i Qué sucede para (6+1)/8 < k < (26+1)/6? En el apartado anterior vi-
mos que en este rango de valores era previsible que el sistema se separara del
equilibrio y la energia residual fuera distinta de cero. Sin embargo, el resulta-
do anterior demuestra que algunos de los modos permanecen pricticamente
en equilibrio para T = 0K, aun cuando el sistema se encuentre en un estado
de no equilibrio.

En la Figura 5.2 representamos la evolucién de la energia para § = 1, una
velocidad de enfriamiento p, = 1072 y la ley

R(C) = Tfr—c , (5.68)
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Figura 5.2: Fvolucidn de la energia en un proceso de enfriamiento, descrito
por la ley dada en la Ecuacion (5.68), y p. = 107%. La altura de la barrera
energética externa corresponde a 6 = 1. La linea continua es la curva de
equilibrio de la energia. En la figura se indican las temperaturas (1, (2 y (s
definidas en el tezto.

que posibilita una mayor eficacia en los cdlculos numéricos. A bajas tempe-
raturas, ( < 1, la ley de enfriamiento anterior es equivalente a h({) = (, y
podemos aplicar los resultados anteriores con k¥ = 1. De hecho, si conside-
ramos esta eleccién de h((), las Ecuaciones (5.66) y (5.67) se deducen direc-
tamente de las Ecuaciones (5.64) y (5.65), respectivamente, sin la condicién
de enfriamiento lento. La curva de enfriamiento se ha obtenido mediante la
integracién numeérica de la solucién exacta, Ecuacién (5.29). Sobre esta curva
se indican las temperaturas (; y (2, ademas de la temperatura (s definida
en la Ecuacién (5.46), viéndose que sus posiciones coinciden con la inter-
pretacién que les hemos asignado: el congelamiento del sistema comienza -
aproximadamente para ( ~ (; y finaliza para {( ~ (;. Ademis, (; da una
buena estimacién de la temperatura a la cual la energia de equilibrio es igual
a la energia a T' = 0K, sobre la curva de evolucién real del sistema. Esto es,
la temperatura 7T correspondiente a (; es la temperatura ficticia asociada a -
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la energia de nuestro sistema a T' = 0K, y que en la bibliografia se denomina
frecuentemente temperatura de transicién vitrea T, [26].
Una medida de la anchura de la transicién vitrea de laboratorio es la
cantidad
AT =T, -1, (5.69)

es decir, el intervalo de temperaturas entre el comienzo y el final del proceso
de congelamiento. Si utilizamos las Ecuaciones (5.66) y (5.67) para (; y (2,
tenemos que para la ley de enfriamiento definida en la Ecuacién (5.68)

4J | 146 1 4J 1
AT = —— —~ ~ . 5.70
ks [6111 £elf41) 6ln§—;} kg In p, (5:70)

Para las otras leyes que hemos considerado en esta seccién y la precedente
(kK # 1y la ley lineal) se encuentra la misma dependencia de AT respecto
de Inp.. Por tanto, es una propiedad bastante general de nuestro modelo
que la anchura de la transicién vitrea de laboratorio se comporta como la
inversa del logaritmo de la velocidad de enfriamiento. Una ley similar para
la temperatura ficticia Ty se obtuvo en la Seccién 5.3, Ecuacién (5.57), y el
mismo tipo de dependencia ha sido observada en los vidrios reales [26, 27].
De la Ecuacién (5.70) se deduce que

lim AT =0. (5.71)
pc—0
No obstante, esto no implica que nuestro modelo presente una transicién
vitrea ideal a una temperatura finita, a la cual todos los modos se quedarian
congelados de modo instantaneo y se perderia la ergodicidad del sistema, ya
que
Im Ty = lim T, = lim Tf =0, (5.72)

pc—0 pec—0 pc—0

y la temperatura de transicién es cero cuando la velocidad de enfriamiento
se anula.

En consecuencia, el modelo de Ising estudiado muestra muchos de los
hechos caracteristicos de la transicién vitrea de laboratorio cuando se enfria
continuamente hasta temperaturas bajas, de modo andlogo a lo que sucede
en los sistemas reales. Hay que sefialar, no obstante, que este modelo es pura-
mente configuracional (no incluye vibraciones), de modo que las propiedades
del sistema quedan congeladas con tangente horizontal para T' = 0K, es decir,
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el coeficiente o, definido en el Capitulo 2 es nulo. Otro punto importante
es que, debido a que es un modelo unidimensional con interacciones de corto
alcance, no tiene una transicién de fase estdtica a temperatura finita T' # 0K.
En particular, no existe estado cristalino, lo que hace posible “vitrificar” el
sistema de espines con velocidades de enfriamiento arbitrariamente lentas.

5.5 Procesos de calentamiento continuo

Aunque se pueden analizar ficilmente procesos de calentamiento a partir de
condiciones iniciales arbitrarias, nos vamos a restringir a procesos de calen-
tamiento continuo realizados tras un enfriamiento previo a muy bajas tempe-
raturas, formalmente T' = 0K. Ademds supondremos que la ley de variacién
de la temperatura en el proceso de calentamiento viene dada por

= h(0), (5.73)

en la que la ley de calentamiento 2({) es la misma que se utilizé en el en-
friamiento previo del sistema. Sin embargo, la velocidad de calentamiento py,
puede ser diferente de la velocidad de enfriamiento p.. Este esquema corres-
ponde a la situacién mdés habitual en los experimentos reales, en los cuales
un liquido sobreenfriado se enfria y calienta linealmente, pero con distintas
velocidades. La Ecuacién (5.73) es equivalente a

dT

AN ] (5.74)

donde ]
Th = %—Ph 3 (575)

B

y f(T) es la funcién que se definié en la Ecuacién (5.36).

El proceso de calentamiento no comienza desde un estado de equilibrio, -
y por tanto tendriamos que retener todos los términos en la Ecuacién (5.21),
que nos proporciona la evolucién de la energia media en un proceso arbitrario.
En otras palabras, necesitariamos la funcién a(q), que se determina a partir
de las condiciones iniciales mediante la Ecuacién (5.19). Sin embargo, es
licito utilizar la Ecuacién (5.29) si consideramos el proceso de enfriamiento y .
el posterior proceso de calentamiento como un 1inico proceso, ya que entonces -
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la condicién inicial si es de equilibrio. La tnica precaucion que tenemos que
tomar es dividir al intervalo temporal (0,t) en dos subintervalos, (0,to) y
(to,t), si to es el tiempo para el que se alcanza T = 0K y se invierte el signo
de dT'/dt (esto es valido aun cuando to = 00). Si hacemos esto, e integramos
respecto de la temperatura en cada intervalo de tiempos tenemos que

e(T) = en(T) + ei(T) (5.76)
T ™ T "
en(T) =<€(°)(T)—/0 dT'C(T')/ dg g(q,T") exp [—:—h/ dT"/\](fé’—Tj,:))]
° (5.77)
y
00 ™ T’ "
e(T) = /0 dT'c(T')/O dqg(q,T") exp [—-;1:./0 dT"%’;—)—z}

X exp [—:—h/OT dT’i\—%?} . (5.78)

La contribucién e;(T') contiene toda la informacién sobre las condiciones ini-
ciales del proceso de calentamiento o, de un modo equivalente, toda la infor-
macién acerca del proceso de enfriamiento previo, cuya temperatura inicial
hemos supuesto igual a infinito, aunque esto es irrelevante en el limite de
enfriamiento lento. Por otra parte, en(7') depende solamente del programa
de calentamiento seguido.

De la expresién para e;(T') se sigue que

e(T) >0 (5.79)

para toda T', y en particular e;(0) = e,, la energia residual del proceso de
enfriamiento. La componente en(T) estd acotada inferiormente por el valor
de equilibrio para T' = 0K, pero ademas

en(T) < (T, (5.80)

para T # 0K, y en(0) = €(®(0). De hecho, el término en(T) describiria
la evolucién real de la energia media del sistema si éste se encontrara ini-
cialmente en equilibrio a T' = 0K. Por otro lado, para aquellos procesos de
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calentamiento que requieren un tiempo infinito para alcanzar T' = oo se tiene
que

1 * //’\(Qa T”) /oo " "
— [ dar=22 = [ dt"Me, T(t") - o, 5.81
. (T ) (¢, T(")) (5.81)
y
Jim en(T) = Jim eO(T) . (5.82)

Ademids, un célculo sencillo (basta aplicar la regla de L’Hopital) permite
demostrar que

ei(T)

li = 5.83
T | en(T) — eO(T) | 0, (5:83)

lo que implica que
e(T) ~ ex(T) < (T, (5.84)

para temperaturas suficientemente altas.

En consecuencia podemos distinguir tres regimenes en la evolucién tem-
poral de la energia media en un proceso de calentamiento, tras un proceso
de enfriamiento previo. En el régimen inicial, e(7) depende fuertemente
de la condicién inicial (esto es, depende de p.) y todos los términos de la
Ecuacién (5.76) son relevantes. La influencia de la condicién inicial va de-
creciendo gradualmente, y el sistema tiende a un régimen en que la energia
esta completamente determinada por el proceso de calentamiento, siendo in-
dependiente de la historia térmica anterior. Este régimen viene descrito por
en(T), que es menor que la energia de equilibrio ¢(®(T). Finalmente, si
el calentamiento no es muy rdpido, es decir, se verifica la Ecuacién (5.81),
en(T') tiende asintéticamente a la curva de equilibrio e(®(T). La curva en(T)
es la curva normal para la energia media en el programa de calentamiento
considerado, y aparece como consecuencia de que existe una solucién normal .
de la ecuacién maestra del modelo de Ising, Ecuacién (5.2). Esto no es una
peculiaridad de este modelo, ya que en el Capitulo 4 se demostré la existen-
cia de soluciones normales para una clase muy general de sistemas, descritos
mediante ecuaciones maestras con probabilidades de transicién dependientes -
del tiempo.

Si analizamos el proceso de enfriamiento y el proceso de calentamien-
to conjuntamente, podemos describir la evolucién de la energia en un ciclo
térmico del modo siguiente. En el proceso de enfriamiento, la energia del
sistema es mayor que su correspondiente valor de equilibrio, y a temperatu-
ras suficientemente bajas queda congelado. Cuando el sistema se calienta de
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nuevo la energia tiende a aproximarse a la curva normal, lo que hace necesario
que se cruce la curva de equilibrio, ya que en(T) < e(®(T). En conclusién,
la energia media describe un ciclo de histéresis similar al que se observa en
los vidrios reales y en otros modelos, y que analizamos en la Seccién 4.3.
En la Figura 5.3 se representan dos ciclos de histéresis, correspondientes a
distintas velocidades de calentamiento y la misma velocidad de enfriamiento.
Esta grafica se comentard con més detalle al final de este apartado.
En la zona de altas temperaturas, definida mediante la condicién

f(T)
T

et Mo, D7 <1 (5.85)

para todo ¢, un analisis de Laplace de la Ecuacién (5.77) nos proporciona
en(T) ~ eO(T) — ri f(T)e(T)7(T) , (5.86)

donde 7(T') es el tiempo medio de relajacién de respuesta lineal que se definié
en la Ecuacién (5.27). De hecho, la estructura de la Ecuacién (5.86) no es una
propiedad particular del modelo considerado aqui, sino un resultado general
que puede deducirse directamente de la ecuacién maestra mediante el método
de Hilbert (Apéndice E). Si introducimos en la ecuacién anterior las formas
explicitas de 7(T') y ¢(T") para nuestro modelo, Ecuaciones (5.28) y (5.30),

llegamos a que
1 (0+9

167 3+

en(¢) = () - B(¢) - (5.87)
Consideremos ahora una ley tal que la Ecuacién (5.81) no se verifica, esto
es, la temperatura 7' = oo se alcanza en un tiempo finito. En ese caso la
Ecuacién (5.82) no es vilida, ni tampoco lo es la Ecuacién (5.83). Como
ejemplo podemos tomar la ley definida en la Ecuacién (5.68), que sustituida
en la ecuacién precedente conduce a

1-¢72 1 1

6N(C) = —w.— Ephz%*'—% s (5‘88)

y, en el limite T — o0, ( — 1,

en — ¥ - -—% . (5.89)°
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Figura 5.3: Dos ciclos de histéresis de la energia media, cuando el sistema
se somete a un ciclo térmico. En todos los procesos la ley de variacidon de
la temperatura es la dada por la Ecuacion (5.68). En el caso a), p, = 1073
y pr = 107!, mientras que en el caso b) p. = 1073 y pp, = 10~2. La linea
continua es la curva de equilibrio y la linea con circulos en negro la solucién
normal. '
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En consecuencia, aunque las curvas normal y de equilibrio no coinciden exac-
tamente para T' — oo, su diferencia es proporcional a la velocidad de calen-
tamiento p;. Por lo tanto, para velocidades de calentamiento suficientemente
pequenas, toda la discusién anterior acerca de la existencia de fendmenos de
histéresis y la vuelta al equilibrio para temperaturas muy altas continia sien-
do vélida. Por ejemplo, para p, = 0.1, que no es muy pequeno, la diferencia
entre las energias normal y de equilibrio en el limite T — oo (e® = 0)
es inferior a 0.01, para la ley de variacién de la temperatura que estamos
analizando.

De la Ecuacién (5.87) se deriva otro resultado interesante. Como la ener-
gia del sistema en el proceso de calentamiento se aproxima a la curva normal
se deduce que el efecto de histéresis, medido por la cantidad en que la energia
sobrepasa su valor de equilibrio, serd una funcién creciente de la velocidad
de calentamiento. Este comportamiento cualitativo también se ha observado
en vidrios reales [26].

Volvamos a la Figura 5.3, que presenta dos ciclos de histéresis, evalua-
dos numéricamente a partir de la Ecuacién (5.29). El sistema fue enfriado
(circulos) y calentado (rombos) de acuerdo con la ley dada en la Ecuacién
(5.68). En el primer caso la velocidad de enfriamiento fue p. = 1072 y la
velocidad de calentamiento p, = 10~!, mientras que en el segundo p. = 1073
y pr = 1072, También se representan en la grifica la energia de equilibrio y
la curva normal correspondiente a cada uno de los procesos de calentamien-
to. Se observa claramente que las curvas que describe el sistema tienden a la
curva normal, no a la energia de equilibrio. Esto es el origen del fenémeno de
histéresis que muestra la energia en un ciclo térmico, como ya se ha discutido
anteriormente. Ademads, el efecto de histéresis es mayor en el caso p, = 107!
que para pp = 1072, de acuerdo con lo que predice la Ecuacién (5.87).

Finalmente, es interesante indicar que esta figura es similar desde un
punto de vista cualitativo a la Figura 4.3, en la cual se mostraba un ciclo de
histéresis del sistema de dos niveles. No obstante, el modelo de Ising posee
muchos grados de libertad, de modo que no tiene la limitacién para explicar
los fenémenos de relajacién no lineales, y su estado no estd determinado
univocamente por la temperatura ficticia asociada a la energia. Aunque en
esta Memoria no estudiaremos fenémenos de relajacién no lineal, es necesario
insistir en este punto, ya que todo modelo “realista” de vidrio debe de tener
esta caracteristica.
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5.6 Calor especifico aparente

Una propiedad interesante y que se utiliza con frecuencia para caracterizar
los procesos de enfriamiento y calentamiento en los vidrios y liquidos sobreen-
friados es el calor especifico aparente, que se define como

(5.90)

donde la derivada se calcula a lo largo de la curva de evolucién real del sis-
tema en el proceso considerado. Por tanto c,(T') depende no solamente de
la temperatura, sino también del proceso de enfriamiento o calentamiento
efectuado. Este punto es importante y no debe olvidarse, aunque nuestra
notacién no lo manifieste explicitamente. El calor especifico aparente ¢,(T')
coincidira con el verdadero calor especifico ¢(T') sélo cuando el sistema per-
manezca en equilibrio. A continuacién estudiaremos los procesos de enfria-
miento y calentamiento por separado.

5.6.1 Procesos de enfriamiento

Para procesos de enfriamiento continuo podemos obtener ¢,(T') a partir de
la Ecuacién (5.29), derivando respecto de la temperatura. El resultado es

1 oo 7 ! " !
— [ ) [ dag(a )30, 7)
LT )
ok

(T) =

X exp , (5.91)

que muestra que ¢,(7") es definido positivo para procesos de enfriamiento.
Esto también estd de acuerdo con las medidas experimentales en los vidrios
reales, en los cuales se observa calor especifico negativo solamente en procesos
de calentamiento y a temperaturas bajas. Otro resultado experimental para
los vidrios reales es que, para toda T,

o(T) = c(T), (5.92)

esto es, la separacién de la curva de equilibrio de la energfa media es moné- .
tona durante el proceso de enfriamiento (todas las medidas experimentales
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Figura 5.4: Calor especifico aparente medido durante un proceso de enfria-
miento, con la ley de variacion de la temperatura de la Ecuacion (5.68),
pe =107% y § = 1. La linea continua es el calor especifico verdadero.

que conocemos se han realizado a lo largo de procesos de enfriamiento que
son lineales en la temperatura).

Nosotros hemos investigado la validez de la Ecuacién (5.92) en nuestro
modelo mediante la evaluacién numérica de la Ecuacién (5.91), y la con-
clusién que se obtiene es que depende de la ley de enfriamiento considerada.
Un ejemplo en el que la Ecuacién (5.92) es véalida se muestra en la Figura 5.4,
que corresponde a la ley de enfriamiento definida en la Ecuacién (5.68). Con
todo, no hemos podido deducir un criterio general preciso que determine el
conjunto de leyes para el cual se verifica la desigualdad (5.92). Por lo tanto,
nos limitaremos a presentar algunos argumentos parciales, que han resultado
ser correctos en todos los casos que hemos comprobado numéricamente.

En la regién de temperaturas altas, cuando e(T) y e(®(T') se diferencian
poco, podemos aproximar e(7') mediante el método de Laplace, tras lo que
se obtiene (compaérese con la Ecuacién (5.86)):

e(T) ~ eONT) + r f(T)e(T)7(T) (5.93)
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6
1 (14

e(0) = Q) + g lh0) (5.94)
Para las leyes de enfriamiento de la forma h(¢) = ¢* esta expresién se reduce
a

1 1+¢
— O~ =
C(C) € ( ) 16ch«15+3 P (595)

que para k < 5+1 es una funcion decreciente de la temperatura, y por tanto
la Ecuacién (5. 99) es valida a altas temperaturas en ese rango de valores de
k. Si ahora consideramos la regién de bajas temperaturas, sabemos que la
energia del sistema se queda congelada, y

e(¢) — eO(¢) = ey ~ 2 (1gm> H (5.96)

para lo que hemos hecho uso de la Ecuacién (5.48). Para los valores de k
que hemos indicado anteriormente tenemos que % < 1y, en el limite de
enfriamiento lento en que la Ecuacién (5.96) es valida, la separacién de la
energia respecto de la curva de equilibrio es mayor a temperaturas bajas que
en la regién de temperaturas altas, en la que hemos probado que aumenta
al dismimuir la temperatura. Entonces es plausible que, para las leyes de
enfriamiento de la forma h(¢) = ¢*, la separacién del equilibrio sea monétona
y se verifique la Ecuacién (5.92), si k < 21, Este rango de valores de k es
precisamente aquél para el que todos los modos del sistema se congelaban a
lo largo del proceso de enfriamiento, como discutimos en la Seccién 5.4.

Para k > 231 la diferencia e(¢) — e”({) no es una funcién decreciente
de la temperatura en la regién donde la Ecuacién (5.95) es vdlida, y no
hay razén para suponer que la Ecuacién (5.92) sea aplicable. De hecho esta
desigualdad se viola para algunos casos que hemos estudiado numéricamente.
Por otra parte, para una ley de enfriamiento lineal en la temperatura es
sencillo comprobar que los dos criterios desarrollados, correspondientes a
temperaturas altas y bajas, son compatibles con la desigualdad (5.92), que -
también puede verificarse numéricamente.

Es interesante senalar que en el modelo de Ising son posibles procesos
tales que la energia residual es distinta de cero, pero en los que la Ecuacién
(5.92) no se verifica. Estos procesos estdn caracterizados por leyes de enfria-
miento lentas, en particular més lentas que la ley lineal y la ley definida en

la Ecuacién (5.68).
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5.6.2 Procesos de calentamiento

Consideremos de nuevo procesos de calentamiento desde T' = 0K precedidos
por un proceso de enfriamiento con la misma ley de variacién de la tempera-
tura, pero con una velocidad distinta en general. El calor especifico aparente
¢, se obtiene ahora derivando la Ecuacién (5.76) respecto de la temperatura,
resultando

&(T) = en(T) + &(T) (5.97)
donde
e T T
n(?) = “H - s [Farer) [ dagla. ™) M0,
l T IIA(q7T”)
X exp {—rh /, dT —_—_f(T”) ] (5.98)
y
a(1) = S = [T arar) [ dagte, ) M0, T)
R I S Y2 40| O I Y PR C &)
" p[ e e [ ]
(5.99)

Una simple inspeccién de las ecuaciones anteriores conduce a una serie
de relaciones interesantes. Primero, tenemos que

en(T)>0, (5.100)
para toda T' > 0, mientras que ¢y(0) = 0. Por otra parte,”
a(T) <0 (5.101)
para toda T'. De esta ecuacién se deduce que
,(T) < en(T), (5.102)

y que, en particular,

¢ (0) <0, (5.103)
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es decir, el calor especifico aparente a T' = 0K es negativo. Ademas, a partir
de la Ecuacién (5.99) se obtiene que

lim o(T) = lim [¢4(T) — en(T)] = 0 (5.104)
4 d d
E—r—c | ci(T) |= d_'rc | (T)—cen(T) > 0. (5.105)

En la Figura 5.5 presentamos la evolucién del calor espectfico relativo
¢!, — ¢ como funcién de la temperatura, de nuevo para la ley de variacién de la
temperatura definida en la Ecuacion (5.68), y una velocidad de calentamiento
pr = 1072, Las dos curvas corresponden a distintos valores de la velocidad del
proceso de enfriamiento previo, concretamente p. = 5-107! y p. = 5-107%, con
la misma ley de enfriamiento que de calentamiento. Una vez mas, la similitud
con el comportamiento observado en los vidrios reales es sorprendente. Por
ejemplo, podemos comparar la Figura 5.5 con la Figura 2.7, que nos daba el
coeficiente estructural d7%/dT, cuyo valor de equilibrio es constante e igual
a la unidad, como funcién de la temperatura. El calor especifico relativo
tiene un maximo, cuya altura crece al disminuir la velocidad del proceso de
enfriamiento previo. La existencia de este maximo aparece en nuestro modelo
como un fenémeno puramente dindmico, y estd asociado de un modo directo
al ciclo de histéresis de la energia media. Para ver esto con mayor claridad,
denotemos mediante Ty a la temperatura para la cual

e(To) = e(Ty), . (To) < (To) (5.106)

La existencia de esta temperatura Ty que verifica las relaciones de la Ecua-
cién (5.106) esta asegurada por las posiciones relativas de las curvas de en-
friamiento, equilibrio y normal, como se analiz en la Seccién 5.5. Si tenemos
en cuenta que e(T — o0) = e((T — c0), resulta que

/ dT' [c(T") — (T} = 0. (5.107) -
To

La Ecuacién (5.106) implica que el integrando es negativo en T = Tp, y
por lo tanto debe existir una regién para la cual ¢, (T) > ¢(T). Ademds,
sabemos que ¢ (T) ~ ¢(T) para T — oo, lo que junto con la continuidad
de ¢,(T) — ¢(T) implica que el calor especifico relativo ha de presentar un
maximo para una temperatura T > Tp.
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Figura 5.5: Calor especifico relativo medido a lo largo de un proceso de ca-
lentamiento, tras enfriar previamente el sistema hasta T = 0K. En todos los
procesos la ley de variacidn de la temperatura es la definida en la Fcuacion
(5.68), pp = 1072 y § = 1. Los rombos corresponden a una velocidad de
enfriamiento p. = 5 - 1071, y los asteriscos a p. = 5-10~*. La linea con
circulos en negro es el calor especifico relativo sobre la curva normal.
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La diferencia c,(T") — ¢(T') estd acotada por cy(T') — ¢(T') para toda T y,
por consiguiente, el maximo del calor especifico relativo estara acotado por su
valor sobre la curva normal. Para r, — 0, las curvas e(T") y enx(T) tienden a
coincidir, y el maximo del calor especifico toma su valor més grande. Ademas,
su posicién estard determinada solamente por ry y no dependeré de r.. En
este contexto, la definicién experimental de la temperatura de transicién
vitrea como aquélla para la cual el calor especifico tiene un méximo durante
el proceso de calentamiento, si previamente se ha enfriado lentamente hasta,
temperaturas bajas, tiene perfecto sentido. En nuestro modelo corresponde a
calentar el sistema sobre la curva normal. Es importante indicar que, como ya,
se coment6 en el Capitulo 2, el calor especifico verdadero puede considerarse
constante en la regién de la transicién vitrea en muchos casos experimentales
[26].

Consideremos de nuevo la Ecuacién (5.99). Para un valor de r;, dado,
el término ¢;(7T') serd mds importante cuanto mayor sea el valor de r.. Si
utilizamos las Ecuaciones (5.98) v (5.99) se deduce que la anchura de la
regién en la que se observa un calor especifico aparente negativo aumenta
con el valor de r.. Por el contrario, cuando fijamos r., la relevancia de la
regién de calor especifico negativo crece cuando rj, disminuye.

El calor especifico aparente medido durante el calentamiento del sistema,
tras dos procesos de enfriamiento diferentes, se representa en la Figura 5.6.
Todos los procesos considerados corresponden a la ley de variacién de la
temperatura de la Ecuacién (5.68). La velocidad de enfriamiento es p, =
5-107' y p. =5-107* en cada uno de los casos, mientras que p, = 1072 en
ambos. Se observa que, de acuerdo con los argumentos desarrollados en los
parrafos anteriores, el mayor valor de p, produce la regién de calor especifico
negativo mas importante y el maximo mas pequeno.

La posicién y la altura del méximo de la curva del calor especifico relativo
son dos cantidades relevantes para caracterizar los procesos de calentamiento.
Un calculo exacto, utilizando las Ecuaciones (5.97)-(5.99) parece imposible,
ademas de que las expresiones que pudieran obtenerse serian probablemente -
poco ttiles, debido a su complejidad. En lugar de esto nosotros presentare-
mos un razonamiento intuitivo, en la linea de los desarrollados durante el
estudio de la transicién vitrea de laboratorio, valido en un limite asintético
determinado, y que nos dar4 informacién acerca de la influencia de la veloci-
dad y la ley de calentamiento sobre la magnitud del méximo. Concretamente,
consideraremos la contribucién al calor especifico que es independiente de las
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Figura 5.6: Lo mismo que en la Figura 5.5, pero en este caso mostramos el
calor especifico aparente (sin restarle el valor de equilibrio). La linea continua
es el calor especifico verdadero.
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condiciones iniciales, esto es, su valor sobre la curva normal.

Para T = 0K sabemos que ¢y = 0 y, por tanto, existird una zona de
bajas temperaturas en la cual ¢y < ¢, lo que manifiesta que la energia
media a lo largo de la curva normal estd practicamente congelada. En esa
regién de temperaturas cy({) — ¢({) ~ —c({), es negativo. Si tenemos en
cuenta que la variable “temporal” relevante para el proceso de calentamiento
es (comparese con la Ecuacién (5.38) que definia la escala relevante en los
procesos de enfriamiento):

C 1 e f,
= [ e (5.108)

la regién de temperaturas bajas estara definida por s’ < 1. Del mismo modo,
la zona de altas temperaturas vendrd determinada por la condicién s’ > 1,
y el calor especifico normal se podra calcular derivando la Ecuacién (5.87)
respecto de la temperatura. Es decir,

kB Ph d {:1‘*‘(

en(Q) —elQ)~ =17 76 i |5

h(()} ((n¢)? . (5.109)

Si nos restringimos a leyes de la forma A(() = (¥, con k < 6—}'1, €s una

consecuencia de la ecuacién anterior que cy({) — ¢({) es positivo cuando
s’ > 1, y ademads decrece monétonamente a cero cuando { — 1 (T — oo).
Por lo tanto, teniendo en cuenta que cn(¢) — ¢({) es negativo para s’ < 1,
el calor especifico relativo sobre la curva normal ha de presentar un maximo
en la regién intermedia, s' = O(1), es decir, para una temperatura { tal que

i/g____dfl =0(). (5.110)

pr Jo B()T(C)
Utilizando ahora la Ecuacién (5.40) para el tiempo medio de relajacién se
llega a que
- ph m .
() o

en la que m es nuevamente el parametro definido en la Ecuacién (5.44). Para
obtener una estimacién del valor de ¢y —c en esta regién intermedia hacemos
uso de la Ecuacidn (5.109), con el resultado

1 é

en(€) = e(C) ~ pf T (1npn)? (5.112)
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que en nuestro analisis debe de corresponder al orden de magnitud del ma-
ximo del calor especifico relativo a lo largo de la curva normal. En un ciclo
térmico real la altura del maximo observado dependerd también de la ve-
locidad de enfriamiento, pero la contribucién al calor especifico aparente nos
facilita una cota superior.

Es importante indicar que los valores de k para los cuales hemos limitado
nuestro estudio son precisamente aquéllos para los que todos los modos del
sistema se congelan durante el proceso de enfriamiento, como se discutié en la
Seccién 5.4. También vimos en el apartado 5.6.1 que este intervalo de valores
de k conducia a la desigualdad (5.92) para el calor especifico aparente en
procesos de enfriamiento.

Si empleamos la Ecuacién (5.112) para obtener una aproximacién de la
magnitud del méximo del calor especifico relativo sobre la curva normal, se
observa que aquélla no es una funcién monédtona de la velocidad de calen-
tamiento pi. De hecho, a partir de dicha ecuacién se deduce que ey () —¢()
estd acotado por su valor en

(—2:—’”—)-5—3“—1] . (5.113)

Pr = €xp {—4 5

En la Figura 5.7 se representa el calor especifico relativo a lo largo de la
curva normal, de nuevo para la ley de calentamiento de la Ecuacién (5.68)
y 6 = 1, para cinco valores distintos de la velocidad de calentamiento. Las
curvas se han obtenido mediante la integracién numérica de la Ecuacién
(5.98) en cada caso. La altura del maximo estd acotada por su valor para
pr = 3-107%, que es exactamente el valor que se obtiene si particularizamos
la Ecuacién (5.113) para k = 1y § = 1. Es necesario insistir en que la ley de
la Ecuacién (5.68) es equivalente a h(¢) = ( a temperaturas bajas, { < 1,y
¢ < 1 si se verifica que p;,/(16m) < 1.

La ley lineal puede estudiarse de un modo completamente analogo, obte-
niéndose que

. § Rk
¢~ mph(ln Ph) , (5.114)
y )
en(C) = ¢() ~ 7 (Inpy) ¢ . (5.115)

Si comparamos las Ecuaciones (5.115) y (5.112) podemos concluir que, para
un valor de § dado, el maximo del calor especifico relativo es mayor para
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Figura 5.7: Calor especifico relativo a lo largo de la curva normal, para la
ley de calentamiento dada por la Ecuacidn (5.68), y § = 1. Las velocidades
de calentamiento son, de izquierda a derecha, py, = 1075, 1074, 3-10~*, 103
y 1072,
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la ley lineal que para la ley definida en la Ecuacién (5.68). Ademads, si
la Ecuacién (5.115) es una buena aproximacién para el méximo del calor
especifico relativo en este caso, su magnitud estard acotada por su valor en
36 + 2]

ph = €Xp [—2—6——— . (5.116)

Recientemente [28] se ha observado experimentalmente que la altura del
maximo del calor especifico medido en algunos compuestos metalicos, como
PdyNiyP1gSty, en ciclos térmicos a través de la regién de la transicién
vitrea de laboratorio con r, = r,, aumenta al disminuir la velocidad del
proceso. Este resultado, que es valido sobre tres décadas de la velocidad,
no puede compararse directamente con el obtenido aqui, que se refiere a la
curva normal. No obstante, ambos resultados son compatibles ya que el
modelo de Ising posee un intervalo de valores de p,, concretamente p, > pg,
tal que la magnitud del maximo del calor especifico normal es una funcién
mondtonamente decreciente de la velocidad de calentamiento.

5.7 Discusién

A lo largo de este capitulo de la Memoria hemos estudiado con detalle la
evolucién de un modelo de Ising monodinensional con dindmica de Glauber
y una barrera energética externa, cuando es sometido a procesos de enfria-
miento y calentamiento continuo. En el limite de enfriamiento lento hemos
obtenido la expresién de la energia residual para distintas leyes de enfria-
miento, encontrandose que la dependencia funcional respecto de la velocidad
del proceso estd condicionada por la ley de variacién de la temperatura. Esto
es, el argumento sencillo que afirma que el sistema queda congelado cuando
la velocidad de enfriamiento se hace igual a una probabilidad de transicién
caracteristica (media, o la mds pequefia) no conduce, en general, al resultado
correcto. El congelamiento tiene lugar cuando el nimero de transiciones que
puede hacer el sistema antes de alcanzar T = 0K se hace del orden de la
unidad. Este criterio se ha aplicado también a cada uno de los modos del
sistema, lo que ha permitido estudiar la anchura de la transicién desde la cur-
va de equilibrio al estado congelado (vitreo). Para las leyes de enfriamiento
usuales dicha anchura decrece como la inversa del logaritmo de la veloci-
dad de enfriamiento. Una ley similar se ha encontrado para la temperatura
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ficticia del estado congelado.

Para procesos de calentamiento continuo hemos demostrado que la solu-
cién normal de la ecuacién maestra, cuya existencia en general fue objeto de
estudio en el capitulo anterior, juega un papel crucial. La solucién normal
depende solamente del programa de calentamiento seguido, y determina la
evolucién del sistema a lo largo de él. En el limite de temperaturas altas
la solucién normal tiende a la curva de equilibrio, si el calentamiento no es
demasiado réapido. Los fenémnienos de histéresis que se observan, cuando se
realiza un ciclo térmico de enfriamiento y posterior calentamiento, son con-
secuencia de que durante el proceso de calentamiento la energia media tiende
a situarse sobre la curva normal, cuya energia es menor que el valor de equi-
librio a la misma temperatura. Dentro de estos fenémenos de histéresis se
encuentra la existencia de un méximo del calor especifico (relativo a su valor
de equilibrio) en el proceso de calentamiento. Asimismo aparece de modo
natural una zona de calor especifico negativo a bajas temperaturas.

Las propiedades de la solucién normal también permiten el anélisis de la
influencia de las velocidades de enfriamiento y calentamiento sobre el maximo
de la capacidad calorifica, asi como comparar los efectos de leyes de variacién
de la temperatura distintas. De hecho, para un experimento dado, la solu-
cién normal contiene la informacién que es independiente de las condiciones
iniciales, y que determina el comportamiento del sistema en un régimen de
tiempos grandes.

La dindmica de este modelo es sorprendentemente similar a la que se ob-
serva experimentalmente en los vidrios reales. Sin embargo, nuestra opinién
es que esto no es una caracteristica particular de este modelo concreto, sino
que se encontraria el mismo tipo de comportamiento para una gran varie-
dad de modelos, y en particular para muchos de los descritos mediante una
ecuacion maestra.



Capitulo 6

Conclusiones

A continuacién enumeramos, en forma resumida, los principales puntos con-
tenidos en esta Memoria, asi como las aportaciones mas relevantes que hemos
obtenido en nuestro trabajo:

1. En primer lugar, hemos realizado una revisién critica de la fenomeno-
logia de los procesos dinamicos en los vidrios estructurales. El objetivo
ha sido identificar el conjunto de caracteristicas que deberian ser mos-
tradas por cualquier modelo que pretenda emular el comportamiento
de los vidrios reales.

2. En este sentido, la relajacién no exponencial de las funciones de res-
puesta lineal, y, en particular, la aparicién de un comportamiento de
tipo KWW, no puede considerarse como una propiedad peculiar de los
vidrios estructurales. Por el contrario, hemos demostrado que este tipo
de comportamiento es de esperar que se presente en una gran variedad
de sistemas.

3. A modo ilustrativo, hemos analizado uno de los pocos modelos que
pueden resolverse de forma exacta analiticamente, el modelo de Ising
monodimensional con dindmica de Glauber. Los resultados muestran
claramente la existencia de distintas escalas de tiempo. Mientras que a
altas temperaturas la relajacién esta dominada por la etapa exponen-
cial inicial, a temperaturas suficientemente bajas el comportamiento
dominante corresponde a una funcién KWW. '
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4.

CAPITULO 6. CONCLUSIONES

La descripcién de procesos en los que varia la temperatura la hemos
realizado a un nivel mesoscépico, mediante una ecuacién maestra.
Esto nos ha llevado a investigar algunas de las propiedades generales
que presentan las ecuaciones maestras con probabilidades de transicién
dependientes del tiempo. Una generalizacién del teorema H conlleva la
existencia de una solucién especial de la ecuacién maestra, que hemos
denominado solucién normal. En el transcurso del tiempo, para un
programa de variacién de la temperatura dado, todas las soluciones de
la ecuacién maestra tienden a aproximarse a la normal.

Asimismo, hemos obtenido una relacién de desigualdad entre las varia-
ciones de las entropias estadistica y calorimétrica. La primera estd
definida a partir de la distribucién de probabilidades del sistema, mien-
tras que la segunda se obtiene por. integracién de los intercambios
calorimétricos. Esta relacién es importante, a fin de interpretar supues-
tas medidas entrdpicas, realizadas fuera del equilibrio.

Utilizando nuevamente el modelo de Ising monodimensional, hemos
analizado en detalle su comportamiento en procesos ciclicos de variacién
de la temperatura. El sistema presenta un fenémeno sorprendente-
mente similar a la transicién vitrea de laboratorio de los liquidos so-
breenfriados. Las magnitudes utilizadas para caracterizar la transicién
obedecen las mismas leyes que se han obtenido experimentalmente.

El modelo también muestra los fenémenos tipicos de histéresis en la
evolucién del calor especifico, que presenta un méximo durante el pro-
ceso de calentamiento. Nuevamente, las leyes que rigen la posicién y
altura de este méximo, asi como la magnitud del efecto de histéresis,
concuerdan con los comportamientos de los vidrios reales.

Una de las conclusiones principales de nuestro analisis es la importancia
de la solucién normal para caracterizar los procesos de calentamiento
de un sistema. En funcién de la solucién normal, pueden entenderse y

analizarse facilmente los fenémenos de histéresis. '

La naturaleza de los razonamientos desarrollados a lo largo de la Memo-
ria pone de manifiesto la generalidad de las conclusiones alcanzadas.
Con independencia de la complejidad matemética que pueda resultar -



10.

123

en cada caso, podemos afirmar que practicamente cualquier modelo
“sensato” llevard a resultados similares. En consecuencia, no parece
licito argumentar que, para explicar el comportamiento dindmico de
los vidrios, es necesario introducir mecanismos adicionales, tales como
desorden, frustracidn, restricciones dindmicas, etc.

Es nuestra opinién que lo que usualmente se denomina comportamiento
vitreo es simplemente el presentado por cualquier sistema, cuando se
le somete a un proceso continuo que, eventualmente, lo saca del equi-
librio. Desde este punto de vista, todo el “problema” de los vidrios se
reduciria a identificar, en cada caso concreto, los mecanismos que pro-
ducen su separacién del equilibrio, cuando es sometido, por ejemplo, a
un enfriamiento continuo.



Apéndice A

Funciéon KWW en el limite
asintotico de tiempos grandes

Consideremos el espectro de relajacién

p(A) = (9_)1/2p,\*(1+§) e~ (A1)

s

que verifica la condicién de normalizacién, equivalente a ¢(0) = 1,

/ T ) =1. (A.2)

El espectro p(A) de la Ecuacién (A.1) no es mas que el resultado asintético
de Helfand, Ecuacién (3.9), extendido a todo el intervalo de velocidades de
relajacién, 0 < A < 0o, y convenientemente normalizado.

Nuestro propésito en este apéndice consiste en estudiar el término domi-
nante del comportamiento asintético para tiempos grandes de la funcién ¢(t),
dada por la Ecuacién (3.7), cuando p()) tiene la forma de la Ecuacién (A.1),
es decir

8() = (2) v / T a048) exp (—aA P — A) . (A.3)

Para hacer esto aplicaremos el método de Laplace con méaximo mévil [64].
El método de Laplace habitual no puede utilizarse, ya que p(A) se anula ex-
ponencialmente en el origen. Entonces buscamos el extremo Ao de la funcién

- P :
¢ = a) +At+(1+2) In), (Ad)
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como funcidén del tiempo. El extremo Aq serd la solucién de la ecuacién

—aphy O pt g (1 + g) A1=0, (A.5)

que no puede resolverse exactamente en general. Por tanto llevamos a cabo
-un balance dominante en el limite Aot > 1 4 £, y obtenemos

Ao = (%)T . (A.6)

Ahora hacemos en la Ecuacién (A.3) el cambio de variables A = Ags,

$(t) = (%)”sz;"“ /Ooo ds s~(148) exp [—/\ot (s—}—%)] . (AT)

Es importante senalar que la Ecuacidon (A.7) es exacta, no hemos realizado
ningun tipo de aproximacion en ¢(t) hasta el momento. La Ecuacién (A.7)
sugiere la introduccién de una escala natural de tiempos t*, definida como

£ = Mot = (ap) ™7 755 . (A.8)

Esto muestra que la funcién respuesta o(t) se ha escrito en la Ecuacion
(A.7) como una superposicién de funciones KWW con distintos tiempos de
relajacion, pero el mismo valor de 8 = ;%. En el limite £* > 1 tendremos

a 1/2 _ /2 . 1 14¢ " ) 12/2
o) ~ (2) pagrece [ gy et
™

i—¢

+
N (E) 1/2p/\ap/2 e—t‘(p+1)/p/ > dy et (+1)y?/2
T

-0

20\ pciz ey
~ p ) (A5t") e . (A.9)

Si ahora utilizamos que

MNt* =ap, (A.10)
llegamos al resultado final

S(t7) ~ (i)l/%exp [-t*?-il] . (A.11)

p+1 P
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Volviendo a la escala de tiempos ¢, o sea, escribiendo t* en funcién de ¢
mediante la Ecuacién (A.8), tenemos

1-g 8
$(1) ~ /25 exp —[(‘”;) t} : (A.12)

=

en la que hemos definido ’

8= ol (A.13)
En el caso p =1, f =1/2, la Ecuacién (A.12) es exacta para todo tiempo, y
el factor multiplicativo que precede a la exponencial es la unidad. Para otros
valores de p, la Ecuacién (A.12) es solamente una expresién asintética valida
en el limite t* > 1, y la funcién KWW esta multiplicada por un factor distinto
de la unidad. De hecho, si el espectro de relajacién p(A) se multiplica por
cA®, el resultado asintético dado por la Ecuacién (A.12) sigue siendo vélido
s1 lo multiplicamos por cA§, que es una funcién algebraica del tiempo. Esto
es lo que sucede en el modelo jerirquico de Palmer y colaboradores [50], lo
que explica que la funcion KWW que se obtiene pueda observarse sélo para
valores muy pequeiios de ¢(t), como ya indicé Zwanzig [32].

Asimismo debe indicarse que los razonamientos del Apéndice C no son
aplicables a esta distribucién de frecuencias, ya que sus momentos no son
finitos. Por consiguiente no hay ninguna razén para esperar un decaimiento
KWW “normalizado” (esto es, con un prefactor igual a la unidad) es una
ventana de tiempos intermedios.



Apéndice B

Demostracion de la Ecuacion
(3.24)

En este apéndice probaremos la desigualdad dada en la Ecuacién (3.24).
Comenzaremos demostrando la primera parte de ella, y por lo tanto nuestro
punto de partida serad la Ecuacién (3.14), esto es

Az
B(t) = e Mt /A dX p(X) PNt (B.1)

Para nuestros propdsitos sera necesario hacer uso de la desigualdad general
e® > 1+ z, que es valida para todo valor de z. Entonces

A2
b(2) > et /A AP0 [T+ (e = N1 - (B.2)

Si tenemos en cuenta que p(A) estd normalizada, ¢(0) = 1, y la definicién de
frecuencia media Ap, Ecuacion (3.13), es claro que

B(t) > e Mt (B.3)

Para demostrar la segunda parte de la desigualdad tenemos que recordar
que e~% es una funcién decreciente de z y, en consecuencia, a partir de la
Ecuacién (3.12),

A2 Az
é(t) = /A dhp(A)e™™ < e"’\ltv/ dAp()) = e~ Mt (B.4)

1 A1
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Finalmente, si combinamos las Ecuaciones (B.3) y (B.4) llegamos a la de-

signaldad
e < g(t) S e, (B.5)

que no es mas que la Ecuacién (3.24).



Apéndice C

Analisis cualitativo de
distintos espectros de
relajacion en el caso A\ =0

Consideremos la Ecuacién (3.12), que nos da la funcién respuesta en términos
del espectro de relajacién, pero ahora en el caso A\; = 0, es decir, cuando no
existe un corte inferior de la distribucién de velocidades de relajacién. En
ese caso

d(t) = /0 “dAp(N) e | (C.1)

En la ecuacién anterior el limite superior ), puede ser infinito. Si la distribu-
cién p(A) tiene momentos finitos, el comportamiento para tiempos cortos de
#(t) sigue siendo descrito por la Ecuacién (3.17).-

A fin de analizar el comportamiento de ¢(t) para tiempos grandes debe-
mos considerar varios casos por separado. El caso més sencillo aparece cuan-
do p(X) no se anula para A = 0, es decir, p(0) # 0. Entonces puede utilizarse
la Ecuacién (3.18) con A; = 0, y obtenemos

8(2) ~ pl0)7 (c2)

para t — oo, esto es, la funcién de relajacién presenta una cola larga que
decae como 71

Si el espectro de relajacién p(A) se anula cuando A — 0 tenemos que
considerar el maximo mévil del integrando de la Ecuacién (C.1) [64]. Si
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ln/\M

Figura C.1: Esquema de la funcion (z) cuando el espectro de relajacion
se anula algebraicamente para A = 0. El comportamiento para x — o0
corresponde a una cola larga algebraica.

reescribimos dicha ecuacién del modo siguiente,

Az
b(t) = / d\ e~ XHme0) (C.3)
0

se encuentra que la posicién del maximo Ay viene dada por la solucién de la
ecuacién ,
p'(Xo)

p(Xo)
Para continuar y poder ser mas explicitos tenemos que precisar co6mo se
anula p(\) en el limite A — 0. Supongamos primero que el decaimiento es
algebraico,

4 =0. (C.4)

p(A) ~cXd, A =0, (C.5)
La convergencia de la integral de la Ecuacién (C.1) implica que d > —1. Si

sustituimos la Ecuacién (C.5) en la (C.4), se obtiene que Ao = dft, y tras
efectuar algunos calculos sencillos {33, 64] resulta

b(t) ~ eT(1 + d) —— (CH)

$1+d ?
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para t — oo. La Ecuacién (C.6) se reduce a la Ecuacién (C.2) si d =0,
como era previsible. De este modo hemos encontrado toda la familia de colas
largas algebraicas. La Ecuacién (C.6) es equivalente a

Y(z) ~ In(1 + d) + In(z — In R) (C.7)

para ¢ — oco. Hemos utilizado las definiciones de z y 1, Ecuaciones (3.19) y
(3.20), y definido una cantidad R con dimensiones de tiempo,

R=[cT(1 +d)™ . (C.8)

La forma cualitativa de (z) para esta familia de espectros de relajacién se
representa en la Figura C.1. No puede asegurarse la existencia de un punto
de inflexién y, en consecuencia, de una regién KWW intermedia, ya que ¥(z)
presenta la misma concavidad en los limites z — 4o0.

Finalmente, analicemos lo que sucede cuando la distribucién de frecuen-
cias p(A) se anula exponencialmente en el origen, esto es,

p(0) ~ ¢ exp [~ (0 /AY] (C.9)
para A — 0. Ahora el maximo mdévil se encuentra en
P\ T4
do = (%) v (C.10)

y si aplicamos de nuevo el procedimiento estdndar [64], al igual que hicimos
en el Apéndice A, obtenemos [33]

1By ot At T4
B(t) ~ cpTHm \20+ o) exp [-—(1 + p) (-—1—) p} , (C.11)
p
en el limite .
P (M) > 1. (C.12)
En el régimen de tiempos muy grandes la Ecuacién (C.11) puede reducirse a
P(z) ~ Br(z —Inm), (C.13)

una vez que el término algebraico pueda despreciarse. Los parametros £, y
71 son constantes, concretamente

P .
= — C.14
/81 1+p ’ ( )
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ln)\M

—,81 lIl T1

Figura C.2: Esquema de la funcidn ¢(z) cuando el espectro de frecuencias se
anula exponencialmente para A = 0. También se representan las dos asintotas
correspondientes a los comportamientos asintoticos vdlidos para x — +00.

= }”————13 : (C.15)
1(1+p)

Ademads, si se analizan las correcciones a la Ecuacién (C.13) se puede ver
facilmente que () se aproxima a ese régimen por la izquierda, y tendremos
el comportamiento cualitativo indicado en la Figura C.2. El mismo tipo
de argumentos de la Seccién 3.4 conducen a la existencia de un punto de
inflexién y, por lo tanto, de un intervalo de tiempos en que la funcién ¢(%) se
describe de un modo preciso mediante una funcion KWW, cuyos parametros
By T seran distintos de los valores asintéticos By y 7.



Apéndice D

Analisis asintético de la
funcién de relajacién de la
energia en el modelo de Ising a
bajas temperaturas

Tomamos como punto de partida la Ecuacién (3.68), esto es,

7" sen® ¢ —2at(l—-cosq) ,—2aetcosg
¢(t) _ fO dq (1—cosg+e cosq)? € €

™ sen2 g
fO dq (1—cos g+¢ cosg)? ‘
donde € < 1 en la regién de temperaturas bajas. Si, para hallar el orden

dominante en este limite, hacemos simplemente € = 0 en la Ecuacién (D.1)
obtenemos '

) (D.1)

j;” dq sen® ¢ e—2at(l1—cosg)

— 2
¢(t) = (lrcosq) sen? g
fO dq (1—cosq)?
K senQQ —2Z2at{l—cos
_ 1 _ fO dq (l—COSq)2 [1 —¢ ? t(l q)] (D 2)
- T en? g )
Jo da (1S 3
—cosgq)

La integral del numerador es convergente mientras que la que esta en el
denominador diverge, ya que el integrando se comporta como ¢~2 para g
pequeno. Por tanto llegariamos a que

o(t)=1, (D.3)
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para todo instante de tiempo. Es decir, para ¢ = 0 (T = 0K) el sistema no
relaja, como era previsible, ya que el tiempo medio de relajacién es infinito
en ese limite, Ecuacién (3.62).

Nosotros no estamos interesados es este resultado, sino en como decae
la funcién de relajacién cuando € < 1. Sin embargo, el analisis que hemos
realizado para £ = 0 nos muestra cudl va-a ser la dificultad fundamental en
este limite: la divergencia de las integrales de la Ecuacién (D.1) para el limite
de integracién ¢ = 0, ¢uando € tiende a cero. Asimismo, en la Ecuacién (D.1)
surgen ya con claridad las dos escalas de tiempo que van a ser fundamentales
en nuestro estudio:

a) 20et € 1 = e 2%¢tcsq = 1 4+ O(¢)

b) 2aet = O(1), no se puede aproximar e~2*¢c°s4,
Consideraremos en primer lugar el caso a), para el que la Ecuacién (D.1)
se simplifica a

s sen® g —2at(1—cosg)
¢(t) fO dq (1—cosq+ecosg)? ¢

™ sen? g
j(\) dq (1—cosg+e cosq)?

= 1-— f07r dq (l—co::I-fe cosq)? [1 B e—2at(1—cosq)}

s sen? ¢
-.I;) dq (1—cosg+ecosg)?

(D.4)

La integral del numerador es convergente en el limite ¢ — 0, mientras que
el denominador diverge, como ya discutimos anteriormente. Por tanto, para
determinar el orden mas bajo del cociente basta tomar € = 0 en el numerador
y calcular el comportamiento dominante del denominador. La integral del -
denominador estd tabulada (y =1 — ¢), y su valor es

T sen®q vy s
dg ————— = —— A ——————. D.5
/o T —qcosq? ~ 7 A =77 (B-5)

Por tanto,

7 sen? g - _
d ~ R
/0 1 (1 —cosq+ecosq)? (2)1/2 (D.6)

cuando € — 0%. Si sustituimos la Ecuacién (D.6) en la (D.4), y tenemos en -
cuenta que en esta ultima ecuacidn es licito hacer € = 0 en el numerador, se
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obtiene

1 Ko
(t) ~1— (25)1/2 _/ dg 1+cosq [e—%t(l—cosq) - 1] . (D.7)
T Jo 1 —cosgq
La integral de la Ecuacién (D.7) puede escribirse en términos de funciones
de Bessel [11], llegdndose finalmente a que

B(t) ~ 1—(26)/? {4at e [[o(2at) + [(2at)] + €72t [p(2at) — 1} , (D.8)

para ¢ < 1, 2aet < 1. In este régimen de tiempos la separacién de su valor
inicial es de orden £!/2, 0 sea, muy pequefia, lo que significa que la magnitud
de la relajacién es muy reducida.

Supongamos ahora que estamos en el caso b), o sea, £ < 1 pero 2aet =
O(1). La aparicién de la escala de tiempos t* = 2aet = )\t no debe sor-
prendernos, porque ya se discutié su relevancia cuando estudiamos el tiempo
medio de relajacién, Ecuacién (3.55) y comentario subsiguiente. En esta es-
cala de tiempos no podemos aproximar exp(—2act cosq) por la unidad, y
la integral del numerador no converge aun cuando utilicemos el “truco” de
sumar y restar la unidad a ¢(t), como hicimos en la Ecuacién (D.4).

En este caso aprovecharemos precisamente el hecho de que las integrales
sean divergentes para ¢ = 0, en el limite ¢ — 0. Debido a ello dividimos la
integral I(t) del numerador de la Ecuacién (D.1) en dos zonas (la integral
del denominador ya la conocemos al orden més bajo, Ecuacién (D.6)). En
concreto,

§ 2
— sen” g ~2at(1~cosq) ,—2astcosg
I(t) = d e
(®) /0 q(l—cosq—l—escosq)z(3
7 sen’ g :
d —2at(l—cos q)e—‘Zastcosq D.9
t /5 q(l—cosq-l-ECOS(])?(3 > (DY)

con § < 1. Nuestra esperanza consiste en que, con una eleccién apropiada de
4, la segunda integral sea subdominante frente a la primera cuando 2act =
O(1). Esta integral,

sen? g

I(t: 8 = d —2at(l—cosq) ,—2actcosq D.10
2(t4) /5 q(l—cosq+5cosq)2e ¢ ’ ( )

puede acotarse en esta regién de tiempos; por ejemplo, para § = €'/ se tiene
que

ht,e) <0 (") (D.11)
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La Ecuacién (D.11) es despreciable frente a la primera integral de la Ecuacién
(D.9), que es divergente. En consecuencia,

1/4 2
sen® q ~2at(1—cosg) ,~2actcosg (D.12)

1) ~
¢(t) /0 dq(1~cosq+£cosq)26

Es conveniente introducir el cambio de variable de integracién

l—cosq=c¢zx, (D.13)
tras el que resulta
1112 1/2(9 _ 1/2
I(t) ~ 6—1/2/ dz z!/2(2 —ex) o~ 20ct(ztl-ez) (D.14)
o (z+1—ex)?

Recordando que estamos en una regién de tiempos tal que 2aet = O(1),
tendremos finalmente

0 1/2
I(t) ~ 21/26—1/2/ dz __x_/__ e——2ast(:v+1) , (D15)
0 (z+1)
a que
yaq . i
/ dr _(__+_1__)_§‘ e—?cxet(w+1) < 23/251/4 ) (D.16)
%5—1/2 x

Para tener una expresién de la funcién de relajacién ¢(¢), Ecuacién (D.1),
basta dividir la expresién asintética para el numerador I(¢t), Ecuacién (D.15),
por el comportamiento asintético del denominador, Ecuacién (D.6). Se de-
duce que

9 [ee] I1/2
t) ~ = P — L Ca D.17
o)~ = [ (D.17)
La Ecuacién (D.17) puede escribirse en términos de funciones conocidas tras
algunos calculos sencillos, que consisten basicamente en derivar dos veces ¢
respecto de t* = 2aet y volver a integrar dos veces para reobtener ¢, que nos
proporcionan

. _
é(t) ~ i [(1 + 4a6t)F(%:2a5t) — 2 (2aet)!/? e (D.18)

para € < 1, 2aet = O(1). La Ecuacién (D.18), junto con la Ecuacién (D.8),
describen completamente la relajacién de la energia media en el modelo de .
Ising a bajas temperaturas.



Apéndice E

Solucién normal generada por
el método de Hilbert

Consideremos la forma general de una ecuacién maestra,

d”;ﬁ” = Z Wi (t)p;(t) = Wis(t)pu(1)] (E.1)

J

en la que las probabilidades de transicién dependen del tiempo. En el
Capitulo 4 hemos demostrado que, si el proceso de Markov definido por
estas probabilidades de transicién es irreducible para todo t, existe una solu-
cién particular de la Ecuacién (E.1), que depende solamente de la variacién
temporal de las W;; y atrae a todas las demds soluciones de la ecuacién maes-
tra en el curso del tiempo. Aqui analizaremos qué informacién acerca de la
solucién normal puede obtenerse mediante el método de Hilbert.
Escribamos la ecuacién maestra (E.1) en forma matricial,

L1(0) = W) (1) (E2)

en la que | p) es un vector columna cuyas componentes son las probabilidades
pi, ¥ la matriz cuadrada W tiene por elementos

Wii(t) = Wii(t) — 6 > Wij(t) - (E.3)
k
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Cuando las probabilidades de transicién son independientes del tiempo y
ademas se verifica la condicién de balance detallado, 1a resolucién de la Ecua-
cién (E.2) es equivalente al problema de autovalores

W14(0)) = =Mg)14(9)) , (E4)

donde A(g) > 0 para todo q. Ademds de estos autovectores | #(q)), corres-
pondientes a los autovalores negativos —A(g), la distribucién de equilibrio
[p) es un autovector de 1% perteneciente al autovalor cero, esto es

Wip®)=0. (E.5)

La distribucién de equilibrio p(®) es dnica y con todas sus componentes positi-
vas si la matriz W es irreducible, es decir, todos los estados del sistema estdn
conectados por una cadena de transiciones de probabilidad no nula [58]. La
matriz W es hermitica con la eleccién de producto escalar

(alt) = 3 %%, (E.6)

como consecuencia de cumplirse balance detallado, o sea que
0 0
Wi pl” = Wiip” (E.7)

para toda pareja de estados ¢, 5. Si las probabilidades de transicién dependen
del tiempo, pero el proceso de Markov es irreducible y se verifica la condicién
de balance detallado para todo instante de tiempo, las Ecuaciones (E.4)-(E.7)
siguen siendo vélidas, con los cambios

A

W — W)
Mg) — Mg,t) | (E.8)

#(q) — ¢(¢:t)
P — pO()

El método de Hilbert consiste en resolver la ecuacién maestra (E.2) me-
diante el método iterativo

W) [pO) = 0

T = 41, w21 ) (B9) -
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obteniendo una distribucién de probabilidades de la forma

() =) 1p™(@)) (E.10)

n=0

que es solucién de la Ecuacién (E.2) si cada uno de los términos p(™ verifica
la Ecuacién (E.9). El orden maés bajo es precisamente la distribucién de
equilibrio p(o)(t), por lo que la notacién empleada es consistente. Este método
puede entenderse como un desarrollo perturbativo en el que se introduce un
pardmetro pequeiio € en el término dp/dt de la Ecuacién (E.2). A continua-
cién se hace un desarrollo en potencias de g, que finalmente se hace igual
a la unidad. Esta imagen nos proporciona también la principal limitacién
matematica del método de Hilbert: corresponde a una serie perturbativa
regular en un problema de perturbaciones singulares, que en general sera
divergente. Desde un punto de vista fisico esta divergencia esta conectada
con que estamos desarrollando p(t), que, en principio, puede describir estados
arbitrario de no equilibrio, alrededor de la distribucién de equilibrio p(®(¢).

La solucién de Hilbert py(t) es una solucién normal ya que, si analizamos
cémo se genera de acuerdo con la Ecuacién (E.9), depende sélo de la variacién
temporal de las probabilidades de transicién, no hace referencia a condiciones
iniciales concretas. Si introducimos un operador ’j', que es el inverso de W
en el espacio ortogonal a la solucién de equilibrio | p{®), es decir,

T == X"q)|4(q)) (¢(a)], (E-11)

q

la solucién py(t) puede escribirse en forma cerrada,

) = =7 6 =3 (T) 100) . (1)

7+ d
1_72? n=0

La Ecuacién (E.12) puede proporcionar una informacién interesante acerca
de la solucién normal cuando el método de Hilbert sea valido, por ejemplo
cual es la posicién relativa de los valores medios sobre las curvas de equilibrio
y normal. No obstante, para ello es necesario conocer la evolucién temporal
de todos los autovectores ¢(g,t) de la ecuacién maestra, lo que es complicado -
en el caso general.
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Nosotros vamos a restringirnos al caso fisico en que las probabilidades de
transicién dependen del tiempo como consecuencia de que la temperatura
varia. La distribucién de equilibrio sera

w.

W) = e (E13)

en la que ¥ es la energia si el sistema se encuentra a volumen constante,
la entalpia si se mantiene constante la presidén, etc. y Z(t) es la funcién de
particién dependiente del tiempo,

2(t) = Ze‘#‘m . (E.14)

En procesos de calentamiento continuo hasta temperatura infinita hemos
demostrado en la Seccién 4.2 que existe una solucién normal, y que ésta
tiende a la distribucién de equilibrio para muy altas temperaturas. Por lo
tanto el método de Hilbert serd aplicable a temperaturas suficientemente
altas, ya que es un desarrollo alrededor del equilibrio. En ese rango de
temperaturas consideraremos solamente la primera correccién | p(l)), ya que
la separacién entre las distribuciones |pr(t)) y |p{%(t)) serd pequefia en ese
limite. Tenemos que

. d |
[pM@) =T(8) 2179 , (E.15)
donde o
p’ 1 dT . ©
dt ~ kgT? dt [i — ()l P - (E.16)

En esta ecuacién ()¢ es el valor medio de la magnitud % con la distribucién
de equilibrio. La Ecuacién (E.16) puede escribirse en forma vectorial, si
introducimos una funcién x(¢,T) de la forma

21500y = (@) 67 =, (B17)

esto es,

1
kpT?

X(q7T) : Z i ¢i(q,T) 7‘ (E18) 2
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para lo que se ha utilizado la ortogonalidad de los | ¢(g,T')) entre si y con la
distribucién de equilibrio.

En consecuencia tendremos que, hasta primer orden en las desviaciones
respecto al equilibrio,

pr(0) = P - DA @ D@D 60T G (@19

en la que hemos indicado exphatamente con nuestra notacioén que el segundo
miembro sélo depende de la temperatura T del sistema en el instante t.
Es decir, es independiente de la historia térmica anterior, lo que permite
identificar la Ecuacién (E.19) con la solucién normal.

Las magnitudes de interés en los casos practicos son los valores medios
de las propiedades del sistema, ya que la distribucién de probabilidades es
inaccesible. Por ejemplo, el valor medio de la magnitud v sobre la solucién

de Hilbert, (¥(¢))u, es

(Y(t)m }:/\ ) x(g,T) (Z s ée(q,T)> % - (E.20)

Pero si tenemos en cuenta la Ecuacién (E.18), concluimos que

(@) = ($)o(T) ~ ,cBsz — ZA (o T (zijw(q,.’r)) - (B21)

La Ecuacién (E.21) demuestra, para una clase muy general de sistemas, que el
valor medio de la magnitud ¢ (la energia en un proceso a volumen constante
y la entalpia en uno a presién constante) sobre la curva normal es inferior al
valor de equilibrio a esa misma temperatura, cuando ésta es suficientemente
alta. Este hecho debe estar conectado en general con los ciclos de histéresis
que efectian las magnitudes fisicas cuando un sistema es sometido a un pro-
ceso de enfriamiento y posterior recalentamiento hasta altas temperaturas,
como hemos visto en dos casos concretos en esta Memoria, el sistema de dos
niveles y un modelo de Ising monodimensional.

La Ecuacién (E.21) puede escribirse de un modo mas claro, si tenemos
en cuenta que

or)= L0 _ T22(2¢ 60, ) L E)
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y que el tiempo de relajacién de la funcidn de respuesta lineal de la magnitud
¥ es [58, 80]
. Eq ('(vbt ¢i(q’ T))2 )‘—l(qa T)

7(T) = E.23
= T, Geata 107 (52
Entonces, obtenemos finalmente que
dT
B = (0)o(T) = — «T) 7(T) - (E.24)

Por tanto, y como ya se indicé en el Capitulo 5, la Ecuacién (5.86) no es’
una peculiaridad del modelo de Ising, sino que es general para todos los
sistemas descritos por ecuaciones maestras, lo que se ha demostrado aqui
mediante el método de Hilbert. La Ecuacién (E.24) es importante ya que,
aunque no sabemos construir la solucién normal para toda T', nos proporciona
su linealizacién alrededor del estado de equilibrio para una amplia clase de
sistemas.



Apéndice F

Resolucion del sistema de
ecuaciones (5.9) cuando los
coeficientes dependen del
tiempo

Aqui vamos a resumir brevemente la obtencién de la solucién de la Ecuacién
(5.9), cuando sus coeficientes « y 7 son funciones del tiempo. Consideremos
el problema de autovalores, escrito en notacién matricial

Lé=—~A\¢, (F.1)
donde
Lnn/ = —2(161171/ + a”y (511,—1,11’ + 5'n+1,n') (F'2)
paran>1,n' >0,y
LOn’ =0. (F3)

Si nos restringimos a autofunciones con todas sus componentes acotadas,
el procedimiento habitual de resolucién de la Ecuacién (F.1) conduce a un
espectro continuo de autovalores,

Mq,T) = 2a(T) [L - (T) cosq] , (F.4)

con 0 < ¢ < 7. La autofuncién correspondiente a A(¢,T) es un vector de
componentes

bnlg) = (%)/ senng (F.5)
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que no depende de la temperatura. Para n # 0 y n’ # 0 se verifica que

/W dg ¢n(Q) bn(q) = bppr (F.6)

0

mientras que
¢O(Q) =0, (F7)

para todo ¢. Las Ecuaciones (F.6) y (F.7) demuestran el cardcter completo
del conjunto de autofunciones ¢(q) para todos los vectores u tales que uo = 0.
Definamos el vector

u=C(t)— C(O)(T),A (F.8)

cuya componente ug = 0, ya que Co(t) = Céo) (T) = 1. Entonces podemos
escribir con toda generalidad

Cult) = CO(T) + / "dqa(a,t) $ula) (F.9)

0

en la que

a(g,t) = Y [Calt) = CAT)] 6ulq) , (F.10)

n

ya que las funciones ¢(g) son ortogonales, esto es,
> 6a(q) 6n(q) = 6(g— ¢) - (F.11)

A continuacién sustituimos la Ecuacién (F.9) en el sistema de ecuaciones
(5.9) para n > 1, obteniéndose

(0) s T
dg‘,; cfi_fJ"/o dga(q,t) ¢n(q)=—/ dga(q,t) Mg, T) ¢nlq) . (F.12)

0

Si ahora tenemos en cuenta la Ecuacién (5.16) junto con la ortogonalidad
de las funciones ¢(q), se deduce la siguiente ecuacién diferencial para los
coeficientes a(q, 1),

(0, T) 5 + d(0,1) = A0, T) alas1) (F13)
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cuya solucién es
i
o(at) = a0 exp |~ [ @01
t dT/ ° t
- /dt'—— (¢,T") exp [——/ dt”)\(q,T")] . (F.14)
o dt’ "

Sustituyendo la expresién para a(g,t) en la Ecuacién (F.9) se llega al resul-
tado deseado, Ecuacién (5.13), tras identificar la funcién a(q) con a(g, 0).



Apéndice G

Deduccién de la Ecuacidén
(5.55)

En este Apéndice vamos a deducir la forma explicita de la energia residual
del modelo de Ising monodimensional para una ley concreta, h({) = (, en
el limite de enfriamiento lento. Nuestro punto de partida serd la Ecuacién
(5.29), que es equivalente a

0o x T "
o) = €Dy L [ are(r) [ dgola, ) exp [—pi / dT%}

(G.1)
si integramos sobre la temperatura en lugar del tiempo. La energfa residual
er es la energia de exceso respecto al equilibrio en el limite T = 0K, por tanto

e, = lim [e(T)—e(O)(T)]

T--0K .
- % /0 " ar(T) /0 " g9, T) exp [_ i /OTdT'A—]([-%%)} (G.2)

En el caso que nos ocupa, es conveniente realizar las integrales de la Ecuacién
(G.2) respecto a la variable ¢ definida en la Ecuacién (5.32), es decir, reescri-
bimos e, como

2 4 sen? ¢
e, = = [ d¢ [ d
w/o C/o T —cosq + C(1+ cos g2

2 ¢, e 1 — cos g+ ¢'(1 + cos q) : .
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La Ecuacién (G.3) es exacta y completamente general, y por tanto vélida para
una ley de enfriamiento A(¢) y una velocidad del proceso p. arbitrarias. La
unica hipétesis al escribir la Ecuacién (G.3) es que el sistema se encontraba
inicialmente en equilibrio a altas temperaturas, formalmente T' = oo.

Ahora consideraremos la ley concreta h({) = (, en ese caso

2 4 sen? ¢
) Y e e

¢ /%—1
X exp{—%/o dC'f+ R [1—cosq+(’(1+cosq)]} . (G4)

Esta ecuacién continda siendo exacta, para la ley h({) = (. Vamos a reescalar
la variable ( con un parametro pequeno (o, esto es,

¢ = Goz. (G-5)

de modo que

2 G T sen® g
e, = — dz d
7r4°/0 / T —cos g + o1+ cos g’

2 1/6 ‘ ! x,%_l !
0

c 1+ CofE'
(G-6)

Aunque la Ecuacién (G.6) es véalida para (o arbitrario, sélo es util si existe
alguna eleccién de {; < 1, de modo que se simplifique el calculo. Supongamos
que p. < 1, una posible eleccién seria (o = p4, que nos conduciria a

2 5 [T T sen’ q
p~ = d dg ——= exp [-26z15(1 — G.7
e - pc/o z ; q (1= cosg)? exp [ 28z'°(1 — cos q)] , (G.7)

que es divergente en el limite de integracién ¢ = 0. La situacién es similar
a la que encontramos en el estudio de la respuesta lineal del sistema a bajas
temperaturas (Apéndice D). Al igual que hicimos en ese caso es necesario
reescalar la variable ¢ del modo siguiente,

1—cosqg="Cvy. (G.8)
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Con este cambio de variable se obtiene
172 /CO /2C0 y2(2 — Coy)*?
-yl

x exp{—/%c;” / dr' = [y+x'<2—coy>]}. (G.9)

1 + Co.’l)'
6
En esta ecuacién si que es licito realizar la identificacién (o = pZ**, tras lo
cual se llega a que

23 /2 —; 26
er e / dz/ dy exp[ 2(6;v1/5y+mx1+31'>} .
(G.10)
La Ecuacién (G.10) ya muestra que la dependencia de e, respecto de p.

es potencial,

e o ch1+6) ’ (G.11)

lo que estd de acuerdo con el resultado cualitativo (5.48). Si queremos dar
una expresion explicita de la constante de proporcionalidad que apareceria
en la Ecuacién (G.11), tenemos que realizar la integral doble que aparece
en la Ecuacién (G.10). Para hacer esto es conveniente introducir un nuevo
cambio de variable,

y=2zu, (G.12)

que desacopla las integrales, con el resultado

.2 [ 2 e 1
lim 66 = ——/ du -—u—————/ dzz7 Y% exp —461%5 (u + ———)]
b0 T o (1+u)?Jo 1+6

(G.13)
La integral sobre z puede hacerse, y es basicamente una funcién Gamma.
Esto es mds claro si hacemos

z =48z | (G.14)

es decir,

A o0 1/2 00 .
lim e; = 2 ¢ 16 / du — / dz 2L o~2(vtds) |
pe—0 pm T 641 §30+5 (14+u)? Jy - :

(G.15)
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Si efectuamos la integral sobre z y utilizamos que I'(1 + z) = z[(z), la

Ecuacién (G.15) se reduce a la Ecuacién (5.55).
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