Comunicaciones

165

El espectro de grafos mundo pequefio!

Francesc Comellas y Silvia Gago?

Resumen

Numerosas redes reales, como la world wide web, sis-
temas de transporte, redes sociales o biolégicas, presen-
tan a la vez un apifiamiento o clustering elevado (los
nodos tienen muchos vecinos mutuos) y un didmetro
pequefio (mdxima distancia entre pares de nodos). Es-
tas redes se modelan mediante grafos conocidos como
grafos mundo pequefio (small-world). Por otra parte,
la determinacién del espectro de un grafo es impor-
tante por la relacién que los autovalores y sus mul-
tiplicidades tienen con invariantes relevantes y con
propiedades topoldgicas y de comunicacién del grafo
como el didmetro, la biseccién, distancias, conectividad,
expansidn, particiones, distribucién de cargas, etc.. En
este trabajo determinamos completamente el espectro
de varias familias de grafos mundo pequefio determin-
istas. :

1 Introduccién y notacién

En 1967 el socidlogo Stanley Milgram [17] com-
probd, en un estudio que se considera ya clasico,
que la separacién media (contada a partir del
nimero de personas en una cadena de conocidos)
entre los habitantes de los Estados Unidos era so-
lamente seis. Este resultado es sorprendente dada
una poblacién del orden de 200 millones. Aunque
en teoria de grafos es bien conocido que el didmetro
de un grafo aleatorio con un ntimero similar de
vértices es relativamente pequefio [3], una red social
no puede considerarse totalmente aleatoria puesto
que normalmente dos personas que se conocen sue-
len tenen muchos conocidos comunes. Esto llevé
a Duncan Watts [20] a definir una red mundo
pequeno como un grafo que tiene un coeficiente de
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apinamiento mucho mayor que el de una red aleato-
ria y un didmetro que crece logaritmicamente con
el orden del grafo (similar al de un grafo aleato-
rio). Watts y Strogatz en un articulo profusamente
citado y publicado en Nature [21] proporcionan un
modelo estocastico que permite la generacién de
grafos mundo pequefio. Se parte de un grafo muy
estructurado como un anillo cordal o una malla,
con un apinamiento elevado y una distancia grande
entre vertices, y se reconectan aleatoriamente las
ramas de forma que el didmetro vaya reducien-
dose. Estos autores muestran que el proceso con-
duce primero a una disminucién rapida de las dis-
tancias entre vértices y mas adelante a la reduccién
del apifiamiento obteniendo al final un grafo total-
mente aleatorio. En la regién intermedia aparecen
las condiciones que se consideran mundo pequefio.
En [10] se ha demostrado que el efecto mundo
pequefio es universal y puede, de hecho, obtenerse a
partir de cualquier grafo con diametro elevado. En
(8, 9] se ve que es posible una construccién deter-
minista simple de grafos mundo pequefio, en par-
ticular a partir del mismo grafo inicial que usaron
Watts y Strogatz. La ventaja de estos modelos de-
terministas es que permiten el cémputo genérico
exacto de los parametros del grafo. El trabajo
que presentamos aqui es pués una aplicacién en la
que determinamos el espectro de familias de grafos
que se han construido mediante las técnicas antes
citadas.

La determinancién del espectro de un grafo es
importante, puesto que éste proporciona, por ejem-
plo, informacién para la estimacién de su conec-
tividad y de pardmetros de expansién, que son
en general muy dificiles de obtener mediante otros
métodos. En particular, el espectro de la matriz
de adyacencia de un grafo da cotas directas sobre
su didmetro y el nimero isoperimétrico [18], en-
tre otras propiedades. El espectro laplaciano, mas
concretamente el segundo autovalor, contiene in-
formacién sobre propiedades de expansién, conec-
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tividad, conjuntos de corte maximales, mimeros de
independencia, genus, bisection width, etc. {7, 19].
También se han disefiado algoritmos para la par-
ticidn de grafos en base a sus autovalores y autovec-
tores [15, 16]. Finalmente, el espectro de un grafo
es también itil para la contruccién de algoritmos
para el balanceado de cargas [3].

En este trabajo, G = (V, E) denota un grafo
con conjunto de vértices V = V(G), y ramas E =
E(G) que son pares no ordenados de vértices. El
orden del grafo es n = |V|. Si los vértices u,v € V
forman una rama se dice que u y v son adyacentes.
El grado de un vértice u, que se indica deg(u), es
el nimero de ramas incidentes con u y el grado de
un grafo G es A = max,ey deg(u). Un grafo es
A-regular si el grado de todos sus vértices es A.
La distanccia entre dos vertices u y v, d(u,v), es
el nimero de ramas del camino mas corto entre u
y v. La distancia méixima entre cualquier par de
vértices, D = max, yev d(u,v), es el diametro del
grafo. La familia béasica de grafos que consideramos
en este articulo (y en [21]) son grafos circulantes [4].
Denotamos Cp a al grafo circulante A-regular, A
par, que tiene n vértices etiquetados con enteros
modulo n, y A ramas por vértice de forma que
cada vértice 7 es adyacente a los vértices: + 1,7
2 - A (mod n). Este grafo tiene didmetro

— I’n 1"

Una forma usual de representar un grafo G es
a través de su matriz de adyacencia A=(a,,), con
filas y columnas indexadas por los vértices de G, y
elementos a,, = 1, si u y v son adyacentes y @, =
0 en caso contrario. Se conoce como espectro de un
grafo G al espectro de su matriz de adyacencia [6], o
conjunto de sus autovalores y multiplicidades, que

o A A
o a ) La

matriz laplaciana L de un grafo G se define como
L = D — A, donde A es la matriz de adyacencia
de Gy D = diag(deg(u)), u € V(G) es una matriz
que tiene en su diagonal los grados de los vértices
de G. Una matriz cuadrada C se llama circulante,
y la denotamos C := circ(co,¢1,---,¢n-1), si cada
una de sus filas se obtiene dezplazando ciclicamente
una posicién la fila anterior. Esto es:

se denota por SpG = (

o C1 Cn-1
Ch-1 Co --- Cp-2
C1 Cy ... Co

Entonces Cp, A = cire(0,1,...,1,0,...,0,1,...,1)
es la matriz de adyacencia del grafo circulante Cy, o
(hay % unos en cada blogue de unos). Denotaremos
un grafo mediante una mayuscula en cursiva y su
matriz de adyacencia en negrita.

2 Espectro del grafo -circu-
lante C, A

Determinamos, en primer lugar, el espectro del
grafo circulante Cp, a, base para la construccién de
los grafos mundo pequeiio considerados en nuestro
estudio.

La matriz de adyacencia de un ciclo no ori-
entado de n vértices es 4 = circ(1,0,...,0), y su
potencia k-ésima A* = cire(0,0,...,1,...,0) con
el valor 1 en la posicién k. Entonces cualquier
matriz circulante se puede escribir de la forma
C = circe(co,c1,---56n—1) Z:‘_IC,AZ Por
otra parte, el polinomio caracteristico de A es
A" — 1 y por lo tanto sus autovalores son X\, =
Y1 = wb = €%k Es inmediato verificar
que los correspondientes autovectores son &, =
(W0, Wk, w . w=Dk) donde w = 5, 0< k <
n— 1. Tamblen podemos comprobar, a partir de
Ad, = M\ ®g, que en general A'®, = (A\;)i®y,
0 €k <n-1,0<1i < oo Dada la ma-
triz de adyacencia de un grafo circulante C =
cire(cp,€1;5- .. Cn1) y puesto que C = zz—O c At
podemos calcular sus autovalores y autovectores:
Cd; (s cAN®, = Y ci(A®) =
S e Be) = (S M) Ee 0 < k<m— 1.
Por lo tanto, ®; es un autovector de C correspon—
diente al autovalor ux = Y rrs ¢ Al = 7! ik,
0 €< Kk € n—1. Los autovalores de A verifi-
can Ap_p = W F = wrwkF = wF = X,. Esta
propiedad permite simplificar los autovalores d el
grafo circulante Cn,A con matriz de adyacencia
Cha = circ(O 1,...,1,0,. .,1) puesto

a
que py = A’ + Zz—n—-—-+1 ’\k = 2z At
A -5 .
prA ,\k’ =TI AN =T, (W ) =
22 2, cos(Z kz) De donde comprobamos que

Un—k = pr. Por lo tanto, el espectro del grafo
Cp.a es de la forma:

Sp Cn,A =

a a
( N 222’__1 cos( ) 222‘__1 cos(2Zi(% — 1)) g )
1 2 2 1
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donde pz =0 si espary pz = —2 sis S esimpar.
La SIgulente caracterizacién del nicleo de
C,a serd utilizada més adelante.

Lema 1 Ker(Cpa) = V(®4,k = %—Q € Z)YU
V(®r, k= 2"h € Z)UV(®z, 2par), 0<k<n-1,
para algin h €Z

Demostracion: Si £ 3 es par, el autovalor pz =0,
luego su correspondlente autovector pertenece al

e = 22 Ly cos(%ik) = ?;1“1 +
~ki = otk + %5 % —1 =0, de donde

1—wk
WBTDE_y(S+Dk 4 3k :AO, Io que nos conduce
al siguiente producto, (w*1*2) +1)(w2*k - 1) =0
con lo que puede ocurrir que: w(Z+Vk 41 =0 o
WETDE = ] o Bk _nop iy hez
= k=281 ¢ 7 para algin h € Z y como A
es par A + 2 también lo es = A + 2 no divide a
(2h+1) = A +2dividean, = n=(A+2)q=>
k = q(2h + 1),h € Z, siempre que k < n, o bien
. Ak Af
puede ocurrir que 1 — w?* = 0 & w?F =1 o
Sk=nh€Z &k=2heZ paraalginh € Z.
|

nucleo:

a
2
i=1 W

3 SWi, unién de un grafo cir-
culante C, A con un grafo
completo K,

El primer modelo que estudiamos consiste en agre-
gar nuevas ramas al grafo regular circulante Cy a,
ny A pares, en m de sus vértices, de tal forma que
estos m vértices formen parte de un grafo completo
Ko, y asi se reduzca notablemente el didmetro del
grafo, aunque también disminuya ligeramente €l co-
eficiente de apifiamiento (véase [8, 10]). La ma-
triz de adyacencia del nuevo grafo, que denotamos
SW, serd la suma de la matriz de adyacencia de
Cn A mds otra matriz definida de la siguiente man-

era:
0
1

Esta nueva matriz corresponde a la matriz de
adyacencia del grafo que denotamos K/, y que se
obtiene al insertar n —m vértices aislados a un grafo
completo K,,. Tenemos por lo tanto que SW; =
Coa+K ;n

sii,j #kZ
en otro caso

oi=173
(K)ij = ’

Figura 1: Un grafo mundo pequefio tipo SW;.

m—1 -1 0
1 m—1 n—m

Demostracion: El polinomio caracteristico del
grafo completo K, es (z — (m —~ 1))(z + 1)™"1, al
agregar n —m vértices aislados, el nuevo polinomio
caracteristico serd (z — (m — 1))(z + 1)~ 1gn—™,
Por lo tanto, el espectro de K, ser4 el mismo que
el de K,,, agregando n — m ceros. [ ]

Lema 2 SpK], = <

Teorema 3 Sea A € SpSWy, A € R y sea & su
correspondiente autovector, entonces:

Caso 1: X € SpCpra N Spec(K!) <= A
0 = pi y eziste un h € Z tal que k = =22 (#
;éOEZ k_n!2h+1

si £ es impar ), p oty

ok = 2"hEZ0<k<1’L—1 Enestecasola
multzplzczdad del 0 es la mitad de los valores de k
que cumplen estas condiciones.

Caso 2: A € Spec(Cr ), A € Spec(K!) <= A=
po k=T2#2eZ pt0eZ, k#22t c 7,
yk¢2”hEZ 0<k<n-1.

En este caso la multiplicidad de cada autovalor dis-
tinto es 2.

Caso 3: A € Spec(Cna),A € Spec(K!,) (no es
posible).

Caso 4: A € Spec(Cr a) U Spec(K!)) <= X es
solucidn de las siguientes ecuaciones:

NIRRT

X 1 n X 1 n
SZ:_OA—-,u.ms m(m —1)’ ;A_Mms-‘.k_ m

cooam—1)

Demostracidn: Se omite por razones de espacio,
pero puede consultarse en [14]. La demostracién del
Teorema 4 permite ver la metodologia empleada. B
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4 Modelos casi coespectrales
con Cp A

Los modelos que se analizan en esta seccién se con-
struyen a partir de uno o varios grafos circulantes
Ch,a ailadiendo nodos de forma que se reduzca el
didmetro, sin que se vea demasiado afectado el fac-
tor de apinamiento. Parte del espectro del grafo
mundo pequeifio final coincide con el espectro del
grafo circulante inicial. Fijados los pardmetros de
la contruccién es posible determinar totalmente el
espectro final.

4.1 SW,, rueda simple no completa.

Este caso consiste en afiadir un nodo central a C,, A
y unirlo con un conjunto de m nodos de manera
regular (suponiendo que n = mp), de manera, pare-
cida al grafo rueda. El sistema matricial para la
determinacién de los autovalores es en este caso:

(5 ) (2)=(2)

b 0
donde C, A es la matriz de adyacencia de Cp A, ¥y
b=11,0,.. 010...,...,1, ., 0] (con valores 1
en las posiciones 1, =, 22, ..., (m —1)2), por lo
que el sistema a resolver es:

Cn,Ail‘l -+ bT.’Eg = Ar;
bSEl = )\1‘2

Consideramos la matriz B = bTb que es una
matriz tal que (B)p, = 1 si p,q son miltiplos de Z,

y 0 si no. Su espectro es: SpB = ( n 0 m

Figura 2: Un grafo mundo pequefio tipo SW.

Teorema 4 Los autovalores de SWo son:

o XA = 0, con multiplicidad dim(Ker(Cp a)) st
no hay ningun vector del Ker(C, a) que sea
combinacion lineal de {®;2,0 <i <m—1}, 0
con multiplicidad dim(K er(Cn a))—1 si existe
algin vector que verifica esta condicidn.

e Sid e SpCha, A € SpB <
z; € Ker(B) <—

A:”kr

Si k ¢ m, lo multiplicidad es 2.
Stk xm, k #0, la multiplicidad es 1.

o SiA ¢ SpCphaUSpB, debe ser solucién de la
siguiente ecuacion

21

Z——i——‘i
2 XX~ ms) | 2

Demostracion:
Si A = 0 el sistema a resolver es:

{ Chay +b7xy =0

b:l:l =0
Entonces z; = Z;:o a;®; y de la se
gunda ecuacio’n E,"—i-(_) (z1)iz = 0 obtenemos:
Zz-O (Z _0 a;® iL = 27} aj Zz—-o witsm =

(m—-1) Zm_’al a,m = 0. Podemos distinguir dos
Casos:

® Si z; € Ker(Cpa) la primera ecuacién es
b7z, =0, es decir zo = 0 y también se cumple.
Veamos qué condiciones deben verificarse para
que ésto ocurra: Sea r = dim(Ker(Cp,a)), en-
tonces z; = ) ', a;®;, donde ®; es una base
del nicleo. Como hemos visto anteriomente,
se debe cumplir que 2;":'(')1 ajm = 0 para que
se cumpla la segunda condicién, es decir, si
hay valores de k que sean miiltiplos de m en-
tre los autovectores que forman el nicleo, la
multiplicidad del valor 0 serd igual al niimero
de estos autovectores mencs 1 maés el resto de
autovectores que no son miiltiplos de m, en to-
tal r—1. Pero si no hubiera ningin autovector
cuyo indice fuera miltiplo de m, la multiplici-
dad del 0 seria r.
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e Siz; ¢ Ker(Cp a) entonces Cnazy # 0. Pero
esto no es posible ya que z2 = 0. La primera
ecuacién del sistema puede escribirse:

n-1
Cnazy =Gna E a;®; =
j=0

n—1 n-—1
ZajGn,A@j = Zaj/.tj@j =—b"z,
j=0 j=0

Luego se tiene que cumplir que las compo-
nentes multiplos de I sean iguales a —z3, y

el resto igual a 0:

n—1 n—1
7=0 j=0

0<i<m-1

Se plantea un sistema de m ecuaciones con n
incégnitas (a;,0 < j < n — 1) cuyo término
independiente es —bTz,. Sumando las m
primeras, las m segundas y asi sucesivamente,
se obtienen m ecuaciones con m incégnitas
(@j,0 < j < m - 1), de la forma siguiente:
Y Cmi+iybmi+i) (W) = —zg, '™ = 1,
0 < i £ m-1, con término independiente
~z237 (j es el vector cuyas componentes son
todas 1), que es proporcional a la primera
columna del sistema, por lo tanto, resolviendo
vemos que la unica solucién posible es que
Ty = 0.

Si A # 0, sustituyendo z» en la primera
ecuacién obtenemos ACp az1 + bTbz; = A2z y
podemos distinguir los siguientes casos:

Caso 1: A€ SpCr,anNSpB <= A=0. No
es posible, ya que suponemos que A # 0

Caso 2: A € SpCraNSpB <= X\ = y,
z; € Ker(B)

Veamos qué ocurre con los autovectores &, de Cra

e Si £ no es multiplo de m, supongamos que
z; = ®pb= Z:':Ol wkm =0 = 1, = 0, susti-
tuyendo en la primera ecuacién, C, a®; =
A®; = A = u;. Estos autovalores aparecen
con multiplicidad 2, por lo tanto se conservan
n — m autovalores de Cp, A.

* Si k es miltiplo de m = (®);z = whinm =
1,05i§m-1=>(<1>k—<1>n_ki% =0,0 <
igm—~1=>z1b=(<1>k—§>n__kb:():>

Gna®r = AP, = X = p;. Estos auto-
valores aparecen con multiplicidad 1, por lo
tanto también se conservan de autovalores
de C A, suponiendo m impar, ya que el au-
tovalor uo solo tenia multiplicidad 1, y su au-
tovector j no cumple la condicién anterior.

Caso 3: A € SpCranNSp B & A =m,
71 € Ker(Cp a) Si A = m su correspondiente au-
tovectores ¥ =[1,...,1,...,1,...,0] de tal forma
que tiene 1 en los lugares miltiplos de 7~y ceros
en el resto. Al ser de multiplicidad 1, z; es propor-
cional a ¥, y podemos comprobar que no pertenece
a Ker(Cna). Luego este caso tampoco puede
suceder.

Caso 4: A ¢ Sp Cp, o U Sp B Del sistema, se
deben buscar los valores de A para los que los auto-
valores de la matriz M = (A2 — AC,, A)~' B sean
iguales a 1. Obtenemos una matriz cuyas colum-
nas i son distintas de 0, y considerando las filas
i7-, obtenemos una submatriz m X m que tendra
los mismos autovalores que M salvo n — m ceros,
y que ademas tiene todos los elementos iguales a
PV ¢iz. Resolviendo la ecuacién |C — zI| =
0 vemos que los autovalores de esta matriz son
el 0 con multiplicidad m -1y mY 2 lcia =
m/\gj , donde C es la matriz circulante de la forma
C =circ(cg,cz,c29,.. -3C2(m—1)) Cuyos autoval-

2
™

n 2o ams). Luego la ecuacién

ores son \§ = ;(

2 n_g
a resolver es (3" " ams) = 1 que conduce a:

21

>

s=0

1 _n
A = pms)  m?2’

ecuacion con una incégnita, de grado 5= +1,dela
que se obtienen los autovalores de SW, distintos a
los de Cp . n

4.2 SW3, unién de s ruedas SW, por
el vértice central comin.

Vamos a suponer que conectamos s ruedas SW,
distintas, de tal manera que el nodo central es
comin a todas. De forma similar a los casos an-
teriores, se obtiene el siguiente resultado:

Teorema 5 Sea A € Spec(SW3) y sea ® su corre-
spondiente autovector, entonces:
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3

Figura 3: Ejemplo de un grafo SW3

e A=yl € SpCnn; K# 0,k %"—si%ies
impar para 1 < i < s (con multiplicidad 2 si k
no es miltiplo de m; y con multiplicidad 1 si
lo es)

¢ A€ SpChr a para algin 1 <i < s, entonces es
solucion de la siguiente ecuacion:

L,
m2 e
1
2
h=0
donde pt,0 < h < n; son los autovalores de la
matriz Cp, A, para todo 0 < i <'s

[ ] )\:0

-1
L am E . =1
X(A—#Llh) N, o ’\(A—“:n,h)

Demostracién: Se omite. [ ]

La ventaja de este modelo estd en que es posi-
ble conectar grafos circulantes Cp a iguales o dis-
tintos. Si se conectan varios grafos iguales de la
misma forma (utilizando m vertices en cada uno),
se consigue un modelo que mejorard al modelo
SWs, va que con el mismo didmetro y parametro
de apifiamiento la ecuacién a resolver para obtener
los autovalores distintos a los de Cp A tendrd sélo
5% + 1 incdgnitas (como en SW3), pero en cambio
el mimero de vértices es ajustable y puede ser tan
grande que queramos.

Si se conectan grafos circulantes distintos, con
distintos grados, escogiéndolos adecuadamente, se
puede modelar una red cuyos nodos tengan una dis-
tribucién potencial de grados, como es el caso de
la mayoria de redes reales y en particular la world
wide web [13].

4.3 SW,, conexién de los vértices
centrales de varias ruedas SW,
a un nuevo vértice.

Siguiendo en la misma linea, conectamos los no-
dos centrales de varias ruedas SW, distintas a otro
mas. De esta forma, aunque el didmetro aumenta
en dos unidades, se evita que un solo nodo concen-
tre demasiadas ramas. Esto permite un mejor con-
trol de los grados al conectar varios grafos del tipo
SW, a diferencia del modelo anterior, haciendo
que se adapten lo mejor posible a parametros de
redes reales.

Teorema 6 Sea A # 0, A € SpSWy y sea & su
correspondiente autovector, entonces:

e A=yt € SpCp n, k no miltiplo de m;, k # 0,
k#% si%i es impar para 1 < 1 < s (con
multiplicidad 2)

e A g SpChra; para algin 1 < i < s, entonces
ocurre:

A€ SpSWy , si wverifica que: A =
mi - 1<i<s

n; h=0

A=k’

A & SpSW; |, entonces es solucidn de la sigu-
iente ecuacion:

s

h=1 A(A —_ m_i
Th

donde pi,0 < h < n; son los autovalores
de la matriz Cp, o, para todo 0 <3 <s

Demostracién: Se omite. n

Este modelo cuenta con la ventaja de que se
pueden conectar ruedas SW, distintas, con no-
dos con distintos grados, y diferentes parametros
de apifiamiento, y escogiéndolos adecuadamente, se
puede modelar una red con una distribucién de gra-
dos en ley potencial, aunque como desventaja es
mas compleja la resolucién de la ecuacién que pro-
porciona los autovalores que no cambian respecto
a Cn, A
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Figura 4: Un ejemplo de grafo mundo pequefio
SW,.

5 Producto de un grafo
completo por otros con
parametro de apinamiento
alto.

Se trata de determinar el espectro del producto de
dos grafos, uno cuyo didmetro sea pequefio, como
por ejemplo uno completo K, y otro que tenga el
pardametro de apifiamiento alto, como por ejemplo
Chr,a- La matriz de adyacencia del nuevo grafo sers
el producto de Kronecker de las matrices de adya-
cencia de los dos grafos, y su espectro es:

Sp(Km X Ca,a) = {Xipj|Ai € SpKpm,pi; € SpCn,a} =

m-1

{=tir s —ps(m — Dujlp; € SpCn.a}

ya que el espectro de K, es
SpKm = ( ml—1 m—fl )

El grafo resultante tiene n x m vértices,
(m(—";‘i) 22) ramas y es regular de grado A(m—1),
y su coeficiente de apifamiento puede ser ele-
vado si A es grande, reduciéndose notablemente el
didmetro respecto al del grafo inicial. Sin embargo,
para valores elevados de A, el grafo tendrd muchas
ramas, y la matriz de adyacencia no seré esparcida,
como ocurre en grafos mundo pequeiio reales. La
gran ventaja de este modelo es que podemos cono-
cer con exactitud todo su espectro y que ademas se
obtiene un grafo regular.

Una manera de reducir més el didmetro del
grafo producto, sin tener que aumentar demasiado

Figura 5: Producto de un grafo completo K por un
grafo circulante Cs ; y por una rueda SW, formada
por la unién del vértice central con tres vértices de
Ce.1

el nimero de ramas consiste en hacer el producto
por una rueda SW>. Aunque tendremos que re-
solver una ecuacién para encontrar los autovalores
que cambian (con relacién al grafo circulante base),
el nimero total de nodos final serd mucho mayor
que en el caso de un producto con un circulante y
ademds el didmetro se reducird mucho més. El es-
pectro del grafo resultante se obtiene de la misma
manera, como el producto de los autovalores de los
dos grafos. Sin embargo, en este caso, el grafo final
no sera regular.
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