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Matrices cociclicas de Hadamard sobre
productos semidirectos.!

V. Alvarez, J.A. Armario, M.D. Frau y P. Real?

Resumen

La generacién de matrices de Hadamard es un
problema de primer orden debido en gran me-
dida a sus importantes aplicaciones en diversas
ramas de la Combinatoria (Teoria de Disefios,
conjuntos diferencias, generacién de secuencias
semialeatorias, tablas perfectas binarias y cédigos
correctores de errores ...). En [6] se presenta
un método para la generacién de matrices de
Hadamard donde la etapa principal consiste en el
calculo explicito de un sistema generador de los
2-cociclos 9%:G x G — Z, desarrollado sobre un
grupo finito G.

Aqui usando los resultados que hemos
obtenido en [1] sobre la determinacién explicita de
2-cociclos desarrollados sobre productos semidi-
rectos de grupos, expondremos el método que se
resefia en [6]. Comentaremos en detalle el caso los
grupos diédricos Dy; y los principales problemas
que surgen.

1 Introduccién

Una matriz de Hadamard de orden 7 es una
matriz cuadrada H con entradas +1 v —1, sat-
isfaciendo que HH* = nl; es decir, cuando
tiene sus filas ortogonales dos a dos, (ademas,
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siempre es posible considerar, mediante cier-
tas transformaciones bajo las cuales el cardcter
de ser Hadamard permanece invariante, la
primera fila y columna formadas sélo por +1).
Es bien conocido que n debe ser 1, 2 o muiltiplo
de 4 para que exista dicha matriz, ninguna
otra restriccién es conocida para su existencia.,
Una importante clase de ejemplos de matrices
de Hadamard lo constituyen las matrices de
Sylvester:

La centenaria conjetura de Hadamard
afirma que una matriz de Hadamard existe
para cualquier orden n multiplo de 4. Muchas
clases de matrices de Hadamard han sido en-
contradas (Sylvester, Paley ...) ¥ por tanto
muchas dimensiones ya han sido cubiertas. Sin
embargo, ain quedan muchos ordenes para los
cuales no se sabe de la existencia de matri-
ces de Hadamard para ellos, seglin la bibli-
ografia que manejamos, el orden més pequefio
es 428. Un buen articulo de caricter introduc-
torio en matrices de Hadamard y sus aplica-
ciones puede ser [7], donde también aparecen
distintos métodos clésicos para la construccién
de matrices de Hadamard.

Recientemente Horadam y de Launey [6]
han desarrollado una nueva aproximacion en
la generacién de matrices de Hadamard, ha-
ciendo usos de ttiles de la cohomologia de
grupos. La etapa esencial de este método

Hy
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requiere de la determinacién explicita de un
sistema generador de los 2-cociclos sobre un
grupo finito G. Hemos de hacer notar que esta
cuestién no ha sido tradicionalmente tratada
por los especialistas en cohomologia, al menos,
hasta esta tltima década [2, 4, 5, 1]. En lo
que sigue, expondremos el método desarrol-
lado por Horadam y de Launey en el caso de
trabajar con grupos diédricos.

2 (Cociclos matrices

cociclicas

Yy

Sea G un grupo finito de orden v. Un 2-
cociclo (nomalizado, binario) es una funcién
P:Gx G o< —1>27 satisfaciendo

»(g, Kb (gh, k) = (g, hk)¥(h. k), Vg, h, k € G

y ¥(1,1) = 1. Un cociclo es un coborde da
cuando se deriva de una funcién de conjun-
tos a:G — Zs con a1) = 1 como da(a,d) =
a(a)La(b)"'a(ad). El conjunto de cociclos
constituye un grupo abeliano Z*(G) bajo la
ley de grupos trivial, y los cobordes B%(G) for-
man un subgrupo suyo. Dos cobordes vy
se dicen cohomélogos si existe un coborde o
tal que ¢’ = ¢ - da, esto define una relacién
de equivalencia en Z%(G) y la clase de coho-
mologia de ¢ se denota por [4]. El grupo co-
ciente Z2(G)/B2(G) de clases de cohomologia
es un grupo abeliano denotado por H2(G), el
cual es conocido como segundo grupo de coho-
mologia de G con coeficientes en Zo.

Un 2-cociclo ¢ se expresa de forma na-
tural como una matriz cociclica; esto es, una
matriz My cuadrada de orden |G| cuyas filas
y columnas estan indexadas por los elementos
de G (bajo algiin orden fijado) y cuya entrada
en la posicién (g, k) es ¥(g, h).

Las matrices cociclicas que son de
Hadamard se llaman matrices cociclicas de
Hadamard. El siguiente ejemplo nos confirma

que no es extrafio encontrar matrices cociclicas
de Hadamard.

Ejemplo 1 La aplicacion fZ5 x 2% - Z,
definida por

fla,b) = (=)**

donde a - b denota el producto escalar en Zk
es un 2-cociclo. Ademds, la matriz cociclica
My asociada a f via la ordenacion de los e-
lementos de ZE correspondiente a la expresion
binaria de {0,1,...,2F —1} son las matrices de
Sylvester. Por tanto, éstas constituyen ejem-
plos de matrices cociclicas de Hadamard.

En [6] se conjetura que en toda dimensién
miltiplo de 4 existe una matriz cociclica de
Hadamard. Ademds, se establece el siguien-
te lema, que caracteriza cuidndo una matriz
cociclica es de Hadamard o no, proporcio-
nando un ventajoso método para la compro-
bacién de dicha propiedad.

Lema 2 [6] Una matriz cociclica es de
Hadamard si, y solo si, la suma de los ele-
mentos de cualquier fila, salvo la primera (de
entradas sélo +1), es nula.

Luego el comprobar si una matriz
cociclica es o no de Hadamard requiere tan
sélo de, a lo mids, (v — 1)? sumas binarias, lo
que supone una complejidad computacional-
mente aceptable, y considerablemente inferior
al de comprobar que las filas de la matriz son
ortogonales dos a dos.

3 Qeneracion de matrices
cociclicas de Hadamard
sobre Dy

Fl método desarrollado por Horadam y de
Launey para la generacion de matrices de
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Hadamard consiste en obtener un sistema gen-
erador de 2-cociclos; a partir de éste, generar
todas las posibles matrices cociclicas y con el
test que nos proporciona el Lema 2 determi-
nar cuales son de Hadamard. En [6] tratan
este problema en el caso de ser G abeliano,
casos mas generales de grupos son tratados en
[2, 4]. En [1] ddbamos un algoritmo para la ob-
tencién de un sistema completo de generadores
de los 2-cociclos para productos semidirectos
de grupos. Aqui ilustraremos el método de
Horadam y de Launey para el caso de los gru-
pos diédricos Dy, usando los 2-cociclos que
nos proporciona nuestro algoritmo.

Estos cociclos los expresaremos mediante
las matrices coclicicas asociada; teniendo en
cuenta que Z*(G) = B*(G)® H2(G), y la dis-
tinta técnica que se usa en su célculo, distin-
guiremos entre cobordes y no cobordes, y den-
tro de estos 1ltimos entre simétricos y conmu-
tadores (ver [6, 2]). Hemos obtenido que el
nimero de cociclos generadores de Z2(Dy;) es
4t, de los cuales 4t — 3 son cobordes, 2 cociclos
simetricos y 1 conmutador.

Las matrices correspondientes a los 2-
cobordes son de la forma:

Posiciones de los —1 para el 2-coborde
(87

e Enlafilak,con2 <k <2t
~ Para 2 < i < k—1 las posiciones son
(k,2), (k,2t +i — k+1).
— Para i = £k las posiciones son
(k, J)Vj # 1, k.

— Para k +1 < 7 < 2t las posiciones
son (k,17),(k,i —k+1).

~Para2t+1 < i< 24+k-1las

posiones son (k, 1), (k,2t +i—k+1).

— Para 2t+k < i < 4t—2las posiciones
son (k,i),(k,i — k+1).

e Enlafila k, con 2t +1 < k < 4¢.

— Para 2 < ¢ < k — 2t las posiciones
son (k,1),(k,k—1i+1).

— Para k—2t+1 < i < 2t las posiciones
son (k,i),(k,2t —i+ k+1).

— Para 2t +1 <i < k — 1 las posiones
son (k,7), (k,k—1+ 1).

— Para ¢ = k las posiciones son
(k,5)V7 # 1,k.

— Para k+1 < i < 4t—2las posiciones
son (k,q), (k,2t — i+ k +1).

De modo que cada matriz correspon-
diente a un 2-coborde tiene en cada fila y
columna dos entradas —1 y el resto son +1,
salvo en las lineas i-ésimas, que tiene dos +1
y el resto son —1.

Por otra parte, los 2-cociclos simétricos
son:

e Bien de la forma

+ 4+ + +
+ 1+
++ + +
+ 1+

donde + representa un bloque de orden
¢t X t todo de 1y — representa un bloque
de orden ¢ x t todo de —1.

e Bien de la forma

(+2)

siendo ahora + un bloque de orden 2¢ x 2t
todo de 1 y — un bloque de orden 2¢ x 2t
todo de —1.

Finalmente, el conjunto de generadores
de la parte conmutadora para una base de
matrices cociclicas sobre Das.o se reduce a

{( B, B, )}, donde A; denota la corre-

spondiente matriz reversa negaciclica y B,
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consiste en la matriz cuyas filas son las propias Referencias

de A;, pero dispuestas en orden inverso.

1 1 1 1

1 1 1 -1
At = ’

1 1 -1 -1

1 -1 -1 -1

1 -1 -1 -1

1 1 -1 -1
Bi=1 1 D

1 1 .. 1 -1

1 1 - 1 1

Debemos incidir en el hecho de que
Z2(Dy;) consiste en todas las posibles com-
binaciones lineales con coeficientes en Z» de
los 4t generadores obtenidos. Por tanto,
|Z?(Dy)] = 2%, y que sobre cada una de
las matrices asociadas, en principio, habria
que pasar el test (lema 2) de complejidad
O(t?) para decidir si es Hadamard o no lo
es. Para valores pequefios de ¢, ayuddndonos
de un programa escrito en MATHEMATICA se
obtienen resultados satisfactorios. En la si-
guiente tabla indicamos el niimero n de matri-
ces cociclicas de Hadamard existentes en Dy,
para los primeros valores de ¢:

t11] 213 4 )
n|d|15 72| 768 | 2380

Para valores pequeiios de t y mayores a 3,
ha de descartarse la busqueda exhaustiva por
el elevado coste computacional que supone, de-
bido fundamentalmente al gran mimero de ma-
trices cociclicas que aparecen. En estos casos,
se hace necesario el uso de técnicas mas sofisti-
cadas (ver [3]) que permitan focalizar, atin
mas, la bisqueda de matrices de Hadamard.
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