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Cédigos cuanticos
Jests Garcia-Lépez!
Resumen spin de un electrén puede estar en estado
La Teoria Cuéntica de la Informacién ¥ la Computacién U= _1_ 0) + ﬁ I1) (1)
Cuéntica estudian la representacién y el tratamiento 2 2

de la informacién en un modelo cudntico. Este mo-
delo tiene algunas propiedades nuevas importantes co-
mo, por ejemplo, el paralelismo cusntico que permite
realizar célculos simultdneos sobre una cantidad expo-
nencial de informacién. Otra aplicacién importante de
las propiedades del modelo es la implementacién de pro-
tocolos criptograficos de cuaderno tnico. Pero, el hecho
de que el modelo sea continuo o analégico exige el uso
de codigos cuénticos para la correccién de errores. En
este articulo analizamos la capacidad de correccién de
los cédigos cuanticos a partir de una distribucién de
probabilidad del error.

1 Introduccién

En el modelo cudntico de computacién [3, 8, 13,
23, 30] la unidad de informacién bésica es el qubit o
bit cudntico. Un qubit puede estar en dos estados
puros distintos que se denotan [0) y |1) respecti-
vamente. Fisicamente se representa por un sistema
cudntico de dos estados. El sistema cudntico de dos
estados més conocido por los profanos en la materia
es, sin duda, el spin de un electrén. En este sistema,
podemos representar el spin —% por el estado [0) y
el spin +% por el estado [1).

Hasta ahora el modelo cuédntico no se diferen-
cia del cldsico: un bit tiene dos valores posibles y
un qubit puede estar en dos estados puros posi-
bles. Sin embargo un qubit puede estar ademés en
estados intermedios, es decir, en estados que son
combinacién lineal de los dos estados puros. Es-
ta es la primera gran diferencia entre los modelos
de computacién clésico y cudntico. Por ejemplo, el
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La primera conclusién importante es que un
qubit es un vector de un espacio vectorial generado
por los dos estados puros, es decir, es un vector de
V = L(|0),]1)). Segiin la mecanica cuantica V es un
espacio de Hilbert complejo en el que B = [|0), [1}]
es una base ortonormal y los estados son vectores
unitarios.

Entonces un qubit puede estar en cualquier
estado ¥ = a|0)+5[1) tal que a,b € C'y [a|?+]|b[?> =
1. Los coeficientes a y b se llaman amplitudes y
cuando uno de ellos es cero el qubit estd en un
estado puro. Resulta relativamente ficil entender
los estados puros pero no sucede lo mismo con los
estados intermedios.

Volvamos a retomar el ejemplo del spin de un
electrén y analicemos un estado intermedio, por
ejemplo el de la férmula 1. En este caso el qubit
¥ no tiene spin definido. Para convencerse de ello
basta recordar que el spin de un electrén es una
magnitud fisica que estd cuantificada, es decir, que
s6lo puede tener los valores —% y +1. Ademas estos
valores corresponden a los estados puros [0} vy |1)
respectivamente. Por lo tanto el estado intermedio
¥ no tiene spin definido.

Como consecuencia de esta situacién surge la
segunda gran diferencia entre los modelos de com-
putacidén clisico y cudntico. Siempre es posible leer
el valor de un bit pero generalmente no es posible
leer 0 medir el estado de un qubit. Entonces ;qué
informacién proporciona la lectura de un qubit?

Para entenderlo sigamos con el ejemplo del
spin de un electrén. Vamos a estudiar lo que ocurre
al medir el qubit definido en la férmula 1. Para
ello empleamos el dispositivo esquematizado en la
figura 1. El proceso de medida consiste en hacer
pasar al electrén a través de la rendija del pane] 1.
Cuando pasa por la rendiia el electrén atraviesa un
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campo magnético que desvia su trayectoria, hacia
abajo si su spin es —% y hacia arriva si su spin es
+%. Finalmente el electrén atraviesa una de las dos
rendijas del panel 2, la inferior si su spin es —% y

. . . 1
la superior si su spin es +35.
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Figura 1: Medida del spin de ¥ = $|0) + 32@11)

El qubit ¥ que estamos analizando es un es-
tado intermedio y en consecuencia no tiene spin
definido. No es dificil convencerse de que el elec-
trén tiene posibilidad de desviarse tanto hacia aba-
jo como hacia arriba. En primer lugar conviene
aclarar que el electrén saldrd por una de las dos
rendijas del panel 2. Si pudiese alcanzar posiciones
intermedias entre las rendijas del panel 2 el spin del
electrén no estaria cuantificado. Una vez asumido
este hecho vamos a justificar por qué tiene posibili-
dad de salir tanto por la rendija inferior como por
la rendija superior. Si sélo tuviese posibilidad de
salir por una de las rendijas, supongamos que por
la superior, significaria que se trata del estado puro
|1) pues tendria spin definido.

Pero las sorpresas todavia no han acabado. Si
el electrén ha pasado por la rendija inferior su spin,
después de la medida, s6lo puese ser —% y su estado
|0). De modo andlogo, si el electrén ha pasado por
la rendija superior su spin, después de la medida,
sélo puese ser +3 y su estado |1). El proceso de
medida, ademds de dar una informacién incompleta
sobre el qubit, lo modifica. De alguna manera el
proceso de medida obliga al qubit a decidirse por
uno de los dos estados puros.

Una vez hecho el andlisis cualitativo de la me-
dida del qubit es conveniente describir cuantitati-
vamente el proceso. Los postulados de la mecénica
cudntica establecen que la probabilidad pg (p1) de
que el estado final del qubit sea |0} (|1)) es igual al
cuadrado del médulo de la amplitud de |0) (]1)) en
la combinacién lineal. Para el qubit ¥ del ejemplo
el resultado final serd |0) con probabilidad po = }
y 1) con probabilidad p; = %.

En la tabla de la figura 2 se resume el proceso
de medida de un qubit. Decimos que el resultado
de la medida es 0 (1) si el estado final es |0) (|1}).

Estado M. | Estado final | Probabilidad
al0) +b5[1) | O 1~10) po = laf?
dO)+6D | 1| HIL | p=P

Figura 2: Medida de un qubit

Tal como ocurre en computacién cldsica,
en la que se utilizan cadenas de bits, en com-
putacién cudntica se trabaja con n qubits. Un
n — qubit es un vector unitario del espacio de
Hilbert complejo V, = V® --- ® V en el que
B, =[0---00),[0---01),]0---10),...,|1---11)] es
una base ortonormal. Los vectores de la base B,
estan definidos del siguiente modo

|Z1...20) = |21) ® -+ ® |Zp), Z1,...,Zn € {0,1}

La cadena de bits z1z2...z, la podemos in-
terpretar como un numero natural z representado
en el sistema de numeracién binario. De este mo-
do los vectores de la base B, se identifican con
los nimeros naturales z que cumplen 0 < z < 27
(ntmeros con n digitos binarios). Y, una vez iden-
tificada la cadena de bits ;25 ...z, con el nimero
natural z, se puede escribir z en el sistema de nu-
meracién decimal. En definitiva podemos escribir
B, = [|0>7 !1>7 |2>’ L) |2n - 1)]

La identificacién de los vectores de la base V,
con cadenas de n bits es importante para codificar
informacién en un n — qubit, mientras que iden-
tificarlos con numeros naturales tiene que ver con
nuestra predileccién por el sistema de numeracién
decimal. Con esta notacién un n» — qubit se puede
escribir del siguiente modo

27—1 2"—1
¥ = Z az|z) tal que Z laz|2=1 (2)
=0 =0

Conviene resaltar que la dimensién de V,
es exponencial, concretamente es 2”. Esta es
la propiedad clave para conseguir el paralelismo
cuantico. Por el momento sélo podemos apreciar
la enorme capacidad de un n — qubit para almace-
nar informacién. Por ejemplo, el par de nimeros
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(131,211) se puede codificar en una cadena de 16

bits, 8 para cada nimero, que se puede representar

mediante el 16 — qubit ¥ = [1000001111010011) =

{27641). Sin embargo en un 16 — qubit se puede

codificar mucha mas informacién. Asf el estado
65535

1
‘I’z—ﬁgm

es una combinacién lineal de todos los pares de
nimeros de 8 digitos binarios desde el (0,0) hasta
el (255,255), ambos incluidos. En el ejemplo an-
terior los ocho primeros qubits codifican el primer
nimero del par, mientras los ocho qubits restantes
codifican el segundo ndmero.

En un n — qubit podemos medir cualquiera de
los qubits, por ejemplo el k — ésimo. El Pproceso
es analogo al que ya hemos descrito para un qubit
y estd descrito en la tabla de la figura 3. Con-
siste en proyectar ortogonalmente sobre uno de los
dos subespacios en los que el qubit est4 en estado
definido y renormalizar la proyeccién. El cuadrado
de la norma de la proyeccién sobre un subespacio
indica la probabilidad de que la proyeccién se pro-
duzca sobre dicho subespacio.

3)

Estado final Probabilidad
1
Vo= —— az|z) | po = laz[*
\/1—73 Z b > Z z
0<z<2n o<z <2
Ik=0 :Ek=0
1
Uy = —— az|z) | ;1 = az|?
0<Lz<2™ 0<z<2m
=1 =1

Figura 3: Medida del k ~ ésimo qubit

En general una medida cudntica tiene aso-
ciada una suma ortogonal del espacio de Hilbert
V= 5§18 L--- 18 vy el resultado de la medida
de un estado ¥ = Wo + ¥; + -« + Uy, en el que
U; € S, para todo 0 < i <k, es

v,
2 “

Para construir algoritmos cuédnticos es nece-
sario describir cémo se puede modificar el esta-
do de un n — qubit, es decir describir las puertas

con probabilidad || ;|2

cudnticas. Puesto que se trata de transformar un
vector en otro vector parece légico suponer que las
puertas cudnticas van a ser aplicaciones lineales.
Como ademads los vectores deben ser siempre uni-
tarios sélo puede tratarse de transformaciones uni-
tarias. En efecto asi es, como se desprende de los
postulados de la mecdnica cuintica.

Por tanto un algoritmo cudntico es una se-
cuencia de puertas y medidas cudnticas que actdan
sobre un n — qubit que inicialmente es el primer
vector de la base, es decir |0). Es evidente
que un ordenador cudntico no puede aplicar una
puerta cudntica arbitraria. Por este motivo las
puertas cudnticas deben descomponerse en puertas
cudnticas elementales de uno o dos qubits.

2 Cébdigos cuanticos

El modelo cudntico de computacién es un mode-
lo continuo o analdgico y, por esta razén, va a
necesitar un sistema de correccién de errores ([1-
34] excepto [3, 8, 13, 23, 30]). EI mecanismo
cldsicamente conocido para ello consiste en codi-
ficar la informacién mediante un cédigo corrector.
Tanto cldsicamente como cudnticamente la clave
para la correccién de errores es introducir redun-
dancia al codificar la informacién.

En el modelo cudntico los errores pueden ser
arbitrariamente pequefios. A primera vista esto
puede parecer un obstéculo insalvable. Sin embar-
go las propiedades de las medidas cudnticas per-
miten corregir errores continuos. Sea C un cédigo
cudntico que codifica un m — qubit en un n — qubit.
Se trata formalmente de una aplicacién lineal inyec-
tiva que conserva el producto escalar cuya, imagen
se denomina espacio cédigo.

C: Vm — V,, Esp. cédigo: S =C(Vm) (5)

Para determinar el conjunto de errores que se
van a corregir se eligen d” = 2"~™ operadores uni-
tarios de error Ey, Fy, ..., Eg_;. Entre ellos
debe estar el operador indentidad que supondremos
que es el primero, es decir Ey = I. Para que este
proceso, que se denomina proceso de discretizacién
de errores, permita corregir cualquier combinacién
lineal de estos errores es preciso que los subespa-
cios Sp = Fx(Sp) para todo 0 < h < d” cumplan
lo siguiente

Va=S4L8; - LSp_, (6)




128

Terceras Jornadas de Matematica Discreta y Algoritmica

Supongamos que un estado codificado ¥y sufre
una perturbacién convirtiéndose en el estado ¥. El
estado inicial es un estado cédigo, es decir ¥y € S,
mientras que el estado perturbado en general no lo
es, es decir ¥ & Sp. Si el estado perturbado es de
la forma

U =aoEoUo+a1 EYVo+---+agr—1Eq 1% (7)

con |agl? + -+ + |agr_1]? = 1, se puede recuperar
el estado inicial 5. En efecto medimos respecto
de la descomposicién ortogonal de la férmula 6. El
resultado sera TﬁﬁEh‘I’o para un valor de h entre
0 v d’ — 1. Aplicando a continuacién la puerta
cudntica E; " se obtiene 22.Wo. Este estado no es
exactamente ¥q pero, al diferir solamente en factor
de fase (nimero complejo unitario), ambos estados
son indistinguibles desde el punto de vista de la
mecédnica cudntica.

Los operadores unitarios de error se pueden
elegir de forma que, por ejemplo, se corrijan to-
dos los errores que afectan a un dnico qubit. El
mejor c6digo con estas caracteristicas que codificar
1 qubit es un cédigo de 5 qubits [6, 21]. Este c6digo
es 6ptimo en el sentido de que ningin cédigo de
menos de 5 qubits puede corregir todos los errores
de un solo qubit.

1

3 Distribucion de probabili-
dad del error

Como se ha visto el estado ¥ de un n — qubit es
un vector unitario de un espacio de Hilbert com-
plejo V,. En este espacio vectorial de dimensién
d = 2™ se considera la base ortonormal B, =
[10), 11}, ... |d — 1) ], respecto de la cual el estado
W se puede representar como

d—1
U= k)
k=0

Si representamos los coeficientes en forma
bindmica, es decir ay = zox + ¢Z2k+1 para todo
0 <k <d-1, el estado ¥ queda parametrizado
por los puntos de una esfera unitaria de dimensién
2d — 1 que denotaremos Sz4-1:

d-1

tal que Z lal? =1
k=0

(8)

2d-1
Ry = (zg, ..., Tag-1) con E x? =1

a=0

(9)

Utilizaremos esta parametrizacién para intro-
ducir la distribucién de probabilidad del error. Sin
embargo no utilizaremos coordenadas cartesianas
sino coordenadas esféricas.

0<6, ..., 020357

Ty = (6o, ..., B2q—2)

0<0q-2<2r

z; = sin(fp) - - - sin(f;-1) cos(h;), 0<j <2d -2

Tod—1 = Sin(eo) ce Sin(ezd_2)

Sea ¥ el resultado de una perturbacién de un
estado ¥, causada, por ejemplo, por la influen-
cia del entorno sobre el n — qubit (decoherencia).
Supondremos que la probabilidad de que el resul-
tado de la perturbacién sea ¥ depende exclusiva-
mente de ||¥g — ¥||. Supondremos sin pérdida de
generalidad que ¥4 = |0) y, como consecuencia,

que Ry, = (1,0,...,0) y que Ty, = (0, ..., 0).
Entonces
d-1

U= axlk) = [To—¥|* = 2—2cos(f;) (10)
k=0

Esto quiere decir que la funcién de densidad
de la distribucion de probabilidad del error sélo
depende del dangulo 6y. Por lo tanto, es una fun-
cién constante en las intersecciones de la esfera con
hiperplanos ortogonales al primer eje coordenado,
es decir en los paralelos.

Definicién 1 Llamamos distribucion Q(d, o) a to-
da distribucion de probabilidad de un n — qubit con
la siguiente funcion de densidad, parametrizada so-
bre la esfera Saq—1,

2d —2)!
fd(av 00) = ( (27T)d)

donde d = 2™ y el pardmetro o pertenece al inter-
valo (—1,1).

(1-0?)
(1 + 02 — 20 cos(bp)

E (11)

Cuando o se aproxima a 1 la probabilidad se
concentra en el punto Ry, anuldndose el error. En
sentido contrario, si ¢ se aproxima a —1 la proba-
bilidad se concentra en el punto diametralmente o-
puesto de Ry,, maximizdndose el error. En cambio
si el pardmetro o es igual a 0 la distribucién es
uniforme, es decir, después de la perturbacién todos
los estados son igualmente probables. En la figura 4
se puede ver cémo cambia la distribucién en funcién
del parametro.




Comunicaciones 129
unitario Ej que cumple Sy, = Ej(Sp).
h A V=S LS L - L Sy, (13)
1.2
: Se puede suponer, sin pérdida de generali-
* dad, que ¥o = [0), So = L(|0),...,|d -1))
0.8 y que para todo 0 < h < d” -1 y todo

Figura 4: Q(8,0), 0 = 0.1, —0.05, 0, 0.05 y 0.1

Definicién 2 Llamamos varianza de un n — qubit
U con distribucidn Q(d, o), Var(¥), al valor espe-
rado de la variable aleatoria ||¥g — ¥||? es decir a
E{2 — 2cos(6p)].

Teorema 3 La varianza de un n — qubit ¥ con
distribucion Q(d, o) es

Var(¥) = 2(1 — ) (12)

El teorema 3 demuestra que, como ya se men-
cioné anteriormente, cuando ¢ se aproxima a 1
(=1) la probabilidad se concentra en ¥, (—¥).
En efecto, el limite cuando o tiende a 1 (—1) de
E [|I%o — ¥{|?] es 0 (4) y por lo tanto la probabili-
dad se concentra en ¥q (— ).

4 Analisis del error

Sea ¥, un m — qubit y C un cédigo cuantico que
codifica ¥;, mediante el n — qubit ¥y, es decir,
¥y = C¥;,. Supongamos que este estado sufre una
perturbacién, convirtiéndose en un estado ¥ que
sigue una distribucién de probabilidad Q(d, ).

El cédigo cudntico C tiene asociado un subes-
pacio de dimensién d’ = 2™, denominado espa-
cio codigo, que se define como Sy = C(V,,) ¥ que
contiene a ¥,. El subespacion Sy es uno de los
d"” = 2™ subespacios de dimensién d’ asociados
al cédigo que determinan una descomposicién or-
togonal del espacio V,,. A su vez, cada subespacio
Sh (0 £ h < d” —1) tiene asociado un operador

0 < k < d-1 se cumple Eplk) = |[(hd' +
k) mod d). Entonces se verifica Sy = E,(S;) =
L({pd'), |hd' +1),...,|hd' +d —1)) y Ex¥y =
|hd') paratodo 0 < h <d” —1.

Podemos aplicar el cédigo C para corregir el
estado ¥. Para ello medimos el estado ¥, obtenien-
do como resultado la proyeccién II, ¥ (convenien-
temente normalizada) en uno de los subespacios S,
(0 < h £ d" —1). Finalmente se corrige el error
correspondiente calculando ¥¢ = E; I, 0.

Para determinar la capacidad de correccién
del cédigo C vamos a calcular la varianza del error
después de la correccion, es decir, E[|| ¥, — \ilo||2]~
Pero antes vamos a determinar la probabilidad P,
de que la proyeccién se produzca sobre el subes-
pacio Sy (0 < h < d” —1). Usando la simetria
de la distribucién de probabilidad se deduce que
E [Jox[?] = E [|ax|?] para todo 0 < k, k' < d. El
mismo argumento permite probar que P, = P
para todo 0 < h,h’ < d”. Entonces

Po = E [|ao|*] + (@ — DE [los ]
P, =dE[lm]’)] 0<h<d

(14)
(15)

Teorema 4 La probabilidad de que la proyeccion
se produzca sobre el subespacio Sy para 0 < h <
d'—1es

d’ -1

Ph=1- 7(1 —-0?) (16)
1-o2 ”
P, = parg todo 0 < h <d (17)

dll

Por 1ltimo vamos a calcular E[}|¥o — ¥o|?],
con el objetivo de determinar la capacidad de co-
rreccién del cédigo. Este valor esperado mide la
varianza del estado que resulta después de la co-
rreccién y se obtiene de la siguiente forma:

d’~1(h+1)d’'~1

IDIEDY

|l W0 — B 'L 0|2 | =

h=0 k=hd'

d’—1 (h+1)d' —1

DTE| Y el EnTo - L2
h=0 k=hd’
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En la tltima igualdad hemos usado que Ej
es una transformacién unitaria y, por tanto, con-
serva la norma y que Eg¥g = ¥o. Ademads, por la
simetria de la distribucién del error, el valor espera-
do es igual para todo 0 < h < d”. Utilizando estos
resultados la expresién anterior queda del siguiente
modo:

[a—1 1
E | S ol %o - Ho‘I’Hzl +
k=0
[2d'—1 ]
(du -1)E | Y‘ |akl2|lE1‘I’o - 1—11"1’”2 |
k=d’

Teorema 5 Los primeros términos del desarrollo
en serie de potencias de o de la varianza del error
después de la aplicacion del cédigo corrector son

s oara d (24 )N
VCLT(‘I’()) ~2'1-2 E,—'md (18)
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