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Conexiones ortogonales con vértices prefijados’

M.A. Garrido, A. Marquez, J.R. Portillo y P. Reyes?

Resumen

Un problema importante dentro de la disciplina conoci-
da como Graph Drawing es obtener inmersiones ortogo-
nales de un grafo, es decir, con las aristas representadas
por secuencias de segmentos horizontales y verticales.
La restriccién de este problema cuando los vértices del
grafo estan en posiciones prefijadas es también del mxi-
mo interés.

En este sentido Raghavan et al. [10] (1986) han
considerado el problema de conectar pares de puntos
mediante aristas con un tnico codo sin intersecciones.
Consideramos en este trabajo dos extensiones naturales
de este problema: permitiendo més de un codo por aris-
ta entre pares de puntos y estudiando la conexién entre
conjuntos arbitrarios (pero fijos) de puntos en el plano
utilizando inmersiones ortogonales de grafos arbitrarios
(pero asimismo fijos).

1. Introduccién

Numerosos trabajos relativos al trazado orto-
gonal de grafos estan dedicados a la tarea de asig-
nar coordenadas a los vértices de las inmersiones
ortogonales con el objetivo de encontrar buenas re-
presentaciones. Sin embargo, muchos casos practi-
cos requieren que las coordenadas de los vértices
a conectar se hayan fijado previamente. Supuesta-
mente, este hecho deberia simplificar el problema,
pero en la prictica, surgen cuestiones nuevas y muy
diferentes.

El tipo de problemas que trataremos en es-
ta parte de la memoria serd una nueva ampliacion
del problema EMPAREJAMIENTO ORTOGONAL SIM-
PLE PLANO (Single Bend Wiring). Este problema,
tratado y resuelto por Raghavan, Cohoon y Sah-
ni en 1986 consiste en conectar pares de puntos en
el plano mediante aristas ortogonales simples (con

1Trabajo parcialmente subvencionado por la Junta de
Andalucia.

2Dpto. de Matematica Aplicada 1. Universidad de Sevi-
lla. Electrocorreo: {vizuete,almar,josera,preyes}@us.es

un codo a lo sumo) de manera que éstas no se cor-
ten [10]. Los autores citados muestran un algorit-
mo cuadritico que resuelve el problema. También
prueban que en el caso de no poder ser trazadas
todas las conexiones, encontrar el nimero maximo
de ellas que s{ pueden ser trazadas simultdneamen-
te sin cruces es un problema NP-duro. También lo
es el encontrar el menor niimero de capas necesa-
rias para poder emparejar simultdneamente todos
los puntos usando planos paralelos interconectados
entre si.

Debido a estos resultados, se hace necesario
considerar enfoques diferentes del problema. En el
trabajo de Garrido et al. [4] se trata la ampliacién
del problema considerando un soporte diferente pa-
ra los trazados ortogonales: superficies orientables
no planas. La motivacién de estos autores es la mis-
ma que la nuestra: el problema EOSP no satisface
los requerimientos de determinados problemas de
disefio VLSI, que exigen la conexién de grupos de
puntos segin un determinado esquema. Entonces,
es necesario el uso de estructura més ricas en con-
tenido para intentar encontrar las soluciones a estos
problemas. Ello es lo que nos impulsa a estudiar la
multiconexién entre conjuntos con dos o m4s pun-
tos, la cual se realizard mediante esquemas prefi-
jados. Por otra parte, el problema ampliado que
presentamos tiene otras aplicaciones diferentes del
diseno VLSI, tales como el etiquetado de mapas,
el disefio de diagramas de bloques (organigramas,
diagramas de flujo, etc.) y el diseno de redes.

En este trabajo permanecemos en el plano y la
ampliacién se hace sobre los trazados: en lugar de
conectar pares de puntos, permitiremos la conexién
de conjuntos de puntos mediante inmersiones orto-
gonales de grafos. El nimero de codos permitidos
podra ser mayor que uno, pero deberd permane-
cer acotado para cada problema. Denominaremos
estos problemas de CONEXION ORTOGONAL PLANA
(cop).

CONEXION ORTOGONAL PLANA
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(CoP((Gy,01),(G2,b2)s ..., (G, b))

ENTRADA: Un conjunto de grafos conexos
{G1,G,...,G,} y un conjunto de enteros positi-
vos {by,be,...,b,}. Para cada grafo G;, un conjun-
to de puntos en el plano W;, con cardinalidad igual
a la del conjunto de vértices de G;.

PREGUNTA: ;Pueden unirse simultdneamente to-
dos los puntos de cada conjunto W;, usando una
inmersién ortogonal plana con menos de b; codos
del grafo G;, cuyos vértices sean los puntos del con-
junto de puntos en el plano y sin que haya inter-
secciones entre los segmentos de las aristas de las
inmersiones?

Cuando estudiemos un problema COP concre-
to, i.e.: con los grafos y las cotas ya fijadas, analiza-
remos la complejidad computacional del problema.
Para los casos en que exista un algoritmo polino-
mial que resuelva el problema, éste se dara explici-
tamente. La entrada del algoritmo seran las coor-
denadas de los puntos en el plano y la salida las
inmersiones ortogonales de los grafos. También se
mostrara el tiempo computacional requerido por el
algoritmo.

En muchas aplicaciones sélo determinadas
inmersiones pueden ser consideradas por la natura-
leza de la aplicacién (v.g., algunos circuitos tienen
que ser conectados de una manera prefijada).
Ello nos lleva a estudiar la variante del problema
CONEXION ORTOGONAL PLANA que se obtiene
cuando se restringe la eleccién del trazado de las
inmersiones ortogonales a un niimero finito. El pro-
blema correspondiente se denota ((ry,ro,...,75)-

COP((G1,b1),(G2,b2), ..., (Gn,by)))

Estudiaremos los diferentes problemas segin
su complejidad computacional. La Seccién 2 se de-
dica a estudiar los problemas que pueden resolverse
en tiempo polinomial. Para ello usaremos reduccién
al problema de satisfacibilidad 2-SAT o técnicas de
Geometria Computacional.

La Seccién 3 estd dedicado a los problemas
que se presentan al incorporar el grafo completo de
tres vértices K3, que denominamos problemas de
TRIANGULOS ORTOGONALES. Estos tienen miilti-
ples aplicaciones, no sélo en el disefio de circui-
tos, sino también en el trazado de rectangulos con
restricciones (organigramas, bases de datos, diagra-
mas de flujo, rotulado, etc.). Adem4s, en el estudio
de estos problemas se presentan técnicas diferentes

a las estudiadas anteriormente.

Se presentan dos resultados fundamentales de
NP-completitud en la Seccién 4. El primero de
ellos se refiere a la inmediata ampliacién del pro-
blema EOSP que se obtiene permitiendo un méxi-
mo de dos codos por arista, el problema EMPA-
REJAMIENTO ORTOGONAL DOBLE PLANO (EODP).
Se muestra a continuacién una caracterizacién de
NP-completitud para los problemas CONEXION OR-
TOGONAL PLANA, dando una condicién suficiente
para que un problema cor(n(G,b + 2)) sea NP-
completo: se requiere que el grafo G sea 2-conexo y
que exista una inmersién ortogonal plana de G con
b codos. Analizamos seguidamente otros problemas
cor(n(G, b+2)) NP-completos con G 2-conexo que
no verifican la condicién anterior, es decir, que no
existe una inmersién ortogonal plana de G con b
codos probando asi que esta condicién no es nece-
saria. Otros casos en los que el grafo no es 2-conexo
se analizan en la Seccién 4.3, obteniendo también
resultados de NP-completitud.

2. Problemas cop resolubles
en tiempo polinomial
2.1. Casos con inmersién tinica

Consideramos en esta seccién casos del pro-
blema CONEXION ORTOGONAL PLANA resolubles en
tiempo computacional polinomial. Concretamente,
tratamos acerca de aquellos problemas que involu-
cran grafos que sélo admiten una inmersién orto-
gonal plana en cuyo caso el problema puede redu-
cirse a un problema de interseccién de segmentos.
La versién mas simple del teorema principal de esta
seccion se da cuando estudiamos diferentes copias
de un mismo grafo:

Teorema 1 Sea G = (V, E) un grafo que admite
una dnica inmersion ortogonal plana con b codos.
Sea e = |E| el nimero de aristas del grafo. Enton-
ces el problema COP(n(G,b)) se puede resolver en
tiempo computacional dptimo O(n(e + b) log(n(e +
b))). Cuando la respuesta es positiva, el algoritmo
proporciona una instancia gque satisface el proble-
ma.

El problema de determinar si un grafo admite
una unica inmersién ortogonal plana con b codos
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es un problema NP-completo. Ello nos impide, en
principio, utilizar el Teorema 1 como una herra-
mienta 1til, pues es necesario un preprocesado del
problema que, en principio, no puede hacerse en
tiempo computacional asequible. Sin embargo, para
muchos grafos concretos es facil probar la existencia
de inmersién ortogonal plana dnica y por lo tanto
el problema de conexién entre copias de esos gra-
fos puede ser reducido a interseccién de segmentos.
Considerando algunos de estos grafos, obtenemos
resultados particulares:

Corolario 2 Los  problemas  coP(n(K>,0)),
cor(n(P2,0)), copr(n(Ks,1)), copr(n(Ki3,0)),
copr(n(K1,4,0)), cor(n(Kis,1)), copP(n(Cm,0))

4 < m < 9 fijo) cor(n(Cs 1)),
copr(n(Ky — K2,2)) y cor(n(Kz3,2)) son resolu-
bles en tiempo computacional Sptimo O(nlogn).
Cuando la respuesta es positiva, el algoritmo pro-
porciona una instancia que satisface el problema.

Hacemos notar que existen otras combinacio-
nes de grafo y cota (G,b) que admiten més de un
trazado ortogonal plano, pero en las que puede uti-
lizarse la misma técnica empleada para los casos ya
estudiados. Estudiamos a continuacién el problema
copP(n(Ky,4)) en el cual pueden trazarse para cada
conjunto de puntos infinitos trazados de inmersio-
nes ortogonales planas, pero que puede resolverse
también en tiempo O(nlogn):

Proposicién 3 coP(n(Ky,4)) es resoluble en
tiempo O(nlogn). Si la respuesta es positiva, el al-
goritmo proporciona una instancia que soluciona el
problema.

Figura 1: Inmersién ortogonal con cuatro codos del
grafo K4’4

Demostracion: (Esquema) La tinica forma de obte-
ner una inmersién ortogonal plana con cuatro codos

del grafo completo K44 es la que puede verse en
la Figura 1, donde las aristas marcadas con lineas
continuas son fijas y la arista e, marcada con lineas
discontinuas, puede moverse.

La técnica para hallar los trazados ortogonales
simples consiste en hacer un estudio de las intersec-
ciones de las aristas fijas, que se resuelve en tiempo
O(nlogn). Si no hay intersecciones, podremos di-
bujar las aristas e lo suficientemente cerca de las
dems, de modo que estas aristas no intersequen a
ninguna otra. |

2.2. Casos reducibles a 2-sat

Teorema 4
El problema 2-COP((G1,b1),...,(Gn,bn)) es reso-
luble en tiempo O(n?).

Demostracion:

Transformamos cada instancia del problema
2-COP en una instancia del problema 2-SAT de for-
ma que ésta sea satisfacible si y solamente si aque-
lla pueda ser trazada en el plano sin intersecciones
entre las inmersiones de los grafos. Para ello, asig-
namos una variable booleana u; a cada uno de los
n conjuntos de vértices W;. El valor 1 de la varia-
ble corresponde a una de las inmersiones planas del
grafo con W, como conjunto de vértices y el valor
0 a la otra. Cada una de las n(n — 1)/2 interaccio-
nes entre dos grafos G; y G; se convierte en una
férmula booleana f; ; formada por, como maximo,
dos cldusulas con uno o dos literales, inspeccionan-
do las posibles intersecciones entre las dos inmersio-
nes de cada grafo. Esta inspeccién se hace 2n(n—1)
veces. El coste computacional de cada posible inter-
seccién de inmersiones es de O((e + b) log(e + b)),
donde e denota el maximo del nimero de aristas
en los grafo G; y b es el maximo entre las cotas del
nimero de codos b;.

Encontrar un trazado sin intersecciones equi-
vale a encontrar valores de verdad para todas las
variables u; que satisfagan las n(n — 1)/2 férmulas
simultadneamente. Es decir, hay que encontrar una
asignacidén de verdad para U = /\1§i<j5n fi -

U es una férmula de Krom, i.e.: una entra-
da del problema 2-SATISFACIBILIDAD (2-SAT), el
cual es resoluble en tiempo lineal en el nidmero
de cldusulas y de variables [1]. En nuestro caso, el
numero de cldusulas es como mucho n(n —1) y el
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numero de variables es n, por lo tanto, el problema
puede solucionarse en tiempo O(n?). |

Hay muchos problemas coP a los que puede
ser aplicado este teorema, siempre que los grafos
involucrados posean a lo sumo dos inmersiones or-
togonales planas. En particular, la solucién dada
por Raghavan et al. al problema EMPAREJAMIEN-
TO ORTOGONAL SIMPLE PLANO (EOSP) en 1986 [10]
resulta ser consecuencia inmediata del Teorema 4.

Teorema 5 cor(n(K3,1)), coP(n(Kiz,1)) y
coP(n(Cs, 1)) son resolubles en tiempo computa-
cional O(n?).

Ahora bien, si intentamos aplicar la técnica
utilizada en el Teorema 4 a problemas con mé4s de
dos inmersiones por grafo (o por copia de grafo), ob-
tenemos, en principio, una reduccién del correspon-
diente problema 7-COP al problema r-SAT y, como
es sabido, éste es un problema NP-completo para
r>3.

Sin embargo, en casos especificos el problema
puede ser reducido al problema 2-SAT, incluso si
hay mds de dos inmersiones ortogonales planas por
copia del grafo. Esto ocurre cuando las posibles in-
tersecciones entre copias del grafo tienen alguna ca-
racteristica que pueda aprovecharse en el proceso
de transformaciéon. Un buen ejemplo es el proble-
ma COP(n(P3,0)), que podemos resolver en tiempo
cuadratico aunque P; admite hasta cuatro inmer-
siones ortogonales planas sin codos, haciendo uso
de un preprocesado que controle las intersecciones:

Teorema 6 El problema COP(n(Ps,0)) se puede
resolver en tiempo computacional O(n?).

3. Triangulos ortogonales

Dedicamos esta seccién a los problemas de co-
nexion ortogonal plana mediante inmersiones or-
togonales del grafo K3 en el plano, denominados
problemas de TRIANGULOS ORTOGONALES. La geo-
metria de tridngulos ortogonales tiene aplicaciones
en las mismas dreas que el problema EOSP. Ademas,
los problemas que planteamos en este capitulo est4n
fuertemente relacionado con los problemas de eti-
quetado (map-labeling) [3]. Entre estos problemas
se incluyen el rotulado de mapas y otras aplica-
ciones en Sistemas de Informacién Geogréfica, el

trazado de rectdngulos en organigramas y similares
¥, en general, con cualquier aplicacién que requiera
el dibujo de rectangulos con restricciones.

El nimero de codos permitidos en los trazados
ortogonales de cada tridngulo determinar4 la natu-
raleza computacional del problema. Se comprueba
facilmente que COP(n(K3,0)) tiene solucién nega-
tiva siempre. Ya ha sido probado en el Corolario 2
que COP(n(K3, 1)) puede resolverse en tiempo com-
putacional O(nlogn).

El caso de trazados con dos codos,
cor(n(K3,2)), puede considerarse una variante de
los problemas de etiquetado cuando las etiquetas
son eldsticas (cf., por ejemplo [8]). Este tipo de
problemas suelen presentar un comportamiento
computacional NP-completo. Sin embargo hacien-
do uso de un algoritmo incremental cuadratico se
puede probar el siguiente resultado:

Teorema 7 El problema cor(n(K3z,2)) se resuel-
ve en tiempo polinomial O(n?). En el caso de que la
respuesta al problema sea positiva, el algoritmo de
resolucion devuelve también una instancia del pro-
blema que lo verifica, i.e.: un conjunto de tridngulos
ortogonales sin cruces uniendo los puntos de cada
trio con dos codos o menos.

Este problema es esencialmente diferente a los
anteriores en el sentido de que los grafos involucra-
dos admiten ahora un nimero infinito de trazados
ortogonales planos. En la Figura 2.a vemos una en-
trada del problema, en 2.4 las bandas eldsticas de-
finidas por la entrada en las cuales deben trazarse
los posibles rectdngulos-solucién y mostramos una
posible solucién en la Figura 2.c.

Si el nimero de codos es mayor que dos ob-
tendremos en la Seccién 4 la NP-completitud del
problema r-cop(n(K3, 1)), (r > 3).

4. Problemas NP-completos

En esta seccién se estudia la NP—completitud
de diversos problemas de CONEXION ORTOGONAL
PLANA. El primer caso para el que se prueba es-
te resultado es la ampliacién del problema origi-
nal EOSP que consiste en permitir dos o mas codos
por arista. Posteriormente se obtiene un resulta-
do general para grafos 2-conexos, dando una condi-
cién suficiente para que el problema r-coP(n(G, b))
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C

Figura 2: a) Una entrada del problema
cop(n(K3,2)). b) Bandas definidas por la en-
trada. ¢) Una solucién utilizando las bandas
definidas.

sea NP-completo. Se presentaran finalmente algu-
nos casos particulares y se expondran otros proble-
mas NP-completos que no satisfacen las hipdtesis
del teorema general.

4.1. Emparejamiento ortogonal do-

ble plano

Teorema 8 El problema 3-COP(n(K2,2)) es NP-
completo.

Demostracién: (Esquema) Se comprueba facilmen-
te que 3-coP(n(K2,2)) se puede resolver en tiempo
polinomial no determinista, i.e.: pertenece a NP.
Para demostrar entonces que el problema es NP-
completo, serd suficiente reducir en tiempo poli-
nomial un problema NP-completo a éste. Utiliza-
remos una variante del problema 3-SAT, el deno-
minado 3-SAT PLANO (cf. [1]). Dada una instancia
arbitraria C del problema 3-SAT PLANO construi-
remos en tiempo polinomial una instancia W de
3-copr(n(K2,2)) tal que UC sea satisfacible si y so-
lamente si podemos trazar sin cruces los caminos
de W.

Para ello serd preciso definir determina-
das configuraciones que formaran la instancia de
3-cop(n(K2,2)): conjuntos de cldusula, conjuntos
de variable y conjuntos de transmision. Todas estas
configuraciones se situaran siguiendo una inmersién

ortogonal del grafo plano definido por la instancia
uc.

La figura 3 muestra un ejemplo de la construc-
cin de una instancia del problema 3-COP(n(K2,2))
a partir de una instancia de 3-SAT PLANO, aunque
por claridad sélo se muestran las configuraciones
correspondientes a dos cliusulas y una variable. B

variable

=

.
Lo 3 EEB‘ 4 [
L—i Ll
Figura 3: DParte de una instancia de

3-cop(n(K3,2)) generada a partir de una ins-
tancia de 3-SAT PLANO.

Como consecuencia del teorema anterior y
uniéndolo a los resultados ya conocidos para un me-
nor nimero de caminos permitidos por par de pun-
tos y también a los resultados de las secciones 2.1
y 2.2, obtenemos el resultado principal para EMPA-
REJAMIENTOS ORTOGONALES EN EL PLANO:

Teorema 9 El problema r-coP(n(K>,b)) es NP~
completo si y solo sit >3 yb2 2.

4.2. Grafos 2-conexos

Recordemos que en las aplicaciones de los pro-
blemas de conexién ortogonal es necesario utilizar,
en multitud de ocasiones, conexiones entre varios
puntos. En esta seccién probamos uno de los resul-
tados mas potentes de este trabajo: una condicion
suficiente acerca del grafo G (ser 2-conexo y po-
seer una inmersién ortogonal plana de G con b co-
dos) que proporciona la NP-completitud del proble-
ma 3-cop(n(G, b+ 2)). Sin embargo, las hipStesis
del teorema son sdlo condiciones para garantizar
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una propiedad de las inmersiones del grafo: que,
dada una configuracién de puntos, existan tres o
mds inmersiones ortogonales planas que salgan de
la clausura rectangular del conjunto de puntos, for-
mando lo que llamaremos asas. Esto serd utiliza-
do posteriormente para la demostracién de la NP-
completitud de algunos problemas concretos.
Nétese que el problema de encontrar una in-
mersién ortogonal plana con b codos de un grafo
dado con sus vértices en puntos prefijados es un
problema NP-completo. Sin embargo, para un grafo
dado con pocos vértices es posible, en general, ha-
cer un estudio de las inmersiones factibles, lo cual
nos permite utilizar este teorema como herramien-
ta para establecer la NP-completitud de numerosos
problemas concretos de conexién ortogonal plana.

Teorema 10 Sea G un grafo 2-conexo. Si existe
una inmersion ortogonal plana de G con b codos, el
problema 3-COP(n(G, b+ 2)) es NP-completo.

Demostracion: (Esquema) Para demostrar este teo-
rema, se utiliza una técnica similar a la utili-
zada en la prueba del Teorema 8. El problema
3-copP(n(K2,2)) se puede resolver en tiempo po-
linomial no determinista o, lo que es lo mismo, per-
tenece a NP. Entonces, para probar que el proble-
ma que tratamos es NP-completo, basta con reducir
en tiempo polinomial un problema NP-completo ya
conocido a éste. Para ello usamos de nuevo el pro-
blema 3-SAT PLANO [1].

La figura 4 muestra un ejemplo de la construc-
cin de una instancia del problema 3-cor(n(G,d)) a
partir de una instancia de 3-SAT PLANO. Sélo se
muestran las configuraciones obtenidas a partir de
una cldusula y una variable. |

Corolario 11 Sea G un grafo 2-conezo. Si existe
una inmersion ortogonal plana de G con b codos, los
problemas r-COP(n(G, d)) son NP-completos, para
todos losr > 3,d > b+ 2.

Nos interesa ahora, para cada grafo G con-
creto, hallar el menor niimero b para el que exista
una inmersién ortogonal. Asi podremos aplicar es-
tos resultados para probar la NP-completitud del
problema con b+ 2 codos y estudiaremos luego la
complejidad computacional de los problemas con b
y con b+ 1 codos. De este modo caracterizaremos,
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variable M‘

Figura 4: Parte de una instancia de 3-cop(n(G, b))
generada a partir de una instancia de 3-SAT PLANO.

para los grafos en los que sea posible, la compleji-
dad de ios problemas COP(n(G, k)) en funcién de k.
Mostramos a continuacién algunos resultados obte-
nidos:

Teorema 12

v r-COP(n(K3,b)) es NP-completo, para cuales-
quiera r,b > 3.

s 7-COP(n(Cp,b)) es NP-completo para cuales-
quierar > 3,b>2ym>4.

» 7-COP(n(K4 — Kp,b)) es NP-completo si y
solamente si, r >3 y b > 3.

» r-COP(n(Ky,b)) es NP-completo si y sélamen-
tesir>3 yb>5.

= 7-COP(n(K33,b)} es NP-completo si y sdla-
mente si r,b > 3.

» 7-COP(n(K2,4,b)) es completo si y sélamente
str>3yb>5.

s 7-COP(n(Q3s,b)) es NP-completo si y sélamen-
tesir>3yb>5.

= 7-coP(n(Ilg, b)) es NP-completo si y sélamen-
tesir>3yb>12.
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» 7-COP(n(Wy, b)) es NP-completo si y sélamen-
tesir>3 yb>5.

= 7-COP(n(Ks — Ka,b)) es NP-completo si y
solamente sir > 3 y b > 8.

Los dos primeros casos del teorema anterior
tienen caracteristicas comunes: existe una inmer-
sion ortogonal plana con b codos para el grafo
2-conexo G, no existe ninguna inmersién ortogo-
nal plana con menos de b codos para el grafo G y
los problemas cop(n(G,b)) y coP(n(G,b+ 1)) se
resuelven en tiempo polinomial. Como se ha hecho
notar, las hipétesis del Teorema 10 eran utilizada
para construir inmersiones con tres asas y a par-
tir de ahi, mostrar la NP-completitud del problema
COP. Sin embargo, estas condiciones no son necesa-
rias, puesto que la argumentacién fundamental de
la prueba se hacia a partir de la construccién de las
asas. Los restantes resultados del teorema anterior
se obtienen adaptando la demostracién mediante la
construccién de las asas correspondientes en cada
caso.

4.3. Otros casos NP-completos

Hemos presentado condiciones suficientes pa-
ra que un problema de conexién ortogonal plana
r-COP(n(G, b+ 2)) (r > 3) fuera NP-completo. Se
demostré mediante ejemplos que algunas de estas
condiciones no eran necesarias. Estudiamos a con-
tinuacion problemas COP donde la condicién que
falta es la 2-conexién del grafo. La demostracién
del Teorema 10 puede adaptarse para obetener el
siguiente teorema:

Teorema 13 Se wverifican los siquientes resulta-
dos:

» 7-COP(n(K>,b)) es NP-completo si y sélo si
r>3yb>2 (Teorema 9).

» 7-COP(n(P,,2)) es NP-completo cuando r > 3.

= El problema r-COP(n(Ps,2)) es NP-completo
para cualquier b> 2 yr > 3.

» El problema r-COP(n(Pp,,b)), con m fijo es
NP-completo para cualquierb>2 yr > 3.

= 7-COP(n(K1,4,b)) es NP-completo cuando r >
3yb>3.

s El problema r-cop(n(Ki 3,b)) es NP-completo
siysélosir>3yb>3.

» 7-COP(n(K4 — K1 2,b)) es NP-completo cuan-
dor>3yb>2.

Mostramos ahora el resultado de NP-
completitud que se obtiene para el problema
3-CoP(n(K1,3,2)). Esta prueba presenta una carac-
teristica distintiva interesante: cada pestaria se ob-
tiene mediante dos inmersiones de dos configura-
ciones de puntos distintas (Figura 5).

Teorema 14 El problema 3-coP(n(K,3,2)) es
NP-completo.
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Figura 5: Asas obtenidas con las parejas de inmer-
siones.

5. Conclusiones y problemas

abiertos

A continuacién se expone un resumen de los
resultados obtenidos en esta seccién y posterior-
mente se discutird sobre problemas abiertos y lineas
de investigacién que puedan ser sugeridas por este
trabajo.

5.1. Resumen de resultados

El cuadro 1 muestra los resultados obtenidos
para los problemas CopP(n(G, b)), donde el grafo tie-
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ne 4 vértices o menos. Un resumen de los resultados Referencias
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Cuadro 1:  Complejidad ~computacional ~de Euroconference on Discrete and Algorithmic
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