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NP-completitud fuerte y débil en problemas de
etiquetado!

M. A. Garrido, A. Méarquez, J. R. Portillo y P. Reyes?

Resumen

En los Sistemas de Informacién Geogréifica (SIG), es
evidente la necesidad de situar etiquetas de texto aso-
ciadas a los distintos componentes del mapa y consti-
tuye una de las mas importantes tareas a realizar. De
hecho, la ACM Computational Geometry Impact Task
Report califica al Ftiguetado como area importante de
investigacién [1). Las diferentes condiciones impues-
tas a los lugares a etiquetar y a las etiquetas en si
determinan distintos problemas de etiquetado, muchos
de los cuales resultan ser de naturaleza NP—completa.
En nuestro trabajo presentamos dos problemas de eti-
quetado: H-45(P,L) y 3-rvP(1)(7,ER). El primero
consiste en situar etiquetas rectangulares asociadas a
puntos alineados horizontalmente, de manera que cada
punto esté contenido en la frontera de su rectangulo aso-
ciado. El segundo problema de etiquetado presenta una
formulacién distinta, tratdndose de dibujar etiquetas de
drea minima asociadas a ternas de puntos de forma que
éstos estén situados sobre la frontera y cumpliendo unas
determinadas condiciones.

En este trabajo presentamos un algoritmo pseudo—
polinomial para el problema H-4S y demostramos que
3-rvP(1) es fuertemente NP—completo. Por tanto, es
importante destacar que dentro de una misma clase
de problemas, la de Ftigquetado, encontramos comple-
jidades computacionales opuestas. Ademds, debemos
hacer notar que son los primeros problemas de etique-
tado para los que se obtienen este tipo de resultados.

1 Introduccion

Un factor clave para conseguir la efectividad de
un mapa como medio de comunicacién es la lo-
calizacién de sus componentes. Ademas de la
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cartografia, podriamos citar multitud de aplica-
ciones en las que la visualizacién de informacién es
una necesidad primordial: organigramas, bases de
datos, trazados de grafos, etc. Los datos a mostrar
pueden estar asociados a puntos representando ciu-
dades, paises, estaciones de metro o a lineas repre-
sentado rios, montanas, etc.

Esta linea de investigacién conocida como Fti-
quetado ha adquirido una gran relevancia al ser
cada vez mas variada y densa la informacién a
mostrar. De hecho la ACM Computational Ge-
ometry Impact Task Report califica al Etiquetado
como érea importante de investigacién [1]. Pode-
mos encontrar una extensa bibliografia sobre el
tema en [7].

Las necesidades sobre el disefio del mapa de-
terminan distintas formulaciones para los proble-
mas de etiquetado. Los diferentes datos de entrada
sobre los objetos en el mapa y las etiquetas a situar
asociados a ellos dan lugar a una gran variedad de
problemas de etiquetado a resolver:

a) Cada etiqueta puede ir asociada a uno o varios
objetos como puntos -alineados o no-, conjun-
tos de puntos, lineas, etc.

b) De cada etiqueta, en general rectangular,
podemos conocer sus dimensiones exactas,
area minima, etc. También podemos tener in-
formacién sobre las posibles localizaciones de
ellas con respecto a su objeto asociado.

En este trabajo nos centramos en el caso de
etiquetas rectangulares asociadas a puntos o a ter-
nas de puntos. En ambas variantes los puntos
deben estar contenidos en la frontera de su eti-
queta asociada. Estos modelos fueron introduci-
dos en [2, 5, 6], obteniéndose la naturaleza NP-
completa para la mayoria de ellos.

Dos son los problemas de etiquetado presenta-
dos en este trabajo, los cuales son formulados como
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sigue:

ETIQUETAS DESLIZANTES SOBRE UNA LINEA
HORIZONTAL (B-4S(P,L)):

ENTRADA: Un conjunto P={P,...,P,} de n
puntos en el plano situados sobre una linea ho-
rizontal [ y un conjunto L={Ly,...,Ln} de n
rectangulos de lados paralelos a los ejes coordena-
dos.

PREGUNTA: ;Se puede colocar cada rectdngulo
L, asociado al punto P; de forma que dicho
punto quede situado sobre alguno de los lados del
rectangulo y sin que se produzcan intersecciones
entre las etiquetas?

Notemos que aunque el planteamiento general
permite que cada punto pueda estar contenido en
cualquiera de los lados de su etiqueta asociada, la
naturaleza del problema nos indica que nos pode-
mos restringir a los lados horizontales de cada
rectangulo. Un problema equivalente a H-4s(P,L)
seria aquel en el que los puntos estan alineados ver-
ticalmente y cada uno de ellos debe estar contenido
en los lados verticales de su etiqueta asociada.

El segundo problema de etiquetado abordado
en este trabajo presenta un planteamiento diferente
y podemos formularlo como sigue:

RECTANGULOS CON VERTICES PREFIJADOS Y
ARea MINIMA (RvP(1)(T)):

ENTRADA: Un conjunto T={T},...,T,} den ter-
nas de puntos en el plano.

PREGUNTA: ;Es posible situar una etiqueta rec-
tangular de lados paralelos a los ejes coordenados,
asociada a cada terna T;, de manera que los tres
puntos estén contenidos en la frontera de dicho
rectangulo, al menos uno de ellos quede situado so-
bre un vértice y sin que se produzcan intersecciones
entre las etiquetas?

Notemos que segiin las restricciones del pro-
blema, la envolvente rectangular de cada trio de
puntos debe estar contenida en la etiqueta a situar,
por lo que determina un area minima para ésta. En
funcién de la posicién relativa de los tres puntos de
cada terna, pueden existir infinitas localizaciones
para la etiqueta. Por ello, nos vamos a restringir a
un subproblema que denotamos 3-RvP(1)(7,ER),
en el que la entrada estd compuesta por n ternas
de puntos en el plano y para cada una de ella,
a lo més, tres posibles localizaciones para su eti-
queta cumpliendo las condiciones expuestas en el
problema general.

En trabajos anteriores hemos demostrado la

naturaleza NP-completa de ambos problemas. Las
referencias a citar son [3, 6] para H-45(P,L) y
3-rRvP(1)(T,ER), respectivamente. En este tra-
bajo probamos que, ain presentando ambos ca-
sos la misma naturaleza intratable, existe una gran
diferencia que los distingue desde un punto de
vista computacional. Daremos en la seccién 2 un
algoritmo pseudo—polinomial que resuelve el pro-
blema H-43(P,L), mientras que en la seccién 3
demostramos que 3-RVP(1)(7,ER) es fuertemente
NP-completo.

Debemos resaltar el hecho de que dentro de
una misma clase de problemas, Etiquetado, encon-
tramos naturalezas computacionales muy distintas.
Ademas, ambos casos son los primeros problemas
de etiquetado conocidos pertenecientes a dichas
clases: débilmente NP-completo para H-4s(P,L) y
fuertemente NP-completo para 3-RvP(1)(7,ER).

2 Algoritmo pseudo—polino-
mial para H-45(P,L)

Presentamos en esta seccién un algoritmo pseudo—
polinomial para el problema H-45(P,L) cuando los
datos de la entrada son numeros enteros, siendo
asi el primer problema de etiquetado para el cual
se obtiene dicho resultado. En [3] se prueba su
naturaleza NP-completa, construyendo para ello
entradas del problema con etiquetas desmesurada-
mente grandes y pequefias. Este hecho nos ha lle-
vado a disefiar un algoritmo cuyo tiempo de eje-
cucién depende tanto del tamafio de la entrada,
como de las etiquetas.

Para ello hemos de encontrar un algoritmo
de forma que para una instancia I del problema
nos aporte la respuesta, afirmativa o negativa, en
tiempo p(Length[I],Max[I]) siendo p un polinomio
y Length[I] y Max[I] dos elementos que mediran la
extension de la entrada y el tamafo de la misma.

Sea una entrada (P,L) del problema H-4s, for-
mada por un conjunto P={P,..., P,} de puntos
sobre una linea horizontal I (supuestos ordenados
de izquierda a derecha) y para cada punto P; una
etiqueta rectangular L; de lados paralelos a los
ejes coordenados y de dimensiones [; x 1 (hemos
supuesto, sin pérdida de generalidad que la altura
de las etiquetas es unitaria). Los elementos de me-
dida de la instancia (P,L£) seran el nimero de pun-
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tos Length|I| = n y la anchura de la mayor etiqueta
Max[I] = max I; = lmq..

i=1,...,n

A continuacién damos una serie de conceptos
necesarios para la demostracién del resultado. Se
expondran de manera intuitiva pudiendo encontrar
mas detalles en [3]. Llamamos k-realizacién a una
solucién parcial para el problema correspondiente
a los k primeros puntos de la entrada. Si #; es
la abscisa del lado derecho de la etiqueta situada
mas a la derecha en la parte superior de la linea
y bk es la abscisa andloga para la parte inferior, la
sombra de una k-realizacién es la regién del plano
formada por: el semiplano delimitado por la recta
T = t; (en la parte superior de la linea horizontal)
y el semiplano delimitado por la recta z = b, (en la
parte inferior de la linea horizontal) (ver el ejemplo
mostrado en la Figura 1).

Figura 1: Sombra de una k-realizacién.

Diremos que una k-realizacién es una k-
realizacion optimizada si todas sus etiquetas estan
colocadas lo mds a la izquierda posible. Notemos
que la k-realizacién mostrada en la Figura 1 es op-
timizada.

Tras estas definiciones, pasamos a disefiar el
algoritmo pseudo—polinomial que resuelve el pro-
blema H-45(P.L) cuando la entrada estd formada
por valores enteros. Como hemos comentado an-
teriormente, podemos suponer que los puntos de
entrada estdn ordenados en orden creciente segiin
su abscisa.

Teorema 1 FEI problema H-45(P,L) para entradas
formadas por valores enteros se puede resolver en
tiempo y espacio O(nl2 ) donde n es el nimero de

puntos y lna. es el tamafio (anchura) de la mayor
etiqueta.

Demostracion: La programacién dindmica serd
el método a utilizar en el disefio del algoritmo.
Definiremos una matriz T de dimensién (n + 1) x
(212,,, +1) x (214, + 1) y cada elemento tomar3
un valor légico: verdadero o falso.

Sea una entrada cualquiera del problema,
formada por un conjunto de puntos de abscisas
{z1,-..,z,} ¥ un conjunto de etiquetas asociadas
a cada punto cuyas anchuras son {l;,...,1,}.

Sean k € {0,...,n}, t,b € {~lnazs- - lmaz }-
Definimos los elementos T'[k,t,b] de la siguiente
forma: T0,t,b] es falso para todo ¢t y b excepto
T[0, —lmaz, —lmaz] que serd verdadero; para k >
1, T[k,t,b] serd la respuesta a la siguiente pre-
gunta“;Es (t,b) la sombra de alguna k-realizacién
optimizada?”’ donde t,b se consideran medidos re-
lativos a la abscisa del punto siguiente zxy; (con-
siderando Zn41 = Tn + I), es decir, los valores t y
b serian las coordenadas que tendria la sombra si el
origen estuviera en Pyy;.

Cada elemento del nivel k se obtendrsd del
nivel kK — 1 en la forma siguiente. Sea fir(z) =
maz {—lmez, T — Az 41} la funcién que a cada
punto z medido relativo a zx le asocia el punto
Tr4+1, con la limitacién inferior de —I,q.. Si
T[k — 1,t,b] es verdadero entonces sefialaremos
como verdaderas a lo sumo dos entradas en el nivel
k: si t < 0 generamos una k-realizacién opti-
mizada colocando en la correspondiente (k — 1)-
realizacién optimizada la etiqueta Li lo més a la
izquierda posible, encima de la linea de entrada.
Es decir si consideramos t' = maz {t,—I;} hare-
mos T'[k, fr(t' +1k), fr(b)] verdadero. Similarmente
si b < 0 colocamos la etiqueta Ly lo mis a la
izquierda posible, por debajo de la linea de en-
trada. Es decir si consideramos b’ = maz {b, —I;}
haremos Tk, fi(t), fe(b' + )] verdadero. El algo-
ritmo devolverd respuesta afirmativa si alguno de
los elementos del nivel n es verdadero y negativa
si en alguno de los niveles no existe ningin valor
verdadero.

Teniendo en cuenta que en cada nivel
anadiremos por cada valor verdadero del nivel an-
terior dos nuevos valores verdaderos, este calculo se
puede computar en tiempo constante, por lo que el
algoritmo corre en tiempo y espacio O(niZ_ ). W

Hemos obtenido por tanto un algoritmo
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pseudo-polinomial que resuelve el problema Np-
completo H-45(P,L). Obviamente este algoritmo
es mas ineficaz en la medida en que aumente el
tamano de las etiquetas, pero también es cierto
que cuando tratamos de etiquetar puntos sobre una
linea horizontal (como por ejemplo una linea de
metro) las etiquetas son generalmente pequeias.

3 NP-—completitud fuerte de
3-rRvP(1)(T,ER)

Dedicamos esta seccion a demostrar que el
problema 3-rvP(1)(7,ER) es fuertemente NP-
completo. Este resultado unido al de la seccidn
anterior establece una situacion especial en el drea
del etiquetado: dos problemas de etiquetado NP-
completos presentan naturalezas opuestas, esto es,
damos un algoritmo pseudo—polinomial para un
caso y demostramos la NP-completitud fuerte para
el otro.

Centrandonos en la NP-completitud fuerte
de 3-RvP(1)(T,ER), vamos a demostrar que un
subproblema de él definido polinomialmente es
NP-completo. Dicho subproblema verifica que el
tamaifio métrico de sus entradas (espacio que ocu-
pan en el plano los n trios de puntos y las tres posi-
bles etiquetas para cada uno de ellos) estd acotado
linealmente por n. De esta forma obtendriamos el
resultado buscado.

Puesto que la prueba es similar a la
realizada en [6] para la NP-completitud de
3-rvP(1)(T,ER), omitiremos algunos detalles en
este trabajo.

Teorema 2 El problema 3-RVP(1)(T,ER) es
fuertemente NP-completo.

Demostracion: Es facil ver que 3-rvP(1)(7,ER)
pertenece a NP y por lo tanto cualquier subpro-
blema suyo.

Para probar que 3-RvP(1)(T,ER) es fuerte-
mente NP-completo transformaremos de manera
polinomial cada entrada UC del problema NP-
completo 3-SAT PLANO en una instancia (7,ER)
de nuestro problema, perteneciente a un subcon-
junto polinomial de entradas. Esta transformacién
debe conservar la equivalencia entre las respuestas
afirmativas de ambos problemas.

Sea UC una entrada arbitraria de 3-SAT
PLANO, formada por un conjunto de variables
U = {u3,...,up} y un conjunto de clausulas C =
{c1,...,¢4}, donde cada cldusula contiene exacta-
mente tres literales (sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que éstos corresponden a varia-
bles distintas). Sea Gyc¢ el grafo bipartito plano
que se obtiene de la entrada UC y que contiene
un vértice por cada variable u; (que denotaremos
vértice-variable y que tiene a lo méas valencia ¢q) y
cada clausula ¢; (que denotaremos vértice-clausula
y que tiene valencia 3). El par (u;,c;) serd una
arista del grafo si la clausula c¢; contiene a algin
literal de la variable u;.

Para obtener una inmersién ortogonal plana
de Gyc, vamos a sustituir cada vértice-variable
u; por un ciclo de longitud su valencia, de forma
que sus vértices adyacentes lo seran, tras la trans-
formacién, a un dnico vértice del ciclo. De esta
forma trabajamos con un 3-grafo plano conexo
con a lo méas pg + g vértices y en virtud de [4]
podemos obtener en tiempo lineal en el niimero de
vértices, una inmersién ortogonal plana I'y¢ sobre
una malla de tamafio [EZH| x |4 | y con, a lo
maés, [24] + 1 codos.

A partir de esta inmersién ortogonal plana va-
mos a obtener la entrada de 3-rvP(1)(7,ER), asig-
nando a sus vértices y aristas ternas de puntos y
las tres etiquetas rectangulares asociadas a éstas.
Para ello necesitamos definir los siguientes elemen-
tos: configuraciones de cldusula, configuraciones de
variable, cadenas de arista ortogonal, conexiones
entre arista y configuracién de cldusula, conexiones
entre arista y configuracién de variable.

Configuracion de cldusula: Cada clausula
de UC viene representada en I'ye por un vértice
de valencia tres, el cual, para definir (T,ER), serd
sustituido por una terna de puntos y tres posi-
bles etiquetas, cada una de ellas asociadas a cada
arista incidente en dicho vértice, es decir, cada eti-
queta representa a un literal de la clausula. La
Figura 2 muestra el vértice mediante un circulo
blanco, sus aristas incidentes, el trio de puntos y
los tres rectangulos.

Conjuntos de variable: Cada variable de
UC viene representada en I'ye por un ciclo or-
togonal de, a lo mas, g vértices de valencia tres.
La arista incidente a cada uno de ellos que no
pertenece al ciclo puede estar trazada en el in-
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Figura 2: CONFIGURACION DE CLAUSULA. El
circulo blanco y las lineas punteadas representan el
vértice—clausula y sus aristas incidentes. Se mues-
trala terna de puntos y sus tres etiquetas asociadas.

terior o exterior de éste, aunque se puede definir
la misma estructura para ambos casos. Los cam-
bios de direccién que presente el ciclo ortogonal
corresponderdn, o bien a un vértice o a un codo.
Por cada vértice y por cada codo vamos a situar
dos ternas de puntos, cada una de ellas con dos
posibles localizaciones para la etiqueta. Posterior-
mente, utilizaremos estas dos ternas para efectuar
la. conexién con la arista proveniente de la configu-
racién de clausula. En total, entre todos los conjun-
tos de variable, estaremos afiadiendo O(pq) ternas
de puntos a (7,ER). La Figura 3 muestra algunos
casos, en funcién del tipo de cambio de direccién,
que aparecen en los conjuntos de variable. Es im-
portante que se produzcan exclusivamente las in-
tersecciones mostradas entre las distintas etiquetas.
Cada una de las dos localizaciones de cada etiqueta
corresponderd a uno de los dos valores (verdadero
o falso, 0 6 1) de la variable, de manera que la fi-
jacién de uno de ellos fuerza el trazado de los otros
para que no se produzcan intersecciones.

Cadena de conjuntos de literal: Una
vez disenadas las configuraciones para los vértices—
variable y clausula hemos de disefiar configura-
ciones asociadas a las aristas ortogonales de la
inmersién I'ye, que representan la aparicién de
la variable (en sentido afirmado o negado) en la
clausula correspondiente. Para cada uno de los seg-
mentos rectilineos de estas aristas utilizaremos una
configuracién que llamamos conjunto de literal y es-
tard formado por 5 ternas de puntos, cada uno de
ellos con dos localizaciones distintas para sus eti-
quetas asociadas y enlazados entre si como muestra
la Figura 4.

Los conjuntos de literal se unirdn entre si me-

vértice

cambio
direccion

Figura 3: Configuracién de variable.

Tl gy W

—

L

Figura 4: Conjunto de literal.

diante un nuevo trio de puntos para obtener la
configuracién correspondiente a toda la arista orto-
gonal, llamada cadena de conjuntos de literal. La
Figura 5 muestra un ejemplo de una cadena de tres
conjuntos de literal correspondiente a una arista
con tres segmentos rectilineos. El resto de posibi-
lidades se obtiene realizando simetras con las con-
figuraciones de la figura.

De la misma manera que ocurria en la configu-
racién de variable, una vez fijada una de las posibi-
lidades para la etiqueta (trazado continuo o trazado
discontinuo) de cualquiera de las ternas de puntos
de la cadena de conjuntos de literal, el trazado de
las restantes etiquetas queda fijado.

Conexiones entre arista y configuraciéon
de cldusula: La Figura 6 muestra la conexidén
entre la arista ortogonal y la configuracién de
clausula, la cual se realiza intersecando una
posicién de la etiqueta de ésta (la correspondiente a
la arista en cuestién) con otra etiqueta del conjunto
de literal.

Conexiones entre arista y configuraciéon
de variable: Por iltimo conectamos la arista
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Figura 5: Cadena de conjuntos de literal.
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Figura 6: Conexién de una cadena de conjuntos de
literal a una configuracién de clausula.

por el otro extremo a las dos ternas de puntos
pertenecientes a la configuracién de variable corres-
pondiente. Esta conexidn se realiza aiiadiendo dos
nuevos trios de puntos con dos posibles localizacio-
nes para su etiqueta. La Figura 7 muestra el caso de
dos vértices consecutivos (sin cambio de direccién)
en la configuracién de variable. Los restantes casos
se obtendrian de manera similar.

De esta manera concluimos la construccién
en tiempo polinomial en el nimero de vértices y
cldusulas, de la entrada (7,ER) del problema 3-
RVP{1)(T,ER), la cual contiene O(pq) ternas de
puntos en el planc y cada una de ellas tiene aso-
ciadas, a lo mas, tres posibles situaciones para
la localizacion de su etiqueta. Puesto que la in-
mersién ortogonal plana I'yyc estaba contenida en
una malla de tamafio [2&H2] x || la entrada
(T,ER) construida pertenece al subconjunto de
instancias de 3-rRvP{1)(7,£R) que ocupan un area
O(n) x O(n), siendo n el tamaiio de la entrada.

Para finalizar la prueba debemos de-
mostrar que la entrada (7,ER) del problema
3-rvP(1){T,ER) es realizable si, y sdlo si, la

[: | |

literal u

Figura 7: Conexién de una cadena de literal a una
configuracién de variable. La conexién superior
corresponde a una arista que viene de un literal
afirmado y la inferior de un literal negado.

entrada UC del problema 3-SAT PLANO es satis-
facible. La idea principal de este hecho consiste
en asociar las localizaciones de las etiquetas
mostradas en trazo continuo al valor de verdad
verdadero de las variables. De igual forma el trazo
discontinuo corresponderia al valor falso. Se
pueden encontrar todos los detalles de esta parte
de la prueba en [6].

|

De esta forma, hemos concluido la de-
mostracién de la NP-completitud fuerte del pro-
blema 3-RvP(1)(T,ER).

4 Conclusiones y problemas
abiertos

El 4rea de Ftiguetado constituye una de las lineas
de investigacién de mas interés y fructifera hoy en
dia. Son numerosos y diversos los resultados que
podemos encontrar sobre el tema.

Dentro de las miltiples variantes, nos hemos
centramos en el caso de etiquetas rectangulares aso-
ciadas a puntos o a ternas de puntos, los cuales
deben estar contenidos en la frontera de aquellas.
Se ha probado anteriormente la naturaleza NP-
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completa de los dos problemas abordados y hemos
dedicado este trabajo a mostrar la gran diferencia
computacional existente entre ellos: el problema H-
4s(P,L) es débilmente NP-completo mientras que
3-RvP(1)(T,ER) es fuertemente NP-completo.

Encontramos, por tanto, dentro de una misma
clase de problemas, naturalezas computacionales
opuestas. Ademds, ambos casos son los primeros
problemas de etiquetado conocidos pertenecientes
a dichas clases.

Como proyectos inmediatos, nos podemos
plantear la aplicacién de métodos de aproxi-
macién para ambos problemas, sobre todo para
3-rvP(1)(7,ER), ya que el algoritmo pseudo-
polinomial expuesto para H-45(P,L£) es en si una
manera de “resolver” el problema. También nos
podemos formular variantes de los casos trata-
dos, que sean interesantes desde un punto de vista
practico y estudiar su naturaleza computacional.
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