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Algunas aplicaciones de teselaciones periddicas
planas y tridimensionales’

F. Aguilé Gost? M. A. Fiol y M.L. Fiol

Resumen

En este trabajo se presentan algunos resultados conoci-
dos en los que se han utilizado teselaciones del plano
o del espacio como herramientas de trabajo. Por
una parte, dentro de la Teoria de Grafos, se presenta
un estudio sobre la minimizacién del didmetro de di-
grafos de doble y triple paso. Por otra, en el marco
de la Geometria Computacional, se presentan algunas
equidescomposiciones en dos y tres dimensiones.
Palabras clave: Diametro, redes de doble lazo,
familias éptimas, L-forma plana, forma normal de
Smith, digrafo de Cayley, equidescomposicién, dis-
eccion, teselacion, reticulo.

1 Introduccion

Sean V = {v1,...,vn} vectores linealmente inde-
pendientes de R*, el reticulo generado por V es
R = {Mv1 + A2v2 + -+ + Ap¥Un; AL, .., An €
Z}. Decimos que una baldosa (o tesela) T tesela
peridgdicamente elespacio R si existe algun reticulo
Rtal queT+R ={T+wu; u € R} forma una par-
ticaén de R (pemmitimos que las fronteras de los
trasladados de T por R se solapen).

Figura 1:
forma de T

Teselacién generada por baldosas en
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En tal caso, diremos que T+ R (o simplemente
T') forma una teselacién de R®. Notemos que es-

tamos hablando de teselaciones periédicas con un
sélotipode baldosa T. En el ¢jemplo de la Figura 1
se muestra una teselacién generada por baldosas en
forma de T mediante el reticulo R = {u, v}.

En las secciones siguientes, vamos a dar al-
gunas aplicaciones en las que usamos teselaciones
en el plano y en el espacio como herramientas de
trabajo.

2 Aplicaciones a la Teoria de
Grafos

Un grafo, G(V, A), es un objeto matematico dis-
creto formado por el conjunto de vértices V y el
conjunto de adyacencias A = {(u,v); u,v € V}.
Cuando A estd formado por pares ordenados, dec-
imos que €l grafo es dirigido (llamado a veces di-
grafo).

El digrafo de Cayley del grupo G, respecto
del conjunto de generadores S = {s,...,s:},
Cay (G, S), tiene el conjunto de vértices V = G y las
adyacencias vienen dadas por A ={{g9,9%s;); g €
G,i =1, ..,k}, donde % es la operacién en G.

Los digrafos de doble y triple paso son di-
grafos Cay(Z N, {s1,...,sx}}, med (N, s1,..., sx) = 1,
con k = 2y k = 3 respectivamente. Estos di-
grafos modelan las lamadas redes locales de doble
y triplelazo. Entre otros parametros, el didmetro es
importante para obtener poco retardo en la trans-
misién de mensajes por estas redes. Por tanto, in-
teresa tener digrafos con didmetro pequefio. Va-
mos a denotar por D(N; s1,s2) €l didmetro del di-
grafo G(N; s1,82) v D(N) = mins, s, D(IV;s1, s2).
Denotaremos de forma andloga los didmetros en el
caso de triple paso. Para no tener que diferenciar
entre doble y triple paso continuamente, denote-
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mos por G{N;S) un digrafo de doble o triple paso,
segun sea el conjunto de generadores S de dos o tres
elementos; también D (N ;S) denotard su diametro.
Hay varios problemas clasicos relacionados con este
aspecto:

(i) Fijado N, hallar S (y D(N)) tal que
D(N; S) = D(N).
(ii) Hallar familias infinitas de digrafos con

didmetro 6ptimo (o, al menos, “pequeno”).

El problema (i) es de tipo numérico y puede
prestarse a exploraciones numéricas por orde-
nador. Una solucién del problema (ii) suele pre-
sentarse parametrizada, lo que suele implicar un
tratamiento simbdlico con un manipulador alge-
braico. En estos momentos, la palabra “pequefio”
quiere decir éptimo en doble paso (porque se tiene
bastante informacién), en cambio en triple paso sig-
nifica del mismo orden o menor que lo quese conoce
en la bibliografia.

2.1

Wong y Coppersmith en {11] hallaron una cota in-
ferior fina para D (N}, denotada por Ib(NV},

Digrafos de doble paso

DWN) > [\/?TN] — 2 =1b(N),

aunque con la condicién s1 = 1. Fiol et al. en
[7] probaron que la cota sigue siendo vélida para
cualquier par de pasos, sin la condicién s; = 1.
El tratamiento métrico, mediante teselaciones, de
G(N;s1, s2) es el siguiente:

(a) Se considera el plano cuadriculado. Se elige un
cuadrado cualquiera y se etiqueta con 0.

(b) Se etiquetan los otros cuadrados con los resul-
tados de sumar s; médulo N hacia la derecha
y 85 médulo N hacia arriba. Véase el dibujo
izquierdo de la Figura 2.

Maérquese un cuadrado cualquiera etiquetado
con 0. Marquense los cuadrado a distancia 1,
2 y asi sucesivamente, dejando sin marcar los
cuadrados que tienen una etiqueta que ya ha
sido marcada.

Cuando todos los vértices han sido marca-
dos, tenemos marcada la baldosa asociada a

G(N;s1, s2). Estabaldosa contiene toda la in-
formacién métrica del digrafo. Véase el dibujo
derecho de la Figura 2, donde se muestra la
teselacién asociada al digrafo G(7;2, 3).

N 613 5026
e I 3:510i2:416:1]3:

2555 4+ 2 0:2:416:1|3:5]0:
M 4]6:1]3:5[01214]

:113:510:2:416: 1

iEmse, Sloaalenlss
05,2535 2:416:1]3:5[012;

Figura 2: Reglas de interconexién en un di-
grafo genérico G(NN;s1, s2) y la baldosa asociada
aG(7;2,3)

Estas teselaciones, que se ha probado que
tienen siempre baldosas en forma de L o de
rectangulos (Ls degeneradas), nos permiten recu-
perar el digrafo asociado (o uno isomorfo). Esta
recuperacion se hace a partir de las dimensiones de
la baldosa L, que denotaremos de forma genérica
por (I, h,w,y), como en la Figura 3. Nétese que
el diametro del digrafo asociado puede calcularse
mediante D = max{{+h—w —-2,l + h—y—2}.

Figura 3: Dimensiones genéricas de una baldosa L
y su reticulo asociado

Dadas las dimensiones L = (I, h,w, y), asoci-
adasa una L de drea N = lh — wy, consideremos la
I —w
—y I3
son los vectores (columna) u = (I,-y)" y v =
(—w,h)T que forman el reticulo de la teselacién.
En el caso que med(l, h, w,y) = 1, tenemos que la
forma normalde Smith de M es S(M) =diag(1, N),
con las matrices unimodulares asociadas U y V
tales que S(M) = UMV. Entonces, los pasos del
digrafo asociado son los elementos de la segunda
fila de la matriz U: s1 = Us,1(mod N), s2 = Uz
(mod N).

matriz entera M = , cuyas entradas
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Decimos que G(N;s1,s2) es k-tight si
D(N;s1,s2) = Ib(N) + k y denotamos por (N)
al valor que cumple D(N) = Ib(N) + &(N). En
[5] se clasifican las Ls O-tight y, como consecuen-
cia, se obtiene una clasificacién de los digrafos 0-
tight. En [1] se clasifican las Ls k-tight y, a partir
de esta clasificacién, se obtiene un algoritmo de or-
den O(N % log N) (en el peor caso) para resolver el
problema (i): dado N, hallar D(N) y a, 8 tales
que D(N;a,8) = D(N).

2.2 Digrafos de triple paso

Con los digrafos de triple paso, podemos proceder
de forma andloga que en el caso de doble paso. No
obstante, ahora no disponemos de una descripcién
genérica de las baldosas asociadas. Por esta razén,
no podemos proceder a caracterizarlas. Ademas
tampoco se conoce una cota inferior fina de D(IV).

Los resultados que podemos encontrar en la
bibliografia al respecto son del tipo: dar una familia
infinita de digrafos con un buen ratio asintético N-
D. Se hablan de familias asintéticamente densas.
Por ejemplo, en las familias

o Hsu & Jia [9]

ND) = %D3 +0(D?) =~ 0062D° + O(D?),
(1

e Aguild, Fiol & Gardia [2]

N(D) = 237173 + O(D?) ~ 0074D% + O(D;)s
2

e Chen & Gu [3

N(D) = 5‘%93 +0(D?) =~ 0078D3 + O(D?),
(3)

se habla de densidades 0.062, 0.074 y 0.078, respec-
tivamente. La obtencién de estas familias s¢ ha
hecho por caminos distintos, usando desde bases
aditivas en [3] hasta teselaciones del espacio en [2].

La técnica usada con las teselaciones es la sigu-
iente: hallar un digrafo con buen didmetro por or-
denador, generalizar de alguna manera su baldosa
y demostrar que esa generalizacidn contintia tese-
lando el espacic. De esta manera obtenemos una

familia de baldosas, con una familia de reticulos
asociados. A partir de estos reticulos, también
tenemos una familia de matrices enteras 3 x 3
que nos permiten recuperar los digrafos buscados
a partir de su forma normal de Smith. Ademas,
esas baldosas también nos dan los correspondientes
didmetros de la familia de digrafos.

Figura 4: Baldosa asociada a G(134;15,33,19) y
su posterior generalizacién

Figura 5: Teselacién del espacio asociada a la bal-
dosa anterior

Este proceso puede verse en las Figura 4 y su
teselacion asociada se muestra en la Figura 5. Esta
baldosa se utilizé en [2] con | >m +n, m >n > 0,
N =08-m®-n3-3lmny D = 3l-2n—m— 3, para
una eleccién adecuada de I, m,n. En este caso el
reticulo viene definido por los vectores (I, ~n,—m),
(—m,l,—n) y (—n,-m,D).

3 Aplicaciones a las

equidescomposiciones

Dados dos poligonos P, y P> de igual édrea, o dos
poliedros de igual volumen, una equidescomposicién
suya es una diseccion (0 troceado) de P1 en un
numero finito de trozos con los que podemos re
componer P, o viceversa.

La técnica consiste en tomar dos teselaciones
periddicas con baldosas asociadas P, y Ps, respec-
tivamente, que también tengan asociado el mismo
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i

Figura 6: T y su reticulo asociado junto con el
proceso de corte

reticulo (lamadas teselaciones congruentes). A
continuacién, fijamos una teselacién y la “corta-
mos” con la otra. Como los cortes se van a repefir
siguiendo el mismo reticulo, tenemos que podemos
recomponer P; y P, con los mismos trozos. Al fi-
nal, hemos obtenido una equidescomposicién de Py
y P,. Pueden verse los detalles de este proceso en
[4]

En la Figura 6 podemos ver este proceso de
forma esquematica. Tomemos P como Ty P2
como el rombo formado por los vectores del reticulo
de la teselacién generada por 7.

Figura 7: Equidecomposicién de rectangulos

En la Figura 7 podemos ver una equidescom-
posicién de un cuadrado y un rectangulo (o dos
paralelogramos equidreos). Puede apreciarse c6mo
se utiliza una teselacién para cortar a la otra.

Figura 8: Equidecomposici6n de tridangulos

Dados dos tridngulos de la misma 4rea, pode-
mos obtener dos paralelogramos (también de la
misma area) doblindolos. Aplicamos el proceso an-
terior y cortamos con la diagonal de cada paralelo-

gramo para obtener las piezas de la equidescom-
posicién de los tridngulos originales. También
podemos equidescomponer un cuadrado vy un
tridngulo por este mismo proceso de doblarlos en
sendos paralelogramos de igual area.

En este punto, podemos equidescomponer dos
triangulos de la misma area. Sabemos que una
regién poligonal puede triangularizarse. Por tanto,
podemos equidescomponer dos regiones poligonales
de la misma &rea.

Figura 9: Teselaciones congruentes formadas por
un cubo y un prisma rectangular

Figura 10: Obtencién de tres piezas de la
equidescomposicién

En el caso tridimensional, no podemos at |
tuar por analogia. Parece logico que el papel del
tridngulo lo tome el tetraedro y el del cuadrado, el
cubo. No obstante, sesabe que un cubo y un tetrae
dro del mismo volumen no pueden equidescompor
erse, a diferencia de lo que pasa con un cuadradoy
un tridngulo equidreos.

Sin embargo, sf podemos aprovechar la misma
idea del plano para hacer algunas equidescom posi- |
ciones. Por ejemplo, con dos paralelotopos del
mismo volumen: un cubo y un prisma rectangu-
lar.

La Figura 9 muestra sus teselaciones congri-
entes y la Figura 10 nos ensefia varios cortes con
los que se obtienen algunas de las piezas que for-
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Figura 12: Recomposicién del prisma

maran la equidescomposicién final. Hay 15 en to-
tal. La Figura 11 nos muestra como se recompone
el cubo a medida que vamos afiadiendo las piezas
obtenidas. La Figura 12 nos muestra la recom-
posicién del prisma.
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