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(o, k)-sets en el plano!

Version Preliminar

M. Abellanas? M. Claverol®

Resumen

En este trabajo se inicia el estudio combinatorio
del conjunto de (a, k)-sets para nubes de puntos
en el plano. Se proporcionan cotas inferiores y
superiores para el nimero méximo de (a, k)-sets
en cada uno de los cuatro casos posibles: ambos
pardmetros a y k fijos, uno de ellos fijo y el otro
variable 0 ambos variables. También para cada
caso, se describen algoritmos de construccién de

todos los (a, k)-sets.

1 Introducciéon

Sea S un conjunto de n puntos en el plano.
Sea C una familia de curvas en el plano. Dada
una curva ¢ € C, un c-k-set es la interseccién
de S con una de las regiones abiertas definidas
por ¢ de cardinalidad k. Si ¢ es una recta ori-
entada, el c-k-set se corresponde con la defini-
cién usual de k-set, es decir, un k-set de S es
un subconjunto de S con cardinal k separable
del resto por una recta a la que se denomina
k-recta.

El problema de determinar el ntmero
maximo de k-sets para conjuntos de n pun-

! Parcialmente financiado por los proyectos MEC-
DGES PB98-0933, Gen. Cat. SGR2001-00224 y CAM
07T/0014/2001

?Dept. Mat. Aplic., UPM., mabellanas@fi.upm.es

3Dept. Mat. Aplic. IV, UPC., merce@mat.upc.es

4Dept. Matematica Aplicada II, UPC.,
hurtado@ma2.upc.es, seara@ma2.upc.es

F. Hurtado* C. Seara*

tos en el plano ha sido ampliamente aborda-
do por diversos autores, en parte debido a su
importancia en el andlisis geométrico de al-
goritmos. Los primeros resultados de Erdos
et al. [5] establecieron una cota superior de
O(nV'k). Posteriormente, Pach et al. [8] con-
siguen una cota superior de O(nvk/log" k).
Mais recientemente, Dey [2] la establecié en
O(nk'/3). Parala cota inferior, Lovész [6] con-
struy6 familias de conjuntos con Q(nlogk) k-
sets. La cota inferior es mejorada por Téth
en [9] construyendo conjuntos de puntos en

el plano con neQ(\/m) k-sets para cualquier
n,k conn>2k>0.

Se pueden considerar los k-sets definidos
por una curva cualquiera ¢ € C, no siendo ¢
una recta. El caso més simple que podemos
considerar es el de los c-k-sets siendo ¢ una
cuna, que es la regién abierta del plano defini-
da por dos semirrectas con un origen comun.
Una a-cuiia es una cuna de dngulo o, 0 < o <
7. En este trabajo, atin en desarrollo, estudi-
amos los k-sets para esta situacién particular.

Definicion 1 Un (o, k)-set es la interseccion
de S con una a-cufia tal que el cardinal de la
interseccion es igual a k, es decir, un (a, k)-set
es un subconjunto de S con cardinal k separa-
ble del resto por una a-cunia.

Lema 2 Todo k-set es un (a, k)-set.
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\
k-recta k-recta

Figura 1: a) Todo k-set es un (a, k)-set, b)
todo (o, k)-set puede obtenerse de un k’-set,
con k' > k.

Lema 3 Si k' > k, todo (o, k)-set puede
obtenerse de un k'-set y todo k'-set obtenido
por una recta orientada l genera a lo mds dos
(a, k)-sets tales que una de las semirrectas de
la cunia estd contenida en .

Figura 2: Tres (a, k)-sets asociados a r.

En este articulo realizaremos un estudio
combinatorio de los (a, k)-sets para nubes de
puntos en el plano. Se proporcionan cotas in-
feriores y superiores para el nimero maximo
de (o, k)-sets en cada uno de los cuatro casos
posibles: ambos pardmetros a y k fijos, uno de
ellos fijo y el otro variable o ambos variables.
También para cada caso, se describen algorit-
mos de construccién de todos los (a, k)-sets.

2 (a,k)-sets con o fija y k
fija

En esta seccién estudiamos los (a, k)-sets en
el caso en que los parametros « y k son fijos.
Determinamos cotas superiores e inferiores del
numero maximo de (¢, k)-sets y mostramos un
algoritmo que genera todos los (a, k)-sets de
una nube de puntos.

Teorema 4 (Cota superior) El nimero de
(a, k)-sets para valores fijos de o y k es a lo
sumo O(n?).

Demostracion: Dado wun (a,k)-set,
trasladamos paralelamente una de las semi-
rrectas de la cuna hasta que toque al menos
un punto del (a, k)-set. En caso de haber al-
canzado dos puntos del (a, k)-set giramos lig-
eramente la cufia, manteniendo la semirrecta
sobre uno de los dos puntos, para dejar al otro
punto en su interior. Se procede andlogamente
con la otra semirrecta. Sean pues a y blos pun-
tos de contacto de las semirrectas (Figura 3a).
Consideramos el segmento ab y el arco capaz
definido por el segmento ab y el dngulo a. El
vértice de la cuna estd en este arco capaz y
lo desplazamos sobre él hasta que una de las
semirrectas toque un nuevo punto de S.

Si el nuevo punto es del (a, k)-set, (en la
Figura 3b la semirrecta pasando por a alcanza
), cambiamos por el nuevo punto el extremo
del segmento situado en la misma recta, sobre
el cual definimos el arco capaz de angulo a.
Giramos ligeramente el vértice de la cuna so-
bre el nuevo arco capaz para que el punto ini-
cial pase al interior de la cuna y nuevamente
cada una de las semirrectas pase sélo por un
punto del (a,k)-set. En caso de que ambas
semirrectas hayan alcanzado simultaneamente
un punto del («, k)-set, procedemos con una
de ellas, por ejemplo, la de menor pendiente.

Si el nuevo punto no es del (o, k)-set ya
tenemos una recta pasando por dos puntos uno
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del (@, k)-set y el otro no y es la que consider-
amos como recta asociada al («, k)-set (en la
Figura 3b recta pasando por by ¢). En caso
de que ambas semirrectas hayan alcanzado si-
multaneamente un punto no perteneciente al
(o, k)-set, tomamos como recta asociada una
de ellas, por ejemplo, la de menor pendiente.

Es claro que, procediendo de este modo,
una de las rectas soporte de la cufia pasando
por un punto del (e, k)-set alcanzaréd un punto
fuera del mismo. Esto es asi pues dichas rectas
van girando entorno a puntos de la envolvente
convexa del (q, k)-set, haciendo un barrido del
plano. Luego a cada (a, k)-set le podemos aso-
ciar una recta pasando por dos puntos tales
que uno sea del (&, k)-set y el otro no.

Por otra parte, dada una recta pasando
por dos puntos de los cuales sabemos que uno
de ellos es del (a, k)-set y el otro no, puede ser
la recta asociada a lo sumo a ocho (q, k)-sets
(cuatro por punto). Por tanto, el numero de
(o, k)-sets es menor o igual que ocho veces el
numero de rectas que pasan por dos puntos de
S, es decir a lo mas O(n?). m

q

a) b)
Figura 3: Obtencién de la recta asociada al
(a, k)-set.

Una cota inferior del nimero de (a, k)-
sets para valores fijos de @ y k& nos la pro-
porciona la cota inferior del mimero de k-sets.
Lovasz [6] la establecié en (nlogk). Recien-
temente, T6th [9] construye un conjunto de n

puntos en el plano con neV1°8k) k_sets para

cualquier n,k con n > 2k > 0, mejorando la
anterior cota inferior.

En el siguiente teorema establecemos
diferentes cotas inferiores en funcién del
angulo fijado o, con a < §.

Teorema 5 (Cota inferior) Para o« y k fi-

: 2km .
jos, con a < % el numero de (a, k)-sets es
2kw

Q((255)2). Sia > 2z

el numero de (o, k)-
sets es Q(k(Z —1)(n ~ %’1))

Demostracion: Se realiza la siguiente con-
struccién. Se colocan los n puntos sobre dos
rectas paralelas r y s (r sobre s) de la siguiente
manera: trazamos una vertical y en su inter-
seccion con r ponemos el primer punto p y el
resto de puntos situados sobre r muy juntos, a
la derecha de p, formando el conjunto A (Figu-
ra 4). Al conjunto de puntos situados sobre s
le llamamos B. Para obtener B, ponemos en
la interseccién de s con la vertical un punto
g y el resto a su izquierda del siguiente mo-
do: inicialmente se distribuyen equiespaciados
cont angulo 2TO‘ sobre la semicircunferencia de
diametro pg a partir de ¢, después se proyectan
sobre s desde p. Se observa que en esta con-
struccion, |B| < %’r

Figura 4: Los puntos de A estdn concentrados
a la derecha de p y los de B distribuidos como
en la figura.

El ntimero de puntos es n, luego para, cier-
tat,|Al=n—k—ty|B| =k+t El numero
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de (o, k)-sets es (n — k — t)t pues para cada
punto de A se pueden construir ¢ (k — 1)-sets
de puntos contiguos en B. Debemos buscar
el valor de ¢t para maximizar el nimero de
(a, k)-sets, teniendo en cuenta la restriccién:
Bl = k+1t < X5 estoes, t < k(Z - 1).
El numero de (a, k)-sets es (n — k — t)t, una
pardbola en t (0 < ¢t < n — k) que tiene su
maximo en t = -’i;—k

Sila cota superior de t, k(X —1), es mayor

o igual al méaximo de la pardbola, 25X esto es

2
sia< Z’“T’,’c, entonces podemos tomar t = ’—1—;—’“
alcanzando el mimero méximo de (q, k)-sets
Q((255)2).

Si k(Z —1) < 255 esto es si @ > =
no podemos alcanzar el maximo de la parabola
pero el maximo nimero de (¢, k)-sets lo obten-
dremos tomando la mayor ¢ posible en este ca-
so, es decir ¢ = k(2 — 1), por lo que el nimero

de (o, k)-sets es Q(k(Z — 1)(n — £2)). [ ]

2km

Algoritmo de construccién

Dada una nube S de n puntos, la obtencién
de todos los (a, k)-sets, con a y k fijos puede
realizarse segin el siguiente algoritmo, cuyo
coste es: O(n®logk).

ALGORITMO—aFkF

1. Se obtienen las O(n?) rectas orientadas
Tij: 25.7 € {17"'7”’}’ 1 # j? pa‘sa'ndo por
los pares de puntos de S.

2. Para cada 7;; se identifican qué puntos
de S quedan en el semiplano derecho,
definiendo el conjunto Sj]'

Se seleccionan k puntos arbitrarios de S;;-
v se ordenan segin a un barrido con una
de las dos rectas que forma angulo o con
1i; (andlogamente con la otrarecta). Sean
1, +, Pk €l conjunto de los k puntos or-
denados segiin el criterio anterior.

Para cada punto p de S;; se analiza su
posicién relativa con el conjunto de & pun-

tos ordenados que se tiene y que inicial-
mente es p; < po < --- < pg, siendo <
el orden de barrido anterior. Los pasos a
seguir son:

2.1. Si p < px, se elimina py y se realiza
una busqueda binaria para la inser-
cién de p en el conjunto. El nue-
vo conjunto tiene k puntos ordena-
dos a los que volvemos a notar por
P1, 5 Pk

Si p > pi, se procede al analisis de
otro punto de S{; . Si no quedan més
puntos, el conjunto resultante de
puntos ordenados son los k primeros
puntos de Si';, segin a un barrido
con una recta que forma dngulo o
con r;.

2.2.

De este modo se obtienen los (a, k)-sets
asociados a ;.

3. Se eliminan los («, k)-sets repetidos.

3 (o,k)-sets con « fija y k
variable

En esta seccién estudiamos los (o, k)-sets en
el caso en que el pardmetro a es fijo y el k
variable. Determinamos cotas superiores e in-
feriores del nimero méximo de (q, k)-sets y
mostramos un algoritmo que genera todos los
(c, k)-sets de una nube de puntos.

Teorema 6 (Cota superior) El nimero de
(a, k)-sets, con « fija y k variable, es a lo sumo

O(n?).

Demostracion: Por el lema 3 sabemos que to-
do (a, k)-set puede obtenerse de un k’-set con
k' > k. El ntimero de k’-sets con k' variable
es a lo mas O(n?), ya que cada k'-set viene
definido por una recta que pasa por dos pun-
tos de la nube. Basta ahora observar que para
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cada k'-set a lo sumo pueden obtenerse O(n) A

(o, k)-sets con « fijo y k variable. Por tanto, e s o e
la cota superior obtenida es O(n3). [ | ] D,

Teorema 7 (Cota inferior) El numero de

(i, k)-sets, con « fija y k variable, es al menos
Qn®).

Demostracion: A continuacién se construye
un ejemplo en el que se alcanza la cota. Se
consideran dos rectas paralelas horizontales
cortadas por una tercera recta formando un
angulo igual al minimo entre a y m — o (Figu-
ra 5). Se situan £ puntos en la recta superi-
or a la derecha de la recta secante (conjun-
to A), y otros tantos en la recta inferior a
la izquierda de la recta secante (conjunto B)
(Figura 5). Para cada intervalo A’ de ¢t pun-
tos de A, 0 <t < k, sea p; el punto anterior al
primero de A’ y p; el posterior al dltimo. Con-
sidérese el arco capaz de angulo a y extremos
Pi ¥ pj-

El angulo tomado para la recta secante
nos asegura que con vértice préximo a p; se
tiene una cunia conteniendo todos los puntos
de A’ y ninguno de B y, con vértice en p; se
tiene otra cuifia con todos los de A’ y todos
los de B. De este modo, por continuidad, se
asegura la existencia de una cuna de angulo «,
con vértice en el arco capaz, tal que contiene
¢t puntos de A, los de A", y k —t de B. El
nimero de (a, k)-sets obtenidos es:

k

SG-t-)=¢k
t=0

n+1 k2+n+2
2 2 2

Dado que k no era fija, la suma para todos sus
posibles valores es:

%/Ekn—i-l _ﬁ+n+2 _ (n+2)(n+3)?

T2 T2 e 24

Es decir, el nimero de (a, k)-sets es Q(n®). B

Corolario 8 El numero mdzimo de (a,k)-
sets con « fija y k variable es ©(n?).

o—o—oleo—o

Figura 5: La a-cuiia con vértice en el arco
capaz de dngulo o y extremos p;, p;, contiene
t puntosde Ay k—t de B.

Algoritmo de construccién

Dada una nube S de n puntos, la obtencién
de todos los (a, k)-sets, con « fija y k variable
puede realizarse segin el siguiente algoritmo
cuyo coste es: O(n?logn).

ALGORITMO-aFkV

1. Se obtienen las O(n?) rectas orientadas
Tij» 1,7 € {1,---,n}, © # j, pasando por
los pares de puntos de S.

2. Para cada r;;, se identifican qué puntos
de S quedan en el semiplano derecho,
definiendo el conjunto S:J'

Se consideran las dos rectas que forman
angulo & con 1y, lj;, 1. Los puntos de S5
se ordenan mediante un barrido de la rec-
ta l;; (andlogamente con ;). Se obtienen
los (o, k)-sets asociados a 75, donde k ird
variando desde uno hasta el cardinal del

conjunto S;]'- .

3. Se eliminan los (a, k)-sets repetidos.
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4 (a,k)-sets con o variable
y k fija

En esta seccién estudiamos los (a, k)-sets en
el caso en que el pardmetro o es variable y
el k fijo. Determinamos cotas superiores e in-
feriores del nimero maximo de (a,k)-sets y
mostramos un algoritmo que genera todos los
(a, k)-sets de una nube de puntos.

Teorema 9 (Cota superior) El nimero de
(o, k)-sets, para o variable y k fijo es como
mucho O(n®k1/3).

Demostracion: Cualquier (o, k)-set puede
obtenerse de un k’-set de S con k¥’ > k. El
orden de éstos es O(n?) y, cada uno de el-
los tiene, a lo sumo, n elementos. Luego
O(n?nk/3) = O(n3k'/3) es la cota superior
de (a, k)-sets obtenida. |

Teorema 10 (Cota inferior) El nimero de

(a, k)-sets, para a variable y k fijo es al menos
de Q(n%k).

Demostracién: Construimos un conjunto de n
puntos alcanzando dicha cota. Se consideran
dos rectas paralelas situando & puntos sobre
cada una de ellas (Figura 6). Los (a, k)-sets
se obtienen separando ¢ puntos consecutivos
de la primera recta y (k —i) de la segunda con
una a-cufla, « variable.

De este modo resultan O(n?k) (a, k)-sets
diferentes. |

Algoritmo de construccion

En primer lugar se describe un algoritmo gen-
eral para la obtencién de los k-sets de una nube
de puntos M, que se utilizard posteriormente
en el de construccién de los (a, k)-sets. La idea
del mismo se basa en un algoritmo 6ptimo para

Figura 6: En la figura, para k = 8 se muestran
dos (a, 8)-sets con éngulos distintos.

Figura 7: Considerando la nube de puntos
situados a un lado de una recta, cualquier k-set
es un (a, k)-set (o variable) contenido en una
cufia con un lado sobre dicha recta, y vicever-
sa.

la obtencién de los niveles 1, - - -, k en un arreg-
lo de rectas, descrito por Everet et al. en [4].
El coste es O(mlogm + mk).
Obtencién de los k-sets. Dada una nube M
de m puntos:

ALGORITMO—k-SETS [4]

1. Se construyen las capas convexas de M.
Se suprimen las de profundidad mayor
que k + 1.

9. Partiendo de una k-recta vertical, se hace
un barrido rotacional, almacenando k-
sets.

Obtencién- de los (o, k)-sets. El siguiente
algoritmo construye los (. k)-sets, con k fija
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y @ variable de una nube de puntos, con coste:
O (n®k*3logn). Sea S nube de n puntos:
ALGORITMO-aVEF

1. Se obtienen las O(n?) rectas orientadas
Tijy ©,J € {1,---,n}, i # j, pasando por
los pares de puntos de S.

2. Para cada r;; se identifican qué puntos
de S quedan en el semiplano derecho,
definiendo el conjunto S}t

Para cada uno de los conjuntos S{; , se
aplica el anterior algoritmo de obtencién
de k-sets. Estos son todos los posibles

(a, k)-sets con a variable y & fija.

3. Se eliminan los (o, k)-sets repetidos.

5 (a,k)-sets con o variable
y k variable

En esta seccién estudiamos los (a, k)-sets en el
caso en que los pardmetros « y k son variables.
Determinamos cotas superiores e inferiores del
numero méximo de (@, k)-sets y mostramos un
algoritmo que genera todos los (a, k)-sets de
una nube de puntos.

Teorema 11 (Cota superior) El ndmero de
(o, k)-sets es a lo sumo O(n?).

Demostracion: En el lema 3 vimos que todo
(@, k)-set puede obtenerse de un k'-set, k' > k.
Sin fijar k se tienen O(n?) k-sets. Los con-
juntos que estamos calculando son (a, k)-sets
con @ y k variables. Toda recta pasando por
dos puntos determina un k-set del cual, como
mucho, se pueden obtener O(n?) (a, k)-sets
diferentes. Luego la cota superior obtenida es

O(n?). n

Teorema 12 (Cota inferior) El ndmero de
(@, k)-sets es al menos Q(n?).

Demostracion: A continuacién construimos un
ejemplo en el que se alcanza la cota. Se con-
sideran dos rectas paralelas sobre cada una de
las cuales se situan % puntos (Figura 8). Para
cada pareja de puntos sobre una misma recta,
ademds de ellos se toma el conjunto de pun-
tos comprendidos entre ambos. Juntando las
parejas de conjuntos asi formados, uno sobre
cada recta, obtenemos un (o, k)-set diferente
(a y k variables). En cada recta hay tantos
subconjuntos posibles como parejas de puntos,
O((n/2)?). Luego considerando ambas rectas,
O(n*). N

Figura 8: Los (a, k)-sets se construyen toman-
do puntos consecutivos sobre ambas rectas,
siendo « y k variables.

Corolario 13 El nimero de (a,k)-sets es

O(n%).

Algoritmo de construccién

Dada una nube S de n puntos, la obtencién de

todos los (a, k)-sets, con a y k variables puede

realizarse segin se muestra en el siguiente al-

goritmo, con coste: O(n®logn).
ALGORITMO—aVkV

1. Se obtienen las O(n?) rectas orientadas
rij, 4,J € {1,---,n} ¢ # j, pasando por
los pares de puntos de S.
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2. Para cada par de rectas, se obtienen los Referencias
cuatro (a, k)-sets que determinan (véase
Figura 9). (1] T. K. Dey, Improved Bounds for k-sets

3. Se eliminan los (e, k)-sets repetidos.

Figura 9: Cada par de rectas determina 4
(a, k)-sets con « y k variables.
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