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Resumen

Un problema abierto en la teoria de representacién
de delta-matroides es el de hallar una lista de ob-
strucciones para GF(3)-representabilidad por medio de
matrices antisimétricas. Se d4 un primer paso en la
resolucién de este problema para una clase particular
de delta-matroides llamados delta — matrides rueda.
Estos delta-matroides son binarios y tienen asociadas
ruedas como sus graficas fundamentales. Se exhibe la
lista de obstrucciones que caracteriza a esta clase con
respecto a su representabilidad sobre el campo GF(3).
También se exhiben Dw; ¢, que es obstruccién para la
ternaridad de los delta-matroides inducidos por ruedas
parciales alternadas del tipo Wg ok, con k impar, y
Dw,, que es obstruccién para ternaridad de otra fa-

milia de delya-matroides conocida como Dw_ _, .. . .
4,351 4+3%2 44

1 Conceptos Fundamentales
de Delta-matroides.

Un delta — matroide es una pareja D = (V, F), con
V' un conjunto finito y F es una familia de subcon-
juntos de V, que cumple un axioma de cambio de
base:

(AA) Para Fy,Fy €¢ Fyx € FAF;, existe
y € F1AF,, tal que FiA{z,y} € F.

A los elementos de F se les llama bases de D.
A es el operador diferencia simétrica entre conjun-
tos.

Una aplicacidn A es una operacién que con-
viertea Den D'=DAX=(V, FAX) donde FAX =
{FAX : Fe€ F}y X CV. Sedice que D’ es un
delta-matroide A-equivalente a D.

(V,F) es un matroide si y sélo si (V, F) es un
delta-matroide tal que sus bases son equicardinales.

Si M es un matroide entonces M AV es el matroide
dual de M.

Se dice que un delta-matroide D es
representable o tiene una representacién lin-
eal sobre un campo F si existe una (V' x V)-matriz
A simétrica o antisimétrica, con entradas en F,
que cumple que: A[F] es no singular < F € F,
donde A[F|={A;; : 3,7 € F,F C V}. A las ma-
trices A[F] se les llama submatrices principales.
Por convencién se considera A[F] no singular, si
F=0.

Si A es una (V x V)-matriz simétrica o an-
tisimétrica, se denota por D(A) al delta-matroide
que se obtiene tomando como sus basesalos F C V
tales que A[F] son las submatrices principales no
singulares de A.

Considérense ¢ € V y los conjuntos dados a
continuacién:

F\e={F:FCV\z,FeF}
Fox={F:FCV\xg, Fu{z} e F}.

Se definen dos menores elementales de un delta-
matroide, el primero como D\ z = (V \ z,F \ z),
D \ z es un menor elemental de D obtenido por
borrado del elemento z; el segundo se define como
Doz =(V\z,Foz), Doz es un menor elemen-
tal de D obtenido por contraccién del elemento z.
En general, un menor se obtiene tomando varios
menores elementales sucesivamente, sin importar el
orden en que esto se realice. A. Bouchet [4] probd
que todo menor normal de un delta-matroide rep-
resentable sobre F' con una matriz antisimétrica es
también F-representable por medio de una matriz
antisimétrica.
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2 Signados y Orientaciones.

Dada una (V' x V)-matriz antisimétrica A, con en-
tradas {0,1}, cabe aclarar que en el caso binario,
una matriz antisimétrica es una matriz simétrica
con su diagonal principal nula. Se define A’ como
una matriz signada que proviene de A, si a cada
entrada 1 de A le corresponde en A’, +1 0 —1. Se
dice que A tiene un signado compatible si para toda
submatriz principal de A, sea esta A[X] con X C
V, se cumple que deta A[X] # 0 = detzA'[X] # 0
para toda X C V, donde det, denota al determi-
nante de A[X] calculado sobre el campo GF(r),
r=2,3.

Sea D = (V, F) un delta-matroide binario nor-
mal que puede ser representado mediante una ma-
triz antisimétrica Ap=la;;} con ¢, j € V. Se consid-
era el grafo simple G 4, tal que Ap es su matriz de
adyacencia. G4, es el grafofundamental de D,
relativo a Ap. Asi G4, es un grafo cuyos vértices
son los elementos de V' y hay una arista de ¢ a j, si
ai,j #0;4,5€V.

Dado que existe una correspondencia biyec-
tiva entre los grafos simples y sus matrices de ady-
acencia, se puede ver el signado de A como una
orientacién de G4. Sea A=[a;;] con 4,5 € V, si
a;; = +1, se pone una flecha del vértice ¢ al vértice
J, sl a;; = —1, se pone una flecha del vértice j al
vértice <.

En las matrices de representacién se consid-
eran los renglones y columnas etiquetados por los
elementos de V. Considérese z € V, se dice que se
realiza una operacién conmutador sobre z en A’ si
se cambian los signos en el renglén y la columna de
A’ que tienen como etiqueta a z. El efecto de esta
operacion sobre G 4 es invertir las orientaciones de
las aristas incidentes a . En G4, a la operacién
descrita se la llama una operacién vdlida sobre z.

Lema 1 La operacion conmutador sobre x € V no
altera los determinantes de las submatrices A’[X],
Xcv.o

Para el estudio de representabilidad de delta-
matroides son importantes dos hechos: la obtencién
y andlisis de los delta-matroides A- equivalentes
y la obtencién de sus menores. Para un delta-
matroide binario D, con una matriz de repre-
sentacién antisimétrica A, se pueden estudiar di-
rectamente sobre el grafo G 4 las operaciones men-

cionadas. Considérese Ga=(Vg, E¢) un grafo sim-
ple. Para U;,Us C Vg se define Uy, Us]={ujus €
Eg : uy € Up,uz € Us}, complementar [Uy, U]
consiste en borrar todas las aristas de [Uy,Us] ¥
poner una arista, para todo par no ordenado ujus,
uy € Uy y ug € Us la cual no era una arista en G 4.
Sean uw € Eg, B=N(u)\N(w), C=N(u)NN(w)y
D=N(w)\N(u), donde N(v) denota el conjunto de
los vértices adyacentes a v en un grafo, v € {u, w}.
Una complementacion local a lo largo de uw es la
operacién que consiste en complementar los conjun-
tos de aristas B, C), [C, D] y [D, B]. Un pivoteo de
G 4 en uw es la operacidén que consiste en efectuar
una complementacion local de G4 a lo largo de uw
v después intercambiar las etiquetas u y w.

Sean D; y D dos delta-matroides, G4, y G a,
los grafos fundamentales correspondientes a D) y
D,. Si haciendo un pivoteo sobre una arista de
G4,, se obtiene G4, entonces Dy y Ds son A-
equivalentes. Para D un delta-matroide, con G4
como su grafo fundamental y z € V, el grafo fun-
damental de D\ z es G4 \ z. El grafo fundamental
de D o x se obtiene, considerando una arista ry
de G4, entonces se tiene que: (DA{z,y})\z =
(D o z2)A{y} , luego basta con realizar un pivoteo
sobre la arista xy y borrar, después, el vértice x.
Ver la demostracién del dltimo hecho en [1].

Lema 2 Sean A una matriz antisimétrica con en-
tradas en GF(2) y G4 su grafo de adyacencia.
Para todo circuito inducido C de G 4 se cumple que
detg(C)z(). O

Lema 3 Si A es una (V xV)-matriz antisimétrica,
entonces D(A) es un delta-matroide con todas sus
bases de cardinalidad par. O

3 Delta-matroides rueda.

Un k — ciclo, denotado por Ci, es un grafo sim-
ple, conexa, regular de grado 2, con k vértices. La
rueda Wy se construye agregando un vértice cen-
tral 0, adyacente a cada uno de los vértices de C.
A Cf se le llama el aro de la rueda y a las aristas
que unen el vértice 0 con cada vértice del aro se les
llama rayos. Una rueda parcial Wy, 2 < h < k,
es una rueda Wy, con k — h rayos borrados. Los
vértices de C}, se numeran consecutivamente de
1 a k, de tal manera que a todo vértice 1, recor-
riendo el aro hacia la derecha, le sigue 7 + 1, para
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t=1,..k—1. Una rueda parcial alternante es una
rueda de la forma Wi 2k tal que hay un rayo del
vértice central a cada uno de los vértices impares
(o pares) del aro.

Un delta-matroide rueda Dw, es un delta-
matroide binario, tal que su grafo fundamental es
We, ke ZT k>3 . Si Aw, es la matriz de ady-
acencia de Wy, entonces Dy, =D(Aw, ). Es decir,
DWk=(V, ka_), donde V = {O, 1,2, vy k?} y fsz
{X CV;Aw, [X] es no-singular}. De esta forma
Aw, es una representacién lineal de Dy, sobre
GF(2). De la misma manera toda rueda parcial
Wh i origina un delta-matroide Dw, ..

Dw, es GF(3)-representable si existe un sig-
nado de Ay, tal que la matriz signada, Af,vk es anti-
simétrica y para todo F, base de Dy, sobre GF(2),
F es también una base sobre GF (3). O equiva-
lentemente en términos de la gréfica fundamental
W}, correspondiente al delta-matroide Dw,, Dw,
es GF(3)-representable, si existe una orientacion
compatible de Wy, a partir de la matriz Aw,.

Lema 4 Sea un grafo que consiste sélo de un
camino cerrado p con un nidmero impar de aristas.
Dada una orientacion arbitraria de sus aristas, p
puede transformarse en un camino cerrado con to-
das sus aristas orientadas en un sélo sentido, medi-
ante un numero finito de operaciones vdlidas sobre
los vértices de p. O

Teorema 1 Dw,, Dw, y Dw, son delta-matroides
rueda minimales no representables sobre GF(3),
mediante matrices antisimétricas.

Demostracién. Supdngase que Dy, Dy,
¥y Dw, son delta-matroides que son GF(3)-
representables con matrices antisimétricas, en-
tonces existen sus correspondientes matrices de rep-
resentacion, sean estas As, Ag y A7. De manera
natural, cada una de ellas induce una orientacién
de los grafos Ws, Ws y Wo. Sea A? la matriz de rep-
resentacion de Dy, sobre GF(2), esta se obtiene de
Ay, sustituyendo las entradas -1 por 1, k =56,7.
Luego, debe cumplirse que: det2 A[X] # 0 =
det3 Ar[X] #0, paratodo X C V.

Considérese Wy, y sean ¢; los cuadrados, tales
que sus vértices son 0, ¢ y los dos vértices consec-
utivos en el aro, tomados a la derecha de 7. Todo
cuadrado ¢; tiene cuatro orientaciones posibles, lla-
mense las tres primeras Or; Ory y Orjs, en el orden

que se presentan a continuacién: (1 [], [17= 1]
=4

Para dichas orientaciones se cumple que:
dety A} [c;] = dets Ag[e;] = 0.

Para la cuarta se tiene que: det3 A1 |] #
07

La tltima orientacién ser4 llamada orientacién
#-  Es importante hacer dos observaciones: la
primera es que la diagonal que aparece en los
¢; no contribuye al valor del determinante, la
segunda es que toda orientacién de W induce
una orientacién de cada uno de los cuadrados
€1, ..., Ck, ¥ reciprocamente, al orientar los cuadra-
dos ¢y, ...,cr_1 se construye una orientacién de W,
para k= 5,6,7.

En [1] se demuestra que no existe una ori-
entacion compatible para W, luego Dy, no es
GF(3)-representable con matrices antisimétricas.
Az debe tener un signado compatible, ya que por
hipétesis, Dy, es ternario. Considérese la ori-
entacion correspondiente para Wy. Por el lema 4,
se puede efectuar un nimero finito de operaciones
conmutador sobre las aristas del aro, de manera que
el aro de W7 quede orientado en un sélo sentido. Si
se hace lo anterior, para W, existen dos orienta-
ciones posibles, estas son: Ory Or; Ory Org Ory
Ory 0 Ory Ory Ory Ory Ory Or;. En los dos casos
mencionados, los cuadrados ¢y, cs, ..., Ck—1 presen-
tan una orientacién compatible, pero el cuadrado
C¢r queda con la orientacién u. Esto contradice la
representabilidad de W-.

Para el analisis de W, se pueden orientar com-
patiblemente todos los cuadrados €1,C2, ..., Ck, Sin
que ocurra la orientacién u, con una orientacién
de este tipo, el aro nunca queda orientado en una
sola direccién. Considérese cualquier orientacién
de Ws que evite la orientacién 1 de sus cuadra-
dos, esta orientacién nos induce un signado anti-
simétrico de la matriz Ag. Esta matriz cumple la
condicién de los determinantes para los X C V
tales que | X |[= 2y | X |= 4. Sélo resta consid-
erar F' = {1,2,3,4,5,6} que corresponde al aro de
Ws. Considérense las orientaciones de Cs, el cir-
cuito con seis aristas, hay dos clases disjuntas de
orientaciones, lldmense estas Or 4 y Orp. Se dirg
que dos orientaciones pertenecen a una misma clase
si se puede pasar de una a otra mediante un nimero
finito de operaciones conmutador, aplicadas a los
vértices de Cs. Sea Ory4 la orientacién que tiene
un ndimero par de aristas orientadas en cada di-
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reccién y Orp la orientacién que tiene un ntimero
impar de aristas en cada direccién. Se tiene que
detsF = 0 con Oryg y detzF # 0 con Org, pero
detoF = 0. Luego si Dw, es GF(3)-representable,
el aro debe tener la orientaciéon Or 4.

Esto no es posible si todos los cuadrados
tienen una orientacién distinta de la orientacion pu.
Por lo tanto, no existe una orientaciéon para W
que se traduzca en una representacién de Dy, so-
bre GF(3). Esto contradice la suposicién inicial.

Falta mostrar que Dw,, Dw, ¥y Dw, son mini-
males, no representables sobre GF(3), con matrices
antisimétricas. Debido a la simetria de D, , sélo
se deben analizar cuatro menores elementales dis-
tintos, para cada Dw,:

DWk\{O}vDWkO{O}vDWk\{x} yDWk O{‘T}
conz € {l,...,k}.

Para Dy, se tiene que sus cuatro menores ele-
mentales son A-equivalentes, es decir, partiendo de
uno de sus menores elementales se pueden obtener
los restantes realizando complementaciones locales
sobre las aristas de su grafo fundamental. El grafo
funfamental de Dw, \ {5} es un ciclo Cs, una
orientacién de Cs que corresponde a una repre-
sentacién ternaria del delta-matroide, se obtiene
orientando todas las aristas para formar un ciclo
dirigido en un sélo sentido.

Para Dw,, Dw, \ {6} es isomorfo a Dw, o
{6}, luego basta exhibir las orientaciones de los
grafos fundamentales correspondientes a Dy, \ {6}
vy (Dw, 0 {0})A{6}. Estas aparecen en la siguiente
figura , en el orden mencionado. Dw, \ {0} es iso-
morfo a Cg, la orientacién se obtiene orientando las
aristas de Cg, en un sélo sentido.

i 2 3

[
FS
-

Para Dy,, se exhiben los grafos fundamen-
tale corresponden a una G F(3)-representacién para
cada uno de sus menores elementales. En la figura

que aparece a continuacidn, aparecen en el sigu-
iente orden: Dy, \ {7}, (Dw, o {T})A{6} y (Dw, 0

{op)a{7}.

El grafo fundamental correspondiente al
menor Dw, \ {0} es un circuito con 7 aristas orien-
tadas en un sélo sentido. O

Proposiciéon 1 Dy, y Dw, son GF(3)-
representables, mediante matrices antisimétricas.

Demostracion. Para demostrar esta proposicién,
basta exhibir las matrices de representacion de Dy,
y Dw,. Ver [14]. O

Sean € Zt. Para n > &, se dan algunas
reducciones sobre W,, que corresponden a una sim-
plificacién de los delta-matroides Dy, , por medio
de toma de menores.

Las férmulas de reduccién estéan referidas a la
etiquetas originales de W,. Las reducciones que
se proponen involucran complementaciones locales
sobre algunas aristas del grafo W,. Este proceso
preserva la estructura de los delta-matroides involu-
crados. También, con el objeto de tener claridad al
describir las reducciones sobre la rueda W, , se de-
notara una arista uv como €l conjunto formado por
sus vértices, es decir {u,v}.

REDUCCION 1.

Sea n = 3k. La reduccién consiste en realizar
una complementacién local sobre cada arista de
W,, de la forma (2+3¢,3+3{) coni=0,...,k~1;
seguida del borrado de los vértices que forman las
aristas anteriores, es decir:

(Dw, A{2,3}A..A{2+3(k—1),3+3(k— 1))\ {2}\
GBI\ {243k - DI\ {3+3(k-1)}.
REDUCCION R.
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Se define un 6 — segmento sobre una rueda
W, como una sucesién de seis aristas consecutivas
sobre el aro de W,,. Asi mismo se define un cuas:
6 — segmento, como cualquier sucesién de menos
de seis aristas consecutivas sobre el aro de W,,.

PROCESO DE LA REDUCCION R:

Sea W,, una rueda con sus vértices etiquetados
como de costumbre. Para n > 9.

1. Considérese la siguiente descomposicién de
n: n = 6s+r, s es el nimero de 6-segmentos
en W,, v r es el ndmero de aristas del cuasi 6-
segmento restante, se toman consecutivamente los
s 6-segmentos iniciando con el 6-segmento con
vértices etiquetados del 1 al 7.

2. Paso general de la reduccién:

Este paso se efectia sobre cada 6-segmento.
Considérese el k-ésimo 6-segmento, k € {0,...,s —
1}. La numeracién en los 6-segmentos es la inicial.

La reduccién sobre el 6-segmento k, se hace
como sigue:

i. A{2+6Kk,3+6k} A{3+6k,4+6k} A{5+
6k,6 + 6k},

ii. \{24 6k} \ {3+6k}\ {5+ 6k} \ {6+ 6k}.

Cada vez que se efectiia este paso, se eliminan
cuatro vértices del k-ésimo 6-segmento de W,. El
paso 2 se realiza para cada k, con k € {0,...,s —1}.

3. No se hace ninguna operacién sobre el cuasi
6-segmento. Este forma parte de la rueda reducida.

Proposicién 2 Sean € Z, n > 8. Todo delta-
matroide rueda Dw, se puede reducir a Dw,, Dw,,
Dw, o Dw,, dependiendo de la clase de n, médulo
4. Seann =4k +j, j € {0,1,2,3}. Para k > 2,
Dy, se reduce a:
Wy sin =0 mod 4,
We sin =2 mod 4,

Ws sin=1 mod 4,
y W7 sin=3 mod 4.

Demostracién. Para n > 8, efectuando una o
mas veces la reduccién R, se obtiene la proposicion.
O

Proposicién 3 Los delta-matroides rueda Dyy,,,
para k € Z% son GF(3)-representables mediante
matrices antisimétricas.

Demostracion. Se cumple la proposicién, pues
toda rueda Wy, con k € Z1 tiene una orientacién
compatible. Partiendo de la orientacién Or; Or;
Orq Or,, esta se repite k veces para Wyy:

07‘1 07"1 OT‘Q 07‘2 .
veces). O

Como corolario de la proposicién anterior, se
tiene el siguiente teorema:

.. Ory Ory Ory Orq (k

Teorema 2 Dw,,Dw, y Dw, son los 4nicos
delta-matroides rueda minimales no representables
sobre GF(3) con matrices antisimétricas. O

4 Dos familias de delta-
matroides no  ternarios
cuyos grafos fundamentales
son ruedas parciales.

I. Sea W36, el delta-matroide que tiene como grafo
fundamental a la rueda parcial alternante con Cg
como aro y el vértice central unido con cada uno de
los vértices del aro que tienen una etiqueta impar.

Proposicién 4 Sea k > 5. Todo delta-matroide
Dy, ,. cuyo grafo fundamental es una rueda parcial
alternada, no es ternario, si k es impar.

Demostracion. Dw, ,, no es ternario, pues
contiene como menor a Dy, ;. La afirmacién ante-
rior se cumple, pues toda rueda parcial alternada
Wi 2k, numerando sus rayos consecutivamente con
las etiquetas impares de 1 a k , sobre el aro y con 0
como etiqueta del centro, se reduce a Wik—2),2(k—2)
efectuando las siguientes operaciones:

(A{2k, 2k —1}A{2k—2,1}\ {2k} \ {2k —1})\
{2]{: - 2} \ {1}, sobre Wk,2k- O

II. Sea DW4R=(VW4R?‘7:W4R) con VW4R
{0,1,...,6} y que tiene como grafo fundamental a:

Q

&

Se puede ver que Dw,, es una obstruccién
para ternaridad de delta-matroides, usando una
matriz antisimétrica como la matriz de repre-
sentacién, ver [14,15].

Considérese la siguiente familia de grafos
que son ruedas parciales con 4 rayos. Sean
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k1 y ko ndmeros enteros positivos, considérese
W, 31 3%2 44 con el vértice central etiquetado con
0 y los vértices del aro con el etiquetado acostum-
brado. Se toman 3 rayos que tienen uno de sus ex-
tremos en los vértices del aro, que tienen etiquetas
consecutivas, sin pérdida de generalidad, se pueden
considerar los rayos: 01, 02 y 03. Se borran los 3
rayos siguientes, se conserva el rayo 03 +4 y se
borran los siguientes 32 rayos.

Si se consideran los delta-matroides
DW4,ak1+skz e inducidos por los elementos de
la familia de ruedas parciales introducidos anteri-
ormente, se tiene que todo delta-matroide que es
un elemento de esta familia contiene como menor
a Dw,,. Para ver que es un menor de D, para
todo D € DW4,3’°1+3’°2+4’ se efectiian operaciones
de toma de menores usando técnicas similares a la
Reduccién 1. Ademds Dw,, es un menor minimal
no ternario para la familia Dw, . ., .- Este
dltimo hecho se puede enunciar en la siguiente
proposicién.

Proposicién 5 Dw,, es un menor de todo delta-
matroide que es un elemento de la familia de delta-
matroides Dw_ ., i, - Ademds Dw,, es una
obstruccién para GF(3)-representabilidad de delta-
matroides mediante matrices antisimétricas. O
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