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Digrafos endo-circulantes: un resumen

1

J.M. Brunat y M. Maureso?

Resumen

Se han utilizado numerosas familias de digrafos para
modelar redes de interconexién. Los digrafos endo-
circulantes son un marco general en el que tienen cabida
la mayoria de estos modelos. En este resumen se hace
una revisién de los resultados que se tienen acerca de
los digrafos endo-circulantes.

1 Introduccion

Dado un grupo abeliano A, un subconjunto A
de A y un endomorfismo ¢ de A, el digrafo
endo-circulante G (¢, A) tiene como conjunto de
vértices A y cada vértice z es adyacente a ¢(z) +a,
para todo a € A. A los elementos de A los llamare-
mos colores o pasos.

La definicién proviene del intento de dar una
definicién genérica en la que enmarcar familias uti-
lizadas en contextos diferentes, principalmente en
la modelizacién de redes de interconexién. Veamos
algunos ejemplos.

Los digrafos de de Bruijn B(d, k), analizados
inicialmente en el contexto de registros de desplaza-
miento, constituyen una familia de digrafos estudi-
ados como modelo de redes de interconexién y de
sistemas multiprocesadores, pues tienen didmetro
pequeno y disponen de un protocolo simple de co-
municacién [9]. Un digrafo de de Bruijn B(d, k)
tiene como vértices las secuencias x5 ...Zg, con
z; € {0,1,...,d — 1}, y cada vértice 1z2...T%
es adyacente hacia los vértices z5...zrz, para
todo z € {0,1,...,d — 1}. Un digrafo B(d,k) es
un digrafo endo-circulante G4(¢,A), siendo A =
ZE, el endomorfismo ¢ el shift hacia la izquierda
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¢(:L‘1.’IJ2...IL‘/C) =To...TpL1,y A= {(O,,O,CL‘) €
Zk}.

Otra familia de digrafos propuesta como mod-
elo de redes de interconexién es la de los digrafos
c-circulantes, introducidos y estudiados por Fiol,
Mora y Serra [18, 19, 22, 5], que se definen como
sigue: dados un entero positivo IV, un subconjunto
A CZn,yc€ ZLn, el digrafo c-circulante Gy (c, A)
tiene como conjunto de vértices Zy y como ar-
cos los pares (z,cz + a), para todo a € A. Si
tomamos A = Zy y el endomorfismo ¢ definido
por ¢(z) = cz, el digrafo c-circulante Gy (c, A) es el
digrafo endo-circulante G 4(¢, A). Cuando el con-
junto de pasoses A = {e,e+h,--- ,e+(d~1)h} =
e+ [0,d — 1]k, con e,h € Zy y el orden de h en
Zn mayor que d, tenemos los digrafos consecutivos
introducidos en [2]; si A = 1 se obtienen los digrafos
d-consecutivos presentados por Du, Hsu, Hwang et
al., de los cuales han estudiando, por ejemplo, la
conectividad y la hamiltonicidad, [11, 12, 13].

Los digrafos de Cayley son buenos modelos de
redes de interconexién de arquitecturas paralelas,
pues el hecho que sean vértice-transitivos permite
disponer de estrategias de encaminamiento y es-
quemas de comunicacién comunes para todos los
vértices. Dado un grupo A y un subconjunto S de
A, el digrafo de Cayley Cay(A,S) tiene por con-
junto de vértices A y por arcos los pares ordenados
(z, sz), para todo s € S. Cuando A es un grupo
abeliano finito el digrafo Cay(A,S) es un digrafo
endo-circulante G 4(I, S), siendo I el endomorfismo
identidad. Si A = Zy, al digrafo se le llama circu-
lante.

Los ciclos generalizados completos C(d,n) =
Cay(Z, x Zq,{(1,z) : = € Z4}) y sus linea it-
erados C(d,n,k) = L*~1C(d,n) constituyen otro
ejemplo de digrafos endo-circulantes: tomando
A=1Z,xZ A= {(,0,...,0,z); € Zg} y
(i, 21,22, ..., 2%) = (i, T2, . .., Tk, 1), Se tiene que
Ga(¢,A) >~ C(d,n, k). Estos digrafos han sido es-
tudiados en diversos contextos. Fiol et al. a [15] los
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introducen como modelos de memorias dindmicas
vectoriales con ciertas coloraciones, Preager en {20]
analiza la arco-transitividad, y Brunat et al. en [1]
estudian su caracter Cayley y su relacién con los
cddigos ciclicos.

Otros digrafos que han merecido especial
atencion son los digrafos mariposa, en este caso
por su alta transitividad y por la facilidad con
la que se pueden adaptar algoritmos FFT (Fast
Fourier Transfom) a su topologia [9]. Un digrafo
mariposa WDB(d,n) (Wrapped Directed Butter-
fly) tiene por vértices los elementos de Z, x Zj
y cada vértice (i.Zg,...,%n—1) €s adyacente hacia
los vértices (i + 1,%q, .-, Tim1, 2, Tit1s--+>Ln-1)s
para todo z € Zy. El digrafo mariposa WDB(d,n)
es isomorfo al digrafo C(d,n,n), por lo tanto es
también un digrafo endo-circulante.

El presente resumen se organiza como sigue.
En la segunda seccién se presenta la caracteri-
zacién del la conexién fuerte de los digrafos endo-
circulantes, cuyas referencias son [6, 17]. A con-
tinuacién se estudia la estructura en relacién a las
componentes conexas y la caracterizacién de los
digrafos que son ciclos generalizados, {6, 17]. La
cuarta seccién se dedica a la simetria de estos di-
grafos, particularizando en el cardcter Cayley de
los de grado dos y en los automorfismos cromaticos
de los digrafos consecutivos, [2, 5, 6, 4, 17]. En
la quinta seccién se da la caracterizacién de los
digrafos linea, as{ como una construccién de di-
grafos linea iterados endo-circulantes, [4, 17]. Enla
seccion de hamiltonicidad presentamos condiciones
suficientes para que un digrafo endo-circulante sea
hamiltoniano, usando tres técnicas distintas: la del
digrafo linea, la de enlazar ciclos, y la del factor
grup lemma, [4, 17].

2 Conexion

Normalmente, la primera condicién para que un
digrafo sea un buen modelo de algin tipo de red
es que sea fuertemente conexo. La caracterizacion
de los digrafos endo-circulantes que son fuerte-
mente conexos se ha realizado estudiando previa-
mente esta propiedad para los digrafos con endo-
morfismo nilpotente y para los que tienen endo-
morfismo biyectivo. Con la aplicacién del lema de
Fitting, se obtiene la caracterizacién de la conexion
fuerte en general.

Recordemos que, dado un grupo abeliano
finito A v un endomorfismo ¢ de éste, el lema
de Fitting asegura la existencia de un entero pos-
itivo 7 = r(¢) tal que el endomorfismo ¢jxer ¢ €8
nilpotente, el endomorfismo ¢y1m 4~ es biyectivo y
A es la suma directa de los dos subgrupos Ker ¢ y
Im ¢". Con esto, la conexién fuerte de G 4(¢, A) es
equivalente a la conexién fuerte de los dos digrafos
G = GKer¢r(¢7 A/) y G’ = GIm ok (¢ A”), donde
A’ y A” son los conjuntos de las proyecciones de
los elementos de A sobre Ker¢” y Im ¢”, respecti-
vamente. La condicién (i) del Teorema 1 es equiv-
alente a la conexién fuerte de G’ y la condicién (ii)
es equivalente a la de G”'.

Utilizaremos la siguiente notacién. El sub-
grupo de las diferencias de G 4(¢, A) es el subgrupo
D de A generado por el conjunto {¢*(a—b) : a,b €
A, k > 0}. Se definen los endomorfismos s;(¢) de
la siguiente manera:

50(¢) =0, si(¢) =T+ ¢+ > +---+¢"1, i>1,
donde I el automorfismo identidad.

Teorema 1 Sea G = Ga(¢,A) un digrafo endo-
circulante, 1 = 1(d) y m el indice de ¢"(D) en
¢"(A). Entonces, G es fuertemente conezro i, Y
solo si,

(i) el conjunto A contiene un sistema de represen-
tantes de A/d(A); y

el conjunto {s;(¢)(¢"(a)) : 0 <i<m—1} es
un sistema de representantes de ¢"(A)/¢7 (D).

En el caso de digrafos c-circulantes, estas
condiciones traducidas a términos aritméticos, son
las que anteriormente habian obtenido Mora et
al. [19].

3 Estructura

Componentes conexas La caracterizacién de la
conexi6n fuerte en funcién de la conexién fuerte
de los dos digrafos G’ i G” sugiere el estudio
de los digrafos endo-circulantes con endomorfismo
nilpotente por una parte y con endomorfismo
biyectivo por otra. Los digrafos endo-circulantes
con endomorfismo nilpotente resultan ser siempre
débilmente conexos; en cambio, si el endomorfismo
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es biyectivo, el digrafo puede tener componentes
conexas que seran, a su vez, digrafos fuertemente
conexos. Se obtiene entonces que un digrafo endo-
circulante G = G4(¢,A) tendrd tantas compo-
nentes conexas como G| y éstas seran fuertemente
conexas si, y s6lo si, G’ es fuertemente conexo.

Se ha particularizado el estudio para los di-
grafos funcionales, es decir, los digrafos endo-
circulantes G 4 (¢, {0}). En el caso de endomorfismo
nilpotente los digrafos son arborescencias con un
lazo en el vértice desagiie, y para el caso de auto-
morfismo los digrafos son reuniones de ciclos dis-
juntos. Esto da la estructura de un digrafo endo-
circulante arbitrario de un paso. Ademds, se han
determinado los vértices que hay en cada nivel de
la arborescencia G’ y el nimero de ciclos de &,
cuando el grupo A es ciclico.

Ciclos generalizados Un digrafo es un m-
ciclo  generalizado si existe una m-particién
Vo, ..., Vin—1 del conjunto de los vértices tal que,
si (z,y) es un arco y z € V;, entonces y € Vigq
(los subindices se toman médulo m). A los conjun-
tos V; se les llama conjuntos estables del digrafo.
Un digrafo se llama ciclo generalizado si es un m-

ciclo generalizado para alguna m > 1. Un digrafo

es equialcanzable si existe un entero £ > 0 tal que
para todo par de vértices z,y existe un z-y recor-
rido de longitud £. Fiol et al. {14] demostraron que
todo digrafo fuertemente conexo es un ciclo gen-
eralizado o bien un digrafo equialcanzable. En el
teorema siguiente se determinan los digrafos endo-
circulantes que son ciclos generalizados y sus con-
juntos estables.

Teorema 2 Sea G = G4(¢,A) un digrafo endo-
circulante conezo, r = r(¢) y m el indice de ¢" (D)
en ¢"(A).

(i) Eldigrafo G es un m-ciclo generalizado de con-
Juntos estables
Vi = 5:(¢)(¢"(a)) + D+ Ker ¢,
0<i<m-—-1, a€A.

(ii) El digrafo G es un k-ciclo generalizado si, y
s0lo si, k divide a m.

La estructura de un digrafo endo-circulante
como ciclo generalizado se utiliza en el estudio de
la simetria i en el estudio de la hamiltonicidad.

4 Simetria

Caricter Cayley Ya hemos comentado en la in-
troduccién la ventaja que supone la vértice tran-
sitividad, una propiedad que tienen los grafos de
Cayley. El Teorema 3 da una condicién suficiente
para que un digrafo endo-circulante sea de Cayley.

Teorema 3 Sean G = G4(¢,) un digrafo endo-
circulante fuertemente conezo y m el indice del sub-
grupo D en A. Si ¢™ = I, entonces G es isomorfo
a un digrafo de Cayley.

Digrafos de grado 2 En [3] se dan las condi-
ciones necesarias y suficientes para que, fijados
un digrafo endo-circulante y un digrafo de Cay-
ley, ambos de grado 2, sean isomorfos. A partir
de ese resultado, se caracterizan los digrafos endo-
circulantes de grado dos que son circulantes:

Teorema 4 Sea G = G4(é, {a1,a2}) un digrafo
endo-circulante fuertemente conezo con o £ 1Ty
r =1(¢). Sean § = |D| y m el indice de D en
A. Seary el entero tal que s, ($)(a1) = v(a; — az),
0 <y <é~—1. Entonces, el digrafo G es circulante
s, y s6lo si, se da una de las siguientes condiciones:

i) m>1yd=2;

(ll) m > 11 i > 2: ((b—l)(al —-(12) = 0:
med(vy,d,m) =1 y ¢ es un automorfismo;

(i) m>1,6>2, (¢4 (a1 — az) =0, m es par,
med(—y +m/2,6,m) =1 y ¢ es un automor-
fismo.

Si se da el caso (i), entonces G ~ G (1, {1,m+1}),
donde N = [A|. Si se da uno de los dos ltimos
casos, se asigna N = |A|, v* = v en el caso (ii)
YY" = —7v+m/2 en el caso (iii). Los pasos del
digrafo Gn(1, {b1,b2}) isomorfo a G son:
by =mecd(v*,8) i by=b —mt (mod N),

donde (t, z) es una solucion de la identidad de Be-
zout by = 26 + ty* tal que med(t,d) = 1.

Automorfismos conservadores de colores
Una arco-coloracién de un digrafo d-regular G =
(V,E) es una aplicacién que asigna a cada arco
(z,y) € E un elemento, llamado el color del arco,
de un conjunto A de cardinal d, y de forma que para
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todo x € V los d arcos con vértice inicial z tienen
color diferente, asi como los d arcos con vértice fi-
nal z. Si ¢ es biyectivo, un digrafo endo-circulante
G = Ga(¢,A) admite una coloracién natural asig-
nando a cada arco (z,¢(z) + a) el color a € A.
Los automorfismos f de G tales que existe una per-
mutacién o5 de A tal que si el arco (z, y) tiene color
a entonces (f(z), f(y)) tiene color o¢(a) forman el
grupo Aut®(G,A) de los automorfismos permuta-
dores de colores. Los automorfismos f tales que o f
es la identidad se laman conservadores de colores y
forman también un grupo denotado por Aut(G, A).
En (2] se obtiene informacién acerca de estos sub-
grupos de Aut{G), pero para digrafos consecutivos
puede darse su estructura completa.

Teorema 5 Sea G = Gn(c,A) un digrafo consec-
utiwo, con med(N,c) = med(N,h) = 1 y conjunto
de colores A = e+[0,d—1]h. Sea g = mcd(N,1—c),
definimos g1 = (1 -c¢)/g) ' mod N/g sic# 1y
g =0stc=1.

(i) Sid # N -1y g no divide 2e + (d — 1)h,
entonces Aut*(G,A) = Z,. Los automorfis-
mos permutadores de colores son  — x +
AN/g, 0<A<g-1.

(ii) Sid# N —1 yg divide 2e+ (d ~ 1)h, entonces

Aut™(G,A) = {1,-1} x Z,. Los automorfis-

mos permutadores de colores son x — x + )\%,

yzr——>—.’v+2—6ﬂ3—ﬂgl+/\%,05)\§g—l.

(iii) Sid=N-1, sea e; = mcd(g, h—e). Entonces
Au*(G) = (23 n (14 22,V xZ,. Los au-
tomorfismos permutadores de colores son z +—
pT + ——-J—(p_l)gh_e)gl +AE,0<A<g-1y

pEZyN(1+(g/e1)Zn).

Teorema 6 Sea G = Gn(c,A) un digrafo consec-
utiwo, con med(N,c) = med(N,h) = 1 y conjunto
de colores A = e+{0,d—1}h. Sea g = mcd(N,1—c).
Entonces, Aut(G,A) = Z, y los automorfismos
conservadores de colores son z — x + AN/g, 0 <
A<g—1.

Hemos estudiado la accién de los grupos per-
mutadores de colores sobre los vértices. En relacién
al primer caso del Teorema 5, el grupo Aut*(G, A)
no es transitivo. En cuanto al segundo caso, re-
sultan ser equivalentes (i) Aut*(G,A) es regular;

(i) Aut™(G,A) es transitivo; (iil) ¢ = N/2 i
(2e + (d — 1)H)/G es impar. Para el tercer caso
del teorema, se tiene la caracterizacién de la tran-
sitividad y regularidad sélo cuando el orden del di-
grafo es una potencia de un nimero primo. Nétese
que la obtencién de un subgrupo de automorfismos
que actia regularmente sobre los vértices implica,
por el teorema de Sabidussi [21], que el digrafo en
cuestion es de Cayley.

5 Digrafo linea

El digrafo linea de un multidigrafo M = (V, E) es
un digrafo LM cuyos vértices son los arcos de D,
y cada vértice (z,y) es adyacente a los vértices de
la forma (y,z). Un digrafo es linea si G = LM,
para algin multidigrafo M. Entre otras buenas
propiedades, la técnica del digrafo linea iterado per-
mite multiplicar por el grado el niimero de vértices
de un digrafo y, en cambio, aumentar en sélo una
unidad el didmetro. Hay varias caracterizaciones
de digrafos linea, ver Proposicién 8.4 en [16], una
de las cuales es la siguiente: sea I'*(z) el con-
junto de vértices del digrafo adyacentes desde z;
entonces, un digrafo G es un digrafo linea si, y sélo
si, [ () NT¥(y) =0 o T*(z) = It (y) para todos
los vértices z,y de G. El siguiente teorema ex-
presa esta condicién de forma maés algebraica para
digrafos endo-circulantes.

Dado un digrafo endo-circulante G =
Ga(,4), se define §(G) = {z € A:T*(z) = A},
que es un subgrupo de A.

Teorema 7 Sea G = G4(¢,A) un digrafo endo-
circulante.  Entonces, las afirmaciones siguientes
son equivalentes:

(a) G es un digrafo linea;
(b) a+¢(8(G)) = An(a+¢(A)), para todo a € A;

(c) existe un subgrupo K de ¢(A) tal que a+ K =
AN (a+ ¢(A)), para todo a € A.

Se tienen algunas condiciones suficientes que
permiten construir digrafos endo-circulantes linea
de forma facil: si A es un sistema de representantes
de A/¢(A), o bien A es un subgrupo de A, entonces
el digrafo Ga(¢,A) es linea. En el caso en que ¢
sea un automorfismo, el digrafo es linea si, y sélo
si, A es una clase lateral de un subgrupo de A.
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Mora, Serra y Fiol {19] caracterizaron los di-
grafos c-circulantes G = Gn(c,A) que son linea
en los siguientes términos. Sea g = mcd(c, N), y
para k € [0, — 1], se define Ay = {a € A:a =
k(modg)}. Entonces, G es un digrafo linea si, y
solo si, existe un divisor p de N tal que

(i) Akl es 0o N/p, paratodo k, 0 < k<g—1,y

(ii) si [Ag| # 0, entonces Ap = {by + Ap : A €
[0,1Ak] - 1]}.

Para los digrafos consecutivos hemos obtenido la
siguiente caracterizacidn.

Teorema 8 Sea G = Gn(c,A) un digrafo consec-
utwo con A = e+ [d — 1}h, y sea g = med(N, c).
Entonces, G es un digrafo linea si, y sdlo si, d <
g/mcd(g,h) 0o d = N/med(N, h).

Bajo ciertas restricciones, los digrafos endo-
circulantes son linea de otros digrafos endo-
circulantes. Dado un digrafo endo-circulante G =
Ga(#,A) y un subgrupo B de A tal que ¢(B) < B,
se define de forma natural el digrafo endo-circulante

G/B=G4/5(4,A)

donde A = {a € A/B :a € A} y el endomorfismo
¢ se define como ¢(Z) = ¢(x), para todo 7 € A/B.

Teorema 9 Sea G = G4(¢,A) un digrafo endo-
circulante que es linea. Supongamos que los ele-
mentos de A pertenecen a diferentes clases médulo
8(G). Si G no tiene vértices fuente y ¢(6(G)) <
8(G), entonces G = L(G/8(G)).

Corolario 10 Sea G = G 4(¢,A) un digrafo endo-
circulante que es linea. Si G no tiene vértices
fuente, &(6(G)) < 6(G) y |#(A)| = A, entonces
G = L(Gya) (¢, 6(A))).

En un grupo ciclico Zy todo subgrupo es in-
variante para cualquier morfismo del grupo, y cada
cociente es un grupo ciclico. Por lo tanto, si un
digrafo c-circulante G es un digrafo linea lo es de
otro digrafo c-circulante (con o sin arcos miltiples),
conclusién a la que llegaron Mora et al. en [19).

Acabamos la seccién exponiendo una manera
de construir familias de digrafos linea iterados que
a su vez también son endo-circulantes.

Teorema 11 Sea G = G 4(¢,A) un digrafo endo-
circulante con A un subgrupo de A. Entonces, L*G
es un digrafo endo-circulante, para todo k > 1.

6 Hamiltonicidad

Técnica del digrafo linea Una manera de
garantizar que un digrafo G és hamiltoniano es
obteniendo un subdigrafo G generador, regular y
fuertemente conexo, tal que sea linea de algtin mul-
tidigrafo M. Asi, puesto que G es regular y fuerte-
mente conexo, M es euleriano, y por tanto G = LM
es hamiltoniano y G también. Con este método Du
et al. [11] prueban que los digrafos d-consecutivos
Gn(c,A) con A = e +[0,d — 1}, med(N,c) > 1y
fuertemente conexos, son hamiltonianos. En gene-
ral:

Proposicién 12 Sea G = G4(¢,A) un digrafo
endo-circulante. Si existe un subconjunto A C A
tal que G = G 4(9,A) es un digrafo linea fuerte-
mente conexo, entonces G es hamiltoniano.

En particular, si [A] = 2 ¥y ¢ no es un au-
tomorfismo, G es hamiltoniano. En el caso de los
digrafos consecutivos con morfismo no biyectivo, se
tiene

Teorema 13 Sea G = Gn(c,A) un digrafo con-
secutivo fuertemente conezo, con A = e+[0,d—1]h
ymcd(e, N) > 1, entonces G es hamiltoniano.

Este resultado no se puede generalizar para
los digrafos c-circulantes. Por ejemplo, el di-
grafo G30(2,{7,10,12}) es fuertemente conexo y
mcd(30,2) = 2 > 1, pero no es hamiltoniano.

Enlazar ciclos Una técnica clasica para obtener
ciclos hamiltonianos de un digrafo G es tomar un 1-
factor F de G e ir uniendo los ciclos de F usando ar-
cos de G seleccionados siguiendo ciertas estrategias.
Esta técnica es la que usaron Chang et al. [7] para
probar que los digrafos d-consecutivos G (c, A) de
grado mayor o igual a 4 y med(N, ¢) = 1 son hamil-
tonianos. Siguiendo las ideas presentadas en [11]
y [7] para enlazar ciclos, y teniendo en cuenta
la caracterizacién de ciclos generalizados de los
digrafos endo-circulantes (Proposicién 2), hemos
obtenido condiciones suficientes para la hamiltoni-
cidad de ciertos digrafos endo-circulantes con mor-
fismo biyectivo.

Teorema 14 Sea G = G4(¢,A) un digrafo endo-
circulante fuertemente conezo, D el subgrupo de las
diferencias de G ym = |A : D|. Supongamos que ¢
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es biyectivo, D es ciclico generado por un elemento
h, v que A contiene un conjunto de la forma e +
[0,d - 1)A.

(i) Sid >3, entonces G es hamiltoniano.
(ii) Sid =4 ym =1, entonces G es hamiltoniano.

(iti) Sid =4, m > 1y Ga(o,{e+ h}) tiene como
mucho un ciclo de longitud m, entonces G es
hamiltoniano.

(iv) Sid =3 y el nimero de ciclos G (¢, {e + h})
es < m-+ 1, entonces G es hamiltoniano.

Como consecuencia se obtiene que los digrafos
consecutivos de grado 5 o mas son hamiltonianos.

Factor group lemma Los resultados que vienen
a continuacién se han obtenido usando técnicas
utilizadas en el contexto de los digrafos de Cay-
ley [8, 23, 24]. La idea consiste en, dado un digrafo
endo-circulante G = G 4(¢, A), considerar un sub-
grupo B de A de forma que el digrafo cociente G/B
(definido en la seccién 5) sea hamiltoniano, y de tal
forma que si un ciclo hamiltoniano de G/B cumple
cierta condicién, entonces G es hamiltoniano.

Sea G = G 4(¢, A) un digrafo endo-circulante.
Si ay,a2,...,a,, € A, la secuencia ajaz---am
denota el camino que empieza en el vértice
0 y prosigue siguiendo los arcos de colores
a1,Q2,...,0,, en este orden. Si n es un entero
positivo, nxay - - - a, denota la concatenacién de n
copias de aj - - - Q.

Teorema 15 (Factor Group Lemma) Sea G =
Ga(¢,A) un digrafo endo-circulante con ¢ un au-
tomorfismo, y B < A de orden n e indice m tal
que ¢(B) < B. Supongamos que @Gz - - 8m, CON
ai,....am € A, es un ciclo hamiltoniano en G/B
y que el elemento ho = 3 .-, $™ *(a;) de B satis-
face

B = {si(¢™)(ho) : k € [0,n — 1]}

Entonces, n x ajaz - -+ ar, es un ciclo hamiltoniano
de G.

Un subgrupo paradigmatico en la aplicacién
de este teorema es el subgrupo de las diferencias D,
pues G/D es un ciclo, si G es fuertemente conexo.

El arc-forcing subgroup o subgrupo de Rankin
de G = G 4(¢,A) es el subgrupo R de D generado
por los elementos ¢~!(a; — a2), donde a;,as € A.
Por definicién, D es el subgrupo mds pequefio de
A que contiene a ¢(D) y a R. Por lo tanto, si
D es ciclico, R = D. En particular, si |A] =
2, se comprueba ficilmente que todo subdigrafo
de G l-regular v generador, los arcos incidentes
desde los vértices de una misma clase médulo R
tienen el mismo color. Asi, obtenemos la siguiente
proposicién:

Proposicién 16 (Arc-forcing subgroup) Sea G =
Ga(p,{b1,b2}) un digrafo endo-circulante con ¢
un automorfismo de A. Supongamos que D es
ciclico de orden n e indice m. Entonces, G es
hamiltoniano si, y sdlo si, existe una secuencia
G1,02,... ,Gm, @ € {b1,b2},tal que el elemento
ho = Y ix, ™ Y(a;) satisface

D = {se(6™)(ho) : k € [0,n — 1]}

Si se tiene m = 1 en la Proposicién 16, en-
tonces A = D es ciclico y el digrafo G es un digrafo
c-circulante. Serra et al. ya dieron la caracteri-
zacién de la hamiltonicidad para estos digrafos [22]
y, més particularmente, Du y Hsu la de los digrafos
d-consecutivos [10].
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