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Inmersiones celulares no caracterizables por menores

L. Bozal

Resumen

En este articulo, probaremos que los grafos que
admiten una inmersién en la pseudosuperficie B;#B;
no pueden caracterizarse mediante una lista de menores
prohibidos, donde B, es el toro estrangulado. Asimis-
mo probaremos este resultado para generalizaciones de
dicha pseudosuperficie.

1 Introduccién

En [6], Robertson y Seymour probaron que
toda superficie cerrada admite un teorema de
Kuratowski finito como consecuencia de que los
grafos sumergibles en ella pueden caracterizarse por
menores prohibidos. El mismo razonamiento sigue
siendo valido para pseudosuperficies con un solo
punto singular (ver [2]).

Sin embargo, si la pseudosuperficie tiene dos
0 mas puntos singulares, el conjunto de grafos min-
imales prohibidos puede que no sea finito. Sirai
y Gvozdjak [7] encontraron una familia infinita
de grafos minimales prohibidos para By y Boza,
Davila, Fedriani y Moyano encontraron familias in-
finitas de grafos minimales prohibidos para toda
pseudosuperficie obtenida identificando dos super-
ficies de género cualquiera por una cantidad finita
de puntos ([4]).

Cuando la pseudosuperficie consta de una
tnica célula con dos o mas puntos singulares, no
sabemos si posee un teorema de Kuratowski finito;
pero en este trabajo demostramos que los grafos
que admiten inmersiones en dichas pseudosuperfi-
cies no son caracterizables por menores.
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2 El doble toro estrangulado

El siguiente resultado, publicado en [3], car-
acteriza a los grafos que admiten una inmersién en
B;.

Teorema 1 Un grafo admite una inmersién en By
st y sdlo si algin corte suyo es plano.

A partir de este teorema podemos enunciar el
siguiente lema.

Lema 2 Sea H=Cy; xKy,+ K, yseau € V(H) el
vértice inducido por K. Entonces toda inmersién
de H en By lleva necesariamente a u en el punto
singular.

Demostracion: Sea v; con ¢ = 1,...,8 cada uno de
los vértices de H distintos de u.

Por el Teorema 1 se puede ver que H admite
una inmersién en B; sin m&s que cortar el vértice
u en dos vértices u; y ua, ambos de valencia 4, tal
como muestra la Figura 1 (a), y verificar que el
grafo resultante es plano.

Supongamos que H admite una inmersién en
By sin estar u en el punto singular. Si la inmersién
lleva un vértice v de H en el punto singular distinto
de u, el grafo inducido por el corte del punto singu-
lar en la pseudosuperficie debe ser plano y contiene
como subgrafo a H — v, con lo que H — v también
debe ser plano.

Si la inmersién lleva un punto interior de una
arista e de H en el punto singular, sea v un extremo
de e distinto de u. El grafo inducido por el corte
del punto singular en la pseudosuperficie debe ser
plano y contiene como subgrafo a H — v.

Pero si v es un vértice distinto de u, es facil
observar que H —v contiene una subdivisién de K,
con lo cual no es plano y llegamos a contradiccién
con la hipétesis de partida. n

A partir de este lema se tiene el siguiente re-
sultado.
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Figura 1: Inmersiénes en B; y B, #B;.

Teorema 3 Los grafos que admiten una inmersidn
en B1#B, no son caracterizables por menores.

Demostracion: Consideremos H = (Cyx Ko+ K 1)+
e+ (Cy x K3 + K,), donde e = {u,v} siendo u y
v los grafos inducidos por K en cada una de las
copias de Cy x K> + K (véase la Figura 1 (b)). A
partir de la inmersién de Cy x Ky + K; en B; que
nos muestra la Figura 1 (a) es facil construir una
de H en Bi#B; sin més que considerar dos copias
de la misma y anadir e, por ejemplo, por la cara
exterior (Figura 1 (b)). Por tanto H admite una
inmersién en By #B;.

Sin embargo H/e no admite una inmersién en
Bi1#B; ya que, elegidos dos vértices cualesquiera de
H/e y cortados ambos una vez de forma cualquiera
el grafo resultante no es plano al contener una sub-
divisién de K. Puesto que H/e es un menor de H ,
se tiene el resultado. |

3 Generalizacién a otras pseu-
dosuperficies

3.1 Pseudosuperficies esféricas

En general se conoce con el nombre de pseu-
dosuperficie esférica a aquella pseudosuperficie que
resulta de efectuar un nimero finito de identifica-
ciones de puntos en una cantidad finita de esferas.

Llamaremos C,, a la pseudosuperficie obtenida
identificando n puntos distintos de una esfera entre
si, para n > 2. Por tanto B; = C,.

La pseudosuperficie C,, puede obtenerse tam-
bién de la siguiente forma: consideremos en T,_1,
la suma conexa de n— 1 toros, n — 1 meridianos dis-

tintos tales que su interseccién es un tnico punto P
y cada meridiano pasa por una tnica asa. Entonces
Cr, resulta de contraer los n — 1 meridianos anteri-
ores al punto P (véase como ejemplo la Figura 2).

A partir de esta construccién obtenemos un
resultado interesante que usaremos posteriormente.

Lema 4 Toda inmersidn de un grafo en C,, induce
otra en Tp_y, conn > 2.

Puesto que C,, tiene un solo punto singular, los
grafos que admiten una inmersién en esta pseudo-
superficie son caracterizables por menores [2].

Consideremos ahora la pseudosuperficie Cpg=
Co#Cq, para p,g > 2. Observemos que
By #B1=C>,. El siguiente resultado nos muestra
que esta pseudosuperficie no admite una caracteri-
zacién por menores.

Teorema 5 Los grafos que admiten una inmersién
en Cpq mo son caracterizables por menores, con
pPg=>2.

Demostracion: Consideremos p + g — 2 copias del
grafo Cy x Ko+ K, y sean uy, ..., Up—1 Y V1, -, g1
los vértices inducidos por K, en las p — 1 primeras
copias y en las ¢ — 1 siguientes respectivamente.
Consideremos los grafos H, y H, obtenidos re-
spectivamente pegando los uy, ..., Up_1 €0 UL Nuevo
vértice que llamaremos u y los vy, -y Ug—1 €N un
nuevo vértice que llamaremos v. Definimos el grafo
H(p,q) = Hp + e+ H, donde e = {u,v}.

Por construccién el grafo H (p, q) es sumergible
en Cpq. Sea H la inmersién de Cy x Ko+ Kien B
que nos muestra la Figura 1(a). Pegando respecti-
vamente p — 1 y ¢ — 1 copias de H por los vértices
resultantes del corte de los u; y v; que quedan en
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Figura 2: Construccién de C3 a partir de T».

la cara exterior y anadiendo la arista {&@,?} donde
@ y v son los dos vértices que quedan al realizar los
pegamientos anteriores, obtenemos una inmersién
de H(p,q) en Cp,4. La Figura 1(b) muestra esta
inmersién en el caso p = q = 2.

Para concluir la demostracién, consideremos
el grafo H(p,q)/e = Hpyy—1. Vamos a probar a
continuacién que el grafo H(p, ¢)/e no admite una
inmersién en Cp 4, con lo que se tiene el resultado
ya que H(p,q)/e es un menor de H(p,q). Supong-
amos lo contrario. Vamos a llamar a y 8 a los dos
puntos singulares de Cp, 4, de entornos homeomorfos
al pegamiento por un punto de p y q discos abiertos
respectivamente, y w € V(H(p, g)/e) al vértice que
resulta de la contraccion de la arista e en H(p, q).

Consideremos una inmersién de H(p,q)/e en
Cp,q ¥y supongamos que 3 es un punto singular en
el que no es llevado w por dicha inmersién. El
grafo inducido en H(p, q)/e por el corte de S con-
tiene a H’', grafo resultante de borrar un vértice
en H(p,q)/e distinto de w. Por tanto H' admite
una inmersién en Cp. De ello tenemos, aplicando el
Lema 4, que H' admite una inmersién en T,—_;. Sin
embargo, H' tiene p+ ¢ — 2 bloques cada uno de los
cuales contiene un K5 por lo que v(H') > p+q—2,
mientras que ¥(Tp_1) = p — 1. Puesto que ¢ > 2
llegamos a contradiccién. [ ]

Una generalizacién de la pseudosuperficie an-
terior es la que definimos a continuacién.

Sean p; > ps > .. > p,. nimeros naturales
con p; > 2 para i = 1,..,7. Definimos Cp, .. , =
Cp #...#Cp, (ver Figura 3).

Los grafos sumergibles en esta pseudosuper-
ficie tampoco admiten una caracterizacién por
menores.

Teorema 6 Los grafos que admiten una inmersién
en Cp,, . p. Mo son caracterizables por menores,
donde py,...pr € N, py >py > ... > pr > 2.

Demostracién:  Consideremos el grafo H =
H(py,p2) U (r — 2)K5 donde H(p),p2) es el grafo
definido en la demostracién del Teorema 5 y u,v €
V(H(p1,p2)) y € € A(H(p1,q2)) se definen también
en dicha demostracién. Podemos construir una in-
mersién de H en Cyp, ... ». a partir de la de H(p;, ps)
en Cp, p, que nos muestra la demostracién del Teo-
rema 5 y de una de K5 en C». La Figura 4 nos
muestra una inmersién de H(2,2) U K5 en (2 2 2.
Al igual que en las anteriores demostraciones
concluiremos probando que H/e no admite una
inmersién en Cp, .. 5 . Supongamos lo contrario.
Consideremos una inmersién de H/e en Corvpn ¥
sea w € V(H/e) el vértice que resulta de la con-
traccién de la arista e en H. Consideremos el grafo
inducido por el corte de »r — 1 puntos singulares
de Cp,....p. en los que no es llevado w por dicha
inmersién. Este grafo contiene al grafo H' que re-
sulta de borrar r — 1 vértices de H/e distintos de w.
Por tanto H' admite una inmersién en C,, y, por
el Lema 4, en Ty, ;. Sin embargo H' contiene al
menos p; + p2 — 2 bloques con un Ky en cada uno
de ellos, por lo que y(H’) > p; + p2 — 2 mientras
que ¥(Tp,—1) = p1 — 1. Como ps > 2 llegamos a
contradiccién. [ ]

3.2 Pseudosuperficies no esféricas

Una pseudosuperficie no esférica resulta de
efectuar un nimero finito de identificaciones de
puntos en una coleccién de superficies al menos una
de las cuales tiene género (orientable o no) mayor
que uno. Denotamos por v(G) al género orientable
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Figura 3: La pseudosuperficie Cor,... po

/
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Figura 4: Una inmersién de H(2,2)UK;5 en Cyp95.

de un grafo G y por %(G) al género no orientable
de G.

El género orientable de un grafo es la suma del
género de cada uno de sus bloques (véase [1]). Esto
no es cierto en general en el caso no orientable. No
obstante se verifica el siguiente resultado.

Lema 7 Sea G un grafo y sean Giconi=1,..,n
sus blogues. Supongamos que v(G;) = 1 ¥y Y(G;) =
1 6 2, para todo i = 1,...n. Entonces Y(G) =

;W(Gi)-

Demostracion: En las hipétesis del enunciado,

ninguin bloque de G verifica la relacién Y=2vy+1.

En este caso %(G) = 2n — 3O u(G;) con u(G;) =
i=1

max{2 - 2v(G;),2 — (G;)} (véase [8)]).

Sean Gj,...,Gi los bloques de G con género
no orientable 1 y Gyq1,...,G, los blogues de G con
género no orientable 2. Entonces 1(G;) = 1 para
t=1,..,ky u(G;) =0vparai =k + 1,...,n. Por
tanto ¥(G) = 2n — k.

n
Por otra parte Y %(G;) = k + 2(n — k) =
=
2n - k. De ambas igéaldades se tiene el resultado.
u

Observemos que (Kg) = ¥(Ke) = 1; sin em-
bargo K¢ no admite una inmersién en B segiin el
Lema 1, ya que ningiin corte suyo es plano. Asimis-
moy(Cyx Ko+ K;) =1 ya que es sumergible en ;.
Sin embargo %(C} x K>+ K1) = 2, pues admite una
inmersién en la Botella de Klein (IP, (R)#P,(IR))
segin muestra la Figura 5(a) pero no la admite
en IP2(IR), al contener a uno de los subgrafos pro-
hibidos que nos muestra la Figura 5(b) (véase [5]).

Sean p; > po 2> ... 2 p, ndmeros naturales
con p; > 2 parai=1,...,r. Consideremos la pseu-
dosuperficie S #Cp,.....p., donde S es una superficie,
orientable o no, de género al menos uno. El sigu-
lente resultado nos muestra que esta pseudosuper-
ficie tampoco es caracterizable pOr menores.

Teorema 8 Los grafos que admiten una immersion
en S#Cp, ... p, Mo son caracterizables por menores,
donde S es una superficie YP1,-0r € N, py >
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Figura 5: Inmersién de Cy x K3 + K en Py (R)#IP;(IR) y uno de los subgrafos prohibidos para IP;(IR).
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Demostracion: Vamos a distinguir dos casos, segiin
sea S orientable o no orientable.

Caso L. S orientable: Consideremos el grafo
H = H(pi,p2) U (r — 2)K5 U gK¢ donde
g es el género de S, H(p1,p2) es el grafo
definido en la demostracién del Teorema 5
yuw,v € V(H(p1,p2)) v e € A(H(p1,q2))
se definen también en dicha demostracién.
Podemos construir una inmersién de H en
S#Cp,,...p. a partic de la de H(py,ps) en
Cpi,p. que nos muestra la demostracién del
Teorema 5 y sabiendo que K es sumergible
en C; y que gKg es sumergible en S por
el Lema 7. La Figura 6 nos muestra una
inmersién de H(2,2) U K5 U Kg en T#C22.2.

A continuacién probaremos que H/e no ad-
mite una inmersién en S#C,, ., . Suponga-
mos lo contrario. Consideremos una inmer-
si6n de H/e en S#Cp, . p. v seaw € V(H/e)
el vértice que resulta de la contraccién de la
arista e en H. Consideremos el grafo induci-
do por el corte de 7 — 1 puntos singulares de
S#Cp,.....p,. €n los que no es llevado w por dicha
inmersién. Este grafo contiene al grafo H' que
resulta de borrar r — 1 vértices de H/e distin-
tos de w. Por tanto H' admite una inmersién
en S#Cp, v, por el Lema 4 y el Teorema de
clasificacién de superficies de Brahana [9], en
S#T,, 1. Sin embargo H' contiene al menos
g+ p1 +p2 — 2 blogues con un K5 en cada uno
de ellos, por lo que v(H') > g+p1 +p2 — 2
mientras que Y(S#T,,~1) = g+p1 — 1. Como
p2 > 2 llegamos a contradiccién.

Caso II. S no orientable: Consideremos el

grafo H = H(p;,p2) U (r — 2)(Cy x
K> + K1) U gKg donde § es el género
no orientable de S, H(p;,p2) es el grafo
definido en la demostracién del Teorema 5
y w,v € V(H(pr,p2)) v e € A(H(p1,q2))
se definen también en dicha demostracién. -
Podemos construir una inmersién de H en
S#Cp,....p, a partir de la de H(p;,ps) en
Cpi,p. que nos muestra la demostracién del
Teorema 5 y sabiendo que C4 x K> + K es
sumergible en C; (Figura 1) y que §Kg es
sumergible en S por el Lema 7.

Supongamos que H/e no admite una inmer-
sién en S#Cy, ... p.. Consideremos una inmer-
sién de H/e en S#Cp,, . . y sea w € V(H/e)
el vértice que resulta de la contraccién de la
arista e en H. Consideremos el grafo inducido
por el corte de los r — 1 puntos singulares de
S#Cyp,.....p. €0 los que no es llevado w por dicha,
inmersién. Este grafo contiene al grafo H' que
resulta de borrar r — 1 vértices de H/e dis-
tintos de w. Por tanto H’' admite una inmer-
sién en S#Cp, v, por el Lema 4 y el Teorema
de clasificacién de superficies de Brahana [9],
en S#Tp -1 que, al ser S no orientable, es
homeomorfa a la suma conexa de S y 2p; — 2
planos proyectivos, cuyo género no orientable
es g+ 2p; — 2.

Sin embargo H' estd formado, en el peor de los
casos, por g+ 1 bloques de género orientable y
no orientable 1 y p; + p2 — 3 blogues de género
orientable 1 y no orientable 2. Por el Lema 7,
Y(H') = §+2p1 +2p2 — 5. Por tanto g+ 2p; +
2p2 —5 < g+ 2p; — 2 de donde 2p; < 3. Como
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Figura 6: Una inmersién de H(2,2) U K5 U K en T#Cz.9..
p2 > 2 llegamos a contradiccidn. [9] A. T. White y L. W. Beineke. Topological
- graph theory. In L. W. Beineke and R. J. Wil-
son, editors, Selected Topics in Graph Theory,
pp. 15-49, Academic Press, 1978.
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