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El problema del puente recto maximin

J. A. Barcia!

Resumen

Sea P un conjunto de n puntos en el plano, C una curva
genérica, y o un punto fijado distinto de los puntos de
C y de P. El problema del puente recto mazimin tra-
ta de encontrar un punto x sobre la curva C tal que
mingep d(p, 5%) sea maxima. Se propone obtener pre-
viamente una estructura geométrica, el diagrama de Vo-
ronoi anclado, para resolver el problema eficientemente.
Dicha estructura puede obtenerse en tiempo O(n logn),
resolviéndose el problema inicial en tiempo lineal.

1. Introduccién

Si tuviésemos que determinar la ruta mas pro-
picia para evacuar residuos hasta el curso de un rio
navegable, uno de los criterios principales que esta-
bleceriamos seria el de alejarnos lo més posible de
las zonas habitadas. Esto supone resolver un pro-
blema de optimizacidén geométrica para ubicar una
estructura lineal. Los problemas de localizacién de
estructuras lineales han sido ampliamente estudia-
dos en la literatura cientifica, principalmente usan-
do el criterio minimax, i.e. encontrar la ubicacién
de un objeto geométrico que minimiza la méixima
distancia desde todos los puntos de la entrada al
objeto, vease [7, 8, 10, 2. Una referencia sobre el
estado de la materia puede verse en [4].

Sin embargo el problema dual, como es ubi-
car un objeto que maximiza la minima distancia
desde el recurso a todos los puntos de demanda,
s6lo ha sido estudiado para la ubicacién de pun-
tos ( [12, 11]), rectas ([5, 6]) y circunferencias ([3]).
Nuestro interés en este articulo es encontrar la ubi-
cacién de un segmento con un extremo inicial fijado
y el otro sobre una curva genérica dada en el pla-
no. Las aplicaciones se sitdan en la planificacién
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de tareas urbanisticas, industriales y militares, en
ciertos problemas de movimiento de objetos, como
el desplazamiento de un robot, o de su brazo en
un medio con obsticulos, y en problemas de visi-
bilidad. En el contexto de localizacién de rutas, la
aplicacién se concreta en el transporte de residuos
peligrosos. De estos problemas se ocupa la Inves-
tigacién Operativa, especialmente en el campo del
Anélisis de Localizaciones, y la mayoria de los casos
de localizacién continua han sido resueltos eficien-
temente desde el punto de vista de la Geometria
Computacional.

2. Definicién del problema

El problema que abordamos, pretende estu-
diar la complejidad algoritmica que presenta el de-
terminar la ubicacién dptima de un segmento an-
clado en un punto fijado o, y cuyo extremo se mueve
a lo largo de una curva C(z,y), de tal forma que se
maximice la minima distancia a una nube de pun-
tos. (Fig. 1)
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®
Figura 1: Buisqueda del puente dptimo oZ.

El planteamiento del problema puente recto
mazimin queda como sigue:
OSBP! : Sea P un conjunto de n puntos en

el plano, C una curva en R? y o un punto fijado

que no pertenece a C ni a P. Queremos calcular un

10bnoxious straight bridge problem




82

Terceras Jornadas de Matematica Discreta y Algoritmica

punto z sobre C de tal forma que min,ep d(p, o)
sea maxima.

Si la longitud [ del segmento o7 es constante
para todo 6 (dngulo polar de 5Z), C es una ciru-
cunferencia, y el OSBP se reduce al problema del
segmento anclado mazimin estudiado en (1], que se
resuelve en tiempo éptimo ©(nlogn) .

Definicion 1 Dado un segmento 3%, = € C, sea
€ > 0. Llamamos hipddromo centrado en 0% y de
radio € al lugar geométrico de los puntos equidis-
tantes de 0T una distancia £ (véase Fig. 2).

Figura 2: Hipédromo de radio ¢.

De esta forma el problema OSBP es equivalen-
te a encontrar el hipédromo vacio (que no contiene
puntos de P en su interior) con radio maximo. Este
problema puede ser resuelto en tiempo polinomial
pues hay un mimero polinomial de candidatos pa-
ra un hipédromo méximo. En [8] se demuestra que
a lo méds cuatro puntos son necesarios para deter-
minar un hipéddromo no anclado. Estos puntos son
llamados puntos criticos. De forma similar se puede
probar que a lo mds hay dos puntos criticos cuando
el hipédromo estd anclado. Basdndonos en esto, por
una enumeracién exhaustiva de todos los posibles
casos de ubicacién de un hipédromo vacio en una
nube de puntos, y la bisqueda del mayor, podemos
resolverlo con un algoritmo directo de complejidad
O(n®). En lo que sigue proponemos un algoritmo
de tiempo O(nlogn) para resolver el problema.

Un problema relacionado con el que estamos
tratando se estudié en [5]. En este articulo se busca
el rayo anclado maximin que atraviesa una nube de
puntos, y el procedimiento propuesto se basa en el

estudio de las envolventes inferiores de las funciones
distancia de los puntos al rayo. Para nuestro pro-
blema, el célculo de la envolvente inferior depende
de la curva C sobre la que se mueve el extremo libre
x del puente y, en general, los algoritmos de célculo
no son eficientes. Es por lo que abordaremos nues-
tro problema buscando una estructura geometria
conveniente, un diagrama de Voronoi abstracto (en
el sentido de Klein [9]), que lamaremos diagrama
de Voronoi anclado, a partir del cudl el problema
se resuelve eficientemente.

3. La estructura de datos: El
diagrama de Voronoi ancla-
do.

3.1. Definiciones

Dado un conjunto P de n puntos en el pla-
no, denotamos la distancia euclidea entre un pun-
to p y el origen por ||p||. La distancia euclidea en-
tre dos puntos p y ¢ la denotamos por d(p, q). Si
p es un punto de R? y S es un conjunto cerrado
de R2, la distancia entre p y S est4 definida como
d(p,S) = min{d(p,q), Vg € S}. También denota-
mos por 0T a un segmento con un punto origen o
fijado, que llamaremos segmento anclado. Sin pérdi-
da de generalidad, consideraremos oZ anclado en el
origen. :

La estructura que vamos a definir depende
intrinsecamente de la distancia de un punto a un
segmento. Para facilitar el desarrollo posterior da-
mos una interpretacién geométrica de dicha distan-
cia. Dado p € P, la expresién analitica de la funcién
distancia d(p, oZ) depende de la posicién del punto
z. Sea Cj, la circunferencia de didmetro {|op|| y que
contiene a 0 y a p. Si x estd en la circunferencia, o
en su interior, la distancia se toma al punto extremo
del segmento d(p, 3%} = d(p, ). Si z estd fuera de
la circunferencia C), y en el semiplano que contiene
a p, definido por la perpendicular al segmento op,
la distancia d(p, 0%) = d(p, R.), siendo R, la recta
soporte del segmento GZ. Y si z se encuentra en el
otro semiplano, d(p,oT) = d(p, 0).(ver Fig. 3)

Definicion 2 Dados dos puntos p y q de P, p #
g, definimos L(p,q) como el lugar geométrico de
los puntos x del plano para los que el segmento 0%
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Figura 3: Regla geométrica para medir la distancia

equidista de ambos,
L(p.q) = {z € R* : d(p,0%) = d(q.0%)}

Las curvas L(p,q) son curvas bisectores, esto es,
dividen al plano en dos regiones disjuntas, que de-
notamos por D(p,q) y D(q,p), siendo

D(p.q) = {z € R : d(p,0Z) < d(g,0%)}

Por otra parte denotamos B(p, q), como la me-
diatriz al segmento que une p y q.

B(p,q) = {z € R? : d(p, ) = d(q, 2)}

Definicion 3 Dado un conjunto de n puntos P
en el plano y o € P, definimos el diagrama de
Voronot anclado en o como la estructura determi-
nada por Vo(P) = U,ep SV R(p) donde VR(p) =
nqep,p;eq D(p,q).

A VR(p) lo llamamos regién de Voronoi an-
clado del punto p.

Definicion 4 (Klein [9]) Un sistema de curvas
bisectores L(p,q) : p,q € P,p # q es admisible si y
s6lo si se verifican las siguientes condiciones:

1. La interseccion de dos curvas L(p,q) consiste
en un numero finito de componentes conezas.

2. VR(p) es arcoconeza Vp € P.

3. R®=U,ep VR(p).

3.2. Estudio del sistema de curvas
L(p,q)

Vamos a estudiar el sistema de curvas L(p, q)
definidas anteriormente, para comprobar que es un
sistema de curvas admisible.

Lema 1 La interseccién de dos curvas L(p, q) con-
siste en un nudmero finito de componentes conezas.

Demostracion: L{p, q) es el lugar de los puntos z del
plano en los que la distancia al segmento 6% es equi-
distante de ambos p y ¢q. Vamos a hacer un estudio
exhaustivo de las curvas bisectores L(p,q). Dado
que d(p,dZ) es una funcién definida en tres partes,
calcular la expresién analitica de L(p,q) presenta
algunas dificultades. Sin embargo, podemos descri-
birla geométricamente (tal como hemos hecho en
la Fig. 3). Usando esta regla geométrica podemos
generar las curvas L(p, ¢) (una descripcién exhaus-
tiva viene dada en [1]). Consideraremos dos casos,
dependiendo de que p, ¢ y o estén alineados o no.
En el caso en que el segmento op y 64 estén en di-
ferentes lineas, se dan tres posibilidades como se ve
en la Figura 4(a):
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Figura 4: El lugar geométrico L(p, q).
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1. Sillpll # llall y B(p, q) no se corta con C,NCy,
L(p,q) es una curva continua que consiste en
una semirrecta, un arco de una curva de cuarto
grado, ¥ un arco de circulo (que puede existir
o no) y finalmente otra semirrecta.

2. Si|lpll # llgll y B(p, g) si se corta con C, N Cy,
entonces L(p,q) es una curva compuesta por
una semirrecta, un arco de curva de cuarto gra-
do, un trozo recto (parte de B(p, q)), otro arco
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de curva de grado cuatro, un arco de circulo
( que puedes estar o no) y finalmente de otra
semirrecta.

3. Si|ipll = ll¢ll, entonces L(p, q) consiste en una

semirrecta que contiene a B(p, ¢) la regién en-
tre las semirrectas (perpendicular a op y 09),
partiendo desde el origen o (regién mostrada
en la Figura 4(a.3)).

El segundo caso, cuando 0p y 0q estan alinea-
dos, también hay tres subcasos como se muestran
en las Figuras 4(b):

1. lpll = llqll, entonces L(p,q) es B(p,q).

2. |l # llqll y » € 3G (0 g € TP) en este caso
L(p, q) es la semirrecta que parte de g (o p).

3. ol # llallyp €59 y ¢ & 5P en este caso L(p, q)
estd compuesta por un trozo que es una semi-

rrecta, un arco de circulo y otra semirrecta.

Nétese que en el caso (a.3), L(p, ¢) incluye una
regién del plano, pero los valores de las distancias
dada p y ¢ no cambian cuando z estd en dicha re-
gion. Esta situacién corresponde al caso en el que
hay un intervalo de dngulos polares del segmento o
en el que d(p,o%) = d(q, o). Puesto que buscamos
una solucién identificamos L(p,q) con B(p,q), en
este caso. Examinado todas las posibles formas de
la curva L(p, g), combinaciones de arcos de circun-
ferencias, rectas y arcos de curvas de cuarto gra-
do, concluimos que dos curvas L(p, q) se cortan un
numero finito de veces. [ |

En lo que sigue se van a introducir notaciones y
propiedades que seran necesarias para probar que
V R(p) es arcoconexa Vp € P, (segunda condicién
de admisibilidad). Hemos definido un hipédromo
centrado en el segmento anclado oF y radio ¢, y lo
denotdbamos por Hgzz . Cuando ¢ es la distancia
d(p,oz) emplearemos la notacién abreviada Hzz p
(Figura 5).

Propiedad 1 Si z € VR(p) el hipédromo Hzzp
no contiene a ningun otro punto de P.

Demostracion: Si q € int(Hzzp) entonces
d(q,0Z) < d(p,oZ) por lo que ¢ VR(p), en contra
de la hipétesis (Fig. 6). [ |

Figura 6: € VR(p) = ¢ ¢ int(Hzz,p)

Se propone un camino para probar la arcoconexién
de la regién V R(p).

Propiedad 2 Dados dos puntos z,y € VR(p),
sean ',y puntos tales que d(p,oz) = d(p,z') y
d(p,oy) = d(p,y’). Entonces el camino poligonal
de vértices {z,z',y’, y} estd totalmente incluida en
VR(p). (Fig. 9).

Demostracion: Probaremos que cada segmento del
camino propuesto estd contenido en V R(p):

« 2z’ C VR(p).
Sea z un punto del segmento zz'. Si z €
VR(qg), el radio del hipédromo Hzz, es me-
nor que el del Haz, (fig. 10), y por tanto
q € int(Hez,p), en contra de la Propiedad 1.
Similarmente para yy’.

» 7'y’ C VR(p).
Sea z € z'y/, veamos que d(p,5%) < d(q,0%).
Haciendo uso de la regla geométrica para me-

dir distancias (Fig. 3), se deduce ficilmente
que d(p,0z) = d(p, z). (Ver Fig. 7, 8)
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0]

Figura 7: 2/,y' € Cp .
p

0]
Figura 8: ',y € int(Cp) .

Sin embargo, la distancia de q a 9z puede ser
al extremo, al origen o a la recta soporte de 7z.
Consideramos la particién del intervalo =y’ ge-
nerada por los cambios de la funcién distancia
de g al segmento oz (Fig. 11).

Demostraremos esta propiedad para los tres ti-
pos de subintervalos I;_;l; que aparecen:

Caso 1.- Supongamos d(q,0%) =
d(g,z) Y2 € l;_1l; C z'y’. La mediatriz
del segmento pg divide al plano en dos
semiplanos, los denotamos H(p,q) (el que
contiene a p), v H(p,q) (el que contiene a

g)(véase Fig 12). Como zz’/,yy C VR(p),

/

x'.y’ € H(p,q). Por tanto 2’y C D(p,q) y
li1l; C 2’y C H(p,q), esto es z € D(p, q).
Los puntos de D(p,q) son los que estdn més
cercanos a p que a g, esto es d(p, z) < d(q, z),

y por tanto d(p,0z) < d(q,02) y z € VR(p).

Caso 2.- Sea d(q,0z) = d(g,0) Vz

€
lj-1l; C 2'y’. La distancia d(p,0z) <

Figura 10: 227 C VR(p) .

méx {d(p, ox’),d(p,0y’)} porque la distancia
desde un vértice de un tridngulo a un punto
del lado opuesto, es menor que la longitud del
mayor de los lados adyacentes. Veamos, por
otro lado, que d(p, oz’) < d(q, 0) (andlogamen-
te d(p, oy’) < d(g,0)). Supongamos d(p, or’) >
d(g,0). En ese caso g € int(Hy ) lo que con-
tradice la propiedad 1. Por tanto d(p,0z) <
d(¢,02) y z € VR(p).

Caso 3.- Sea d(q,02) = d(q,R,) Vz €
li—1,1x C z'y'. Los puntos l;_; vl € VR(p)
porque en ellos la distancia desde g se toma al
extremo o al origen, y para esos casos la propo-
sicién esta demostrada. Al mover z desde _;
a I el segmento 0z puede estar acercandose o
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d(p.02)=d(q.2) d(q,0z)=d(q.0)

d(q,02)=d(q,Rz)

Figura 11: Particién del segmento z'y’.

¢}
Dpa) M T
D(q,p)
q
®

Figura 12: Prueba del Caso 1.

By 8

Figura 13: Gréficas de dp, dg.

alejandose con respecto a g. Como consecuen-
cia, d(q,0Z) es creciente o decreciente. Ademas,
d(p,0%z) = d(p, z) es convexa.

Por otra parte, lx—1,lx € VR(p), la distan-
cia d(p,lk—1) < d(g:lk=1) ¥ d(p, 1) < d(g, k)
y por tanto las curvas distancia d(p,oz) ¥
d(q,0%) no se cortan para z € lg1,l,(véase
Fig. 13). Finalmente, d(p,z) < d(g,R;) =
d(q,0z) y z € VR(p).

La propiedad anterior prueba el siguiente resultado.

Lema 2 VR(p) es arcoconeza ¥p € P.

Lema 3 R* = ,¢p VR(p)

Demostracién: Por definicién del diagrama de Vo-
ronoi anclado V3(P), todo punto z estd asociado a
un punto p. |

Haciendo uso del algoritmo de Klein [9] , y los
lemas anteriores, tenemos demostrado el resultado
de complejidad siguiente:

Teorema 1 El diagrama de Voronoi anclado
Vo(P), inducido en el plano por un segmento que
tiene su origen en un punto fijo o, se calcula en
tiempo O(nlogn) y en espacio O(n).

4. Solucién al problema

Lema 4 Erziste un punto z* interseccion de la cur-
va C con V,(P) que determina una solucidn ox* del
problema OSBP.

Demostracion: Sea S* la solucién al problema
OSBP. Supongamos S* = oz*. z* € C, z* & V,(P).
En ese caso existe un punto p € P de forma que
z* € VR(p). Supongamos d(p,oz*) = d(p, Re-)
(para los demds casos la prueba es similar). En ese
caso, siempre es posible rotar el segmento or* en
una direccién de forma que la funcién d(p, oz*) au-
mente y por tanto ox* no seria 6ptima. Por tanto,
z no puede encontrarse en el interior de una region.
Para el caso en el que exista un intervalo de solu-
ciones, siempre es posible encontrar una oxr*, con
z* € V,(P).(Véase Fig. 14) ]

Como consecuencia directa del lema anterior,
y tomando un modelo de computacién que obtiene
las intersecciones de la curva dada C con las curvas
bisectores L(p, g) en tiempo constante, obtenemos
el siguiente resultado,

Teorema 2 El OSBP se resuelve en O(n) con un
preprocesado en O(nlogn)
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Figura 14: Existe un punto 6ptimo z* sobre V,(P).
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