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Traslaciones en 2n puntos!
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Resumen

Se considera el siguiente problema: dado un conjunto de
2n puntos, averiguar si la mitad de ellos son los trans-
formados de la otra mitad mediante una traslacién. Se
aborda también el problema combinatorio del nimero
de traslaciones diferentes que pueden ser soluciones del
problema.

1 Introduccion

Dado un conjunto S de 2n puntos en R¢, vamos
a estudiar el problema de decidir si ese conjunto
puede dividirse en dos conjuntos de n puntos A y
B, de forma que A sea congruente con B mediante
una traslacién. El origen de este problema (para
d = 2) es el siguiente: imaginemos que tenemos
en una misma placa fotografica las imagenes de n
puntos (por ejemplo estrellas) y las de esos mismos
puntos desplazados (imagen tomada instantes de-
spués) y queremos determinar cuales son los puntos
originales.

Fl caso d = 1 es especialmente interesante.
En primer lugar porque es un problema bastante
natural: podemos imaginar que tenemos mezcladas
medidas de n objetos realizadas con dos aparatos
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distintos, siendo la diferencia entre dos medidas del
mismo objeto constante, y queremos determinar un
valor para cada objeto. (Igualmente si la tnica
diferencia entre los aparatos es que las unidades de
medida son distintas, tomando logaritmos el prob-
lema es el mismo). En segundo lugar, porque el
conjunto S C R? puede dividirse en dos mitades A
y B congruentes mediante una traslacién si y sélo
si las proyecciones de A y B sobre cualquier eje co-
ordenado también son congruentes respecto de una
traslacion.

Creemos que este problema no ha sido estu-
diado previamente. Un problema relacionado es el
de dados dos conjuntos A y B de n puntos en R¢,
determinar si A es congruente con B (permitien-
do giros y traslaciones). Brass {1] da un algoritmo
O(n!%/31 log n), para este problema, éptimo cuando
d < 3, ya que una cota inferior es Q(nlogn), inclu-
so para d = 1. Una buena referencia incluyendo
variantes y extensiones de este ultimo problema es
3)-

Por otra parte, parece natural considerar que
en el problema puede haber puntos repetidos, es de-
cir tenemos coordenadas (6 medidas) de 2n objetos,
pero objetos distintos pueden tener las mismas co-
ordenadas (6 medidas). Consideraremos que S es el
conjunto de las coordenadas de esos 2n puntos y por
tanto, en general, S serd un multiconjunto de R
Nuestro problema es decidir si S se puede dividir
en dos mitades A y B (también multiconjuntos) de
forma que B = A + t, para algin t € R%. Cuando
esto sea posible diremos que S admite la traslacién
t, v generalmente nos va a interesar hallar una o
todas las traslaciones que admite S, y ademés para
cada traslacién t una particién de S en dos mul-
ticonjuntos A = {a1,...,an} y B = {b1,....bn},
ordenados de forma que b; = a; + t. Llamaremos a
esa particién una particién ordenada, o una parti-
cién ordenada admisible. Puesto que si S admite ¢,
también admite —t, pero la particién es idéntica, en
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lo que sigue supondremos que todas las traslaciones
t € R? verifican t > 0, con > el orden lexicografico
usual.

2 Sobre el nimero de trasla-
ciones

Es facil obtener un conjunto de puntos en R? que
admita las traslaciones t1,%s,...,t;. Tomamos un
punto cualquiera zo € R? y formamos la familia
de conjuntos de puntos Sy = {zo}, S; = S;_; U
(Si—1 + t;), para ¢ = 1,...h. El conjunto Sj asi
obtenido tiene 2" puntos (quizds alguno repetido) y
por construccién admite las traslaciones tq,...,%,.

En direccién contraria tenemos un resultado

més débil:

Lema 1 Si el conjunto S de puntos en R? admite
h traslaciones linealmente independientes contiene
al menos 2" puntos distintos.

Demostracion: Sean t,,...,t, las traslaciones que
admite S, z¢ un punto cualquiera de S, I, =
{1,...,h} y J un subconjunto cualquiera de Ij.
Veamos primero que S contiene un elemento de la
forma

R
g + Y‘ bit;
=1

donde b; = +16 ~1sii € J, y b; =0 en los demés
casos. Esto se demuestra por induccién sobre el
numero de elementos del subconjunto J. Si J =0
es cierto por hipétesis. Si J contiene k indices, y
es J' igual a J menos un indice cualquiera 4, por
induccién hay un elemento z de S que se obtiene
sumando o restando a zg los vectores traslacion de
los indices de J'. Pero como S admite la traslacién
t; también x +t; 6 x — t; debe pertenecer a S, y es
un punto de la forma buscada.

Notar que el resultado anterior es cierto para
arbitrarios t;, pero si ademss estos ¢; son lineal-
mente independientes, los puntos g + Zf.l:l bit;
obtenidos para los 2" diferentes subconjuntos J son
necesariamente distintos, de lo que se obtiene el re-
sultado. |

Cuando no hay independencia lineal, mu-
chos de los puntos de la forma zo + Z?:l bit;
pueden coincidir y por tanto puede suceder que
t(n), el numero de traslaciones que admite como

méximo un conjunto S de 2n puntos, sea mayor
que logy(2n). De hecho, si d = 1, y si tomamos
como S un conjunto de 2n nimeros naturales con-
secutivos, entonces S admite la traslacién de val-
or n. Pero si ¢ es un divisor de n, también ca-
da subsucesién de 2¢ puntos consecutivos admite
la traslacién de valor 4, y por tanto esa traslacién
también es admitida por S. Por tanto tenemos que
t(n) > d(n), siendo d(n) el niimero de divisores de
n. Tomando d(n) = maz<,d(i), esta funcién crece
mds répidamente que log® n para k > 0 arbitraria-
mente grande. De hecho es conocido que (ver [2])

- log 2)(logn
log d(n) ~ ( log)lc()gn )

3 Algoritmos

Conocemos que incluso para d = 1, cualquier al-
goritmo para determinar si un conjunto A de n
puntos es congruente con otro B tienme una cota
inferior Q(nlogn). Pero notar, que si n es impar,
si es S el conjunto formado por los n puntos de A
y por los n de B ++, con t un valor suficientemente
grande, (suponiendo que todos los valores son posi-
tivos basta tomar ¢ mayor que el doble del maximo
de los a;), estd claro que S admite una traslacién si
y sélo si A es congruente con B. Igualmente, si n
es par, duplicando por ejemplo el dato mayor de A
y el mayor de B, (para conseguir un niimero impar
de puntos), y repitiendo la construccién anterior
del conjunto S, de nuevo S admite una traslacién
si y s6lo si A es congruente con B. Por tanto el
problema de decidir si un conjunto S de 2n puntos
admite o no una traslacién tiene una complejidad
Q{nlogn).

Como hemos sefialado en la introduccién, un
conjunto S en R?¢ admite una traslacién ¢ con par-
ticion A y B si y sélo si, las proyecciones de A y
B sobre cualquier eje coordenado son congruentes
mediante la traslacién proyeccién de t. Por tanto
Ppara saber las traslaciones que admite un conjunto
S de R4, primero, si es necesario, modificamos me-
diante un pequefio giro los datos iniciales de forma
que las primeras componentes de puntos distintos
sean distintas. Esto puede hacerse con complejidad
O(nlogn). A continuacién calculamos las trasla-
ciones admisibles respecto de la primera coordena-
da y sus correspondientes particiones ordenadas. Si
la traslacién t; produce la particién ordenada A,,B;
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en el conjunto de primeras coordenadas, como pun-
tos distintos tienen primeras coordenadas distintas,
afiadiendo a cada elemento de A; y B; las otras
d — 1 coordenadas, obtenemos una particién orde-
nada A;,B; del conjunto S. Esa particién corre-
spondera a una traslacion de S si y sélo si todos los
valores b; — a; (ahora de R?) coinciden. Asi pues,
comprobar que una particién ordenada admisible
en una dimensién puede extenderse a dimensién d
puede hacerse en tiempo lineal. Por tanto, si es
C1(n) la complejidad de determinar para 2n puntos
de R todas las traslaciones t1,...,t; que admite, y
determinar ademds una particion ordenada A;,B;
para cada traslacién ¢;, entonces podemos determi-
nar las traslaciones y particiones ordenadas de 2n
puntos en R? con complejidad O(Cy(n) + t(n)n),
siendo t(n) el nimero de traslaciones que como
maximo podemos tener en el caso unidimensional.

Veamos ahora un algoritmo de complejidad
O(n®) para resolver el problema unidimensional.
Asi pues Q(nlogn) < Ci1(n) < O(n?).

Algoritmo 1.

Problema. Conocemos 2n valores s, ..., Sop
v queremos calcular un conjunto maximal de val-
ores distintos t1,...,ts, todos > 0, y para cada t;
una particién A;,B; de S, de forma que el elemen-
to i-ésimo de B; se obtiene sumando ¢; al elemento
i-ésimo de A;.

Método. Ordenamos los 2n puntos y para
cada valor t = s; — s; (i = 2,...,n+ 1) compro-
bamos si ¢ es una traslacién admisible. Para ello
usamos dos punteros ¢1,i2 que comienzan en 1 e
1, y marcamos estos vértices. Tenemos que buscar
si el primer vértice no marcado después del primer
puntero, al sumarle ¢ aparece después del segundo
puntero. Si no aparece ese par esa traslacién no
es valida, en caso contrario marcamos los puntos
de ese par y continuamos el proceso hasta marcar
todos los puntos 6 hasta encontrar un par que falla.

Complejidad. Hay que comprobar si son
admisibles n posibles traslaciones y cada compro-
bacién supone hasta O(n) operaciones en el peor de
los casos. De hecho, en el caso de n puntos equies-
paciados se hacen del orden de n? operaciones. Por
tanto su complejidad es O(n?).

Si el algoritmo anterior responde negativa-

mente, es decir, no hay traslaciones admisibles,
parece natural calcular los subconjuntos maximales
y disjuntos A y B de S tales que B = A+t. El sigu-
iente algoritmo resuelve este problema.

Algoritmo 2:

Problema. La entrada siguen siendo 2n
ndmeros, quizds algunos repetidos, pero ahora en
salida para cada distancia ¢ entre dos de esos
numeros calculamos subconjuntos ordenados y dis-
juntos A; y B; de forma que B; es congruente con
A; mediante la traslacién t, y adems&s el cardinal
de A; (y B:) es méximo entre los que verifican esa
propiedad. En particular S admite la traslacion ¢
si y sélo si A; tiene cardinal n.

Método. Ordenamos los 2n puntos de S
y calculamos las n(2n — 1) distancias de ca-
da punto con los siguientes a él. Ordenamos
léxicograficamente todas las ternas (¢,7,j) dénde
t es la distancia entre el punto i-ésimo y el j-
ésimo (j > i). Supongamos que las distancias
distintas que aparecen son ti,...,t, vy que la dis-
tancia t, dparece n, veces. Notar que debe ser
She e =n(2n-1).

Supongamos que la distancia t; aparece con
las ny parejas de indices (41,71)s-- - (GngsJng)-
Queremos hallar un subconjunto Py de estas pare-
jas verificando que ningtn indice se repite y con car-
dinal méaximo (mirando ese conjunto de pares co-
mo un grafo, P es un emparejamiento de cardinal
maximo). Asi, los primeros indices de esas parejas
de P definen el conjunto A, los segundos el conjun-
to B, y por construccién se verifica B = A+, con
Ay B disjuntos y de cardinal mdximo entre los que
verifican lo anterior. Para formar Pk, suponemos
inicialmente todos los indices sin marcar, y vamos
explorando los pares (¢;,7;), paral = 1,...,ng. Si
los dos indices del par [-ésimo estdn sin marcar, los
incluimos en la lista de pares Pr y los marcamos.
Al finalizar, guardamos la lista Pr, y quitamos la
marca a cada uno de los indices que aparecen en
la lista P. Notar que formar esa lista Pi requiere
O(ny) pasos. Hemos de realizar este proceso para
cada una de las distancias distintas t1,...,%,, que
encontremos.

Correcciéon. Tenemos que demostrar que
dados los pares (ordenados lexicograficamente)
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(41,J1),- - -, (iny+ Jny ), correspondientes a todos los
puntos a una misma distancia ¢, el proceso anteri-
or produce un subconjunto Py sin indices repetidos
y maximal entre los que cumplen esta condicién.
Para ello nos basta ver que siempre hay un sub-
conjunto maximal incluyendo al primer par (i1, j;),
pues de hecho nuestro algoritmo se reduce a elegir
siempre el primer par en orden lexicografico de una
lista de pares admisibles ( en cada paso son pares
admisibles los que no tienen marcado ninguno de
sus indices). Supongamos que (i1,J;) no aparece
en un subconjunto maximal Py de pares disjuntos.
Si aparece un par (i1,jx) en P; tiene que suced-
er que los puntos j; y j, coincidan, y por tanto
intercambiando j, y j1 en todos los pares de P;
obtenemos otro subconjunto maximal que incluye
al par (i1, 1). Igualmente, si aparece el par (ix, j1),
11 € 1 son el mismo punto y podemos intercambiar
sus ocurrencias en Fj. Finalmente, si no estamos
en ninguno de los dos casos anteriores, y puesto
que Py es maximal, la tnica posibilidad es que P
contenga un par de la forma (j1,44), y podemos
cambiar ese par por el (i1, j1).

Complejidad. Se necesita ordenar las O(n?)
distancias entre n puntos sobre una recta, lo que
puede hacerse en O(n?logn). Es facil comprobar
que este problema es computacionalmente equiva-
lente a la ordenacién del conjunto X +Y, donde X
e Y son listas de n enteros cada una. Si este prob-
lema de ordenacién de X +Y puede o no efectuarse
en O(n?) operaciones es un problema abierto desde
hace mucho tiempo. Se sabe al respecto que existe
un arbol de decisién de profundidad O(n?) para el
problema, o, equivalentemente, que X + Y puede
ordenarse usando sélo O(n?) comparaciones, pero
esto no implica que deba existir un algoritmo de
complejidad O(n?) para ordenar el conjunto. (Ver
[4] [5] [6] ). La ordenacién de las distancias de-
termina la complejidad del método, porque la ex-
ploracién y marcado de la listas de n; pares sélo
requiere O(n?) pasos.

La complejidad del algoritmo 2 es mayor que
la del algoritmo 1, pero da mucha mas informa-
cién. En particular permite encontrar un subcon-
junto S’ C S, con mdximo nimero de elementos,
tal que S’ admite una traslacién.

4 Cuestiones abiertas y exten-
siones

Hay dos destacadas cuestiones abiertas para el
problema més simple de traslaciones en R. La
primera es calcular o acotar t(n), el nimero
maximo de traslaciones que admite un conjunto de
2n puntos. Conjeturamos que coincide con d(n), el
nimero de divisores de n, pero ni siquiera hemos
demostrado que sea o(n). Notar que si los 2n pun-
tos los colocamos en un circulo, y consideramos co-
mo movimientos validos giros sobre el centro, puede
haber hasta ©(n) giros admisibles.

La otra cuestion es la de encontrar un algorit-
mo con complejidad menor que O(n?), idealmente
alcanzando la cota inferior Q(nlogn), para el prob-
lema inicial.

Hay dos extensiones naturales para este prob-
lema. La primera es decidir si el conjunto S se
puede dividir en dos mitades A y B congruentes
(con giros y traslaciones). La segunda es decidir si
se puede dividir S en tres partes, 6 en general en
k partes, congruentes mediante traslaciones. Para
este tltimo problema, una simple modificacién del
algoritmo 1, comprobando las ( Z) posibles trasla-
ciones del primer elemento, nos da un algoritmo de
complejidad O((})n).

Otro problema distinto es, dado S, buscar una
traslacién no nula ¢t y un subconjunto A de cardinal
méximo, de forma que el conjunto A + ¢t también
aparezca en S. Parece natural exigir que cuando
S sea un multiconjunto, si un elemento a; aparece
7 veces en A, entonces a; + t tiene que aparecer al
menos r veces en S. Es ficil modificar el algoritmo
2 para resolver este problema. Otro problema in-
teresante es el de buscar una particién de S en dos
mitades ordenadas A y B, de forma que el conjunto
B sea lo mas parecido posible a A+t para algtn ¢.
Si es z; = a; — b;, podemos buscar las particiones
ordenadas que hagan minimo el rango de los val-
ores z; (6 alternativamente que hagan minima su
varianza). A diferencia de las variantes anteriores,
este dltimo problema parece NP-duro.
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