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ntroduccion

Una de Ia estrategias de ia _Jstaeﬁs ica para descziisir v explicar una realidad

abordar un problema
gesmm de hmn‘t Ee v servicics des salud para programer
- 1

e fos mismos: el escud tlemro de hospitalizacitn de
paci czctes, V@L;aﬁe conocida como ‘estancia hc spitalariz’.

*“c)

ncis hospitalerie ss un Indice del consumo de recursos ampliaments
I la gestidn hospitalaria. BEn particular, se utilize en la direccidn, pla-
n v control de calidad del servicio.

Ususzlmente los datos observados de esla variable pvesc“}.s
, tradicionalmente se han utilizado modelos Lognor
. perspectiva, Marazzl y ofros 37, presentan Cmtﬁ i

cudl de ios tres modelos anteriores representan mejor la veri

q

7 esta memoris, se pretende ampliar el estudic a trevés de un modelo

general basado en mivturas finitas de distribucionss, en particular, de las digiribe
ciones antes citadas. El modelo consiste en una mixtura de tres componentes
rienecientes a cada una de las tres familias. “:‘St mod Y ]
proporciona una ‘ﬁexzbﬁidad extra necesaria cuan éc una, -
conduce & una explicacién satisfacteria de la realidad.

- o ————
existen otras muchas

1

%ae Bor varishles que s

wie'qc resaltar gue, ademsi#s de la gest %,
nes reales descri e debaten enire la modelizacion por
tres distribuciones: Lognormal, Gammsa ¢ W

bull

ustrar esta aplicacidn, a continuacién se recoger algunas de ellas:

posibles consecuencias da la preparacidn de co-
imenticios (Whiting [3Z]).
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apitulo 1

Conceptos generales

Introduccidon

cogen definiciones v propiedade:

H

ercera esté dedicada al estudio de mixturas fnitas de c*str:c uciones.

-L
L& modelizacidén de fendmenos aleatorios mediante mixturas distribucionales est

b
o

<

vez més atencidn, tanto desde ¢l punto de vista éeo
as a la flexibilidad que éstas proporcionan. b

eéos mxtur“ 8¢ ban ap icado, astronomis, binlogia, gen
i ay ma_;ﬁetﬁg entre
ixtura €s capaz de m
ela e"ecmuﬁ apropiada de sus componentes v pusde
cicnes donde una sola familis paramétrica no proporciona un modsic

Dste es precisamente el caso de la variable estancia hospital

’?”EZ'OS. Ll

ebido a sus valores extremos v a su asimetria, no s2 ha encontrado hasta
_?_13; t nguna familis de distribuciones que la describa adecusdamente. fici
mente, pars la descripeidn de esta variable se han utilizado ias familias
ciones Logn Lorma_r. Gamma v Weibwll como se recoge, por ejemplo, en Mas
otros 37. Hstas serdn las familiag de las que se extraerén las componentes del

modelo mixtura que se utiliza en esta memoria.

arta se revisa ¢l método de méxime verosimii
arémetros en una mixturs CZ:"‘:I‘AD"L}_C%OEQ
isdes v recogiendeo condiciones sufic]

=4
(¥



6 CAPITULC 1. CONCEPTOS GENERALES

los diferentes parédmetros: el algoritmo BM.

a

1.2 Distribucio:

As {, por elemy

a en investigaciones de salu
racién de dezmaq de virus, respuestas a dosis farmacoldgices, Lz.cubaajfsén ae

Virus o daﬁos de estancias ;qospi‘i: larias suelen ser modelados con alguns de las

w

distribuciones anteriormente citadas

A continuacidn, se presentan sus definiclones junto con algunas caracteristicas

de las migmas, entre ell i

nepez;apo it i
s dos

k]
GO

iz de momentos de su logaritme
¥ que szace’: constar que si bien

O
(@]
D
15}
o0
i3
:

o
g3

] 2 . H +
Z}’” {a5 | 1l L& 18 [alliiila EXQOQGKCLE, vare u_ﬁua le tercera n

Histéricamente, estas distribuciones aparscen por vez primera cuando Galton
116] en 1879 estudié medias geomét :'Cas de variables g !
™ 33

e distribufan siguiendo una ley normal. Desde entone
mostrado ser (til para modelizar diversas situacionss tale
de contaminacidn en &l airs, la distribucidn

ubac;':@}z de clertas cmerme&aces o de “ebwc*adén de intervenciones qu

tiempo de supervivencia de pacientes con ciertes tinos de céncer..
ocasiones, en situaciones donde se necesita un modelo con asimetria
ticularmente, como modeio de la variable estancia hespitalaria. B
Kotz [25] y Bain [5] S
que aparece dicha di

7;

o mlA Lo
relacion de tr

se recoge una extens

tribucién.

om

™y It e =
Delinicion 1.2

varieble oleatoria, X, se disémiéuye segn una ley Lognor-
mel de pardmetros 1 y o, lo gue se densia por X ~ LN{u, o}, ¢ su funcidn de
densidad viene dadn por:

para 4 € R, o > 0. Generalmente, o es conocido como pardmetre de forma y e
como parémetrs de escala.

-

A continuacitn, se recogen algunas caracteristicas bésica




1.2. DISTRIBUCIONES GAMMA, LOGNORMAL Y WrIBULL 7

5 .

momento de orden r viene dado por:

Mgt
]
v

]

~

2.- La funcidn generatriz de momentos del log X, el cual sigue una distr
normal de pardmetros 4 v o, viene dads por la expresion:

252
5 [y i e v 3 P i 3y
Duolt) = expiip 7 2 te {—o0,+00).
3.- Los estimadores de méximea verosimilitud de los parémetres py o 2o
PR LN
=S log b= I8N aem o2
} w;}' 0L E; o ——,\\; GO X — U
P Pfe =
=L ¥ =1

EE hecho de GL&E na d cnenciales negativasg i
CEC ndientes siga uns distribucidn gar“ﬁ‘ , hacs que &stz ap

la teoria

de contadores aleatorios y en otros temas asociados con proceses sleatorios en

, por giemplo, procesos que tratan de modslizer las precipitacionss meieo-

:e..egzcas,

Definicidn 1.2.2. Unc variable aleatoria, X, se distribuye segin ung ley Gamma
de pardmetros a y b, lo que se dencte por X ~ Gla,b), st su funcidn de densidad

B¢

ER Y
iia;

T

flz;a,8) z*tem/b, z >0
- - o0 Lt i i : . ‘
pare 6,6 > 0 y donde U(e) = [ 1% e™"dt es la funcidn gemma. Generclmente o
B
£3 conociao como parémetre de forma v b como pardmetrs de escale.

A continuacién se recogen algunas propiedades de interss de
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L usarle en una *_p“a g@ma de amsca&oneu, entre las gue
nacidos en las islas orztan ca
ciones de la distribucidén Weibull

incluye también a la distribucion egativa
algmms veces, es Const éerada coIne unse generaiizacién
ns uevbis':@ad adicional necesaria para hacer gue un

s exacla.

[

Si bien, el modeio esponencial tuve un gran éesameﬁc v aplicabi
50 v 60 del siglo XX, el modelo Weibull empezd 2 i

specialmente en problemas en los que la varl 'b g res
Kao [26] v Rider 47 estudiaron mixturas de la distrity

a su versatibilidad en el ajuste a distribuciones de tiempo e vida en una extenss
icdad de mecanismos comfrej s, la c"éistzi%uci'n Weibull juega un papel muy
ortante en el campo de la flabilidad v del anélisis de supervivencia.

Una wariable aleatoria, X, se distribuyc segin una ley Weibull
de parémetros ¢ y d, lo que se densta por X ~ We,d) s1 su funcidn de densidad

N C e e .
Floe d) = —atlem/E z >4,
; e
para o,d > 0. CGeneralmente ¢ es conocide como pardmere de forma y d como
pardmeire de escala.

A continuacion se presentan algunas caracteristicas <e interés de esta dis-

istribucién Axponencial negativa.

>

3.- La funcién generatriz de momentos del log X, viene dada por la expresion:

Bog(t) = d7 (= + 1)

%

Ce 11 v Harter y Moore [19] obtuvieron los estim:
™ 1, a través de métodes iteratives; Sarhan y Green
adores insesgados y algunos estimadores simplifi

lores requieren calculos muy complejos. Gumbel [1¢]

ples que posteriormente fueron modificados por Miller



obtencidén de unos valorss iniciaies en 1
nifica que no serdn las estimaciones def

'js*"ameuro se ka onta o por el métoco de estimacidn propuesto por

5l ya gu “Q‘"oz}o”c;oa-ﬁa. fé'rrrﬁu‘as exnlicitas y, por lo tantc, no necesita I3 aplicacidn
de 'ﬁi—;g‘éi”' ésodo iterativo.

Un interesante y exhaustive trabajo comparative de los diferentes métodos
fad

propuestos es el realizado por Al-Baidhani y Sinclair [3], en el que estén incluidos
los propuestos por Bain v Antle [5].

+

1macién, se recoge el mét

A cons odo de estimacién general gue proponen estos

AR
ULLIITICS.

. 3 ’ r s & 3 .
Sea z 5 Tp UNE M.8.8 extraida de una pozﬂaezsa COT: [UNCICH 4& gensigdad

LL o Y

FACARCYR

3

Sea u(z; 6") unea funcidn elegida arbitrariamente tal

5

n de u es independiente de §.
de los w; = u{z;;8) se puede determinar a partir de los valores
o

o

< Z¢yy 18 muestra ordenada v sear
o (oo G S T, 5 Cpreing
los valores u{x;; &) ordenados. En estas circunstancias,

valor 8 que maximiza el aeuerdo, segin algtn criterio, entre ugy y Blug)).

i

Al igual que la eleccitn de la funcidn u{z, ) ) la eleccidn del criterio también
' ] L adecuadoe.

1e
graris

D
o
?
&)
o

densidad es de la forma:

f(w) = expl—] w0,
que no depende ni de ¢ ni de d. Y come criterio de acuerdo entre ugy v Bjug]
proponen consi dew“” el cu adraao de la desviacién entre log(ug)) v log Blugy|. Asi,
el estimador serd el valor que minimice:
n "9
lop! /gd—‘nslv-?rm |
'_; g\w@ J 108 L Uyg) |
i=1
Utilizan la transform aclo“ logarftmica va gue el criteric usual de minimos cuadra-
dos no proporciona una forma expiiczta para d



1.3 DISTRIBUCIONES MIXTURA FINITAS 11

De acusrdo con ¢l criterio anterior v denctando por &,

T et —
=i
los estimadores de los pardmetros de la distribucién Weibuil vienen dados por:
7 . 0 o2
= i .
i loge;logzy) — ~ % Jegeg %dlogw@\
A ; 7. =1 g=1 i=1
’ T TS / X
na - 2 1

Como yva se ha comentado, cada una f de distribuciones de la
seccidn anterior han demostrado una gran utilidad en la *::.)ceizgc én de datos de
tiempo de vida o respuesta. A continuacidn, se plantea el astudic de mixturas de

imhea £
CoEs g

ilias, las cuales podrén permitir una mejor modelizacién de estos expe-
mentos. En particular, en esta memoria se planfes la modelizacion de fendmenos
con asimetria positiva en los datos a través de ura distribucidén mixtura
r la combinacidn lineal convexa de tres funciones perienecientes a cads
res familias anteriores.

L esta seccidn, se recogen algunas nociones bésicas referentes a mixturas
. comenzandoe con la definicidn de densidad mixtura
icidn 1.8.1. Sea{f{;8): 8 € ©} una fomilic de dersidades de probabilidad

j;c;mmeémzada, por O 4 toda Juncidn de I forma

¢z, 0) = | flz;8)dG(H
jf\
donde G es ung distribucidn de probabilidad sobre &, se le denoming densidad
mazture, ¥y ¢ G distribucidn mizing.

nemoria se centra en el caso particular en que 7 es discreta y asigna
2 sblo un conjunto finito de puntos, en cuyo case s pueds
la Lz?egva por una sumsa v, asi, obiener la forma
ta. Una definicién formal seria

Za forma




12 CAPITULC 1. CONCEPT(OS GENERALES

donde
¢ N
r.1k P T : < !
{r, ec=x« Imt JhENm > 0,Vi= h % =1
{ )
v fi,..o, fr € F, se le denominag densidad miztura finita de elementos de F
Los pardmetros i, ..., 7y se denominan pesos de la miziure y f1, ..., fu den-

sidades componentes de lo miziura.

Hs decir, una mixtura finita se puede ver como una combinacién convexa ce
funciones. A comtinuacidn, s

FR

problems de modelos mixturs

N AN + =1 + -
rmas diferentes de int Tpretar un

3 e 34 iy gt
QING vienen ;‘feCOgAQOS € _LA\JLe_..:igUO

Aplicacion direcic de mixturas finitas se inferprefa
como un Q“"‘Déema de aplicacién directa cuando se supone gue existen k categorias

subyacentes o fuent 6 iferentes 5 las que z;oc'éma pertenecer cadsa una de las obser-
vaciones IE&RZad&q de la variable &l

alegtoria A S“’“ gue s8¢ Lug ue & Cono

d

de la que proviene. En este caso, f; denota la funcién de de*lsidad Cle X coAd?
cionada a gue la observacién fuess de la ca*egoria i,y m; denotard la
de que la cbservacidn cbten uese de dicha fuente.
Aplicacion indirecta. Se puede interpretar como un problema de aplicacién
i i recurre al modelo de mixtura finita
tica para propor cho:@r un medio in-
exible y zras tratable, es decir, donde

sudyacemes no tienen necesariamente una interpretacidén fisica di-
rincipio, ei estudio que se realize en esia mem

recta. Bn pr oria se encuadra en este
nfeque, sin descartar la posé idad de que, una vez conseguido el mo-

rse con algunas subpoblaciones

E'Zg"'“m"

En mgmzas aplicaci , COMO 8¢

D 5"7, apar ras aleatorias resultantes dc formas
de muestreo que mezclan observaciones de Eas que se conoce la aﬂego*”i subyacente
la gue pertenecen {estas se llaman etiguetadas o categorizadas) con otras de las

no et quetadas). Hosmer [21] hace una clasificacidén de estas formas de

0w
S
[¢}
]
@]
i

Siguiende la notacidn de Hosmer, el caso que centra el interés de esta memoria

T fﬂ

se EOTT"ESQO“ le con el modelo que éi denota por MO, este modslo es el més tratado

-

a iteralura cldsica de mixturas. En este casg, ia muesira estd compuesta en
su totalidad por n observaciones no eliquetadas en la mixtura. Ademss, en esta

ta tiense

an 1

., Jr tienen formes pardmetricas especificas v la mixtura



1.3 DISTRIBUCIONES MIXTURA FINITAS

[ev)

uns representacidn més explicite que viene dadsa por

nota los pardmetros correspondientes s la furicidn densid
o= (7, ..., 1, 01, ..., 8) denota la coleccidn cu:np’ieta e paréd-

ntervienen en el modelo mixtura. Gbviamente, uno de los problemas
que deben ser abordados es la estimacidn de dizhos pardmetros.

io 2 la estimacién de los pardmetros, se debe abo

ilidad de Ia distribucién mixtura. La @eﬁfcf bilidad se reflere a la
‘rica de si es posible estimar los pammetms de un modelo de maners
neral, tna famd 1

ia paramétrica de funciones de distribucidn es identi-
listintos valores de los pardmetros determinan distintos miembros de la

L

una definicién formal de iée#tﬁ_ﬁcabéﬁdad? en el casc de mixturas

considera 7 = {F(,6),6 ¢ © C R% = € RP}, una clase de funcione
cién p-dimensionsles. La clase de méxtmas fmizas de 7 es la clase cle

es ¢
digtribucidn, H, definida por:

En esta situacion y asumiendc gue cualquier H € H viene representads de la

=

donde F1, Fo, ..., Fy son miembros digtintos de 7, se dird gue H es iden

4

inica reprasentacidn de la form

n 1.3.3. Sea T une fomilie de distribuciones p-dimensionales y . o
clase de mizturas finitas de 7. Se dice gue H es identificable si para cualesquiers

{ tales gue

k 4
H:w’«‘j:} ¥ F”vzfr;ﬂ
j=1 =
se verifice qgue H = H' si k = K 1y se pueden ordenar lcs sumas de forma gue
T :f;,szFj’f,g =1....k%k
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1A | P JESUI S i .
1.4 Estimacion de los parametros

bajo estudio, conduce & la necesidad
de las mixturas gue mejor refleje |

en caso de
Una, mues tia Jleatoria. Asi pues, su
desconocido, se plantes el bilema

A

SA bien existe una armplia variedad de métodos de estimacidn aplicados al pro-

blema de mixturas finitas (método de los :{nomum@sﬁ de minima chi-cuadrado, de

N

"n.’mmos cuadrados, métodos gréficos...), tal y como aparece recogido en Tittering-
ton(1992), el de méxima verosimilitud es el més usado por presentar propledades

ion s

estadisticas desecables, entre ellas su teorie asintética. Ko concreto, se
cbiener para cada “eai izacidn muestral @ = {®y,...,2,) el valor U € que ma-
ximiza la fancidn de vercsimilitud, que en el case bajo estudic, viene dad

iy
expresion:

[‘J,'J
!
o
b

o

o, equivalentemente, que maximizs su

+

Hay gue hacer constar que esie métode con

leva dos probleméticas asociadas.

La primersa radica en que es‘ﬁ funcidén no tiene porgué estar acotada superiormente
en €1, tal es el caso del elemplo recogido por Kiefer y Wolfowitz (28] con la mixtura

-

L& segunds problemética que enudo, en un medelo
de mixturas la vewesmxﬂf“d alcan 08 valores de ¥, En
este sentido, esta segunda dificuls motivo de inter o dependiende de sl los

arémetros de cada densidad compeneme son de interés o, p T ol contraric, se desea
lensicad mixtura. Conviene hacer notar o existencis,
de un problema relacionado con €l segundo aspecto citado: la verosimilitud pu

§e]

23
8010 una agra imac

tener méximos locales.

Con respecto a la primers problemstics, st la funcidn de veros!
nciable (como ocurre en las mixturas objeto de la pz‘eseqe memo“a) la maxi-

mizacidn de la misma s¢ abords a través de la resclucidn de i »amaoas ef‘*“acie nes
normales, resultantes de i

igualar a cer
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1o
g
&5
b
i
o
o
Q
9\
2z
U
€5
It
!
Uy
L
Y
v

recogen dos teoremas relacionados con la bondad de los

por este método. El primerc de

que en un ozztorzzo del va’%or del pa‘ré metre haye u
isten’

icamente segiin una ley normal fﬁste teorer

e generalizan el trabajo inicial de Cramér {14 referente

parelmetro esca;ar‘ Las condiciones, en las cudls se bcusan E 08 siguien-
. .

ialmente dad aq DO” aanda 9 omo generalizaciones

( EM,A

g egtahlers o
‘9 estabiece gue

e 3 -
1d consigtente Vv 46 84

n&s condiciones, Peters and Walker

] i fme:ﬁemen‘tﬂ consistente v que, al
menos localmente, maximiza la funcidn iog—verﬁszmmmd_

Previo a recoger los teoremas, se presenta la notacidn v las condiciones men-

ionsdas, tal v como se recogen en Peters and Walker 4:@ cue serdn referidas en

este v otros capitulos como  Condiciones de consisiencia Ci-C2-C3-C4.

Sea @ = (@1,..., 8, ), Una muestra del modelo mixtura dado por:

A A { i i raAa : NS T R - 11 Cnw 2atnin rac < 3
Conge + i € C v cada compoaeme cde la mixtur J§ €8 QIIETENCianie Yespecio s

~

P T oe Oy oun v > (0 suficientement
Coa cerrada de centro ¥ y radio v en & y por ¢

<

Debido g que los resuitados de Ecu teoremas son csﬁ:tc amente locales,

Q si fuese necesar



&
!
E\
A
=
-
et
D
Iy
O
O
=
C

5
htj
=
O
wn
G
g
%
Lo
=t
g

Condiciones de consistencia

@]
E-A
e
)

re todo W € U, cept. @ € RP y ware 4,5,8 = 1,...,v , las derivadas
parciales, 8g/0;, 8%g/0¢;0v; v & 3‘/0@)3 o0, existen y verifican las desigual-

AT 2 el e TN o3 { e XY
Og'\“‘*”a*’)‘<:_(/$) |5Q’\w f/i<h__<m\ o"0ggiE; V) < o d )
P =~ A4 - = g d T o > figienit,
O”ij | A & 'jO'zr//z f VAN qu&jngﬁr{fbs | 7
donde hi; u by son integrables y hyse satisfacen
Y Fig b gJ
e’p e v
§ hygelm)ole; ¥ de < o

Cz. La mairiz informacidn de Fisher, I{T), dada por:

I
)= | [Valogqle; )]V logg(a; ¥
erisie v es definidg positiva en U*, donde Vg denotn el grediente de primeras
derivadas porciales de la funcidn con respecto a las componentes de .

Iy

C3. Para cade T € 0 ¢ para v > ( suficientemenie peguefio,

;U de < 4oo.

C4.

H Eiggg(@;@*)‘g(m,@*}dm < ~FC0.
J

1

\

Teorema 1.4.2. 57 se verifican los condiciones de consistencic CI y C2, en-

tonces
) ma aral + “% fe i ; d Lf"‘ ”"Q Grien-
a) para cualguier entorno suficientemenie pequefio de W en §i y pare n suficien
temente grande existe, con probobilidad I, una dnice solucion ¥™ de las ecuaciones

normales, lo cual mazimize localmente su funcidn de vercsimilitud.

) /(" —T*) se distribuye asintdiicamente segin una ley nermal con vector
media cero y matriz de covarionzas I{@F)+

Con este teorema se justifica por tanto cue, independientemente de gue la
funcidn de verogimilitud esté acotada © no, existe una Gnics 1
ciones normales en un entorne ee T* que es, al menos, un méximo local de dicha

funcién (que se denctard por Ty que seré, tratada como estimador de maxima
verosimilitud aun no siendo méximo global) y tiene, bajo clert
regularidad, propiecades de consistencia, eficiencia y normalidad asintética, lo que

la convierte en un buen estimador de ¥F
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onsistente de las ccuazzoms de verosimilitud.
E*neme 1 estimador de méxime verosin

es decir, un punf;o donde la fumi 4n aog verosimilis ad alcanza el mayor
local. Lasegunda cuestidn es si, aun siénd 010 exisien tﬁ;es astimadores d

A o4 .
s a gl{z; U¥), Kl teorema

ot

4.2, Sea OV C §) cualquier subconjunto compncio que contlene o

en su imjerr’wﬁ" 1y seq el com'@méo

e 15 e ¥ g% £

E={0cll qla;¥)=glz; ¥ )cpt z cRP}.
51 se verifican log condiciones de consistencie C8 y C4, enonces, con nrobabilided
1, ware cualouier D C Y\ E,

£ e STEY
zg\&'u &;J

R
L g{ms; %)

-

! tamafio muestraﬁ 7, 868 & ﬁ&enteme:zte grande.
ualguler otro \,stzmaﬂm de méxima verosimilitud en (¥ se of ]
Feters and Walker

c+

4

e intercambiar las COJ;L:}UA_.LCI:_LSQ de la mixtura

£

tleva la com

Dada Iz dim:“l*éad que desde el punto de vista prictizo con

bacién de las condiciones de consistencia C3 v C4 referides & i
‘5 n nuevas cor:cﬁcéenes C3 v C4

=y LA (3 v LGl
ciones componentes de la mixtura, gue facilitan la citaca comprobaci
Y] ; 3 i ok . . .
C3. Porocada8=1{81,...,0;) €8 =0"x---x8" yparar > 0 suficientemente
requeno,
[ 2
Py A ¥
j (icg szﬁ @Z/jjj (23 @ Mz < +oc Vi, § =04 5 45,
conde [ se define de manera andloga o g.
T4’ Para =1, ... . k&
F e |
{ log fi(@, 87)] [, 87 )de < +oo
<

siguientes proposiciones demusstran gue estas dos condiciones
: para que se verifiguen C3 v C4.




Lema 1.4.1. Daedos a; > ¢ Vj=1 .., kEym € 10,1 tales que
verifica

}liog( 6| < llog ay]

i J=i Jj=i

Pemeostracicn. Sean o

verifies,

v por ser el logaritmo creciente,

3 Toao!
legor < logl

P

te para gue se ver

P

ifigue o condicion

del Lema 1.4.7 es

que por la aplicacién

k
< sup M% logmex<l, filz, 8 <
(87 118 ) ENL (84,0080 5
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Y. por la lineglidad de la integral v 47,

ey

<

[

o de vista tedrico, los Teoremas 1.4.1 ¥ 1.4.2 son amec:ac" oS B

de d&-s dad mixturs porgue pmporezogan 'z seguridad de la exis-
zmaé@res de miximea verosimilitud fuertemente consisientes, carac
como soluciones de ias ecuaciones de verc

Hn la practica, sin embargo, es
tadisticas, maf'cmat*cas e incluso numéri
i rosimilitud: no glempre exisie
Jue Son necesarios métodos o mérif'os tales como el

si
7
I




scoriﬂ-g o &l
ntes. Otrs 1 nativa para muches de estos problemas es con

problemeas de datoes incompletos de otro problema de datos completos, formulado
de manera que permita calcular los estimadores del problema original mediante las
laciones entre las funciones de vercosimilitud de Eos dos

- -

T problemas de una forma
mas sencilla. Hsta es la flosolla del algoritmo EM gue 2 o

ntinpacion se describe.

[

.5 Formulacion del algoritmo EM

El algoritmo EM es un procedimiento general que se utiliza para el céiculo de
estimadores de méaxima vercsimilitud en una amplia variedad de situaciones. Estas
rse como problemas de df“ics i compgaws de los cudles

n diversidad de a E: estes problemas,

situaciones pueden describi

McLachlar JQ presenta una gra

la estimacidn de méxima ia de algunos datos,
oMo son 108 casos de eX"*e*zme‘:joq con ¢ missing, distribuciones truncadas,

chservaciones censuradss o &g Da@as ete..

£08 i‘nconpAe‘aos con

aprovechar su facilidad de cdlou

en térmmos Q‘e un C“néuzzto de datos completes, estal
1

ilitud de ios dos problemas

Ademsés de su aplicacidn en experimentos con datos J.,._LOL“I,»-C{;US el algoritmo

EM también es de gran utilidad en una variedad de situaciones donde la incom-

EOS datos no aparece de forme natural, sino gue es creade de forma

licacién del migmo. Un elemplc de esta estrategia es

pli aci 2 lag mi turas i ucionales, ya que fratar problemas de datos

corapletos como st fuesen incompletos proporciona una mejora, desde el punto de
vista compulacional, cuando han sido *e*"orrw

o

nuiados adecuadamente.

ITREEN 34 TRhA Fe < + Ty e e 1
El algoritmo EM fue propuesto inicialmente por Demster y otros [15]

<
]
@]
3
e}
et
jab]

de dos pasos en cada iteracién: uno de célculo de esperanza (B} y otro de maxi-

CJ
Q\J
4]
e,
&}
L
O
oy
=
@
H
o
®
[N
o
et
o
{62}

iste en "fabricar” los datos f@ftﬁmes, I I
completoes, usando para ello los datos observados del problema d
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reslize & partir de unos valores inicl aie

1 de meaximizacidn, s
o8 ap”OVcCﬁaﬂGG ?a m clera’@ compleiidad

i del problema de datos complefos.

b
()
o
ot
(9]
g
o)
3
)
@
zl
,fD
O
d
o‘
ﬁ\?
,f*

Un vector de datos observados @ pusce interpretarse como incompleic v con-
cién ohservable de los Hamadoes datos comp bien ]
me‘fecf incluye el sentido convencional de
aplica en situaciones donde los datos completos repr
ponibles en algln experimento hipotético. Ea este
letos pueden contener algunas variables que runcan

H La D

wota por ¥ el vector que contiene 'as daﬂéos aum

ot
x

4%
(o]
g
ot
Y
ot
[}
193]
ok
<D
3

Li,..., %) Una muestra aleatoria simple obtenida a
on f.d.d. conjunta g(z; ¥), v sea ¥ = (2- eLd

rémetros desconocidos del espacio paraméirico &,

3

denotard por g.(y; ¥) la £.d.d. conjunta de la muestra gue se obtendr

i o

del vector aleatoric 1" correspondiente al vebtoz” ca datos compl

. FEmtoncss el logaritmo de la funcidn de verc i
v, sty fuese completamente ohservable, ve‘ﬁaz‘ia dado por

log L.(V) = log g.(y; U).

El algoritmo EM aproxime el problema de resolver la ecuacion de los datos incom-

(D
[
4]
ot
o

”"rec:az:enu 8 través de un

rocese ferativo en términos del logaritm
atos completos, log L.(¥)

e Tﬁ
2

"mepte se tignen dos espacics m
Ry 7 1 gue hace corresponde
z; E Y et vector de datos incomplet

Jere’i@mo por k{zlx, ¥ als funcidn de densidad del vactor alestoric Z condi-
2 gue el vector aleatoric X ha tomado el valor «, para todo ¥ € Y, ss

p—
Ru
1

S

&

=
'

§c<?f )
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¥ por tanto, en

Tomando logaritmos, se establece la sigulente relacidn entre los dos problemas:

v

log LU} =logk(zle, @) + log L{¥

Agf pues, si en lugar de ObSG?Va‘f’ el vector de da

icamente X, calcu

tos completos ¥ ose observe

1

esperanza condicicnada respcc‘te de
ia compszieme 7 de la varia Y 4 i = x y pars un valor ¥ del vector

s

Eglog L.(¥) iz} = BEg {logk{ 7z, ¥)) + log L{T)
(donde el subindice T en el rador B T s Bneide r o1
(donde el subindice ¥’ en el operador E significa que en la funcién respecto 2 la
que se calcula la esperanza el pardmetro U toma e! valor ¥).

TR 1A N 7 AN . ¥ vr. vTef
GO0 =Ewlog LTz} v H{%: ¥

g
i
=
&
=
o
0g
e
o~
~
&
oot
=
&
e

ldad anterior se consiguen distintas

k]

funcidn de verosir

pardmetro:

i)

El algoritmo BM, partiendo de una descomposicién inicial, con ¥ = ¥, se va
; .

sclucidér maximizando la funcidn § respecto al primer parédmetro

a
1do la solucidn pars aescomper_er Q en la stapa sigulente. Como se verd
To &
Ia &

i

mas adelanie, esie procesc conduce 2 un aumento de
en cade stapa.

funcidén de verosimilitud

unto de vista més formal las etapas del algoritmo EM, tal y como
en la obra de Dempster, Lalrd and Rubin (1877), so

o - - . o -
Sea WY oun valor iniclal para ¥. En la primera Heracidn, en el paso I se

o (N et . .
Q0T V) = By {log Lo (T) =} (£)
~ {0 - .
BEn el paso M se maximiza Q[¥; {9 con respecto a U sobre el espacio para-
Aty (1Y H
métrico {1, por lo que se debe e”COﬂ‘iTa IORTY que

T 3 T’n\ . YT ) ~Te A

2@ o)y > e, vy voeq (My)
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t‘“
[}
N
)
&

MG E

)«.,

Los pasos B y M se realizan de nusevo, pero reemplazardo

Fn la iteracidn k, los pasos B v M se definen de la siguente lorma:

- - ( .
Paso E. Se caleula Q(T; U5, donde
) . Dy i
QU Uy = By {log L.(T) z} (B
w\ {1t "
Pasc M. Se elige ¥V 4 | un valor de ¥ € {4, tal que
IS ACES VIO S IRItON T (M)
g(e T 2 QUE:; ) VT e R
El gentido del Ig oritmo EM radica en que la funcidn de verosi es
mondtona c*r"aciem en cualguier iteracidn generadsa por el sigoritmo EM. Para de-
ag gC P g
o se usa la desigualdad de Jensen que establece Elg(X1) Xs] >

T la func iér convexa real y cualesquiera variables aleatorias X,
Xy tal que B X es finita (ver Ash/4]). Por la definicién do H{¥; ¥} y 1
; & que B’Q\ 0wy < Bk, gl
. - 21 2
@ S1) Gara‘w 2 QU?Q{QL'%;@\IC/) > Q{
s se deduce que L{¥ \’gﬂ)} > L7

M—

ientemente pequeila, supussta la convergencia de 1o sucesidn de valores ds

~

verosimilitud {L{T¥N)},. La convergencia depende de qus !

tud esté acotada superiormente v debers ser estudiada pars cada cas

Por todo 'io anmterior, no es necesaric especificar la apiicacién de Y

1 i presentacidn de la funcién de densidasl del conju
nos de la funcidn de densidad de los ¢ atos compl
cificar el vector de datos completos ¥ v la densida

i Vector de datos observados @ para, asi, poder levar

m P
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en cuente que gy, .-, Uy i} es el pvodmw de n funciones que dependen cada

‘ n merginal de gly,, ..., 4,3 ¥ res o
eg igual al producto de las den idades marginales de cada una
con ?especto a cada z;. Puestc que Zi,...,Z, S00 en eshe cas
8 dzsC“e?as con k vaiew"es posib]es le; = (1 0...0),e5 == (C

ke

sobre todos los

“t

7190
[E Ry

e

nds las zx: son las componentes de los v@c‘fe?’e: unitarios ep que se anulan
lvo para el caso h = 7, por lo gue la expresién (1.3} queca:

"

lgoritmo BM ge:aera desde un Vft'if T iﬁiciaz de

f‘éf\m\\

icando el tecrems de Baves, se obtiene gue cada cormpenente de
puede ser expresada por:

&
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Paso M: Encuentra ¥ = UV pars maximizar (] ‘lﬂm)).

Como se observa en la expresién (1.4}, el primer sumetorio sélo depende de los

s que en el segundo aparscen el resto de log pardmetros

;, por tanto estes partes se maximizan por separaco. Como la funcién

nealmente de logmy, ..., logmy, ! primer problema de "EELX i

nica solucidn gue se resuelve por los “m iplicadores de Lagrange y es
nte de la forma funcional de las densidades componentes f;{;6;):

., T mientrs

s
- ke
{m=+1) - o lmi o 7
T = — Wi (W) F=1,...,%
J e mmJ E
=

De modo que para resclver ¢l paso M, beste maximizar el segunds sumande de
Q(W g (m) ‘ , respecto de ios vectores paramétricos 81, ..., B 51, ademds, cada uno
de estos vectores par e’:'::vos aparace Gnicamente en una de las funciones compo-

nentes de lg mixturs, el segundo problema de maximizacitn se c;;vzciﬁ
E prub,xe)uas de maximizacién com ini
ardmetro o vector paramétrico. T
verse como problemas de estimacién d
cue aparecern sumas de logaritmos ponderadas por lag proba

ot

5 5608 pfO“"‘ imizacidn 7

’U

de que las observaciones muestrales pertenezcan a la aproplada pobl
ponente una vez dade el estimador de méxim i
Asl pues, la dificultad del problems qeccnce:aﬁ al

. 1 ~

os estimadores de

h3

el cdlculo de

mixiurs.

™ In ~ o v A rel al it AN e fom At AcAne M i)
De la comparacidn cel &LgOrILimo i COn OIr0S InCLodos numéricos Y& men-

coring, conviene reflejar,

¢]
=
o
o]
o
£
o]
&
e}
o]
3
[}
P,
[
o}
=z
9]
=
ot
«
7
g
&
w
)
P
[
et
)
S
joH
o]
Fri
et
o
5
[¢]
=]
ol
w

o) EM es més fAcil de aplicar generalmente y s numéricamente estable pues

con cads iteracion EM incrementa la vergsim

by Los métodos el de Newton-Raphson y do Fisher’s qcming son m-é,c
de aplicar en la préciics porguse necesi
etapa, ademés de no garantizar la monotonia de i

W invertiz

¢) El métode de Newton-Raphson tiene convergencia de segundo orden, mien-
tras que el algoritmo EM es generalmente lento. No cbstante, si la separacién



1.6, ALGORITMO EM APLICADO A LAS MIXTURAS FINITAS z7

ire las componentes de la mixtura ne &8 muy grande, Newion-R
iece ser muy lento.

Si se satisfacen las condiciones de regularidad exigidas en o teorfs asintdtica
s, los métodos de Newton-Raphson v Scoring proporcionan en cada ite-
idn vna aproximacion a la matriz de covarianzas, sin errbargo, en e aﬁ'go*:;t

/i no se dispone de ella directamente, sino que hay gue caleularia por otro pro-

e) La convergencia al estimador de méxima verosimilisud no se tlene garan-
iz ace con ninguno de los métodos, pere, balo condiciones bastanie generales, sl
slgoritme BEM tiene convergencia global, es decir que corverge generalmente al
& 1 salvo elecciones inadecuadas de los valores iniciales o existencia
Sin embarg@ otros métodos como Nevion-Rapsen tienden a
mtos de silla v minimos locales tan a menudo como a m

< TIOQ

CoA LIS
isie“ extensiones del algoritmo EM como el GEM [(2igoritme EM gene-
o BECM {(esperanza-condicional maximizacidn} cue se implementan ite-

rativamente de founa bastante simple v que conservan la convergencia mondtona
ble de! algoritmo EM, para aguellos casos en los que le resolucidn del paso

-~ H +
no es directa.



Capitulo 2

i nl)

Tixturas finitas de
istribuciones: ldentificabilidad

2.1 Introduccidn

i objetivo de este capitulo es lab Gsqueda de condiciones sufici

; commobaw" la identificabilidad de algunos experimentcs mocief*z é o8 8

wras finltas. Se comienza cor la formulacidn del probl

bles con asimetria positive en log datos a través de una mi
<

nciones de las familias Lognormal, Gamma y %fvaoum
modelo, el siguiente objetivo que se persigue es el estud

impor-

oG 801

s modelos de m’ceres, en la Ségue*:te scecion,
nueva condicidn Cuﬁ&e% e para demostrar ls identificabilidad que

ciones de los resultados antericrmente recegidos.

capitulo, con aplicaciones de ios resultacos obtenidos a algunas
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O 2. MIXTURAS FINITAS: IDENTIFICABILIDAD

()

ce mzxmras uti

mcmg en la lteratura tratan sob“e aat ze;‘i@ 53 componentes

ramétrica.

'I&VéS de mixturas de
el caso aia:c“:eaco en este memoria. Asf, se estudian las mixturas resu
lz combinacidn lineal convexea de uns dist

Welbull, Hs decir, se estéd tratando con
combinaciones de tres funciones de

alternativa a este planteamis

Ch

. 3 [l RN
ribucidn JOgY‘O.A_..A i, UG Fainimna tiia

fem . T(-\t-\
xturas muy concreias obtenidas de las
distintas. Una forms

stas familias como un

caso particular de una Gnica paramétrica que ezzgicbase a las tres anteriores,
pero, bajo este enfoque, se a ntaris el nimero d netros y, de* mismo m mcdo

resultante de la unidn de es

pertenecerd a un sub ¢ de mixturas que genera dicha unidn
Seguidamente se pas ‘ pmbiema.

Sea X una variable aleatoria con nsidad mixtura g(-; V) de la
forma
3
glmy @) = > mifl285),
j=1i
donde {m;}o_; €C v fi,f2 v fa son las funciones de densidad Lognormal, Gamma

¥ VJ&buhj respe::twam nte, dadas por:

£ v + ¢ EPAVET S
filzip,0) = —==—exp{—{logz — )" /20" ;
LTTE
b exp{—z/b}
ol o, b) = > - v
23 Wy Uy = T )
L4
£ 7 c (9 < 1
e e d) = =z exp{—z°/d°}.
ERsAN )y e Rkt 4
W

ud asociade viene dada
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Tal y como se recoge en el sigulente resmtado, igual gue en el caso de una:

ire de dos distribucicnes normales, (Kiefer y Welfowitz [V8]), L no estd acotada

bl

superiormente.

oposicidn 2.2.1. L{¥) no estd acoteda superiormente.

ato cualguiera de la muestra obtenida v , b, ¢ d cualesquiers valores.

n de verosimilitud L{¥) tendrd la formea

Yk
(V]

Pridering

El exponente en el primer sumando se anula ; ! 0, el

imer sumando no estd acotado superiormente v, come en cads uno de los demés
factores, el segundo y tercer sumando son © anuidades fijas ne nulas Ardenezzdiemes
de o, la funcién de vorosimilitud tenderd a infinifo cuandoe ¢ tienda a O

e el méxime global no existe v por lo tanto, como se
terior, el interés se debe cenfrar an (& b

] : 2=
Sguets ¢ maximos

P!

mar de maners Unica los pardmerr
métrice de funciones de distribucidn es ident!
08 parametros eterminen distintos membros de la fa

*4

aste sentido, 'L‘e?crmr “-“Oporcioné una condic
xtura de una familia *C“e*m Jde niificable, dicho re s{,{i'

nes Normal vy Gamma. Posterzcnm 1te, Chandrs [10] pre
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ificabilidad
Za c«Le fz::-cc cnes de

raron que ia clave para reqaopdm a la cuesti
in eoetaeﬂc ES ueal de los miembres de 1
se

—

.
Ii
formean las mzxturaa F.

eorema 2.4.1. (Yekowilz and Spragins [54]) Una condicién necesaria y sufi-
gue H seq identificable es gue F sea un conjunio linealmente indepen-
diente sobra el cugmo de Za.ﬁ nidmeros reales R (i.e. no eziste una combinacion

1

bargo, esta condicidén es dificil de verificar en rauchas situaciones. El
itado sobre identificabilidad aplicable a muchos modelos diferentes fue
Teicher [51]. Este resultado puede considerarse ccmo el punto de partida
trabajos sobre esta materia.

5

Tecrema 2.4.2. (Teicher [51]) Sea F wuno familic de funciones de disiribucién
para lo gue existe wna aplicacién M que asocia o cada elemento F de lo misme
une transformade ¢z{t) con dominio de definicidn Sp. 51 M es lineal y biyectiug
1 existe un orden total sobre F, denotado por <, tal que:

{a) F: <zf2:~s>up_ C Sp

i

et

[t

/BT /_,‘ N 7, Al ooy e s
() ZH{F) € 8p (la clausurs de Sg ) tal que
. . orl)
FL=Fp= lIm 22l
t—i(F) ¢r (1)
entonces Lo clase de todas las miztures finites de 3 ideriificoble

te resuliado iezcﬁm 751 eduio Q_rec%bameﬁm ia Qeﬂtﬁuabﬁ-*a G G

{ como de
o7

]
o
&5
&

-

iss generadas por normales univarisntes, usando bomo 'tA ansformada la funcidn
i momentos.  Posteriormente, Ahmad
identificabilidad de las mixturas generadas
Neibull v Lognormsal, perc utilizando como %

momentos del logaritme neperianc de la var

:)\

g(\me

~

Sin embargo, este teorema, con las transformaciones 131}&1@53 no es &
a la clase bajo estudio P ya que la CO;’IdlCléﬂ {a) del teorzma no se ver
i iones, dicha Ucmd cidn puede ser muy restrictiva debido a que ordens

o contencidn de los dominios. Asz pues, puede verse
aplicacidn en aguellos cases donde los coniantos de def Sr

< h]

mis de un pardmetro.

mento de ieichf—r 5
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Como consecuencia del teorema se deduce el
bilided para F
Corolaric 2.4.1. §i se verifican las condiciones HI-HS, la clase de mizivras fini-
tas de F es idendificable.

Henna QQSCﬁ use este resultado para lad de mixturas &
tas de distribuciones log-gammea v log-gamma inversa. Sin embarge, para las
mixturas que se tgm en este capitulo es bastante restrictive v no puede ser a*o‘ii—

3

cado. Firesultado, que se da en la préxims seceidn, permite rel

del Teorema 2.4.2 de Teicher sin necesidad de complicar

biparamétricos. Tanto es agi, gue dicho resultado pued
g \ N

n

ad de las mixturas formadas a part
ias de distribuciones Gamma, Lognormal

fundamental de este capfiule, nerc también para pro’baz Zia i a
mixsuras finitas de distribuciones log- g ymma Y log-gamima inverss de forma més

J 0

2.5 ?{: w7 Airidn erifirionte Ao 10 «é:ﬂ%@rw Y
Ny o nueva Con <%.Cx,@a;§_ SUNCIEnte ¢ Icenviicaniiiad

A continuacidn, se propone un auevo resultado gue evita la estructura del espa-
cio paraméirico como espacio producio y s“smtw}e la condicién (a) en el Teorema
2.4.2 de Teicher por una condicidn mucho més general.

Teorems 2.5.1, Sea F wna fanilie de distribuciones. Sea M una aplicocidn li-
nes! gue transforma cada ' € F en une funcion real ¢p definida en un subconjunto

S5r C R, Si existe un orden foial < sobre F, tal que VF € F :3‘ F} e SplFY,
donde Sy{FY es el conjunto de acumulacidn de Sp{F) = {t € s oplt) # 0},

verificando:
(YNFLFy, .. Fp,eF [ F.<XF, 2<i<m=

o ()
Lm Pry '\t/ =0
a8 " = .
t—t{Fy) ©F, (ﬁ)

entonees lo clase Hy de todas los mizturas finitas de F es identificable.
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Repitiendeo el argumento un ntmers {1 veces, se lega & gque m = Ty
y £y = Fj para todo 1 = 1,27”..73111-1%55,!%?. Ademds, se tiene que k = k. Hn

- - p ~ ~
efecto, sl k > k, entonces se tendrfa >0, %;F{(z) = G, y por tanto #; = G,

E+1< 7 <k, ¢enuevo una contradiceidn. As! pues, Hr es identificable. i

Noto 2.5.1. El argumento dado en la demostracion del Teorems 2.5.1 sigue siendo

vélido considerando t{(F;) = +oo.

m—\-.ﬁ on

JRSS S I IFLUIEL

Por otra parte, en el enunciado del Teorema 2.5.1 se observa gue el punto 1(F)
depende ce cada distribucién F € F. En el caso de que el punto ¢(F) = #; sea
independiente de F v teniendo en cuenta gue la reiacidn

i Fn = 21 - Y EG E’/
Iy < Fysiysélosi lim 220 =10
t=io g (T
define un orden parcial sobre F para &g filo (por ser antireflexiva, antisimétrica y
transitiva) el siguiente corolario simplifice la comprobacion de las hipétesis.

Corolario 2.5.1. Sea F ung fomilia de distribuciones. Sen M wune aplicocion li-
neal gue transforma cada F'
Sp CR? y sen Sp{F) = {¢

L

€ F en una funcién real ¢ definida en un subconjunto
€ Sy ¢p(t) # 0. Si eziste un punto &y verificando:

(o) Para tods coleccidn finita de distribuciones Fo,... | Fy € F

(8)Ei orden dado por

Il

<

Iy < Fy sty sdlo sl

es un orden tolal sobre F,

entonces Lo clase iy de todas las miztures finttas de distribuciones de F es iden-
tificable.

icar considerablemente la comprobacidn de la iden-

asociadas una aplicacién linesl que trams-
reales con dominios de la forma (o(F), +00),
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{—co,8(F)} o {—oo,toc), ya que +oo ¥y —oc pueden jugar el papel de iy en el

COr0iaYio.

R ﬂ

2.6  Estudio de la identific
de distribuciones finitas

: algunas aplicacionss del Teor
{amilias de mixturas initas

2.6.1 Ede tificabilidad de mixturas de distr

et
pot o
?
=

as Log-gammaea v Log-gamma inversa

tﬂm&o‘ del Teorema 2.5.1 p@’"& compl

e dostrl 'bzzc iones. las
aes log-gar

‘iciones son mé

Qe

odos las miziuras finilas de Fg es ideniificable.

)

Demostracién. Sea Hp, la clase de todas las mixturas fini'as de Fg. Se considera
olicacidn M h’ 7., — © que transforma une funcidén do distribucidn £ € 7

3,1, e
) | et A o)
_ft\ J { “ C!i;" \w/f

-
e
Q
b
l
g
S
T

!
=
N’

<
m
{
P}N
T
Q

f

\.8/
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o2 = o1, fo = {1, ko < k.

es efectivamente un orden total en el espacio paramétrico asociadso a ls
lia de distribuciones Fg, por lo que induce un orden totalen la i i

e de todas las mixtures finitas de Fg es identificable.

. . la =

Demostracidn. La demostracion de este teorema es semeiante & la anterior con-

siderando de nuevo &/, que asigna & cade mixtura de Fp su funcidn generstriz d
momentos

FOTE AR A rﬂf“/_ e - Lo
MF( 0,k = ¢ru-n(t) =e gt -+ k) /T(k) t € (—oo,kfo)

, la identificabilidad de esta familia ss decuce

de la femilia anterior al observar que cods
representar en funcién de un elemento de Fg, asi, s: en

4 F o
Rlzyp,0,k) e =ds
—oC = ({1‘/
se realiza el cambio de variable [s = —¢] se cbtiene la exprasién
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CAPITULO 2. MIXTURAS FINITAS: IDENTIFICABILIDAD

o112

ESYIR
LG

por 1o gue

G<Fsiyslosije<i]édle=1yb<d ]

bt
&
\v
O
3
I
'y
et
Ty
vV
£y
o
&
fl
—
o
If
S
(.\/:
o
\Y

F<Gslysdosi]

Corolario 2.6.1. es igentificable.

o

Hste resuitado se deduce directa
enerada por Fy.

ente del tecrema anterior por ser P un sub-
conjunto de mixturas contenido en la clage ge



Are i,
Capitulo 3

ixturas finitas de
M, stribuciones:
leoremas de Consistencia

G
s
bl
3“/‘)L
it
=
o)
fda
o
)
0.
o8
-

etende comprobar que en el conjunto P, de mixturas
. Fn v Fyy re”ogzae en la Definicidén 2.3.1
imilitud cumplen las condiciones de consisten

e COY“pf"oba&on de estas condiciones no es, en general, facil. De hecho, puede
Har muy tediosa va que es necesario calcular derivedas de haste tercer orden
ritmo de la mixtura con respecto & cada uno de sus pardmetros gue, en el
agul se trata, son ccho. Para facilitar este traba o se proponen, en
. alguncs resulfados que permiten la ¢ mp?ogaezé?’ de dichas condic

l"'!

mixturas de uniones de clertas familias Da“amc ricas de funcione

como son las familias exponenciales que seguidamente se definen.
3.1.1. Dadas las funciones:
a: D CR"— [0, +o0),

—
ﬁ:DCRn—vadgﬁ

b: 8 — (0, o0},

L}

e
[451}
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=
et

con © C R? abieric y D C R™ medible, tales que las funciones
Fl.8) e D — alw)b(8)e® Te(=),

som funciones de densidad V8 € G, el conjunto dadec por

150
N
n

0-.
e
ey

— {7(.8): 6 ¢

\.,CI?I

se denoming familic exponencial regular aseciada a las funciones a,t y b.

Las familias de distribucio

gue, repar -ametrizadss CO‘“EVGZXSRJCG?’“

yO

bargo, teniendo en cuenta que este
mixias c;e i/, se necesita una familia

e

~
EO[‘;, se define unsa nueva familia de dighy

ibuzciones

que co;a‘t*ew, en Dof‘ ica as familias expon enciales, v dentro de la cual se

1 L 14 e £ o L : :
bueden inclnir también & Ia familia de distribuciones Weiln

efinicidén 3.1

con @ = g % Ag x Ag C R x RE x RE ghierto y D C R™ medible, tales que las
Ffunciones

- ey . Tolan)n
F(,8) € D — alz)b(8) exp{aTt(x) + (@)™ 1=
son funciones de densidad V8 = (o, B, A) € 8, el congunto dado por

Wia,t,b,6) = {f(-,8): 6 = (2,8,%) € O}

se denoming faomilia iipo VW aesoctada @ las funciones a,¢,5 ¥ c.

Con ides de faciliter I comprensgion v demostracidn de los teoremas, el capfitulo
se ha estructurado como & continuacidn se detalla. En la egupéa seccidn se pre-
sentan una serie de resultados de integral rios en las sucesivas

a
demostraciones gue aparecen en el resto de 1as secciones. Desde la seccidn tercera




3.2. RESULTADCOS DE INTEGRABILIDAD 47

L
&l

, en primer lugar, ias mixﬁums de familias ex
gar, ias m;af"u**as de uniones finitas de *fém:i;as exponenci
as de familias tipo W, v '

oo
+ Lo i

turas fnitss

Pre)

ima, se comprueba que P verifica dic
resultados anteriores y que ammézz verifica la condicidn

s condiciones de con-

riz de informacidn.

2y 3

3.2 Resultados de integrabilidad

Fr esta seccidn, se dan diferentes proposiciones, corolarios v lemas

tarén las demostracionss de los teoremas gue se abordan en las siguienes secciones.

It objetivo de la siguiente proposicién es mostrar que, bajo clertas condiciones
5] & r ] H
ia derivada paramétrica de unsa m:{lcnézz integrable sigue siendo integrabl

Y

el T

C R un intervalo compacio, .0 C B

\

z”:uxfﬂhﬁmégue:
fand

es integrable V6 € I;

—~
S
&3
f
E:j
<y Q"‘*‘\
E%
Cla

} Vel |ect. €D, verificando:

18) el congunto Z = {xz : 361,65 /o S(w,81) > 0 aQJ(@ B2) < G} es de
medida nula
Enionces, ecct. 8 €1, lg funcicn
af
z €D = (x6)

&5}
D
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ulentes resuitados se centran en el estudio de bilidad de fun-
ciones relacionadas con la famill !l cual se utilizard de puente pars,
las rr_zxturas objetc de esta memoria. Para ello es necesario definir ;a siguiente

Definicidn 3.2.1. Dada £ :R” — R? con (= (33} . td{m})T y h un enters

16 negative, se notard por () a lo famili

g/"\

Ty(t) = {T:DCR* =R

ezt E‘/@ < R},
Z—L

i se le denominard familia de funciones producto de o lo mds h componenies de

Proposicién 3.2.2. SM 8 C R abierto y D C R™ medible. Sea f: Dx Q@ —R
tal que f(z:8) = a(x)e? *&) donde a: D C R™ - R yé: D C R™ > R* son dos
funciones medibles tales que pare todo 8 € © la funcidn

z €D flz;6)

es integrable en D Entonms lo funcién T{z)f(z;8) es integroble en D, V8 €
=+ £
B.VheZT U { €iip (2,/,

£

Demostracicn. Cualguler product

P

donde A = Efl:_ v; < h.

T Aorivew PAEINPPN Ia tima Ao la . a Aal mond o P .
Al derivar respecto de una de las componentes del pardmetro se obilene una

furcion de ia forms




H
5]

S DE INTEGRABILIDA

€Ay
Ny
oS
ey
[€5]
-
Wi
[
=S
i
)
[0}
-

Dado 8* = (8%, 3*) € R%! x R fijo, se considera la fun~ién
fﬁ*{%z /“a) D% i)\*, }‘\2‘ — R
e I S
for(z, ) = Fl=,67. )
donde A, hg € Rialesque A" € A, kel y (850 €@ VA
PR “C

i -iﬂ’i@l’ﬁ@, verifica la condicidn (1) de la Propos
de fg={, A) respecto de A es

rserlo alz) v ta).

Para comprobar (2) quedarfa por demostrar que la funzidén
AE A, Ag] — ala)ig{z) exp{(B)* '@ () + dtg(z)}

R ki
Lervalc

lo es por ser comti

De este modo, s obtiene por la Proposicidn 3.2.1 gne para casi todo A €
Az, 8 Tuncidn

, integrabilidad en casi todo (A1, A
Pars vealizar la comprobacidn en el purto A® basts con elegir

el
= O‘J‘*r_,,,k
e X" e anto —— (&, X'} como
o 2
Ov‘d?ﬁ:x /m 1”\
{2z, X'} sean integra
5)\ (S J g1
TT 3 H 7
Usando, shora, la desigualdad
e,
B AK\ = alx)i e B gy Hale) A
‘8/\7, \ ) % \ )d\ -
~ A ﬁ fragyTia{z) i 7 B o R S R
< Ja(@)tg(m)eP HOTRENT Lgla sy (2] P H Tal=)A

, {realmente es menor que unc de los sumandos, dependi-
N
7
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’)

Qo

w

ré la expresién Gg(8%,r) =

antre §° y semiamplitud

Proposicidn 3.2.8. Sea © = Ay x Ag x Az C RE x R x RY ghierto y D CR™
medible. Seana: D CR™ - R yt: D CR® — R% dos funciones medibles tales
gue pore todo 8 = (o, B, A} € @ la funcion

Floo B2 12 € D alz) exp{ogt(z) + c(B)e* “(x)\

es integrable en D y donde ¢ + Ay — {0, +o0) es cuafguz'e funcién gue ifiene al
mMEnos una dem@wda parcial de primer orden continua ¥ no nule en N,

Enionces, pore todo 6 € O, para todo h y para todo T € TIy(E) se verifica:

1} Las funciones T(x) e ﬁ(m);’(mﬁ&,ﬁ,}@}, con m enlero no negelive, son

un razonamiento andlogo al de la demostracién de la Propesicidn 3.2.2,
derivandc respecio de las componentes de «x se obtiens que, para todo 4, las fun-

T ol 1 . £~
Lierivaingo respect

pecto de la componente B;, para la cual la derivada de ¢ es
continua y distinta de 0, vy por tanto ¢ es mondtona en esa componente, se obtiene,
por la Proposicidén 3.2.1, que la funcidn
8!}# b T ;QA’-,
- . t{m) Y~ o ey \
(e, B 0) = & ) (8)f (2,2, 8, 2)
[ojo51 o1

itegrable para casi todo- E-:, ¥ usando ‘fm monot
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CI. Pare todo ¥ € Q, cpit. = € RP ypara i,5,s = 1,...,v , las derivadas

+ a AR 7
parciales, 3gq/&v;, 82q/n80; y 52q/SnOonbs, exisien y verifican las desigual-
dades

U5l e 1T P BNy 531 / \

A V) [ SRY o QKCL'b:K")JK L e U7 g 4B kj/‘ 14

o < hy(z), o S hyplm), p < hijs()
| By l \ O 0%; | ;005 |

C3. Para cada ¥ € 8 y para v > 0 suficientemente pegueno,

g{!iogq{x;‘w‘ (e T)de < +oo.
o

donde

En Redner v Walker |
de funciones de una fam
de consistencia. Sin embargo,

en el s3] em

sis bajo la cuales lag mixturas

len 2igunas de las condiciones
lss verificen como se ilusire

plo gue se presenta a continuacidn.

Eiemplo 5.8.1. Se consider

| perfeneciente a la
familia exp o%enm@l regular dada por
T [ £l Y 61 0.1 £ (1 V1
F={flz6) ST e {0, 1/el, 8¢ (1,+o0)]
A g x/
Este es una familia exponencial reguler donde afz) = £, 8(0) = 0 — 1y ¢z} =
—loglog =.
La mixburs,
1 3
o N — S flee SN o oo Y
P\, Y = oM\, ) f\xvé/*
Z 2 2

no verifica la condicidn C3F de consistencia. Para su comprobacién v por comodi-

dad, se denctardn a las componentes por fi v fa respectivamente.
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Para comprobar gue no existe un I conteniendo a ¥ == {1
e C i 4 q e

;
cos W € &4, se cumpls la

3 N
f=. i 4 Fon TN G| S TN
= | logimax<1l, sup 5{(z,¥), p(z,¥az
L TeN-(¥7) %

L N /4
{-; 1 r I (o TN Yol e O7EN 2
> § logimex {1, p(z, ¥7)}p(z, ¥ )az
JE

{EC 7o
i ~<'!'3 I4 & SO | H r . IR TrEN T
| loglmax il plz, U p(e, ¥dz = | - loglplz ¥iplz, ¥)dz
fo
Por otra parte, como el logaritmo es craciente, se tiene qu
La segunda integral trivialmente es finita v la primera es de la forms
o /39N 4 r 3N s T
7 ! [ - i = AT B
/ a(z)b | = | e2™@log alz)b | ;\= e24% 4
4o \Z/ . \2/
3\ f fEa 327, /3\ fre B aray |
= g [; ] loga(z)a(z)erPdr -+ logh | = [ a(z)eEFdy
\2/ L \2/ Jo ]
3 ﬁ3 zo EFTIRY 1
+b ’/—\; = | tz)alz)et x|
\2/ 2/ i

of

La segunda de las inbegrales que aparecen en la expresidr anterior os f

es la integral de —= rval
b(3 /2‘
integral es finita por ia Proposicion 3.2.2, v la prix
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Notacidn. Se denota por Vy al conjunto

Vi={eeRYfe;=%1 Yi=1,...d}

Adernds, al igual que en la seccidn anterior, se denotard por Qg(87, ) al
67 —r,8F + 7] y para cada € € Vy se denota por 6{e) € R, con ¢

+ &;7, 108 V&r

tices de dicho hipercubo.

Lema 3.8.1. Seat: D CR* - R% 6" ¢ R yr > 0. Enionces parg todo = € D

y V8 € Qa(6%,7),

Demostracion.

ti{z)9; < ti(@) 0] +eilz)r] Vi=1,...,d=
T4 < 16l T3l )
G ) < Blelx)) iz =
ral s T / Y cra NT 2/
exp{67¢(x)} < exp{[B(e(x))|Te(m) < D exp{(6(e)) t(w)}
EEVd

Teorema 3.3.1. Seq £(a,1,b) una femilia exponencial regular, k € N y seq op™ =
= ok

(w*,87,...,0,) € =C, x 87, 5i se verifican:

entonces cualguier mizture finita defintde o través de k componentes de E{a,t,b)
verifica la condicién de consistencia ©F en un cierto compacto Cp x 81 x---x 8y C
Cr X ©F gue contiene a Y.
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&3,
O
3
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W2

que © es abierto, seglin la definicidn de la famiiia £,

r>0:Q46,r)C€ Vi=1,...,b

(R

L]

C i, un compacto que contenga a 7™, se tiene que el su

% Gg(67,7) C Cp X ©F es un compachc que contiez-e Y ':J,

Dada una mixtura p(z; o) = /_,,@_.

17 j( 8; ) de £{a,t,l), ¢
cidn sobre dicho compacto, se ha de dem

rametro o,

donde hi(x), hys{x) son funciones integrables e independic

i < hysu(z) Vi, 8,u

ferivada, la desigualdad triangalar v dada la
.k, para demostrar (a) y t

QL N
Gile, 6}
oy LA I £ oL
=y a{j‘j \\VJ \ ) J

82 11 O
ran o .f\’j“vfgfl < (o \_/3 s
WO s > Yis
V8586, Jen

con g, gs, g4s funciones integrables respecto 2 @ e indeperdientes de los pardmetros.
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A ccrmmac%ézz, se proponen unas condiciones suficientes gue aseguran que

r mixtura de funciones de la misma familia exponencial regular cumple les
nes de consistencia C3 y @4
Tecrema 3.3.2. Ses £(a,t,b) wna familic exponencial regular, & ¢ N gy o6* =
{m*, 8%, .. éf} e =0Cpx N”, si se verifica:

)

entonces cuclgwier miziure findta d
ciones U8 w C4 en un compacto §3 C {1 tol que ob™ € (.

Demostracicn. Segidn ls Proposicidn 1.4.1, para ver O3 basta ver gue se verifica

C3’, es decir gue Vi, ¥V v V8, en un clerto subconjunto de © v r > { suficientemente

pegueno se verifica:
[ og 71z 8) N < 4 (3.2)
j log j{= ,6:) =, 67 )dz < +oo, (3.2)
o

- 3 8 » P s 5 5
siendo fi(z,8;) = max{l, sup f(2,8)}, donde N,.(8;) es la bola de centro §;
&' ENL(6;)
v radio r
Se considera v > 0 tal que Q4(67,2r) C © y se probard que se verifica (3.2)
V8, € Qal],7)

Ahors bien, come se deduce de la demostracién del Lema 3.3.1,

— - Tsimy e ) .
Ve, dec Vd/ e HE) < Bl ) g ¢ Qa(8;,27),

*

siendo 8(e) =6

i

Por otra parte, porser b o continta, existe M tal que [b(8)] < M V86 € Qg(87,2r).
sk

Agl, teniendo en cuenta que la bola IV.(8;) C Q48] 2; ) V8, € Qd(ﬁz,r), se tiene

3 = el
£, 8;) < max{1, Ma(=)e? 1 Ho v, € Qu(67,7),
v por tanto, considerando AL > 1,
log £l 6. < max{0.] (o8 ()N
108 jri®, 0y & maX{U, 10 e Ji
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<log M +loga(z)| + C » ts(=)| V6; € 4(67,7)

s una constante que acota en valor absoluto & 25 componentes de los
el hipercubo Qu(87,2r).

Como ts(z)fle, 63), Vj = 1,
v Uogalz))f(=,65), Vi = 1,...,
log [ (%, 6:) f (=, 8]) es integrable co

Parg ver C4, por la Proposicidn 1.4.2, basta probar C4°) es decir que

f/ § \i‘
o Pl O £ G Dng alm ] L Tae BOGFY 2 A% (N L S g
AOE)j\ﬂfzgii‘}f\%,Qj] S % }LG%Q\:L> ;EQgG\Q%/ H ) jS b\ )i E J\ﬁ;djp
N\ s=1 /
v todes las funciones del mismbro derecho de la desigualdad son inbegrables, por

2.4 Condiciones de consistencia para
uniones de familias exponencialss

m«-\

Hasta ahora se dispone de resultados que aseguran la verificacion de C1, C3

v 4 en las mixturas formadas por fun ciones de la misma familia exponencial
Exn esta seccidn, se p“ono’ze

ia

las expogemzsﬂeq reguhzeq Para eL 1 familia de :"unciones jois
ponentes de una funcidn vectorial se geﬁe*al za a funciones producto de com-
' e funcidn vectorial, fal v © ] i

adas las funciones t; : R" — R% fJCL’f{E i = E,...jﬁc con
=N y h un entero no negativo, se noiard por gty ... . t)
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pera 1 < j < k, y por tento multiplicando por 77 y sumendo en k, se tiene g
() plz, ") es integrable

mmiafas regulares dﬁf-mdae sobre ©; C R% y sea op™ = ‘7", 87,...,67) € 4 =
Co X 81 % ---x 8. 5lpore tode 1 <4,] <k se verifican

(H1); b continuas

£ rran f‘l [P a4 Y

(H3) | logaim)if;le,07)de < 400y

J
entonces cuslguier mizture finite de la formap(z, ) = ¥ = file, 6;) con fi{z, 8;)
ifi

Elas. &, bi) verifica las condiciones de consistencia C8 y G4 en un cierto compacto
{1 C £ gue contiene ¢ o~

CONSISTENCIA PARA UNIONES DE FAMILIAS EXPONENCIA

.
L
‘&3 )]\/ cond & §3<{72,E€7, “Vés}
1oy
k
- m/meCy,i=1,...k
=

FaRn
STl

=
H

(,ﬂ

Se congidera Ay () la suma anterior. Por la hipdtesis del teorema, se sabe

[
AN
s
AN
e
N
e
M
Ft
98]
o~
gﬁ%
Lk
“{“1’
o
~
jo 3
(@]
[N
Q
s
[
)

ma 3.4.2. Sean k € N, £ = E(as, 6,0 coni € {0,...,k}

1 relacidn con el Teorema 3.3.2, este caso inclitye una nueva hipsdiesis

tre las familiss.

ostrecicn. La idea de este demosiracidn es similar a la del Teoram

r& ver que Vi, 4, V6 en un clartc compacto

2 3.2.2.
A
&, C Gy
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3.5 CONSISTENCIA PARA FAMILIAS TIPO W

3.5 Condiciones de consistencia para mixturas
de familias tipo W

LOQ resultados presentaéos en las secciones anteriorss recogen condiciones su-
thes para que las mixturas de familias exponenciales regulares verifiquen las
i Lores de consistencia. Las familias de distribucicnes Lognormal v Gamy
pertenecen & este tipo, cosa que no ocurre con las distribuciones Weibull, En ests

Seccié; se geperalizan los resultados vistos antericrmente a las familias tipe W
’ en la zm;?o&“cc 1dn de eqte capltulo.
ran los hipercubos Qg (e, r) =

4ol Paracads g € R4 v

.
[ET4Y] i
1 1 1 T av 3
. 8¢ denota por ale) € R: y AMe) ¢ Rd* con cocrdenadas
. T b tiens de Tag hineres]
“6) = A; &7, respectivamente, 108 vértices de los hipercubos

Tila)s
expli(z)a+ Kt 1)} <

v AT oo ATy Taron o 17 5T 8lm)y
< (explal(e) t(z) + Ke (=) 2 Lexplale) t(z) + KeM s 2@
2&EVy,
con K € R constante y Vg, = {e € R%/ g =21 Vi=1,...,4d}.
Demosiracidé T 1aT e
LIeTmnosiTracion. €4, ;- tai gue
b

Ke}\Tt(w} < Kek(s(K}s(m})Tﬂm)
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i

donde s(K) es el signo de K. As{, para un e(z) en concrelo, se tiene que

. Ty N P - - Kz T N
explet(z) + Ke* 1)) < expla(e(z)) t{n) + KHHE) t=)
P g - i

Por tanto, al verificarse esto pars un vértice concrete del hipercubo, si se suman

2 todos los vértices, al ser todos los términocs cantidades positivas, se obtiene que

P Ty . o 7, —e i(z)
;}1 E expla(e)Ti(z) + KMo €2} Laxplole)Tt(a) + Kt S
eV, ] /
Teorema 3.5.1. Sea W(a,?,b,c) una familic tipo W y 0" = {(w,87,...,6%) en

Cp X OF con 8f = (o}, B, 25) Vi=1,...,k. Si se verifican

A}

(H2} b y ¢ tienen derivadas parcieles de hasta tercer orden continuas en su:
AoMmInics y

(HE) ¢ es la funcidn idénticamente nula o tiene una derivade parcial de primer
orden no nule en B pare todo i = 1,.. .k,

entonces cualquier miztura finite definida o través de k componentes de VWia, ¢ . B, . C)
verifica la condicién de consistencia ©1 en un cierto compacio Cpx ©: % - x 8y C
Cr X 8% gque contiene o o*

= d - T 7 [TT
ipdtesis sobre b, (HI)

cluido una nueva

iido fas h

Note 8.5.1. “esp cto al Tecremsz 3.3.1 & o
(H2}, por sus andlogas sobre by ¢, (H1} y (}fZ y se b
3 it
\

ripdtesis, (H

e

[0

L TV A ; 1 Tl lalde e T Farnlls :
Demostracidn. Dado que © es ablerto, segin la definicidn de la familia W

D
£

t'fzzéte si se elige un compacto cue contenga & 7, Cp C Cp, 86 tendrd que
:
o

—
~
ie Cp % 7 que contiens




Can
3

5. CONSISTENCIA PARA FAMILIAS

U’)
=
e
!
g
@
\[

k
Dada una mixtura plz;) = % m;f(z,8;) de densidades pertenscientes &
==
Wia,t,b,c), por la linealidad de la derivada, la desigua ‘

dad tria‘f‘gu"iar v dada la
s s code bar (1}, (27, (3) del Teorema 3.2.1
wetria para cada Indice, de nuevo hay qae probar {1}, (2 ) del Teorema 3.2.1
a tods f(z,8) € W, y también (c) para la mixtura de dichas funciones.

~

Por ser ¢ ¥ sus derivadas de hasta tercer orden con ,
los valores absolutos de ¢(#), las sucesivas derivadas, y i fur.ciones continua
smas que aparecen & lo largo de la prusbe, se pusd
constante & > 0.

aesﬁ‘a usando el Lema 3.5.1 y considerando 3 = argmaxg ¢(3), as!

m”@

-

(2) Derivando respecto a los distintos pardmetros la fancidn flz, «, 5, A) s
nen las expresiones

[

.

&)

DT, 5, A .
—*—n—’m.. o J\ﬁﬁf@}\)?ﬁl $>‘ VZ

() e Tifa) .
i — f‘fg o, 1@ }k\ \ﬁ) }\ :L/; \Z/j

i
i

‘ Tery!
= flz, o, 8, N /ﬁ/gu\ et v\m): Vg
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{
3
AT

loga(z) | flz, 8] )de < +oo para todoi=1,.. k y

,
b
ol
G

(F6) ¢ es la funcidn idénticamente nulo o tiene ol menss una derivedo porcial
de primer orden mo nula en 37 para todoi=1.... k,

entonces cualquier miztura finita definida a través de k componentes de V{a, £, b, ¢)
verifica la condicidn de consistencia CF y C4 en un cierio compacts 1 gue contiene
& ’i/-l}i:

Note 3.5.2. Al igual que en el teorems anterior g1 se compara esie teorema con

el a“é,;oge referente a una familia exponencial, la hipdtess (HI), sobre &, se ha
o por (H1Y, sobre b v ¢, v se ha afladido una nueva hipdtesis sobre ¢,

Demeostrocidn. Segln Ia Proposicidén 1.4.7 basta ver gue pera todo 4, j ¥ paratodo
g; en ua clerto subconjuntc de 8 y r > Q suficientemente pequeiio se verifica
Frog =
! ng L, g; )a Ty )d@ < +00,
o
- NS
siende f¥(®,8;) = max{l, sup [fl=,8)}
8 eN-(6;)
Tomando r > € tal que Qz(87,2r) C 8, se probard que se verifica lo anterior
£ b N
v3; € Qal87, 7).

De la demostracién del Lema 3.5.1 y teniendo en cuentn que ¢{8) es continus,

Yz Ze(z) € Va/ V8, € Qal8], 2r)

- . Ty i .
explat(z) + (@) ¥} < explale(n))Tt(x) + |

donde a(e) y X(E} son, respectivamente, los vértices de
en o v A y de semia ;plt L 2r v M es tal que [¢[B)] < _,‘j (el tomar esta cots

cue es un valor positive hace que en la desigualded los dog vértices e{z) gue se
elizen puedar ser el mismo). Asf, s ademés se toma I > 1 tal que 5(8" < M,
] & 3 \ s d
sg tiene
e 3y STl e Ale ;B\\Tﬁ"m\‘ e N
(z,8) < Ma(z)exp{ale(z)) t(x) + M=) M2} 8 e Qql7, 2r;
v como N.(8;) C Qg(8%,2r), para tode 8; € Qql8].7)
< 7 r T 7 (eleNTe{=) 1
£, 65) < max{1, Ma(z) expole(e)) 4z} + 1A,
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3.6, CONSISTENCIA PARA UNIONES DE FAMILIAS TIPO W 71
Teorema 3.8.1. Sea ¢™ = (»7,87,....87) € & =C x 81 X -+ X B v sean
Wai, ti, bi, ) k familias tipo VW definidas respectivamenie sobre ©; C R% con
i€ {l,...,k}. Sise verifican:

TN
o
.
<L
w
Sy
f
}s i~k
'Efg\»&

Jmi+mz~”ﬁ5§3
or=0=m,=0 (r=118

N Ao : o
e j/dw < -+CC Y

z ’T(z)iﬁmitz(m)k i it l("‘})\[ s t‘s\w,}\usj’j {$§

entonces, cualguter miztura finita de la forma p(e, o) =

E/€j<aitg@'3éi;{;i>’ verifica la condicidn de consistencie CI «
% x B, CO X O x - x B que contiene o "

Co:z resnec*&e al ’Teo*rcM . 3. 5.11 pars una

de ia condicidn de

todos los teoremss anteriores acerca e verificacion

O L

Pl

s i

™ H g EY e} = ki - - SR S -
Demostracidn. (1), (2) y (3) de la demostracién del Teoreraa 3.2.1 se prueban de

forma sirnilar aE 'T“eo ma 3.5.1 v basts demostrar que se va
2.1, Para sllo, sigul d el razonamiento anterior, se tiens gue el valor aJSoZv_%G
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,
entonces,

.
AT

Y 95
Noto &.6.

emostracidn. La demostracién ez semejante & 1o de los tcoremas 3

cualquier mizture finite de la formap(z, 9b) = E ifile,8;) com film, &)
=1
b, ¢;) verifica las condiciones de consisiencia C& y C4 en un compecto

Z. En este caso, respecto al Teorema 3.5.2,

L hipdtesis (H5)’ de enlace més ral g :
(H5) que se incluyé en el Teorema 3.4.2. De esta forma, este teoremsa es

eneralizacién de todos los tecremas anteriores acercs de verificacidn de las

s de consistencia C3 y C4.

B

e
0
)
[N

Condiciones de consistencia para mixturas finitas
la unidn de las familias Gamma, Lognormal y

Weibull

=l obietivo de esia seccidn es comprobar que el conjunio de minturas mixias
7 wverifica las condiciones de consistencia.

3.7.1 Condiciones de consistenciz C1, C

7;, se reﬁe’ﬂ 2 las familias de distribucio

95}

v C4

,

comprobar que | las mixiuras de P cumplen estas con fif‘iow'f«os
s familiss de distribuciones Lognormal, Gamme v Welbull verifican la
e ios teoremas dadeos en la seccidn anterior. Para
entifican las funciones aq\w,,z,z(x) bi(81), (3, =

ones Lognormal, (Fr}, Gamma,

£11 Las
1

0
}t
Q
Il
@
>
(@]
-
)
@]
4351
&
!
1\:/
j)
e
N9
&
i
—
£
\Y4
o
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para u € R, ¢ > 0, puede considerarse u
{inicamente del vector paraméirico o, con

/ p a—1 _—xz/b
(z160,b) = 20 el z >0

eneral,

La familia Weibull, as unare

” L
0‘?

dadsa una familis paramétrics

v dada una clerte funcién & : 8 — O, puede considerarse una nueva fan
sigulents forma
T ={f(2,8(6)) :z€ 5,6 €8}

ndo en cuents

condiciones de consistencia, baj w'inesde”egwar;ac
: L .

St

uficientes para @, s

onsistencis también las verifican ias mixturas 4

En este case, teniendo en cuenta que la densidad de una distribucidn Weibull

Cm.ih
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2

es continue e mdefnidamente derivable. Asl pues
3

es se verifican para W{as, ts, b3, ca) donde

[
o
t
et
¥
)
[P
&
o]
er‘
-
4
&
o
4]
O
el
£
i

ol & Fon — T : \ e afEN
C"Jd\*fi’}““ i ‘53\:5)_10?5‘2:7 @3\9‘53 ﬁj}.jhv/as\ 5:§:ycé([3/'“ ﬁa
= i 8
tomando los pardmetros (as, B, A) = (e, d% ¢} € (0, +oc) x {0, +c0) X (0, ~0c0).
\ ;=5 NS J M ;A .
Teorema 3.7.1. La Jomilia de mizturas P cumple las condiciones de consistencia

Demostracién. Previamente es fmporfante notar que:
para ¢ = 1, 2,3, que en valor absoluto coincide con logz.

-t Esyeon g, [, s € {1,2,3) entonces es dela forma (z)? log" =

lag funcicnes ¢; son

ace en la exponencial sea Ea correspondiente a la digtribuct

H

son integrables para p,h €
dengidad de alguna de las tres Ea milias.

Caso 1 Stk =0y p =0 esas funciones son integrables ya que log" z se puede
obtener & partir del producto de componentes de ¢(z) en cualguiera de los tres

casos v aplicar la Propesicidn 3.2.3

aso 2 p 5 k no nulos.

Sip = 0 el factor 2P se puede escribir de la forma eP 8% v por tanto @

\A k;o xﬁ
(logz)"e i(z, 61
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eziste y es definida positive en 3", donde Vy densta el gr diente
derivedas porciales de lg funcidn con respecio a los componentes de

ota 5.7.1. Para que esté bien definida deberdn existir las derivadas :
log gle; 1), esto es equivalente a que las componentes de Ea mixturasean d
respecto de %, v ademés los productos

51 [ e 1 (o)
;/O*Ogg\$: ’}Jj)> é/é*lcg G\L; ’t]b/ \ (o ’b}
H L D, AGE I
N @sz oY /
deben ser Integrables respecio de @ para todo 1, ] N
Teorema 3.7.2. Sea F = {f(-,8) V8 = (§1,...,84) € B} una famiﬁio: de fun-
ciones de densided pare las gue las derivadas parcicles respecto de 8, existen y son
integrables respecto de © para todo 1 € {1, by tales gue
2
{af(mﬁ)\v_
. ‘
57, ,
j \ - - \j de < +co
g &ﬁa @/

entonces lo matriz informacidn de Fisher de cualguier mizivra finiia de elementos

ion. Para que la matriz Informacidn exista, segin lo recogide en la Nota
e

e c
7.2, ceben ser integrables respecto de 2 cada unoc de los productios

[ Ba=i) { Balmig)
B N By
q(&'@/f)

r N TP /§f7<m;gj)\
Jiw; 05) INT 8%
{ e 3y
Q\Qﬁs”sb/
&
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£
1

2
/

¥ /
de p{x,
;UM CLETLO COMPAc

 65).

3

ene g = (m, 8-
3 Tgoes
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~
w©

que al elevaria cuadrade v dividirla por ls propia funcidn, guedarfs

VN 2 -
WNE, g ‘/OOZ\gz [ G N

{4, {m .
D’LS T CL o Y
kN /f K K Ogg,g / bz(gb>
v oesta © n es integrable respecic de » para 95 en un clerto compacto por la

Cerolaric 3.7.2. Sea % = (#%,67,...,68,) € Q@ = Cx 81 x -+ X G y sean
Wilas, by, by ¢y k femilias tipo VY defmd@ regpeciivamendte, ﬂ@%}”ﬁ &, ¢ R*
con i € {1,...,k} tales gue las b; tienen derivedas parciales de primer orden

continuas en @i y las ¢; son lg funcion idénticamenie nula o una funcién con
as parciales de primer orden continucs y clgune no nule en 5", FEn-
fonces, la matriz informacién deﬂ Fisher de cuclguier wiziura finita de la forma
ple, ) =30 mfilx, 8;) con filz, 8;) € Wlay, t;,b,¢:) estd bien definida en un
i (s, 87....,

N

e
g
b
Iy
i
RN—

i=1"
cierto compacto 8 C {1 que corf ene g Pt =

rivada primera v estar considerando un clerto c:n’rpac
g la integrabilidad respecto de «.

Derivando respecto de alguna de las componentes de & se obtienen funciones
‘ estas formas

! ' EETICD R
fs(@)as{x) expladty(z) +o(B,)e 40
8
¢ (B:) 3Ts(a) T Tei(m)y
ai(m) “ELU N explal () + x(B) THE)
65@'5 B ’ ) -
&
T 7o - /
/ ti{m A (=)
tzs(‘,‘}ﬁ’}ai\@)e il jexp{&i E'i"\“?;/ - Cz(ﬁJe >f
. 7 T s o \ .
gus al cuadrado y divididas por f{w,8;) son de la forma
(£ ()2 f(z, 8;)
YsiE ) I\ i)
4
o 2
f/ocﬁ(ﬁz)\x oxTe (@) oy \
poetti TS fle By
\ 38 /) J A /
M8
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O~

i

gue son todas integrables, por la Proposicidn 3.2.3.

Corclaric 3 7.3. La matrt

informacidn de ung miztura finite de funciones de lg
Ffamilia Fr U '

Nota 3.7.2. Demostrada -a existencia de la matriz informac
ramis dafinied .

propi , E u
decir, habré que probar que para todo £ # §, E € “{” f "4} 5

- P n . e - rd .
de Fisher en b, I{p"), es deﬁmm posziw@ 81y 86l si el con jszo de funciones
r G .
2

Bz, ), halem, o9, . ko, 99)) es linealmente independiente e.c.t. el con-
oS E
h N . o Of\ﬁ 'E/)'>‘
junto S = {= € R™: flmih) # 0}, donde hi(e,9°) = =2,
'

I
0

e 3 1T 1 P
Demostracidn. Denotando por Mz, ) a [Vylog flz; ¢ [Vylog fla )", su

< 37 C R de medida nula/Vz € 5\ Z, [ SV fle e

doncde § ={z € R": f(=;+) # 0}

o gue equivale a afirmar que las derivadas parciales de f{m;%) respecto a las
componentes de ¥ son funciones linealmente

Teorema 3.7.8. Lo mairiz informacidn de Fisher asociada o une miztura finita
o &) € P es definida positiva.
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3.7. CONSISTENCIA PARA GAMMA, LOGNGRMAL, WEIBULL

25 del pardmetro, habréd cue comprcbar que les

1
1 (0

inealmente independientes ea (0, +o0):

Pera clic, se considers el siguiente orden parcial entre sichas funciones:

e hylz)
hs < xz’bj S M T =

<D

H VWA
z i . L) ) bl
hg iy S im ]{\ T E_&\%:@j.

L—C0 fbi‘\zj

De esta forma las ocho funciones guedarian ordenadas de la siguient

le>)o(e=1 gy b>dolec=1b<d, ¥y a>2

Py < Bs < hy < hg < hg < hs < hr<hg
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fis < hy < hy <hg<hy <hy <hs <h

co

sy
[
I
ok
<
I
o,
o
&)
A
-

huy < hy < hi < hy < hg < hig ~ hg

A
o
Ut

bs < hs < By < hg < By ~ Bir < ho < hg

Para ver que son linealmente independientes, bastae demostrar gue si:

Eczm\ ==

entonces ¢ = --- =g = 0.

Sigulendo la misma idea de la demosiracidn del Teorema 2.5.7, se dividen
ten

ampos miembros de la igualdad por la funcidn més peguefia atendiendo al orden

defin

ido anterlormente, hg(z) en cualguier caso,

(]
Oy
&
e
N
|~
ISR
e | S
D
i
(%]
o
PN

v tomando {mite en el

mando de Ia combinacién lineal y se repite el proceso con
pequena. De esta forme, se obtiene que log ¢; son nulos
secuencias gue marcan el orden en cads case, se

+

£
bajo este orden. Hxisten tres casos donde esto ocurre
por lo que hay que analizar cada uno de ellos en particular.

dos funciones equivalen

¥ b<d)
por el procedimiento anterior se obtene qgue ¢4, c3,¢1,¢7 son O.
idiende por hg{z) y tomando limite se Ob’izeﬂe:
BTN C-1C.)
Cy + g L = U.

z—o0 gz
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Teniendo en cuenta gque el lmite de ese coclente e —

tiene
11— — g ‘
g ———————cg =0 ¢y = - o
b — T Ty
En consecuencia, en este caso (3.4) implica:
/ b
Co K;12/£> T — f?,g } +eshelz) 4 ¢ J5{$} = {.
L T Rl TR
Dado que, segiim el orden definide, se verifica

pai f o

hg(z)
1- -
que ¢z = Uy por tanto cg tambi
que ¢3 ¥ ¢s son nulos.

si ge divide por ho{x) +

Procediendo segtn lo indicado anteriormente, se oblene que 4,3,

(93]

on niulos. Andlogamente, al caso anterior, teniendo e cuen

I—7 =T

[ 1 2
es también ——= # 0y qu

]

e deduce gue ¢z, ¢ ¥ ¢35 son también nulos.

Caso{e=1,b=d y a=2)

Nuevamente, giguiendo el procedimisntc indicado, se obtiene que ¢4, c3,¢1, 5
T
ke

Ia)

gon {. Y sabiendo gue lim = — # 0 v que

nor el razonamiento anterior, se obtiene que ¢z = ¢

Tl

H

or tanto, en lguiera de los casos, estas ocho

cuz
independientes v, en consecuencia la matriz informac

o

]
%

b
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pitulo 4

stimacidén de parametros
mediante el algoritmo EM

4.1 Introduccidon

Una vez modelados experimentos aleatorios con datos cue presentan asimetria
a, como es el caso de la variable estancia hospitalaria mediante una mixtura
s 1’ 3 3 7

. la identificabilidad del modelo, agf

Debido 2 gue las mixturas de distribuciones bajo estudio cons en una fa-
ax Ae’a_lca dependiente de ocho pardmetros, el cdlcuio de log correspondien-
de méxima verosimilitud conlieva resclver un complele sistema de
emaciones no lneales. BEn vista de esta problematica, se he optado por aproximear
las soluciones de dicho sistema mediante la aplicacién del algoritmo EM, que ¢
expone en la seccidn segundsa.

D

Les dos secciones sigulentes estudian los elementas necesarios para ia aplicacidn

e dicho algoritmo, & saber, los valores iniciales v el criteric de parada.

a velocidad de convergencia gue puede tenor el algoritmo EM, se

1
ace necesario Introducir un método de acsleraciédn que se mesema en la seccidn




4.2  Aplicacién del algoritmo E

Tal v como viene recogide en la introduccids mermoria v en el Capltulo

1, existen una gfa'"v variedad de e icos,
f“éégicoq .) que tienen asociadas colecciones de datos cuyo denominador comtin
en experiencia

o
es la presencia de una considerable asimetria positiva y, gque tales
pusden ser modelizadas & través de mixturas mixtas con densidades de ]

Iy
8, 10rIa.

dende

€ Cvyv f1, f2 v f3 son funciones de densidad Lognormal, Gammea v

Weibull, “espeet-\fa::‘er Qad@ Dpor:

Ton el obletive de calcular los estimadores de médxima verosiy , 8¢ consi-
dera . Zn) €& dicha Tuncién de densidad. La funcidn de

|

por lo tanto, la funcién L depende de los ocho pardmetros componentes del vector
W= (7\?12723 #,0,a,0, ¢, d}"

i}

. Al igual gue para el casc de una mixturs de dos normales, como se

la Proposicién 2.2.1, la funcidn L no estd acctada superiorm e:&te( En
ia, el interés se centrar a busguede de méximos locales. -

Como viene recogido en el Capitule 1, los méximos locales, en el caso de mode-
los mixturs, nc son en general faciles de encontrar de forma explicita y, el problema
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oue agul se trate 1o es una excepcidn. Se procederd pues e aplicar € algorite
EM, basado en Iz interpretacidn de los datos mixtura como un conjunto de datos

incompleto

<

el

Asi) se consideran las observaciones © = ($~. s e ey By, COIN0 UD COR
ompleto @ Quc proviene de un conjunto de datos complistamente categorizados
{ <y Un}, &8 decir, de los que se conoce de cudl de las tres

proceden, v gue se pueden representar como:

8 componentes con v alor

il fzeme v ceres en el resto.

81 se denota por ¢(y; ¥) a la funcidn de densidad correspondiente a y, se tiene
gue para cada
3
Y e | T f e g NE
gy ) = LT il 657

conde z; vale 1 en la categoria correspondiente

Le furncién de verosim {(y:,..., 4, viene dada por
3
/ ; (*,\A"s—‘ 1 2 (256, 7
FY1y- - Uny W) J’Lﬁ“ -F 8
L—LL’}—A
siendo su logaritme
1 /lOgT&;\ 7 /10gf:<$@:>\
[T — T e b T £l O
e = z3 %iog/‘gfs + z; | log fo{z; 62) |-
Vine o - § Pl e O
i=1 \0g T3/ i=1 \Jog falz; 83}/
esia situac 16 el algoritme EM genera descde un valor inicial de ¥, $y,
cuencia dc estimadores %\ﬁﬂm . Ca.da iteracidn estd constituida por los

. <, Ny —{n, 5
Paso I Evalta Elog g(y; ¥z, OV = Q& & \”)}a
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Derivando respecto de cada pardimetre e iguslando a 0, se obliene el &
tema de sels ecuaciones no lineales de incdgnitas yu, ¢, ¢, 6, ¢ v &

o]

}
b
pER

0
I
(4.3)
7 - P
T !—i—j}:@
E. Ls2 B
i=1
n s Bl
s [1 10 B - 10 %]
Wig | LT 10 == — —m O e =L
S o ¢ de !
i=1 - . [4 43
7 2 _ e VE)
wWize——— =10

Fste sistema consta, a su ver, de tres sistemas de <08 ecuaciones con dos
a8, QlV‘Qie wdose el problema de maximizacidon del segundo sumeanco de

en tres problemas compoeonentes. Adema%s €5508 t‘:eq sistemas se co-
den, saivo por las ponderaciones wg;, con | ;

estimadores de méxima ver
De sste mode, Ea dificultad

resolucién del sistema {4.2), en el que intervienen los pardmetros de la

ucién Lognormal, es directa.

Proposicidn 4.2.1. La solucién del sistema (4.2) wiene dada por:

AN
7 k13
RO Y ) v {7 PR Y-
i wi log x; g willog o — 4
=1 2 4=
p== o = -
% Wit (51
=1 =1

No ismo con los ofros dos sistemas, que se sendrén gue resolver en
c2da caso haclendo use de métodos numéricos.
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n el caso del sistema (4.3), donde intervienen los pardmetros ¢ y b de la
digtribucién Gamma, se utilize ¢l méted de Newton- Pap hon pars resolver la
primera ecuacidn, ya que la estimacién del pardmetrc b se cbtiene de forms

explicita conocido a:

Sustituyendo el valor de b en la segunde ecuacion resulta la siguiente ecuacidn

7 T 7

rTTe—————
&2
]
by
=
E)
O
[o5]
ks

. i —
log | — - — ~loga + Polylal =0
Y
i Wiz % U
Lol _ =

bucién Welbull, se resuelve
=

todo de Newton-Rapshon
cir el problema a una sdla

para el caso de dos ecuaciones, va que no es posible redu

Py H

ecuacidén como en el caso anterior.

1

le ¥ en la etapa M,
se vz;;eive al pasc B, en el que se actualizan los valores de los w;; con los nuevos
ardmetros v de nuew i

o

‘
.
.
S"L.

Una vez resueltos estos sistemas v calculados los valores

"i:f

C)

Ctire de los problemss gue ha de resolverse es 12 eleccidn de adecuados valores

iniclales para el algoritmo, gue aseguren la convergencia, con una velocidad acep-
table, hacia ol mayor i local. McLachian [40] propone algunos métodos

de ias observaciones.
Sin embargo, estos métodos no parecen aprop zades Dare este caso concreto, debido
a que cada una de las componentes de la mixtura podrian ajustar bien el total de

para la eleccidn de log valores inicisles utilizar

T4

las cbservaciones, v no solamente uns pariicidn suya.

o
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- - . If\\
eleccidn, p una parte, de los pesos inicizles de las funciones componentes, 7*]‘ /
para 4 = 1,2, 3, or otra, la eieccidn de los valores inicleles para los pardmetros
B g oy ooy fan
de cada una de dichas funciones, p®, o©® @ 50 L0 4O,

4£.3.1 Valores iniciales para los peso

sentan sus :@nmones de ver ﬁ-*-t midezando como valore
subseccidn. Ya

¢33

Iz funcitn de verosimilitud dem nde Qﬂ‘ famrafio de la ?“”“CS& a, para
esta influencia se calculan sus ralces n-ésimas. D

lamen

ESRenRS

Eonpy
3

f
—
-
P
e
&
T
. L)
Q

o
.
-

3

108 valores inicizles de los pesos serfen
o Py 1 5 9
o= 3= L, 43,
Sf

e sy = [p1+ [p2 + [ps.

Los resultados obienidos mediante esta estrat eg coinciden en la gran Auc“fu“u.
de los casos con los de la Sﬂgﬂﬁd estra eg' expu esta & continuacidn YV Cdug ue

P

iz Cj& finalmente se llevd & cabo, a pesar de que precisa de un mayor

sta segunda esfrafegia consiste en considerar distintos valores indciales pars
{08 pesos, que recorran de forma suficientemente exhausiiva el rango de valorss
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los estimadores de maxima verosi

O =50y y

s

pt
o
o

con §{ M) definida como en la seccidn

han eéegid@ los estimedores propuestos por el

ph
s,
Q
3
[
e
D
b=
k»d @

o de parada

La tarea de elegir un criterio de parada .pvop?ade ha raerecido la atencidn &
autores (véase, por e"xempie Lindstrom y Bates [36)). Las reglas usadas
1 en la diferencia enire los V“ioLes de ‘os paz‘ameurss 7/o de la verosi

en etapas consecutivas, indicendo falte de progrese més que conver
caracteristica comin en todos D'if' os es gue el algoriimo se desiene cuando los valores

ios cr‘sfzerzos e?e'“idos SON Menores CLE uns constants espec**’icemg u;zazt?:o
, st

funcionando, se pzod’uce posébiemen‘te una mejora sustancial en iz

3 1 '7:{.-
u

Debide a que el tamafio de la verosim T
o de la muestra, es preferible fijar la parada del algo
s pardmetros entre una etapa y la anterior sea menc: que ciert

L\:za variacidn se mide & partir de la suma de los valores absoéut@s

2z

rencizs entre los valores de cada pardmetro en dos etapas con
 constante 1075, atezzdzezme al valor usado por otros autore
27 Fn la seccidn 4.7 se podré comprobar que, jenien éo en Cu
ue toman [os pardmetros en el caso de la variable e
nstante proporciona un criterio de parads bastante csiriclc.
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o]
ot

donde

P aSa]

o ky ~f . = (nk
con g® = g(6%) v §" = §(6").

sr: mo 3’\/‘“ dado por Dem q+er ezt al. la pretende encontrar el vector

08 itud L(W},%ﬁ’ € £,
7S¢ deﬁ‘le una funcidén Qf W” ”\3‘? puede verse LOmMO Ung aproxi
ogL(W’} en un entorno de W, Sea. T el valor de ¥ que max

donde a’w’ es el gradiente de Eog LT en @y QUE, W)

G{%’', &) consideradsa come funcidén de ¥, y evaluada en {¢

Asi la clave del método de aceleracidn consiste en usar ¢ erencia, ¥ — @,
radiente generalizado g\““ en el algoritmo presentado en el apartado

ior, donde f(¥) = log L{¥). Es decir, en este caso,

y, &),

&
i
!
@:
%{‘;@

Este algoritmo precisa en cada etapa el cédlculo de los gradientes de log L(¥)
v l& inversa de la matriz Q(¥, &), que como se verd, es d.agonal por cajas, por
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ionan estas reparameirizaciones pars cads una de lis cajas ascciadas & las

ciones componenies del modelo.

Lema 4.8.1. Para una distribucion Lognormal de pardretros p y o, lo repara-

=1/207, B=plo?,
£

tiene asociada una coja definida negativa en lo mafriz Hessianeg de w(&

Demostracidn. La caja asociada en este caso viene dada ror

/o %r at+B? B ﬂ
3 3 |

% Z ‘“’f { %C“ 20 |
= 202 2a]

s es dem; & negativa, ya que el primer término diagons’ es negative v ef deter-

Lema 4.5.2. Para unc distribucion Gamma de pardmetros a y b, la reparametri-

a=a y T=1/b

tiene asoctado una cajo definida negativa en la malriz Hesviana de G(¥, %),

Demostracidn. La caja asociada en este caso viene dada por

3
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l./T“ ‘*7_—2

. 3 s 3z 1. p Ixr, P
mer elemento Glagonsal 885 negativo v su aster-

E Oid IL i
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dade que Poly'al > 1/a, también es positivo. L]

E.3. Paro une distribucicn Weibull 4
c=¢, ¥y v=-—clogd

& i

tiene asociede una caje definida negotiva en lo mairiz hessiona de Q(¥, & ).
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Como medida de la discrepancia entre la funcién de distribucién original,
F(z; ¥) y la estimada F(z; ¥), se ha optado por la métrica uniforme (Zolotarev
[56]), también conocida como métrica de Kolmogorov (Kolmogorov [29]). Es decir,

d[F(z; ¥), F(z; ¥)] = sup |F(z; ¥) — F(z; F)|.

Esta métrica toma valores entre [0, 1], lo que permite tener un intervalo de refe-
rencia para interpretar adecuadamente los valores de la misina. En las graficas se
denota por dif.

A modo de resumen, de las 128 simulaciones realizadas, se puede concluir que
los resultados obtenidos deben ser considerados como satisfactorios, dado que,
como se puede observar en la siguiente grafica, el 93.8% de ellas tienen asociado
un valor menor de 0.03 en la métrica uniforme y ninguna de ellas supera el valor
0.05.

Numero de muestras

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
Dif

4.7 Aplicacion a datos reales de la estancia hospitalaria

La estancia hospitalaria es un indicador, ampliamente utilizado y facilmente
disponible, de la actividad hospitalaria y se usa para varios propdsitos, como la
direccién, planificacién y control de calidad del servicio hospitalario. El motivo es
que constituye un estimador indirecto del consumo de recursos y de la eficiencia
en uno de los aspectos del cuidado del paciente hospitalizado: 1a gestién de camas.

Los Grupos Relacionados con el Diagnéstico (GRD), creados por un equipo
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ANEXO A. SIMULACION: GRAFICOS 111
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