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Introduccion

Una de las diferencias mas notables entre el Algebra de carac-
teristica positiva y el Algebra de caracteristica cero radica en el com-
portamiento respecto de los métodos, operaciones y estructuras dife-
renciales.

Por ejemplo, si k es un cuerpo de caracteristica cero y R =
kl[x1,...,xn]] es el anillo de las series formales (o convergentes en el
caso en que k sea el cuerpo de los nimeros reales o complejos), k coin-
cide con el conjunto de las series que son anuladas por las derivadas
parciales con respecto a cada una de las variables x;, 0 mas general-
mente

k={aeR|0oi{a)=0,i=1,...,n},

donde las 0; son unas k-derivaciones de R para las que existen unas
series a; € R con 8;(a;) = §;;. Esto se debe a que dichas d; forman una
base del R-modulo de todas las k-derivaciones de R (vease el teorema
IV-A.2). En particular, el cuerpo de las “constantes” aparece como las
soluciones de un sistema de ecuaciones lineales en derivadas parciales
particularmente sencillo. De hecho, el teorema de estructura de Cohen
nos permite enunciar el resultado anterior para un anillo local comple-



to regular de caracteristica cero R y k « R un cuerpo de coeficientes,
con independencia de las coordenadas locales (corolario IV-A.5).

Los resultados anteriores han de entenderse como una version
parcial y puramente algebraica del Lema de Poincaré.

En el caso en que k sea un cuerpo de caracteristica p > 0, el
resultado anterior no es cierto, pues todas las series de la forma

axy,...,xp) =bx?, ..., x0),

con b € R, son anuladas por las derivadas parciales respecto de las x;.
Para recuperar un resultado analogo al que se tiene en caracteristica
cero, es necesario recurrir a un sistema de ecuaciones diferenciales li-
neales de orden superior y de infinitas ecuaciones, cuyo tratamiento se
simplifica notablemente con la nocién de derivacién de Hasse-Schmidt
[HS37] (ver también [NaK70}, [Mat86], [Tra00]).

En esta memoria nos ocupamos de estudiar las derivaciones de
Hasse-Schmidt, de algunas de sus relaciones con los anillos de opera-
dores diferenciales lineales, y de su uso en la determinacion de cuer-
pos de coeficientes de anillos locales regulares completos de carac-
teristica positiva.

Una de las motivaciones de esta memoria se encuentra en la
extension al caso de un cuerpo base de caracteristica positiva de los
resultados del trabajo [Nar91].

ANTECEDENTES

Los antecedentes inmediatos de este trabajo son los siguientes:

« Los aspectos algebraicos del desarrollo de Taylor en carac-
teristica arbitraria [MV69] y su relacion con los anillos de ope-
radores diferenciales en el sentido de [GD67], §16, 16.8.

= La nocién de derivacion de Hasse-Schmidt [HS37].
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= Los resultados de Nomura-Matsumura sobre los médulos de
derivaciones de un anillo noetheriano local regular respecto
de un cuerpo de casi-coeficientes [Mat80], th. 99.

= El articulo [Nar91}].

RESULTADOS ORIGINALES CONTENIDOS EN LA MEMORIA

» La generalizacion de los resultados de [Nar91] al caso de un
cuerpo base k perfecto de caracteristica p > 0, exige reempla-
zar la extensién de escalares A — A @, k(t), donde A es una
k-algebra (por ejemplo, A = k[[x;,...,xa]]) Y t es trascendente
sobre k, por la extension

A — A ®k k(t)per,

1
donde k(t)per = | J k(t7") es el cierre perfecto de k(t). Un primer
m>0
resultado de esta memoria es la conservacion de la noetheria-

nidad por la citada extension. Obsérvese que, como k(t)per NO
es una extension finitamente generada de k, la conservacion
de la noetherianidad no es clara en principio para k-algebras
A que no sean finitamente generadas. En esta memoria carac-
terizamos cuando el anillo A = A ®; k(t)per €s noetheriano
(teorema III-C.6), y como consecuencia probamos que A €s
noetheriano si A es el anillo de series formales en n indeter-

minadas sobre k (corolario 11I-C.8).

= En relacién con el resultado anterior, también probamos que
el mayor subcuerpo perfecto de un cuerpo de funciones for-
males sobre k, i.e. el cuerpo de fracciones de un cociente de
k([x},...,xn]] por un ideal primo, es una extension finita del
cuerpo de constantes k, que coincide con k cuando el cocien-
te es normal (teorema I11-B.8). La prueba de este resultado ha
sido obtenida en colaboracién con el profesor J. M. Giral.



» Generalizamos el teorema 99 de [Mat80] al caso de las deri-
vaciones de Hasse-Schmidt y de un anillo noetheriano local
regular equicaracteristico de caracteristica p > 0 (ver teorema
IV-A.10), y lo aplicamos para determinar cuerpos de coeficien-
tes del anillo completado (corolario 1V-A.11).

= Las derivaciones de Hasse-Schmidt de una k-algebra A no po-
seen estructura de A-médulo, ni siquiera tienen una estructura
aditiva. Poseen sin embargo, una estructura de grupo no abe-
liano, de caracter no lineal, que remonta la estructura aditiva
(lineal) de las derivaciones usuales. En esta memoria demos-
tramos que es posible “generar”cualquier derivacion de Hasse-
Schmidt, mediante expresiones explicitas no lineales, a partir
de unas fijas con la condicion de que sus componentes de gra-
do 1 formen un sistema de generadores de las k-derivaciones
de A (teorema IV-A.6).

= En el curso de la prueba de los resultados anteriores necesi-
tamos una versiéon del lema de normalizacion para el anillo
de series de potencias formales A = k[[X]], con k cuerpo per-
fecto de caracteristica p > 0, valida para el caso en que k sea
finito. Las pruebas que hemos encontrado en la literatura (cf.
[Abh64], (24.5)), se restringen al caso en que k sea infinito,
para poder asi utilizar cambios lineales genéricos de coorde-
nadas. En esta memoria adaptamos la prueba de loc. cit. al
caso general, mediante cambios de coordenadas no lineales
(teorema II-A.6).

= Por tltimo, generalizamos el resultado principal (teorema 2.3)
de [Nar91] al caso de un cuerpo base k perfecto de carac-
teristica p > 0 y del anillo R = k[[X,,..., Xx]l. Concretamente,
dado cualquier ideal maximal m del anillo R, determinamos
mediante las derivaciones de Hasse-Schmidt de R y de manera

e

uniforme, un cuerpo de coeficientes del anillo (R(,),, (teorema



V-A.1).

DESARROLLOS POSTERIORES

De manera muy esquematica sefialamos algunas cuestiones surgidas a
lo largo de este trabajo que consideramos interesantes de analizar en
un futuro:

» Tal como sefialamos en uno de los resultados originales de
esta memoria expuestos anteriormente, si A es una k-algebra
(conmutativa), el conjunto HS,{(A), de las k-derivaciones de
Hasse-Schmidt de A, esta dotado de una operacién o de gru-
po, no conmutativo en general, de manera que existe un ho-
momorfismo de grupos de (HS;(A), o) en el grupo aditivo (abe-
liano) de las k-derivaciones usuales de A. El teorema IV-A.6,
sugiere la existencia de una accién de los elementos de A so-
bre HS,(A) que satisface identidades de tipo no lineal, y que de
alguna forma levanta la estructura de A-médulo sobre las de-
rivaciones usuales. Seria interesante conocer y describir la es-
tructura resultante, y eventualmente relacionarla con los gru-

pos formales.

= La motivacién original del trabajo [Nar91], era el calculo de
una dimensién homologica de un anillo de operadores dife-
renciales tras una extensiéon de escalares del tipo k — k(t), en
el caso de cuerpos de caracteristica cero. Los resultados de
esta memoria parecen poder aplicarse de manera completa-
mente analoga al caso de la extension k — k(t)per, si k es un
cuerpo de caracteristica p > 0.

» En el mismo sentido que el punto anterior, los resultados de
esta memoria establecen algunas bases algebraicas para el es-
tudio de ecuaciones funcionales tipo Bernstein-Sato [Ber72],



en el caso de cuerpos base de caracteristica p > 0. El modelo
a seguir seria el trabajo [MNM91].

DESCRIPCION DEL CONTENIDO DE LA MEMORIA

El capitulo 1 esta dedicado, en primer lugar, a recordar algunos resul-
tados generales para la conveniencia del lector y que seran usados a
lo largo de la memoria. Asi, recordamos la nocién de derivacidn de
Hasse-Schmidt de una k-algebra ([HS37],[NaK70]), como nocién pura-
mente algebraica que generaliza la de derivacion de un anillo conmu-
tativo.

Hemos recopilado algunos resultados de los trabajos [Mat86],
[Mat82], [Ish77], [NaK70], y en algunos casos que consideramos opor-
tunos incluimos sus demostraciones. En particular destacamos la rela-
cion existente entre las derivaciones de Hasse-Schmidt y el desarrollo
de Taylor (cf. [MV69]), cuya filosofia la podemos resumir graficamente
en que, a pesar de las apariencias, “no es necesario dividir por los fac-
toriales”.

Recordamos también el concepto de operadores diferenciales li-
neales sobre una k-algebra A. La referencia basica utilizada es [GD67],
en donde se presenta una definicién recursiva, respecto del orden, de
los operadores diferenciales lineales. Dicha definicion nos muestra
directamente su estructura algebraica: se trata de un anillo (para la
suma y composicion de operadores), filtrado (por el orden de los ope-
radores), no conmutativo en general, cuyo graduado si es conmutati-
vo. A continuacién examinamos la relacién entre las derivaciones de
Hasse-Schmidt y los operadores diferenciales lineales, asi como el ca-
so fundamental de los anillos de polinomios y de series formales. Por
ultimo, estudiamos las propiedades de extension a los completados, a

los anillos de polinomios y a los anillos de fracciones.

En el capitulo 2, ofrecemos una demostracion del lema de nor-
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malizacidn para el anillo de series de potencias formales A = k[[X]], con
k cuerpo perfecto de caracteristica p > 0, que es una adaptacion de la
que se encuentra en [Abh64], (23.7) y (24.5). La prueba de loc. cit. usa
cambios de coordenadas lineales y necesita que el cuerpo k sea infini-
to. Nuestra adaptacion (teorema II-A.6), es valida para un cuerpo de
coeficientes perfecto (infinito o no), usando cambios de coordenadas
no lineales como los del lema II-A.4.

En el capitulo 3, estudiamos la conservaciéon de la noetheriani-
dad mediante la extension del cuerpo base k — K = k(t)per, donde k
es un cuerpo perfecto y k(t)per es la clausura perfecta de k(t). Nuestro
principal resultado caracteriza cuando el anillo

A(oo) =A® k(oo) =A®, kper(t)

es noetheriano, y como consecuencia probamos que el anillo A, es
noetheriano cuando A es el anillo de series formales en n indetermi-
nadas sobre k (corolario I11-C.8).

Ademas, probamos que el mayor subcuerpo perfecto de un cuer-
po de funciones formales sobre k, es una extensién finita del cuerpo
de constantes k (teorema [11-B.8) '. Una versién mas débil del resulta-
do anterior, que dicha extension es algebraica (proposicién IlI-B.6), es
uno de los ingredientes de la prueba de la caracterizacion de la con-
servacion de la noetherianidad que acabamos de mencionar.

En el capitulo 4, determinamos cuerpos de coeficientes del ani-
llo completado de un anillo noetheriano, local, regular, equicaracteris-
tico de caracteristica positiva, mediante una generalizacion del teo-
rema 99 de [Mat80] al caso de derivaciones de Hasse-Schmidt (teore-
ma IV-A.10). Dicha generalizacién utiliza, como herramienta funda-
mental, el teorema IV-A.6, que nos permite generar derivaciones de
Hasse-Schmidt a partir de unas fijas, siempre que sus componentes de
grado uno formen un sistema de géneradores de las k-derivaciones de

IResultado demostrado en colaboracién con el profesor J. M. Giral.



nuestro anillo. Este altimo resultado, sugiere un estudio en profun-
didad de estructuras algebraicas no lineales sobre las derivaciones de
Hasse-Schmidt.

Por ultimo, en el capitulo 5, generalizamos el teorema 2.3 del
trabajo [Nar91] al caso del anillo R = k[[X;, ..., Xx]], siendo k un cuerpo
perfecto de caracteristica p > 0. Para ello consideramos la extension
de escalares

R — R ®; k(t)per = Reo)s
donde k(t)per = U k(tp+") es el cierre perfecto de k(t) y t es trascen-

m>0
dente sobre k. Por el capitulo 3, sabemos que R, es noetheriano. Si

m < R, es un ideal maximal y K es su cuerpo residual, construimos
un isomorfismo de Cohen explicito K[[Y},..., Yall = @m\))m de mane-
ra que las extensiones de las k-derivaciones de Hasse-Schmidt de R a
este ultimo anillo correspondan a K-derivaciones del primero. Dicho
de otra forma, encontramos un cuerpo de coeficientes del anillo local
completo (E:,)m, donde se anulan las extensiones de Hasse-Schmidt
de R. Es mas, dicho cuerpo de coeficientes estd formado justamente

por aquellos elementos anulados por las citadas extensiones.
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CAPITULO |

Notacion y Preliminares

En este capitulo recordaremos algunos resultados conocidos
para la comodidad del lector, y desarroilaremos una exposicion sis-
tematica de los resultados que necesitaremos posteriormente.

Todos los anillos y algebras considerados en esta memoria se-
ran conmutativos y con elemento unidad. Usaremos las letras L, K, k
para denotar cuerpos y F, para el cuerpo finito de p elementos, siendo
p cualquier nimero primo.

Si B es un anillo, notaremos por dim(B) a la dimensién de Krull
de B y Q(B) al conjunto de todos los ideales maximales de B. Sip €
Spec(B), notaremos por ht(p) a la altura de p. Si B es un dominio de
integridad, notaremos por Qt(B) a su cuerpo cociente.

Recordemos que un anillo B se dice equicodimensional si todos
los ideales maximales de B tienen la misma altura. Ademas, B se llama
biequidimensional si todas las cadenas saturadas de ideales primos en
B tienen la misma longitud.
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La k(t)-dlgebra A(t)

I-A La k(t)-algebra A(t)

Lema |-A.1 m

En esta seccion recordamos algunos resultados de [Nar91}, acer-
ca de la k(t)-algebra A(t), siendo k un cuerpo y A una k-algebra de di-
mensién de Krull n.

Consideramos la extension de cuerpos k < k(t) en una indeter-
minada t, y denotamos por A(t) a la k(t)-algebra

A(t) = k(t) & A.

Si S es el subconjunto multiplicativamente cerrado de k[t] formado por
los polinomios no nulos, entonces

A(t) = STLA[L).

Por tanto, tenemos una correspondencia uno a uno, mediante exten-
sion-contraccion, entre los ideales p € Spec(A[t]) tales que p () k[t] = (0)
y los ideales primos de A(t). Mas aun, si A es una k-algebra noetheriana
se tiene que

dim(A) < dim(A(t)) < dim(A[t]) = dim(A) + 1.

El siguiente lema se puede encontrar, por ejemplo, en [GD65],
proposiciones 5.5.3 y 5.5.6:

Sea B un anillo noetheriano, P un ideal primo de B[t] y p = P() B. Enton-
ces se verifica una de las siguientes condiciones:

(@) P =p[t], ht(P) = ht(p) y B[tl/P = (A/p)[t].
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Proposicion I-A.2 m

Teorema [-A.3 =

Nota I-FA.4 =

Nota I-A.b m

(b) P o plt], ht(P) = ht(p)+1 y B{t]/P es una extension algebraica de
B/p (generada por t médulo P).

Una condicion suficiente para que dim(A) = dim(A(t)) es :

([Nar91], proposicion 1.4) Sea A una k-algebra noetheriana y suponga-
mos que, para todo ideal maximal m de A, el cuerpo residual A/m es
algebraico sobre k. Entonces dim(A(t)) = dim(A).

([Nar91], teorema 1.6) Sea A una k-algebra noetheriana, biequidimen-
sional, universalmente catenaria de dimension de Krull n, tal que para
todo ideal maximal m de A, el cuerpo residual A/m es algebraico sobre
k. Entonces A(t) es equicodimensional de dimensién n.

Bajo las hipétesis del teorema I-A.3 se deduce ademas que A(t) es bie-
quidimensional y universalmente catenaria. Sin embargo los cuerpos
residuales sobre los ideales maximales de A(t) no son, en general, al-
gebraicos sobre k(t).

Como consecuencia del teorema [-A.3, tenemos dos posibilidades para
un ideal maximal M de A(t).

(i) El ideal p = M N A es maximal y ht(p) = ht(M) = n. Entonces M
es el ideal extendido de p, y A(t)/M = k(t) ®, A/p es algebraico
sobre k(t).

(ii) ht(p) = n— 1. En este caso, A(t)/M no es necesariamente alge-
braico sobre k(t), como se muestra en el siguiente ejemplo.
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Resultados generales

Ejemplo 1-A.6 m

Sea A = k[[X]] el anillo de series formales en una variable, entonces A
satisface las hipotesis del teorema I-A.3. Si

P=(Xt-1) - Alt],

entonces P es maximal y P n k[t] = 0. Por tanto, M = $7'P es un ideal
maximal en A(t) y el cuerpo residual A(t)/M = A[t]/P coincide con el
cuerpo de fracciones de A, que tiene grado de trascendencia infinito
sobre k.

I-B Resultados generales

Teorema |-B.1 m

Definicion 1-B.2 m

Teorema -B.3 m

En primer lugar, recordamos algunos resultados bien conocidos
sobre extensiones enteras de anillos.

(Teorema del ascenso)(cf. [AM69], teorema 5.11) Sean A ¢ B anillos,
B es entero sobre A. Seap, ¢ - - - < py una cadena de ideales primos
deA,yq, < - - - <qm(con m< n)una cadena de ideales primos de B
tales que g;NA =p;con 1 <i < m. Entonces lacadenagq; € -+ - € qm
se puede extender a una cadenaq; < - - - € qn tal que g;NA = p; para
1<i<n.

Sea ® : A — B un homomorfismo de anillos. Diremos que ¢ verifica el
teorema del descenso si para todo p;, p, ideales primos de A tales que

p) < pp, Y para cada ideal primo de B, P,, tal que P, nA = p,; existe P,
ideal primo de B, que se contrae en p; (P, NA =p,), y tal que P, < P;.

(cf. [Mat80], teorema 4) Sea ¢ : A — B un homomorfismo plano de
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anillos. Entonces el teorema del descenso se verifica para .

Dos resultados sobre extensiones de cuerpos que necesitare-
mos son los siguientes:

Teorema |-B.4 m (cf. [ZS79], §5, teorema 8) Si K es una extension algebraica separable
de k, entonces kK” = K. Reciprocamente, si K es una extension de k tal
que kK? = K y si la extensién K/k es finita, entonces K es una extension
separable de k.

Teorema |I-B.5 m (cf. [Jou83], teorema 3.11) Sea K una extension de un cuerpo k. Son
equivalentes:

1. El cuerpo k es algebraicamente cerrado en K y K es separable
sobre k.
2. Ko, k es un cuerpo.

3. Existe una extensioén algebraicamente cerrada Q de k tal que
K ¢, Q es integro.

4. Para toda extension L de k, el anillo K ®; L es integro.

5. Para toda extensién finita k' de k, el anillo K®; k' es un cuerpo.

Ademas, recordamos el teorema preparatorio de Weiertrass pa-

ra series formales.

Definicién |-B.6 m Sobre un cuerpo k cualquiera y en el anillo de series formales k[[X]] =
k[[X),...,Xnll y con la misma notacién de (I-D.10), dada f € k[[X]], defi-
nimos ord(f) como el menor || para el cual fx es distinto de cero. Por
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Resultados generales

Definicién |-B.7 m

Teorema |-B.8 m

Definicién |-B.9 m

Teorema [-B.10 m

convenio a la serie nula le asignaremos el orden co.

Sea f(X) € k[[X]], se dice que f es X;-distinguida si

fo,...,0,X,0,...,0) #0.

(Teorema preparatorio de Weiertrass)(cf. [Che79], Corolario 6.3.6)

Si g € k[[t, X]], g es t-distinguida y
ordi(g) = ord(g(t,0)) =m 2> 0,
entonces existen unos unicos u(t, X), p(t, X) € k{[t, X]] tales que

1. g=u-p, u(0,0)#0y u unidad.
2. pt, X) = t"+p X0t 4 - 4+ pu(X)y pi(0)=0parai=1,...,m.

Por altimo, recordamos las nociones de cuerpo de coeficientes
de un anillo local, el teorema de estructura de Cohen, la nocién de
anillo formalmente liso, formalmente étale, asi como la de cuerpo de
casi-coeficientes que utilizaremos en los capitulos IV y V.

(cf. [Mat80],(28.A)) Sea (R, m) un anillo local, K = R/m su cuerpo residual
y k un subcuerpo de R. Decimos que k es un cuerpo de coeficientes de
R si k se aplica isomoérficamente sobre K mediante la aplicacion natural
R — R/m.

(Teorema de estructura de Cohen)(cf. [Mat80], (28.]), teorema 60)
Sea (R, m, K) un anillo local, separado y completo, que contiene a un
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Definicién |-B.11 m

Definicion 1-B.12 m

Nota I-B.13 m

cuerpo k. Entonces R contiene un cuerpo de coeficientes. Ademas, si
K es separable sobre k, entonces R contiene un cuerpo de coeficientes
que contiene a k.

Vease también en {GD64], Chap. 0,Th.(19.8.8).

(cf. [Mat80], 28.C) Sean k, A anillos topolégicos y g : k — A un homo-
morfismo continuo. Decimos que A es formalmente liso, o que A es

una k-algebra formalmente lisa, si se verifica la siguiente condicién:

Para cualquier anillo discreto C, para todo ideal N de C con N*=(0)y
para todo homomorfismo continuou : k - Cyv:A — C/N (viendo a
C/N como un anillo discreto) tal que el diagrama

\4

A 5 C/N
gt 19
kK 4 ¢

(donde g es la aplicacién natural) es conmutativo, existe un homomor-
fismov :A—Ctalquev=¢gV yu=Vvg.

v

A > C/N
g1t \Vv 1¢q
kK 2 cC

Si V' existe, entonces decimos que v puede levantarse a A — C sobre k,
y V se le llama un levantamiento de v sobre k.

(cf. [Mat80], (38.E)) Bajo las mismas condiciones de la definicién ante-
rior, decimos que A es formalmente étale sobre k, si el levantamiento

Vv de v es unico.

(cf. [Mat80], (38.E)) Sea K/k una extension de cuerpos. Si la carac-
teristica de K es cero, entonces formalmente étale es lo mismo que
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Definicion 1-B.14 m

algebraica separable.

(cf. [Mat80], (38.F)) Sea (R, m, K) un anillo local, (siendo K = R/m su cuer-
poresidual) y kg un subcuerpo de R. Decimos que kg es un cuerpo de ca-

sicoeficientes de R si K/ky es formalmente étale.

I-C La extensiéon K[t] < K[t%]

Teorema I-C.1 m

En esta seccion analizamos el proceso de extensiéon-contraccién
de los ideales primos relativos a la extension K[t] c K[ti], siendo K un
cuerpo de caracteristica p > 0. Una herramienta fundamental es el
siguiente teorema:

(cf. [Gar86], teorema 10.8) Sean K cuerpo de caracteristicap>0y
gX)=ag+a X+ - - -+X"
un polinomio ménico de K[X]. Entonces el polinomio
fX)=gX")=ao+alx’ + - - - +X"

es irreducible en K[X] si y solo si g es irreducible en K[X], y no todos
sus coeficientes a; son potencias p-ésimas de elementos de K.

Demostracién. Si g factoriza como g = g9, entonces f factoriza como
fX) = g1 (XP)g,(X).

Por tanto si f es irreducible también lo es g. Supongamos ahora que
cada a; es una potencia p-ésima de un elemento de K, es decir a; = bf
para b; € K. Entonces f factoriza

f=b)+bYXP + - - - + DIX"T = (bg + b1 X+ - - - +buX").
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Por tanto si f es irreducible, no todos los a; son potencias p-ésimas de
elementos de K.

Reciprocamente, supongamos que f factoriza. Debemos probar
que o g factoriza, o todos los a; son potencias p-ésimas de elementos
de K. Podemos escribir f como producto de factores irreducibles:

f=fm..-fr
donde los f; son moénicos e irreducibles en K[X], f; y f; son primos re-
lativos parai#jyn, +- - - +n,> 1. Consideramos dos casos:

= Supongamos primero r > 1. Entonces podemos escribir f =
hyh, con hy y h, primos relativos (tomando h, = f'f‘). Y existen
A1 Y Ay en K[X] tales que A hy + A h, = 1. Por lo tanto

0= Df= (Dhl)hz + hl(DhZ)
Eliminando h,, tenemos que
Dhy = A hy(Dhy) — A;h,(Dhy)

y entonces h; | Dh,;. Como el grado de Dh; es menor que el
grado de h; se tiene que Dh, debe ser 0. De la misma manera
Dh, = 0. Entonces podemos escribir

hX) =co+a Xl + - - - +cX'p = j1(XP)

hy(X) =do+di X0 + - - - +diX'p = jo(XP)
y g factoriza como g = jJ,.

= Supongamos ahora que r = 1. Entonces f = f] donde f; es
irreducible y n > 1. De nuevo tenemos que considerar dos
subcasos:
Si p | n, podemos escribir f=h?. Sih=co+c1X+ - - - +CsX°,
entonces
f=h =cf+cEX"+ - - - + X7
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Asi que todos los ¢; son potencias p-ésimas.
Si p no divide a n,
0 = Df=n(Df)f{™

y entonces Df; = 0. Asi que podemos escribir
[0 =do+d\ XP + - - - +deX? = g1(X")

yg=(g)".

Del resultado anterior, deducimos el siguiente corolario, que
nos describe el comportamiento de la extension-contraccion de ideales
1
primos en la extension K[t] < K[tz ].

Corolario I-C.2 m Sea K cuerpo de caracteristica p > 0. Sea P un ideal primo no nulo
en K[tz%] y sea F(t) € K[t] el polinomio ménico irreducible generador
de la contraccion P° = P n K[t]. Entonces se verifican las siguientes
condiciones

1. SiF)=al +aft+ - - - +t4 € KP[t], entonces
1 d
P=(ag+atr + - - - +1tr).

2. P =FP® siy solo si no todos los coeficientes de F(t) son poten-
cias p-ésimas de elementos de K.

Demostracidn.

1. Veamos en primer lugar que si el polinomio
FOo=al+alt+ - - -+t €Klt]
es irreducible, entonces el polinomio

GTmy=ag+aT+ -+ - +17 € K[7] ('r=trl’),
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también lo es: Para ello consideremos el homomorfismo de
anillos
U:K—K

con p(a) = a” para todo a € K,y consideremos
i : KTl — KIt]
definida por
p> a;t) = Zu(a;)ti,
es facil comprobar que
(@) [ es homomorfismo de anillos (puesto que u lo es),
(b) H(G)=F,y

(c) p aplica un elemento no unidad en un elemento no
unidad, puesto que las unidades de K[7] son las del
cuerpo K.

Supongamos que G es reducible, entonces F = [(G) también
lo es (pues [ es homomorfismo de anillos). Es decir, si F es
irreducible, G también lo es. Luego el ideal (G(T)) es primo en
K[tr%]. Ademas, dado que

G(T =F(t)e P
y P es un ideal primo, se tiene que G(1) € Py por tanto,
(G(T) < P,

y como
dimK[t?]) = dim(K[t]) = 1,

entonces se tiene que (G(1)) = P.

2. Supongamos ahora que

P = (F) - K[t3] = (ag + @y (65)P + - -« +(t5)P9) - KI[t7],
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pero ahora F € K[ti]. Sea T =tr. La igualdad
P=p*

significa que

F(t) = F(T7) € K[7]

genera el ideal P. Lo que equivale a decir que F(t?) es irredu-
cible en K{[T]. Por el teorema I-C.1, equivale a decir que F(T) es
irreducible en K[T] y no todos sus coeficientes son potencias
p-ésimas de elementos de K.

I-D Derivaciones de Hasse-Schmidt

En esta seccién recordamos la nocion de derivaciéon de Hasse-
Schmidt [HS37]. Se trata de un concepto puramente algebraico que
generaliza al de derivacién sobre un anillo conmutativo, en el caso
de caracteristica positiva. Hemos recopilado algunos resultados de
[Mat86], [Mat82], [Ish77], [NaK70], dando las demostraciones de aque-
llos que nos parecen oportunos. En particular destacamos la relacion
existente entre las derivaciones de Hasse-Schmidt y el desarrollo de
Taylor. Ademas, demostraremos que se pueden extender de manera
unica a la completacion, por ser I-continuas para la topologia I-adica
del anillo.

Sean k L A -2, B homomorfismos de anillos. Sea t una indeter-
minada sobre B. Sean

Bm = B[t]/(t™") (m > 0)y Bw = BI[t]].
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Podemos considerar, de manera natural, a B, (m < o) como una k-
algebra.

Definicion I-D.1 m En las condiciones anteriores, una sucesion
2= (DO:DI;---:Dm)

de aplicaciones k-lineales (D; : A ~— B) se dice derivacion de Hasse-
Schmidt de longitud m de A en B (sobre k) si se verifica:

Do=g y Dixy)= > D/x)Ds(y) (1<i<m, x,y€A)

r+s=i

Una caracterizacion muy util de las derivaciones de Hasse-Schmidt
es la siguiente, que relaciona este concepto con los homomorfismos de
A en By, que coinciden con g médulo t.

Lema I-D.2 m En las condiciones anteriores, son equivalentes:

1. D es una derivacion de Hasse-Schmidt de longitud m de A en
B

2. La aplicacion E; : A — B,, definida por

Ex) = > Dix)t!
i=0

es un homomorfismo de k-algebras que verifica

Eix)=g(x) (mod t).

Demostracién. Probémoslo para m < co:

(1) = (2):

= Veamos que E; es homomorfismo de k-algebras: la k-linealidad
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se sigue trivialmente de la k-linealidad de las D;. Se tiene que;:

Ee(xy) = > Ditxy)t' =y ( > Dr(x)Ds()’)) t,

i=0 i=0 \r+s=i

por otro lado
E(X)E(y) = ( Dr(X)t’) (ZDs(y)ts)
r= s=0

0
2m )
= ( > Dr(x)Ds(y)) t+ > ( > Dr<x>Ds(y)) t

i=0 \ri+s=i i=m+1 \r+s=i
((I-D.1))

luego
Ee(xy) = E{(x)Ee(y) (mod t™?).

» Ei(x) = g(x) (mod t):

m .
E(x) - g(x) =>Dix)t' —g(x)
i=0

= > Di(x)t' = t(ZD,-(x)t"'l).
i=1 i=1
(2) = (1)

» Ei(x +y) = Ei(x) + E/(y), por tanto

S Dix+ 9 = 3 D0t + > DO,

i=0 i=0 i=0

de donde se sigue que
Di(x +y) = Di(x) + D;(y).
Analogamente se prueba que
Di(Ax) = ADi(x), (A € k, x € A).
» De E;(x) = g(x) (mod t) se sigue que

Ee(x) = g(x) = Do(x) —g(x) + > Di(x)t' =0 (mod 1)
i=1

y por tanto Dy = g.
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= De Ei(xy) = Ex(X)E((y) se sigue, utilizando (I-D.1), que
Dj(xy) = Z D (x)Ds(y).

r+s=i

Con ésto se concluye la demostracion del lema [-D.2 para m < co. En el
caso m = o, la prueba es analoga. "

Notas I-D.3 m

1. Cuando A = By g = 1,4, entonces hablaremos simplemente de
una k-derivacion de A. A partir de ahora consideraremos este
caso.

2. Di(1)=0, para todo i > 0:
Para i = 1 trivial, pues D; es derivaciéon. Supongamos cierto

hasta i— 1, veamos para i:

Di(1) =Dl -1)= Y DA(1)Dg(1) =

r+s=i

=2D{(1)+ > DA1)Ds(1) =
r+s=i
r,s<i-1
= 2D;(1)
por tanto D;(1) = 0.
3. Si D es una k-derivacion de Hasse-Schmidt de A entonces D, €
Der(A), puesto que

Di(xy)= > De(x)Ds(y) = xD1(y) + D1(x)y, (x,y € A).

r+s=1

Ademas, D; es cero sobre f(k) para i > 0: ya que

Di(flA)) = Di(A - 1) = ADy(1) = 0.

En general, diremos que D es trivial sobre a € A, si Di(a) = 0
para i > 0; esto quiere decir que E;(a) es una constante siendo E; el
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endomorfismo correspondiente a D, pues

Era) = foDi(a)t‘ = Do(a) = g(a).
=

Notaremos HS(A, m) al conjunto de todas las k-derivaciones
de Hasse-Schmidt de longitud m de A, y HS;(A) = HSy(A, ). Si no hay
confusién sobre el cuerpo k, escribiremos HS(A, m) y HS(A), respectiva-
mente. Estos conjuntos no tienen estructura de médulo como Der(A).
Sin embargo, pueden ser dotados de estructura de grupo (generalmen-
te no abeliano) de la siguiente manera:

Lema I-D.4 m El homomorfismo E; : A — A,, correspondiente a D € HS (A, m) se
puede extender a un automorfismo de A,, de la siguiente forma:

E, (Z avtv) = > Eda)t’

Demostracion. La extension de E; asi definida es trivialmente k-lineal.
Veamos que es biyectiva:

= Inyectividad: Se tiene que si

p=at' +a ™+ - €Am  a #0,
entonces
Edp) = a,t” (mod t™),
puesto que
Edp)—art” =Ed(a)t’ + Efan)t™ + - - - —a,t’ =

m
= (ZD,-(ar)t') t"—at" + Ea )ty =
i=0

m
= (ZD,-(ar)t’“) +E@ )t 4 - - =

i=1
=t (Dy(ay) + Ex(@pe1) +--.)

y, por tanto, E; asi definida es inyectiva.
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« Sobreyectividad: Dado p = a,t" +a,,. 1t +- - - € Ap, se tiene
que:
p—Eda,t) =ait' +ap ittt + - - - —Ela)t’ =
=at’ +aat™t + . - - —at -Dia)t™tt - . . =
=b "™+l

para unos ciertos by € A, k>r+1.

p—Edart” + bpat™") = p—Eda)t’ - Exbp)t™" =
= h,+1tr+l +br+2tr+2 e e
_br+1tr+l _Dl(br+1)tr+2 - =
=Crpt™ +...

para unos ciertos ¢; € A, I > r + 2. Reiterando el proceso en-

contramos un elemento
act’ + byt +cpat™? + - - - € A — {0}, pues a, # 0.
Ademas verifica:
p = Edart” + byt 4 Cpat™ +..0) € (8™,

Con ésto se prueba que el homomorfismo E; es sobreyectivo.

Como consecuencia, un automorfismo E de la k-algebra A,, que
satisface E(a) = a (mod t) corresponde a una derivacion de Hasse-
Schmidt. Asi podemos identificar HS,(4, m) con un subgrupo del grupo
Auti(Am). Esto induce la siguiente estructura de grupo en HS,(A, m): Pa-
raD = (Do, Dy, ...)yD = (D), D), ...) sean

D-D =D D) ...)

D' =(D}, D}, ...).
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Lema I-D.b m

Entonces:

E(E(@) =E(a+Dj(@t+Dy@t+...)=

a+Dy(@t + Dy(@)t +... ) + (D) (@ + Dy (D) (@)t +... ) t+
+(Dy@ + Dy(Dy@nt +... ) + - - - =

= a+ (D) + D) )a)t + (Dy + D\ D} + D)) @)t? +...

asi que

Di = > D,Dj para todo i
pq=i

Luego:

D - D' =(ly Dy+D), Dy+D\Dy+ D), ..., D DiDypyy ...
i

Resolviendo » D,Dj =0 parai> 0 se obtienen los D}, esto es:

pHg=i
D; = DO = lA
D} =-D,
* 2
D, =D?-Dj,
D; =-D3+DD; +D;Dy —Ds
< k
Dp=>(-1) > Dy---Dy| Vnzl
k=1 it+- - - +i=n
i>1

Demostracion. Por induccién en n:

Paran=1:D] = -1)D, =-Dy
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Supongamos cierto hasta n—1, veamos si es cierto para n: Dy se obtiene

de
n
> DnqD; =0;
9 =0
luego
n-1
D, =->Dng4D;=
gq=0
n-1
=—Dy — Y Dp-4Dj, = [hip. ind.] =
q=1

n-1 q
=—Dn=3Dng) 1| X Dy D=
q=1 k=1 .
I+ +ig=q
izl
n-1
=-Dp+ Z Z(—l)k+an—q Z D;, Dy =
q=1k=1 . .
iy - - +ig=q
izl
n-1
=-Dn+ Z Z( 1)k+1 Z Dn-4D;, le =
g=1k=1 ,
i+ - - +ig=q
izl
n-1g+1
__D”+ZZ(—1)I Z Dy, D,
q=1I=2 i+ +i,=n
n
=Dy + Yy (-1) > Dj---Dyf=
=2 iy 4+ o +i=n
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Asi que

Si A es un anillo de caracteristica p, entonces una derivacion
ordinaria de A es cero sobre el subanillo A?, pero las derivaciones de
Hasse-Schmidt no necesariamente se anulan sobre A”: Si la sucesion
D = (Dy, D), D5, ...) es una derivaciéon de Hasse-Schmidt de longitud
m > p, entonces de la igualdad

Ei(a”) = [E; hom.k-4lg.] = E(a)’ = a” + Dy(a)’t’ + - - -

obtenemos
Dp(aP) = Dy(a)’;

y en general,
Dy(a”) = Dy(a)’.

Definicién I-D.6 m Diremos que D € HS,(A) es iterativa si satisface:

i+j
D,‘ODJ'=( J )Di+j Vi,j.
1
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Lema I-D.7 m

Definicién 1-D.8 m

Notas I-D.9 =

La definicion anterior es equivalente a exigir que el siguiente diagrama

sea conmutativo:
Al 2 Al ul]

Eit 1
A B A+ )
donde
E(a) = Y t'Dy(a),

Eu(ztvav) = ZtvEu(av)

y la flecha vertical derecha es la inclusion.

Demostracion. Efectivamente:
Eu(E(a)) = Eu(ZtVDv(a)) = ZtvEu(Dv(a)) =
v v

=>t"> u'D,Dy(a) =
v m

por otro lado

Eeu(@) =D (t+u)*Dy(a) =
A

=3y ( v:” )tv”“)DA(a)=
A

V+U=A

—SES ( V:“ ) Dyoula).
v &

Diremos que las derivaciones de Hasse-Schmidt D = (Dy, Dy, Dy, ...) Yy
D' = (D, D), D), ...) conmutan si sus componentes D; y D} conmutan
para cada par (i, j).

Se verifican las siguientes propiedades:

1. Si las derivaciones de Hasse-Schmidt D y D' son iterativas y
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conmutan, entonces su producto D - I es de nuevo iterativa:
puesto que

(EuEy) o (EtE}) = EyuE(ELE; = EtsuEtey

donde todas las aplicaciones se ven como automorfismos de
Allt, u]l que dejan t, u invariantes.

. Si A contiene al cuerpo Q, entonces una derivacion de Hasse-

Schmidt iterativa satisface
DH
Dp=—
n!
y por lo tanto estd determinada solamente por D,. En efecto,

por induccidén en n:
Dl
Paran=1:D, =3 =D

Supongamos cierto para n — 1, veamos si es cierto para n:
n n-1
D] =D; o Dj

entonces, aplicando hip6tesis de induccion:

D} =Di((n-1)D,;)=(n—1)D; o Dy_, = [D es iterativa] =
l1+n-1
=(n-1) 1 D1+n_1 = nlD,

n

luego D, = L.
n!

. Ademas, para D € Deri(A) (Q < A) se ve trivialmente que

2 3 . . .
(1, D, 2, & . ..) es una derivacion de Hasse-Schmidt itera-

FIETE

tiva.

. Si A tiene caracteristica p, entonces para una derivacién de

Hasse-Schmidt iterativa D = (Dy, Dy, Dy, ...), se tiene que

Di
D; = —'—1 parai<p
il

y D7 =0 (ya que D’I’ =p'D, = 0).
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Por tanto, no podemos esperar extender cualquier derivacion a
una derivacién de Hasse-Schmidt iterativa, incluso si A es cuerpo.

Notacién I-D.10 m Utilizaremos la siguiente notaciéon para manejar n-uplas: Sean & =
(xy,...,0n), B=(By,...,Bn) € N". Entonces
L. ol =0t + - - - + ap.
2. X=(X1,..., Xn).
3. SiT=(Ty,...Ty) entonces X+ T = (X; + Ty,..., Xn + Th).
4. X% = X0 X0,
5.1=(,...,1) eN",

6. En N" definiremos el siguiente orden (parcial):

o > B significa o) > By,..., &n = Bn,

7. 0<B si x <By ax#B
8. al=o0!- - - ap!

o (5)-(5) () verer

10. Un elemento genérico de k[[X]] serad de la forma

Z AO(ZO‘J

oeN?

11. Un elemento genérico de k[X] sera de la forma

ZACXKO(I

o€l
donde I es un subconjunto finito de N".

&)@

1

N
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Proposicién I-D.11 m (Desarrollo de Taylor) (ver [MV69]) Sea A = k[X] 6 A = K[[X]]. Sean
T=(Ty,..., Tp) otra indeterminada y
)= AX* €A
oENn

Definimos A¥ por:
fX+D = ADFXNT,

oeEN"

entonces se tiene que

1. A® son k-lineales e I-continuas.
2.
0 siB?«
Au”.XB)=
& A X% sifra
Y
3, A(oq ..... o) A(m,O,...,O) ° A(O,a2 ..... 0,...0 A(O ..... 0,p) y ademas los

A©0-%-0) conmutan para todo j=1,..., n.

c e (22yn
G

6. A@ o A® = ( x+B )A(a+.3)_
(24

7. 89 - g)= Y AP (A g).

B+o=o
» .
8. Paratodoj=1,...,nyi> 0 notaremos Al%~"~% = AJ, Entonces
N=(140,08),...) € HS(A)

para j = 1,...,n y ademas son iterativas. Por altimo también
se verifica que i!A{ = (&)Y, para todo j = 1,...,n y para todo
i>0.
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Demostracion.

1. Trivial tal como se han definido las A%,

2.
X +T)P - - K+ TP =
B Bn
—_ Zl: 51 XBl—jl Tfl L. Z B" Xﬁn-jnTJr',n =
h=0 \ J1 ! ! n=0 \ Jn
=§§: B Bn Xﬂl-fl...xﬁn-inﬂx...'pr';r
. . n s
A0 =0\ J1 gn )1 !
luego
0 sidjlog> B
A(lx) XB =
x5 h X sia<p
o

A partir de ahora, basta ver que las propiedades se verifican
para los monomios, puesto que las aplicaciones A® son k-

lineales e I-continuas.

3. Aplicando 2 se tiene trivialmente.

4.
0 sil>B;
AL O (xBy _ =
X") ﬁl Xﬂl .. X‘t_;f_l XB"‘ sil< Bj
1)1 J
_ 2 (B
= a_xj(— )
5.
0 sidj| o> Bj
I AN(XP) = B X% sia<pB
RS <
y por otro lado
0 sidj| ;> B

3\

i an(X")—
ax,,) =0 a!(B)gﬁ'“ sia< B
(0.4
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6.
0 sidj|B;j>o;
(A(tX) ° A(B))(XC' =A@ =
X) ’ X sip<o
B
( sidj|B;>o;

si ajl‘xj>0-j—ﬁj _

0
= 4 O
(o)(J_B))_("_ﬁ"“ sico<o-B
B o«
0

si 3j|0(j+ﬁj>0'j

Z)(G—ﬂ)Xa'ﬁ'“ sic+B<o

por otro lado
sidj| o+ Bi>o0;

0

x+p (a+p) [ x+B

( o )A Q'{U)—( o ) ( o )X"“"'B sica+B <o
x+p /]~

o o- B o+ f o
B o B P «x+p8 /]
sidjlo;>p;+u

A(D()(Xp A XIJ = A(lX) XP‘*'IJ = +
£ - X) &™) prH X7 sia<p+u

()

X

por otro lado
Z A(B)(Kp) . A(U)(K“)=

B+o=x
( (p)(“ )K"'B)_f“'” siB<pyos<y

o

Bro=o
en otro caso

[ O
() e
0

en otro caso
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para que sean iguales, necesitamos el siguiente

=087

Demostracion del Aserto. Para el caso n = 1, se tiene que:

pit

o\ Kk

Aserto:

y como

p u
(L+XP™ = (1+XP1 +XF = (> ( Z )xﬁ)(z ( ’; )x")

B=0 o=0

igualando los coeficientes de X* en ambas expresiones se tiene lo pe-
dido. Para n > 1, el resultado se sigue de:

> (o)) () )=,z (5 ) (%)

Bi+oj=o;

1<jgn

luego aplicando el caso n =1, se tiene lo pedido. n

8. Paratodoj=1,...,nyi>0,se verifica

0 sii>lok#j
D) = (1

)xﬁ;" sik=j, i<l
1

Ademas, por (4) sabemos que A{ es derivacion, y por (7) se cumple
la condicién para el producto de dos elementos, luego A’ € HSi(A)
paraj=1,..., n. Ademas, dichas derivaciones son iterativas, (por (6)).
Veamos, por ultimo, que

i =), vj=1...,n i20,

por induccién en i
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Nota I-D.12 m

Ejemplo -D.13 =

Parai=1: 1A} = (&)
Supongamos cierto para i—1, veamos si es cierto para i: Utilizando que
Iy = A o (AL
se tiene, aplicando hipdtesis de induccién, que
(@) =& (- 1) ) =(i- 1)) o A = (4 iterativas] =

=(i—1)!( ! )Aff=nAf;
1 H 1

Una forma sencilla de obtener nuevas derivaciones de Hasse- Schmidt
es la siguiente: Sea t' un elemento de A[[t]] sin término constante y D
una derivacion de Hasse-Schmidt de A. El homomorfismo:

Ev : A— A[[t]]
Ev(a)=> t"Dnla)
n=0

se puede extender de manera Unica a un automorfismo de A[[t]] de
manera analoga a I-D.4 es decir:

E«(> avt”) = Eua)t’.

Como E, es un automorfismo de A[[t]] que satisface E,(a) = a (mod t),
corresponde a una nueva derivacion de Hasse-Schmidt Q’.

Dados D = (1, Dy, Dy, ...) y ' = xt, entonces E, : A — A[[t]] definida
por:

o0

Ex(a) = 3 "Dn(@) = Y (x)"Dn(@) = 3 t"x"Dp(a)
n=0 n=0

n=0
Entonces _Q' = (1, xD,, xzDz, ...)con x € A es una derivacién de Hasse-
Schmidt.
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Proposicién I-D.14 =

SiD = (Dg, Dy,...) € HS;(A), entonces para todo i, las D; son I-continuas,
para todo I ideal de A.

Demostracién. Probaremos que

DM eI Vi, Vnxi
por induccién en i:
Para i =0, Dy = 1,, luego es trivial.

Supongamos cierto para todo j < i, veamos si es cierto para i: Hacemos
ahora inducciénenn > i;

Paran=1i:D;(") cI°=(1) = A.

Supongamos cierto hasta n — 1, veamoslo para n: Por ser los D; endo-

morfismos aditivos, basta probarlo paraAa, - - -an €I",(A € A, a; € ).
D,‘(Aal L a,,) = ZD,(Aal L a,,_l)Dk(a,.) =
l+k=i
=D;Aa, - - - ay) - an+Aay - - - dp1Dilan)+
+ > DfAay - - - an-)Dylan) et
I+k=i
1<k, I<i-1
puesto que:

=« comon>i, n-132iyaplicando hipotesis de induccién en n,
se tiene que
—1-i
DiAay - - - an-) €I

ademas ay € I, por lo tanto Di(Aa, - - - Ap_y)an € I""™.
« Aay - - - a,; € "' y Di(ayn) € A, por tanto se tiene que
Ady - - - apDilan) € " 2 1"

« Por ltimo, como n—1 > i > I, aplicando hipétesis de induccion

en i tenemos
In—l—l_

D,(Aal LRI a,,_l) €
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Proposicién 1-D.15 m

ademas Dy(a,) € A, por lo tanto

Z DI(Aal .. an_l)Dk(an) € In-l—l =1n—(l+1) gln—i
l+k=i

1<k, I<i-1
(puesI+1 <.

Por tanto, D; es I-continua. =

Si D = (Dg, Dy,...) € HSi(A), entonces existe un Unica extension é €
HS,(A), (siendo A el completado de A para la topologia /-adica).

Demostracién. Si D = (Do, Dy,...) € HSi(A), por la proposicion anterior
sabemos que D; son /-continuas para todo i. Luego existe una Unica
extension

D = (Dq, Dy,...),

donde D; : A — A son las extensiones al completado de las funciones
I-continuas D;, de la siguiente manera: Si a € 4, existe (a,) de Cauchy
en A con limite a. Entonces definimos

15,-(61) =lim Di(an).

Veamos que é € HSk(A): Sea a - b € A, entonces existe (a,) € A
tal que (a,) — a v existe (b,) € A tal que b, — b; luego

an . bn - a - b.
Por tanto

Dia - b) = limDy(@, - b) =lim S Dy@nDy(bn) = 3. D@Dy (b).
Jtk=i Jk=i
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I-E Derivaciones integrables

En esta secciéon recordamos la nocién de derivacion integrable
y vemos que en el caso de la caracteristica positiva, no toda derivaciéon

lo es.

Definicién |-E.1 m Sea k un anillo, A una k-algebra y D € Der(A). Diremos que D es inte-
grable sobre k, si existe una extensiéon D € HSy(A) conD = (Do, D, Do, ...).

Diremos que D es una integral de D.

Sea Ider(A) = {D € Der(A) | D es integrable sobre k}.

Lema I-E.2 m Ider,(A) c Der(A) es un A-submodulo.

Demostracion.

1. Veamos que es subgrupo (aditivo) de Der(A).
« Sean D, D' unas integrales de D, D' € Ider(A). Entonces
sabemos que

DoD =(1, D+D, ...) € HS(A),

por lo tanto D + D' € Der,(A) es ademas integrable.

» Sea D una integral de D € Ider,(A). Entonces sabemos
que
D' =(1, -D, ...) € HS,(A),

por lo tanto —D € Der(A) es ademas integrable. Luego
-D € Ider(A) es el elemento inverso de D.



Derivaciones integrables

42
Ejemplo I-E.3 m
Ejemplo I-E.4 =

2. Ideri(A) es cerrado respecto a la multiplicacion por elementos
de A: Sean D € Ider(A) y a € A. Sea D una integral de D, o sea,

D=1, D, Dy, ...).
Por el ejemplo 1-D.13, sabemos que la sucesion
(1, aD, a2D2, )

es una derivacion de Hasse-Schmidt. Luego aD es integrable

sobre k.

Si A contiene al conjunto de los nimeros racionales, Q, es facil
ver que todas las derivaciones son integrables. Tambien es cierto si
Alk es O-lisa, o si A es un cuerpo de cualquier caracteristica (ver co-
rolario del teorema 6 de [Mat82], y [Mol79]). Pero, en general, existen

derivaciones no integrables:

k[X _
Sea k anillo de caracteristicapy A = —(%7—3. Sean x = X, y D € Deri(A)
tal que D(x) =1 (D es la inducida por aix de k[X]). Si D fuese integrable

tendriamos:
0=Ex)=Exf=x+t+---YP=tP+---
lo que es una contradiccién. Por lo tanto D no es integrable;

Ider(A) ¢ Derp(A).

. ] k(X] =
Sea k anillo de caracteristica 2 y A = (—XZ_) Sean x = Xy D € Deri(A)

0
la inducida por 3% de k[X] (luego D(x) = 1). Supongamos que D es
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Nota I-E.b m
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integrable, es decir, existe (14, D, D,,...) € HS(A). Entonces

0 = D,(x2) = xD,(x) + D, (x)D1 (x) + Do (x)x =
= 2xDy(x) + (D, (x))* = 1.

Luego no puede existir una derivacion de Hasse-Schmidt que tenga a

D en la primera componente.

Si E; y E, corresponden a D y D' respectivamente, y si tomamos s = t"
para algiin n > 1, entonces E; o E; corresponde a una derivacién de
Hasse-Schmidt de la forma (1, Dy, ..., Dy-1, Dn + D), ...). En efecto:

Eio Ef(@) =E{> s'Dia)) =
i=0

t"E(Di(@)) =

[MsLMs

It
[

"> ¢D; o Di(a) =
i Jj=0
a+Dy@t+- - -+ D (@t"" + (Dnla) + Di(aNt" + - - -

Por tanto, una derivacion integrable tiene muchas integrales.

I-F Operadores diferenciales lineales

Definicion I-F.1 m

En esta seccion introducimos la nocion de operador diferencial
lineal sobre una k-algebra. La referencia basica utilizada es [GD67],
donde se presenta una definicién recursiva, respecto del orden, de los

operadores diferenciales lineales.

(Véase [GD67], §16, 16.8). Sea A una k-algebra. Para cada i > 0, defini-

mos inductivamente el subconjunto DX)/k c Endy(A) como sigue:

DY), = A < End(A)
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Dy = € Endy(4) | [p,al € DY, Va e A}

Lema I-F.2 m (DX)/k)iZO es una sucesion creciente de (4, A)-bimodulos de End,(A) que

satisfacen:

1. @fj}k = A @ Der,(A).

(i) () (i+))
2. DA/k o @A/k c DA/k'

3. SiPe DY , Qe DY

(i+j-1)
Ask? e €ntonces [P,Q] e DA/k .

Demostracién. Veamos primero que para todo i > 0

(M (i+1)
Dy € Dy

por induccién en i

Parai=0: Sea A; € Df/’k (es decir, As(x) = ax para todo x € A). Veamos

(1) .
que A, € DA/k.

[Ag, b)(c) = Aa(bc) = bAs(c) =abc—bac=0 VceA

entonces
(0)
[Aay b] € DA/](’

luego
(1
Ay € DA/k.

Supongamos la propiedad cierta para i — 1, y veamos si es cierta para

;L ()
i:Seap € DA/k, entonces

[p,al € Dy} < DY, Va € A (aplicando hipétesis de induccion).

(i+1)
por tanto @ € DA/k .

1. Dixl/)k =A® Der,(A): SeaP e D;l/)k, entonces

[P,al=ceA VYac€A;
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luego
[P, al(x) = cx Vx € A.
Por tanto
VaeA IceA|Plax)—-aPx)=cx VxE€A. ((I-F.1))
Como Pe D;l}k, entonces P(1) € A. Veamos que P — P(1) es una
derivacion:

(P — P(1))(ab) = P(ab) - P(1)ab = aP(b) + cb — P(1)ab
(por (I-F1) y
(P —P(1))(@)b + a(P — P(1))(b) = P(a)b — P(1)ab + aP(b) - P(1)ab.
Ademas se verifica que
P(a)b — P(1)ab = cb,
pues por (I-F.1) para x = 1 tenemos:
Pa)-aP(l)=c

por tanto
P(a)b — aP(1)b =cb, b € A.

Luego
P-pP(1)=6 siendo 6 € Deri(A),

oseaP =a+6cona € A 6 € Dery(A). Veamos que esta
descomposicién es Ginica: Supongamos que existena’ € A, §' €
Der(A) tales que P = d’ + &', entonces:

Pl)=(@+6)1)=a+0=a
y por otro lado
!

PLYy=@d+8W)=d+0=4d,

por tantoa = a'. Luego P=a+6 =a+4§' y entonces § = &',
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2. DV o DV < D) Hacemos induccién sobre i: Para i = 0, se

A/k A/k A/k”
tiene que
(0) 0 _ ) (0+))
Das° Dap=A° DDy
Supongamos cierto para i — 1, veamos si es cierto para i: Lo
hacemos por induccion sobre j:
i — 0 DD 0) _ (i+0)
Para j=0: DA/k o DA/k—DA/k °cAc DA/k .
Supongamos cierto para j— 1, veamos si es cierto para j: Sea

0)
Pe DA/k, entonces

[P,al € DY) Vaea,

ademas
[P, al(b) = P(ab) —aP(b) Vb € A.

Analogamente, para Q € Dg)/k se tiene que

[Qale DY) Vaea,

[Q al(b) = Q(ab) — aQ(b) Vb € A.
Entonces, dado b € A:

[PoQal(b) =PoQab)—aPoQb)=
= P([Q, al(b) + aQ(b)) — aP(Q(D)) =
= P([Q, al(b)) + P(aQ(b)) — aP(Q(b)) =
= (P o [Q al)(b) + [P, al(Q(D)) + aP(Q(b)) — aP(Q(b)) =
=(P o [Q a]l +[P,a] o Q) (b).

Luego paratodoa € A

[PoQal=Po[Qal+[Pale Q€ Dﬁ"’j{j“

puesto que P € ng)/k, [Q a] € DX;,:), y aplicando hipétesis de

induccién sobre j, se tiene que

Po[Qal€ Djji‘”.
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Analogamente, se prueba por induccion sobre i, que

(i+j-1).
[P,al o Q& DY,

por tanto paratodoa € A

[PoQale Dy’ = PoQe D).

Q € DY | entonces [P, Q] € D™ Hacemos in-

i )
3.5iPeD o/ ok

A/’
duccion sobre i:

Parai = 0: Sea P € D = A, es decir, P=Aycond e Ay

Alk
Qe Dﬁflk. Entonces para todo a € A, se tiene que
G-1)
{Q al € DA/k .

Luego paratodoa,be A

[(Q al, b] € DY,2. ((I-F.2))

Veamos ahora que para todoa € A
[[PIQIIa] =—[[Qla]IP] :
Sea ¢ € A. Se verifica que

([P, Q] al(c) =[P, Qllac)-alP, Ql(c) =
= P(Q(ac)) — Q(P(ac)) — aP(Q(c) + aQ(P(c)) =
= dQ(ac) - Q(dac) — adQ(c) + aQ(dc) =
= d[Q, al(c) - [Q al(dc) =
=-[[Q a], d] (o),

luego usando (I-F.2),

[[P,Ql, a] € @g;,f’ VaeA

y por tanto

G=1) _ my(0+j=i)
[P,Ql] € DA/k = DA/k )

Supongamos cierto para i — 1, veamos si es cierto para i: Lo
hacemos por induccién sobre j:
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Para j = 0: Sea P € DY

/i €Ntonces para todoa,beA

([P, a], b] € D72 ((I-E.3))

yseaQ € Dzo/)k, es decir, Q = A, con ¢ € A. Analogamente al

caso anterior, se prueba que paratodoa € A

_ (i~2)
[[Pl Q]I a] - [[P’ a]JQ] E DAl/k;
por (I-F.3), y por tanto

(i-14+0)
[P,Q] € DA/k ;

Supongamos el resultado cierto para j— 1, y veamoslo para j:
Sean P € DX)/k’ Qe DX)/k. Entonces, para todo a € A se verifica
que

[P.ale Dy, yIQale D)

Veamos que paratodoa € A

([P, Ql, al =[[P,a], Q1+ [P, [Q a]] :

([P, QL al(b) =I[P,Ql(ab)—alP, Ql(b) =
= P(Q(ab)) — Q(P(ab)) — aP(Q(b)) + aQ(P(b)) =
= P([Q al(b)) + P(aQ(b)) — Q(P(ab)) — aP(Q(b))+
+aQ(P(b)) =
= P([Q, al(b)) + P(aQ(b)) — Q(P(ab)) — aP(Q(b))+
+Q(aP(b)) - [Q, al(P(b)) =
=[[P,al, Q1 (b) +[P,[Q al] (b) Vb € A,

puesto que

[[P, al, Q1(b) =[P, al(Q(b)) — Q(IP, al(b)) =
= P(aQ(b)) — aP(Q(b)) — Q(P(ab)) + Q(aP(D)).

Luego Va € A se tiene que

([P, Q) al € D722
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ya que como Q € D?/k y [P al € fDX';;’, aplicando hipétesis de

induccioén sobre i, se tiene que

(i+j-2)
[[PI a]yQ] E DA/k M

Anélogamente se prueba, por induccién sobre j, que

[P,[Q all € D~

Por tanto, se concluye que [P, Q] € DV (siendo P € SD“’/k y

Alk A
)
Qe DA/k).

Proposicion I-F.3 m Si P € D,,, entonces P es I-continua para la topologia I-adica para
todo ideal I c A.

Demostracién. Sea P € D,,. Entonces existe j tal que P € Df({’/k. Si se
cumple

PU™) cI” Vr,
entonces P es I-continua para la topologia I-adica. Veamoslo por in-
duccioén sobre j:

Paraj=0:Pe€ Dgo/’k =A, entonces A - I'cI" Vr.

Supongamos cierto para j, veamos si es cierto para j+1:Sea P € DX;;),
veamos que para todo r

P(1r+j+l) c Ir
y lo hacemos por induccion en r:
Parar =0: PP < I° = A.
Supongamos cierto para ¥ — 1, vedmoslo para r: Sea

aqe€ ]r+j+l =]- Ir+j

entonces
a=> ab;cona;el,bel™.
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Proposicion I-F.4 m

Pero como P es k-lineal, podemos suponera = xy conx € I, y € I'J,
entonces
P(a) = P(xy) = [P, x](y) + xP(y) € I".

Y como y € I'¥, entonces [P, x] € DX)/k; aplicando hipétesis de indu-
ccion sobre j se tiene que
[P xIy) e[

Ademas, como P € DX}”;), y € I""'**! aplicamos ahora hipétesis de
induccién sobre r, y entonces P(y) € I'"!. Por ultimo, como x € I se
verifica que

xP(y)elr.

Luego el operador P es I-continuo, para la topologia [-adica. =

El siguiente resultado demuestra que toda derivacion de Hasse-
Schmidt es una sucesion de operadores diferenciales lineales.

SiD = (Dq, Dy, Dy, ...) € HSi(A), entonces D; € DY, Vi.

Demostracion. Por induccién sobre i:

: o N- _ (0)
Paral—O.Do = 1A € DA/k'

Supongamos cierto para i, veamos si es cierto para i + 1: Probaremos
que [D;y,,al € fDX)/k para todo a € A:

[Dis1, allb) =Dy, (ab) —aDy,(b) =

= > D{a@)Dib) - aD;, (b) =
J+k=i+1

Z Dj(a)Dy | (b) conb € A.
J+k=i+1

k#i+l
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Luego paratodoa € A

[Di+1l a] = Z D_](a)Dk € DX)/k’
JHk=i+1
k#i+l

puesto que aplicando hip6tesis de induccién

(k) (i)
Dk € DA/k [ ﬂA/k'

parak=0,...,i. Por lo tanto

i+1

I-G Operadores diferenciales en el anillo de polinomios y en el anillo de

series

En esta seccidn relacionamos los operadores diferenciales y las
aplicaciones definidas a partir del desarrollo de Taylor en los casos del
anillo de polinomios y del anillo de series (ver la proposicién I-D.11).

B Caso de una variable

Consideremos el conjunto {A®},en, donde las A = Al definidas en
la proposicion I-D.11.

Lema I-G.1m AW ¢ D

A/ Dara todo o € N.

Demostracion. Haremos induccién sobre «.

—0- A0 _ Al _ (©
Paraocx=0: A —AO—IAEDA/k.

UNIVERSIDAD OE SE.VlL:.A
FACULTAD DB MATEMATICA
BiBLIOTECA
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Operadores diferenciales en el anillo de polinomios y en el anillo de series

Para o = 1: por 4 de la proposiciéon I-D.11, se tiene que

0
AV = Al = 5% € Deri(A) < D).

Supongamos cierto para « — 1, y veamos si es cierto para «: Basta

probar que [A®, f] € D;";” para todo f € A. Para todo g € A, por 7 de

la proposicion I-D.11, se tiene que

o-1
(A%, fllg) = A9(F-g)-fag) = Y APHAG-fa N (g) = 3 A*HAg).
B+o=c o=0

Luego para todo f € A, se tiene que

o1
() o _ (-0} () (ox~1)
[A“,ﬂ_zoA“(f)A € Dy s
o=

aplicando la hipo6tesis de induccién y que A% 9(f) € A para todo 0 =
01,..., x—1. n

n
Sea P e D;"/)k, supongamos P = ZaaA(“), entonces los elemen-
o=0

tos ay se pueden determinar de la siguiente manera:

P) = > axa™(1) = ay,

o=0

n
PX) =Y aed %) = a;A%) + a, AV (X0) = apX + ay,

=0
luego
a, = P(X) — P(1)X.

PX%) = agA V) + a; AP (X)) + a, AP (XP) = agX® + 2a, X + a;

y por tanto
a, = P(X?) = 2P(X)X + P(1)X°.

En general, probaremos que

j 3 i . s
a; =%(—1)"1 (JI )P(X’)XJ" j=1,...,n
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(n)

Proposicién 1-G.2m SiPe DA/k, entonces
= [ < a-i | X ivypo=i | Al
P=> |>D | Pehx* | A
=0 \i=0 I

Demostracion. Probemos primero el siguiente

Asertol: SeanP,Q € D;"/)k tales que P(x*) = Qx*) paratodo k = 0,..., n.

Entonces P= Q.

Demostracion del Aserto I. Veamoslo en primer lugar en el caso

A = k[X]. Podemos reducirnos a probar que si R € fD;"/)k tal que R(X¥) =0

para todo k = 0,...,n. Entonces R = 0 (ya que tomando R = P-Q
tendriamos el aserto).

Haremos induccién en n:

Paran =0:SeaR € D;O/)k = A tal que R(X°) = R(1) = 0 entonces trivial-

mente se tiene que R = 0.
Supongamos cierto para n—1, veamos si es cierto paran: SeaR € fD;”/)k
tal que R(X¥) = 0 para todo k =0,..., n. Es suficiente probar que

R(Xn+’) = O

para todo I > 1. Veamoslo por induccién en I:

Paral=1: R&X™!)=R(X - X") = [R, X)(X") + XR(X") = 0 puesto que:

» RX")=0

« [R X] € D"V y ademas para todo k = 0,...,n — 1, se verifica
A/k
que

[R, XI(X*) = R(X - X*) = XR(x¥) = 0.

Entonces podemos aplicar hipotesis de induccién en n y se
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tiene que [R, X] =0
Supongamos cierto para I — 1, veamos si es cierto para [
RO™Y) = R - X™1) = [R, XJ(X™HY) + XR(X™1) = 0,
puesto que:

« R(X™"1) = 0 por hipétesis de induccién en L

= Andlogamente al caso anterior, [R, X] = 0.

En segundo lugar, como los dos operadores P,Q € fDX'/)k son
continuos en k[[X]], hemos probado que coinciden en k[X], y k[X] es
denso en k[[X]], luego los dos operadores coinciden en k[[X]]. »

Volvamos a la prueba de la proposicion I-G.2. Como el segundo

miembro de la igualdad pertenece a D™ | (por el lema I-G.1); aplicando

A/K®
el aserto I, es suficiente probar que los dos operadores coinciden sobre
las potencias X para todo k =0,..., n. Ahora bien, paratodo 0 <k <n

se tiene que:

1

- (_1)0(—1'( 0( )P(Xi)xo(—i) ( k )Xk—cx -
i 1 (0.4
(8.4

(-1)* ( ° )P(X">x“"’) A (xk) =

I I
M=~ M~
TN TN ;
M=
L
!
I

2
i
o
T
o

3
I
[=]

k o
P(XI )Xk—l =

i
LM~
R
1M~
T
—
~—
R
L
/—-\/-—\
~ A N .

(o4
k-1 k
= Z(-n“-'( “ ( k ))P(X")X""’+P(x’<) =
i=0 \a=i 1 X '
= P(X¥)

La Gltima igualdad es cierta debido al siguiente:
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Corolario 1-G.3 m

Aserto II:

tor(3)( )

Demostracién del Aserto II. Consideremos la funcién

k k
mwm—w=z(a)wemﬂ

=0
entonces fo(x)=k(k=1) - - - (k—i+1)(x-1)*sii<k-1.

Por otro lado
) k k )
REOEDY DR % - (o =i+ )X
o= (04

entonces X
S - (=i D =f"(1) =0.

o=i

55

Basta tener en cuenta que, si llamamos S a la suma pedida, se tiene

que:
1k , A
S =maz=i(—l)o<---(o<—z+l)(a)—

D

- conl PO

La prueba de este aserto concluye, pues, la demostracion de la

proposicion [-G.2.

Como consecuencia de los dos resultados anteriores, hemos ob-

tenido una A-base de qu”/)k:

n .
Do = {ZaaA(‘x) | ax € A} ¥ {8®}ocugn €5 una A-base de DY)
o=0

Alk
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Nota I-G.4 m

Nota I-G.5 m

Demostracion.

“_n

<" se tiene por la proposicién I-G.2.

won

2" se tiene por el lema [-G.1. n

Si k es de caracteristica 0, entonces
0
k={aeA| —(a) =0}
{ | aX( ) =0}

sin embargo, no es cierto en el caso de caracteristica positiva, como
vemos en el siguiente ejemplo:

Sea k un cuerpo de caracteristica positiva. Entonces

0 2
{a GAI-é-)—{(a)=0}={A0+}\po+A2po+- - -} =k[XP] # k.

En cualquier caracteristica, lo que si se verifica es:
faeA|A®@) =0 VaeN =k

En efecto: Supongamos que existe p(X) € k[X] \ k tal que para todo
X €N,
A(p(x) =0

Supongamos que p(X) = > A;X', entonces

i<n

A(n) X)) = A i Xi—n =An h
(p(X)) 'ZZH (n) .

y es una contradiccion.

]
>
3

Il
A

Como aplicacién del corolario I-G.3, veamos cémo se puede ex-
presar una derivaciéon de Hasse-Schmidt D = (Dg, Dy, Dy, ...) en fun-
cion de los operadores diferenciales A,



57

Capitulo I: Notacion y Preliminares

Proposicion 1-G.6 ® Si D = (Do, Dy, D,, ...) € HS;(A), entonces para todo n € N se tiene que

Dn = Z {Z( 1) ( ’ )Cl Z D;, (X) - -D,-,(X)) x""} A,

o=0 +_],=n

Demostracién. Por la proposicién I-F.4, D, € D;’?k Por tanto, aplicando

la proposicion I-G.2

=y (Z(—l)"‘"'( ‘j‘ )Dn(x")x“"') A, ((-G.1))
=0

o=0
Se verifica que:

Aserto:
Du(X°) =Dp(1)=0 Vn 21,

Dn(X) = Z D;(X)- - -D;(X) Vn, V1<i<n ((1-G.2))

gt Hj=n
Demostracion del Aserto.

mW)—mMH X) =
Z Dkl X,— '1 X =

ky+j1=n

= > ( > Dy, (XD, (X)) D; (X) =
ky\+jy=n k2+j2=k1'

= Z Dkz (XIGZ)DJZ (X)Djl X =
ka+ja+j1=n

= Z D; (X) - - - DX
St -Hi=n

Por tanto, sustituyendo (I-G.2) en (1-G.1) se deduce la igualdad

requerida. -
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B Caso de varias variables

En el caso de mas de una variable, consideremos el conjunto {A®}4enn
definido en la proposicidén I-D.11. Estimaremos el orden de A como

operador diferencial.

Lema I-G.7m AW ¢ Dﬂj‘,'() para todo & € N".

Demostracion. Similar a la demostracion del lema [-G.1. Haremos in-

duccion sobre |o|.

—0n- Al _ (0)
Para jx|=0: A —-IAE’DA/k.

o ;
Para || = 1: como « € N", se tiene que « = (0,..., 1,...,0) para algin

Jj=1,...,n. Ademas, por 4 de la proposicién I-D.11, se tiene que

® o
0y 1,.,0) _ (1)
A = 5%, € Der) = D,

Supongamos cierto paratodoy € N" conly|=0,1,...,|a|—-1, y veamos
si es cierto para |y| = |x|: Basta probar que [AY), f] € Dﬁj‘,l‘“ para todo
f € A. Paratodo g € A, por 7 de la proposicién I-D.11, se tiene que

DY, fig) =AY - g)-aPg) = > AP PA(g) - AV (g) =
B+o=y
= > AHag.

Bro=y
1B1>0

Luego para todo f € A, se tiene que
[A()’)’ f] = Z A(ﬁ)(f)A(O’) € @27]1-1)’

Bro=y
1B1>0

aplicando hipétesis de induccién ( ya que como |8| > 0, entonces o es

tal que o} < |yl = |x|) y que A®Y(f) € A. .
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Teorema I-G.8 m Sea P € D™ . Entonces

A/k®
p= Z (Z ( (04 )(_l)m—ﬁlp(z(-ﬂ)ga—ﬁ) A(a)
" BLa B
o€EN .
O<lolgsm

Demostracion. Probemos en primer lugar el siguiente

Aserto I: Sean P,Q € DX;’,)( tales que P(X¥) = Q(x*) para todo k € N" con

|k| = m. Entonces P = Q.

Demostracion del Aserto 1. Veamoslo en primer lugar, en el caso
A =k[X,,...,X,]). Basta probar que dado R € D;’;’L tal que R()_g") = 0 para
todo k € N" con 0 < |k| £ m, entonces R =0 (ya que tomandoR=P-Q

tendriamos el aserto). Probémoslo por inducciéon en el orden m:
Param=0:SeaR € Dx’/)k = A tal que R(X®) =R(1) = 0, y por tanto R = 0.
Supongamos cierto para todo j < m—1, veamos si es cierto para m: Sea

Re DX?,’( tal que R(X*) = 0 para todo k € N" con |k| = m. Es suficiente

demostrar que
R()_(k”) =0 VleN' con|l|>1.

Veamoslo por induccioén en |I|:
Paralll|=1,les dela formal= (0,...,({),...,0), y se tiene que
RX*) =R - X) =R, X1X") + X'RX) =0
ya que
« RX =0
« [R, g’] € DX;';” y ademas verifica que

R X% =RX - X~ XR(X*)=0, vke N" con0<|klsm-1
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(pues |[+k| < [l|+|kl £ 1+m—1 = m, luego R()_(’*k) = 0). Entonces
podemos aplicar hipétesis de inducciéon en m y se tiene que:
(R, X'1=0.

Supongamos cierto para [l| — 1, veamos si es cierto para |l|: Sia € N"
con lal = 1, entonces

R()_(k+l) = R(Ka . )_<k+l—a) = [R, )—(a](ékﬂ—a) +)_<aR()_<k+l—a) = O,
ya que
. R(ﬁk”““) = 0, aplicando hipétesis de induccion en |l], puesto

que

II=al=Hl—lall=lIl-1]=l-1

« [RXe DX;';”, y analogamente al caso }l| = 1, se tiene que

[R,X"1(X*)=0VkeN" con0O<kl<m-1.

Luego, aplicando la hipétesis de induccién en m, se tiene que

[R, X°] = 0.

En segundo lugar, también es cierto en A = k[[X,,..., X,]], por
verificarse en k[X, ..., X,] subconjunto denso en k[[X;, ..., Xxl], y por la
continuidad. »

Volvamos a la prueba del teorema I-G.8. Como por el lema I-
G.7, cada

A e DI (0 <ol < m),

se tiene que el segundo miembro de la igualdad pertenece a DX;’,)(. Por
tanto, para probar la igualdad, y teniendo en cuenta el aserto I, basta
probar que ambos operadores coinciden sobre las potencias g" para
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todo k € N" con 0 < |k| £ m. Vedmoslo:

Z (Z ( o )(_l)la—ﬁlp(-&ﬂ))_{a—ﬁ) A(“)(Xk) -

oeN" B B
0<lad<m
k
- Z (Z ( ; )(_l)la—ﬂlp(zﬂ))_(‘x'ﬁ) Z ( . ))_(k—a =
xeN" Bsa kza
O<jal<m
= 3 (Z(-l)“"“"( o ) ( k )po_{ﬁ))_(k—ﬂ) _
<k B B X
Os<lalsm

— -1 lx—Bi X k P XB Xk_B =
2 (20 (5)(5))

=> ( S (1A ( ‘[’3‘ ) ( Z )) PxP)x*F + P(x*) =
B<k \Bgogk

= P(X").
La ultima igualdad es cierta debido a la siguiente propiedad:

Aserto II: Para todo B <k, se verifica que

3s§sk ) (3. x

Demostracion del Aserto II.

n [ &} k n K k
Sl fl= (DB ( ’ ) =0,
2 [1[ ( Bi ) ( & ) :I:llﬂ,-s%ski ( Bi ) i

Biga <k,

BnS“nSkn

puesto que por el aserto Il de la proposiciéon 1-G.2, todos los sumato-

rios son cero. "
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Corolario I-G.9 m

Nota I-G.10 m

Con ésto se concluye la prueba del teorema I-G.8. x

Los resultados anteriores nos describen la estructura de ’DX’/“L

repecto de los operadores A, |x| < m.

(m) _ . Al
:DA/k_eBA A

lot|lgm

Demostracion.

<" se tiene por el teorema I-G.8.

“3” es consecuencia del lema I-G.7. »

Se tiene que
k={aeA|a@=0 vaeN}.

Puesto que
“<” Trivial.

‘2" Seaa €A, a= ZABXB siendo I subconjunto finito de N". Sea y un
Bel
elemento maximal respecto del orden parcial “< " de N" definido en

[-D.10, entonces

En efecto,

o (o) -

Bel Bel

» si B # y, como y es un elemento maximal respecto de “<" se
tiene que, B <y, o no son comparables, y por tanto 3i | 8; > y;
y 3j | Bj <Y;. Por tanto, en ambos casos se verifica que

AY(xP) =0,
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y entonces A, = 0.

« Si B =y, tivialmente A¥(a) = A,.

Repitiendo el razonamiento con el elemento Z AB)_(B, se concluye
Bel-{y}

que a € k.

I-H Homomorfismos entre anillos del tipo Dy

Proposicion I-H.1 m

En esta seccion describiremos los homomorfismos naturales de

anillos filtrados entre ﬂA/k Yy DA[t]/k[t]’ DS‘IA/k! DS‘lA/S“lk'

existe una unica @ € DY kg due extiende a la

()
Para toda @ € D ALt

A/K’
anterior y ademas la aplicacién

Dak — Dapyin
1'% —_ @

es un homomorfismo de anillos filtrados, inyectivo.

Demostracién. Dado @ € D,y definimos @ de la siguiente manera:
para todo > ant" € A[t],
ns<m
&( Z antn) = Z CP(an)tn-

n<m n<m
Asi definida, la aplicacion es, trivialmente, un homomorfismo de ani-
llos inyectivo y tal que @|, = @. Veamos que esta bien definida como
homomorfismo de anillos filtrados, es decir, si @ € @X)/k, entonces

~ )
P € Do
para todo i. Lo demostraremos por induccién en el orden I

Parai=0:Sea A, € D)) =A conA,(x)=b - x para todo x € A. Entonces

A(S ant =3 Aant"=b S ant”,

nsm n<m nsm
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Homomorfismos entre anillos del tipo D,y

luego A, = A, € A[t] y por tanto A, € DA[t]/k[t
Supongamos el resultado cierto para i, y demostremos que también es

cierto parai+1:

(i+1) ~ (i+1) :
Sea @ € DA/k Deseamos probar que @ € DA[t]/k (qr due equivale a

comprobar que
~ (1)

para todo b(t) = > b;t' € A[t]. En efecto: Para todo > ¢ t* € A[t],

I<n ksm

[(79; Zb[t’]( Z thk) = (’5 ((Zbltl) (Z thk)) - (Zbltl) 6‘9 (Z thk) =
isn ksm Isn ksm I<n ksm
= (’5 (nin b[thI+k) - (Zb]tl) (Z (P(Ck)tk) =

I+k=0 I<n k<m
n+m n+m
Z cp b C l+ Z bl@(ck)t“.k
I+k=0 I+k=0
n+m
= Y (@, bt =
1+k=0
=>tp, b)) (Z cktk) .
I<n k<m

Luego
(@ > b= (@bl € D A[t]/k[tl’

isn Isn
para todo b(t) € A[t] (puesto que como @ € ZDA’}”;), [p bl € DA/k y
aplicando la hipétesis de induccién, sabemos que [, b,] € D(” /k[r])
Por tanto

~ (i+1)
P e I)A[t /k{t]

La prueba de la unicidad de la extension obtenida, es trivial. =
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Proposicion |-H.2 =

. . ) n
Estudiemos ahora la extensién natural fDA/k — :DS_Wk. En la

siguiente proposicion, se da una descripcion de la Gnica tal extension
@ — Q.

Sea S subconjunto de A multiplicativamente cerrado. Para toda @ €

’qu')/k, existe una Unica @ € Dsayy tal que extiende a la anterior, es

decir, para todo a € A,
~ (a) _ @la)
LAY

a
fe & M 1
Ademas, @ € DS_Wk y dado 3 €S A,

Demostracién. Haremos induccién en [:

Paral=0:Sea @ € Df/)k. Entonces @ = a con a € A, es decir, @ es el
homomorfismo

@x)=ax Vxe€A.

Definimos la extensiéon @ € D°  como

S-1A/k
~ (X a X
o)1 3
S 1 s

que trivialmente esta bien definida, y como se tiene que

~ 1)_cp(l)_a
c’9(1 11

7

@ es claramente tnica. Ademas, se observa que para todo a € A,

~ (a) _pla)
P\1) "1
Supongamos cierto para toda I < m—1, veamos si es cierto para m: En

particular esto implica que

———

1. Sigp, we DV  entonces @ + @ =P + .

A/k’
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———
~

2.S5ipeD? beA=DY entonces @-b = - b (siendo

A/K A/K’
b=-).

b | S

Veamos que @ satisface las condiciones exigidas en el enunciado:

(m) a 1
» Dadap € D) ydado — € S°A
Alk S

7(5)-#(3)

~ ta plta) 1 ta
(=) = —— - —[p, ts|(—)
ts ts t
(como [, ts] = [s, t] + tp, s] y [@, ts] € ’ng;”, se deduce que

————

[59.\5] = [557] + tl, s]),

aplicando la hipétesis de induccién. Luego

s(i) - %40 Lia()- L ()-
) —~ . (4 1 a

-~ o9 (—) — [, s] (—) -
(p&sa) tlsN(a s/ s s

ORI

y por otro lado tenemos

()72 1 ()

S

Por tanto, basta probar que

S ts ts
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pero
[ t=(@ot-to@)=pot-top=1[31,
asi que
——(a ~ o~ (ay  @(ta)—tea)
=) =1 1= )= —————
(1) -8 (7) -
a da 1 a da ’
Dados ;,;eS‘Atalesque—=-7,fltaprobarque
s

#(3)-5(3)

67

Aplicando el razonamiento anterior, se deduce tal igualdad,

puesto que como

a d

et
entonces existe t € A tal que t(as’' - d's) = 0, es decir,

tas — td's = 0.

Luego
a tsa tas d

s ts's ts's ¢
Trivialmente se tiene que

para todo a € A.
@ es lineal.

a
” (m) . e 1
Veamos que @ € DS_IA/k. Dado S € STA,

~ a ~ a al ~ 1
[ml—]=[m,—]+_ m’—
s 1 1 s

puesto que
~ a ~a a~
(55 -55-55-
~al a.l ayl al.
=P TIPS TPy IS5 T
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~ a ~ 1
Veamos que [cp, T] y [(p, —] pertenecen a D‘S’_"l;l/)k, para lo cual
s

necesitaremos los siguientes asertos:

Aserto I: En las condiciones anteriores,

~ a TN
[CP,T]= [p,a]l Vace€A.

X
Demostracion del Aserto 1. Dado " € SA,

216) -5(2)-55(0)-
ol (2592 21 )

y por otro lado

(o a] (;) _ @, j](x) —l[[cg\aft] (f:.) _

- ZRZ0TN il (%) = thip. ind. y 21 =

-senem) L ](0)-

- e (%) - ()

x

—

Aserto II: En las mismas condiciones anteriores,
~ 1 1 ~ S 1
q)’ —_]=——0 [q)’ —:l o —
s s 1 s

X
Demostracion del Aserto II. Dado 7 €S 1A,

[52]()-3(2)-35()
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y por otro lado

4631400 - (-

Volvamos a la prueba de la proposiciéon I-H.2. Aplicando el

~ a "
[(p; T] = [(p; a]:
como @ € DX% entonces [, a) € DX';,:” y aplicando hipétesis
de induccion

aserto [ tenemos

~ a P _
[cp, T] = [p,al € DY)
Aplicando el aserto Il tenemos
[~ 1 ] 1 [N s] 1
Q- |=—=|® o,
S ) 1 s

ademads por el aserto 1 y aplicando hipotesis de induccion

~ S N _
[cp, T] =@, sl € DY),

1
y — € D(SQ{A/k. Luego se tiene que
s

= Unicidad: Sea ¢ € D(S'_"I)A/k tal que Y|, = @. Veamos que Y = @.

a
Dado — € S!A
s

~—

) 1 pla
+ =
s 1
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Proposicion I-F-H.3 m

Proposiciéon I-H.4 =

Homomorfismos entre anillos del tipo Dy

S S o
Pero como [(p, —1-] extiende a [, s], se tiene que [(,U, T] = [, s].

Por tanto
a 1 —— 1\ya (a)
o(8) =(Le@aiet)(5)+ 22~
s s s)\1 s
1 ay @a)
- (%)« 29
Sa s
-2
s
Luego hemos probado el resultado. n

Sea S un subconjunto de A multiplicativamente cerrado. Considere-
mos la aplicacion ¢ : D,/ — Dsu, encontrada en la proposicion -
H.2 y la aplicacién natural Dy, — S'D, /. Entonces existe un tnico
homomorfismo de anillos filtrados entre S D,/ v Ds4k, que hace
conmutativo el diagrama

N d
Dak — Dsan
! /
S Dap

Demostracién. Basta aplicar la propiedad universal del anillo S™' D,
(Vease por ejemplo, [Gab81]).

Sean S c A, T < k subconjuntos multiplicativamente cerrados tales que
T c S. Entonces existe un homomorfismo entre los anillos filtrados

Dask — Dsaasmik
P — 1'%

Ademas, este homomorfismo es tal que, para toda @ € Dy, Pla = @.

Demostracién. Sea @ la extension de ¢ definida en la proposicién I-
H.2, que sabemos que es k-lineal (@ € Ds-14,k)- Bastara probar que
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Proposicién I-H.5 m

~ 1 a ~

@ es S'k-lineal. Sea — € §7'k, n eT Ay supongamos que @ es k-
s

derivacion, se tiene

(3 2) =% ()

® s t) ? p(s)t B
_ p@p®)t—app(s)t)
B p(s)2t2 -
_ @ap(s)t —ap(s)p(t)
- (s)2t2 -
_ p@t-ap(t) _
B p(s)t2

1~(a)
=50\t

Luego @ es S"'k-derivacién. Trivialmente se tiene en los demas casos.=

Sea I c A ideal y A el completado del anillo A. Dado P € Dask, existe un
tnico P e D; ) tal que P|, = Py ademas la aplicaciéon

Dak — Dy,
P — P

es un homomorfismo de anillos filtrados.

Demostracién. Si P € D, , por la proposicion I-F.3 sabemos que es
I-continua, luego existe una Unica extension P de manera que dados
an € Aconlimpa, = a € A, P(a) = lim,P(a,). Utilizaremos los siguientes
asertos:

Aserto I: Sea {@u},o € DXX y supongamos que para todo a € A existe
lim,@n(a) = p(a). Entonces @ € Dg;’l)(.
Demostracion del Aserto 1. Por induccién en m:

Para m = 0: Sean @, € Dfao/)k entonces @, =d, con d, € A, es decir,
@nX) =amx Vx€A, Vn>0.
Como existe limyaa, = a, entonces existe lim,@,(x) = ax para todo

A - i — PO
X €A, Luegoqa—aeA—DA/k.



72

Homomorfismos entre anillos del tipo Dy

Supongamos cierto para m, veamos si es cierto para m + 1: Sea

®n € Dﬁ.";’:” tales que para todo a € A existe lim,@,(a) = @(a). Entonces

se tiene que dado x € A, [p,, x] € Dﬁ_‘"/',)( y ademas
limpl@n, X] = limp@ux — xPp = Px — x@ = [, X].
Aplicando la hipétesis de induccion, [, x] € Di.\';'l)( con x € A. Por tanto,

(m+1)
Q€ DA/k . ]

Aserto Il: Sea P € Dy, y P su extensién. Sea (a,), una sucesién en A
tal que limua, = a € A. Entonces para todo b € A existe

limu[P, anl(b) = [B, al(b).

Demostracion del Aserto II. Dado b € A, existen b; € A tales que

lim;b; = b.
[P, anl(b) = lim;[P, al(b)) =
= Iimj{P, an](bj) =
= limy(P(anb;) — anP(b))) =
= lim{(P(anb)) - anP(b))) =
= P(anb) - anP(b),
luego existe limn[P, anl(b) = Plab) — aP(b) = [P, al(b). .

Veamos que si P € D;’)/k, entonces P € Dg)/k, por induccién en el

orden [:

Paral=0:SeaPe Dgo/)k entonces P=a con a € A, es decir,

P(x)=ax Vxe€A.

Entonces P=ae€AcA=D9 .
Ak

Supongamos cierto para I, veamos si es cierto paral+1:SeaP € Dg;;).

Basta probar que para todoa € 4, [B,a] € Dg)/k. Como a € A, a = limpan
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con a, € A. Entonces, por el aserto Ii,
[B, a] = limy[P, an).

Como por hipotesis de induccién [P, a,] € Dg)/k; se tiene que [P, a,] € -
+1)

(n : > ) i B (I
DA/k' Aplicando el aserto I, [P, a] € DA/k’ es decir, P€ :DA/k "



CAPITULO Il

El Lema de Normalizacion
para el anillo de series de
potencias

En este capitulo presentamos una demostracion del lema de
normalizacién para el anillo de series formales A = k[[X]], con k cuer-
po perfecto de caracteristica p > 0, que es una adaptacion de la que
se encuentra en [Abh64] (23.7 y 24.5). Dicha prueba usa cambios de
coordenadas lineales y necesita que el cuerpo k sea infinito. Nuestra
adaptacion es para un cuerpo de coeficientes perfecto (infinito o no),
usando cambios de coordenadas no lineales, (vease la proposicién II-
A.4).
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II-A El Lema de Normalizacién para el anillo de series de potencias

Lema [I-A.1 m Sea B cuerpo de caracteristica p > 0, y consideremos la extension B <
G = Blay,..., &yl con af € Bparai = 1,...,n, siendo el grado de la
extension [G : B] = p®. Entonces existen Koy -+ 1 Ko tales que

G = Bl&g) -5 Xo(e)):

Demostracién. Veamos que el resultado es cierto parae = 1: sea
B c Bloy] e Blaty, ..., 00l =G
siendo [G : B] = p, entonces tenemos dos posibilidades para [B{«,] : B]:
» [Blot;]: Bl =1, en cuyo caso «; € B;
s [Blo;] : Bl = p y entonces G = Blo].

Supongamos cierto para e—1 y ahora [G : B] = p°. Sea B' = B[«;,]
con «;, ¢ By por tanto [B' : B] = p, entonces

Bc B cBlay,...,0n =Bloy,..., 0. ., &nl,

luego
[Bloty, ..., &gy ---, Xn] - B = p7N

Aplicando la hip6tesis de induccion, existen g, ..., Xge-1) tales que

G= Bl[O(l, PN S O(n] = B/[O(O'(l)x ceny O(O'(e—l)] = B[O(O'(l):' <o s Kge-1) 0(,'0].

El siguiente lema, de caracter combinatorio, sera necesario para
obtener determinadas series distinguidas.
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Lema II-A.2 m Dado o = (0y,..., 0p1) € (N*)"!, sea Ly : N' — N definida por Lo(x) =
o1, + - - - +0p_10_1 + &y para todo & € N'. Para cada subconjunto
finito F ¢ N7, existe una constante C > 1 tal que si o7 > 0,C, 0 >
03C,..., Op2 2 0,1C vy Op_; = C, entonces Ly|F es inyectiva.

Demostracion. Supongamos #F = r. El resultado es cierto paran=1y
cualquier F. Ademas, también es cierto para todo n > 1 y para todo F
tal que ¥ = 1. Supongamos cierto el resultado para n—1, y sea ahora
F < N". Consideramos los subconjuntos finitos

Fi={¥2...,¥n) EN"Y (i, ys...,yn) € F}

coni €l « Nsiendo I subconjunto finito. Por tanto aplicando hipotesis
de induccién a F;, existira para cada i, constantes C’' > 1 tales que si

0,>2C'03,...,0p22COp1 Y Op 2C

entonces
-1
Loy.o,y N7 —N

es inyectiva en F;. Luego tomando C > max{C;} tal que si
0,2C03,...,0p22C0Op_1 Y Op 2CG,
Lgy o) N1 — N es inyectiva sobre cada F; con i € I. Sea
R=max{ly;l||y€F, 1<i<n}

y tomemos dos elementos distintos y, 6§ € F de manera que y; = I,
51=4,¥ =(2....¥n) € Fi, 8 =(8,,...,6n) € F};, de este modo

Lo(y) = Lo(8) = o1(i = j) + (Ls(y) — Lon (8))
(siendo ¢’ = (03,..., 0x-1)). Entonces se verifica:
» Sii=j, entonces y # & cony, & € F;. Luego
Lo(y) # Lo(8),

y por tanto Ls(y) # Lo (5).
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Lema |I-A.3 m

El Lema de Normalizacion para el anillo de series de potencias

« Si > j, entonces sillamamos x=0(i—j)> 0,y
lul = Lo (y) = Ly (8] £ L (Y)] + ILon(8)] < 2n02R,

(puesto que 03 < C03<0,,04<C04<03L0,...,1 <---%
0,). Por tanto si x > |u| entonces x + u = Lgs(y) — Ls(8) # 0. Basta
pues, que 0] > 0R2n.

Luego tomando C = max{R2n + 1, C'}, se tiene el resultado. n

Sea f(X) € k[[Xy, ..., Xa]l una serie de potencias no nula y no unidad. En-
tonces para gy >> 0, >> - - - >> 0,1 >> 0 (suficientementes grandes),

la serie f(y, +y%, ..., Yn1 + ¥Y7™, yn) es yp-distinguida.

Demostracion. Dada
fX) = Z faX™ € k[[IX]]

oENn

no nula y no unidad, consideremos su diagrama de Newton
M ={x €N | fo # 0} #2,

y 0 ¢ Nf). Sea

E=NpH+N,
que es un ideal de N" y por tanto esta finitamente generado (por el
teorema de la base de Hilbert), luego existe F < E finito y minimal con

la propiedad
Mf)cE= U(a+N").
o€EF
Dado o =(0y,...,0,) € (N)" !y
Lo(o) =010+ + + - + 01 &pe) + K

para todo & € N", aplicamos el lema I1I-A.2, y para F subconjunto finito
de N' podemos conseguir o} >> 0, >> - - - >> 0,1 >> 0 tales que Lg|f
es inyectiva, y por tanto se tiene el resultado. "
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3 .« 7 . . A
Proposicion HI-A.4 m Sea p un ideal propio de A de altura n — e siendo e = dim—. Entonces
p

existe un cambio de variables del tipo

-

Y1
Y2

Xl +F1(X’2’,,Xf;)
X2 +F2(X§,,Xz)

Yn1 = Xn—l+Fn-1(XZ)
Yn = Xn

.

conF; € Z/Zp[Xﬁl,...,Xﬁ] parai=1,...,n—-1, tal que la extension

A
k[[}’lr"-:)’e]] d ;'

es una extension finita y p n k[[y1,..., yell = {0}.

Demostracion. Veamos que el resultado es cierto para n = 1: tenemos p
ideal propio de A = k[[X,]] de altura 1. Entonces p = (X]") y
k[[X;1]
p

kcC = k[X,]

pd

- ¢ §
con X; = 0. Luego es una extensién entera, finitamente generada y por
tanto finita.

Supongamos cierto el resultado para n— 1, y sea ahora p ideal
propio de A = k[[Xy,..., Xxll, f(X1,...,Xn) € p una serie no nula y no
unidad. Mediante el cambio:

yi=X;—X", j=1,...,n—1 con g; = p (suficientemente grandes)
VYn =Xn
obtenemos que la serie
g()’l:---:)’n-—l:xn) = f(yl +Xgl:---;)/n—l +X(:|-"—11Xn)
es Xp-distinguida, por el lema 1I-A.3. Por el teorema preparatorio de

Weierstrass (I-B.8), g(y1,..., ¥n-1, Xn) se puede escribir como

g(Yl;---uYnolxxn)= u-H
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con u unidad,

H=XZ +aq_1()/1,...,y;1—1)xz—l +o-o- +ao()’1:---:)’n—1),

q = ordx, (fX2', ..., X", Xp))
y a{0) = 0.

Por consiguiente H € p y ademas

KU1, - es Ve k[[X
[Iy: pcy 0l ”p—”=k[[y1,...,y,,-111[xn1

es finita, luego

ht(p°) = ht(p) — 1.
Aplicando la hipétesis de induccién a p° y kllyy,..., ¥n-11], se tiene el
resultado.

Por altimo, aplicando (23.3)+(23.1) de [Abh64], se verifica que p
es regular relativo aR = k[[yy,..., Y]] y entonces pnk[[y;,..., yell ={0}. =

i A
Proposicion II-A.5 m Sean A = k[[X),..., Xx]l, p un ideal primo de A, e =dim—y

p

q;':A—»,_4-=

o |

el epimorfismo natural. Para todo a € A denotamos por d a @(a) y
A
L=0t (—) Entonces se tiene que
p
L=1P[Xy,..., Xal, [L: L7]=DP5,
y que un sistema generador de la extension £” < £ es el conjunto

—

—On
X1 -+ Xp : 0<0;<p, i=1,..., nk
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Ademas, después de una reordenacién de Xj,..., Xn, podemos tomar

L=1PX,,..., X

—Xy

K - Xe P 0Lou<p i=1,..,e

como una base del espacio vectorial £ sobre £7.

Demostracién. Adaptaremos la demostracion de (24.4) en [Abh64]: En
primer lugar, por (24.1) de [Abh64], del hecho de ser k cuerpo perfecto
se deduce que

A=AP[X,..., X4

y que A es un A?-médulo libre de rango p", siendo el conjunto
X Xgn: 050y <p,..., 000 <P}

una base de A sobre A? (puesto que X;,; € AP[X,,..., Xj] yxf;l € AP[X,,..., X|]
parai=0,1,...,n-1). Por tanto,

Z = Zp[il, .. .,Xn],
y entonces
L=1LP1X,. .0 Xn):

Ademas por la proposicion 1I-A.4, mediante un cambio de variables
sobre Xj,..., Xn, podemos conseguir que

A
R=K[X),..., Xl ;

sea una extension finita (por comodidad seguiremos llamando X; a las
y; de la proposicion [I-A.4). Luego si R = k({Xy,..., Xe)), tenemos que
R c L es una extensién algebraica finita.

Aplicando (24.1) de [Abh64] a R = K[[X},...,Xe]l Yy R = Qt(R)
tenemos que
[R: RP]=p°
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Mediante el isomorfismo F(h) = h”

R < [
F|l |F
R < [P

obtenemos [Z : R] = [LP : RP]. Por consiguiente
[£:RIR: RP}=[L: RP1=[L: LP][LP : R”]

y entonces
[£:P1=[R: R"]=p"

Como sabemos que
XX 0201 <p,...,0£ 0, <p}

es una base de A sobre A, se tiene que un sistema generador de la
extension LF < £ es el conjunto de monomios

—0 —=%n
X, ---Xn : 0<0;<p, i=1,...,nk

Aplicando ahora el lema II-A.1, después de una reordenacion adecuada

de Xi,...,Xn, podemos tomar

L=rPIXy,..., Xl

—0] —X,
X1 - -X. :0<a;<p, i=1,...,e}

como una base del espacio vectorial £ sobre 7, =

Teorema |I-A.6 m (Lema de Normalizacién para el anillo de series de potencias)
Sean A = K[[X;,...,Xn]] v p un ideal primo propio de A siendo e =
dim(A/p). Entonces existen y,,..., ¥n, € A nuevas variables tales que

L. Pnk[[)’h---:)’e]]={0},
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A
2. la extension k[[yy, ..., y.]] = — es finita,
P

A
3. la extension R « £ es finita separable, siendo £ = Qt(—) y
p
R = Qtk[[y1,...yell) = k((y1,..., ye)).

L4 A
Demostracién. En primer lugar, si L= Qt —), y
p

- A
P:A—-A=—
p

es el epimorfismo natural, (para todo a € A denotamos por a a @(a)),
entonces por la proposicién I1-A.5 se tiene que

L=LXy,. 0 Xnl, (L2 L] =p",
y que un sistema generador de la extension £ <« £ es el conjunto de
monomios
-~ -0 p
X1 ---Xn : 0201<p,...,0<0,<pl

Ademas, después de una reordenacion adecuada de {)—(1,...,2,,}, pode-
mos tomar

L=LP1X,, ..., Xe]

—1

—0,

X1 -+ -Xe 1 020;<p,...,0 L. < p}
como una base del espacio vectorial £ sobre £°. Por comodidad, lla-
memos a los monomios

—]

—te — -
Xy - - 'Xe =fzx(X1:---,Xe)

cono=1,...,p°%

Por la proposicion 11-A.4, sabemos que existe un cambio de va-
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riables del tipo:
Y1 = X1+F1(Xp,...,Xz)
) 2] Xz +F2(Xp,...,Xﬁ)

Yn= Xn
con F; € Z/Z,[X?

‘H,...,Xf;] parai=1,...,n—1,y tal que la extensiéon

A
k[[)’lu---:)’e]] o —
p
es una extension finita y p n k[[yy, ..., Yell = {0} (luego se verifican (1) y
(2)).

Por ultimo, si R = Qt(R) = k{((y1,...,Ye)), entonces tenemos que

A
L=Qt (-—
p
es finita). Si demostramos que

) es una extensién algebraica finita de R (puesto que R < %

L=rP(R),

tendriamos que L es separable sobre R (aplicando el teorema [-B.4).
Ahora bien, sabemos que

faXy .., Xe): @x=1,...,p%

es una base de £ sobre £” y la relacion

—p —p )
Y =Xj+F{Xj11,...,Xn) paraj=1,...,¢

luego

— —p —p —_ —p —p
{fc((y1 _FI(XZ,---:Xn)),---yye"Fe(XeH;---;Xn)). o = 11"'1 pe}

es una base de £ sobre £?, cony; € Ry Fj()_(f.'.l,...,XZ) € [P paraj =
1,...,e. Por tanto, £ = LP(R) y se verifica el apartado (3).. u



CAPITULO 1lI

La noetherianidad de
A(oo) =A ®k k(oo)

El objetivo fundamental de este capitulo es demostrar la noe-
therianidad del anillo A, que definiremos a continuacién, con el que
trabajaremos en el resto de la memoria.

IlI-A Caracterizacién de A

Sea k un cuerpo de caracteristica p > 0. Para cada k-algebra A,
consideramos la k(t)-algebra definida en la seccion I-A,

A(t) == A & k(t).
Consideraremos también la extension de cuerpos k < k() siendo

ki = | K(&77),

m21

Notese que si k es perfecto, k., coincide con la clausura perfecta de
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Notas IlI-A.1 =

k(t), k()per-

Para simplificar la notacién, notaremos t, = t»". Definimos

también
A[m] = A[tm]
Y
A(oo) =A L) k(w) = U A(m)'
m20
A[oo] = U A[tm].

m20

Se verifica que cada Ay, (resp. Ay,) es un médulo libre sobre
A(t) (resp. sobre A[t]) de rango p™ (pues (tm)’" —t = 0). Por tanto,
tenemos las extensiones

A =Altl < Alty] < Alt)] = - - - Altm] ¢ -+ < A
n non N n
A=Al < Alt) c Alty) ¢ -+ Altm) c -+ c A

1. Las k-algebras A, (respectivamente A,,) son isomorfas entre
si.
2. Si Sm = kl[tm] — {0}, entonces Ay = Sy Apm)-

3. Dado que Sm)" < So (al ser k cuerpo de caracteristica p > 0),
y como Sy < Sm, se verifica que Ay = S;' Ay para todo m > 0.
Como consecuencia, A = Sy Afw)-

4. Si A es un dominio (integramente cerrado), entonces Ay, Y
A(m son dominios (integramente cerrados) para todo m 2 0,

Om= oo,
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5. Si A es una k-édlgebra noetheriana, entonces los anillos Ay,
son anillos noetherianos, para todo m > 0 (puesto que son
isomorfos a A[t]). Los A, son también anillos noetherianos,
puesto que Agy, = S Apm-

6. Silc A es un ideal, entonces (A/)(x) = Aw)/ Al

7. Si T < A es un subconjunto multiplicativamente cerrado, en-
tonces se tiene que (T"'A) ) = T A,
8. Si A = k[X] = k[Xy,..., Xn], entonces el anillo A = k()[X], por

tanto A es noetheriano. Mas aun, el anillo A es noetheriano
para toda k-algebra A finitamente generada.

Sin embargo, si A = k[X], entonces el anillo A, no es noethe-
riano, como probamos en el siguiente lema:

Lema III-A.2 m Si A = k[X], entonces A, no es noetheriano.

Demostracién. Comprobemos que el ideal generado por las raices p™-
ésimas
1

I=({tr" : m20}),

no es finitamemte generado. Supongamos que si, entonces existira
1 L 1
{ty tp’ t,,Z' Tt tpk}
L _

un sistema de generadores finito de I. Como t#** € I, entonces existen

Ko, Oy, =+ + , g GA[OO]

tales que
L 1 L
tR = gt + o tr + - - s Ot

Tomemos el exponente

L iy
ko = max{k + 1, max{l tales que t# aparece en algun o;}}
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Proposicién 11I-A.3 m

Caracterizacion de A )

Elevando la igualdad anterior a p*° (siendo p la caracteristica del cuer-
po k) obtenemos

tpko—k—l ko tpk0~1

ko ko ko pko-k
=af 7 +aof LRI - (A G

) ,
donde los af’ ° son polinomios en A[t]. Luego t es algebraico sobre A,
lo que es una contradiccién. ™

Sea A una k-algebra cualquiera y m > 1. Las extensiones Ap,-1) € Aim
Y Am-1) < Amy verifican:
1. Son libres finitas, y por tanto, enteras y fielmente planas.

2. Las extensidnes correspondientes a sus cuerpos de fracciones
son puramente inseparables.

Demostracién. Veamoslo para la extension A ,-1) < A(m):

« Es libre finita de rango p, puesto que
Ay = A 8 k(tm) = Apm-1) ®rqe,,.,) K(tm)
y tm satisface la ecuacion F = 0, siendo F el polinomio ménico
F=X° —ty € Apn-plXl.

Luego es entera y fielmente plana (puesto que libre implica
fielmente plana).

= Sea K = Qt(A), entonces Qt(Ayn_1)) = K(tm-1) ¥ Qt(A¢yy) = K(tm).
Se tiene que la extension

K(tm-1) = K(tm)

es puramente inseparable, pues (t,,)? = ty_) € K(tp-1).

Para la extension Apy,.;) A, la proposicion se demuestra de manera
analoga. n
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Corolario IlI-A.4 m A, (resp. A..,)) es entera y fielmente plana sobre cada Ay, (resp. Aiy,).

A partir de ahora, para cada ideal primo P de A, notaremos

P[oo] = PﬂA[w], P[m] = PﬁA[m] € SpEC(A[m])

P(m) = PnA(m) € SpeC(A(m)).

De manera similar, si Q es un ideal primo de A,

Q{m] = QﬂA[m] € SpEC(A[m]).

Se verifica que

= P= U P(m), P[oo] = U P[m]y (feSp- Q= U Q[m])-

m=0 m20 m2>0
" P(n) nA(m) = P(m) Y P[n] nA[m] = P[m] para todon > m (resp.
Qpn) NAjm) = Qum para todo n > m.

Lema IlI-A.5 m Sean P’ c P ideales primos de A, (resp. de A(,). Las siguientes condi-
ciones son equivalentes:
(@ PcP
(b) Existe un m 2 0 tal que P, G Pm) (resp. P,y G Ppm)-

(c) Paratodo m20, P, G Pm (resp. P, G Pim)

Demostracién. Trivial, por el corolario 1lI-A.4 y por verificarse en las
extensiones enteras. ]
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Lema IlI-A.60 m

Corolario IH-A.7T m

Sea P un ideal primo de A, (resp. de A,)). Las siguientes condiciones
son equivalentes:

(a) P es maximal.
(b) Py (resp. Pp,)) es maximal para algiin m > 0.

(¢) Pyny (resp. Ppy)) es maximal para todo m > 0.

Demostracion. Es trivial por el corolario I1I-A.4 y por verificarse en ex-
tensiones enteras. =

Con la notacion anterior, para cada ideal primo P de A, se verifica que
ht(P) = ht(P,,) = ht(P,,;) paratodo m>0.

Mas aun, dim(A,)) = dim(A,).

Demostraci6n. Por el corolario IlI-A.4, A, es fielmente plana sobre cada
Am), luego es plana y entonces se verifica el “teorema del descenso”.
Por tanto

ht(PnA(m)) = ht(P(m)) < ht(P)
Otra vez por el corolario IlI-A.4, A, es entera sobre cada Ay, y en-

tonces

ht(P) < ht(PnA(m)).

La igualdad ht(P,) = ht(P;,) es cierta, dado que A, es una
localizacion de Ayy,.

Por altimo, por ser A, c A entera, se verifica el “teorema del
ascenso”, luego

dim(A,;)) < dim(A.,).
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Nota lII-A.8 m

Corolario 11I-A.9 m

La otra desigualdad, se debe de nuevo a que la extensién es enteray a

que dado P € Spec(A(x))

ht(P) < ht(P°) = ht(P N A(my) = ht(Pimy).

El corolario 11I-A.7 también es cierto si reemplazamos A, < A, por

Con la notacién anterior, para todo Q € Spec(A,,) existe un unico Qe
Spec(Agm,py) tal que Q° = Q. Mas aun, el ideal Q viene dado por

~

Q={y EA(m+1) | yp € Q}

Demostracién. La extension Ag, c A verifica que (A’ < Ag.
Ademas, sabemos que para cualquier ideal primo P de A1), Su con-
traccion P° = PN Ay, es un ideal primo de Ayy,.

Dado Q € Spec(A,,, sea

~

Q={y € Apmsy | Y’ € QL.

Es facil probar que:
. a es un ideal primo de Ay, (por ser Q ideal primo y por
verificarse (A1)’ < Aumy)-
«PC=p (por ser P ideal primo).

« Q° = Q (por ser Q ideal primo).
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Corolario 11I-A.10 m

Corolario I1I-A. 11 m

Supongamos que A es noetheriano y que para todo ideal maximal m de
A, el cuerpo residual A/m es algebraico sobre k. Entonces para todo

m > 0, se verifica que:

1. dim(A() = dim(A(y) = dim(A[t]) = n + 1.
2. dim(A(m)) = dim(A(m)) = dlm(A(t)) =n.

Demostracidn.

1. Cierto por la nota I1I-A.8 y la hipo6tesis de noetherianidad.

2. Es consecuencia del corolario I1I-A.7 y la proposicién [-A.2.

Como consecuencia del analisis previo, obtenemos la altura de

los ideales maximales de A, en el caso siguiente:

Sea A una k-algebra noetheriana, biequidimensional, universalmente
catenaria de dimensién de Krull n, y tal que para todo ideal maximal
m de A, el cuerpo residual A/m es algebraico sobre k. Entonces todo

ideal maximal de A, tiene altura n.

Demostracién. Consecuencia del teorema I-A.3, del lema 1II-A.6, y del

corolario I1I-A.10. =
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I1I-B El mayor subcuerpo perfecto de un cuerpo de funciones formales

Proposicién I-B.1 m

Alo largo de toda esta seccion k sera un cuerpo perfecto de ca-
racteristica p > 0, A = K[[X]] = k[[X;, ..., Xx]] el anillo de series formales,

A
p un ideal primo de A, R = — y K = Qt(R). Para cualquier Fp~algebra B,
p

notaremos por B* =) B,
€20
El objetivo de esta seccién es demostrar que el mayor subcuer-
po perfecto de K, K*, es una extension algebraica del cuerpo de cons-
tantes, k. Este resultado se prueba en la proposicién I1I-B.6 y sera uno

de los ingredientes de la prueba del corolario I1I-C.8.

Bajo las condiciones anteriores, se tiene que k = R*.

Demostracién. Sea m el ideal maximal de R. Es suficiente probar que
R* c k. Si f € R*, entonces para todo e > O existe un f. € R tal que

=17
« Supongamos primero que f no es una unidad. Entonces f. no
es unidad para ningan e > 0, y por tanto f, € m para todo
e> 0. Es decir, f € mP* para todo e > 0, y usando el teorema de
interseccion de Krull,
fem = m"=(0.
e>0 k>0

« Si f es unidad, entonces f=fy +f, con f, € k ¢ R* y f€ R* no
es unidad. Por el caso anterior f =0, luego f € k.
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Proposicién 111-B.2 m Bajo las condiciones anteriores, si p = (0), es decir, R = k[[X]] y K =
k((X)). Se verifica que k = K*.

Demostracién. Sea m = (Xy,...,X,) el ideal maximal de R. Sean g, h € R
primos entre si. Si g/h € K?, entonces existen a;, b; € R primos entre

P p
g_[(2)y _4
h b, b’l’ '
Como ahora R es un dominio de factorizacion unica, existiran A, u € k

(o sea unidades), tales que g = Aa’l’, h = ubl. Como k es perfecto, A = §”
y u=y? con §, y € k. Luego

si tales que

g=28a=(6a,)’ eR’ y h=y"b] =(yb,) € R".

Por tanto si g/h € K*, entonces g, h € R* = k (por 11I-B.1). Por consi-
guiente, g/h € k y tenemos que K* c k. La otra inclusién es trivial. =

Con el fin de tratar el caso general, primero necesitamos los

siguientes lemas:

Lema llI-B.3 m Si L es una extension algebraica separable de un cuerpo K de carac-
teristica p > 0, entonces L* es una extensién algebraica de K*.

Demostracién. Si x € L*, entonces x = yg“ con y, € L para todo e > 0.
Como y, es separable sobre K, se tiene que

K(ye) = KOP) = K(x).

Luego y. = x* € K(x), y elevando a p®, resulta que x € K”"(x”"). Por

tanto
(K" (x) : K] = [KP (") - K7,
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Lema lII-B.4 =

Lema III-B.5 m
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y como
[KP"(x"") : KP'] = [K(x) : K].

Entonces x tiene igual polinomio minimo sobre K" que sobre K para

todo e > 0, y los coeficientes de dicho polinomio minimo deben perte-

necer a K*. Por lo tanto, x es algebraico sobre K*. u

Toda extension algebraica de un cuerpo perfecto es perfecto.

Demostracién. Basta probarlo para las extensiones algebraicas finitas;
asi consideremos k < L una extension algebraica finita, con k perfec-
to. Entonces k < L? < L, y se tiene que la sucesion decreciente de
extensiones

ke - - chachchch

es estacionaria, puesto que k < L es finita. Sea r > 0 tal que

Lpr=Lpr+l _ .

Para todo y € L, existeun z € L tal que ¥ = 2", y como k es perfecto,
(y —zP)?" = 0. Por tanto y — z¥ = 0, es decir, L es perfecto. "

Sea F un subanillo de un dominio de integridad G y sea H la clausura
integra de F en G. Sean p, g polinomios moénicos en G[X] tales que

pq € H[X]. Entonces p, g € H[X].

Demostracién. Tomemos un cuerpo que contenga a G en el que los po-
linomios p, q se descompongan en factores lineales:

p=Jx-on, g=]Jx-8.

Cada «; y cada B; es una raiz de pg, por tanto son enteros sobre H.
Luego los coeficientes de p y g son enteros sobre H, y como H es entero
sobre F, son enteros sobre F, luego estdn en H. Por lo tanto p, g € H[X].u
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Los siguientes resultados han sido obtenidos en colaboracién

con el profesor J. M. Giral.

Proposicién [11-B.6 m Sean k cuerpo perfecto de caracteristica p > 0, A = k[[X]] el anillo de
series formales, p ¢ A un ideal primo, R = A/p y K = Qt(R). Entonces K*

es una extensioén algebraica de k.

Demostracién. Supongamos dim(A/p) = r < n. Por el lema de normali-
zacion para anillos de series de potencias (I[-A.6), sabemos que existe
un nuevo sistema de coordenadas formales Y;,..., Y, € A tales que

=D n k[[le sy Yr]] = {0};
A

= K[[Y},..., Y]] & — es una extension finita,
p

= k((Yy,...,Y,)) = K es una extension finita separable.

Como K es finita separable sobre k((Yy,..., Y;)), por el lema III-B.3, se

sigue que K* es algebraico sobre (k((Yy,..., Y,)))?, que es igual a k, (por

la proposicién III-B.2). u

Nota [lI-B.7 m En particular, si k es un cuerpo algebraicamente cerrado, se tiene que
K' =k

En el siguiente teorema damos una informacion mas precisa de

la proposicién III-B.6.

Teorema 11I-B.8 m Bajo las hipé6tesis de la proposicién I11-B.6, se verifican:

1. SiR es integramente cerrado en K, entonces K* = k.

2. En el caso general, K* es una extensién finita de k.
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Demostracion. Sea L la clausura algebraica de k en K. Por el lema IlI-
B.4, L es perfecto. Luego L* = L y por tanto L < K*. La otra inclusién
se tiene porque K* es algebraico sobre k, por la proposicién II-B.6, y
L es la clausura algebraica de k en K, luego K* < L. Por tanto L = K*.

1. Necesitamos probar que k es algebraicamente cerrado en K, lo
que equivale a demostrar que k° ®, K es un dominio integro,
siendo k° una clausura algebraica de k en K (por I-B.5). Basta
probar que K’ ®, K es un dominio integro siendo k' una exten-
sion finita de k, ya que toda extension algebraica de un cuerpo
es un limite inductivo de extensiones finitas y el limite induc-
tivo conmuta con el producto tensorial.

Ahora bien, puesto que k es perfecto se verifica el teorema del
elemento primitivo, luego k' es de la forma k[T]/(h) con h un
polinomio ménico irreducible de k[{T]. Entonces

KI[T]
KI[Tih)

Ademas, h es irreducible en R[T]: Supongamos lo contrario, es
decir, h = fg con f, h € R[T] que podemos suponer moénicos con
grado mayor igual a 1. Reduciendo moédulo el ideal maximal

kl®kK=

de R, obtenemos

h=fg en KT

lo que se contradice con la irreducibilidad de h en k[T].

Pero si h es irreducible en R{T], también es irreducible en K[T7:
ya que en caso contrario, si h fuese reducible en K[T], como R
es integramente cerrado en K, por el lema IlI-B.5, lo seria tam-
bién en R[T] lo que es una contradiccion. Por tanto k'K es un
dominio integro. De ahi se concluye que k es algebraicamente

cerrado en K, y entonces k =L = K*.

2. Sea R la clausura integra de R en K. Sabemos que R es un
R-moédulo finitamente generado (por el teorema (23.1.5), Ch.
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0 de [GD64]), y R es un anillo local completo (por el corola-
rio (23.1.6), Ch. 0 de [GD64]), que es obviamente un domi-
nio integro. Por tanto, aplicando el teorema de estructura de
Cohen (I-B.10), deducimos que R es un dominio formal sobre
una extension finita k' de k. Por el caso 1 sabemos que K* = ¥/,

y entonces K* es una extension finita de k.

I-C El anillo A ®; k(t)per €s noetheriano

Proposicién 1{I-C.1 m

A lo largo de esta seccion, k sera un cuerpo perfecto de ca-
racteristica positiva, y conservaremos las mismas notaciones de las

secciones IlI-A y HI-B.

Sea K una extensién de k y supongamos que K* es algebraico sobre k.
Para todo ideal primo P € Spec(K|,,) tal que Pnk[t] = 0, existe un my > 0
tal que Py, es el ideal extendido de Py, ; para todo m > my.

Demostracién. La extension k[t] < K*[t] es entera y como P n k[t] = 0,
entonces PN K*[t] = 0.
Podemos suponer P # (0). Aplicamos la nota II-A.8 al caso

A =K, y tenemos que
ht(P) = ht(?) = 1 para todo i>0.

Como K es cuerpo, K[t;] es un dominio de factorizacién unica. Tome-
mos F;(t;) € K[t;] el polinomio ménico irreducible generador de ;. Por
el corolario [-C.2, para cada i > 0 debemos considerar dos posibilida-
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des:
(1) F; € KP[t;]. En este caso, Fy(tin) = Fi(t)'”.
(2) F; € KP[t;], entonces Py = (Pp)® ¥ Firr (tin) = Fi(t)) = Fi(tﬁl)-
Como P nK*[t] = (0), se tiene que

Folto) € ([) K )ltel = [) K¥"[to]

mz0 mz0

y entonces existe un indice my > 0 tal que
Folte) € K™ [to] 'y Folte) € K7™ [to).
De (1) tenemos que, parai=0,...,mg—1,
Fi(t) = Fo(t)”” € K”™[ti] Y Fmy (tmy) & K[ty
Aplicando (2) repetidamente, encontramos que
Fjumytjemy) = Frotmg) = Frng(€7,)

Y Pl+mg €S el ideal extendido de Py, para todo j > 1. .

Corolario 11I-C.2 m Bajo las mismas hipoétesis de la proposicion I1I-C.1, P es el ideal exten-
dido de algun Py,

Demostracién. Es una consecuencia de la proposicion II-C.1 y de la
igualdad P = | J P .

m=0

Sea B una algebra libre sobre un anillo Ay S ¢ A un subconjunto
multiplicativamente cerrado. Consideremos S1A v S71B, que es una
$'A-algebra libre. Denotamos por [ — E, Jw— J¢ (resp. I — I, ] — J°) al
proceso de extensién-contraccion entre los anillos A o S!A (resp. Ao
B) y los anillos B o S™!B (resp. S!A 0 S7'B).
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Proposicién [1I-C.3 m

Proposicion I11-C.4 m

Con las notacion anterior, sea P, un ideal primo de B tal que P, NS = 2.
Sea Py = F5, Py = P y Po = PS. Si Py = P§, entonces P; = P,

Demostracion. Sea {e;} una A-base de B. Como P; NS = @, entonces es
evidente que P{ = P, P; = Py y Py = 5. Si P; = P5, se tiene que

P = P =P = (P5)" = (B) = (P5) = (P5)*“ = D (P : s)p > B,

ses
Para probar la otra inclusion, tomemos s € S c Ay sea f = > a;e; un
elemento de (P : )z con a; € A. Entonces,
sf= Y (saj)e; € P
y de la igualdad
Py = > biei | b; € Py},

deducimos que sa; € Py y a; € (P, : s)4. Como P, nS = @, entonces
PynS =w,y se verifica que (P : s)4 = Py. Por tanto f € ’Pg. =

Sea R una k-algebra integra, K = Qt(R), y supongamos que K* es alge-
braico sobre k. Entonces todo ideal primo P € Spec(R,;) con Pnk[t] =0
y PnR =0, es el ideal extendido de algun P, ;, con mg > 0.

Demostracion. Sea T = R - {0}. Tenemos que
K=T'Ry Kim = TIR[m] paratodo m>0 o m=oo,
Definimos P = T"!P. Facilmente deducimos que
Pim = T! Pym paratodo m=0.

Como Pnk{t] = 0, entonces Pnk[t] = 0. Luego aplicando la proposicion
111-C.1, existe un mq > 0 tal que P, es el ideal extendido de Py, para

todo m 2 my.
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Proposicion IH-C.5 =

Ademas, como PnR = 0, entonces PnT =@ y por tanto
PuyNnT=PNRyynT=02.

Luego, aplicando la proposicion I1I-C.3, sabemos que P, es el ideal

extendido de P, para todo m > mg, y por tanto P = U P €5 el
m20

ideal extendido de P, . ]

Sea K una extensién de k y supongamos que K* no es algebraico sobre

k. Entonces K, no es noetheriano.

Demostracién. Sea s € K* un elemento trascendente sobre k.

Sea L = k(s)per c K* < K. Se tiene que L, < K(«) €S Una extension
de cuerpos, luego es libre y por tanto fielmente plana. Asi que si L,
no es noetheriano, entonces K,y no puede ser noetheriano. Por tanto,
podemos suponer K = k(s)per, y €n este caso K* =K, si es trascendente
sobre k. Entonces
K(w) = k(S)per ®x k(l)per-

Para cada m > 0, sea s, = S"_:"_ € KY &m = tm — Sm. Sea P el ideal
de K.y generado por los {&m, m > O} Se verifica que oy = ‘ann y
Pimy = Kimy&m para todo m > 0 es un ideal primo de K, ya que el
polinomio oy, = tm — Sm € K[tm] €s moénico e irreducible.

Supongamos que P es finitamente generado, entonces existe un
mg > 0 tal que P = Ky m,. Por ser la extension Ky, .1) < K fielmente
plana, se tiene que

Kmy+1 € K(mo+1)0‘mo-

Sea T = tymy41, O = Smes1. ENtONCES Xpyyy = T— T € Kimgs1)Omg ¥ Xmy =

‘anou = 77— 0", Por tanto, existen ¢/(T) € K[T] = Kimy+11, P(T) € kK[TI\ {0}
tales que

@)1 - 0) = Y(T)(T - o).

UNIVERBIDAD DE SEVILLA
EAGULTAT DB MATEMATICAS

sy OYTED A
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Teorema |1I-C.6 m

Simplificando y haciendo T = o, obtenemos
@) = Yo)o-0) " =0

lo que contradice el hecho de que el elemento s es trascendente sobre
k.
Por tanto, el ideal P no es finitamente generado y K, no es

noetheriano. n

Sea k un cuerpo perfecto de caracteristica p > 0 y sea A una k-algebra
de dimension de Krull n. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) El anillo A es noetheriano y para todo p € Spec(A), el cuerpo
Qt(A/p)* es algebraico sobre k.

(b) El anillo A« es noetheriano.

Demostracion. Probemos (a) = (b): Por el teorema de Cohen (cf. [Nag75],
(3.4)), basta probar que todo ideal P € Spec(A.,) — {(0)} es finitamente
generado.

Supongamos ht{(P) = r < n. Entonces, utilizando los corolarios

[II-A.7 y l1I-A.10, tenemos que
ht(Pypy) = ht(Pymy) = ht(Pe) = ht(P) = r < n.
Consideremos el ideal primo de A:
p=ANP=ANPy =ANPy,=ANPy,.
Existen dos posibles valores para la altura de p (por el lema [-A.1):

(i) ht(p) =r = ht(Pyy) ¥ Py = pltm], para todo m 2 0.

(ii) ht(p) = r -1 = ht(P,,) -~ 1, y entonces pltm] & Pim ¥ Alp G
Altm]/Pm es algebraica generada por t,, (mod Pyy), para todo
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m20.

En el caso (i), P es el ideal extendido de p, y por tanto esta fini-
tamente generado (ya que p € Spec(A) y A es noetheriano).
Supongamos cque nos encontramos en el caso (ii). Denotemos
por R = A/p, K = Qt(R). Entonces:
Alm) Aw] Al

bl = p[tm], el = A[m]p - Um_>.0 p[tm].
Definimos p
P.= R[w]P[w] = (] € SpEC(R[w]).

Usz p[tm]
Se tiene que

P
P{m}=?ﬂR[m]=—[—r@— PNnR=Pnklt]=0

p[tm],
y por tanto
P[m] ) ( P[OO] )
ht(?, )=ht(—-— =1, ht(P=ht{ ——|=1L
b p[tm] Usz p[tm]

Como por hipétesis K* es algebraico sobre k, aplicando la proposicion
11I-C.4, existe un my > 0 tal que P es el ideal extendido de Py,,. En-
tonces Py, es el ideal extendido de Py, ¥ P = A(w)Ple] = Aw)Pim,) €514
finitamente generado.

Probemos ahora que (b) implica (a): Puesto que A, es fielmente
plano sobre A y por hipotesis A, es noetheriano, se concluye que A
es noetheriano.

Sea p € Spec(A) y R = A/p, K = Qt(R). La noetherianidad de A,
implica, en primer lugar, la noetherianidad de R, y en segundo lugar,
la de K- Por ultimo, aplicando la proposicion HI-C.5,

a3
K'=Qt{—
p

es algebraico sobre k.
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Corolario HI-C.7 =

Corolario IH-C.8 m

Sea k un cuerpo perfecto de caracteristica p > 0 and sea A una k-
algebra noetheriana. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) El anillo A, es noetheriano.

(b) El anillo (An)«) es noetheriano para todo ideal maximal m de
A.

Demostracién. Para (a) = (b), como A, es noetheriano, por el teorema
III-C.6, se tiene que A es noetheriano y por tanto también A,, para todo
m € Q(A). Por la nota 7 de IlI-A.1, (An)e) = (Aw) v usando que

(A(oo))m =An 84 A,

se tiene que (An)) es noetheriano para todo m € Q(A).

Para (b) = (a), seap « A un ideal primo y sea m un ideal maximal
que contiene a p. Como el anillo (An)) €S noetheriano, entonces por

el teorema IlI-C.6, deducimos que el anillo A, también es noetheriano

(i) -o(5)

Anp p

es una extension algebraica de k. Ademas, como A es noetheriano,
aplicando de nuevo el teorema IlI-C.6, obtenemos la condicion (a). m

y el cuerpo

Sea k un cuerpo perfecto de caracteristica p > 0, k' una extensién alge-
braica de k y A = K'[[X},..., X,]]. Entonces, el anillo A, = k(t)per ®; A €5

noetheriano.

Demostracion. Como k es perfecto y k' es una extension algebraica de
k, por el lema I1I-B.4, k' también es perfecto.

En particular A = K'[[X},..., Xn]] es una k-algebra, por ser k' una
extension algebraica de k. Sean p € Spec(A) y K = A/p. Aplicando la
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Corolario II-C.9 m

Corolario NI-C.10 m
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proposicién I1I-B.6, K* es una extensién algebraica de k. Y ademas,

como A es noetheriano, aplicando el teorema I1I-C.6, A, = k(t)per ®; A

es noetheriano. n

Sea k un cuerpo perfecto de caracteristica p > 0. Si (B,m) es una k-
algebra noetheriana local tal que B/m es algebraico sobre k, entonces
By = k(t)per ®; B es noetheriano. En particular, el cuerpo Qt(B/p)* es
algebraico sobre k para todo ideal primo p de B.

Demostracién. Sea k' = B/m algebraico sobre k. Por el teorema de es-
tructura de Cohen (I-B.10), la completacién § de B es un cociente de
un anillo de series A con coeficientes en K/, B= A/I, con I ideal primo
de A. Ademas, como por la nota 6 de IlI-A.1 §(m) es también un cociente
of Aw) (§(m) = (A/Dw) = Aw)/IA)), deducimos del corolario I1I-C.8 que
A(w) €s noetheriano y por tanto B, = Aw)/IA«) también.

Como (B, m) es una k-algebra local noetheriana, B es fielmente
plano sobre B, y entonces §(w) es también fielmente plano sobre B,.
Por tanto, B. es noetheriano. Por ultimo, aplicando el teorema III-

C.6, se tiene que el cuerpo Qt(B/p)* es algebraico sobre k, para todo
| |

p € Spec(B).

Sea k un cuerpo perfecto de caracteristica p > 0. Para cualquier k-
algebra noetheriana A, tal que el cuerpo residual A/m de todo ideal
maximal m de A es algebraico sobre k, el anillo A, es noetheriano. Por
tanto, si A es regular y equicodimensional, entonces Ay, es también
regular y equicodimensional, de la misma dimensién que A,

Demostracién. En primer lugar, como A es una k-algebra noetheriana tal
que para todo m € Q(A), A/m es algebraico sobre A, se tiene que A, es
una k-algebra noetheriana local, tal que su cuerpo residual An/mA, =
A/m es algebraico sobre k. Aplicando el corolario lII-C.9, (An)) €S
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noetheriano para todo m € Q(A). Entonces, aplicando el corolario IlI-

C.7, A es noetheriano.

Por ultimo, si la k-algebra A es regular y equicodimensional,
entonces todos los A, para todo m > 0 son regulares y de la misma
dimension (homolégica global=Krull) que A (por I-A.3). Y por el corola-
rio I1I-A.11 y [Ber58], A es regular y equicodimensional de la misma

dimensién que A. »



CAPITULO IV

Derivaciones de
Hasse-Schmidt y cuerpos
de coeficientes.

En este capitulo presentamos una extension del teorema 99 de
H. Matsumura ([Mat80])), al caso de las derivaciones de Hasse-Schmidt.
La herramienta principal para esta demostracién, se encuentra en el
teorema IV-A.6, donde se muestra una condicion suficiente para que
todo derivacién de Hasse-Schmidt pueda expresarse en funcién unas

fijas.

IV-A Generacion de Derivaciones de Hasse-Schmidt.

En primer lugar, recordamos los resultados que queremos ge-
neralizar al caso de derivaciones de Hasse-Schmidt.
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Lema IV-A.1 m Sea A dominio de integridad y consideremos las extensiones kg c k c 4,
con kg < k algebraica separable. Entonces HSy (A) = HS5,(A).

Demostracién. Sea D € HSy (A), veamos que D;(k) = 0, para todo i > 1:
Sea b € k — kj entonces existe

pX) = > aX* € kolX]
k=0

polinomio minimo de b (es decir p(b) = 0 y p/(b) # 0). En primer lugar
probaremos que si
Dyb)=0

paral=1,...,1I, entonces
Di1(p()) = Dis1(b)p'(b), ((IV-A.1))
y lo haremos por induccion sobre el grado de p(X):
» si el grado de p(X) =1, o sea,
pX) = a1 X + ay,
entonces
p'(X) =a, = p'b).
Ademas, ay, ag € ko, luego
Diyi(ag) = Diyy(ay) =0
y por tanto

Din1(p(b)) = a1 Dis1 (D) + bDjs1(ay) + Dis1(ag) = Diyy (D)p'(b).

= Supongamos cierto paragradode p(X) =k =1,...,n—-1, veamos
que es cierto para k = n: sea p(X) de grado n. Escribamos p(X)
como
pX) = ag + Xq(X)
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siendo g(X) de grado n—1 y se tiene

p(b) = ay + bg(b)

p'(b) = q(b) + bq'(b).
Asi que
Din(p(b)) = Dj1(ag) + Diy1(bg(b)) = Diyy (bq(b)) = Dy (b)q(b)+

+ > Dib)Ds(q(b)) + bDy,, (q(b)) =

r+s=i+l

r.s#0

= (aplicando que Di(b) =0 paral=1,...,i) =
= Din(b)q(b) + bDiy,1(q(b)) =
= (aplicando hipétesis de induccion sobre k) =
= Dj.1(b)q(b) + bD;,1(b)q'(b) = Disy (b)p (D).

Probemos ahora que D;(b) = 0 para todo i > 1:
= Di(p(b)) = apnb™'Di(b) + - - - + a\D|(b) = p'(b)D,(b) = 0,

ademas como p/(b) # 0 y A es dominio de integridad, entonces
D,(b) = 0.

= Supongamos Dj(b) = 0 para j = 1,..., i, entonces
0 = Diy1(p(b)) = D1 (B)P'(b)

(por (IV-A.1)). Usando el mismo razonamiento anterior, se tie-
ne que D;,;(b) =0. "

A continuacion enunciamos el resultado que deseamos genera-
lizar.

Teorema IV-A.2 m (cf. teorema 99, de [Mat80]) Sea (R, m) anillo local, regular, equicarac-
teristico de dimensién n. Sea R el completado de R y k un cuerpo
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Nota IV-A3 m

Corolario IV-A.4 =

de coeficientes de R gque contiene a un cuerpo de casi-coeficientes kj

de R. Sea X;,..., X, un sistema regular de parametros de R, entonces

R = Kk[[X1,..., Xn]]l y Derg(R) es un R-médulo libre con las derivadas par-
3

ciales g(; .-+, 3% como base. Bajo estas condiciones, son equivalentes:
n

1. % (1 £ i £ n) son aplicaciones de R en R, es decir, % €
Dery (R).

2. Existen Dy,...,D, € Dery (R) y elementos ay,...,dn € R tales
que D;a, = &.

3. Existen Dy,...,Dn € Dery (R) y elementos ay,...,dn € R tales
que
det(D,-ak) Q‘ m

4. Derg,(R) es un R-modulo libre de rango n, de base {Dy,..., Du}.

5. rg(Dery (R)) = n.

La mencién a ky es innecesaria, puesto que Derko(ﬁ) = Derk(ﬁ) por el
lema IV-A.1, y
Dery,(R) = Der(R) n Deri(R)

(ver la demostracion del teorema 99 de [Mat80])).

Sea (R, m) anillo local, regular, equicaracteristico de dimension n. Sea
R el completado de R y k un cuerpo de coeficientes de R que contiene
a un cuerpo de casi—coeficientes kg de R. Sea {Xy,..., Xn} un sistema

regular de parametros de R, entonces R = k(i X1,...,Xall y Derk(ﬁ) es

2 9
53X’ 3Ky

Si existen Dy,..., Dy € Dery (R) y ay,...,an € R tales que det(D;a,) € R,
entonces sus extensiones Dy,..., D, a la completaciéon R, son una base
de Derg(R).

un R-moédulo libre con las derivadas parciales como base.
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Corolario IV-A.5 m

Demostracién. Por el teorema IV-A.2 (2 = 4), se tiene que Der, (R) es un

R-modulo libre de rango n siendo una base {D,, ..., Dn}, y como la exten-

sion de anillos R < R es fielmente plana, sus extensiones {151, . ..,5,,} al

completado I’i, siguen siendo linealmente independientes en R. Ademas
por el Jema IV—A/Z; 13j € Derk(ﬁ). Por tanto

[Wfl 3 4 . R

X =,-=Zl cyDj con cj;€L=QtR).

Ademas, dado que
det(Dj(ay)) = det(Dj(a,)) & m,

y det(ﬁj(ak)) = det(Dj(ay)) € R, se tiene que det(ﬁj(ak)) ¢ m y es inversi-
ble en R. Por ultimo, resolviendo las ecuaciones

0 noooA
_ = D
0X; (@) ; €l

se tiene que los ¢;; €ER c R y, por tanto, el resultado. u

Sienel teorema IV-A.2, R contiene un cuerpo de caracteristica 0, Dy, ...,
D, son las derivaciones como en el apartado 3, y Dy, ..., Dy sus exten-
siones a la completacién R, entonces

k={a€R|Dia)=0, Vil

Demostracion. Como k es un cuerpo de coeficientes de R, R es el ani-
llo de series formales en Xj,..., X, con coeficientes en el cuerpo k de

caracteristica cero y Deri(R) es un R-mddulo libre con las derivadas
Fl F

parciales 3K B

como base, se tiene que
k={aeR|(@@=0, Vi)
={a —(a)=0, Vi}.
0X;

Ademas, por el corolario IV-A.4, 131,...,15,, son una base de Derk(ﬁ) y
de ahi el resultado. .
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A partir de ahora, usaremos la misma notacion que en [-D.10
para manejar n-uplas: Notaremos A = (Ay,...,An), 4 = (Uy,..., 4n), don-
de|Al=A1+ - - - +A,.

En primer lugar probaremos el siguiente resultado:

Teorema IV-A.6 m Sea k un anillo y R una k-algebra. Sean D, Ql,...Q" € HSi(R)

= Si {Dl,...,D’l'} es un sistema generador de Der,(R) como R-
moédulo, entonces existen n sucesiones {Cjzlien, (1 £ d < 1)
de elementos de R, tales que:

i n Ha
D= > IT 2 TlCu|Dw vizL;
m=1

d=1 gq=1

Al=i, lul=m e 4l =Ag
Ag2py>0 12>1
((IV-A.2))
donde convenimos D, = Dﬂll1 o---0D) paratodopu€eN'y

Ha 0 siu;=0<A4y
Z ncldd = .
g=1 “ 1 si [Jd=Ad= 0.

Id

d _
l+---+lud-)\,,

d
gz1

= Si {Dl,...,DT} es una base de Der(R), entonces los {Cj;} son
Gnicos.

Ejemplo IV-A.7 m Supongamos n = 2 (es decir, R= k[[X1, X»1]), entonces
D = CIID% + C12D2,
D, = Clei + C22Df + C%lD; + C11C12Di o D% + C%ZDg,

1)3 = C31D} +C32D§ +2C11C21D; +(C21C12+C11C22)Di ° Df +2C12C22D§+
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+C3 D)+ C%,C12D, o D} + €, C3,DID% + C3,D2.

Demostracion. La prueba se hara por induccién sobre i: Supongamos
que el conjunto {D},...,Di’} es una R-base de Der(R) (en el caso de
que dicho conjunto sea un sistema de generadores, la demostracion
es igual, pero no se probari la unicidad de los Cy,).

Parai=1: D, es derivacidn, entonces existen unos inicos coeficientes
Ciy,...,Cin € R tales que

@1 = CllDi + - - - +C1nDi'-

Supongamos construidos C;; € R, 1 <I<N-1,1<d <n, tales que se
verifica (IV-A.2), paral <i < N-1. Probaremos que

N n Ha
Dn- D, > 11 > Dl Ciaa | Du

= =1
L L =0y

loci=N, |lul=m ! i

leZﬂdZO lzZl

es una k-derivacién; y de nuevo, por ser {Dl,...,D'l'} una R-base de
Der(R), existen unos Unicos coeficientes Cyy, ..., Cyn € R que cumplen
lo pedido.

Trivialmente es k-lineal. Veamos que cumple la condicién para el pro-
ducto de dos elementos, para lo cual necesitamos el siguiente:

Aserto: En las condiciones anteriores, y dados a, b € R se tiene que

Dy(a - b)= > Dy(a)Dy(b).

p+o=y
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Demostracion del Aserto.

Dya-b) =D, 0---oDp ") > Dpla)- Dg,b)}| =

PntOn=Hn
Pn,0n20
S T = ZDP(a) . Da‘(b).
p+o
=
Dados a,b € R
[ h
N n Hy
DN— Z Z l—[ Z l—[CIdd DH (a . b) =
m=2 d=1 d d g=1 *
|ox|=N,Iul=m (S '+lﬂu=“"
L xg2ptg20 1421 1
=Dp(a) - b+a - Dylb) + Z D(a)D,(b)—
v+w=N
1<gv,w<N-1

N n Ha
-2 > I1 X  TlCuwl|-| > De@bDsb)|=
g=1 *

m=2 =1, d
|0(I=N,|u[=m 11+' . -+l”d=zxd pro=y
g2pg>0 1221 p.020
=Dy@) - b+a-Dyb)+ > Dy@Dwlb)-
v+w=N
1<v,w<N-1
N n Ha
-2 > I X Cuug | - (Du(@ - b+a - Dub)-
=2 d=1 =1 7
la=N=m © He i o T

og2H20 1321
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Si probamos que

2.

v+w=N

1<v,wsN-1

m=2

>

|ocl=N, |tl=m

o y2ps>0

Dv(a)Dw(b) =

115

entonces se tiene lo pedido. En efecto:

2.

viw=N

1<v,wsN-1

>

r=1

>

v+w=N

1<v,wsN-1

>

s=1

2.

lwl=w,lol=s

w20, w020

Il

d=1

>

ITl=vlpl=r

p; pu.T:20

n

[

d=1
...

Ha
> Cg S Dy(a)Dg(b)
d d g=1 *
I+ +I”d=¢xd pto=u
1221 p.0>0
Ha
> TlCu S Dy@Ds(b) |,
d d g=1 *
11+-- +Iu,,“°‘d pro=
1221 p.0>0
Dy(a)Dw(b) = [hip. induccidon] =
-
p

2.

d _
+. -4 pd—'rd

d
Cpag | Dpla)
1 q

d
11

12>1

Pd
[1Cuq|Dotb)

q':] q

-
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y por otro lado

i S 113 #dC,;d -(ZDp<a)Da(b))=

p+o=y

Ha
[T S JICul|Do@Dotb) =
=1 ¢

2 pto=p | d=1

i
M=z
™M

3
i

d d
lotl=N,|pl=m 11+- . '+Iud=°‘d
A2 pty>0 121
N Z n
m=2 pro=p Ty+e - +Ty=Y d=]
|ocl=N, |ul=m viw=N
A2 py20 1<v,w<N-1
Pa Ha
> > [1Cuq - Do@ [] Cuay - Dolb) | =
g=1 1 g=ps+1 7
B+ -+Iﬁd=-rd de+l+- . -+Izd=ad—Td
1521 1321
= [llamamos ot; = T} = Wy, ..., &n — Tn = Wy =
N
m= pro=( Tyt +Tp=l
lod=N,lpl=m v+w=N
oK y2pg20 1<v,w<N-1
n Pd n T4
I1 > nclngp(a) 1 CI”’ldDU'(b) =
=1 g=1 d=1 g=1 4
S -+l“jd=-rd .. -+I‘;d=wd

Ip21 F>1
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N n Pd
= Z Z Z Z ﬂ Z CiagDp(a)
m=2 d=1 4 g=1 1
v+w=N r+s=m ITl=v, |pl=r K+ -+lpd=T,,
1<v,w<N~1 1<rsv lwl=w, |ol=s 1221
1<ssw  1,2p:20, w2020
n [F]
I Sy [1CuaDotb) | =
d=1 g=1 9
1+ +I'f‘,d=wd
121 )
N n Pd
= 2 > 2 > Il X TlCua|Det@
m=2 d=1 p g=1
v+w=N r+s=m ITl=v, Ipl=r 11+ +1pd=Td
1<v,w<N-1 lersv | Te2pe20 1221 i
1sssw
- -
n Iq
ST T [ewd|oew|-
d=1 q'=1
lwl=w, lol=s e oo 4lg =y
w2020 1321 i
si llamamos
n Pd
q:)r'v= Z 1—[ Z Cldd Dp(a)l
d=1 . g=1 1
lti=v, lpl=r Py 4l =14

T20:20 F>1
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n (7]
Yew= I 2. Cia g | Do(b).)
d=1 , 4 =1 7
lwl=w, lol=s n+-- -+1¢,d=w,,
w2020 IZZI

N
= Z Z Z PryPsw = Z Z PrvPsw =
m=2

v+w=N r+s=m v+w=N (r,s)
1<v,w<N-1 1grev I1<v,w<N-1 l<rgv
1<ssw l1<ssw

n

-2 3 s |0 2 Hew|ow

r=1 d=1

v+w=N ITl=v, lpl=r [ -+Izd=1',,,
1gv,wsN-1 T2p20 1921
w n Pd
> X [m > Cpag | Do(b)
s=1 d=1 p =1 @
lwl=w, lol=s I+ -+Iud=wd
i w2020 1221 i

Nota IV-A.8 m En el caso n = 1, si D € HSi(R) es tal que D; es un generador como
R-médulo de Der,(R), entonces dada otra D € HS,(R), existe un ¢ € R"

tal que

i m
D= Z Z I—[ <l Dm
m=1 g=1
i+ - Hm=i
21
y notaremos D = ¢ * D. Podemos considerar * como una “nueva” ope-

racion, que juega un papel analogo a la estructura de R-médulo sobre
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Der(R).

La siguiente proposicién generaliza el lema IV-A.1, al caso de
extensiones formalmente étale.

Proposicion IV-A.9 m Sea A dominio de integridad y consideremos las extensiones kg c k c A,
con kg « k formalmente étale. Entonces HS (A) = HSy(A).

Demostracién. Sea D € HSy (A), veamos que D;(k) = 0 para todo { > 1:
Consideremos
f f 14
ko o k ——— A _— A

homomorfismos de anillos. Sea t una indeterminada sobre A. Conside-
remos los anillos

Am = Alt/E™Y) (M2 0)y Aw = A[[1]).

Podemos considerar, de manera natural, a A, (m < o) como una k-
algebra, y en particular, como una ky-algebra. Sabemos por el lema
[-D.2, que la aplicacion E; : A — A,, definida por
E(x) = > Dix)t'
i=0

es un homomorfismo de ky—algebras que verifica

Eix)=x (mod t).

Consideremos el siguiente diagrama

k N _Ald
(t)
T EENN\Q 1J
A
ko L Apa = i
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Teorema IV-A.10 m

donde h, j son las aplicaciones naturales, y E; y @ dos levantamientos
que hacen conmutativos ambos diagramas siendo

Et X k —’Am.;.l

definida por
E{A)=A+DyA)t+ - « + + Dy Q)™

y @ la aplicacién natural. Al ser kg ¢ k formalmente étale, sabemos

que el levantamiento es Gnico y entonces, para todo A € k:

@A) =A=A+0-t+---+0-tml =EQ)=
=A+DjA)t+ - -+ + Dy (A)tm+1,

Por tanto
DAY=+« - =Dmn(A) =0.

Por ultimo, podemos levantar f sucesivamente a k — A[[t]] y se
tiene D;(k) = 0 para todo i > 1. ™

Veamos a continuacion el teorema que generaliza al teorema
IV-A.2 al caso de derivaciones de Hasse-Schmidt, cuya demostracion
sigue el esquema de la prueba dada en [Mat80] (teorema 99), pues la
extension de las derivaciones de Hasse-Schmidt al completado es po-
sible gracias a que son I-continuas (véanse las proposiciones I-D.14 y
I-D.15). Sin embargo, mientras que en el citado teorema 99, las deri-
vaciones forman una base, en HSy (R) ésto no es en principio posible.
No obstante, podemos expresarlas unas en funcién de otras como se
ha visto en el teorema IV-A.6 y por tanto existe la posibilidad de usar

este hecho.

Sea (R, m) anillo noetheriano, local, regular, de dimensién n, equicarac-
teristico de caracteristica p > 0. Sean ko un cuerpo de casi-coeficientes
de R, R el completado de R y k el cuerpo de coeficientes de R que
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contiene a kq. Sea Xy, ..., X, un sistema regular de parametros de Ry
por tanto, R = k[[X,,..., X»]]. Sean él,...,é" € HSk(ﬁ) las definidas en
la proposicion I-D.11. Entonces son equivalentes:

1. A{(R) cR,paratodoj=1,...,n,i>0.

2. Existen D,...,D" € HS, (R)y ay, ..., an € R tales que
—_— —_ [+]

0 i>2, Vj
Dia)={1 i=1 k=j
0 i=1, k#J.

Demostracion.

1 = 2: Trivial tomando Q’ = éj yay=Xgparakj=1,...,n.

~l An ~
2 = 1: Sean D ,...,D las extensiones de D',...,D" a R. Dado que

existen a,,...,a, € R tales que D’i(ak) = Oj, se tiene que Der; (R) es
un R-moédulo libre de rango n de base {Dl,...,D’l'} y sus extensiones al
completado {ﬁ},...,ﬁ’l'}, forman una R-base de Dery(R) (vease la nota
IV-A.3). Aplicando el teorema IV-A.6 a R y él, . ..,én € HSk(ﬁ), sabemos
que existen unos anicos {C{d},EN (1 £j,d < n) elementos de R tales que:

. n Ha A
y=> 3 |l S [c,|bs

=1 d=1 g=1
|At=i,|pt=m e+l =g
Ag2py20 1221
donde Dy =D} o - - - oDjp,,paratodoy e N"y

0 Siud=O<Ad
1 Si[.ld=Ad=O.

Ha
2 l ] Clzd =
q=1
d d _
ll+~ . -+I”d-Ad

d
=1

Vamos a probar que los C{d € Rparatodol>1,d,j=1,...,n: Paral =1,
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se tiene que
A{(ak) Z Cls 1(a).

Por el teorema IV-A.2, A](a;) € R'y como
det(D, (@) = det(5;) & m

es una unidad en R, deducimos que los Cj €Rparad,j=1,...,n

Supongamos que para todo ! < i, Cn,...,Cfn € R, coni > 2.
Veamos si Cﬁ""’ Cfm € R: Se tiene que

i n ™ ) R
J Y =
-3 I S TG, |Bux-
m=2 d=1 a P g=1 4
{Al=ilul=m Pt -+lud=A,,,

Ag2 >0 1121

= ZC D} (X))

Dado que A{(Xj) = 0 y aplicando hipdtesis de induccidn se tiene que el
segundo término pertenece a R. Ademas, como

As < s 0 _
Dj = ;DI(X,)K, s=L...,n
y {151,...,5'1'} forman una R-base de Der,(R), la matriz (D3(X,)) tiene
determinante inversible en ﬁ y por tanto en R (puesR < R es fielmente
plana). Luego los CJ € Rparatodoi>1;s,j=1,...,n Entonces se
tiene que
NR) R

paratodoj=1,...,nytodoi>1. n

En ultimo lugar, damos una generalizacion del corolario IV-A.5.
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Teorema IV-A.11 m Sea (R, m) anillo noetheriano, local, regular, de dimension n, equicarac-
teristico de caracteristica p > 0. Sea k, un cuerpo de casi-coeficientes
deR. Sean D',..., D" € HS, (R) tales que existen ay, ..., a4, € R verifican-

do que
0 i22, Vj
Diay=11 i=1, k=
0 i=1 k#j

~l An ~
Sean D ,...,D las extensiones de _D_l,...,Q" a R. Entonces

{@eR|Di@=0 Vj=1,..,n iz1}

es un cuerpo de coeficientes de R (y es el Ginico que contiene al cuerpo
ko).

Demostracién. Sea R el completado de R vy k el Gnico cuerpo de coefi-
cientes de R que contiene a kg (ver teorema 91 de [Mat80]). Sea{X;,..., Xu}
un sistema regular de parametros de R, entonces R = kilXy,..., Xqll.
Consideremos _A_l,...,é" € HSk(ﬁ) las definidas en la proposicién I-
D.11. Entonces

k={aeR|M@=0 j=1,..,n iz1}

Queremos probar
@eR|D@=0 Vj=1,..,n ix1}=k

Como Dj,...,D] € Der, (R)y ay,...,an € R tales que D{(ak) = &, se
tiene que {Dl,...,D’f} forman una R-base de Der(R) (ver nota IV-A.3).

~ ~1 ~n

Aplicando el teorema IV-A6 a Ry D,...,D , sabemos que los A{ se
pueden poner en funcién de los D{ Por tanto, donde se anulan los D{,
se anulan los AJ’.', es decir

@eRID@=0 Vj=1,...,n iz1l}ck

Por otro lado, como kg es un cuerpo de casi-coeficientes de R, kg < k
es una extension formalmente étale. Ademas, los D{ (i > 1) se anulan
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en los elementos de kg, puesto que son las extensiones de D{ Luego
aplicando la proposicién IV-A.9, se tiene que Df se anulan en los ele-
mentos de k, y por tanto se verifica la otra inclusion. n

Nota IV-A.12 m En la situacién del teorema IV-A.10, se tiene claramente que
HS(R) N HS(R) < HS, (R),

por lo que la conclusién de dicho teorema sigue siendo cierta si en (2)
suponemos tan solamente que

D’ € HS(R) n HS(R).




CAPITULO V

Cuerpos de coeficientes y
extension de escalares

k — k(t)per.

En este capitulo damos una generalizaciéon del teorema 2.3 de
[Nar91], el teorema V-A.l, para el caso de caracteristica positiva, que
ha sido la motivacién de la presente memoria.

V-A Cuerpos de coeficientes y extension de escalares k — K(t)per-

Alo largo de esta seccion, R sera el anillo de series formales en
n variables con coeficientes en k, un cuerpo perfecto de caracteristica

positiva.

Consideramos la extension de k, k), y el anillo R, definidos
en la secci6n IlI-A. Bajo estas condiciones, sabemos por el corolario
111-C.8, que R es noetheriano. Usaremos la siguiente notacién: Si
D € HSi(R) es una k-derivacién de Hasse-Schmidt, notaremos también
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Teorema V-A.1l m

Cuerpos de coeficientes y extension de escalares k — k(t)per.

por ® € HS,((N)(R(M)) a la derivacion de Hasse-Schmidt extendida. Si
m c R(») es un ideal maximal, notaremos por ®_ y D _ a las correspon-
dientes derivaciones de Hasse-Schmidt extendidas a (Riw))m ¥ mm,
respectivamente. Al igual que en la seccidén IlI-A, notaremos t, = tn+".

Para cualquier F,-algebra B, notaremos por B* = ﬂB”e (como en la
e>0

seccion II1-B).

El teorema que obtenemos para caracteristica positiva es el si-
guiente (comparese con el teorema 2.3 de [Nar91]).

Sean k un cuerpo perfecto de caracteristica positiva, R = k[[Xy,..., Xnlly
consideremos el anillo R(,,. Para cada j = 1,..., n, sean las derivaciones
de Hasse-Schmidt A/ = (1, A{, Aé,...) € HSi(R), definidas en 9 de I-
D.11. Si m c« R(,) €s un ideal maximal, entonces

(@€ Ry | (&) @=0 Vj=1..,n Viz1}

es un cuerpo de coeficientes de (R)),,-

Demostracion. La dividiremos en dos partes: reduccién al cason=1y
tratamiento de éste.

Paso 1: la reduccidon. Sean m € Q(R(), P = m N R}, My =
MmN Rimys Pymp = PN Ry = mgy) N Ry Sabemos que los ideales my,, son
maximales y ht(m,,) = ht(m) para todo m > 0. Sea p =mnNR = PNR ideal
primo de R. Por la nota (1.8) de [Nar91], existen dos posibilidades para
la altura de p:

(i) ht(p) = n, es decir, el ideal p es maximal, asi que p = (X,,..., Xn).
Entonces m = p®, y por consiguiente K, es un cuerpo de coefi-
cientes de (R())m (y por tanto de su completacion).

(ii) ht(p) =n-1.

Luego so6lo consideraremos el segundo caso. Aplicamos el lema de
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normalizacion (II-A.6) a R = k[[Xy,..., Xall, p, siendo dim(R/p) = 1. En-
tonces existe X, € R (donde por comodidad seguimos llamando igual

a la nueva variable) tal que

= pNk[[X,]] =(0),

» la extensidén k[[X,]] — R/p es entera, y como R/p es finitamen-
te generado sobre k[[X,]], entonces R/p es un k[[X,]]-mé6dulo

finito,
= la extension k((X;)) & Qt(R/p) es finita separable.

Sea K = R(,)/m. Entonces K coincide con el cuerpo cociente de R.;/P,
puesto que R, es una localizacién de R,. A partir de ahora, notare-

€ Spec(Aje)) con ht(P) = 1 y A =

{oo]

mos A=R/pysean P =

PR(w) PR(w)
Rim ,
Apm = ——. Ademas, para cada m > 0,
[m]
PRm)
R
A=—
7 N
R " Rltm]
—'[tm] (E' -
Pom
tm b tm

las aplicaciones @, asi definidas son sobreyectivas, y por tanto el

limite inductivo de todas ellas, @,

, Rie)
Q@ A[o,,] i T

Sean R’ = k[[X]l, m' = mn R, P = PNR, = ™ NR, siendo
m' AR = (0) y por tanto P n R’ = (0). Veamos que m’ es maximal y para
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ello consideremos el siguiente diagrama conmutativo de inclusiones:

Rtl/Py,
7/ N
R R[t)/Py;
N /
A=R/p
Las inclusiones inferiores son algebraicas por el lema de normaliza-
cién y por I-A.1, luego las superiores también. En particular R'[t]/P(,
es algebraico sobre R, lo que implica que P’IO] # 0, ‘“20) # 0 y entonces
m’ # 0. Por lo tanto m’ es maximal, pues dim(R') = 1.

Veamos ahora que la inclusién
(R/(m))m' c (R(oo))my

induce una extension algebraica separable entre sus cuerpos residua-
les, pero primero veamos lo que ocurre en los cuerpos intermedios.

Sean L' = Qt(R) = k({X;)) y L = Qt(R/p), entonces se tiene el siguiente
diagrama de extensiones:

/ / (RI[O]) ITs
I'=qR) < ot|-2) =11
P
(0]
n n
(RIOI) -
L=QtA) < Qt|— = [[t]
Pyo)

De estas extensiones sabemos lo siguiente:

« Por el lema de normalizacién sabemos que la extensién L' < L
es finita y separable, luego podemos suponer por el teorema
del elemento primitivo que L = L'(e) donde e verifica un cierto
f(X) € L'[X] con f(X) # 0;

R
= sabemos, por I-A.1, que la extensién A c }—[O—] es algebraica
{0]

< R
finita generada por t (o sea, t mod Pjg)), luego L = Qt (%) es
{0
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R -
finita y por tanto podemos suponer Qt (-I;-[o—]) = L[t];
{o)
« como las extensiones L' « L y L < L[t] son finitas, se tiene
R/
que L' < Qt (ﬂ) también es finita, luego podemos suponer
[0]

R -
Qt (1—,“’—’) = L8
[0}

asi que L =L'(e), donde e verifica un cierto polinomio f(X) € L'[X] sepa-
rable; ademas L[t] = L'(e)[t] siendo t trascendente. Por tanto e verifica
también un cierto g(X) € L'[t)[X] que sera un divisor de f(X) y por tanto
también separable. Asi que la extensién L'[t] c L[t] = L'(e)t], ademas
de ser finita es separable.

Todo lo anterior también es cierto si se sustituye 0 por m para
todo m > 0, es decir, para todo m > 0 las extensiones

!
Rim  Rim)
) o )
m(m) m(m)

son finitas separables, por tanto la extension

R R R R,
K'=Qt( (ool): @ _ ”=Qt(—-[§—])=l(

P 1114 m

es algebraica, por ser unién creciente de extensiones finitas. Ademas,
dicha extension es separable: cualquier & € K verifica un cierto poli-
nomio minimo f con coeficientes en K’ (por ser algebraica), pero

R
luego existira un m > 0 tal que x € —m y por tanto verifica otro po-
m
R (m)
linomio g con coeficientes en —fin—)— que es separable. Luego f sera un
(m)
divisor de g y por tanto separable.
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Supongamos el teorema probado para n = 1, entonces
Ky={fae® ) (AN (@)=0 Vix1}
[C] i"m

es un cuerpo de coeficientes de (R’( )) , (Ky=K'). Ahora bien, Kj es un
o ml
subcuerpo de (R),, mediante (R;w)) — (R(«)),,» Y €videntemente para
ml

todo a € Kj,

&) @=0 Vj=1,...,n Viz1
Ademas, es un cuerpo de casi-coeficientes de @m, porque K es una
extension algebraica separable de K' = K’O.

Por el teorema IV-A.11 sabemos que

—, |

(@€ Ry | (&) @=0 Vj=1,...,n Vizl}

e —

es un cuerpo de coeficientes de (R(y)),,-

Paso 2: el caso n=1. Sea ahora R = k[[X]] y m un ideal maximal
de R(x). Notemos P = m N Rx), My = M N Ry ¥ Pimy = PN Ry = m N Ry
Sabemos que

ht(m) = ht(m,,) = ht(P},,;) = ht(P) = 1.

Al igual que en el paso 1, nos centraremos en el caso mnR = (0) (y
por tanto PNR = (0)). Cada Ry, = R[tm] es un dominio de factorizacion
unica y Py, es un ideal primo de Ry, de altura 1. Por tanto, P, esta
generado por un polinomio irreducible en k[[X]][tm], Fm(tm), de grado
mayor o igual que 1 (ya que PnR = (0)). El polinomio F(ty) tiene algan
coeficiente no constante porque Py, N k[tm] = (0) (ya que Rim = Sm Rim)
con S, = k[tn]). Ademas, al menos uno de sus coeficientes debe ser
una unidad debido a la irreducibilidad (pues si no, sacariamos factor
comun la X), y podemos suponer que es 1 (dividiendo por la unidad
en k[[X]]{tm]).

Dado que R, y cada R, son localizaciones de Ri. Y Rim €S-
pectivamente, se tiene que los cuerpos residuales K (resp. Km) de R,
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(resp. de R(y) sobre m (resp. sobre my,,), coinciden con los cuerpos
residuales de Ry, (resp. de Ry,,;) sobre P (resp. sobre Pyy):

Rie t(R)(oo R R t(R
o) o QR (m)=Qt< [ml)=Q()[m]'
P pe M) P[m] pe

[m]

k=2

Si llamamos L = Qt(R) = k((X)), se verifica que
L} = k(X)) =k

(donde L* =) 7). Luego L* es algebraico sobre k. Por tanto, aplican-
e20

do la proposicién 3.4 a R, L y P ideal primo de R con Pnk[t] =(0) y
PNR = (0) (pues mNR = (0)), existe mg > 0 tal que P es el ideal extendido
de Pipy) = (Fm(tm,)) €n Ry Notemos p = Fmy(tm,), luego P es el ideal
generado por y en R, Y por tanto m es el ideal generado por u en R).
Ademas, para todo j2>1

P[m0+j] = (Pmo)e Y Fmo+j(tmo+j) = FmO(tmO) = Fmo(tioﬁ')'

M4s aun, no todos los coeficientes de
d
H =Fmo(tm0) = adtmo +---+4do

pueden ser potencias p-ésimas. En caso contrario, es decir, a; = (b;)?,
el ideal extendido de Py, ; en K{tm,+1] es el generado por el polinomio

G=bdtf',,o+l + - - - +bg

Luego los correspondientes ideales extendidos a Ryw), (Fm,) * Rje} ¥ (G) -
R, son distintos, puesto que el grado en tm, de Fm, seriad y el de G
seria pd lo que se contradice con

P= (P[mo])e = (P[mo.,.l])e =

Para cada m tenemos

R — QtR)Itm]l — Rym

l L Am l

R R
[m] o, (m) — R(m)

Py Mm)
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donde A, es sobreyectiva (ya que my,) "R = 0), y Ker(Am) = (Fm(tm))
(puesto que Fy,(ty,) es irreducible en R[ty] v por tanto en Qt(R)[t], v al
ser el nicleo un ideal principal). Tomando limite inductivo de los A,

obtenemos un homomorfismo A, también sobreyectivo,

Ae Rioo
m

que factoriza

Qt(R)(w0) s R

m
1 T
Rp — R

y debido a la estabilidad de los Fp(tm),

Ker(Ax) = (Fmy(tm,)) =

El k-homomorfismo

(w).

ki) = K= Km = | kKC))[Om]

m20 m=0

envia cada t, en 8, donde 8y, =t (mod P,,)) y el polinomio minimo
que verifica 8,, sobre k((X)) es Fn(tm) para todo m > 0. Ademas la
extension de cuerpos k) < K es separable, puesto que k) es perfecto

(es el cierre perfecto de k(t)).

El anillo @m es noetheriano, local regular, completo, de di-

mensién 1. Por el teorema de estructura de Cohen, debe existir un

k(x~isomorfismo

@ : Rewy),, = KIIs1]

que envia el parametro regular y en s, y que induce un isomorfismo

entre los cuerpos residuales:

Q) = plagX)td, + - - - +aplX) =
Cp(tm) =
@(X)

s
Om
X+& con EE€(s)
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A partir de ahora, notaremos por
A = (Y, A%, ...) € HSy(KIIXI))

la derivacion de Hasse-Schmidt definida en I-D.11. Supongamos que
el homorfismo @ verifica:

@(b(X)) = b(X + &) < k[[X, E]] = K[[E]}, ((V-A.1))

para todo b € R = k{[[X]]. Entonces

d d d
s= W) = @Y aXth) = Y @08k, = 3 a x + 56k, 2
k=0 k=0 k=0

d o w d )
=Y 5 AM @€Y, = > (O A a(X)85,)E' € KI[E]L
k=0 i=0 i=1 k=0
Por tanto & debe ser de orden 1 en s, luego K[[Z]] = K[[s]] y & se puede
considerar una variable. Notemos
AF = (AL, AL, ...) € HSk(KIIE]D) = HSk(KIIsD.

Veamos que Af resultan ser las extensiones de AY, mediante @, a K[[s]]

y por tanto
@ (K) ={a € Ry, | Af(@) =0, Vi}

es un cuerpo de coeficientes de (&/:))m: dada a(X) € k[[X]], (recuérdese
c6mo se habian definido los AX en I-D.11),

aX+v)=> Afaxy)y*
k=0

siendo Y otra indeterminada). Consideremos el siguiente diagrama

KX 2 kIXE] < KIEN =KIs)

X — X+¢&

il il N
KX, Yl 2 KIXEYND < KIE Y

X — X+E&

Y —- Y
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que verifica
io@X)=iX+&=X+E+Y,
y por otro lado

PoiX)=pX+VN=pX)+P)=X+E+Y;

asi que
iop=@ol.

Luego
aX+¥)= 3 ANaCOY 2 aX+E+Y) = 3 (AKa@xX + DIV
k=0 k=0

Por tanto
P(AN@X)) = Ad(alX + &),
y por otro lado

A (@(a(x)) = Ab(a(X + B) = AL(b(E)),
siendo b(E) = a(X + &) = p(a(X)), y
bE+Y) =aX+E+Y) = Y (AX@aX + ENY*.
k=0
Luego
AH(B(E) = AXa(X +B)).
De donde se concluye
P(AfaX) = Abax +8) = AL(B(E) = A (@(a(x))

para toda a(X) € k[[X]]. Ademas A¥ se extienden de manera tinica a Ris)s
pues AX(tm) =0y AE(B,,,) = 0. También se extienden a R, porque es
una localizacién de Ry ¥ @ (Rie))m, PUEStO que @ ((5)) = (Fq (tm,)). Por
altimo, también se extienden al completado, al ser las aplicaciones A%
I-continuas para la topologia I-adica.
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Lema V-A.2 m

Construyamos ahora un homomorfismo @ que cumpla (V-A.1)
encontrando primero @(X), para lo que necesitamos el siguiente lema,
que es una generalizacion del lema (2.3.3) de [Nar91].

Existe un Ginico € € K[[s]] tal que £(0) = 0, de orden 1 tal que

A X +E)0% + - - - +agX+E) =5

Demostracién. El lema es una consecuencia del teorema de la funcién
implicita. Sea G(s, 0) = az(X+0)04 + - - - +ap(X+0)~s € K{[s, o]]. Dado
que

G(0,0) = a;(X)84, + + - - +a(X) = Fpny(8my) = 0,

si probamos que

% [ =d,(X)0% +- - - +d,(X)#0 en K
o0 s=0=0"" Y4 mg 0 s

aplicando el teorema de la funcién implicita, se tiene el resultado. Su-
pongamos lo contrario, entonces

Ay (X)th, + - - +ap(X)

debe ser un maltiplo de Fp,(tm,) en k((X))[tm,]. Luego para todo k =
01,..,4d
a, (X) = a(X)ay(X) con «(X) € k((X)),

como sabemos que algin a; es 1, paraese k se tieneque 0 = x(X) - 1,y
entonces x{X) = 0. Por tanto, paratodo k=0,1,...,d, a’k(X) =0y como
estamos en caracteristica p > 0,

ag(X) = by (XP) = (como k es perfecto) = (b (X))’ con by (X) € k[[X]].

k(X))o
(Fmg(tmy))
Ki[s)] parak=0,1,...,4d.

= U &m = [ J&C0N8mD y ar(X + &) € KIIX, E]] < KIEN =

m20 m20

INbOtese que K =
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Asi que
Fing(tmy) = (Bg(X)Pta + -+ + (bo(X)),

lo que es una contradiccién, puesto que sabemos que no todos sus
coeficientes pueden ser potencias p—ésimas. ' n

Continuemos con la prueba del teorema V-A.1. Sea & € K[[s]]
como en el lema V-A.2; entonces & tiene orden 1 en s porque

28\ [(2G !
(5)o-[(G)eo] o

Consideremos el k-homomorfismo
@ : R =k[[X]] = k[[X, €]l = K[[&]] = KI[s]]

tal que @(X) = X + &; podemos extender @ a R, haciendo @(tn) =
Om € Km < K. Asi tenemos un k(,-homomorfismo @ : R, — K[[s]] que
satisface la ecuacion (V-A.1) {(por construccion), y que envia

[ = Fny(tmy) = @g(X)th, + - - - +ag(X)

en el elemento
A X+ )% + - - - +aA(X+E) =s.

Por lo tanto, la contraccion del ideal maximal (s) mediante @ es m = (1),
lo que nos permite extender @ a un k,~homomorfismo local que tam-
bién denotamos por @ : @m — KI[[s]]. Tal @ induce un isomorfismo
entre los cuerpos residuales, que envia el parametro regular Fm,(tm,)
sobre s. Por regularidad gr(g) es un isomorfismo, y dado que ambos
anillos son completos, tenemos que @ : f(:)m — K[[s]] es un k-

isomorfismo que verifica la ecuacion (V-A.1). n

Con ésto se concluye la demostracion del teorema V-A.1.
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