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Introduccién.

El origen de la integracién de funciones escalares respecto de una medida
vectorial se remonta al afio 1955, cuando Bartle, Dunford y Schwartz extien-
den al caso vectorial el teorema de representacién de Riesz. La version cldsica
de este teorema establece que todo funcional lineal y positivo T: C(K) — C,
donde K un espacio de Hausdorff compacto y C(K) es el espacio de funciones
escalares y continuas sobre K, se puede representar como un operador de in-
tegracion respecto de una medida regular de Borel x4 sobre K, es decir,

T(f) = /fdu para todo f € C(K) .

En la versién vectorial se consideran operadores 7': C(K) — X lineales
y continuos, con valores en un espacio de Banach X. Bartle, Dunford y
Schwartz [BDS, Theorem 3.2] prueban que, bajo la condicién de que T sea
débilmente compacto, existe una medida vectorial v: B(K) — X, definida
sobre la o-algebra B(K) de los conjuntos de Borel de K, tal que

T(f) = /fdu para todo f € C(K) .

Para llegar a este resultado, fue necesario el desarrollo de una teoria de inte-
gracion de funciones escalares respecto de una medida vectorial v: ¥ — X,
definida sobre una o-algebra ¥ y con valores en un espacio de Banach X.
Dicha teoria se creé partiendo de una definicién tipo Lebesgue para la integral
J fdv de una funcién f respecto de v.

Posteriormente, en 1970, Lewis [L1] construye una teoria de integracién
de funciones escalares respecto de una medida vectorial v con valores en un
espacio vectorial topoldgico de Hausdorff localmente convexo X, donde la
integral de una funcién f respecto de v, [ fdv, estd definida por dualidad.
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Esta teoria es equivalente a la de Bartle, Dunford y Schwartz cuando nos
restringimos al caso en el que X es un espacio de Banach.

El espacio L'(v) de funciones integrables respecto de una medida vecto-
rial v con valores en un espacio de Banach X, ha sido estudiado en profun-
didad, y actualmente sus propiedades, asi como las relaciones de éstas con
las propiedades de la medida v y del espacio X, son bien conocidas gracias
a numerosos trabajos. Destacamos entre ellos los siguientes: Kluvanek y
Knowles [KK]; Ricker [R1], [R2]; Okada [O]; Curbera [C2], [C3], [C4]; Okada
y Ricker [OR1], [OR2], [OR3]; Okada, Ricker y Rodriguez-Piazza [ORR];
Sanchez Pérez [S1], [S2], [S3].

En la mayor parte de los trabajos citados anteriormente se consideran
funciones reales y espacios vectoriales reales, aprovechdndose en este caso la
simplicidad de la estructura reticular de L(v).

Recientemente, con las publicaciones de Ricker [R3]; Curbera [C5]; Cur-
bera y Ricker [CR1]; {CR2]; y Okada y Ricker [OR4], se ha constatado la
utilidad de la integracién respecto de medidas vectoriales en el estudio de
los dominios 6ptimos para operadores cldsicos. En un marco general, dado
un espacio de Banach de funciones E ([LT, Definition 1.b.17]) respecto de
un espacio de medida finita, un espacio de Banach X y un operador lineal
T: E — X, un procedimiento clésico es asociar a T la funcién de conjuntos
v definida por v(4) = T(xa), para A medible. Curbera y Ricker [CR1,
Corollary 3.3] prueban que bajo cierta condicién natural sobre T', que hace a
v una medida vectorial, el espacio L!(v) es el dominio éptimo para T dentro
de la clase de los espacios de Banach de funciones orden continuos, es decir,
L'(v) es el mayor de esta clase de espacios, al que T puede ser extendido
de manera continua conservando sus valores en X. Esta identificacién del
dominio éptimo de T es muy positiva en el sentido de que el espacio L!(v)
es un reticulo de Banach con propiedades deducibles de las propiedades de v
(que provienen de las de T') y de las propiedades de X.

La finitud del espacio de medida respecto del cudl E es espacio de Banach
de funciones es imprescindible, pues en caso contrario la funcién de conjuntos
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v asociada a T podria no estar definida para conjuntos de medida infinita.
Esto ocurre por ejemplo con la transformada de Hilbert sobre la recta real.
Sin embargo, este obsticulo se puede salvar si consideramos v definida sobre
una estructura mds débil que o-dlgebra, precisamente un d—anillo (i.e. anillo
cerrado por intersecciones numerables). En el caso de la transformada de
Hilbert, la funcién de conjuntos asociada estd definida para conjuntos de
medida finita y éstos forman un é—anillo.

Nosotros nos hemos planteado extender el resultado de Curbera y Ricker
para operadores 1" definidos sobre espacios de Banach de funciones respecto
de espacios de medida infinita, considerando la funcién de conjuntos v aso-
ciada a T definida sobre un d-anillo. Esto conlleva realizar un estudio acerca
de la integracién respecto de estas medidas y del correspondiente espacio de
funciones integrables.

La teoria de integracién respecto de medidas vectoriales definidas sobre
d-anillos, fue estudiada en 1972 por Lewis [L2] como extensién del trabajo
realizado en [L1] dos afios antes, y continuada en 1989 por Masani y Niemi
[MN1], [MN2]. *

La presente memoria consta de dos lineas de investigacién dentro del
contexto de las medidas vectoriales con valores en un espacio de Banach real.
La primera (Capitulo 1) contribuye a la comprensién del espacio L!(v) para
una medida vectorial v clasica (definida sobre una o-algebra), mediante el
estudio de lo que llamaremos subespacios de Banach de funciones de L*(v).
En la segunda, nos situamos en el marco mas amplio de las medidas vecto-
riales v definidas sobre un d—anillo, estudiando, por un lado las propiedades
reticulares de L!(v) y las relaciones de éstas con las propiedades analiticas de
v (Capitulo 2), y por otro, el problema de determinacién del dominio éptimo
para operadores entre espacios de funciones relativos a espacios de medida
infinita, mediante aplicacién de la integracién respecto de v (Capitulo 3).

La esencia del Capitulo 1 se muestra con el sencillo hecho de que dada una
medida positiva y finita 4 y p € (1, 00), el espacio LP(u) estd continuamente
contenido en L!(p1) y se puede describir en términos de p como el espacio de
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funciones f tales que f? es integrable respecto de u. Consideramos el caso de
una medida vectorial v: ¥ — X definida sobre una o—élgebra X y con valores
en un espacio de Banach X, cuyo espacio L'(v) es un espacio de Banach de
funciones orden continuo respecto de cierto espacio de medida finita (22, =, A),
[C2, Theorem 1]. Tomando un espacio de Banach de funciones Y respecto de
(£, %, ), continuamente contenido en L!(v), al que llamaremos subespacio
de Banach de funciones de L!(v), abordamos el siguiente problema: ;Es
posible describir Y en términos de la medida vectorial v?

La herramienta que resuelve el problema anterior, es cierta aplicacién
p: X*x M = [0,00], donde X* es el espacio dual de X y M es el espacio
de funciones medibles (relativas a L), que tiene propiedades naturalmente
relacionadas con v, y a la que llamamos funcién v—-norma. A partir de una
funcién v-norma p, construimos un subespacio de Banach de funciones E(p, )
de L'(v), mediante la clausura de las funciones simples en el espacio de las
funciones f de M tales que

p(f) = sup p(z*,f) < o0,
T*EBx»
respecto de la norma p,. Este método nos permite definir espacios de Or-
licz L®(v) respecto de la medida vectorial v, como espacios E(p,) para una
funcién v—-norma p adecuada, obteniéndose en el caso de ser ® una funcién
de Orlicz con la propiedad A,, que L?(v) es el espacio de funciones f de M
tales que ®(f) es integrable respecto de v.

Finalizamos el capitulo probando que todo subespacio de Banach de fun-
ciones Y de L'(v) que sea orden continuo, se puede representar como un
espacio E(p,) generado por una funcién v-norma p (Teorema 1.17). De esta
manera la cuestién planteada queda resuelta positivamente para subespacios
de Banach de funciones orden continuos de L!(v).

En el Capitulo 2, trabajamos con medidas vectoriales v: R — X de-
finidas sobre un é—anillo R y con valores en un espacio de Banach X. En
la, primera seccién, presentamos los principales resultados conocidos sobre
integracién respecto de este tipo de medidas vectoriales v y sobre el espacio
L'(v), comentando las diferencias existentes con el caso de medidas vectoria-
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les definidas sobre o—-dlgebras. En particular, L'(v) es un reticulo de Banach
orden continuo que puede carecer de unidad débil. Incluimos una proposicién
(Proposicién 2.3) que nos da una condicién equivalente a que una funcién
sea integrable respecto de v. Esta condicién extiende la definicién de funcién
integrable dada por Bartle, Dunford y Schwartz para medidas vectoriales
definidas sobre o—4lgebras [BDS, Definition 2.5] y no aparece en los trabajos
de Lewis [L2] ni de Masani y Niemi [MN2].

En la segunda seccién, estudiamos las propiedades de aditividad fuerte y
o-finitud para una medida vectorial v definida sobre un é—anillo R. Probamos
que la condicién de que v sea o—finita es equivalente a que L*(v) tenga una
unidad débil g (Teorema 2.7), y en ese caso L'(v) es orden isémetrico a L(v,),
donde v, es la medida vectorial con densidad g definida por v,(A4) = [, gdv
para todo A perteneciente a la o—dlgebra R!°° de conjuntos que estan lo-
calmente en R (Teorema 2.9). En el caso de que v sea fuertemente aditiva,
g = Xq es una unidad débil de L' (v) y v, es una extensién de v a la o-4lgebra
R, de manera que L*(v) coincide con L!(v,) (Teorema 2.6). Cuando v no
es o-finita, representamos L!(v) como una suma directa incondicional de
ideales disjuntos, cada uno de ellos orden isométrico a un espacio L!(v,),
donde la medida vectorial v4 es la restriccién de v a cierta o—édlgebra del tipo
ANR con A € R (Teorema 2.10). Otra cuestién que nos planteamos es la
posibilidad de que exista una “medida de Rybakov de control local” para v,
que dote a L!(v) de estructura de espacio de Banach de funciones.

El Capitulo 3 (inspirado en [CR1]) se divide en dos secciones. En la
primera se considera un operador lineal T': S(R) — X definido sobre las
funciones simples con soporte en un d—anillo R de partes de un conjunto
y con valores en un espacio de Banach X. Cuando T cumple condiciones
apropiadas, hallamos que el espacio L'(v), siendo v: R — X la medida
vectorial definida por v(A) = T(x4), es el dominio éptimo para T dentro de
la clase de espacios de Banach de funciones sobre (2, R, u) (Definicién 3.1)
orden continuos y tales que y es equivalente a v, es decir, y tiene los mismos
conjuntos nulos que v (Teorema 3.5). Ademaés, en este caso el operador de
integracién f — [ fdv extiende T a L!(v).
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La segunda seccién se centra en los operadores con nicleo T definidos
como

T(f) = / " WK vy,

siendo K una funcién medible y no negativa sobre [0, 00) X [0, 00) tal que la
funcién de conjuntos v asociada a T, est4 bien definida sobre el d—anillo B,
de los conjuntos de Borel acotados de [0, 00). A tal funcién K la llamaremos
nucleo admisible.

Para un espacio de Banach de funciones X tal que v: B, — X es medida
vectorial, probamos que L!(v) es el dominio 6ptimo para T (considerado con
valores en X)) dentro de la clase de los espacios de Banach de funciones or-
den continuos sobre ([0,0), B,, ) con u equivalente a v (Proposicién 3.8).
Bajo ciertas propiedades de integrabilidad y monotonia exigidas al nicleo
admisible K, obtenemos que la funcién de conjuntos asociada v: B, — X es
una medida vectorial para cualquier espacio invariante por reordenamiento
X sobre [0,00). En este caso, si ademéds X es orden continuo, damos una
descripcién precisa de L'(v) (i.e. el dominio éptimo de T) como un espacio
de interpolacién (L, L¢)x, donde L}, L} son los espacios de funciones inte-
grables respecto de la medida de Lebesgue con densidad (definida a partir
del ntcleo admisible K) w y £ respectivamente (Teorema 3.15).



Preliminares.

En este apartado previo, exponemos los conceptos y resultados que uti-
lizaremos a lo largo de la memoria sobre reticulos de Banach, en especial es-
pacios de Banach de funciones. También haremos un breve repaso a la teoria
de integracién de funciones reales respecto de medidas vectoriales definidas
sobre o—dlgebras.

Los espacios de Banach que aparezcan a lo largo de esta memoria se con-
siderardn sobre el cuerpo de los nimeros reales. Dado un espacio de Banach
X, denotaremos a su bola unidad por Bx y a su espacio dual por X*.

1. Reticulos de Banach. Un reticulo de Banach es un espacio de Banach
E con norma || - ||g, dotado de una relacién de orden < que cumple

1) siz,y,z € E con z <y, entonces £+ 2 < y + 2,

2) siz,y€ Eya>0conz <y, entonces ar < ay,

3) dados z,y € FE, existe el supremo y el infimo de z e y respecto del
orden.

4) siz,y € Econ |z| < |y|, entonces ||z||g < |lyl|g, donde |z| = sup{z, —z}
es el mddulo de z.

Un ideal de F es un subespacio vectorial cerrado F' donde se cumple que
y € F siempre que y € F con |y| < |z| para algin z € F. Una unidad débil
de E, es un elemento 0 < e € F tal que si inf{z, e} = 0 entonces z = 0.

Un conjunto A contenido en un reticulo de Banach estd dirigido decre-
cientemente si para todo z,y € A existe 2 € Atalque 2 < zy 2 < y.
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Un reticulo de Banach es orden continuo si todo conjunto dirigido decrecien-
temente con infimo igual a cero, cumple que inf{||z|| : z € A} = 0 [LT,
Definition 1.a.6]. Un reticulo de Banach es orden continuo si y sélo si toda
sucesién creciente y acotada en orden es convergente en norma [LT, Propo-
sition 1.a.8].

Una aplicacién lineal T: E — F entre reticulos de Banach es positiva
si T(z) > 0 siempre que z > 0. Un importante resultado de la teorfa de
reticulos de Banach afirma que toda aplicacién lineal y positiva entre reticulos
de Banach es continua [LT, p.2].

Dos reticulos de Banach E y F' son orden isomorfos, si existe entre ellos
un operador lineal y biyectivo T: F — F que conserva la estructura de
orden, es decir,

T(sup{z,y}) = sup{T'(z),T(y)} , paratodoz,y€E,

o equivalentemente, al ser T lineal y biyectiva, Tx > 0 si y s6lo si x > 0. Si
ademads T es una isometria, se dird que E y F son orden isométricos.

2. Espacios de Banach de funciones. Segin Lindenstrauss y Tzafriri
[LT, Definition 1.b.17], un espacio de Banach de funciones o espacio de Kothe
respecto de un espacio de medida o—finita (€2, £, 1), es un espacio de Banach
E de clases de funciones reales integrables respecto de u sobre conjuntos de
medida finita, cumpliendo

1) si f es una funcién medible, g € E' y |f| < |g| p—e.c.t., entonces f € E
y Iflle < llgllg

2) xa € E para todo A € ¥ con u(A) < oo,

donde funciones iguales en casi todo respecto de p (u—e.c.t.) estdn identifi-
cadas. Nétese que E es un reticulo de Banach para el orden p—e.c.t. (f >0
si f > 0 p~e.c.t.) y que la convergencia en norma de una sucesién implica la
convergencia u—e.c.t. para alguna subsucesién.

Dado un espacio de Banach de funciones E respecto de (2, %, u), lla-
maremos a lo largo de esta memoria subespacio de Banach de funciones de
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E, a un espacio de Banach de funciones F respecto de (2, X, u), que esté
contenido en £ (no necesariamente con la misma norma). Esta inclusién es
automadticamente continua al ser un operador lineal y positivo entre reticulos
de Banach.

El dual de Kothe de un espacio de Banach de funciones F respecto de
(Q,%, 1), es el espacio E' de funciones medibles g: {2 — R tales que fg es
integrable respecto de p para toda f € E. El espacio E’ es un subespacio
vectorial de E* (el espacio dual de F) y estd dotado de la misma norma que
E*. Los espacios E' y E* coinciden si y sélo si E es orden continuo [LT,
p.29]. El bidual de Kithe de E es el dual de Kéthe de E'.

Sea (€2, X, 1) un espacio de medida o—finita, M el espacio de funciones
medibles respecto de ¥ y M el cono de funciones positivas de M. Una
funcidn norma es una aplicacién p: M* — [0, 00], cumpliendo

1) p(f) =0siysélosi f =0 p—e.c.t.,

2) p(af) = ap(f), para todoa >0y f € M*,

3) o(f +9) < p(f) + plg), para todo f, g € M*,

4) si f, g€ M*y f < g pec.t., entonces p(f) < p(g),
5) si f, fn € M*y fut f pe.c.t., entonces p(fn) T p(f),
6) p(xa) < oo para todo A €  con u(A) < oo,

7) para cada A € ¥ con pu(A) < oo, existe Cy > 0 tal que

/ fdu < Cap(f) paratodo f € MY .
A

Bennett y Sharpley definen un espacio de Banach de funciones [BS, Definition
1.1.3], como un espacio del tipo E(p) = {f € M : p(|f|) < oo} para alguna
funcién norma p.

El espacio E(p) dotado de la norma ||f|| = p(|f|) y del orden u-e.c.t., es
un espacio de Banach de funciones en el sentido de Lindenstrauss y Tzafriri,
[BS, Theorem 1.1.7].
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Dado un espacio de Banach de funciones E respecto de (2, X, u) en el
sentido de Lindenstrauss y Tzafriri, la aplicacién p: M™ — [0, 00] definida
por p(f) = |fllesi f € Ey p(f) = cosi f ¢ E, cumple las condiciones
1)-7) requeridas a una funcién norma, salvo la condicién 5), conocida como
la propiedad de Fatou, [LT, p.30]. Luego, lo tinico que diferencia a las dos
definiciones es la propiedad de Fatou, teniéndose que los espacios de Banach
de funciones en el sentido de Bennett y Sharpley forman una subclase de los
espacios de Banach de funciones en el sentido de Lindenstrauss y Tzafriri. En
ambos casos hablaremos de espacios de Banach de funciones, especificando
si es necesario cuando lo sean en el sentido de Bennett y Sharpley.

Sea E un espacio de Banach de funciones respecto de (2,%, 4). Una
funcién f € E tiene norma absolutamente continua si ||fxa,||lz — 0 para
toda sucesién (4,) C ¥ tal que x4, — 0 p—e.c.t. Nétese que si (Q,X, u)
es un espacio de medida finita entonces una funcién f € E tiene norma
absolutamente continua si y sélo si || fxal|z — 0 cuando u(A4) — 0.

Un espacio de Banach de funciones E es orden continuo si y sélo si toda
funcién de E tiene norma absolutamente continua. Este resultado se deduce
de [BS, Proposition 1.3.5], cuya prueba no utiliza la propiedad de Fatou y por
tanto también es vilida para espacios de Banach de funciones en el sentido
de Lindenstrauss y Tzafriri.

3. Espacios invariantes por reordenamiento. Sea B la o—élgebra de los
subconjuntos de Borel de [0, 00) y m la medida de Lebesgue sobre [0, 00). Un
espacio invariante por reordenamiento sobre [0, 00) es un espacio de Banach
de funciones X respecto de ([0, 00), B, m) que tiene la propiedad de Fatou
(i.e. en el sentido de Bennett y Sharpley), cumpliendo que si f € X en-
tonces su reordenada decreciente f* € X con ||f*||x = ||fl|x. La reordenada
decreciente de una funcién f respecto de m es la funcién definida por

FF @) =inf{r >0 : m{z €{0,00) : |f(z)| >r} <t} parat>0.

Espacios invariantes por reordenamiento sobre [0, 00) de gran relevancia
son la suma e interseccién de los espacios L' y L®. El espacio L' N L™ estd
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dotado de la norma || f||pinze = max{||f|l1, l|fllc} ¥ €l espacio L' + L*® de
funciones f =g+ h con g € L' y h € L™, est dotado de la norma,

1
I£llz+ze0 = 0 {||flli+|flleo : f = g+h con g€ L', h € L®} = /0 fr(t)de

[BS, Theorem I1.6.4].

Si X es un espacio invariante por reordenamiento sobre [0, c0), entonces
L'NL® C X C L' + L™, siendo las inclusiones continuas, [BS, Theorem
11.6.6].

Sean (Xo, X1) espacios de Banach continuamente incluidos en un espacio
vectorial topolégico Hausdorff comiin. El K—funcional de x € Xy + X; estd
definido para ¢ > 0, como

K(t, z; Xo, X1) = inf {||zo]| + tlz1]| : 2 =20+ 71; To € Xo, 21 € X1} .

Asumiremos que Xy N X; es denso en Xp. La funcién K(,z; Xo, X1) es
creciente y concava y su derivada K'(-, z; Xo, X1) es no negativa y decreciente.

Dado un espacio invariante por reordenamiento X sobre [0, c0), el espacio
(Xo, X1)x estd formado por los vectores z € Xy + X; tales que la derivada
de su K-funcional, K'(:, z; Xo, X1) pertenece a X, y se le dota de la norma

“mH(Xo,Xl)x = HICI(',373X0,X1)||X .

El espacio (Xp, X1)x asi construido es un espacio de interpolacién entre Xo
y X1 (ver [BS, Chp.V}), es decir, si T: Xo+ X; — Xo+ X1 es un operador
lineal tal que aplica X; en X; de manera continua para cada ¢ = 0, 1, entonces
T aplica (Xo, X1)x en (Xo, X1)x continuamente.

Todo espacio invariante por reordenamiento X sobre [0,00), se puede
obtener a través del procedimiento anterior, conocido por K-método de in-
terpolacién de Peetre, como X = (L!, L®)x.

4. Espacios de Orlicz. Dados un espacio de medida (€2, X, 1) y una funcién
®: [0,00) = [0,00) creciente, continua, convexa y cumpliendo que ®(¢) =0
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si y sélo si t =0, el espacio de Orlicz
L) = {f: = R medible : /fb(alfl)du < oo para algin a > 0} ,

es un espacio de Banach con la norma

||f||<1>=inf{k>0 : /@(%)dugl} .

Més atn, L®(u) es un espacio de Banach de funciones respecto de (Q, %, u),
con la propiedad de Fatou. Para resultados relacionados con espacios de
Orlicz, ver [KR] y [RR].

5. Espacios L!(v). Sea T una o—4lgebra de partes de un conjunto Q, X un
espacio de Banach y v: ¥ — X una medida vectorial, es decir, una funcién
de conjuntos numerablemente aditiva: ) v(A,) converge a v(UA,) en X,
siempre que (A,) C ¥ sea una sucesién de conjuntos disjuntos. Obsérvese
que en este caso v es fuertemente aditiva, es decir, v(A,) — 0 para toda
sucesién de conjuntos disjuntos (4,) C X. Luego v es acotada, es decir, el
rango de v es un conjunto acotado de X, [DU, Corollary 1.1.19].

Para cada z* € X*, el espacio dual de X, la variacién de la medida
z*v: ¥ — R serd denotada por |z*v|. La semivariacion de v es la funcién
de conjuntos definida sobre ¥ por

[#1|(A) = sup{|z*v|(A) : 2" € Bx-} ,

donde Bx- es la bola unidad de X*. Se tiene que ||v|| es una funcién moné-
tona creciente, numerablemente subaditiva y para todo A € X cumple

SII(4) < sup{ll(B)lx : BeBn24} < Iwi(4),

[DU, Proposition 1.1.11]. El ser v acotada equivale a que la semivariacién de
v es una funcién finita. Un conjunto A € ¥ es v-nulo si ||v||(4) = 0. Una
propiedad se cumple en casi todo respecto de v (v—e.c.t.) si se cumple en
todos los puntos de {2 salvo en los de un conjunto v—nulo.
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Una medida numerablemente aditiva A: & — [0,00) es una medida de
control para v si
lim A)||=0.
Jim v
Esto implica que si A(A) = 0 entonces ||v[|(4) = 0. Mas atin, esta dltima
condicién equivale a que A sea medida de control para v, gracias a que A y v
estan definidas sobre una o—-algebra y son numerablemente aditivas.

Bartle, Dunford y Schwartz prueban que toda medida vectorial definida
sobre una o—-dlgebra tiene una medida de control [BDS, Corollary 2.4]. Pos-
teriormente, Rybakov prueba que dicha medida de control se puede tomar de
la forma |zjv| para cierta z§ € Bx-, [DU, Theorem 1X.2.2]. En este caso se
dice que |z§v| es una medida de control de Rybakov para v. Observamos que
para una medida de control de Rybakov A = |z}v| se cumple que ||v|[(4) =0
si y sélo si A(A) = 0. Los vectores z* € X* tales que |z*v| es medida de
control para v forman un conjunto denso en X* [DU, Corollary 1X.2.3], que
ademds es G5 [BL].

Para resultados generales sobre medidas vectoriales ver [DU] y [D].

Identificando funciones iguales v—e.c.t., el espacio Ll (v) de funciones
f: 2 — R integrables respecto de z*v, para todo z* € X*, es un espacio de
Banach con la norma

17, = sup / \Flalz"]

T*EBy+
ver [KK] y también [St, Theorem 9]. Ademads, L. (v) es un espacio de Banach
de funciones respecto de (2,3, )), siendo A cualquier medida de control de
Rybakov para v. Nétese que L} (v) tiene la propiedad de Fatou y por tanto
es un espacio de Banach de funciones en el sentido de Bennett y Sharpley.

Una funcién f € LL(v) es integrable respecto de v (en el sentido de
Lewis [L1, Definition 2.1]) si cumple que para cada A € ¥, existe un vector
[, fdv € X tal que

x*(/ fdl/) = / fdz*v , paratodo z* € X* .
A A
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Cuando A = Q, escribiremos [ fdv en lugar de [, fdv.

El espacio L*(v) de funciones integrables respecto de v con la norma |||,
es un espacio de Banach, [KK, I1.2, Theorem IV.4.1, Theorem IV.7.1]. Toda
funcién simple ¢ = Y°"  a;x4; con a; € Ry A; € T, es integrable respecto
devy

/ wdv = ZaiV(Ai NA), paratodo A€ X.
A

i=1
Aiin ma3s, las funciones simples son densas en L!(v), [L2, Theorem 3.5).

El espacio L'(v) cumple el siguiente teorema de convergencia dominada:
Dados fr,g € L!(v) tales que f, — f v—e.ct. y |fu] < g para todo n, se
tiene que f € L'(v) y f, — f en L!(v), [BDS, Theorem 2.8] y [L1, Theorem
2.2).

Dada una medida de control de Rybakov A para v, al ser LL(v) un
espacio de Banach de funciones respecto de (2, X, A) en el sentido de Bennett
y Sharpley, y L*(v) la clausura de las funciones simples en Ll (v), se tiene
que L'(v) es un ideal de funciones medibles repecto de A, es decir, si f es
una funcién medible tal que | f| < |g| A-e.c.t. para algin g € L'(v), entonces
f € L'(v), [BS, Theorem 1.3.11]. Por tanto, L'(v) es un espacio de Banach
de funciones respecto de (€2,%, ), que ademds es orden continuo y tiene
unidad débil, [C2, Theorem 1]. Nétese que la orden continuidad de L*(v) se
sigue directamente del teorema de convergencia dominada.

Como L!(v) es un ideal de funciones medibles que contiene a las fun-
ciones simples, toda funcién f medible y acotada estd en L'(v) con || fl], <

[1£ o l1[1(€2)-

El espacio L!(v) es un subespacio de Banach de funciones de L} (v), en
este caso con la misma norma. Los espacios L!(v) y L. (v) coinciden cuando
X no contiene ningin subespacio isomorfo a ¢, [L2, Theorem 5.1].



CAPITULO 1: Subespacios de L(v)

El espacio L'(v) de funciones integrables respecto de una medida vecto-
rial v definida sobre una o—dlgebra y con valores en un espacio de Banach,
como ya hemos senalado en los Preliminares, es un espacio de Banach de
funciones orden continuo y con unidad débil respecto de cierto espacio de
medida. En este capitulo consideraremos lo que llamamos subespacios de
Banach de funciones de L!(v): espacios de Banach de funciones sobre el
mismo espacio de medida que L'(v), continuamente contenidos en L*(v).
Probaremos que todo subespacio de Banach de funciones de L'(v) con la
propiedad de orden continuidad, se puede describir a través de cierta funcién
estrechamente relacionada con v, a la que llamamos funcién v-norma. Cada
funcién v-norma genera un subespacio de Banach de funciones de L'(v). En
particular, tomando la funcién y—norma adecuada, obtenemos unos espacios
tipo Orlicz L?(v), entre los cudles, aquél cuya funcién de Orlicz & tenga la
propiedad A,, se puede describir como el espacio de las funciones medibles
f tales que ®(f) es integrable respecto de v.

Sea ¥ una o—-algebra de partes de un conjunto abstracto (2 y M el espacio
de las funciones f: 2 — R medibles. A lo largo del capitulo se consideraran
diferentes medidas sobre ¥, por tanto sélo identificaremos funciones iguales
en casi todo, una vez hallamos fijado la medida.

Sea v: ¥ — X una medida vectorial con valores en un espacio de Banach
X. Recordemos que X* es el espacio dual de X y Bx+ la bola unidad de
X*. La siguiente definicién nos proporciona la funcién a partir de la cudl
construiremos subespacios de Banach de funciones de L'(v).

Definicién 1.1. Una aplicacién p: X* x M — [0,00] es una funcién v—
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norma si tiene las siguientes propiedades:

a) Fijado un elemento z* € X*, la aplicacién pz«: M — [0, 00] definida
por pg-(f) == p(z*, f), cumple
al) pe+(f) =0siysélosi f =0 |z*v|-e.c.t.,
a2) pge(af) = |a|p(f), paratodoa € Ry f € M,
a3) pz-(f +9) < par(f) + par (9), para todo f, g € M,
ad) si f, g€ My |f| < gl |z*v|-e.c.t., entonces p-(f) < por(9),
ab) si f, fa € My 0< fu 1 f |z*v|-e.c.t., entonces pg«(fr) 1 pzx (f),
a6) po-(xa) < o0,
a7) existe C = C(z*) > 0 tal que

[ 15181241 < Cpur () para todo f e M.

b) Fijado un elemento f € M, la aplicacién ps: X* — [0, co] definida por
ps(z*) := p(z*, f), cumple ‘
bl) |alps(z*) < pg(az*), para todo a € Rcon |a| <1y z* € X*,

b2) si f = xa entonces sup,..p,. pr(z*) < oo,

Ejemplo 1.2. La aplicacién p: X* x M — [0, o] definida por

ola*, f) = / Fldla™s]

es una funcién v-norma. De hecho, es esta aplicacién la que motiva la de-
finicién de funcién v-norma, y como veremos més adelante, es la funcién
v—norma que genera el propio espacio L!(v).

Dada una funcién v—norma p, para cada z* € X* consideramos el espacio

Ego = {f € M : pp(f) < 00},

donde funciones iguales |z*v|-e.c.t. estdn identificadas. Obsérvese que las
propiedades al)-a7) de la Definicién 1.1, establecen que p,» restringida al
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cono de funciones positivas de M, es una funcién norma en el sentido de
Bennett y Sharpley (ver Preliminares) y como por la propiedad a4), p,~(f) =
pz(|f]) para todo f € M, se tiene que E, es un espacio de Banach de
funciones respecto del espacio de medida (€2, X, [z*v|), con norma py».

Nétese que si p es la funcién v-norma del Ejemplo 1.2, entonces cada
espacio E,» es precisamente el espacio L*(|z*v]).

Definicién 1.3. Sea p una funcién v-norma. Definimos p,: M — [0, 0]
por

po(f) = sup pe(f),
z*GBX.
y denotamos E,(p,) = {f € M : p,(f) < oo}, donde funciones iguales
v—e.c.t. estan identificadas.

Para la funcién v—norma p dada en el Ejemplo 1.2, se tiene que p,(f) =
| fll para toda f € My E,(p,) = LL(v). Recordemos que L. (v) es un
espacio de Banach de funciones respecto de (2, %, A), siendo A una medida
de control de Rybakov para v.

Proposicién 1.4. Dada una funcién v-norma p, el espacio E,(p,) es un
subespacio de Banach de funciones de L. (v), con norma p,.

DEMOSTRACION. Sea A = |z3v| una medida de control de Rybakov para v,
con zy € Bx+. Veamos que p, cumple las propiedades 1)-7) de la definicién de
funcién norma respecto de la medida \. Teniendo en cuenta que los conjuntos
A-nulos y los v-nulos coinciden, y que un conjunto v-nulo es |z*v|-nulo para
todo z* € X*, las propiedades 1)-4) para p, se siguen de las propiedades
correspondientes al)-ad) para cada pg-.

Probemos la propiedad 5). Sean f,, f € M tales que 0 < f, T f A-e.c.t.
Como p, cumple la propiedad 4), se tiene que

pl/(fn) ta:= ilill)pu(fn) < pu(f) :
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Por otro lado, dado z* € Bx:, como p,+« cumple la propiedad a5), tenemos
que

Pz* (f) = T}Lrgopz* (fn) < nlg{.lopu(fn) =a.

Luego p,(f) < c. Se sigue que p,(f) 1 p.(f)-

La propiedad 6) para p, es justamente la propiedad b2) para p y la
propiedad 7) se cumple para la constante C' = C(z3) que nos da la propiedad
a7) para pg;.

Al ser p, una funcién norma respecto de A con p,(f) = p.(|f|) para todo
f € M, se tiene que E,(p,) es un espacio de Banach de funciones respecto
de (€2, %, A) en el sentido de Bennett y Sharpley. En particular, E,(p,) es
un reticulo de Banach.

Dado z* € Bx-, de la propiedad a7) para p,« se sigue que

[ 191 < 0y () < Mol

Luego, si f € E,(p,), f es integrable respecto de |z*v| para todo z* € Bx~
y por tanto para todo z* € X*. Entonces, E,(p,) estd contenido en L} ()
y la inclusién estd bien definida, pues en ambos espacios se toman clases de
equivalencia para funciones iguales v—e.c.t., o equivalentemente, A-e.c.t. Al
ser un operador lineal y positivo entre reticulos de Banach, la inclusién es
continua. Luego, E,(p,) es un subespacio de Banach de funciones de L. (v)
(con distinta norma). O

La finalidad de la propiedad bl) de una funcién v—-norma p es conseguir
que paratoda f € E,(p,) se tenga que f € E,» paracada z* € X*, tal y como
ocurre con L!(|z*v|) y LL(v). Dados f € M y z* € Bx«, por definicién de
py se tiene que pg+(f) < p,(f). Si tomamos z* € X* con ||z*|| > 1, aplicando
la propiedad bl) obtenemos

_ z* ps(z”)
Pulf) 2 p e () = py (Hm*”) = Tl
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y asi pz(f) < ||z*||o,(f). Luego cada z* € X* cumple

pz+(f) < max{1, ||z*{|}o.(f) para todo f e M.

Como todo conjunto v—nulo es |z*v}-nulo, se tiene que f = g v-e.c.t. implica
f = g |z*v|-e.c.t y asi dos funciones en la misma clase de equivalencia en
E,(pv), estin en la misma clase de equivalencia en F,.. Entonces, la apli-
cacién que lleva una clase de E,(p,) representada por f a la clase de E,-
representada por f estd bien definida y es continua. Adema4s, es inyectiva, es
decir, es la aplicacién identidad, si y sélo si |z*v| es una medida de control
para v.

En vista de lo anterior, se tiene la siguiente contencién de conjuntos
Ew(p,) C{f €M : p(f) <0 paratodoz*€ X*}. (1.1)

Los dos espacios coincidirdn (tras identificar funciones iguales v—e.c.t.) si
para todo f € M tal que la aplicacién py es finita, se cumple que ps(Bx-)
es un conjunto acotado, ya que en ese caso si f € M es tal que p,+(f) < 00
para todo z* € X*, es decir, p; es finita, se tiene que

pu(f) = sup pz-(f)= sup ps(z*) <oo

SB*Gth z*eBxa-
y asi f € E,(p,). Puesto que el hecho de que la inclusién en (1.1) sea una
igualdad permite una descripcién més sencilla del espacio E,(p,), nos in-

teresa obtener condiciones sobre la funcién v—norma p que establezcan dicha
igualdad.

Es conocido que la funcién v-norma dada en el Ejemplo 1.2 cumple la
igualdad en (1.1). Este hecho se deduce de aplicar el Teorema de Banach—
Steinhaus a los operadores lineales y continuos dados por

x*EX*—éfcpndx*ueR,
A

con A € Ty () sucesién de funciones simples y positivas, creciente a |f|,
para cada f € M tal que [ |f|d|z*v| < oo para todo z* € X*.
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Partiendo de esta idea y con una versién del Teorema de Banach—Steinhaus
aplicable a funciones del tipo ps: X* — [0,00), siendo p una funcién -
norma, en la Proposicién 1.6 hallamos condiciones que garantizan la igualdad

n (1.1). La prueba del siguiente lema es similar a la prueba del resultado
cldsico de Banach—Steinhaus.

Lema 1.5. Sea X un espacio de Banach y {Ty}acr una familia de aplica-
ciones continuas Tp: X — [0,00) cumpliendo

1) To(z +y) < Tol(z) + Tu(y) para todo z,y € X (i.e. Ty subaditiva).

2) |a|Ta(z) < Tol(az) para todox € X ya € R con |a} < 1.

St {Ta}eer es puntualmente acotada (i.e. para cada z € X eziste M, > 0 tal
que To(z) £ M, para todo o € 1), entonces es uniformemente acotada sobre
By, es decir, eriste M > 0 tal que sup,ep, To(z) < M para todo o € 1.

DEMOSTRACION. Dado n € N, consideramos el conjunto
F,={z € X : Ta(z) < n para todo o € I} = (| T:*([0,n]) .

acl

Como cada T, es continua, F,, es cerrado en X. Al ser {T, }4er puntualmente
acotada, se tiene que X = U,>1F;,. Por el teorema de Baire, existe ng € N
tal que F,,, es de interior no vacio. Luego, existen zy € Fp,, y 0 < r < 1 tal
que

B(.’L‘o,T) = {IL' eX . Hﬂ? —-.’L‘o”x < 7‘} C Fno .

Dados z € Bx y a € I, aplicando las condiciones 1) y 2), se tiene

2
Ta(z) < TTalre) < - (Ta(ra+20) + Ta(—m0) < 22,

pues 7z + Lo y o pertenecen a B(zg,r) y por 2) T,(—y) = Tu(y) para
todo y € X. Luego, {T,}acs es uniformemente acotada sobre Bx por M =
2no/r. O

Proposicién 1.6. Sea p una funcidn v-norma. Si para toda funcion simple
@, la aplicacion py: X* — [0,00) es subaditiva y continua, entonces

Ew(pu) ={feM : pp(f) <o para todo z* € X*} .
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DEMOSTRACION. Sea f € M tal que pg(f) < oo para todo z* € X*.
Dada una sucesién (¢,) de funciones simples y positivas creciendo a |f],
por hipdtesis se tiene que cada aplicacién p,,: X* — [0,00) es subaditiva
y continua, y por la propiedad bl) de p cumple que |a|p,, (z*) < py, (az*)
para todo a € Rcon |a| < 1y z* € X*. Ademds {p,,} es una familia de
aplicaciones puntualmente acotada, pues py, (2*) = pg+(¢n) < po+(f) para
todo n. Entonces, por el Lema 1.5, existe una constante M > 0 tal que
SUDg+eBys Pon (T*) < M para todo n. Por la propiedad a5) de p, para cada
z* € Bx- se tiene que py+(f) = pe (|f]) = limpye0 Pz () < M. Luego

po(f)= sup pu(f) <M

* EBX*

y asi f € Ey(py). O

Dada una funcién v—norma p hemos construido un subespacio de Banach
de funciones E,,(p,) de L. (v). A partir de E,(p,), obtenemos un subespacio
de Banach de funciones de L!(v).

Definicién 1.7. Sea p una funcion v-norma. Se define el espacio E(p,)
como la clausura de las funciones simples en el espacio E(p.).

Obsérvese que, tal y como habiamos adelantado, para la funcién »—norma
p del Ejemplo 1.2 el espacio E(p,) es precisamente L'(v).

Proposicién 1.8. Dada una funcién v-norma p, el espacio E(p,) es un
subespacio de Banach de funciones de L*(v), con norma p,.

DEMOSTRACION. Como por definicién E(p,) es un subespacio vectorial
cerrado en E,(p,), tenemos que E(p,) es un espacio de Banach. En la
prueba de la Proposicién 1.4 vimos que Ey(p,) es un espacio de Banach de
funciones respecto de (2,%, A) en el sentido de Bennett y Sharpley, siendo
A una medida de control de Rybakov para v. Al ser E(p,) la clausura de
las funciones simples en E,,(p,), se tiene que E(p,) es un ideal de funciones
medibles respecto de ), es decir, f € E(p,) siempre que f € M con |f| < |g]
A-e.c.t. para algin g € F(p,), [BS, Theorem 1.3.11]. Luego E(p,) es un
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espacio de Banach de funciones respecto de (©2, X, A). De hecho, E(p,) es un
subespacio de Banach de funciones de E,(p,)-

Dada una funcién f € E(p,), por definicién existe una sucesién de fun-
ciones simples (p,) tales que ¢, — f en norma p,. Por la Proposicién
1.4 tenemos que FE,(p,) estd continuamente contenido en Ll (v), entonces
¢n — f ennorma || - ||, y como L*(v) es la clausura de las funciones simples
en L, (v), se tiene que f € L' (v). Luego E(p,) estd continuamente contenido
en L'(v). O

La orden continuidad de un subespacio de Banach de funciones Y de
L'(v), serd una de las claves para que Y se pueda representar como un
espacio E(p,) generado por una funcién v-norma p. Con respecto a la orden
continuidad de un espacio del tipo E(p,), se tiene el siguiente resultado.

Lema 1.9. Sea p una funcidn v-norma y A una medida de control de Rybakov
para v. Se cumple

a) E(p,) es orden continuo si y sdlo si p,(xa) = 0 cuando ||v||(4) = 0.

b) Si E(p,) es orden continuo, entonces

E(p,) = {f eM ou(fxa) = 0}

II II(A) 0

DEMOSTRACION. El espacio E(p,) es orden continuo si y sélo si todas sus
funciones tienen norma absolutamente continua respecto de A (ver Prelimi-
nares). Como E(p,) es la clausura de las funciones simples en el espacio de
Banach de funciones (en el sentido de Bennett y Sharpley) E,(p,) respecto
de (2,X,)) y X es finita, de [BS, Theorem 1.3.13] se deduce que E(p,) es
orden continuo si y s6lo si xq tiene norma absolutamente continua, es decir,
pv(xa) — 0 cuando A(A4) — 0, o equivalentemente, [|v|[(A) — 0. Por tanto
a) se cumple.

~ Probemos b). Supongamos que E(p,) es orden continuo. Entonces toda
funcién f € E(p,) tiene norma absolutamente continua respecto de A y como
A es medida de control para v, p,(fxa) — 0 cuando ||v||(4) —= 0.
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Reciprocamente, sea f € M con p,(fxa) — 0 cuando |v||(4) — 0,
o equivalentemente A(A) — 0. Tomando fn = fx|s-1(onp) Se tiene que
fn € E(p,), pues E(p,) es un ideal que contiene a las funciones simples y
cada f, es acotada. Como A(|f|~}((n, m])) — 0 cuando m,n — oo, se tiene
que p,(fm — fn) = pu (lef‘-—l((n,m])) — 0. Entonces, existe h € E(p,) tal que
fn = h en E(p,) y existe una subsucesién f, — h A-e.c.t. Alser f, = f
puntualmente, se concluye que f = h € E(p,). O

Los espacios L?(v) = {f € M : fP € L'(v)}, estudiados por Sénchez
[S1], pueden ser generados a través de una funcién y—norma.

Ejemplo 1.10. Dado p € [1,00), sea p: X* x M — [0,00] la aplicacién

definida por
1/p
ol 1) = ( [1rpdiarul)

Se comprueba de forma directa que p es una funcién v—norma. Para cada
z* € X*, el espacio E,+ coincide con el espacio LP(|z*v|). Ademds, para todo
f € M se tiene que

1
p() = swp pef)= s ( [Iralanl)” =1
Z*€EBx» T*EBx~

Por tanto E,(p,) = {f € M : f? € LL(v)}, alcanzéndose en este caso la
igualdad en (1.1). El espacio LP(v), obviamente contenido en E,,(p,), dotado
de la norma p,, es un espacio de Banach donde las funciones simples son
densas, [S1, Proposition 4]. Entonces, E(p,) coincide con LP(v). La orden
continuidad del espacio LP(v), probada por Sanchez en [S1, Proposition 6],
se puede comprobar directamente a través del Lema 1.9.2):

lim »” = lim 1/p = km A 1/p =0.
IluII(A)—>o’0 (xa) |M|(A)_)0”XA”V ”u”(A)_)O” 11(4)

Basandonos en normas de espacios de Banach conocidos, podemos crear
funciones v-norma y con ellas definir subespacios de Banach de funciones de
L'(v). Esto es lo que haremos a continuacién con los espacios de Orlicz.

Ejemplo 1.11. Sea ®: [0,00) — [0,00) una funcién creciente, continua,
convexa, tal que ®(t) = 0 si y sélo si ¢t = 0. Consideramos la aplicacién
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p: X* X M — [0, c0] definida por

p(z*, f) = inf{k >0: / (m)du vl < 1} (1.2)

Obsérvese que si el infimo en (1.2) es finito y estrictamente positivo, entonces
es un minimo. Se comprueba de forma directa que p es una funcién v—norma.
Para cada z* € X*, el espacio E,» = {f € M : ps+(f) < o0} es el espacio de
Orlicz clasico L®(|z*v|).

A partir de la funcién v—norma dada en el Ejemplo 1.11, construimos los
espacios E,(p,) y E(p,) a los que denotaremos por LE(v) y L®(v) respecti-
vamente. Denominaremos a L®(v) espacio de Orlicz respecto de la medida
vectorial v y la funcién ®. Aunque por analogia con los espacios de Orlicz
clésicos este titulo pudiera corresponder a L2 (v), en vista de la préxima Ob-
servacién 1.16, creemos més conveniente otorgarselo a L®(v). Los espacios
L®(v) generalizan a los espacios L?(v), los cudles se obtienen tomando la
funcién &(t) = t*.

Proposicién 1.12. El espacio LE(v) cumple la igualdad en (1.1). Ademds,
el espacio L®(v) es orden continuo.

DEMOSTRACION. Veamos que para toda funcién f € M, la aplicacién
pr: X* — [0,00] es subaditiva. Sean f € M y z},25 € X*. Supongamos
que pg(z}) < oo para i = 1,2, entonces existen k;, k2 > 0 cumpliendo que
Je()dlziv] <1coni=1,2y asi -

/@(El_—{-l—g)de;-l—x;)VI < Z/ k1 d|x V|
i=1,2
< 1;@/ (m)dlx v|<1.

Luego, de (1.2) se sigue que ps(z} + z3) < k1 + ko, de donde tomando infimo
en ky y ks se obtiene ps(x} +z3) < ps(z}) + ps(z3). El caso ps(x]) = oo para
algln ¢ = 1,2 es trivial.
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Sea h € M acotada v-e.c.t. por una constante C > 0. La aplicacién
pr: X* — [0,00) es continua en cero, pues dado € > 0, tenemos que

Jo(B)aeri < o(S) vl < o(L) @l <1

siempre que ||z*|| < 6. = (uull(Q)fI)(C'/e))—1 y asi, por (1.2), pp(z*) < € para
todo z* € X* con ||z*|| < d. De la subaditividad de py, se sigue que es
continua en todo z* € X*.

En particular, para toda funcién simple ¢ la aplicacién p,: X* — [0, c0)
es subaditiva y continua. Luego, por la Proposicién 1.6 se tiene que L2 (v)
cumple la igualdad en (1.1).

El espacio L®(v) es orden continuo si y sélo si p,(x4) — 0 cuando
l]|(A) — 0 (Lema 1.9 a)). Dado € > 0, para todo z* € Bx~ tenemos

[o(X2) vl = () lzvl(a) < 2(2) Ilica) <1

siempre que [|v[|(4) < 6 = ®(1) ™" y en este caso, por (1.2), p.-(x4) < €.
Luego, p,(xa) < € siempre que |v||(4) < &. Por tanto L®(v) es orden
continuo. O

Una propiedad importante de las funciones de Orlicz es la propiedad A,,
es decir, la existencia de una constante b > 0 tal que ®(2¢) < b®(t) para todo
t > 0. En nuestro caso, nos permite dar una descripcién simple y elegante
de los espacios L2(v) y L®(v).

En el caso de que & tenga la propiedad A,, paracadaz* € X*y f € M,
se tiene que p.(f) < oo si y sélo si [ ®(|f|)d|z*v| < oo. Luego, de la
igualdad (1.1) para L2(v), obtenemos

Ly(v) ={f e M: &(If]) € L,(v)} .

Para describir L?(rv) de manera anéloga, necesitaremos la siguiente caracte-
rizacién de convergencia en L2 (v).
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Proposicién 1.13. Supongamos que la funcién ® tiene la propiedad A,.
Entonces, una sucesion (f,) converge a cero en la norma de L(v) si y sélo
st la sucesion (®(|fa|)) converge a cero en la norma de L1 (v).

DEMOSTRACION. Sea (f,) una sucesién convergente a cero en L2 (v).
Entonces para n suficientemente grande tenemos que pg«(fn) < pu(fa) < 1
para todo z* € Bx.. Si p,«(f,) > 0, de la convexidad de ® se sigue que

[ 20s0dizv < () [ o( Nt < o) < )
Si pe+(frn) = 0, entonces f, =0 |z*v|-e.c.t. y asi [ ®(|f|)d|z*v| = 0. Luego
N®(|faDll, < pu(fn) ¥ por tanto (®(]f.])) converge a cero en LL (v).

Reciprocamente, supongamos que (®(|f,|)) converge a cero en norma
Il - |I,- Dado &€ > 0 tomamos k. € N tal que 1/2¥ < ¢. Por la propiedad A,
de ®, se tiene que

/@(2"‘|fnl)dlx*1/| < bks/cp(lfni)dlx*Vl < belle(fahl, <1

para todo z* € Bx. y para n suficientemente grande (dependiendo sélo de
g). Luego p,(f,) < 1/2% < ¢ para n suficientemente grande. O

Observacion 1.14. La condicién de necesidad en la Proposicién 1.13 se
cumple aunque P no satisfaga la condicién As, es decir, si ® es una funcién
de Orlicz cualquiera entonces f, — 0 en LE(v) implica que ®(|fn|) — 0 en
Ll (v). Respecto de la suficiencia, podemos relajar la hipétesis y exigir sélo
la condicién A, en el infinito, es decir, existe tg > 0 y b > 0 tales que si
t > to entonces ®(2t) < bP(t). En este caso, si [|®(|fnl)]ls — 0, existe una
subsucesién ®(|f,;|) — 0 v-e.c.t., entonces como & es una funcién positiva,
creciente, que sélo se anula en cero, se tiene que f,, — 0 v—e.c.t. Dadoe > 0,
sea k. € N tal que 1/2% < €. Por la propiedad A, de & se tiene que

/ B2 oy Dela"s] < 8% [ @1y Dla"] < 1001 oy Dl
[ £n; 1= [t0,00)
y asi

[ @@ lsv] < BU20 o, Dl + 121 Dt -0 < 1
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para j suficientemente grande (dependiendo sélo de €), donde se ha usado el
teorema de convergencia dominada para las funciones ®(2%|f,,|)x f; 171 [0,t0)

que estan acotadas por ®(2%t5)xq € L'(v) y cumplen ®(2%|f,.|) — 0 v-
e.c.t. Luego, p,(fa;) < 1/2% < ¢ para j suficientemente grande.

Por tanto, si ® tiene la propiedad A, en el infinito, la condicién de
suficiencia en la Proposicién 1.13 se obtiene sélo para una subsucesién (f,,),
pero ésto nos basta para obtener la descripcién de L®(v) dada en la siguiente
proposicion.

Proposicién 1.15. Si & cumple la propiedad Ay en el infinito, entonces

L*(v) = {f e M : ®(|f]) € L'(»)} .

DEMOSTRACION. El espacio L®(v) es orden continuo (Proposicién 1.12),
entonces por el Lema 1.9.b), se tiene

L*() = {f e M pulfxa) =0}

;- lim
livli(A)—0

Si @ tiene la propiedad A, en el infinito, de la Observacién 1.14, se sigue

1°0) = {rem: hm (sl = 0}

[l~(1(A)—0

= {feM:o(f)e L'(»)},

donde la tltima igualdad se deduce de [L1, Theorem 2.6}, que viene a ser el
Lema 1.9.b) aplicado al espacio L*(v). O

Observacién 1.16. Supongamos que ® cumple la propiedad A; en el in-
finito. Entonces, L®(v) = L2(v) si y sélo si L!(v) = LL(v). Luego existen
medidas vectoriales v tales que L®(v) G L2(v), mientras que las funciones
simples son densas en el espacio de Orlicz L®(u) para una medida p posi-
tiva y finita, pues ® cumple la propiedad As. Nétese que si X no contiene
ninguna copia de cy, entonces L. (v) = L'(v) y asi L®(v) = L2 (v).
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Hemos visto que toda funcién v—norma p genera el subespacio de Banach
de funciones E(p,) de L'(v). La cuestién ahora es si cualquier subespacio de
Banach de funciones de L!(v) en el sentido que hemos dado nosotros a este
concepto, se puede generar a través de una funcién v—norma. La respuesta
serd positiva para subespacios orden continuos.

Teorema 1.17. Sea ¥ una o-dlgebra de partes de un congunto 2, X un
espacio de Banach, v: ¥ — X una medida vectorial y A una medida de
control de Rybakov para v. Sea Y un espacio de Banach de funciones orden
continuo sobre (Q,%,)) tal que Y estd continuamente incluido en L'(v).
Entonces eriste una funcién v-norma p tal que Y = E(p,) y ||flly = po(f)
para todo f €Y.

Antes de probar el Teorema 1.17, conozcamos los elementos que entran
en juego.

Sea v: ¥ — X una medida vectorial, Y un subespacio de Banach de
funciones de L'(v) y A = |zjv| una medida de control de Rybakov para v.

Definicién 1.18. Dado z* € X*, definimos el espacio
Y. = {g ey : 9Xfh,=0] =0 /\—e.c.t.} cY',

donde Y’ es el dual de Kéthe de Y (respecto de A) y hy- es la derivada de
Radon-Nikodym de la medida |z*v| respecto de A. En Y. consideramos la
norma y el orden de Y.

Obsérvese que como Y estd continuamente contenido en L'(v) y todo
f € L'(v) es integrable respecto de |z*v]|, se tiene que h,~ € Y,.. El espacio
Y. es un ideal de Y’, es decir, un subespacio vectorial cerrado para el cudl
f € Y]. siempre que |f| < |g| A-e.c.t. para algin g € Y}.. De hecho Y;. es
una banda de Y’ [LT, p. 3].

En general, las funciones simples no estdn incluidas en Y., pues si lo
estuvieran entonces para todo A € ¥ con |z*v|(A) = 0 (o equivalentemente
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hexa = 0 A-e.c.t.) como Xanp,.—o] = 0 A-e.c.t. se tendria que A(A) =
0, es decir, A seria absolutamente continua respecto de |z*v|. De hecho
las funciones simples estdn en Y. si y sélo si A es absolutamente continua
respecto de |z*v|, o equivalentemente Y. = Y’ pues si A(4) = 0 para todo
A € ¥ con |z*v|(A) = 0, dado g € Y, como Sop (g) N [hy+ = 0] es |z*v|-nulo,
se tiene que gx(n,.=0] = 0 A-e.c.t., es decir, g € Y,..

Los ideales Y. nos permitiran definir una funcién v—norma p tal que el
espacio E,(p,) es precisamente Y, el bidual de Kéthe de Y.

Proposicién 1.19. La aplicacidn p: X* x M — [0, 00| definida por

p(z*, f) = sup / lgfldA,

gGBy,

es una funcion v-norma.

DEMOSTRACION. Dado z* € X*, veamos que pg-: M — [0, 00] cumple la
condicién a) de la Definicién 1.1. Si f = 0 |z*v|-e.c.t., entonces su conjunto
soporte Sop(f) cumple que A(Sop(f) N Sop(hy+)) = 0y asi fXsop(n,e) =0
A-e.c.t. Luego fg = 0 A-e.c.t. para todo g € Y. y por tanto pz-(f) = 0.
Reciprocamente, si p,(f) = 0, como h,« € Y!. tenemos que [ |fldlz*v| =
J1flhgsdX = 0y asi f = 0 |z*v|-e.c.t. Esto prueba que p,- cumple la
propiedad al). Se comprueba directamente que p,+ cumple las propiedades
a2)-ad).

Probemos la propiedad a5). Sean f,,f € M talesque 0 < f, T f en
Z°, el complementario de Z € X con |z*v|(Z) = 0, o equivalentemente,
MZ N [hy #0]) =0. Dada g € By, se tiene que 0 < falgl T flg] A-e.ct.,
ya que A(Z N Sop (g)) < MZ N [her # 0]) + A(Sop (g) N [hg» = 0]) = 0. Por
el teorema de convergencia mondétona, tenemos que

[1ssta3= tim [ 1ugler < fim e (5) < (1)

de donde tomando supremo en g € By, se sigue que pg+(fa) 1 par (5.
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Para todo A € I se tiene pg+(x4) < |Ixally, por tanto la propiedad a8)
también se cumple. La propiedad a7) se sigue de

[ 15181z = [ 1A < sl ().

Fijemos f € M. Para todo a € R se tiene que hyyr = |a|hy A-e.c.t.
Esto implica que Y/,. = Y}. para a # 0. Luego ps(az*) = ps(z*) > |a|os(z*)
siempre que 0 < |a| < 1. Por tanto la aplicacién ps: X* — [0, c0] cumple la
propiedad bl) (el caso a = 0 es trivial). También cumple la propiedad b2),

PUES SUD,-cp. Pra(@*) < lIxally- -

Sea p la funcién v-norma definida en la Proposicién 1.19. Para cada
z* € X*, se tiene que

por(f) = sup [ |fgldA < sup / 1£9ldA = pus(F) |

gEBy gEBy
z‘

pues Ym’a = Y’ al ser |z{v| una medida de control de Rybakov para v, con
zy € Bx-. Entonces

pu(f) = sup pee(f) = pay(f) = | flly~

a:‘GBX*
y asi E,(p,) =Y. Luego, el espacio E(p,) no es més que la clausura de las

. . 1"
funciones simples en Y.

De todo lo anterior se deduce la tesis del Teorema 1.17. Si Y es orden
continuo, se tiene que Y’ es orden isométrico a Y* y entonces

| flly = sup /gfd)\‘ = ||flly» paratodo feY .

geByl
Ademss, la orden continuidad implica que las funciones simples son densas

en Y, luego Y es la clausura de las funciones simples en Y” y por tanto
Y =E(p).



CAPITULO 2: L!(v) para v definida sobre un §-anillo.

SECCION 1. En esta seccién repasaremos la teoria de integracién
respecto de medidas vectoriales definidas sobre unas estructuras de conjun-
tos mas débiles que las o—dlgebras, llamadas é—anillos. Esta teoria de in-
tegracién debida a Lewis [L2] y a Masani y Niemi [MN1], [MN2], amplia
la teoria ya conocida para medidas vectoriales definidas sobre o-algebras,
permitiéndonos integrar respecto de un mayor nimero de medidas. '

Un d-anillo es una coleccién R de partes de un conjunto 2, cerrado por
uniones finitas, diferencia e intersecciones numerables de conjuntos. A cada
d-—anillo R se le asocia la o-dlgebra

R ={ACQ: ANB &R paratodo B € R}.

El espacio de funciones reales y medibles sobre (€2, R!*) serd denotado por
M. Las funciones simples se consideran respecto de R'°. Una funcidn R-
simple es una funcién del tipo Y ;.  a;xa, con a; € Ry A; € R. Nétese
que el espacio de las funciones R-simples es precisamente el espacio de las
funciones simples con soporte en R.

Sea R un dé-anillo y A: R =& R una medida numerablemente aditiva,
es decir, Y A(A,) converge a A(UA,) siempre que (A,) sea una sucesién de
conjuntos disjuntos de R tales que UA,, € R. La variacién de A es la medida
numerablemente aditiva |A|: R!¢ — [0,00] definida por

|Al(A) = sup {Z IA(A:)] : (A;) sucesién finita disjunta en R N 2A} ,

[MN1, Definition 2.3, Lemma 2.4]. Una funcién f € M es integrable respecto
de A si |flix = [1fld|A] < oo, donde || es la variacién de A. Identificando
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funciones iguales |A|-e.c.t., el espacio L!(\) de funciones integrables respecto
de A, es un espacio de Banach con norma |- |1, en el que las funciones
R-simples son densas [MN1, Triv.2.15]. Dada una funcién R-simple ¢ =
Yo% aiXa,, la integral de ¢ respecto de A sobre un conjunto A € R!* se
define como [, o dXA = Y"1 a;A(A4;N A). Dada f € L*()), la integral de f
respecto de A sobre A € ’R“’c estd definida por [, f d A = lim [, ©n d A, donde
(¢on) es una sucesién de funciones R-simples que converge a f en L()).

Para cada f € L'()), la funcién de conjuntos Aj: R — R definida
por \f(4) = [, fdA, es una medida numerablemente aditiva con variacién
finita dada por |Xf|(A) = [, |f|d|A] para todo A € R"¢, [MN1, Lemma 2.21,
Corollary 2.24, Theorem 2.32).

Sea R un d-anillo, X un espacio de Banach y v: R — X una medida
vectorial, es decir, ) v(A,) converge a v(UA,) en X, siempre que (A,) sea
una sucesién de conjuntos disjuntos de R tal que UA, € R. La semivariacion
de v es la funcién de conjuntos definida sobre R' por

[¥lI(A4) = sup {|z*¥|(4) : " € Bx-} ,

donde |z*v| es la variacién de la medida z*v: R — R. La semivariacién
de v es una funcién monédtona creciente, numerablemente subaditiva, finita
sobre R y para todo A € R!"® cumple

SII(4) <suwp {[w(B)llx : BeRN24} < W(4),  (21)

[MN2, Lemma 3.4, Corollary 3.5]. En vista de (2.1), la medida vectorial
v es acotada si y sélo si ||v||(Q) < co. Un conjunto A € R es v—-nulo
si [|[v[|(4) = 0, o equivalentemente si ¥(B) = 0 para todo B € RN 24,
Una propiedad se cumple v—e.c.t. si se cumple excepto en los puntos de un
conjunto v—nulo.

Denotamos por L} (v) al espacio de funciones de M que son integrables
respecto de z*v, para todo z* € X*, identificando funciones iguales v—e.c.t.
El espacio L (v) es un espacio de Banach con la norma

17, = sup / Fldlz*]

ZEx*



Capitulo 2 27

que contiene a las funciones R-simples y en el que la convergencia de una
sucesién en norma || - ||, implica la convergencia de una subsucesién v—e.c.t.
[MN2, Lemma 3.13].

El espacio L. (v) dotado del orden v-e.c.t. (ie. f > 0si f > 0 v—e.c.t.),
es un reticulo de Banach. Ademés es un ideal de funciones medibles, es
decir, dadas f € M y g € L. (v), tales que |f]| < |g| v—e.c.t., se tiene que
f e Ly).

Una funcién f € LL(v) es integrable respecto de v si cumple que para
todo A € R existe un vector [, fdv € X tal que

z* (/ fdu) = / f dx*v para todo z* € X™*.
A A

Cuando A = , escribiremos [ fdv en lugar de [, fdv.

Denotamos por L!(v) al espacio de funciones integrables respecto de v,
donde funciones iguales v-e.c.t. estdn identificadas. Toda funcién R-simple
© = Y i, aiXa; es integrable respecto de v con [, pdv =3 a;v(A;i N A)
para todo A € R"°. El espacio L*(v) es un espacio de Banach con la norma
Il 1l,, en el que las funciones R-simples son densas, [MN2, Theorem 4.7].
Ademss, L!'(v) es un reticulo de Banach con el orden v—e.c.t.

El espacio L'(v) coincide con L (v) cuando X no contiene ningin sub-
espacio isomorfo a ¢ [L2, Theorem 5.1].

El operador integacién, definido por f € L'(v) = [ fdv € X, es lineal
y continuo, cumpliendo

| [ e, <, (22

Dada f € L!(v), la funcién de conjuntos

AER’“C—)I/f(A)=/de€X (2.3)
A
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es una medida vectorial sobre el o-3lgebra R!°°, con semivariacién ||v||(4) =
[lfxall, para todo A € R [L2, Theorem 3.2], [MN2, Theorem 4.4].

Para cada f € L'(v), aplicando las desigualdades dadas en (2.1) a la
medida vectorial v¢ y al conjunto total €, se tiene que

W < =swp{]| [ rar], - aem}<isl,. 24

Por tanto, ||| - |||, es una norma en L!(v) equivalente a || - ||,-

Lewis prueba el siguiente teorema de convergencia dominada [L2, Theo-
rem 3.3]:

Dada una sucesién (f,) en L'(v) que converge v-e.c.t. a una funcién f
y tal que |f,| < g para todo n, para alguna g € L!(v), entonces f € L'(v) y
(fn) converge a f en L!(v).

De este teorema se deduce que L*(v) es un reticulo de Banach orden continuo.
Ademds, L!(v) es un ideal de funciones medibles [MN2, Theorem 4.10].

Contrariamente a lo que sucede con medidas vectoriales definidas sobre
o-algebras, las medidas vectoriales definidas sobre é—anillos pueden ser no
acotadas.

Ejemplo 2.1. Sea R el é-anillo de los conjuntos de Borel de R con medida
de Lebesgue m finita. Para 1 < p < 00, la medida vectorial v: R — LP(R)
definida por v(A) = x4 es no acotada, ya que ||v(A4)], = m(A)Y? para
todo A € R. En este caso, ||¢||, = ||¢|l, para toda funcién R-simple ¢ y
como las funciones R-simples son densas en L'(v) y en LP(R), se tiene que
L'(v) = LP(R). Ademds L!(v) = L} (v), ya que LP(R) no contiene ningin
subespacio isomorfo a cg.

Dada una medida vectorial v definida sobre un J—anillo R de partes
de Q, al ser L'(v) un ideal de funciones medibles, se tiene que el espacio
de las funciones medibles y acotadas est4 contenido en L'(v) si y sblo si
Xa € L*(v). Este hecho no se cumple si v es no acotada, pues en este caso
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xa ni siquiera pertenece a L. (v) al ser ||v||(2) = ||xall, = oo. Por tanto,
las funciones medibles y acotadas pueden ser no integrables respecto de v.
Dada una funcién f medible y acotada, si su conjunto soporte Sop(f) tiene
semivariacién finita, o equivalentemente Xsop(s) € L%, (v), entonces f € L (v)
con

111, < Il (Sop(£)) - 1flleo -

Si adem4s xsop(s) €8 integrable respecto de v, entonces f € L*(v).

Curbera prueba en [C2, Theorem 8] que la clase de los reticulos de Banach
orden continuos que tienen unidad débil coincide con la clase de los espacios
obtenidos como L! de una medida vectorial definida sobre una o-4lgebra.
Los espacios L!(v) con v medida vectorial definida sobre un d-anillo, pueden
carecer de unidad débil, como muestra el préximo ejemplo, aunque siguen
siendo reticulos de Banach orden continuos. De hecho, se caracterizan me-
diante estos tdltimos, pues Curbera prueba en [C1, p.22-23] que para todo
reticulo de Banach E orden continuo, existe una medida vectorial v definida
sobre un ¢—anillo, tal que E es orden isométrico a L'(v).

Ejemplo 2.2. Sea I' un conjunto abstracto y R el é—anillo formado por
todas las partes finitas de I'. En este caso tenemos que R = 2T y M es
el espacio de todas las funciones f: I’ — R. Dado p € [1, 00|, denotamos
Xp = (T) para p < 00 y X, = ¢o(T") para p = co. Consideramos la medida,
vectorial v: R — X, definida por

v(4) = Zev ;

YEA

donde e, es la funcién caracteristica del punto v € I'. El dnico conjunto
v-nulo es el conjunto vacio. Cada z* € X estd identificado con un elemento
(Z4)yer € £4(T), donde 1/p 4 1/¢ = 1. Entonces, z*v(A) = 3 4Ty ¥
|z*v|(A) = 3, c 4 |z4| para todo A € R. Para p < oo, el espacio X, = £(T')
no contiene ningiin subespacio isomorfo a co, luego L. (v) = L*(v). En este
caso, dada una funcién R-simple ¢, para cada z* = (z,)yer € X, se tiene

que
[ 1etdiz™sl = S oz < (Zletr) e

*
Xp7
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luego

lello < (S lenP) " = 13- ete, _— ”/wdv

y por (2.2) |l¢ll, = ||¢llerry. Por tanto, al ser las funciones R-simples densas
en £(I'), se tiene que L!(v) = ¢(I'). Supongamos ahora que p = co. Dado
f € M, cada 1* = (z,),er € X, tiene soporte numerable y cumple

[ 191zt = 1l < ol

()’

*
X3

luego
£ = / Fldlesv] < [I£ll < [Iflloo para todoy € T,

es decir, ||fll, = ||fllc. Por tanto, L. (v) = ¢*(I'). Las funciones R-
simples son densas en ¢y(I'), entonces L!(v) = ¢o(T"). En particular, L*(v)
es un subespacio propio de L} (v). En cualquier caso, 1 < p < oo, como
cada elemento de X, tiene soporte numerable, el espacio L!(v) = X,, tendrd
unidad débil si y sélo si I es numerable.

La siguiente proposicién nos da una condicién equivalente a la integra-
bilidad de una funcién respecto de una medida vectorial definida sobre un
d—anillo. Esta condicién, que no aparece en los trabajos de Lewis [L2] ni de
Masani y Niemi [MN2], es una extensién de la definicién de funcién integrable
dada por Bartle, Dunford y Schwartz para medidas vectoriales definidas sobre
o-élgebras, [BDS, Definition 2.5].

Proposicién 2.3. Sea R un §-anillo, X un espacio de Banachy v: R - X
una medida vectorial. Una funcidn f € M es integrable respecto de v st y
s6lo si existe una sucesion (¢,) de funciones R-simples cumpliendo

1) (pn) converge a f v-e.c.t.
2) (fA gondu) converge en la norma de X para todo A € R°.
DEMOSTRACION. La condicién de necesidad se obtiene tomando una

sucesién de funciones R-simples que converjan a f en norma de L'(v) y
v—e.c.t., y usando la continuidad del operador integracién.
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Supongamos que ((,) es una sucesién de funciones R-simples cumpliendo
1) y 2). Para ver que f es integrable respecto de v, basta probar que (¢,) es
sucesién de Cauchy en L(v), ya que en ese caso () converge a g en L(v)
para alguna g € L!(v) y alguna subsucesién de (p,) converge a g v-e.c.t.,
luego 1) implica que f = g v-e.c.t. y asi f € L!(v).

Para cada n € N, consideremos las medidas vectoriales v,: R'® — X
definidas por v,(A) = [, pndv. Sea A, = |z}v,| una medida de control de
Rybakov para v,, siendo z}; € Bx-. Tomando la medida finita no negativa
M= anl 57(/?’\("@-4_—1), para cada n fijo se cumple lim,(ay—0 ||n(4)||x = 0.
Este hecho junto con la condicién 2), son las hipétesis del teorema de Vitali-
Hahn-Saks (ver [DU, Corollary 1.5.6]) que nos asegura la uniformidad res-
pecto de n del limite anterior. Luego, dado € > 0 existe § > 0 tal que para
todo n > 1 y para todo A € R con u(A) < &, se tiene que

| [ ont], = malix <. 25)

Tomamos los conjuntos B,, = ﬂ;-"zlgo;l({O}) y B = Nm>1Bm. Como
p(Bm\B) — 0 cuando m — oo, existe m; tal que pu(Bms\B) < 6/2.

Por otro lado, la condicién 1) implica que ¢, — f p—e.c.t., cuando
n — o0, ya que todo conjunto v-nulo es y—nulo. Por el teorema de Egoroff,
obtenemos un conjunto Z; con u(Z;) < §/2 tal que ¢, — f uniformemente
en Z§ (conjunto complementario de Z;). Entonces, teniendo en cuenta que
By, € Ry asi ||[v]|(Bg,) < 0o, se tiene que existe ns tal que

£
I(f - ‘Pn)XZ“;”oo < 50+ “V“(Bfn‘;)) )

para todo n > n;. Por tanto, para todo m,n > ns y para todo D € R, se
tiene

| g, = 2l

IN

H((pn - (pm)XZf,’nB,an ”u

1(pn = Pm)xzgllso - IV1(BE) <

IN
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Denotamos H; = Zs U By,,. Nétese que ¢,xp = 0 para cualquier n € N y
p(Hs\B) < pu(Z5) + u(Bms\B) < % + % = §. Entonces, para todo m,n € N
y para todo D € R'°, se sigue de (2.5)

|l =] [ onmomia] <22

Por tanto, se tiene que || [,(¢n — gm)dv||x < 3¢ para todo n,m > ns y
D € R¢. Por (2.4) se concluye ||¢, — ¢m|l, < 6¢, para todo n,m > ng, es
decir, (¢,) es sucesién de Cauchy en L'(v). Luego f € L*(v). O

Observacién 2.4. En la prueba de la Proposicién 2.3, se obtiene que si
f € My (pn) es una sucesién de funciones R-simples tales que ¢, — f
v-e.c.t. y (f, ondv) converge en X para todo A € R'¢, entonces f € L!(v)
Y ¢n — f en L'(v). En particular, f, pdv — [, fdv para todo A € R

SECCION 2. Las propiedades de una medida vectorial v definida sobre
un d-anillo R influyen sobre el espacio L!(v). En esta seccién estudiaremos
como afectan la aditividad fuerte y la o—finitud con respecto a R de v, a las
propiedades reticulares de L!(v).

Sea R un d-anillo de subconjuntos de 2, X un espacio de Banach y
v: R - X una medida vectorial. La medida v es fuertemente aditiva si
(v(A,)) converge a cero siempre que (A,) sea una sucesién disjunta en R.
Obsérvese que v es fuertemente aditiva si y solo si Y | v(A,) converge incondi-
cionalmente para toda sucesién disjunta (4,) en R, [BD, Section 1].

La medida v: R — X es o—finita respecto de R, o abreviadamente o—
finita, si existe una sucesién (A4,) en R y un conjunto v-nulo N € R"* tal
que Q = (UA,) U N. Es obvio que toda medida vectorial definida sobre una
o—algebra, es fuertemente aditiva y o—finita.

Toda medida vectorial definida sobre un é—anillo que sea fuertemente adi-
tiva es o—-finita, [BD, Lemma 1.1]. El reciproco no se cumple, como muestra
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el Ejemplo 2.1.

Sea R un d-anillo y v: R — X una medida vectorial, siguiendo [BD,
Section 2] diremos que una medida numerablemente aditiva A: R — [0, o0]
es medida de control para v , si cumple

1) limyayo [lv(A)[lx =0,
2) todo conjunto v—nulo de R!*° es A-nulo.

Obsérvese la diferencia entre esta definicién y la correspondiente al caso de
o—algebras.

El espacio L' de una medida vectorial definida sobre una o—4lgebra,
puede ser dotado de estructura de espacio de Banach de funciones a través
de una medida de control de Rybakov. Desafortunadamente, este hecho
no se extiende a medidas vectoriales definidas sobre d—anillos, pues estas
medidas pueden carecer de medida de control de Rybakov. En el Ejemplo
2.2, para p > 1 y I' no numerable, dado z* = (z,)yer € X, vimos que
|z*v[(A) = 3_.c4 |24| para todo A € R. Como z* € £4(T") y g < 00, se tiene
que I = {7y €I': z, # 0} es numerable. Entonces, todo A C I'\7 no vacio y
finito cumple |z*v|(A) = 0, mientras que A no es v—nulo. Luego, |z*v| no es
medida de control de Rybakov para v. En cambio, en el mismo ejemplo para
p =1, tomando zj = (1),er € £*(T) se tiene que |zjv|(A) = X .41 para
todo A € R, es decir, |z3v| es la medida cardinal. Luego |zjv| es medida de
control de Rybakov para v. En este caso, L!(v) es un espacio de Banach de
funciones respecto de (I', R'¢, |z§v|). Nétese que consideramos un espacio de
Banach de funciones respecto de un espacio de medida no o-finita definido en
el sentido de Lindenstrauss y Tzafriri, de la misma manera que para medidas
o—finitas.

En realidad, ni siquiera podemos asegurar (para medidas no fuertemente
aditivas) la existencia de medida de control. Sin embargo, se puede salvar
este problema considerando el limite de la condicién 1) en la definicién de
medida de control, como un limite local.

Una medida numerablemente aditiva A: R — [0, 00] es medida de control
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local para v ([BD, Section 2]) si cumple
I’) limac, aa)—0 ||[¥(A4)||x = 0 para cada B € R.
2) todo conjunto v-nulo de R'¢ es A-nulo.

La dependencia del limite en 1’) de cada conjunto B € R, estd justificada
en [MN1, p.231-232]. La condicién 1’) es precisamente la definicién dada en
[MN1, Definition 2.36] para v absolutamente continua respecto de A sobre
R, y equivale a que v¥(A) = 0 siempre que A € R con A\(A) = 0 [MN2,
Proposition 3.6]. Por (2.1), ésto ocurre si y sélo si todo conjunto A-nulo de
R!¢ es v-nulo. Las condiciones 1) y 1°) coinciden cuando v estd definida
sobre una o—algebra.

Como ya adelantidbamos, toda medida vectorial fuertemente aditiva tiene
medida de control. De hecho, este resultado es vélido para medidas vecto-
riales definidas sobre un anillo. La préxima proposicién recoge diversos re-
sultados que muestran condiciones equivalentes a la aditividad fuerte de una
medida vectorial definida sobre un anillo.

Proposicién 2.5. Sea R un anillo de subconjuntos de Q, X un espacio de
Banach y v: R — X una medida vectorial. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

a) La medida v es fuertemente aditiva.

b) Eziste una o-dlgebra ¥ y una medida vectorial U: ¥ — X tal que
R CX yi(A) =v(A) para todo A € R (i.e. U extiende av).

¢) Eziste una medida de control acotada para v.

St alguna de las condiciones anteriores se cumple, entonces podemos tomar
una medida de control acotada para v del tipo |ziv| para cierto 3 € Bx-.

DEMOSTRACION. La equivalencia de a) y c) fue probada por Brooks en
[B, Theorem 2].

Kluvanek prueba que a) es equivalente a la existencia de una medida
vectorial 7: o(R) — X que extiende a v, siendo o(R) el o-anillo generado
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por R, [K, Theorem on Extrension]. En este caso, por aplicacién del lema
de Zorn, en [BD, Lemma 1.1] se prueba que v es o-finita, es decir, existe
una sucesién (A,) contenida en R tal que N = Q\ U A4, es un conjunto v-
nulo en el sentido de que v(A4) = 0 para todo A € R N 2Y. Consideremos
la o—édlgebra ¥ = {AUB: A € ¢(R) y B C N}. Teniendo en cuenta que
7(A) = 0 para todo conjunto A € o(R) v-nulo, se sigue que la funcién de
conjuntos o: ¥ — X dada por (AU B) = i#(A), estd bien definida y es una
medida vectorial que extiende a v. Por tanto a) y b) son equivalentes.

Supongamos que se cumplen las condiciones a)—c). Sea |z}7| una medida
de control de Rybakov para la medida vectorial 7 dada en b). Puesto que
|zgv] < |zgP|, alcanzdndose la igualdad sobre R, se tiene que |zjv| es medida
de control para v, acotada al serlo |z}7|. O

Aplicando la Proposicién 2.5 al caso de una medida vectorial definida
sobre un d-anillo obtenemos los siguientes resultados.

Teorema 2.6. Sea R un §-anillo de subconjuntos de 2, X un espacio de
Banach y v: R = X una medida vectorial. Se cumple:

a) Siv es fuertemente aditiva entonces L1(v) coincide con L} (D), donde
U: Rl — X es una medida vectorial que extiende a v.

b) La medida vectorial v es fuertemente aditiva si y sélo si xq € L'(v).

¢) Siv es fuertemente aditiva entonces L'(v) es un espacio de Banach de
funciones respecto del espacio de medida (Q,R"°, |zjv|), donde |ziv|
es una medida de control acotada para v, para cierto zy € Bx-.

DEMOSTRACION. Supongamos que v es fuertemente aditiva. Al ser R un
d-anillo y asi R es o—4lgebra, en la prueba de la Proposicién 2.5 tenemos
que N € R, g(R) Cc R C £y 0: R — X es una medida vectorial
que extiende a v. Nétese que los conjuntos o-nulos y los v—nulos coinciden.
Para toda funcién R-simple ¢ tenemos que |¢||, = ||¢||s- Entonces L!(v)
coincidira con L'(?) si las funciones R-simples son densas en L'(#). En la
prueba de la Proposicién 2.5 obtenemos que Q = (UA,) UN con 4, € R
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y N € R y-nulo, es decir, v es o-finita. Sea 0 < f € L}(¥) y (3,) una
sucesién de funciones simples tales que 0 < v, 1 f. Para cada n fijo se cumple
que pp, = zanU;n=1 4; T ¥n v-e.c.t., o equivalentemente J—e.c.t. Por la orden
continuidad de L!(P), se tiene que dado € > 0 existen n, y m, = meg(n.),
tales que

If = emlls < If = dbn.lls + llvbn, — ¢ lls <&

Como ¢}, es funcién R-simple para todo m,n, se tiene que las funciones
R-simples son densas en L*(9). Luego se cumple a).

Probemos b). Si v es fuertemente aditiva, por la condicién a) tenemos
que existe una medida vectorial ©: R — X que extiende a v y tal que
LY(9) = LY(v). Como xq € L}(D) al estar i definida sobre una o—4lgebra,
entonces X € L!(v). Reciprocamente, si xq € L!(v), por (2.3) la funcién de
conjuntos

AGR’°°—>D(A)=/XndVeX
A

es una medida vectorial que extiende a v. Entonces, de la Proposicién 2.5 se
sigue que v es fuertemente aditiva.

Observemos que si v es fuertemente aditiva, por la Proposicién 2.5, existe
una medida de control acotada para v del tipo |zjv| con zo € Bx-, que estd
definida sobre R' al ser la variacién de la medida zjv: R — R. Ademss,
se tiene que L'(v) est4 continuamente contenido en L!'(|z{v|), L!(v) es un
ideal de funciones medibles respecto del orden [zjv|-e.c.t., al serlo respecto
del orden v-e.c.t. y x4 € L*(v) para todo A € R, pues xo € L*(v). Luego
se cumple la propiedad c). ]

Como consecuencia del Teorema 2.6, obtenemos que dada una medida
vectorial v definida sobre un d—anillo, las funciones medibles y acotadas estan
contenidas en L(v) si y sélo si v es fuertemente aditiva.

Toda medida vectorial v fuertemente aditiva es acotada, pues en ese caso
xa € L'(v) y en particular ||v||(£2) = ||xall, < co. Una prueba més clasica
de este hecho es, por reduccién al absurdo, suponer que ||v||(Q2) = ooy
entonces, como la semivariacién de v es subaditiva y finita sobre conjuntos
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de R, hallamos una sucesién {A,) C R de conjuntos disjuntos con ||v(A.)|| >
n. El Ejemplo 2.2 para p = oo, muestra una medida acotada v que no es
fuertemente aditiva, ya que ||v(A)|lc = 1 para todo conjunto A € R no
vacio.

Como ya hemos senalado, de (2.1) se sigue que una medida vectorial v es
acotada si y sélo si ||v]|(Q) = ||xall. < o0, lo que equivale a que xq € LL(v).
Luego si X es un espacio de Banach que no contiene ningin subespacio
isomorfo a ¢y, toda medida vectorial v: R — X definida sobre un d-anillo
R, cumple que L'(v) = LL(v) y por tanto v es acotada si y sélo si es
fuertemente aditiva.

La medida vectorial v dada en el Ejemplo 2.2, para cualquier p € [1, 0],
es o—finita si y sélo si I' es numerable. En el caso p = oo, v es acotada.
Para p < oo y I infinito, v es no acotada. Es decir, no existe relacién entre
acotacion y o—finitud.

Obsérvese que si v es fuertemente aditiva, xo € L' () es una unidad débil
de L*(v). El siguiente resultado muestra que la o—finitud de v equivale a la
existencia de unidad débil para L!(v). En este caso, sélo podemos garantizar
la existencia de una medida de control local para v.

Teorema 2.7. Sea R un d—anillo de subconjuntos de €2, X un espacio de
Banach y v: R = X una medida vectorial. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

a) La medida v es o—finita.

b) El espacio L'(v) tiene unidad débil.

¢) Eziste una medida de control local acotada para v.
DEMOSTRACION. Siv es o—finita, existen A, € Ry N € ’R’:c v-nulo tales
que Q = (UA,) U N. Entonces la serie 3 (2*([|¥||(An) + 1)) x4. converge

en L'(v) y su suma g es unidad débil en L!(v), pues g~*({0}) = N es v-nulo.
Por tanto a) implica b).
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Probemos que b) implica ¢). Sea g una unidad débil en L}(v). Como
g € L'(v), se sigue que la funcién de conjuntos v,: R — X definida por
vg(A) = [, gdv es una medida vectorial. Sea A = |z}v,| una medida de
control de Rybakov para v,, donde z}, € Bx-. Un conjunto A € R! es
A—nulo si y sélo si ||gxall, = [|vl|(A) = 0, es decir, gxa = 0 v—e.c.t., lo que
equivale a que A sea v-nulo, ya que g~*({0}) es v—nulo. Por tanto X es una
medida de control local acotada para v.

Supongamos que A: R — [0,00) es una medida de control local acotada
para v. Entonces |A|(€) = sup ¢z |A|(4) < 0o. Luego existe una sucesién
(An) de conjuntos de R tales que |M\(Q\4n) < 1/nyasi Q = (UA,)UN
donde N = Q\(UA,) es A-nulo o equivalentemente v—nulo, es decir, v es
o-finita. Por tanto c) implica a). O

Observacién 2.8. Dada una medida vectorial v: R — X o-finita, en la
prueba del Teorema 2.7, al ser g una unidad débil de L'(v), se tiene que
lztvgl(A) = [, gd|ziv| = 0siy sélo si |z§v|(A) = 0, luego |zfv| es también
una medida de control local para v, aunque en este caso (si v es no acotada)
no podemos asegurar que sea acotada. Ademds, L'(v) serd un espacio de
Banach de funciones respecto de (2, R%, |zjv|), si para todo A € R con
lzgv|(A) < oo se cumple que x4 € L'(v). Desafortunadamente, existen
medidas vectoriales v que no cumplen esta propiedad. En el Ejemplo 2.2
para p = 0o y I' numerable e infinito, se tiene que |z*v|(A4) = 3_ 4 |Z4] < 00
para todo z* = (z,) € £(T) y para todo A € R'"°, mientras que xr ¢
L'(v) = ¢(T). Por tanto L*(v) no es espacio de Banach de funciones respecto
de ningtin (I', R, |z*v|). Sin embargo, para cualquier p € [1,00] (incluso
con I' no numerable) la medida cardinal A: R — [0,00) es una medida de
control para v tal que L'(v) es un espacio de Banach de funciones respecto
de (T, R, |A].

Dada una medida vectorial v: R — X o—finita y no fuertemente aditiva,
no podemos asegurar que L'(v) sea un espacio de Banach de funciones res-
pecto de algtin espacio de medida (Q, R"¢, \), con A medida de control local
para v. Aunque por el Teorema 2.7, L!(v) es un reticulo de Banach orden
continuo con unidad débil y por tanto existe un espacio de medida (S, X, p1)
y un espacio de Banach de funciones Y respecto de (S, Z, u) tal que L'(v)
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es orden isométrico a Y, [LT, Theorem 1.b.14]. Adn m4s, L'(v) es orden
isométrico al espacio L'(9) para la medida vectorial 7: & — Y definida por
U(A) = xa, [C2, Theorem 8]. La medida © es un tanto imprecisa al serlo Y y
el espacio de medida (5,3, ). El siguiente resultado da una representacién
de L'(v) como un espacio L' de una medida vectorial més precisa definida
sobre la o—4lgebra R!°¢ y con valores en X.

Teorema 2.9. En las mismas condiciones del Teorema 2.7, si v es o—finita,
entonces L'(v) es orden isométrico a L'(v,), donde v,: R — X es la

medida vectorial definida por vy(A) = [, gdv, siendo g una unidad débil en
L(v).

DEMOSTRACION. Dada una funcién simple ¢ = 37 a;xa, con (4;)
conjuntos disjuntos de R'*, se tiene que gp € L*(v) y

[ teldiavel = S ledizld) = > lod [ adesi = [ sl

para todo z* € X*. Luego |loll,, = |lgplls. Sea f € L' (vy) y (¢n) una
sucesién de funciones simples que converge a f en la norma de L'(y,) y
ve—e.c.t. Entonces (gy,) es una sucesién de Cauchy en L'(v) y por tanto
converge en norma a cierta funcién h € L!(v). Ademds, existe una sub-
sucesi6n (gyn, ) que converge a h v-e.c.t., 0 equivalentemente v,—e.c.t., luego

gf =he L'v) y lgflly = | Flly,-

Veamos que si b € L'(v) entonces h/g € L'(v,). Supongamos que h > 0
y sea (¢n) una sucesién de funciones simples y positivas creciente a h/g.
Entonces (gyn) crece a h, y por orden continuidad, (gy,) converge a h en
L'(v). Esto implica que (@,) es sucesién de Cauchy en L!(v,), entonces
converge en norma a una funcién f € L'(v,) y existe una subsucesién (¢y,)
tal que converge a f y,~e.c.t. Luego f = h/g € L(v,).

Por tanto, el operador T': L'(v,) — L*(v) dado-por T(f) = gf, es una
orden isometria. La inyectividad y la conservacién del orden se deducen

facilmente del hecho de que los conjuntos v—nulos y los v;—nulos coinciden.
O
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Brooks y Dinculeanu prueban que toda medida vectorial v definida sobre
un é-anillo (sin propiedades afiadidas), tiene una medida de control local
A: R — [0,00], [BD, Theorem 3.2]. Por el Teorema 2.7, si v no es o—finita,
entonces A debe ser no acotada.

Al ser L'(v) un reticulo de Banach orden continuo, se puede representar
como una suma directa incondicional de una familia de ideales disjuntos,
cada uno de ellos con unidad débil, [LT, Proposition 1.a.9]. Ademds, por
[C2, Theorem 8], cada uno de estos ideales es el espacio L' de una medida
vectorial definida sobre una o—algebra. El préximo resultado precisa una de
estas representaciones.

Teorema 2.10. Sea R un d-anillo de subconjuntos de Q, X un espacio
de Banach y v: R — X una medida vectorial. El espacio L'(v) se puede
descomponer en una suma directa incondicional de una familia de ideales
disjuntos, cada uno de ellos orden isométrico a un espacio L'(va), donde
cada v4 es la medida vectorial v restringida a una o—dlgebra del tipo ANR
para algin A € R.

DEMOSTRACION. En la prueba de [BD, Theorem 3.2], se establece la
existencia de una familia maximal {A, : « € A} de conjuntos no v—nulos de
R, tales que A, N Ag es v—nulo si o # . Para cada oo € A, consideramos
la clase de conjuntos Ry, = A, NR = {B € R: B C Ay}. Alser R un
d—anillo, R, también lo es y como ademds A, € R,, se tiene que R, es una
o—algebra de subconjuntos de A,. Sea v4: Ro — X la restriccién de v a la
o-édlgebra R, y sea Ay = |z%v,| una medida de control de Rybakov para v,.
Para cada B € R, se prueba que A\ (B N A,) = 0 para todo oo € A, salvo
para un conjunto numerable de indices. Entonces, la funcién de conjuntos
A: R — [0,00] definida por A(A) = Y A Aa(A N A,), es una medida de
control local para v.

acA

Consideramos las proyecciones lineales y acotadas P,: L*(v) — L*(v)
dadas por Po(f) = fxa,. Obsérvese que (Pa(L*(v))) ., s una familia de
ideales (cerrados) disjuntos de L'(v). Sea f € L*(v) y (¢n) una sucesién
de funciones R-simples que converge a f en la norma de L'(v) y v-e.c.t.
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Para cada n, sea I, C A un conjunto numerable tal que g,x4, = 0 v—e.c.t.
para todo o ¢ I,. Entonces fxa, = 0 v-e.c.t. para todo o & I, siendo
I = UypI, numerable. Luego f = ) .; fxa, v-e.ct. y la suma converge
incondicionalmente en L!(v) por la orden continuidad de L*(v). Por tanto
f estd representada de manera inica como suma directa incondicional de
elementos de (Pa(L'(v))), ... Cada espacio Po(L'(v)) es orden isométrico
a L'(v,), via restriccién al conjunto A,. W

Finalizamos el capitulo analizando varios ejemplos de medidas vectoriales
definidas sobre d—anillos. El primero es una generalizacién de Ejemplo 2.2.

Ejemplo 2.11. Sea I' un conjunto abstracto, X un espacio de Banach y
(%4)yer una familia de elementos no nulos de X. Tomamos el d-anillo R de
los subconjuntos finitos de I' y consideramos la medida vectorial v: R = X

definida por
v(A) = Zx., .

Y€A

Observamos que R'*® = 2T y que el tnico conjunto v—nulo es el conjunto
vacio. Por tanto v es o-finita si y sélo si I' es numerable. Si ' es no nu-
merable, entonces v no es fuertemente aditiva. En el caso de que I' sea
numerable, entonces v es fuertemente aditiva si y sélo si ) = s incondi-
cionalmente convergente. En cualquier caso (I" numerable o no numerable),
v es acotada si y sélo si |z*v|(I") < co para cada z* € X* (i.e. xr € Ly (v)),
o equivalentemente si ) |[z*(z,)| converge para cada z* € X*, es decir, ) 2
es débilmente incondicionalmente de Cauchy.

El espacio L (v) es el espacio de funciones f: ' — R tales que Y, f(7)z,
es débilmente incondicionalmente de Cauchy, ya que f € LL(v) si y sélo si
[ 1fldlz*v| < oo para todo z* € X* y [|fld|z*v| > X |f(v;)l|z*(2,;)| para
todo (v;) C T.

Veamos que el espacio L'(v) es el espacio de funciones f: I' = R tales
que Y. f(7)z es incondicionalmente convergente. Si ¢ es una funcién R—
simple, se tiene que [@dv = Y @(y)z,. Sea f € L'(v) y sea (¢,) una
sucesién de funciones R-simples convergiendo a f en L'(v) y v—e.c.t. El
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soporte de f estd contenido en la unién de los soportes de ¢,, luego es un
conjunto numerable (v;). Entonces f =Y f(7;)e,,, donde e, es la funcién
caracteristica del punto . La orden continuidad de L*(v) implica que la
serie converge incondicionalmente en L'(v). Para cualquier subsucesién (7y;)
tenemos

|3 o),
j=n

1 (S tompen o] =[S min,

Por tanto, la serie ), f(v)z. es incondicionalmente convergente en X. Supon-
gamos ahora que ) f(v)z, es incondicionalmente convergente en X. Como
T, es no nulo para todo v, el soporte de f ha de ser numerable {v;}. Las
funciones R-simples ¢, = }%_, f(7;)e,; convergen puntualmente a f. Para
cualquier A € R*¢, ( [, pndv) converge en X, ya que

| [ on=mas|_=| > fee

Jj=n+l1,7;€A

v

o
Por tanto, de la Proposicién 2.3 se sigue que f € L*(v).

Por tltimo, observemos que el espacio L!(v) es un espacio de Banach
de funciones respecto de ([, R%, )), donde A: R — [0,00] es la medida
cardinal.

En los siguientes ejemplos estudiaremos algunas medidas vectoriales aso-
ciadas a operadores clasicos.

Ejemplo 2.12. Dado p € [1,00), consideramos un isomorfismo cualquiera
T: L’(R) — LP(R). Sea R el d-anillo de los subconjuntos de Borel de R
con medida de Lebesgue m finita. Entonces R es la o—algebra de todos los
subconjuntos de Borel de R. La funcién de conjuntos v: R — LP(R) definida
por v(A) = T(x4), es una medida vectorial o—finita. Ademés L} (v) = L*(v),
ya que LP(R) no contiene ningdn subespacio isomorfo a ¢;. Al ser T un
isomorfismo, para toda funcién R-simple ¢ se tiene

il 1Tl = | [ oa], < Tl - @9



Capitulo 2 43

Entonces, de (2.4) se sigue que [T lgl, < fl¢ll, < 271l En parti-
cular, los conjuntos v—nulos coinciden con los m~nulos. Luego, la densidad de
las funciones R-simples en ambos espacios L!(v) y LP(R), implica que L'(v)
es orden isomorfo a LP(R). Por (2.6) tenemos que ||T‘1||"IHXAH,, < |lv(4)]l,

para todo A € R, por tanto v no es ni acotada y ni fuertemente aditiva.

Algunos ejemplos de isomorfismos T': LP(R) — L?(R) son:

(I) El operador multiplicacién por una funcién ¢ € L*(R) tal que 1/p €
L*>(R).

(II) El operador dilatacién por un factor a > 0, es decir, T'f(z) = f(az)
para z € R.

(IIT) La transformada de Hilbert H para p > 1 (ver [Ste]), definida por el
valor principal integral

IO 4
Tz—1

HN)@ =~ [

—o0

Ejemplo 2.13. Sea ¢: [0,00) — [0,00) una funcién integrable y V el ope-
rador de Volterra de convolucién definido por

V(f)(@) = / “o(e - 1) W)y,

para f € M tal que exista la integral m-e.c.t. z € [0, 00), siendo m la medida
de Lebesgue. Este operador ha sido estudiado por Curbera en [C5] para el
intervalo [0, 1]. Sea R el d-anillo de los subconjuntos de Borel de {0, c0) con
medida de Lebesgue finita y R'¢ la 0—-4lgebra de todos los subconjuntos de
Borel de [0, 00).

El operador V est4 definido sobre f = x4, con A € R, ya que ¢ es
integrable. Ademds, si A € R se tiene que V(xa) € (L' N L*)[0, 00), con

V(xa)lls = /0 V) @)de = m(A) |6l
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V(xa)llo = sup V(xa)(z) < |lol]: -

Consideremos la funcién de conjuntos v: R — (L! N L*®)[0,00) dada
por v(A) = V(x4). Veamos que v es medida vectorial (i.e. numerablemente
aditiva). Para ello basta probar que ||v(A)||e — 0 cuando m(A) — 0, pues
en ese caso, dada una sucesién (A,) de conjuntos disjuntos de R tales que
UA, € R, como m(H,) — 0, siendo H, = U;>n4;, se tiene que

HI/(UAn) - i I/(Aj)‘

i=l1

= max {|[v(Hu)|1, [v(Ha)lloo }

LinLe>

= max {m(Ha)|| |1, lv(Hn)llo} — 0 -

Al ser ¢ integrable, se cumple que

(Al = SUP/ d(z — y)xaly)dy = sup/ #(s)ds — 0
20 Jo (z—A)N[0,z}

z>0

cuando m(A) — 0, ya que m((z — 4) N[0, z]) < m(A) para todo z > 0.

Sea X un espacio invariante por reordenamiento sobre [0,00). Como
(L*NL*®)[0, o) est4 continuamente contenido en X, se tiene que v: R — X
es también una medida vectorial. La acotacién y la aditividad fuerte de v
depende del espacio X donde tome valores. La medida v: R — L![0,00)
es no acotada, pues |v(A4)||; = ||¢|l;m(A) para todo A € R, mientras que
la medida v: R — L*[0,00) si lo es, ya que ||[¥(4)|, < [|¢]l; para todo
A € R. En ambos casos v no es fuertemente aditiva. El primer caso estd
claro, pues v es no acotada y toda medida vectorial fuertemente aditiva es
acotada. Para v tomando valores en L*[0, 00) se tiene que

(n+1)a a
(et D)o > [ gl + Da—)dy = [ dle)ds >0,

na
para todo n y para a > 0 suficientemente grande.

Veamos que la medida v: R — (L' + L*)[0, 00) es fuertemente aditiva.
Por el Teorema 2.6, tenemos que probar que X[o,cc) € L' (v). Como

Nv(Allzirze < |I¥(A)llo < |41, paratodo A€ R,
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se tiene que v es acotada, es decir, ||xp.0)lls = ||¥||[0,00) < oo. Luego
X[o,00) € Ly ()-

Entonces, tendremos que Xjo,c0) € L'(v) si probamos que para cada con-
junto B € R, existe hp € (L' + L®)[0, 0) tal que

z*(hg) = / X[o,00) dz*v , para todo z* € ((L' + L*)[0,00))"
B

Al ser (L' + L*)[0, 00) orden continuo, su espacio dual coincide con el dual
de Kéthe ((L! + L*®)[0,00))" = (L' N L*)[0, 00), [BS, Theorem I1.6.4]. Por
tanto, a cada elemento z* € ((L! + L*)[0,00))" le corresponde una funcién
g € (L' N L*)[0, 00) tal que

z*(f) = /Ooog(x)f(as)da: , para todo f € (L' + L*®)[0,00) .

Dado B € R'*, tomamos hp = V(xg), que estd en (L! 4+ L*®)[0, 00) al ser
hp acotado por ||¢|l,. Sea B, = BN[0,n] € Ry hy = V(xB,) = v(By).
Como xp, T xB ¥y X8 € L'(2*v) al ser xjo,00) € L, (v), por el teorema de
convergencia dominada tenemos que

/X[o,oo)da:*u = /Xde*u = lim /XBnd.'E*V. (2.7)
B n—oo

Ademds, como ® es positiva, aplicando el teorema de convergencia monétona
se sigue que

B = / "0 - y)xwdy 1 / " %@ — y)xay)dy = hs -

Entonces, gh, — ghp e.c.t. y |gh,| < |ghg| siendo ghp € L[0,00), puesto
que hp € (L' + L®)[0,00) y g € ((L' + L®)[0,00))". Luego por el teorema
de convergencia dominada se tiene que

/000 (z)hp(z)dz = hm/ g9(z)hp(z)dz (2.8)

Como [ xp,dz*v = z*v(B,) = [° 9(z)hn(z)dz, de (2.7) y (2.8) se
sigue que

o
/X[o,oo)dx*l/ =/ g(z)hp(z)dz = z*(hp) .
B 0
Luego X[o,00) € L*(v).



CAPITULO 3: Dominios 6ptimos de operadores

SECCION 1. Las medidas vectoriales definidas sobre d-anillos, nos per-
miten llevar a cabo un estudio acerca de los dominios éptimos de operadores
definidos sobre ciertos espacios de funciones, entre los cudles se encuentran
los espacios de Banach de funciones respecto de espacios de medida o-finita,
similar al realizado por Curbera y Ricker en [CR1], para operadores definidos
sobre espacios de Banach de funciones respecto de espacios de medida finita.

Sea R un d-anillo de partes de un conjunto 2. Denotaremos por M al es-
pacio de funciones f: Q — R medibles respecto de R y por S(R) al espacio
de las funciones R-simples. Sea X un espacio de Banach y T: S(R) — X
un operador lineal. El dominio dptimo de T dentro de una familia de espa-
cios F, es un espacio Y € F al que T puede ser extendido como un operador
lineal y continuo conservando sus valores en X, y tal que si T se extiende a
un F' € F entonces F estd continuamente contenido en Y.

Al operador T se le asocia la funcién de conjuntos finitamente aditiva
v: R = X definida por v(A) = T(xa). Probaremos que si el operador
T cumple las propiedades adecuadas, entonces la funcién de conjuntos v es
una medida vectorial y T se extiende a L!(v) como un operador lineal y
continuo con valores ain en X. M4s atin, L!(v) seré el dominio éptimo para
T dentro de los espacios de funciones de “su misma. clase”, es decir, espacios
de funciones que se comportan como L!(v).

Curbera y Ricker consideran operadores T para los cuales la funcién de
conjuntos v asociada es una medida vectorial definida sobre una o-algebra,
llegando a la conclusién de que el espacio L'(v) es el dominio éptimo para
T dentro de la clase de los espacios de Banach de funciones orden continuos,
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[CR1, Corollary 3.3]. En nuestro caso, la medida vectorial v asociada a T
estd definida sobre un §-anillo, asi que, como vimos en el capitulo anterior, no
podemos asegurar que L!(v) sea espacio de Banach de funciones. Por tanto,
buscaremos el dominio 6ptimo de T' dentro de una clase de espacios mayor.
La siguiente definicién extiende el concepto de espacio de Banach de fun-
ciones, considerando un é-anillo en el papel desempefiado por los conjuntos
de medida finita en la definicién clésica.

Definicién 3.1. Sea R un d-anillo de subconjuntos de Q y u: R — [0, o0}
una medida numerablemente aditiva. Un espacio de Banach de funciones res-
pecto de (€2, R, 1) es un espacio de Banach E de clases de funciones medibles
respecto de R°, cumpliendo

1) si feM,g€ Eylf] <|g| pect., entonces f € Ey ||flle < l9llz,

2) xa € E para todo A € R,

donde se identifican funciones que son iguales excepto en un conjunto N de
R con |u|(N) =0 (i.e. p-e.c.t.).

A diferencia de los espacios de Banach de funciones respecto de espacios
de medida sobre una o-algebra, en un espacio de Banach de funciones E
respecto de (2, R, u) con R d-anillo, no exigimos que para cada A € R
se tenga que f sea integrable respecto de y en A, es decir, que x4 € E*,
donde x4 actda sobre f € E como [ 4 fdp. La razén es que buscamos
espacios con las propiedades de L!(v) para v: R — X medida vectorial.
Sabemos que existe A: R — [0,00] medida de control local para v ([BD,
Theorem 3.2]), pero no sabemos si dado A € R se tiene que fxa € L'())
para todo f € L'(v). Si v es o—finita, hemos visto que existe una medida de
control local de Rybakov A para v, es decir, A = |zjv| para cierto zj € Bx-
(Observacién 2.8) y para esta medida ) si se cumple la condicién anterior,
pues para todo f € L'(v) se tiene que f € L*()).

En cualquier caso todo espacio de Banach de funciones E sobre (Q, R, p)
es un reticulo de Banach para el orden u—e.c.t., en el que la convergencia
en norma de una sucesién implica la convergencia p—e.c.t. para alguna sub-
sucesién. Veamos que dada (f,) C E con ||fullg — 0, tomando ||fx,|lz < 5
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se tiene que Un>1 Nk>1 Ujsk{w € Q: |fn;(w)| > 1/N} es un conjunto y-nulo
de R'°, asi tendremos que fn; = 0 p—e.c.t. Fijado N > 1y denotando
Anj={w € Q:|fa;(w)| > 1/N} con j > 1, para todo k > 1, se tiene que

Xnkzlu,-zkAN,j S XszkAN,j S ZXANJ S NZ lfnjl
i>k Ji>k

y N ijk |fn;| € E, pues ijl fn; converge en E. Luego por la condicién
1) de la Definicién 3.1 tenemos que Xny»,uj»ian; € B Y

N

s wsseanslle < N| Y1l < N fnills < 5
ik '

>k

para todo k£ > 1, de donde se sigue que ||Xn,5,u;5x4x,llE = 0. Entonces
Xris1Usspdn,; = 0 p—e.c.t. y ast Ng>1 Ujsk An,; s py—nulo para cada N > 1.

Luego Un>1 Mik>1 Uj>rAn,; también es p—nulo.

Ejemplo 3.2.

(I) Un espacio de Banach de funciones sobre un espacio de medida o-
finita (Q2, X, p), donde ¥ es una o-dlgebra, es un espacio de Banach de
funciones sobre (2, R, 1), siendo R el d-anillo de los conjuntos de ¥
con medida yu finita. En este caso, Rl = L.

(II) Sea R un d-anillo de subconjuntos de 2, X un espacio de Banach,
v: R — X una medida vectorial y A: R — [0,00] una medida de
control local para v. En el Capitulo 2 se vi6 que L!(v) es un ideal
de funciones medibles respecto del orden v-e.c.t., o equivalentemente
respecto del orden A-e.c.t., que contiene a las funciones R-simples.
Luego, L!(v) es un espacio de Banach de funciones sobre (2, R, A).

A partir de ahora y hasta el final de esta seccién, fijamos un d—anillo R
de partes de un conjunto €.

Proposicién 3.3. Sea E un espacio de Banach de funciones sobre (Q, R, 1),
X un espacio de Banach y T: E — X un operador lineal cumpliendo:

1) Sifo,f € Econ0< f, 1 f pu-e.c.t., entonces T f,, converge débilmente
aTf en X.
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2) Dados A € R con x4 € E yz* € X*, se tiene que

sup [2"T(xp)| =0 == 2"T(xa)=0.
BeRN24
Entonces, la funcidn de conjuntos v: R — X dada por v(A) = T(xa)
es una medida vectorial y para todo f € E se tiene que f € L'(v) con
[ fdv =Tf. Mds ain, si yu y v son equivalentes, es decir, |u|(B) =0 si y
solo si ||v||(B) =0 con B € RY¢, entonces E estd continuamente contenido
en L'(v) y el operador integracidn respecto de v extiende a T.

DEMOSTRACION. Sea (A,) una sucesién de conjuntos disjuntos de R

tales que UA,, € R. Para cualquier subsucesién (4,;), de 1) se sigue que
T(Xu;.\’___l Anj) = Z;V=1 v(An,) converge débilmente en X a T (xua,,) = ¥(UAn,).
Entonces, por el teorema de Orlicz-Pettis, ) v(A,) es incondicionalmente
convergente a ¥(UA,), [DU, Corollary 1.4.4]. Por tanto, v es medida vecto-

rial sobre R.

Supongamos en primer lugar que para toda funcién simple (respecto de
R'¢) ) € E, se tiene que ¢ € L}(v) y [ vdv = T(¥).

Sea 0 < f € E'y (¢,) una sucesién de functiones simples tales que 0 <
¥n 1 f. Entonces 1, € E y por suposicién ¥, € L(v) con [ ndv = T(¥n).
Al ser las funciones R-simples densas en L!(v), podemos tomar ¢, € S(R)
con [|[n — @ully < L. Como 9, — @ — 0 en L'(v), existe una subsucesién
tal que Yn, — n, — 0 v—e.c.t. y asl @,, — f v-e.c.t.

Dado z* € X* fijo, veamos que f es integrable respecto de z*v. Por la
Proposicién 2.3 aplicada a la medida z*v: R — R, sélo hay que probar que

( L4 #n, da:*u) converge en R, para cada A € R"°.

Dado A € R, de la condicién 1) de las hipétesis se sigue que T'(vn, X4)
converge débilmente a T'(fx4) en X, luego z*T (¥n, xa) — =*T(fx4). Como
por suposicién T'(tn,x4) = [, ¥n,dv, tenemos que -

7 /A AL /A Yn dz*v = T°T(fX4) -
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Por otro lado, se tiene que

‘/(pnkdx*v—-/wnkdx*u
A A

Luego,

< [ Won = usldiz™s] < 2"l = mlle =0

/gonkda;*u =T (fxa) -
A

Por tanto f es integrable respecto de z*v y ademds por la Observacién 2.4
se tiene que

/ fdz*v = lim [ @, dz*v =z*T(fxa) -
A n—0o0 A

Esto prueba que f € L'(v) y [ fdv =T(f).

Obsérvese que por la linealidad de T todo conjunto u-nulo es v—nulo,
pues dado B € R con |u|(B) = 0 entonces para todo A € R N 27 se tiene
que pu(A) =0y asi xa = 0 en E, luego v(A) = T(xa) = 0 y por tanto B
es v—nulo. Entoncessi f € E'y f = g u-e.c.t., se tiene que f = g v-e.c.t.
y asi f y g corresponden a la misma clase de equivalencia en L'(v). Por
tanto la aplicacién que lleva una clase de F representada por la funcién f a
la clase de L'(v) representada por f, estd bien definida. En el caso de que
it 'y v sean equivalentes, esta aplicacién es inyectiva, pues si f = g v-e.c.t.
entonces f = g u-—e.c.t., es decir, es la aplicacién identidad. En este caso
E esté contenido en L'(v) y la inclusién es continua, pues se trata de una
aplicacién lineal y positiva entre reticulos de Banach.

Por tanto, sélo queda probar que para A € R!° con x4 € E, se tiene
que x4 € L'(v) con [ xadv = T(xa). Veamos que |z*v|(A) < oo para todo
z* € X*. Si suponemos que existe r* € X* con |z*v|(A) = oo, podemos
tomar B, € RN24 tal que |z*v(B,)| > 1y [z*v(B,)| > n|z*v|(U}={ B;) para
cada n > 2. Entonces, denotando H, = U?.,Bj, se tiene que

|z*v(Hy)| lz*v(B,) + 2*v(H,\B,)|
|z*v(Ba)| — |="v(Ha\By)|
nlz*v|(Hp-1) — |&"v|(Hn-1)
(n = D)la*|(By)
n—1.

vV IV IV IV
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Por otro lado, al ser x g, creciente a xug, € E, por la condicién 1) se tiene que
T(xu,) converge débilmente a T(xyz,), en particular z*T(xg,) = z*v(H,)
converge, lo que contradice a la desigualdad anterior. Luego, |z*v|(4) < oo
para todo z* € X*, es decir, x4 € L} (v).

Dados B € R y z* € X*, al ser
|z*v|(AN B) = sup{|z*v|(H) : H e RN 24P} < o0,

podemos tomar una sucesién creciente (H,) de conjuntos en R N 24"2 tal
que |z*v|((A N B)\H,) — 0. Entonces, xu, T Xan |z*v|-e.c.t. y como
[ xu,dz*v = z*v(H,) = 2*T(xs,), aplicando convergencia dominada y por
la condicién 1), se tiene que

/ x4dz*v = lim /xgudx*u = lim 2*T(xm,) = £*T(xum,) = T (xanB) ,
B n—ro0 n—o0

donde la tltima igualdad se obtiene al ser (AN B)\(UH,) un conjunto |z*v|-
nulo, pues de la condicién 2) se sigue que z*T'(x(anB)\(ur,)) = 0. Por tanto,
xa € L'(v) y [3xadv = T(xans) para todo B € R, O

En las condiciones iniciales de la Proposicién 3.3, siempre se tiene que
los conjuntos p—nulos son v—nulos. Los conjuntos p—nulos y los v—nulos coin-
cidirdn si y sélo si el operador T cumple la siguiente condicién: si B € R'°
es tal que T(xa) = O para todo A € RN 28, entonces B es p—nulo. Una
condicién suficiente para que T cumpla la condicién anterior es que para todo
A € R con T(xa) = 0 se tenga u(A) = 0. En particular, si T es inyectiva
entonces u y v son equivalentes. Nétese que el ser 1 y v equivalentes coincide
con el concepto de que i es medida de control local para v (ver Capitulo 2,
Seccién 2).

Como consecuencia de la Proposicién 3.3, obtenemos el siguiente resul-
tado.

Corolario 3.4. Sea E un espacio de Banach de funciones orden continuo
sobre (2, R, u), X un espacio de Banach y T: E — X un operador lineal y
continuo cumpliendo que B es p-nulo siempre que B € R"¢ con T(xa) =0
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para todo A € RN2B. Entonces, la funcidn de conjuntos v: R — X asociada
a T es una medida vectorial, E estd continuamente incluido en L'(v) y el
operador integracion respecto de v extiende a T.

DEMOSTRACION. Sélo hay que probar que se cumplen las condiciones 1)
y 2) de la Proposicién 3.3, ya que en ese caso, por la condicién exigida a T,
14y v son equivalentes. De la orden continuidad de F y de la continuidad
de T se sigue 1). Si probamos que las funciones R-simples son densas en E,
como T es continuo, la condicién 2) se cumplird. A través del lema de Zorn,
obtenemos una familia maximal {4, : o € A} de conjuntos A, € R, con
p(As) > 0y u(AaNAg) =0 paraa # 8. Dado f € E, para cualquier sucesién
(aj) C A tenemos que Y7, |FXaa; = |flXUr_ 4a; CrECE @ [flXUA,, H—e.Ct.
y como E es orden continuo, la serie Zpl | f |XA,. converge en E. Luego,
> aca | flX 4. cumple la condicién de Cauchy y por tanto, fxa. =0 p—e.c.t.
salvo para un conjunto numerable {@;}. Supongamos f > 0y sea (1») una
sucesién de funciones simples respecto de R'¢ con 0 < v, 1 f. Entonces,
’(/)nxun {Aq; SOD funciones R-simples tales que 0 < ¢, 1 fqua =f

u—e c.t. De nuevo por orden continuidad, (@) converge a f en E. |

A partir del resultado anterior obtenemos el dominio 6ptimo de un ope-
rador lineal T: S(R) — X con la dnica condicién de que su funcién de
conjuntos asociada sea una medida vectorial.

Teorema 3.5. Sea X un espacio de Banach y T: S(R) - X un operador
lineal tal que T(xa,) converge débilmente a T(xa) en X, para toda sucesion
creciente (A,) de conjuntos de R, tal que A = UA, € R. Entonces, la
funcidn de conjuntos v: R — X dada por v(A) = T(xa) es una medida
vectorial y L' (v) es el dominio dptimo para T dentro de la clase de espacios
de Banach de funciones orden continuos sobre (2, R, i) siendo p equivalente
av.

DEMOSTRACION. Observemos que la condicién requerida a T' es necesaria
y suficiente para que v sea una medida vectorial. Entonces, el espacio L!(v)
es un espacio de Banach de funciones orden continuo sobre (2, R, A) siendo
) una medida de control local para v, es decir, A es equivalente a v (ver
Ejemplo 3.2.(II)). Ademas, el operador integracién extiende a 7.
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Supongamos que T: F — X es una extensién lineal y continua de T,
siendo F' un espacio de Banach de funciones orden continuo sobre (2, R, u)
con p equivalente a v. Dado B € Rlc tal que para todo A € RN 28 se
tiene que T'(xa) = 0, como T(x4) = T(x4) = v(A) se sigue que B es v—nulo
y como L es equivalente a v, entonces B es u—nulo. Luego se cumplen las
hipétesis del Corolario 3.4 para T' y por tanto F est4 continuamente incluido
en L'(7), donde #: R — X es la medida vectorial dada por #(A4) = T (x4).
Al ser ¥ igual a v se tiene que L*(#) = L} (v). O

Como consecuencia directa del Teorema 3.5, obtenemos el siguiente re-
sultado.

Corolario 3.6. Sea E un espacio de Banach de funciones orden continuo
sobre (Q, R, u), X un espacio de Banach y T: E — X un operador lineal y
continuo cumpliendo que B es u—nulo siempre que B € R con T(x4) =0
para todo A € RN2B. Entonces, el dominio dptimo para T dentro de la clase
de los espacios de Banach de funciones orden continuos sobre (Q, R, A) con

A equivalente a v, es el espacio L'(v), siendo v la medida vectorial asociada
aT.

La condicién exigida al operador lineal y continuo 7" en el Corolario 3.6
es necesaria para que el operador integracién sea realmente una extensién de
T a L'(v), es decir, que E se inyecte en L'(v).

Ejemplo 3.7. Sea R el —anillo de los subconjuntos de Borel de R con me-
dida de Lebesgue m finita y R la o—4lgebra de todos los subconjuntos de
Borel de R. Dado p € [1,00), el espacio LP(R) es un espacio de Banach
de funciones orden continuo sobre (R,R,m). Para cualquier isomorfismo
T: LP’(R) — LP(R) se cumplen las hip6tesis del Corolario 3.6, en particular
los conjuntos m-nulos y los v—nulos coinciden. Entonces, L'(v) para la me-
dida vectorial v: R — LP(R) dada por v(A) = T'(x4), es el dominio éptimo
de T dentro de los espacios de Banach de funciones orden continuos sobre
(R, R, ) con p equivalente a v, en particular 4 = m. Para estos operadores
T tenemos una descripcién precisa del dominio 6ptimo, pues vimos en el
Ejemplo 2.12 que L!(v) es orden isomorfo a LP(R).
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SECCION 2. Una clase importante de operadores entre espacios de
funciones la forman los operadores definidos a partir de un nicleo. En esta
seccién consideraremos funciones definidas sobre [0,00) y hallaremos des-
cripciones precisas para los dominios éptimos de aquellos operadores cuyos
nucleos cumplan las propiedades adecuadas. Notamos que se puede llegar a
conclusiones andlogas si consideramos operadores con nicleo entre espacios
de funciones definidas sobre cualquier espacio de medida o—finita.

Sea B la o—3lgebra de los subconjuntos de Borel de [0, 00) y B, el d-anillo
de los conjuntos de B acotados. Entonces Bi® = B. Denotaremos por m a
la medida de Lebesgue sobre [0, co).

Sea K: [0,00) X [0,00) — [0,00) una funcién medible tal que para todo
z € [0, 00), la funcién K definida por K, (y) = K(z,y), es integrable respecto
de m sobre conjuntos de B,. Diremos que una funcién X cumpliendo las con-
diciones anteriores es un nicleo admisible. A cada nicleo admisible K se le
asocia la funcién de conjuntos finitamente aditiva v definida sobre B, por

wm=Ame@,

y el operador lineal T" definido por

TU%=AmﬂwKCwﬁw

siempre que la integral tenga sentido, es decir, para todo z € [0, o) la integral
sea convergente. Obsérvese que v es la funcién de conjuntos asociada a T', es
decir, v(A) = T'(x4) para todo A € B,.

Dada una funcién de conjuntos v asociada a un nicleo admisible K,
el primer problema que nos planteamos es el de hallar espacios de Banach
X para los que v: B, — X sea medida vectorial (i.e. bien definida y nu-
merablemente aditiva). Nos centraremos en buscar espacios de Banach de
funciones sobre [0, 00), es decir, sobre ([0, c0), B, m).

Proposicién 3.8. Sea X un espacio de Banach de funciones sobre [0,00) y
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K un nicleo admisible con operador T y funcién de conjuntos v asociados.
Supongamos que v: B, — X estd bien definida.

a) Si X es orden continuo, entonces v: B, — X es numerablemente
aditiva.

b) Si v: B, - X es numerablemente aditiva, entonces todo f € L'(v)
cumple que T(f) € X y T(f) = [ fdv.

¢) Si vi B, - X es numerablemente aditiva, entonces L*(v) es el do-
minio dptimo para T: S(B,) = X, dentro de la clase de los espacios
de Banach de funciones orden continuos sobre ([0, 00), B,, p) siendo p
equivalente a v.

DEMOSTRACION. Probemos a). Sea (A,) C B, tal que UA, € B,. Al ser
K no negativo, se tiene que v(U}_,4;) T ¥(UA;) € X y como X es orden
continuo, > %, ¥(A4;) = v(U}., 4;) converge a v(UA;) en X.

Supongamos v: B, — X es numerablemente aditiva. Sea 0 < f € L*(v)
y (¥,) una sucesién de funciones simples con 0 < %, 1 f. Las funciones
©“n = YnX[om) S0n B,—simples y 0 < ¢, 1 f. Como L'(v) es orden continuo,
©n converge a f en L'(v), luego [ ¢ndv — [ fdv en X. Consideremos una,
subsucesion [ ¢n,dv = T(pn,) que converja m-e.c.t. a [ fdv. Como K es
no negativo, 0 < T(pn,) = [3° ¢n, (¥)K(,y)dy crece a [ f(y)K(-,y)dy.
Luego, T'(f) = [ fdv € X. Por tanto se cumple b).

Si v: B, & X es numerablemente aditiva, entonces T: S(B,) — X
cumple las hipétesis del Teorema 3.5, luego también se cumple c). O

Sea X un espacio de Banach de funciones sobre [0,00) y K un nicleo
admisible tal que la funcién de conjuntos asociada v: B, — X es una medida
vectorial. La medida de Lebesgue m es equivalente a v si y sélo si K cumple
la siguiente condicién: si A € B, es tal que f 4K (z,y)dy = 0 m—e.ct. ¢ €
[0, 00), entonces m(A) = 0. Una condicién suficiente para que se cumpla lo
anterior es que para casi todo z, K; > 0 (e.c.t.).
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En vista de la Proposiciéon 3.8, una vez que determinemos espacios de
Banach de funciones X sobre [0, c0) cumpliendo que la funcién de conjuntos
v: B, = X asociada a un nicleo admisible K, es una medida vectorial,
el problema de hallar el dominio éptimo para el operador T asociado a K,
equivale a identificar el espacio L!(v).

Sea X un espacio invariante por reordenamiento sobre [0, 00). El espacio
L'N L™ est3 continuamente contenido en X, luego toda medida vectorial con
valores en L' N L*, también lo es con valores en X. Por tanto nos interesa
obtener condiciones sobre K que garanticen que su funcién de conjuntos
asociada v: B, — L' N L™ es una medida vectorial.

Proposicién 3.9. Dado un nicleo admisible K, la funcion de conjuntos
asociada v: B, — L' N L™ es una medida vectorial si y sélo si K cumple:

1) La funcién K, definida por K,(z) = K(z,y), es integrable m—e.c.t.
y € [0,00).

2) La funcidn y — f0°° K,(z)dz es integrable sobre conjuntos de B,.
8) sup,o [, K(z,y)dy < oo, para cada A € B,.

4) limp )0 [54 Ko(y)dy = 0 uniformemente en z € [0,00), para cada
A€ B,.

DEMOSTRACION. Es obvio que v(A) € L*™ para todo A € B, si y sélo si
K cumple la condicién 3). Por otro lado, v(A) € L! si y sélo si

/ /K(m,y)dydx:// K(z,y)dzdy < o0 ,
0o Ja 4aJo

y ésto ocurre para todo A € B, si y sélo si K cumple las condiciones 1) y
2). Luego, v ests bien definida si y sélo si K cumple 1)-3). Como L' es
orden continuo, de la Proposicién 3.8.a) se sigue que v: B, = L' N L™ es
numerablemente aditiva si y sélosi v: B, — L™ es numerablemente aditiva.

Supongamos que K cumple 4). Sea (A,) una sucesién de conjuntos
disjuntos de B,, tal que A = UA,, € B,. Como m(A) < oo, tenemos que
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m(Ujsnd;) — 0y de 4) se sigue que

n

llu(A) - ZV(Aj)HOO = lv(Ujsn 4j)lleo = sup/u' N K(z,y)dy = 0.

j=1 z>0

Luego, v: B, = L* es numerablemente aditiva.

Reciprocamente, supongamos que v: B, — L™ es numerablemente adi-
tiva. Si K no cumple 4), para algin A € B,, existen § > 0 y conjuntos (B,)
con m(By) < 1/2™ tales que

9 <sup Ka(y)dy = |[v(Ba N A)lleo < IXBanally < lIxally
>0 JB,NA

donde H, = U;>,B; N A. Como xpg, son funciones B,-simples decrecientes
a cero m—e.c.t. y por tanto v—e.c.t., la orden continuidad de L'(v) implica
que ||xa,|l» — 0. Con ésto llegamos a contradiccién. 0O

Ejemplo 3.10. Sea ¢: [0,00) — [0,00) una funcién medible. Considera-
mos K: [0,00) x [0,00) — [0,00) definida por K(z,y) = ¢(z — ¥)X[o,c)(¥)-
La funcién K es un niicleo admisible cumpliendo las condiciones 1)-4) de
la Proposicién 3.9 si y sélo si ¢ es integrable, y en ese caso la funcién
v: B, = L' N L*® asociada a K, es una medida vectorial. Esto ya se habia
visto en el Ejemplo 2.13, pues v es la funcién de conjuntos asociada al ope-
rador de Volterra de convolucién por ¢. Por tanto, suponiendo que ¢ es
integrable, para todo espacio invariante por reordenamiento X sobre [0, 00),
el operador T: S(B,) — X asociado a K, tiene por dominio éptimo dentro
de los espacios de Banach de funciones orden continuos sobre ([0, 00), B, 1)
con u equivalente a v, a L'(v) con v: B, —+ X .

Veamos que la medida de Lebesgue m es equivalente a v. Sea A € B, tal
que m—e.c.t. z € [0,00) se tiene que [, #(z — y)X[0,2)(y)dy = 0. Integrando
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respecto de z en [0, 00) tenemos que
0 = / / (@ — Y)x[0,0(y)xa(y)dydz
000 0 o0
= [T [ oa - y)dody
Yy

=[x [ #s)dsay
= [ldlhm(4)

Si ¢ = 0 m-e.c.t., K no tiene interés, por tanto suponemos lo contrario.
Entonces, |||, > 0 y asi m(A) = 0.

Con objeto de facilitar la tarea de identificar el espacio L!(v) de una
medida vectorial v asociada a un nicleo admisible X cumpliendo las condi-
ciones 1)-4) de la Proposicién 3.9, le exigiremos a K que cumpla la siguiente
propiedad de monotonia.

Un nicleo admisible K es mondtono decreciente si cumple que K, (y) >
K3, (y) m—e.c.t. y € [0,00) siempre que z; < z3. Todo nicleo admisible
mondtono decreciente K cumple las condiciones 3) y 4) de la Proposicién
3.9, pues para todo z > 0 se tiene que K, < Ky m—e.c.t. y K es integrable
sobre conjuntos de B,. Luego, para estos nicleos, la funcién de conjuntos
asociada v: B, — L' N L™ es una medida vectorial si y sélo si K cumple
las condiciones 1) y 2) de la Proposicién 3.9. En ese caso, si K ademés
cumple que K, 1 Ky m~e.c.t. siempre que z, | 0, se tiene que v y m son
equivalentes si y sélo si Ky > 0 m~e.c.t.

Obsérvese que los niicleos admisibles monétonos crecientes (K, (y) <
K, (y) m-e.c.t. y € [0,00) para z; < x,) son incompatibles con la condicién
1) de la Proposicién 3.9, pues m-e.c.t. y € [0,00), la funcién K, es creciente
y positiva sobre [0, 00).

Ejemplo 3.11. Dado A € R, sea K: [0,00) x [0,00) — [0,00) el niicleo
admisible definido por K(z,y) = exp (— A(y — ) X[z,00)(¥). Es directo
comprobar que K cumple las condiciones 1)-4) de la Proposicién 3.9. Por
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tanto, la funcién de conjuntos v: B, — L! N L*® asociada a K es me-
dida vectorial, con todo lo que ello conlleva. Ademds, v es equivalente a
m, pues [, K(z,y)dy = €* [, e x[p00)(y)dy = 0 m—e.ct. implica que
S e ¥dy =0y asi m(A) = 0. En el caso A < 0 se tiene que K es monétono
decreciente.

Para cada nicleo admisible monétono decreciente K cumpliendo las
condiciones 1) y 2) de la Proposicién 3.9, consideramos las funciones w y
¢ definidas por

w(y) = /Ooo Ky(z)dz y £&(y)=K(0,y) paray € [0,00) .

Nétese que w y & son funciones integrables sobre conjuntos de B,, pues K
cumple la condicién 2) de la Proposicién 3.9 y £ = K,. Denotamos por L},
al espacio de funciones integrables respecto de la medida de Lebesgue con
densidad w y por || - ||, a su norma. Adoptamos la misma notacién para §.

Teorema 3.12. Sea K un nicleo admisible, mondtono decreciente, tal que
cumple las condiciones 1) y 2) de la Proposicion 3.9. Entonces, la funcién
de conjuntos asociada v: B, — LYNL>® es una medida vectorial y el espacio
LY(v) es orden isomorfo a L} N L.

DEMOSTRACION. Las hipétesis implican, por la Proposicién 3.9, que
v: B, — L' N L® es una medida vectorial.

El espacio L;, N L} dotado de la norma ||f||Lané = max{||fllo, | flle} ¥
el orden my-e.c.t., donde my es la medida de Lebesgue con densidad ¢ =
max{w, £}, es un espacio de Banach de funciones orden continuo respecto
de ([0, 00), B, my). Ademds, por orden continuidad, las funciones B,-simples
son densas en L, N Ly.

Por la Proposicién 3.8.b) se tiene que [ fdv = [ f(y)K(-,y)dy € L'NL*
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para todo f € Ll(u). Luego, para cada funcién B,-simple ¢, se cumple
o
el = [ ety
- / / o(y) K (5, y)dydz (3.1)

= / ([ 1ol @)a
i,

y al ser K mondétona decreciente,
Iele= [ lewlewas = s [ 1oK@ = | [ o] . 32

Entonces, ”‘PHL},HLé = || [leldv|lrinze- En particular, los conjuntos my—
nulos y los v-nulos coinciden. De las desigualdades (2.4), se sigue que
Hell, < “‘P”L},nLé < |l¢|ls- Por tanto, de la densidad de las funciones

B,-simples en ambos espacios, se concluye que L!(v) es orden isomorfo a
L, N L 0

Observacién 3.13. Bajo las mismas condiciones del Teorema 3.12, la funcién
de conjuntos v: B, — L' es una medida vectorial. Considerando z* € (L')*
asociado a una funcién g € L®, se tiene que z*v(A) = [ g(z)v(A)(z)dz
y lz*v|(A) < [lg(z)|v(A)(z)dz para todo A € B,. Entonces toda funcién
B,—simple ¢ cumple

/|<,0|d|x*1/| S/Ig(x)l(/|g0|du)(x)dx

N/lwldulll < Ilwllu%m_gttlzl)*/lcpldlx*m
< sw [lo@I( [loh) @aa

- l\ / folas]

Luego,

A
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y por (3.1) se tiene que [J¢||, = ||p||o- Asi, L'(v) coincide con L}, y ademds
/1l = Il = Il J'1fldv]l, para todo f € L.

Si consideramos ahora la medida vectorial v: B, = L™, de (2.4) y (3.2)
se sigue que 3l|¢ll, < [lolle < [l¢ll, para toda funcién B,-simple ¢. Asf,
L'(v) es orden isomorfo a L y || flle = || [ | fldv||e para todo f € Lg.

Para hallar el espacio L'(v) de la medida vectorial v: B, — L! + L*®
asociada a un nicleo admisible K como el del Teorema 3.12, necesitaremos
ahadir una nueva propiedad a K.

Teorema 3.14. Sea K un nicleo admisible, mondtono decreciente, tal que
cumple las condiciones 1) y 2) de la Proposicidn 8.9. Supongamos que K
cumple la siguiente condicidn: existe una constante C > 0 tal que

1 o0
/ Ky(z)dz > C min { / K, (z)dz, K(O,y)} , para todoy >0. (3.3)
0 0

Entonces, la funcidn de conjuntos asociada v: B, — L'+ L>® es una medida
vectorial y el espacio L'(v) es orden isomorfo a L}, + L.

DEMOSTRACION. El espacio L}, + L} de funciones medibles f tales que
f=g+hparaalginge L} yh € Lé, dotado de la norma

Iflzy+zy = inf{llgllo +lIhlle : f=g+hcongeL he L}

= [T 1) minfu), 6w}

(ver [BK, (3.1.39) p.307]) y el orden m,—e.c.t., donde m, es la medida de
Lebesgue con densidad 7 = min{w, £}, es un espacio de Banach de funciones
orden continuo respecto de ([0, ), B, m,). Adem4s, las funciones B,—simples
son densas en L, 4 L.

Sea ¢ una funcién B,—simple. Dadosg € L,y h € Lé tales que ¢ = g+h,
por la Observacién 3.13, se tiene que ||gll, = || [ |gldv|l1 ¥ [|Rlle = || J |hldv|le

y entonces
¢ Alle = H/ = H/ d
lglls +iblle 2 || [ (gl +1ADdv|| 2| [ leldv

)

'L1+L°°
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de donde tomando infimo en g y h, tenemos ||¢llzy1r: > |l [ l@ldv|lpiipe.
Por otro lado, teniendo en cuenta que para cualquier %uncién medible f se
cumple que [, |f(z)|dz < fom(A) f*(z)dz para todo A € B, donde f* es la
reordenada decreciente de f [BS, Theorem I1.2.2], y aplicando la condicién
(3.3), obtenemos

| [, = [ ([ 1oi) (0
2 /01 (/|<P|d1/)(x)d:v
[7 1w [[ K@z
> ¢ [ lo)lminfuly), )y

= C”‘P“L‘},+Lé .

Como ya hemos notado en el Ejemplo 2.13, (L' + L®)* = L'NL*. Siguiendo
el mismo razonamiento dado en la Observacién 3.13 para v con valores en L!,
obtenemos que |||, = || [ l¢ldv||Li4r. Luego, lofl, < lollg+rz < Gllello-
En particular m, y v tienen los mismos conjuntos nulos. Por tanto L!(v) y
L;, + L; son orden isomorfos. O

Por 1ltimo, daremos una descripcién del espacio L!(v) para la medida
vectorial v: B, — X asociada a un nicleo admisible K como el de los teore-
mas anteriores, siendo X cualquier espacio invariante por reordenamiento
orden continuo sobre [0,00). Para ello, imponemos que K cumpla una
condicién més estricta que (3.3) y recurrimos al K-método de interpolacién
de Peetre.

Teorema 3.15. Sea X un espacio invariante por reordenamiento orden
continuo sobre [0,00) y K un nicleo admisible, mondtono decreciente, que
cumple las condiciones 1) y 2) de la Proposicidn 8.9. Supongamos que K
cumple la siguiente condicidn: eziste una constante C > 0 tal que

t o]
/ K,(z)dz > C'min {/ K,(z)dz, t K(0, y)} , para todo t,y > 0. (3.4)
0 0
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Entonces, la funcion de conjuntos asociada v: B, — X es una medida vec-
torial y el espacio L'(v) es orden isomorfo a (L, Lf)x-

DEMOSTRACION. Para toda funcién f € L} + L}, de [BK, (3.1.39) p. 307]
se sigue que

K(t, £; L3, L) = / ") minfw (), () }dy (35)

En el préximo Lema 3.16, probaremos que (L, L) x es un espacio de Banach
de funciones sobre ([0, c0), B,, my,), siendo 7 = min{w, £}, al que X le trans-

mite la propiedad de orden continuidad. Luego las funciones B,—simples son
densas en (L}, L) x.

Sea ¢ una funcién B,—simple. Recordando que w(y) = [ K,(z)dz y
£(y) = K(0,y), de las condiciones (3.4) y (3.5) se sigue que

1 o] t
KwIbzd) < g [ lewl | Kla)dady

= C_/ / (y)| K (z,y)dydz
- 2 / ([ 1eldr) @)z
é—/ot (/|go|d1/>*(:z:)dx .

Por otra parte K(t, ¢; L, L) > [3(J |¢ldv)* (z)dz, pues dados g € L. y
h e Lé con ¢ = g+ h, por la Observacmn 3.13, se tiene que

R A e WA
> K(s [ (ol + Inavi 2, 1)
> K(t,/lgaldu;Ll,L”>

= /Ot (/|<p|dy)*(a:)dx

IN
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donde se ha usado que K(¢, f; L, L®) = fot f*(z)dz para cualquier funcién
f € L' + L*, [BS, Theorem V.1.6).

Dadas fi, fo € X tales que fot fi(z)dz < f(f fa(z)dz para todo ¢t > 0,
se cumple que | fi|lx < ||fzllx, [BS, Corollary I1.4.7]. Al ser ¢ una funcién
B,-simple se tiene que [ |p|dy, K'(-,¢; L, L) € X y hemos visto que

t * t
/0 (/lwld'/) (@)dz < ‘/C(t,so;Li,Lé)=/0 K'(z,0; L, Lg)dz

1 [t x
< —
- C/O (/|‘P|d’/) (z)dz, para todo t > 0,

entonces, como K'(-, ¢; LL, Lé) es una funcién decreciente y por tanto coincide
con su reordenada decreciente, se tiene que

1
| [ etae]| | < el appe = WG 22, 2D < 5 [ 1la] -

Al ser X orden continuo, X* coincide con el dual de Kéthe X’, entonces
podemos repetir el razonamiento de la Observacién 3.13 para obtener que
lell, =1l [ leldvllx. Luego, loll, < llgllzy,x < Elielly- En particular m,
y v tienen los mismos conjuntos nulos. Por tanto L!(v) es orden isomorfo a
(Lb, Lé)X . O

Probemos el lema técnico utilizado en el teorema anterior. Seguimos
manteniendo la notacién L., para el espacio de funciones integrables respecto
de la medida de Lebesgue con densidad w y || - ||, para su norma, siendo
w: [0,00) = [0,00) una funcién medible.

Lema 3.16. Sean w,¢: [0,00) — [0,00) funciones integrables sobre con-
Juntos de B, y X un espacio invariante por reordenamiento orden continuo
sobre [0,00). Entonces (Li,,Lé) x es un espacio de Banach de funciones or-
den continuo sobre ([0, 00), B,,m,), donde m, es la medida de Lebesgue con
densidad n = min{w, £}.

DEMOSTRACION. Para simplificar la notacién usaremos K(t, f) en lugar
de K(t, f; L., Lg). Para cualquier funcién f € L} + L, podemos escribir
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K'(t, f) como

(6, 1) = Jlim, 3 (Kt + b, £) = K. ) 9)
De (3.5) (vélido para cualesquiera w, £), denotando ®(¢, y) = min{w(y), t&(y)}
se sigue
1
'};(K"(t'*'h:f) —IC(t,f)) =

Para todo A € B, se tiene que x4 € L, N Ly C (L, L;)x- Veamos que
(L}, L§)x es un ideal de funciones medibles. Sean fmedibley g € (L, L) x
tales que | f| < |g| my~e.c.t. Como m,(A) = 0siy sélo si m(AﬂSop(n)) =0,
y Sop(n) = Sop(w) N Sop(£), tenemos que

IF1(®(t + h,-) — ®(t,-)) < |9l (®(t+h,") — (t,")) m-ec.t.

para todo t,h > 0, pues ®(t + h,-) > ®(¢,-). Entonces, de (3.6) y (3.7) se
sigue que K'(t, f) < K'(t,g) para todo t > 0. Al ser K'(,g9) € X, ya que
€ (L}, LY)x, se tiene que K'(-, f) € X, es decir f € (L}, L)x, y ademds

£ ey zpx = IKC Hllx < IE'C 9)lx = llgllzs.zy

Luego, (L%, L{) x es un espacio de Banach de funciones sobre ([0, 00), B, my).

LIRS PR

Veamos ahora que (IL1 Ll) x es orden continuo. Si probamos que para

fnr f € (LY, LE)x con 0 < fa T f my—e.c.t., se cumple que K'(+, f) T K'(, f),
entonces como X es orden continuo, se tendra que K'(-, f,) converge a K'(:, f)
en X. Entonces, al ser 0 < f, < f my-e.c.t., de (3.6) y (3.7) se sigue que

K'(t, f) = K'(t, fa) = K'(t, f — [n)

y por tanto tendremos (jue fn converge a f en (L., Lg) X-

Veamos entonces que K'(+, f») T K'(:, f) cuando 0 < f, T f my—e.c.t. Al
ser K' decreciente (ver Preliminares), para cualquier funcién g € L, + Li se
tiene que

1 t+h

(IC(t +h,g) = KL, g)) == | Kads<K(tg). (38)

S|

t
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Si0< fot f my-ec.t., ya se ha visto que K'(¢, f) < K'(t, fat1) < K'(3, f)
para todo ¢ > 0. De aplicar el teorema de convergencia monétona en (3.5)
se sigue que K(t, f) = lim,_, K(¢, f») para todo t > 0. Entonces, por (3.8)
tenemos que

%(lC(t +h, f) = K( £)

i

r}l»nolo %(K(t + h, fn) - IC(t, fn))
< Im K4 f) SK ),

de donde tomando limite cuando A — 07, obtenemos K'(t, f,) T K'(¢, f) para
todo t > 0. (]

Consideremos el niicleo admisible K dado en el Ejemplo 3.11 para A < 0,
en cuyo caso es mondtono decreciente y cumple las propiedades 1) y 2) de
la Proposicién 3.9. Recordamos que K(z,y) = exp ( — AY — 2)) X(z,00)(¥)-
Veamos que cumple la condicién (3.4) del Teorema 3.15, es decir, existe C' > 0
tal que

t
/ K(z,y)dz > Cmin{w(y),t&(y)} , paratodot,y >0, (3.9)
0
donde w(y) = [~ K(z,y)dz y &(y) = K(0,y).
Si A = 0 se tiene que w(y) =y y £(y) = 1, entonces

min{w(y), t(y)} = min{y, ¢} = /0 " K(z,y)ds

luego se cumple (3.9).

Supongamos que A < 0. Entonces w(y) = l?—‘i\"—kﬂ, tEy)=eMy

1—e~ M
¢ X
/ K(z,y)dz = {
0 e~y

Si y < t se tiene que min{w(y),#£(y)} < w(y) = fﬂt K(z,y)dz. Cuando y >t
distinguimos dos casos. Si > 1, como A < 0 se tiene que 1—e* > 1—¢* > 0

siy<t

(M —1) siy>t
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y asi

I

t " t
/0 K(z,y)dz =y (1 —e*)

w(y)(1-e*)
(1 - ") min{w(y), t(y)} -
Supongamos que ¢ < 1. La funcién g(s) = 1 — e~® — e*s es creciente en

[0,—A] y como 0 < (=A)t < —A se tiene que 0 = g(0) < g(—At) y asi
(=))te* < 1 — e*. Entonces,

vV IV

minfu(s), £0)} < £0) < —hx(0 - )60) = ¢ [ Klan)ds

En cualquier caso tenemos que

min{w(y), t{(y)} <max e’\}/ K(z,y)dz ,

por tanto se cumple (3.9).

Luego, por el Teorema 3.15, para todo espacio X invariante por reorde-
namiento y orden continuo sobre [0, 00), la funcién de conjuntos v: B, = X
definida por v(A) = [, K(-,y)dy es una medida vectorial y L'(v) es orden
isomorfo a (L} ) Ademas por la Proposicién 3.8, (L, L¢)x es el do-
minio c’)ptimo, dentro de los espacios de Banach de funciones orden continuos
sobre ([0, 00), B,, 1) con p equivalente a v (en particular u = m), del operador
T: S(R) —+ X con nicleo K definido por T(f) = [;° f(y)K(:,y)dy.

Para precisar més el espacio (L, L;)x, necesitamos conocer mejor la
funcién K'(-, f; L, Lg).

Lema 3.17. Sean w,£: [0,00) — [0,00) funciones integrables sobre conjun-
tos de B,. Para toda funcidén f € L}, + L; se cumple que

K'(t, f; L, L) =/ If(¥)|é(y)dy , para todot>0. (3.10)
{v>0:t(y)<w(v)}
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DEMOSTRACION. Tomamos K(t, f) = K(t, f;LL,L}). Describiremos
K'(t, f) usando (3.6) y (3.5). Denotando ®(t, ) = mm{w( ),t€(y)}, ob-
servamos que

B(t+h,-) = B(t,-) = (w — &) Xpe<ws(t+h)e] + PEX((t+h)E<w] -

Sea fi € L,y f2 € L tales que f = fi+fs, como |f|€xpe<n) < $1filw+]f2l€ €
L0, c0), aplicando convergencia dominada tenemos que

1
h [te<w<(t+h)E]

F@)|(w() - tE())dy < / F@)IEw)dy - 0

[t§<w<(t+h)E]

[ rwlkwa- [ 1w
[(t+h)E<w] [te<w]

cuando h — 0*. Entonces,

) = lim %( (t+h, )~ K(t, )

= lim h/ (t+h y) — ®(t, y))dy

h—0t

[ 1wy
[t <w] O

Considerando de nuevo el niicleo admisible del Ejemplo 3.11, para A =0
tenemos que

K'(t, £ L8, L) = ftwlf(y)ldy

y para A < 0,

R ALY = [ ey

n(1+A)1/A

Tomando por ejemplo el espacio de Lorentz A4 de funciones medibles f
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tales que [ f*(s)¢'(s)ds < oo, cuando ) = 0 se tiene que f € (L}, Lg)a, si
(o] [o 0] o0
| et s ayeeas = [T66) [ 15wl
0 0 s

= [l [ ¢ sy
|1y < oo,

luego (Lg, Lg)a, = L} Cuando A < 0 se tiene que f € (LY, L})a, si
| G yeea = [Toe [ iswle s
0 0 ) _

n(1+As)/2

= /000 If(y)le“*%(ew/\- 1)dy ,

tuego (L}, L)s, = L} donde g(y) = e~ (232,
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