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Resumen: Sc presenta un método simple para ¢l cdleulo-del orden-de Ta singularidad
de tensiones en csquinas bidimensionales ortdtropas con diversas combinaciones de
con-diciones de contorno  homogéncas. “Se presentan resultados numéricos para
algunas configuraciones tipicas de esquinas ortdtropas que aparceen en la prictica
ingenicril con materiales compucstos.

Abstract: A simple approach for computation of singularity order ol stresses in
twodimensional orthotropic corners with various combinations of homogencous
boundary conditions is introduced. A few numerical results for some typical
configurations ol orthotropic corners occuring in - enginecring  practice with
composite materials arc presented.

1.-INTRODUCCI@N.

Las tensiones, como soluciones de las ccuaciones de la Elasticidad lincal, pueden
tener valores no acotados c¢n puntos del contorno donde éste no e¢s suave y/o
condicio-nes de contorno cambian - bruscamente. Cuando csto sucede. a cstas
conliguraciones- locales de  problemas clisticos  las Ilamaremos  genéricamente
esquinas y diremos que las rensiones son singulares en el vértice de la esquina. El
cardcter singular de las tensiones puede estar en ¢l origen de la iniciacion de grictas y
por consiguicnte del fallo-de la estructura. Por cllo ¢l conocimicento de los pardmetros
asoctados a cste cardcter (ordeny peso de la singularidad) es importante para la
formulacién de los criterios de fallo imprescindibles en un proceso de disefio.

El andlisis de tensiones singulares en esquinas cldsticas isétropas bidimensionales
se rcaliza normalmente siguiendo ¢l procedimicnto de Wil liams ( 1952). Ting y Chou
( 1981) extendicron este procedimicnto para ¢l caso de esquinas anisotropas y
derivaron posibles formas de tensiones - singulares en cllas, pero no presentan
resultados numdri-cos: Su teoria fuc recientemente aplicada por Wu y Chang (1993) a
un caso particular de esquinas ortétropas con los bordes libres.

El objeto de este articulo es desarrol lar ¢l procedi m iento. para materiales ortétropos,
que permita caleularel orden de la singularidad asociada a una esquina con cualquicr
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tipo de condiciones de contorno homogéneas y cualquier orientacién de los ejes de
ortotropia con respecto a la esquina.

2.-TEORIA DE LEKHNITSKIIL.

La ley de Hooke, considerando s6lo deformaciones planas y en ¢jes principales de
ortotropia del material, adopta la forma:

11 ,311 /Bk'l 0 11
€99 = | b1z fa (O 922 t
2e1 0 0 B T12

Las raices conjugadas tt, y 1l (.= 1, 2) de la ecuacion caracteristica de Lekhnitskii
(1950): i e e 5 .
Brap” + (2010 4 Bos)p* + o = 0 )

quedan definidas por:

é ; r 3

o = ————i’t‘: zm, fe = \/m + (B2 + 7). v = %C— 3)
\' ~Z 11

donde i es la unidad imaginaria. Para la mayorfa de los materiales ortétropos utilizados

en ingenierfa, 3_ # 0, lo que se va a suponer de ahora en adelante.

Las representaciones de los vectores de desplazamientos u(x), de tensiones en el
contorno #(x) y del tensor de tensiones 0,,(x) introducidas por Lekhnitskii (1950) en
términos de potenciales complejos @ (z (x)) funciones analiticas de variables comple-
jasz (x)=x, + U x, € C, tienen la forma.:

2
uz<x>=R-e{zpza%(za(x))}, u<x>:-1<.<-{mm o "“I 4)

=1

o=

an(x) RO{Z Qo Q1O /i (24 ’))} (5)

dondea significa la derivada tangencial con respecto al contorno. MantiCy Parfs (1995)
han introducido las siguientes cxpleslonc% de las matrices de Lekhnitskii Py Q y de sus
coeficientes de normalizacion x *:

_ —7 + i8-8 -y —if- By } _ [ —f1 ] 6
= [ —pa(y +iB-By) —paly —iB-Ps) | Q=11 1 (R

2
?=°Z ProQro = (= 1) 4iB_Bypte # 0 ™

3.-GEOMETRIA Y CONDICIONES DE CONTORNO.

Sea Q una esquina bidimensional definida en coordenadas polares por los dngulos
0, (¢ =0,1) de sus bordes:

(2——{(70)|0<1§OC ()U<U 01\(}(1+)71 61:01—0[) (8)
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Condiciones de contorno homogéneas para los desplazamientos y las tensiones en
los bordes de la esquina pueden ser expresadas formalmente mediante las matrices
D\l(eu)’ D!(eu) € Rlxz;

\ C
D.(0)u(r,8.) + D(8)t(r.0,) =0,  r>0 ®)

siendo el rango de [’D“(GH), D (6] iguala2. EnlaTabla I se definen estas matrices para
cuatro tipos basicos de condiciones de contorno. I es la matriz identidad, los vectores
normales y tangentiales a los bordes de la esquina se definen comon(6 ) = [sin 8 ,—cos
01"y s, =[cos B, sin 0 1", respectivamente y [ es ¢l coeficiente de friccion. Para
estas condiciones de contorno, con la, excepeion del caso de deslizamiento con fric-
cién, se cumple:

D, (0.)D] (0.) = 0 (10)
condicion de contorno defintcion de malirices
libre D.(0,)=0 D,0,) =1
empotrado D,0,) =1 D;(0,) =0
deslizamiento D.(0,) = [n(0.). O]T D,(4,)=[0,s(0.) — fn(()av)]T
antisimétrica D, (0,) = [5(0“),0]’1' D,(0,) = [O,n(()u)]vlv

Tabla 1: Matrices de las condiciones de contorno.

4.-ANALISIS DEL ORDEN DE LA SINGULARIDAD DE TENSIONES.

Segtin Ting y Chou (1981) los potenciales complejos asociados a las tensiones sin-
gulares tienen la forma general:
Bal(2a(x) = 20(X)ta + 22()ber Mo €C, 0< Rex<1 (D

Llamaremos A al exponente y 1-X al orden de la singularidad de tensiones, las
cuales, de acuerdo con (5), adoptan la forma.:

Red— - o N 12)

or(r, 0) = B cos(ImA In 7) fu(A, 0) + sin(ImA In igu(A, 0)) (12)

donde f, y g, son funciones reales y suaves de 0. Supongamos ahora que la relacion

(10) se cumple para 6. Entonces para obtener una ecuacion simple de los autovalores

es apropiado definir el vector de potenciales complejos de Lekhnitskii ®(x) =
[<D](7,I(x)),(bz(“/,:(x))]T generalizando la idea de Wu 'y Chang (1993), como:

®(x) = 7 A0, 0o, Ay + 7 A0, 00, AT (13)
donde q es un vector complejo incognita,
A(0,00,)) = Z(4,05, %) (PTDI(00) + Q"D{ (00)) (4

y donde Z (8, 6,, 1) es una matriz compleja diagonal con elementos que son funciones
continuas de 8 en ¢l intervalo 6 <8 <0 :

A V)
1 200\ 1 [ 200V X " .

7(0,00,\) = diag !:2—2— (——-1—(—l) '3 < =i i ) % . za0) = cosb + posing  (15)
4 2 ]

21(0) 23 (0y)
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Z (6, + mm, 0, A) = exp(mmik) diag K%K, m=0,12 (16)

Partiendo de las representaciones (4) y de la definicion (13) se demuestra en Mantic
et al. (1995) que:
D,(6)u®)=0 y D(B)t6)=0 (17)

El cumplimiento de las condiciones de contorno para el dngulo 0, cs equivalente a
que el sistema homogéneo de ecuaciones lineales:

B(AMq=0, q=0 (18)
tenga una solucién q no trivial, es decir sea equivalente a que:
detB (L) =0 (19)
donde la matriz B (A) es definida (Manti¢ et al. 1995) como:

B(\) = Du(0)) (PZ(6,00, \)P” + PZ(0, 00, P ) DT (0,) +

D,L(ol)(PZ (61,80, M) Q" + PZ(0:, 60, Q" ) D (60) +
0])(QZ 61,00, VP" + QZ(0,,0,, )P ) DY (o[,)
) (Q2(01,00,)QT + QZ (0,0, 1)Q" ) DY (0

l

(20)

La ecuacion (19) es la ecuacién de autovalores para el exponente de singularidad A.
Es util reconocer que B(A) = B(A) y especialmente B(L) € R*? para A € R. Una vez
encontrada la raiz A de la ecuacion (19), se puede resolver el sistema lineal (18) parael
vector q y después utilizando representaciones (13), (5) y (4) se obtiecnen los campos de
lensiones singulares en la esquina y sus desplazamientos asociados.

La forma de la matriz B(A) permite en algunos casos especiales obtener analitica-
mente varios resultados interesantes (Mantic et al. 1995).

5.-EJEMPLOS NUMERICOS.

Se ha realizado un andlisis para un material compuesto de grafito-epoxy con pro-
picdades £\ = 151.15GPa, E,, = 13.67GPa, v, = 0.343 y G , = 5.5GPa, en el cudl se
ha cs[udlado numéricamente Ia variacion d(,l valm mmlmo dc Aentre Oy I en fun-
cién de la orientacién de los bordes de la esquina con respecto a la orientacion de la
fibra (cje x).

En la Figura I se muestran los resultados del andlisis de una esquina saliente de 90°
con el borde del dngulo 6, libre y el borde del dngulo 6, bien empotrado o bien en
deslizamiento con friccion. Se ve que un mayor coeficiente de friccion implica un ma-
yor orden de la singularidad de tensiones usualmente definido como | - A. Parfs et al.
(1995) comparan estos valores de A para cl caso libre-empotrado con los resultados
obtenidos con el MEC a partir de la evolucion de las tensiones normales y tangenciales
en el borde empotrado.



MATERIALES COMPUESTOS 95. 425

1.00 — —
[ { ]
: )\m\ :
0.90 i \7
0.80 1
< L ]
L ]
N X}
0.60 [~ —&— empotrada
[ —8— {=0.05 ]
- —— f=0.2 -
0.50 . . ]
0.00 30.00  60.00 90.00 120.00 150.00 180.00
5]

0
Figura 1: Valores de A para una esquina de 90°, libre-empotrada/deslizamiento.

En la Figura 2 se muestran los valores de A para una esquina de 180° (semiplano)
con el borde del dngulo 6, libre y el borde del dngulo 6, en deslizamiento con friccidn.
Se observa cierta simetria de los valores de A para cocficientes de friccién con signos
diferentes con respecto a A = 1/2 que es el caso de deslizamiento sin friccion, y también
que un mayor coeficiente de friccion implica un mayor orden posible de la singularidad
de tensiones.
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Figura 2: Valores de A para semiplano, libre-deslizamiento.

La evolucién de A con respecto al dngulo de la bisectriz exterior de la esquina ¥ =
(8,+ 6)/2 - T para esquinas reentrantes con los bordes libres y con diferentes dngulos
interiores 6, es mostrada en la Figura 3. El orden de la singularidad de tensiones aumen-
ta al aumentar el dngulo 6, y se acerca a 1/2 cuando 6, se acercaa 2m, de acuerdo con los
resultados de Wililams (1952) para esquinas istropas. Se puede observar una clara
tendencia del mayor orden de la singularidad de las tensiones cuando la bisectriz de la
esquina es perpendicular a la fibra. '

6.- CONCLUSIONES.

En este articulo se ha desarrollado un nuevo método para formar la ecuacién de
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Figura 3: Valores de A para esquinas reentrantes, libre-libre.

autovalores para cl estudio del orden de la singularidad de tensiones en esquinas
bidimensionales ortStropas. Este nuevo enfoque es mds apropiado tanto para el estudio
analitico como para la solucién computacional. La utilidad de este método para el and-
lisis tensional de materiales compuestos se ha puesto de manifiesto mediante un estu-
dio numérico de la variacién del exponente de la singularidad con la variacién de la
orientacion de la fibra con respecto a los lados de la esquina para diversas geometrias y
combinaciones de condiciones de contorno. Los casos analizados sc corresponden con
situaciones tipicas a las que pueden verse sometidos elementos de material compuesto
como el aqui considerado. Asi, la primera situacién analizada se puede presentar en el
ensayo off-axis, la segunda en ¢l ensayo losipescu y la tercera corresponde al caso
general de entallas que por ejemplo se dan en este dltimo ensayo.
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