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RESUMEN

El término no singular de tensiones, denominado también “T-stress”, es el término asociado al autovalor =1 en la serie
desarrollada por Williams (1957) para el campo de tensiones lineal elédstico cercano al vértice de una grieta. En las tres
ultimas décadas se ha demostrado que este término puede incidir en muchos de los problemas de la Mecénica de la
Fractura Elastica Lineal. Por ejemplo, puede cambiar el tamaio y la forma de la zona plastica en el entorno del vértice
de la grieta o cambiar la direccion de la propagacion, entre otros aspectos. Los métodos de célculo de esta tension finita
usualmente se han desarrollado para problemas planos. En este trabajo se presenta un método para determinar las
tensiones no singulares existentes en el campo de tensiones en el entorno del vértice de una grieta tridimensional. El
método esta basado en una integral independiente del dominio que utiliza convenientemente campos auxiliares para
eliminar los términos singulares de la serie. Se presenta su implementacion en la etapa de postprocesamiento del
método de los elementos de contorno. Se ha modelado el problema de una placa con grieta lateral para la cual se ha
determinado el término T-stress en deformacion plana y su variacion a lo largo del frente de la grieta para el problema
tridimensional.

ABSTRACT

T-stress is the no-singular stress of the Williams (1957) series expansion for linear elastic crack tip fields. It is known
that this term has a significant influence on crack growth direction and crack path stability. Several numerical or
analytical methods were developed to calculate the elastic T-stress in 2D in the past. Many researchers have provided
T-stress solutions for 2D cracked bodies under uniform tension, bending loading conditions or under non-linear stress
distributions. However, T-stress solutions for 3D cracked specimens are very limited. In the present paper a path
independent integral is presented to evaluate the T-stress along the crack front for 3D bodies. The method used
adequate auxiliary fields to eliminate the singular terms of the series expansion. The domain-independent
representation for this integral is presented together with the details of its BEM implementation. The present procedure
allows a direct evaluation of the T-stress to be performed in a precise way. A benchmark problem is modelled by BEM
to evaluate T-stress in the plane strain and 3D solutions.

AREAS TEMATICAS PROPUESTAS: Métodos Analiticos y Numéricos.

PALABRAS CLAVE: T-stress, integral independiente del dominio, elementos de contorno.

1. INTRODUCCION de grietas, controlada por la Mecénica de la Fractura

Elastica Lineal, la estabilidad estd gobernada por el

El denominado “T-stress” es el término no singular en valor y el signo del “T-stress”. Tedricamente se sabe
la serie desarrollada por Williams [1] para el campo de que cuando esta tension es positiva, la grieta es
tensiones elastico lineal cercano al vértice de una grieta. direccionalmente inestable siguiendo una pequeia
En 2D, este término es una tension paralela a la grieta y desviacion que hace que ésta no retorne a su linea
es el segundo parametro después del conocido factor de inicial de propagacion [2]. A su vez, en la Mecanica de
intensidad de tensiones asociado a los términos la Fractura Elasto-Plastica se ha demostrado que los
singulares. Depende fuertemente del tipo de carga asi campos de tensiones y deformaciones en la zona
como de la longitud de grieta y de la geometria de la plastica alrededor del vértice de la grieta pueden ser
probeta. caracterizados de una forma mas precisa cuando estan
determinados los parametros J y T [3, 4]. En este caso,

En las dos décadas ultimas, se ha demostrado que este los valores negativos (compresivos) de “T-stress”
parametro puede llegar a incidir en problemas de la pueden causar una reduccion de la constriccion en el
Mecanica de la Fractura. Por ejemplo, en la propagacion vértice de la grieta y por tanto disminuir el nivel de las
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tensiones de abertura en el fondo de ésta para un mismo
valor de J aplicado. Consecuentemente, estructuras con
altos niveles de T compresivo, tales como una placa con
grieta central sujeta a traccion, requieren mayores
valores de J para alcanzar las condiciones necesarias de
fractura. Por ello, aparentemente en estos casos el
material exhibe mayores valores de tenacidad de
fractura. Por otro lado, en estructuras con T positivo,
tales como barras con grictas profundas sujetas a
flexion, exhiben una aparente disminucion en la
tenacidad respecto su valor cuando T es igual cero.

En el contexto de la fractura bidimensional, “T-stress”
es independiente de las propiedades elasticas del
material. Los valores de “T-stress” coinciden en tension
plana o deformacion plana. Por el contrario, en fractura
tridimensional el valor de T depende de las propiedades
mecanicas del material asi como del espesor de la
probeta. En estos casos, T puede incrementarse
considerablemente a lo largo del espesor de la probeta
logrando cambiar sustancialmente la forma y el tamafio
de la zona plastica alrededor y a lo largo del frente de la
grieta. Sin embargo, los estudios de la incidencia del
“T-stress” en fractura tridimensional son limitados [5,
6] y en la actualidad no se conoce el comportamiento de
este parametro para distintas geometrias de probetas 3D.

En este trabajo se presenta un método para el célculo de
los valores del “T-stress” en grietas 3D en medios
homogéneos. El método estd basado en una integral
independiente  del dominio. Se presenta su
implementacion en la etapa de post-procesamiento del
Método de los Elementos de Contorno. Se ha modelado
el problema de una placa con grieta lateral para la cual
se ha determinado el término T-stress en deformacion
plana y su variacion a lo largo del frente de la grieta
para el problema tridimensional.

2. INTEGRAL INDEPENDIENTE DE DOMINIO
PARA EL CALCULO DE “T-STRES”

La distribucion de tensiones y desplazamientos en la
vecindad del frente de una grieta 3D puede expresarse
en funcion de los primeros términos de un desarrollo en
serie [6, 7]:
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donde K| representa el factor de intensidad de tensiones
y Tj; el estado de tensiones constantes, definidos ambos
a lo largo del frente de la grieta. Usualmente se
denomina T;=T.

Segiin Huber et al. [8], la integral J para grietas 3D
puede escribirse como sigue:

J = lim 3)

(Wnl —0;in -u-l)df
'-0 ..1" e

donde W es la densidad de energia de deformacion y n;
es el vector normal a I', ver figura 1.

A

z

Figura 1: Camino de integracion en una grieta 3D.

Considere dos estados de equilibrio con variables de
campo denotadas con superindices (A) y (B),
respectivamente. El principio de superposicion de dos
estados de equilibrio da un tercer estado también en
equilibrio (A+B). Aplicando este principio se establece

[5]:

(4)

MAB) = lim [ (Gl-;lglgnl —Gl-;lul-Blnj —cl-fufllnj)df
r% 1" ! ! ! > . >

M“*P) se denomina integral de interaccion y puede
expresarse en términos de la integral J. Usando (4)
pueden calcularse los términos “T-stress”; para ello en
este trabajo se asume como estado (A) la solucion
correspondiente a la obtenida por el Método de los
Elementos de Contorno (MEC) para el problema de la
grieta 3D. Para el segundo estado (B) se asume la
solucion correspondiente al problema de la grieta
semiinfinita cargada por una fuerza puntual
perpendicular al frente de la grieta y contenida en el
plano de ésta, bajo la condicion de deformacion plana
[11], ver Apéndice.
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Para un camino circular I de radio £ que tiende a cero,
la integral (4) se escribe como sigue:

MWAB = im
£—0

©)

| loitefm=oifufin; ~ofuitn; oo
Considerando que n3;=0, 03,=0 (2=1,2) y u;;=0 en
ambos campos (A, B) en el limite cuando e—0 y que las
tensiones singulares en (1) y los gradientes de los
desplazamientos compatibles con estas tensiones
contribuyen solamente a las componentes del plano, se
demuestra que:

M = %(T_VTB) ©)

Adicionalmente una segunda relacion  puede
establecerse para problemas 3D bajo la condicion de
deformacion plana generalizada [6]:

T, =vT +Ee¢,, ™

Reemplazando en (6), se obtiene una expresion para T:

E

)
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221

(¢

@

Figura 2: (a) Definicion del sistema de coordenadas
cartesianas locales en el punto z, (b) Dominio
cilindrico V, (¢) Funcién auxiliar g, a lo largo del
segmento 2L, (d) Funcién auxiliar ¢, a lo largo del
segmento 2L.

La expresion (4) es valida tinicamente en el limite
cuando I'—>0 por lo que una expresiéon mas conveniente
en 3D puede obtenerse usando las estrategias
introducidas en [12], asi:

A,B A_B A B B A
MAE = [V(Uij gjjm —Ojui|n; =0 ui,lnj)q,ldV

)

Donde V es un volumen conteniendo al punto z, sobre
el frente de grieta donde los términos “T-stress™ seran
calculados.

La evaluacion de la integral (9) se lleva a cabo en un
sistema de coordenadas locales (x’, y’, z’) con origen en
la posicion global en un punto fijo z, sobre el frente de
grieta donde T(z,) es requerido, ver figura 2 (a). En este
trabajo el volumen V es un dominio cilindrico de
longitud 2L alrededor del frente de la grieta conteniendo
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el punto z,, ver figura 2 (b). La funcion auxiliar g esta
definida en el dominio V' como el producto de dos
funciones ¢,(r) y ¢.(z). La primera de estas funciones
tiene valor unitario sobre el frente de la grieta, cero
sobre la superficie cilindrica del volumen V' y es suave
en el resto del volumen, mientras que la segunda es una
funcion suave entre -L y +L y cero en estos puntos, ver

figura 2 () y (d).

3. DETALLES DE LA IMPLEMENTACION

El procedimiento para obtener T(z,) via la expresion (8)
ha sido implementado en la etapa de postprocesamiento
del codigo del MEC 3-D. El codigo MEC aplicado para
resolver el problema elastico isotropo 3-D esta basado
en la solucidon de las ecuaciones integrales de contorno
usando la identidad de desplazamientos de Somigliana.
Algunas caracteristicas relevantes de este codigo son:
elementos cuadraticos isoparamétricos de nueve nodos,
integracion numérica regular por cuadratura Gausiana
con 16 puntos usando subdivision de elementos en el
caso de la integral cuasi-singular, transformacion a
coordenadas polares para la integral débilmente singular
y la condicion de movimiento como solido rigido para
la evaluacion de la suma de los coeficientes de los
términos libres y el valor principal de Cauchy de la
integral fuertemente singular.

El calculo de “T-stress” en una posicion z, sobre el
frente de grieta mediante la expresion (8) requiere de la
evaluacion de una integral de dominio presentada en
(9). Una seleccion natural usando un codigo del MEC
es considerar los puntos z, coincidentes con los nodos
del modelo del MEC sobre el frente de la grieta
mientras la longitud de integracion L en la figura 2(b) es
igual a la longitud de los elementos segun corresponda
el caso, tal como se explicard mas adelante. La porcion
de volumen V en la que la integral de dominio es
evaluada, se discretiza usando celdas de 27-nodos. Las
tensiones y las derivadas de los desplazamientos dentro
de las celdas son aproximadas por productos de las
funciones de interpolacion de las celdas ¥; y los valores
nodales de o; y u;;, respectivamente. Los valores
nodales de estas variables se calculan siguiendo los
procedimientos para puntos internos [13]. La
integracion se lleva a cabo usando la cuadratura de
Gauss con 8x8x8 puntos en el volumen de cada celda,
ver figura 3.

Como se describe en la figura 4, tres casos diferentes
necesitan ser considerados, dependiendo si el nodo M
de interés (correspondiente con la posicion z,) estd
situado en el centro del lado del elemento que coincide
con el frente de grieta (nodo central), si esta entre dos
elementos (nodo compartido) o si se encuentra situado
en la superficie externa (nodo sobre la superficie). Si M
es un nodo central o se encuentra sobre la superficie, la
longitud 2L (el segmento sobre el frente de la grieta en
el cual se calcula la integral) abarca un elemento,
conectando los nodos M-1, M, y M+1 y los nodos M-2,
M-1y M, respectivamente.
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Figura 3: (a) discretizacion del MEC, (b) celdas
de integracion.

Por otro lado, si M es un nodo compartido, 2L abarca
dos elementos, conectando los nodos desde M-2 a M+2,
ver figura 4. La evaluacion de T(z,) via (8) para un
punto z, coincidente con el nodo de la superficie, ver
figura 4, no es admitida en general.

En este trabajo ambas funciones ¢.(z) y ¢.(r) varian
cuadraticamente en la direccion tangencial y normal al
frente de la grieta, respectivamente. Esta definicion
bicuadratica de ¢ ha sido empleada con excelentes
resultados en la evaluacion de la integral de interaccion
para grietas en trabajos previos, ver Cisilino y Ortiz [9].
La funcién ¢g=q,(r)q.(z) es interpolada en todos los
puntos dentro del volumen de integracion usando los
elementos de volumen isoparamétricos estandar:

(10)

donde ¥; son las funciones de forma definidas dentro
del volumen de cada celda y Q' son los valores nodales
de la funcién g para cada nodo i. De acuerdo a la
definicion de ¢ (ver Ec. (10)), Q' =0 si el nodo i estd
sobre S,, mientras que para el resto de los nodos, los O'
vienen dados por los valores del producto g,(r)g.(z) en
esos nodos, en particular Q' =1 sobre el frente de la
grieta, ver figura 2. Aplicando la regla de la cadena:

OlPl Oé’k
ZZ cly Ox;

i=l k=1

(11)

donde £, son las coordenadas intrinsecas en el espacio
de las celdas isoparamétricas.
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Funcioén g.(z)

Nodo compartido

Nodo central

Nodo sobre la superf.

Figura 4: Esquema de las celdas en la region del
frente de la grieta.

EJEMPLO NUMERICO: PLACA
GRUESA CON GRIETA LATERAL

4.

Considérese una placa gruesa con grieta lateral y sujeta
a una tension remota uniaxial c. Detalles de la
geometria y dimensiones se presentan en la figura 5. La
malla del modelo MEC consiste en 136 elementos
cuadraticos y 565 nodos. Para el célculo del “T-stress”,
se ha dispuesto de cuatro anillos de celdas con radio »/a
igual a 0.1, 0.2, 0.3 y 0.4 alrededor y a lo largo del
frente de la grieta, resultando asi un total de 140 celdas.

En la Tabla I se presentan los valores del “T-stress” en
deformacion plana para celdas con radio 7/a igual a 0.2,
0.3 y 0.4. Estos valores han sido normalizados respecto
a la solucion numérica obtenida por Sherry et al. [10].
Las diferencias entre ambas soluciones no superan el
3% y para el promedio entre los valores de “T-stress”
antes obtenido apenas llega a superar el 1%.

2h=8a

)
Figura 5: Placa con grieta lateral.

0.6
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P r/a
5 02 03 04| promedio
0.0000 | 0.987 | 1.030 | 1.018 | 1.012
0.1430 | 0.987 | 1.029 | 1.018 | 1.011
02860 | 0.987 | 1.029 | 1.018 | 1.011
04290 | 0.987 | 1.029 | 1.018 | 1.011
05710 | 0.987 | 1.029 | 1.018 | 1.011
0.6430 | 0.986 | 1.029 | 1.017 | 1.011
07140 | 0.986 | 1.028 | 1.016 | 1.010
07860 | 0.984 | 1.026 | 1.015 | 1.008
0.8570 | 0.980 | 1.023 | 1.011 | 1.005
0.9290 | 0.983 | 1.028 | 1.015 | 1.009
1.0000 | 0.986 | 1.031 | 1.017 | 1011

Tabla I: valores de T/T,. a lo largo del frente de grieta en

deformacion plana.

Tlo

Figura 6: Valores normalizados T/c a lo largo del frente de

la grieta 3D.

Las soluciones para “T-stress” en 3D se presentan en la
figura 6 para valores del coeficiente de Poisson igual a
0.0, 02, 03, 04 y 0.49. Los patrones de
comportamiento de estos valores a lo largo del frente de
grieta concuerdan con los presentados por Sladek y
Sladek [6].
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5. CONCLUSIONES

Se ha presentado una integral independiente del
dominio para el calculo de los términos no singulares de
tensiones en grietas 3D. Asimismo, se ha presentado su
implementacion usando la solucién del Método de los
Elementos de Contorno. El método desarrollado permite
obtener excelentes resultados numéricos para el célculo
del “T-stress” en problemas de grietas 3D.
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APENDICE
Componentes cartesianas de las derivadas de

desplazamientos y tensiones en una grieta semiinfinita
cargada por una fuerza puntual perpendicular al frente
de la grieta y contenida en el plano de ésta, bajo
condicion de deformacion plana [11].

__f kcosO+cos30

U, =
Az r 2G
y f —ksin@ +sin 36
-2 4 r 2G
U, =— f [1+(1+v’)00529]sin9
’ E'nr
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’ E'nrr
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Donde E es el moddulo elastico, G es el modulo de
cizalladura y v es el coeficiente de Poisson. En
deformacion plana k=(3-4v), E’=E/(1-v) y v’=v/1-v).



