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Una aproximacién geométrica a la aerodindmica
de curvas y superficies

Alejandro G. Bedoya e Alfonso Carriazo ¢ M. Carmen Marquez

Resumen. En este trabajo presentamos una primera aproximacion al estudio
geométrico de la aerodinamica de curvas y superficies. En primer lugar, mo-
tivaremos el estudio a partir de situaciones concretas y ejemplos fisicos, para
después adaptar el método de aproximaciéon normal de curvas y superficies re-
gulares, mediante curvas y superficies de Bézier, introducido por A. Carriazo,
M. C. Marquez y H. Ugail. Concluiremos presentando ejemplos graficos.

1. Introduccién

,Qué entendemos por aerodinamica? La aerodindmica es la rama de la me-
canica de fluidos que estudia las acciones que aparecen sobre los cuerpos solidos
cuando existe un movimiento relativo entre éstos y el fluido que los bana, en
nuestro caso el aire.

En general, la fuerza R actuando sobre el cuerpo se descompone en una
componente D (drag) en la misma direccion del aire y una componente L (lift)
en la direcciéon normal a la superficie, tal y como puede verse en la siguiente
figura:

Sea p la presion del aire sobre una porcion minima de area dA y 7 la fuerza
de friccion por unidad de area. La fuerza pdA actua en la normal a la superficie,
mientras que la fuerza de friccion se ejerce tangencialmente.
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Nuestro objetivo es minimizar la fuerza de presiéon que viene determinada por
la ecuacion

Fp:/cosepdA,
A

siendo 6 el dngulo formado por la direccion del aire (que consideraremos hori-
zontal durante todo el trabajo) y el vector normal de la curva:

—

Fisicamente no hay una forma explicita de calcular la resistencia al aire; se
prueba mediante experimentos.

En la siguiente figura, vemos cémo a medida que variamos la inclinacion del
segmento, la fuerza de presién disminuye hasta el tltimo caso donde F, =0y
podemos afirmar que la fuerza de presion se anula.

i -—
: : D
F,=[,pdA F,= [, cos0pdA F,=0

Entonces, queda verificado que el angulo 6 es significativo al evaluar la fuerza
de presion del aire sobre una curva o superficie. A medida que el cosf disminuye,
la fuerza de rozamiento es menor.

2. Meétodo de aproximacién normal de curvas y
superficies
Para poder presentar el método introducido en [1] necesitamos algunos con-

ceptos béasicos de curvas y superficies de Bézier.
Dados n 4+ 1 puntos Py, ..., P,, determinan la curva de Bézier

B(t) =i3?(t)Pi, t < [0,1],
=0
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donde
B (t) = (7)#(1 —H)"Ti 0<i<n
1

es el polinomio de Bernstein de grado n.

Por otra parte, dada la malla de m - n puntos F;;, 0 < ¢ < m,0 < j < n, se
determina la superficie de Bézier

B(u,v) =Y > B/"u)B}(v)Pyj,  u,vel01],
i=0 j=0

donde Bj"(u) y Bj(v) son los polinomios de Bernstein de grados m y n, respec-
tivamente.

Sea ahora « : [0,1] — R? una curva regular, donde tg = 0 < t; < -+ <t,_1 <
t, =1, Ph=0a(0)y P, =a(l).
Para cada i =1,...,n — 1, consideramos el punto

B(Az) = Oé(ti) + )\il’l(ti),
donde n(t;) es el vector normal de « en a(t;):

all)

«(0)
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Entonces, definimos la curva de Bézier
n—1
B(A1,. o An1,t) = BE(t)Po + > B (#)Pi(\i) + BJ(t) Pa,
=1
donde B(t) son los polinomios de Bernstein. Ahora, definimos la funcion

1
HM, ... 1) = / lo(t) — B(A1, ..., An_1,t)|dt.
0

Para minimizar esta funciéon, buscamos los valores Ay, ..., A% _; que mejor apro-
ximan B(A},...,A0_;,¢) ala curva a(t).

En este paso, necesitamos resolver un sistema de ecuaciones lineales dado
por 0H/0A; =0, para cada j = 1,...,n — 1. De hecho:

OH Laa
— = —at,
donde )
GOy A1, t) =D (@F(t) = BF (A1, Ao, 1),
k=1

Por lo tanto:

Zﬁj == 2k§n’“(tj> ( /O ol (t) B} (t)dt — Py /O By () B (t)dt

n—1 1 1
_Zak(m/ Bf(t)B}’(t)dt—Pff/ BZ(t)B}‘(t)dt)

i=1 0 0

+2 Z; (Zn k() /01 Bf(t)B?(t)dt) Ai.

Al igualar esta expresion a cero, obtenemos un sistema de ecuaciones lineales
en )\1, ey )\nfl.

3. Meétodo de aproximacién aerodinidmica de cur-
vas y superficies

La idea principal de este método es modificar la curva del mismo modo que
en la seccion anterior, pero ahora movemos los puntos de control, a través de
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sus normales, para mejorar el rendimiento aerodindmico minimizando el cos?6.
Nétese que evaluamos el cos?f para que no influya el signo.

a(0)

Pa(xa)

7i(tg)

B(A1, Ag. Ag.t)

7i(tg)

a(1)

Observemos que es necesario fijar una cota superior ya que, en caso contrario,
nuestra deformacién de la curva tenderia a infinito.

3.1. Ejemplos
Sea «(t) el segmento que une el punto (0,1) con el (0,0), con t € [0, 1].
Estudio con un punto de control intermedio:

La expresion depende de un solo parametro A\ y de t:

B\ t) = (2X(1 — t)t, (1 — )2 + (1 — t)t),
1
2
O\ t) = .
cos” 0N = Tvee —Tona + A 4 1
Como necesitamos minimizar este coseno, A deberia ser suficientemente gran-

de (tanto como sea posible en el medio en que nos encontremos). En este caso
particular, cuando evaluamos el coseno en el punto que hemos variado, resulta:

cos*0(\,1/2) = 1.

No es significativo, pues justo en ese punto se alcanza la maxima resistencia con
el aire (la tangente de la curva en ese punto es perpendicular a la direcciéon del
aire).
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Estudio con tres puntos de control intermedios:

La nueva expresion de la curva es
B(iyt) = (4t(1—t)* 46t (1—1)* Ao 441> (1—t) Az, (1—1) +3t(1—1)>+3t* (1—t) >+ (1—1)),

con

1
2
O\, Ao, Az, 1/4 ;
cos” 0(A1, A2, Az, 1/4) 1+%)\%+%)\2>\3+i)\§
1
2
O(A1, A2, A3,1/2
[0} (17 25, N3, /) 1+)\%_2)\1)\3+A§7
1

cos? O( A1, Ao, A3, 3/4)

T+ A+ Shid + 5503

De nuevo, en t = 1/2 se alcanza el punto de maxima resistencia al aire. En
los otros puntos t = 1/4 y t = 3/4 tenemos una expresion del coseno que si
podemos minimizar para que la curva sea mas aerodindmica.

En este caso, \; crece a la misma velocidad para todo ¢ = 1,2, 3.

Conclusiones

Seria interesante plantear este mismo método sin buscar la simetria y trans-
ladarlo del mismo modo a superficies.
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