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Diferenciales cuadraticas holomorfas en superficies
lineales de Weingarten elipticas

Antonio Bueno

Resumen. En este trabajo definimos una diferencial de Hopf para superficies
lineales de Weingarten que ademads satisfacen una relacién de tipo eliptico al
ser vistas como grafo sobre sus planos tangentes. Como consecuencia damos un
teorema de unicidad de tipo Hopf.

1. Introduccién

Una de las herramientas més utiles en el estudio de propiedades globales de
superficies es asignarles datos holomorfos, poniendo de manifiesto la conexiéon
entre el Anélisis Complejo y la Geometria Diferencial.

En 1955 Hopf [2] demostré que la complexificacion de la parte sin traza
de la segunda forma fundamental de una superficie inmersa M de curvatura
media constante en R3, es una diferencial cuadratica holomorfa globalmente
definida sobre M. Este resultado es consecuencia de la ecuacion de Codazzi, y
la demostracién es andloga en S3 y HS3.

Como corolario inmediato, la tnica esfera topologica de curvatura media
constante en cualquier espacio modelo tridimensional es una esfera totalmente
umbilical, ya que la diferencial de Hopf se anula sobre puntos umbilicales, y es
bien sabido que sobre la esfera de Riemann no existen diferenciales cuadraticas
holomorfas no nulas.

En la literatura se suele llamar ’diferencial de tipo Hopf’ a cualquier dife-
rencial cuadrética holomorfa definida geométricamente sobre una superficie, y
"teorema de tipo Hopf’ a cualquier resultado de unicidad para esferas topologicas
inmersas dentro de una cierta clase de superficies.

Las superficies con las que vamos a trabajar son las superficies lineales de
Weingarten. Una superficie se dice lineal de Weingarten si su curvatura media
H y su curvatura de Gauss K satisfacen una relacion de la forma

a+28H+~K =0, a,83,7 € R. (1)
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Si vy =0 (resp. 8 = 0), entonces recuperamos las superficies de curvatura
media constante (resp. de curvatura de Gauss constante).

Nuestro objetivo en esta seccion es asignar a una familia de superficies dentro
de las lineales de Weingarten, las de tipo eliptico, una diferencial cuadratica
holomorfa.

2. Superficies lineales de Weingarten de tipo elip-
tico

En adelante M sera una superficie lineal de Weingarten inmersa en R?. Sea

p € M. Entonces podemos escribir localmente alrededor de p la superficie M

como un grafo sobre el plano afin tangente a p en M, p + T, M. Tal grafo viene

dada por una cierta funcién diferenciable f definida en un entorno de p en
p+1T,M.

Lema 2.1. Sea M superficie lineal de Weingarten en R3, y sea p € M. Entonces
alrededor de p, donde M se escribe como el grafo de una cierta funcion f, la
condicion (1) se escribe como la siguiente EDP para la funcion f:

OZW2+25W% ((1 + fa%)fyy - 2fmfyfzy + (1 + fi)fzz)""y(fmrfyy_f:%y) =0 (2)
donde W =1+ f2 + f7.

Dada una EDP podemos definir su comportamiento en eliptico, parabolico
e hiperbodlico de la siguiente forma:

Definicion 2.1. Sea v = wu(z,y) una funcién que satisface una EDP de la
forma
F(-Tayvuauxauyauxwauyya“xy) =0,

donde F es de clase C'.
Llamemos 7,5, @ Uyy, Uzy, Uyy Tespectivamente. Entonces

i) La EDP se dice eliptica si F,.F}, — iFE >0
it) La EDP se dice parabdlica si F,F, — $F2 =0
i11) La EDP se dice hiperbolica si F,.F} — iFf < 0.

Como (2) es una EDP para la funcion f, podemos estudiar su carécter por
la definicién anterior. Siguiendo la misma notacion,

1
F.F; — ZFj = W% — ay).
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Definicion 2.2. Sea M una superficie lineal de Weingarten. Entonces,
i) M se dice de tipo eliptico si 32 —ay >0
ii) M se dice de tipo parabolico si 3% — ay =0
iii) M se dice de tipo hiperbolico si B? — ary < 0
2.1. Traslado paralelo en superficies lineales de Weingar-

ten de tipo eliptico

Sea M una superficie lineal de Weingarten de tipo eliptico en R3. Dado ¢t € R,
llamamos traslado paralelo de M a la superficie dada por

Mt:M+t77,

donde n : M — S? es una aplicacién de Gauss para M.
Es inmediato comprobar que si M satisface la ecuacion (1), entonces M;
satisface

a+2(B8+at)Hy + (v + 26t + at?)K; = 0,

donde H; y K; son, respectivamente, la curvatura media y la curvatura de Gauss
de M,;. A M, la llamaremos superficie paralela a M a distancia t.

Proposicion 2.1. Sea Muna superficie lineal de Weingarten de tipo eliptico
en R3. Entonces existe t € R tal que la superficie paralela M, tiene curvatura
media constante.

Demostracion. Para que M; tenga curvatura media constante hay que imponer
que el coeficiente que acompana a K; valga cero. Esto se tiene para el siguiente
valor de t:

_ /32 _ _
t:M, sia # 0, t:—v, sia=0.
a 26
La curvatura media de la superficie paralela es
H, - ia#0, H=0 sia=0
=—7, sl , =0, sia=0.
T 2B+ at) '

O

El traslado paralelo ademaés relaciona las formas fundamentales de M y M;
de la siguiente forma:
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Proposiciéon 2.2. Sea M una superficie inmersa en R3. Llamemos I,1I a su
primera y sequnda forma fundamental respectivamente. Si My es una superficie
paralela o distancia t entonces se cumple

I = (1 —K)I + 2t(Ht — 1)1I,
I, = tK1 + (1 —2Ht)II.

Demostracion. La aplicacién que lleva M en M; es ¢ : p — p +tnp,.
Dados u, v vectores tangentes en un punto a M, la primera forma fundamen-
tal I; de M; viene dada por

(do(u), dp(v)) = (u+ tdn(u),v + tdn(v)) =
= (u,v) + 2t{dn(u), v) + t*(dn(u), dn(v)) =
= I(u,v) — 2tI (u,v) + t*III (u,v) =
= I(u,v) — 2tI (u,v) + t*(2HII (u,v) — KI(u,v)) =
= (1 —2K)I(u,v) + 2t(Ht — 1)II (u,v).

De forma similar, II; viene dada por

Iy (u,v) = —(dp(u), dn(v)) = —(u, dn(v)) — t{dn(u), dn(v)) =
= IT —t(2HIT — KI) = tKI + (1 — 2Ht)II.
O

Lo interesante es que podemos obtener informacion de I, IT a partir de I, II;
para cada superficie paralalela M,

Proposicién 2.3. Sea M una superficie en R3, y sea M; una superficie paralela
a distancia t. Entonces I, II vienen dadas en funcion de I, II; por

1

1= g (1= 2HOL — 2t(Ht — D)IL,),

1

MH=—
o ek

—tKI + (1 - ?K)IL,).

Noétese que el denominador 1 — 2tH + t2 K nunca puede ser cero, ya que esa
condicién, junto con la relacion (1) daria que tanto H como K son constantes en
M ; ésto solo es posible si M es un abierto de un plano, una esfera o un cilindro,
los cuales son casos triviales.
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3. Estructuras conformes y datos holomorfos

Dado que se satisface

1 1

= oo i (U 2H0L = 20(HE = DIL) = o

y I es una métrica Riemanniana, entonces o; es una métrica Riemanniana con-
forme a I. Como consecuencia, si z es una coordenada holomorfa para I, lo sera
también para o;.
Si M es una superficie de curvatura media constante y z es una coordenada
holomorfa para I, entonces 129 =0 y por tanto se tiene
(2,0) 2t(Ht — 1)

720 20— ) (2.0
¢ 1—2Ht ¢

1

Si ahora calculamos IT(>9) usando la relacién anterior y simplificando, lle-
gamos a

1 2,0
5 0. (3)

Nota. Si 1 — 2Ht = 0 entonces IIt(Q’O) = 0 y lo que se tiene es que z es una

II(Q,()) —

coordenada holomorfa para IIt(Q’O). En tal caso, siguiendo el mismo argumento

a desarrollar, la diferencial It(Q’O)dz2 es holomorfa para la métrica inducida por
la segunda forma fundamental.

Asi pues hemos llegado al siguiente resultado:

Teorema 3.1. Sea M una superficie de curvatura media constante H y sea M;

. ) . . 2,0
una superficie paralela a distancia t. Entonces se tiene que Ht( )d2? es una
diferencial cuadrdtica holomorfa para la estructura conforme inducida por o;.

Demostracion. Como M tiene H = cte la ecuacién de Codazzi implica que
1129 es una diferencial cuadratica holomorfa, y por tanto Ht@’o) es también
diferencial cuadratica holomorfa. O

En el caso en que M tenga curvatura media constante, la métrica o; en la
superficie paralela M; es combinacién lineal con coeficientes constantes de su
primera y segunda forma fundamental.

Vamos a aplicar todo esto a nuestra superficie lineal de Weingarten eliptica.

Teorema 3.2. Sea M wuna superficie lineal de Weingarten eliptica. Considera-
mos la métrica
o=0I+~I

y sea z un pardmetro conforme para tal métrica. Entonces, para esta estructura
conforme inducida, II>9dz? es una diferencial cuadrdtica holomorfa.
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Demostracion. Sabemos que existe un cierto ¢ tal que, al trasladar M a una
distancia ¢, obtenemos una superficie, My, de curvatura media constante H.
Supongamos que « # 0, ya que el otro caso es analogo.

Arrancamos entonces de esta superficie de curvatura media constante. Para
volver a nuestra superficie lineal de Weingarten eliptica, tendremos que trasladar
el opuesto del valor t. Para este caso, tal ¢ vale

L BFVE oy
o

Si sustituimos en las expresiones 1 — 2Ht y —2t(Ht — 1) obtenemos

B gl
1—2Ht= — L _op(Ht—1)= — L
+/5% — ay ( ) +/5% — ay

Es decir, la métrica o; es exactamente la métrica (salvo la raiz cuadrada)
By + 1.

Por tanto, en vista del teorema 3.1 y llamando I; = I, II; = II a la primera

y segunda forma fundamental de M respectivamente, obtenemos que IT(39 dz2

es una diferencial cuadratica holomorfa con respecto a la estructura conforme
inducida por o sobre la superficie lineal de Weingarten M inical.

O

Como corolario tenemos el siguiente teorema de tipo Hopf para esferas li-
neales de Weingarten

Teorema 3.3. Sea M una esfera topoldgica inmersa en R? que satisface una
relacion lineal de Weingarten de tipo eliptico. Entonces, M es una esfera umbi-
lical.

Demostracion. Definimos la métrica o = 51 4+ ~II. Para la estructura conforme
inducida por ¢ sabemos que la diferencial de Hopf 1129 dz? es una diferencial
cuadratica holomorfa que se anula en puntos umbilicales.

Pero sobre una esfera topoldgica no existen diferenciales cuadraticas holo-
morfas salvo las idénticamente nulas, como consecuencia del teorema de Liou-
ville. Por tanto, M es una esfera totalmente umbilical. O
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