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RESUMEN.- Cuando sélidos asimilables a vigas que descansan sobre una cimenta-
ci6én son sometidos a cargas de compresién, éstos se separan en zonas alejadas
de la carga ( contacto en retroceso ).En este trabajo se presentan resultados
obtenidos al aplicar el Método de los Elementos de Contorno en Elasticidad 3D
a este tipo de problemas. En el sentido del eje de la viga los resultados que
se obtienen est4n en concordancia con los de un analisis 2D. Sin embargo, en
el sentido transversal aparece la tipica evolucién tensional asociada a un
caso de contacto conforne, por lo que las tensiones de contacto maximas no
quedarian recogidas en un analisis 2D. Los resultados que se presentan son de
aplicacién entre cualesquiera rigideces relativas de la viga y la cimentacién,
Y se cifien al caso de que no exista friccién entre ambos sélidos.

SUMMARY.- When beams lying on a foundation are compressed, a gap between the
beam and the foundation appears at a certain distance of the zone where the
load is applied ( receding contact ). Results obtained applying Boundary

Element Method in Elasticity 3D to this kind of problem are presented in this
paper. Along the direction of the axis of the beam the results obtained with
the 3D analysis are very similar to those obtained using a 2D analysis.
However, a typical contact pressure evolution associated to a conforming case
appears along any transversal direction, the maximum contact pressure not
being recovered, therefore, in a two dimensional analysis. The results
presented assume no friction along the contact surface, covering any relation
between the compliances of the béam and the foundation.

1.~ INTRODUCCION Mahmoud, Salamon y Marks , haciendo uso del Mé-

todo de los Elementos Finitos en Elasticidad
Bidimensional, deducen el valor fipal del tamafio
de la zona de contacto de una viga que retrocede
al ser comprimida sobre una cimentacién elasti-
ca, considerando una estrategia de contacto en
avance ficticio hasta llegar a una solucién
exenta de incompatibilidades cinematicas ( sin
interpenetraciones entre 1los dos dominios )
[Mahmoud,1982]. Anderson utiliza el Método de
los Elementos de Contorno en Elasticidad Bidi-
mensional para resolver problemas de conexiones
mecénicas en los que el retroceso no se produce
stbitamente, sino que ocurre a partir de una
situacién en la que la zona de contacto ha sido
previamente comprimida por la accidn de otras

Es habitual clasificar los problemas de me-
canica de sélidos en contacto en funcién de la
evolucién del tamafio de la zona inicial de con-
tacto ( configuracién indeformada ) al aplicar
las cargas [Gladwell,1980] [Johnson,1985]. Asi,
se dice que el contacto es con avance, estacio-
nario o en retroceso segfn aumente, no varie o
disminuya el tamafio de dicha zona cuando se de-
forma la estructura.

No son mnuchas las publicaciones que hacen
referencia a problemas de contacto en retroceso.

Una relacién exhaustiva de las investigaciones

| clédsicas més relevantes en este campo pueden

encontrarse en [Gladwell,1980]. Sntre los traba-
jos mis conocidos caben citar los articulos de
Keer, Dundurs y Tsai [Keer,1972] [Tsai,1974]
sobre el anilisis tensional de problemas planos
¥ axisimétricos de contacto entre elementos de
longitud infinita, en los que el retroceso se
Presenta subitamente al aplicar la carga.

En trabajos m&s recientes, basados en plan-
teamientos integrales del problema, se presentan
fesultados de casos de contacto en retroceso
entre sélidos de dimensiones finitas. Asi,

ccargas [Anderson,1981]. Desde el punto de vista
de la sistematizacién del analisis, este tipo de
situvaciones resultan menos complejas de resol-
ver que la anterior, pues admiten un tratamiento
en el que el retroceso se detecta por incremen-

tos asociados a la descarga de un par de nodos
en contacto.

Mas recientemente, Paris y Garrido abordan
algunos problemas particulares de contacto plano
entre mis de dos sélidos en los que aparecen
fenémenos de retroceso stbito [Paris,1988b], ¥




luego describen un procedimiento sistematico
para la resolucién de problemas planog de con-
tacto en retroceso { stbito o progresivo ) con
friccién [Garrido,1989a] , utilizando elementos
de contorno lineales discontinuos [Paris,l?%S].
En casos de retroceso stbito, la estratgg;a se
basa en el chequeo simultineo de las cond1c1ongs
cinematicas en la zona de retroceso { ausencia
de interpenetraciones ) y de las estaticas en la
zona de contacto (ausencia de tracciones ),
mientras que en contacto con retroceso progre-
sivo se sigue la técnica descrita por Anderson
[Anderson,1981].

El presente trabajo tiene como objetivo
aplicar el procedimiento antes mencionado al
andlisis de problemas tridimensionales de con-
tacto en retroceso subito y sin friccién, repre-
sentando la continuacién natural de los estudlgs
realizados por Garrido, Foces b4 Paris
[Garrido,1989a] sobre la aplicacién del M.E.CT a
problemas tridimensionales de contacto estacio-
nario sin fricecién.

2.~ PLANTEAMIENTO INTEGRAL DEL PROBLEMA DE
CONTACTO EN RETROCESO

Como es sabido, el planteamiento integral
del problema elé4stico a partir de los Teorgmas
de Reciprocidad conduce a la conocida Identldgd
de Somigliana para desplazamientos. En ausencia
de fuerzas de volumen esta ecuacién integral,
escrita para un punto genérico ( x ) del contgr-
no ( dD ) del dominio eléstico (D) en estudio,
es de la forma :

C..(x)u,(x) + j T (x,¥)u (y)ds(y) -
1] A 1] J
ap :
(2.1)
= J Uij(x,y)tj(y)ds(y) =0
aD

i,j = X,¥,2 ; x,y € 9D

u (y) y t (y) representan, respectivamente,
J =

a las componentes del desplazamiento y de la
tensién en puntos (y) de 8D, expresadas en el
sistema global de coordenadas ( X,Y,Z ). Los
tensores Tij(x,y) v Uij(x,y) representan las

soluciones tridimensionales de Kelvin para ten-
siones vy desplazamientos, respectivamente
[Cruse,1973].

El término libre de la ecuacién integral,
€. .(x), depende de la forma local del contorno
ij

en el punto (x). En puntos donde la superficie
es suave se tiene :

1/2 si i=j
Cc (x) =
i 0 sii#j
En una estructura elistica en la que inter-
vienen dos cuerpos en contacto, puede aplicarse

la ecuacidén (2.1) a todo punto (x) del contorno
de cada cuerpo, resultando :

240

J ™ x, " (yras" (v —j vl xpttvasty) = 0
ij i 4

< ap
" (2.2)
K
K=2aB i, = X,Y,2 ; x,y € dD
siendo
K Tfj{x,y) si  y#x
x
T (x,y) = . .
= T*.(x,y) +¢® (x) si y=X
ij ij
CUERPO ( A )
CUERPCQ ( B ) X

Figura 2.1 : Definicién del problema

Con referencia a la Figura 2.1, podemos con-
siderar la siguiente particién del contorno

-

( ap® ) de un sélido en contacto con retroceso :

K _ ik R, (2.3)
an _.(;)1)L+al:ik+dl)C

donde

= GDK incluye toda la superficie del dominio
L

DK a excepcién de su interfase natural ( en é:
estructura indeformada ) con el otro_sblldo. :
puntos de esta zona se desconocen siempre tre

: K X
variables del modelo matematico { uj(y), tj(Y) 6

it i
combinaciones de ambas en el caso de COndlClO:s
de contorno mixtas ) y se desconocen otras tres.

- an“ representa a la parte de la superficie
R

de interfase natural con el otro cuerpo que ::;
fre retroceso al cargar la estructura. En pun

de esta zona el vector tensién es idénticamente
nulo y se desconocen las tres componentes del
vector de desplazamientos. Por tanto, a efectes
de incluir la particién {2.3) en la representa-
cién integral (2.2) consideraremos que :

f Ul xntpasty) = o (2.4)
aDK 1 3
R K = A,B

5 K o
. ch es la superficie que realmente perma-

nece en contacto con el otro cuerpo al cargar la
estructura., En estos puntos se desconocen las

tres variables cinematicas ( u:(y) ) ¥ las tres
estdticas ( tf(y) ), lo que implica doce varia-

bles desconocidas considerande que estos puntos
pertenecen a las superficies de los dos cuerpos.
De estas, solamente seis resultan ser indepen-
dientes al aplicar las condiciones de contacto :

Equilibrio en el contorno de la zona de
contacto o

A _ .B _
tj(Y) tj(Y) =0

(2.5)
A B
tzty) tt(y) =0
. ) A B
1=1.3 ;ye GDC, GDC
Condicién de contacto sin friccién
thy) =ty =0
3
(2.86)

K =48 ; A ap®
B y €D, ap,

A efectosl de la regionalizacién propuesta
{2.3) 1la condicién de contacto sin friccién im-
plica que:

j Ul ) tfnast(y) = o
aDK
c

i
=

_ (2.7)
K K K
f Uis(x,y)ta(y)ds (y)

K
6DC

Condicién cinemitica de continuidad

uj(y) + uf(y) =0 (2.8)

En estas ecuaciones los subindices 1,2 y 3
representan a las direcciones locales utilizadas

Para referenciar los grados de libertad asocia-
dos a puntos de la zona de contacto, Figura 2.1.
La direccién 1 €S, en cada cuerpo, la de la nor-

- e K
mal exterior a dDF en (y). Las direcciones 2 y 3

S€ orientan arbitrariamente en el plano indefor-
mado de contacto de uno de los cuerpos, tomiando-

ge en el otro cuerpo como se indica en la Figura
Sl

En lo que sigue, consideraremos que los ten-—

K xK "
Sores Uij y Tij han sido expresados en confor-
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midad con las transformaciones de coordenadas
que son necesarias para referenciar todas las
variables del modelo en su sistema local ge
c¢oordenadas.,

PLANO

CUERPO ( A ) P e DE
CONTACTO

CUERPO ( B )

Fig 2.2 Definicién del sistema 1local de

coordenadas.

Definitivamente, las seis variables descono-
cidas en los puntos de la zona de contacto son :

iy, udiy), W i), thy

Obsérvese que los desplazamientos en el
plano de contacto | u;(y), u:(y}. ug(y) u:fy) )
son desconocidos, pues la (2.6) implica el libre
deslizamiento entre los sélidos a través de (y).

Haciendo uso de la particién (2.3) v consi-
derando las condiciones de contacto antes enume-
radas, podemos particionar la ecuacién (2.2) del
siguiente modo :

x,y € a*

f T??(x,y)ui(y)ds“(y) -J Uij(x,y)t:(y)dsA(y)—

A A A A
aDL+6DE+8DC apc
= [ U?j(x,y)t?(y)dsA(y) =0 (2.9)
o A
aDl.
X,y € BDB
J T:?(x,y)u?(y)dsu(y) —j T??(x,y)u:(y)dss(y) +
Ao B B
dDL+6DR aDC

+[ gfg(x,y)ugty)dsﬂ(y)+J Tzl (yas®ly) -
"o a;

-J U?l(x,y)t:(y)dsnty)—J u7 )t y) as®(y) =0
el B
O 0, (2.10)

Cualquier punto del contorno de la estruc-
tura aporta el mismo nimero de variables desco-
nocidas que de ecuaciones aplicables en &1

( tres en el caso de puntos de anf v GDE Y seis

en puntos de la zona de contacto ).




Es claro, por tanto, que conocido el tamafio
de la zona en retroceso ( o bien la de contacto)
es posible caracterizar el problema mediante un
sistema de 3N ecuaciones lineales, asociadas a N
puntos fijados sobre el contorno de la estruc-
tura de contacto, siguiendo la técnica de
aproximacién del Método de los Elementos de
Contorno.

3.- FORMULACION NUMERICA

Los contornos de los cuerpos en contacto se
discretizan con elementos de contorno triangula-
res. Sobre cada elemento se supone una distribu-
cidén constante de los campos de tensiones y de
desplazamientos ( Los nodos son los baricentros
de los triingulos)

La interfase natural comin a ambos cuerpos
( GDE U 6DE ) se discretiza de idéntica forma en

cada contorno { los elementos que virtualmente
pudieran contactar al cargar la estructura son

idénticos ).

Las integraciones sobre los elementos se
realizan analitica o numéricamente segin perte-
nezca o no, respectivamente, el nodo al que se
aplica la ecuacién integral al elemento sobre el
que se integra. En el caso de integraciones ana-
liticas, éstas se realizan en la forma descrita
por Cruse [Cruse,1973]. Detalles complementarios
sobre el an&lisis numérico pueden encontrarse

en [Paris,1979].

. A B ,
Si N y N representan respectivamente a los
nimeros de elementos de contorno utilizados para

modelar GDA v BDB, la aplicacién de las ecuacio—
nes (2.9) v (2.10) a cada baricentro conduce a
un sistema de 3 ¢ v+ n® ) ecuaciones linea-
les, acopladas a través de las ENC variables de

la zona de contacto ( NC es el nGmero de elemen-

tos que, en cada cuerpo, resultan pertenecer a
K
ab :
o )
Este sisteéma de ecuaciones admite la
siguiente representacién

€3.1)
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Las submatrices G y H recogen, respectiva-
mente, las integraciones de los tensores Tij vy

U sobre los elementos de contorno. Los subin-
i

dices R, C vy L definen las zonas del contorno
( de retroceso, de contacto y libre, respectiva-
mente ) a que hacen referencia las integracio-
nes. Un esquema mis detallado sobre la organiza-
cién del sistema, especialmente en lo que se
refiere a su acoplamiento a través de las condi-
ciones de contacto, puede encontrarse en
[Garrido,1989a].

4.- DETERMINACION DE LA ZONA EN RETROCESO

En general, no es posible establecer a prio-
ri la particién (2.3), por lo que se hace nece-
sario realizar un procesc de resolucién auto-
correctivo que permita definirla, y, con ello,
resolver el sistema (3.1).

A todos los efectos, la estrategia de reso-
lucidén utilizada para resolver problemas tridi-
mensionales de contacto en retroceso es andloga
a la que se propone en [Paris,1988a] vy
[Garrido,1989a] para el tratamiento de casos

planos :

1 - Inicialmente, se supone que no existe

zona de retroceso { 69; 20 ).

2 - Se resuelve el sistema (3.1).

3 - Se constituye la zona de retroceso con
los elementos cuyos nodos han resultado

traccionados.

4 - Se resuelve de nuevo el sistema (3.1),
teniendo en cuenta las modificaciones
realizadas en el apartado anterior.

5 - Se repiten los pasos 3 y 4 hasta encon-
trar una zona de contacto exenta de

tracciones.

En los casos en los que la discretizacién no
sea lo suficientemente fina es posible que apa-
rezcan pequeflas interpenetraciones en la zona en
retroceso pré6xima a la zona de contacto. Esto se
produce porque el tamafio real de la zona de con-
tacto no puede ser detectado exactamente con un
procedimiento aproximado. En estos casos podria
establecerse un proceso de mejora de la solucién
siguiendo las directrices que se marcan en
[Garrido,1988], aunque desde el punto de vista
ingenieril la solucidén podria darse por buena
dado gque las tensiones en esta zona son despre-

ciables.

Destacaremos, por dltimo, que el costo com-
putacional del procedimiento autocorrectivo an-
tes descrito se ve notablemente reducido resol-
viendo el sistema (3.1) mediante la técnica del
gradiente conjugado considerando en cada prueba
la solucién obtenida en la anterior.

5.- RESULTADOS

Como ejemplo ilustrative sobre la aplicacién
pr?cFlga del procedimiento antes descrito al
analisis de vigas que flectan por contacto en
retroce;of se ha resuelto ( para todo el abani-
co de rigideces relativas entre viga y sustenta-
c;én ) el problema tridimensional mostrado en 1a
Figura 2.1. Las dimensiones de la estructura se
recogen en la Tabla 5.1.

Tabla 5.1 : Caracteristicas geométricas

[T(L) Y (L) 2z (L)

Viga {2a)] 16 1 1

Sustentacién ( B ) 20 12 10

(L) = Unidad de longitud

Las caracteristicas mecénicas d
. ¢ e los mate-
riales son variables, y se representan a través
del parametrp de flexibilidad « definido por
Dundurs y Stippes [Dundurs,197¢] -

B

6" (1+0%) -6h (14 vt )

6% (14 p° ) + 6 (14 0 )

B R 2
-1 2a=<1); ¢"(Fr/L )i (F) Unidad de fuerza

K
donde G representa el Médulo de Rigidez del

K
cuerpe (K) y v su Coeficiente de Poisson.

Para el analisis con element
se gonsidera solamente un cuarto Ei iitgzgzsigo
aplicando simetria implicita en la forma descri:
ta por Watson [Watson,1979]. se utilizan 117
elementgs de contorno para modelar la superficie
dg la viga y 145 para representar a la sustenta-
cién. Por tanto, el modelo tiene, en total, 786
grados de libertad. La carga que provoca ei re-
troceso de la viga P (F) se ha modelado con una

distribucién de tensiones constante (F/Lz} apli-
cada sobre un conjunto de elementos situados en
el entorno del ,punto de aplicacién de P (F)
Estgslelementos se han considerado de tamafio lé
suf1c1enpemente bequefio como para garantizar que
la solucién no se vea afectada significativa-
mente por la forma de modelar la carga.

: Eg lalFlgpra 5.1 se representa una vista de

as distribuciones de tensiones normales de con-
tacto para cuatro valores concretos del parame-
tro de flexibilidad o« . .

Eg dicha Figura se aprecia el efecto de pun-
Zonamiento de la viga sobre la linea exterior de
la zona de contacto. Este efecto, no es recogido
por los modelos bidimensionales.

A efectos de tensiones, los modelos bidimen-
s;onales son validos para profundidades lo sufi-
Clentemente grandes como bara garantizar que el
retroceso se produce también en la direccién
(.Y ). En estos casos, el contacto se produce
Sin tensién normal singular y la presién de
Contacto dominante actitia sobre 1la linea Y = 0.
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= —0.2 H B B

s xy)eheb
P

Figura 5.1 : Distribuciones de tensiones en 1la
zoga de contacto para diferentes
valores del pardmetro « .

En la Figura 5.2 se nuestra la variaci
la tensi@n de contacto maxima | punto (3?;;gne?7
Y la variacién del valor maximo de la tensiéé en
el punto central ( (0,0,0) ) con el parametro de
flex1b}11qad & . En la misma figura se incluye
la variacién de 1a tensién normal mixima supues-
to el problema bidimensional.

En la mencionada Figura se aprecia que con-
forme.aumenta la rigidez de 1la sustentacién en
relac;ép a la de la viga ( « - 1 ), las presio-
n?s maximas aumentan, va que la zona de contacto
d}smlnuyg ( Ver Figura 5.3 ). Asimismo, se apre-
€la también que las presiones maximas sobre la
linea media se ajustan bastante a las que se
deducen con el modelo 2D.

=
]
=

B

-
=]
=1

B
1

|
L3
1
i
»
\

0.75

M.E.C. ( 3D-Exterior )

TENSION DE CONTACTO MAXIMA = h b /P
@
<3
=)

0.25
=—=s—a MEC ( 3D- Centro )
l oo o MEC (2D)
Q. } + } ; } t t ; +
-1 -0.6 ' -
0 0.8 1.
o

Figura 5.2 : Variacién de 1la tensién maxima con
el parimetro o .

b Tk S
P




Finalmente, en la Figura 5.3 se muestra la
variacion de la semilongitud de contacto con el
parametro o .

Para valores positivos de o« , lo cual im-
plica que la sustentacién es mas rigida que la
viga, los resultados que arroja el modelo tridi-
mensional coinciden practicamente con los dedu-
cidos con representaciones 2D por Keer, Dundurs
y Tsai para casos con longitud infinita, asi
como con las obtenidas mediante el Método de los
Elementos de Contorno en Elasticidad bidimensio-
nal.

6.
-]
4—&——4 KEER, DUNDURS
: 1 ¥ TSAI
B \ o— - —e MEC.(2D)
E B »——a———~a MEC. ( 3D )
o
LS
w
a
=]
E 2
2
g
=]
=
o]
0
0. i + A } Il ¢ ¢ il
-1 -0.6 0. 0.8 1
o
Figura 5.3 : Variacién de la semilongitud de

contacto con el parédmetro o .

Para valores negatives de o , que implican
que la viga es mas rigida que la sustentacién,
con el modelo tridimensional se obtienen zonas
de contacto mayores que con los bidimensiona-
les, consiguiéndose el contacto completo para
o= —0.8. :

6.—- CONCLUSIONES

Se ha descrito un procedimiento general de
analisis numérico, con el Método de los Elemen-
tos de Contorno, para la resolucién de problemas
de contacto tridimensionales gue evolucionan con
retroceso de la superficie inicial de contacto.

De la aplicacién del método a un caso simple
en el que una viga flecta por contacto en retro-
ceso, se aprecia gue es necesario abordar este
tipo de problemas usando el modelo elastico tri-
dimensional, pues la solucién de tensiones que
se deriva de representaciones bidimensionales no
recoge el efecto de punzonaniento en el contorno
exterior de la zona de contacto, donde las ten-
siones resultan ser maximas.

En lo que a la estrategia para la determina-
cién de la zona de retroceso se refiere, ésta no
presenta particularidades especiales en relacién
a la que se utiliza para tratar problemas bidi-
mensionales de contacto en retroceso [Paris,
1988a] [Garrido,1989%al.

Por Gltimo, se comprueba que las ventajas
tradicionales del Método de los Elementos de
Contorno sobre las técnicas de dominio ( Método
de los Elementos Finitos, fundamentalmente ) en
problemas bidimensionales de interfase
IParisfl988}, se acenttGan en el caso del anali-
sis tridimensional.
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