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Resumen, - A partir de l as formulaciones variacionales integrales clásicas del pro-­
blema elástico (Principio de los Desplazamientos Virtuales y Principio de las Ten- ­
siones Virtuales) se da una interpretación variacional a los Teoremas de Reciproci­
dad, demostrándose que el Primer Teorema de Reciprocidad equivale a una formulación 
variacional de la l ey de comportamiento y que el Segundo Teorema de Reciprocidad re 
presenta una formulación variacional de todas las ecuaciones del problema elástico~ 
A con tinuación se relacionan los métodos aproximados más comunes (Mé t odo de los Ele 
mentes Finitos, Método de los Elementos de Contorno) con lo s Principios Variaciona~ 
les de los que derivan, Mientras el MEF satisface exactamente , en forma discreta , -
el Principio Variacional del que deriva , ello no sucede estrictamente en el MEC. Al 
gunos aspectos de este último método son comentados a la luz del enfoque propuesto~ 

l. NOTACION 2 , FORliULACIONES INTEGRALES DEL PROBLEHA ELASTI 
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Volumen , superticie de un sóli 
do, 

Tensor de tensiones, 

Tensor de deformaciones, 

Vector de desplazamientos , 

Fuerzas por unidad de volumen , 

Vector de tensiones según la 
normal ni' 

Campos de desplazamientos vir­
tuales. 

Correspondientes magnitudes - ­
virtuales, 

Tensor de constantes elásticas, 

Vectores de parámetros que de­
finen una aproximación . 

Tensores de funciones aproxi-­
mantes. 

Desplazamientos y vector de -­
tensiones en dirección i crea­
dos por una fuerza concentrada 
aplicada en dirección j, 

Vector de fuerzas concentradas 
arbitrarias. 

Se admite e l convenio 
t idos significan suma 
significa dA/3x .. 
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de Einstein: índices repe 
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a) Principio de los Trabajos Virtuales 

La deducción de las ecuaciones del problema 
elástico mediante el Principio de los Trabajos 
Virtuales es un resultado b i en conocido / 1/ , -­
/2/, /3/. Recordemos que las ecuaciones de equi 
librio y compatibilidad pueden ser obtenidas a­
partir de dos formulaciones duales , que podemos 
denominar Principio de los Desplazamientos Vir­
tuales (PDV) y Principio de las Tensiones Vir-­
tuales (PTV), 

Principio de los Desplazamientos Vir tuales: 
Si s e cumple 

f0
ij 

Cl dV f\ dV + 
Fi 

dS (la) e: . . a . Cl . 
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para todo campo ai • E .. compatible , es decir , -
tal que cumpla , 1J 

e:Cl. 1 
(a .. + a. . ) V 2 en 
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ello implica que las magnitudes estáticas a 
n ~· 

Xi' Ti, están en equilibrio, es decir que cum--

plen 
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a .. . + x. O en V (ld) 
1J, J 1 

n 
a . . n . - T . = O en S (le) 

1J J 1 

Es conveniente remarcar el significado de -

la frase "para todo campo a., r;~. compatible"; 
1 l.J 

como tratamos con un medio cont inuo dicha frase 
implica que la Ec, la debe cumplirse para el -­
conjunto infinito de funciones o.í' capaces de -

reproducir cualquier desplazamiento arbitrario 
del sólido. Sólo así está garant izado el cumplí 
miento de las ecuaciones de equilibrio, Ecs. ld 
y le. 

En las Ecs . 1 no aparece para nada la ley -
de comportamiento, por lo que el PDV es válido 
para cuerpos cuya ley de comportamiento sea no 
lineal. 

Las Ecs. le representan identidades introdu 
ciclas para mantener la simetría de la formula-~ 
ción , En este contexto son triviales, pero de-­
jan de serlo cuando se quiere imponer condicio­
nes adicionales en a . (usualmente son cero en -

1 

la parte del contorno deonde están prescritos -
los desplazamientos), 

Principio de las Tensiones virtuales: Sí se 
cumple 

fa~ . 
1J 

V 

E:íj dV = Jx~ uí 
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dV + fr~ u. dS 
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(2a) 
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8 8 ns para todo campo o .. , X
1
., T. en equilibrio, es-
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decir, tal que cumpla 
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ello implica que los campos u1., E: .. son compat~ 
l.J 

bles, es decir , que cumplen 
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l. 

en S 

( 2d) 
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Nuevamente , remarquemos que "para t odo caro-
S S ns po a .. , X., T. , en equilibrio'' significa que la 
1J l. 1 

Ec, 2a debe cumplirse para el conjunto infinito 

de funciones o~. , capaces de reproducir cual---
1J 

quier estado tensional arbitrario en el sólido , 
Sólo así está garantizado el cumpli miento de -­
las ecuaciones de compatib ilidad, Ecs, 2d y 2e, 

Al igual que a nt es , el PTV es válido para -
cuerpos cuya ley de comportamiento sea no li--­
neal. 

Las Ecs. 2c vuelven a representar identida­
des , triviales en este context o , pero plenamen-
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te significativas cuando a a8. se le imponen 
. . d . . 1 ( l.J 1 ~8 restrl.CCJ.ones a 1c1ona es usua mente que í 

sea nulo en la zona del contorno donde están 
prescritas las tensiones), 

b) Teoremas de Reciprocidad. 

Nos planteamos en este punto hacer una in-­
terpretación variacional de los Teoremas de Re­
ciprocidad. Aunque estos teoremas son bien con~ 
ciclos, dicha interpretación no suele encontrar­
se en los textos. 

Las formulaciones anteriores (PDV y PTV) -­
proporcionan las ecuaciones de equilibrio y com 
patíbílidad del problema elástico. Aplicadas -~ 
conjuntamente podríamos enunciar que: Sí se cum 
plen las Ecs. la y 2a para todo campo (o.., E:~.) 

8 8 ns l. l.J 
compatible y para todo campo (o .. ,X.,T.) en---1J 1 1 
equilibrio, ello impli ca el cumplimiento de las 
ecuaciones de equilibrio (Ecs. ld y le) y campa 
tibílídad (Ecs. 2d y 2e), Evidentemente, para 7 
tener todas las ecuaciones del problema elásti­
co sólo necesitamos añadir la ley de comporta-­
miento, Vamos primero a reínterpretar el primer 
Teorema de Reciprocidad como un enunciado varia 
cional de la ley de comportamiento, Para ello,-

a S los campos (,) y (,) van a fundirse en uno--

único (,)Y , que va a cumplir todas las ecuacio­
nes de l problema elástico , 

Primer Teorema de Reciprocidad: Si se cum--
ple 

(3a) 

para todo campo o: ., ¡;Y _ tal que cumpla la ley 
l.J 1J 

de comportamiento 

e "kl l.J . 

e E:: . 
ij kl l.J 

(Jb) 

(Jc) 

ello implica que oij ' E: ij cumplen la l ey de com 
portamien to 

(3d) 

La prueba es simple, Sus tituyendo la Ec. 3b 
en la Ec, 3a se tiene 

k. 
) 1J 
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Jcíjkl 
V 

f Cklíj E:kl E: rj dV 
V 

En el último paso s implemente se han cambiado -
los índices mudos í,j , por los k,l , Usando aho­
ra la Ec, 3c obtenemos 

Jcijkl E:kl E:rj dV 
V 

cuvo cumplimiento para todo campo ¡;Y_ implica -
1J 

el cumplimiento de la Ec. 3d, Las condiciones -
impuestas por las Ecs, 3b y 3c son satisfechas 
en general, por los cuerpos de comportamiento -
elástico lineal, en los que puede defirnirse la 
función densidad de energía de deformación, 

Observamos que la unión del PDV, del PTV y 
del Primer Teorema de Reciprocidad da como re-­
sultado todas las ecuaciones del problema elás­
tico . El segundo Teo rema de Reciprocidad resul­
ta de la unión de esos tres teoremas, eliminan­
do las variables o .. , E: .. de las Ecs la y 2a-

l.J 1J • 
mediante la Ec. 3a, y poniendo todas las varia­
bles en función de los desplazamientos, 

Segundo Teorema de Reciprocidad: Si se cum-
ple 

(X. y. dV + 
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T. u. dS l. l. 
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(4a) 

y ny 
para todo campo Y. , X., T. que cumpla todas las 
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ecuacione s del problema elás tico, es decir, tal 
que cumpla 
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en V (4b) 

O en S (4c) 

en S (4d) 

ello implica que ui' Xi ' Ti cumplen todas las -

ecuaciones del problema elástico , es decir 

n 
Cijkl uk,lj - Ti 

u. 
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o en V 

o en S 

en S 

(4e) 

( 4f) 

(4g) 

Las Ecs . 4e y 4f resultan de sustituir la -
Ec, 3d en las Ecs. ld y l e, teniendo en cuenta 
que 

cj ikl 

por ser s i métricos E: . . v o . .. 
lJ " 1J 

(Sa) 

El tensor de tensiones se expresa , por tan-
to 

J . . 
lJ 

(Sb) 

que sustituida en las Ecs. l d y le dan las Ecs. 
4c y 4f. Las Ecs. 2d se conv i erten en identida­
des al usar los desplazamien tos como variables 
bás icas. 
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La demostración formal del enunciado del se 
gundo Teorema de Reciprocidad es como sigue. 
Sustituyendo las Ecs. 4b en las 4a se tiene 

f X. 
) 1 

V 

(~. 
) l. 
S 

y. dS 
1 

+ J~r ui dS 

S 

u. dV + 
1 

(6a) 

Integrando por partes la primera integral del -
segundo miembro obtenemos 

-Jcijkl Yk ,lj ui dV 
V 

+ 

- J(c i jkl Yk,l ui) ,j dV + 
V 

Jcíjkl Yk,l 
V 

u .. 
l..J 

dV 

Aplicando el Teorema de Gauss a la primera i nte 
gral del segundo miembro e integrando nuevamen­
te por partes la segunda se tiene 

-fcijkl Yk,lj uí dV 
V 

- fcijkl Yk , l nj ui dS + 
S 

+ Jccijkl 
V 

Y,,, u .. ) l dV 
- 1 , J • 

yk u .. 1 dV 1 ,J 

Aplicando nuevamente el Teorema de Gauss a la -
segund a integral del s egundo miembro y cambian­
do los índices mudos i , j por los k , l en las dos 
últimas i nt egrales se obtiene 

u. dV 
l - fcij kl Yk,l nj ui dS + 

S 

uk,l n. Y- dS J l J cij kl 
V 

uk,lj yi dV 

(6b) 

Finalmente, susti tuyendo la Ec . 6b en la 6a , te 
niendo en cuenta la Ec , 4c e imponiendo e l cum~ 
plimiento de la Ec, 6a para todo y . se obtienen 
las Ecs, 4e , 4f y 4g , 1 

3, RELA CION CON LOS ~1ETODOS APROXIMADOS 

Usualment e, los mé t odos aproximados utiliza 
dos en l a r esol ución del problema elástico son­
métodos que hacen uso del PDV o de l Segundo Tea 
rema de Reciprocidad . 

En este apartado vamos a intentar interpre­
t ar estos métodos a proximados a la luz de los -
enunciados variacionales de dichos principios, 

a) Pr i ncipio de l os Desplazamientos Virtuales, 

La aplicación del PDV en la forma 
en l as Ecs, l no garan t iza el que la s 
sean compatibles, Por tanto, pongamos 

descrita 
tensiones 
a .. en --
lJ 

función de los desplazamien tos, usando la Ec . -
5b, 
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a. 
~ 

dV + a . dS 
~ 

(7) 

Aproximemos ahora ui(x 1,x2,x3) en la forma 
usual 

(8) 

La Ec . 8 da l os desplazamientos de cada pun 
ro del medio continuo a partir de la interpola~ 
ción (mediante ~in) de los 3N desp l azamientos -

de N puntos del sólido. 

Sustituyendo la Ec. 8 en la Ec, 7 se obtie-
ne 

fe ij kl 
V 

a. dS 
~ 

(9) 

Reconsideremos ahora el enunciado del enun­
cjado del PDV: desde el momento en que hemos -­
hecho la aproximación dada por la Ec , 8, nues-­
tro sólido ha dejado de tener infinitos grados 
de libertad e infinitas posibilidades de movi-­
mientos para pasar a tener 3N gr ados de liber-­
tad y las posibilidades de movimiento definidas 
por las funciones aproximantes ~in' Reenuncian-

do el PDV para dicho sólido aproximado , la fra­

se "para toda a ., €~. compa tibles" debe ahora -
~ ~J a 

enunciar se diciendo "para toda a., E: .. compati-
~ ~J 

bles , posibles en el sólido aproximado", Dicho 
de otra manera, para respetar el enunciado va- ­
riacional del PDV sobre el sólido de 3N grados 
de libertad, las funciones "proyectantes" deben 
s er las mismas que las aproximantes 

siendo Ua un conjunto de 3N parámetros arbitra-
m 

ríos. Sustituyendo la Ec, 10 en la Ec , 9 y te-­
niendo en cuenta que el tensor que multiplica a 

E:a . es simétrico en i , j (ver Ec, 5a) se obtiene 
~J 

f cijkl 
V 

~kn,l Un ~im , j U~ dV " ua dV + '+'im m 

(11) 

Como la Ec. 11 debe cumplirse para todo Ua se -
obtiene la ecuación vectorial m 

¡pkn l $im J. 
' ' 

u 
m 

~. ds] 
~m 

( 12a) 

Haciendo que las funciones aproximantes cumplan 
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las condiciones de contorno en desplazamientos, 
y admitiendo , por simplicidad, que estas son nu 
las, la segunda integral del segundo miembro e~ 
conocida y la Ec. 12a puede ponerse en la forma 

K U 
mn n 

F 
m 

(12b) 

que es un sistema de ecuaciones que permite cal 
cular Un. Observese que Kmn es simétrica, pues 

cijkl ~km,l ~in ,j = cklij ~irn,j ~kn,l = 

= Cijkl ~im , j ~kn,l' teniendo en cuenta la Ec. 

3c. 

El proceso descrito representa el método -­
clásico de Galerkin (del que deriva el Método -
de los Elementos Finitos cuando las funciones -
aproximantes son de pequeño soporte, lo que da 
matrices en banda),Sin embargo, es frecuente de 
ducir la expresión del PDV en base a la Teoría­
de Residuos Ponderados /4/, interpretando las­
funciones a. como "funciones de ponderación", y 

~ 

dejando bastantes libertades sobre la elección 
de dichas funciones, En este contexto, incluso 
resulta chocante la ponderación del error con -
las mismas funciones usadas para aproximar las 
variables reales, lo que da lugar al método de 
Galerkin, A la luz de la interpretación realiza 
da, sin embargo, esa es la única elección de -
funciones de peso (ó funciones proyectantes) -­
que respeta el enunciado variacional del que de 
riva el método aproximado , En este sentido, ca~ 
be mencionar que el ~1Eitodo de los Elementos Fi­
nitos puede interpretarse como la "mejor solu-­
ción" en el es pacio de !\ dimensiones si la medí 
da del error que se adopta es X. - (X.) , sien~ 

~ ~ a 
do (Xi)a las fuerzas por unidad de volumen obte 

nidas de la solución aproximada (ver, vg. /5/, 
/6/), En efecto , el PDV se obtiene formalmente 
de la int egración por partes de la expresión 

f( O ... +X)a.dV o (13) 
~J ,J ~ ~ 

V 

Si o ... es aproximada (via desplazamientos) 
~J . J 

entonces el paréntesis es una medida del error 
obtenido y la Ec, 13 fuerza a que el error sea 
ortogonal a todas las funciones Cl.i' 

b) Segundo Teorema de Reciprocidad . 

En principio , y siguiendo la filosofía esta 
blecida sobre el PDV, se podrían aproximar las­
variables de la Ec. 4a de acuerdo a los siguien 
tes puntos: 1) las funciones aproximantes de y-: 

~ 

T~ y X~ deben estar ligadas elásticamente (Ecs, 
~ ~ 

4h-4d); y 2) las funciones aproximantes de las 
vari3bles reales deben ser las mismas que las -
de la función proyectante, para respetar el --­
enunciado variacional del Teorema , Nos veríamos 
abocados, entonces a una aproximación del tipo 

u. = <D. u 
~ 1n n 

n 

Ti • Cijk l ¡pkn,l nj Uj '' 

1 1 

n 
T. 
~ 

e 'kl¡pk l n · ¡¡Y lJ m, J m 

x. = -e ~ uY 
~ ijkl km,lj m 

n,m = 1, '3N (14¡ 

La sustitución de dichas aproximaciones en 
la Ec. 4a daría lugar a una versión discreta -
del Segundo Teorema de Reciprocidad que contie 
ne integrales de volumen y en las que las fun-: 
ciones aproximantes deben tener detivada hasta 
de grado dos; este método no parece tener nin­
guna venta ja respecto al derivado del PDV, en 
el que el grado de derivabilidad exigido en -­
las funciones aproximantes era uno, 

El siguiente paso que vamos a dar está ba­
sado en las sigu ien t es ideas: 1) no es necesa­
rio forzar la relación elástica entre u . y 
n ~ 

Ti al hacer la aproximación, pues tal relación 

viene impuesta por el cumplimiento del pr inci-
n 

pio variacional (Ec. 4f), Así pues, ui y Ti 

pueden apr oximarse en forma independiente 

u. 
~ 

n 
T. 
~ 

~- u 1.n n 

E;. T 
1.11 n 

(15a) 

n 1, JN 
(15b) 

2) vamos a · 
11 

( aprox1.mar yi' 1i pur un conjunto de 

funciones tales que la integral de volumen de -
la E::: . t,a desaparezca. La solución fundamental 
a la ecuación de Navier es la función adecuada 
Así pues ' 

y 
~ 

ny 
T. 

l c~J'kl rk n. r' • m, l J m 

e r ¡:Y 
- ij kl - km, 1 j m 

( 16a) 

T. Fy 
1.m m 

(l6b ) 

(l6c) 

m=l, 3N 

La Ec. 16a expresa la función oroyectante cuma 
una combinación lineal de los desplazamientos -
provocados por 3N fuerzas concentradas aplica-­
das según los tres ejes coordenados en cada uno 
de los N puntos usados para aproximar, En la -­
Ec. ~l6 c aparece la delta 30 Kronecker, que da­
caracter de carga con:::entrada a los 3N valores 

FY. 
m 

Nótese que, para seguir respetando los re-­
querimient os de las Ecs. 4b-4d, las funciones -
~. , T. , o '\ están re la e ionada<: elás tic amen te 

1m 1m ~m · 

Observese asimismo que, dado el carácter de so­
lución fundamental de la función adoptada, las 
Ecs . 16 pueden verse como una aproximación (de 
las funciones proyectantes) que es capaz de re­
producir, cuando el número de grados de liber-­
t a d tienda a lnfinito, cualquier función ~- y 
~ ill 
c,in ' 
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De toao lo dichu hasta ahora se desprende -
que, a este nivel se ha introducido una aproxi­
mación, aparte de en los grados de libertad del 
sól i do , en el propio enunciado variacional del 
Teorema de Reciprocidad. Cabe pensar, sin embar 
go, que a medida que se van aumentando los gra~ 
dos de libertad nos vamos acercando más al cum­
plimiento exacto de d icho teorema y, por tanto, 
a la satJ.sfacc~óu exacta de las ecuaciones elás 
t i cas, 

SustJ.tuvendo las Ecs, 15 y 16 en la Ec. 4c 
se ob tiene 

r. F r dv + 
1.m m f

E;. 
ln 

V S 

V 

r. T 
~m n 

S (17a) 

En la primera integral del segundo miembro, ap~ 

recería el valor de ~ en cada uno de los pun­mn 
tos donde están aplicadas las 
das, Denominando C a dichos 

mn 

cargas concentra­
valores (C 

mn 
= omn para las funciones aproximantes usualmen-

re utilizadas) obtenemos, teniendo en cuenta -­
que la Ec, 17a debe cumplirse para toda FY , la 
siguiente ecuación vector ial m 

S S 

r. dv 
~m 

(17b) 

La Ec, 171> da lugar al Jenominado Método de los 
Elemen tos de Contorno , que consti tuye una inte­
resante alternativa al Mfitodo de los Elementos 
Finitos, 

Puede tomarse lim~te de la Ec , 17b cuando 
todos los puntos están en e l con torno en cuyo -
caso el factor C se transforma en otro C* 

mn ' mn' 
dependiente de l a forma que adopte el contorno 
en cada punto usado para la discretización. Aho 
ra, los N puntos que permiten aproximar las fu; 
ci ones r,,a les (Fes, 15) y proyectan tes (Ecs, 165 
esta~án todo~, lCg i camente , en el contorno, 

Supuesto sustitui do Cmn por C~n ' las Ecs. 

17b pueden escribirse, en forma compacta en la -
forma usual del HEC: 

H U + G T mn n mn n z 
n 

(17c) 

En cada punto del contorno se conocen tres -
condiciones de contorno luego de las 6N incógni­
tas que incluyen Un y Tn sólo quedarán 3N que --

son obtenibles del sistema de Ecs, 17c, 

Usualmente , las func i ones a proximantes " y '+'in 
sin se tornan i guales, por simplicidad; suelen --

adoptarse funciones polinómicas de pequeño sopor 
te que permiten calcular los coef icientes de la~ 



. . . 

matrices Hmn y Gmn mediante integraciones loca­

les y, adicionalmente, permiten dar un sentido 
físico a los coeficientes Un y Tn. 

Mencionemos por último, que, admitida la -­
aproximación de las funciones proyectantes dada 
por las E es. 16, el cumplimiento es trie to del -
enunciado variacional llevaría a aproximar las 
funciones reales de la misma forma, Ahora bien, 
además del problema conceptual que significa -­
aproximar las variables reales mediante funcio­
nes singulares (salvo el caso en que el proble­
ma real en estudio contenga singularidades /7/), 
habría que resolver una complicación adicional 
motivada por la presencia de núcleos de integra 
ción fuertemente singulares (los usuales del -~ 
HEC elevados al cuadrado), que llevaría a inte­
grales divergentes de difícil evaluación, 
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