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Resumen,- A partir de las formulaciones variacionales integrales cldsicas del pro--
blema eldstico (Principio de los Desplazamientos Virtuales y Principio de las Ten--
siones Virtuales) se da una interpretacidn variacional a los Teoremas de Reciproci-
dad, demostrdndose que el Primer Teorema de Reciprocidad equivale a una formulacidn
variacional de la ley de comportamiento y que el Segundo Teorema de Reciprocidad re
presenta una formulacidn variacional de todas las ecuaciones del problema eldstico.
A continuacidn se relacionan los métodos aproximados mds comunes (Método de los Ele I
mentos Finitos, Método de los Elementos de Contorne) con los Principios Variaciona-
les de los que derivan, Mientras el MEF satisface exactamente, en forma discreta, -
el Principio Variacional del que deriva, ello no sucede estrictamente en el MEC. Al
gunos aspectos de este {ltimo método son comentados a la luz del enfoque propuesto,

1, NOTACION 2, FORMULACIONES INTEGRALES DEL PROBLEMA ELASTl
co '
V.5 : Volumen, superficie de un s8li
i i I
do, a) Principio de los Trabajos Virtuales {0
|
a,. y I or de tensiones, - s
1] e ° La deduccidn de las ecuaciones del problema
e : Tensor de deformaciones, e}astlco mediante el Prlnc1?1o de lo§ Trabajos
ij Virtuales es un resultado bien conocido /1/, —-- ,|
iz ¢ Vector de desplazamientos. /2/, /3/. Recordemos que las ecuaciones de equi |
1 librie y compatibilidad pueden ser obtenidas a |
X. : Fuerzas por unidad de volumen, partl? R dog f?rwulaCIoneS duales, que podegos il
1 denominar Principio de los Desplazamientos Vir-
n tuales (PDV) y Principio de las Tensiones Vir--
Ti : Vector de tensiones segiin la tuales (PTV), }
normal n. .
ai. Si' Vi + Campos de desplazsnientes vire .. Pr1nc1§10 de los Desplazamientos Virtuales: |
i viey i se cumple
|
(% ,(.)8.(.)Y : Correspondientes magnitudes —— - n
virtuales, g.. .. dV = IX_ o, dV + JT. a. ds (la)
A -
0. : Tensor de constantes eldsticas, v v 8
1L
Un‘ Tﬂ ¢ Vectores de parametros que de- para todo campo sy €.. compatible, es decir, -
finen una aproximacidn. tal que cumpla, 1]
&.. , £, Tensores de fungiones aproxi--
“in in o 1
mantes, €.. =% (@, . +0. .) enV (1b)
iy 2 7TE, Tl
?i" Ti. : Desplazamientos y vector de --
d J tensiones en direccidn i crea-
4 o, = . en § (le)
os por una fuerza concentrada i i
aplicada en direccién j.
Fl s Resror de fusrius cowsentradas ellonlmpllca que las magnitudes estaticas Gij’

arbitrarias,

Se admite el convenio de Einstein: iIndices repe
tidos significan suma sobre dichos iIndices; A
significa 3A/8xj. J

X., T., estdn en equilibrio, es decir que cum--
i 1’ q ]
plen




=0 en V (1d)

84

@, 4. T =0 80§ (Lle)
i1 2 i
Eg conveniente remarcar el significado de -
o 3

la frase '"'para todo campo s Cij compatible";
como tratamos con un medio continuo dicha frase
implica que la Ec, la debe cumplirse para el --
conjunto infinite de funciones a., capaces de -
reproducir cualquier desplazamiento arbitrario
del sdlido. $8lo asi estd garantizado el cumpli

miento de las ecuaciones de equilibrio, Ecs, 1d
y le.

En las Ecs, 1 no aparece para nada la ley -
de comportamiento, por lo que el PDV es vidlido
para cuerpos cuya ley de comportamiento sea no
lineal.

Las Ecs, lc representan identidades introdu
cidas para mantener la simetria de la formula--
c¢idn, En este contexto son triviales, pero de--
jan de serlo cuando se quiere imponer condicio-
nes adicionales en ai (usualmente son cero en -

la parte del contorno deonde estd@n prescritos -
los desplazamientos),

Principio de las Tensiones virtuales: Si se
cumple

B e, av= Jx? u, dv + J%? W @5 (e
13 L1 i1

B n
para todo campo U?j' Xi, T? en equilibrio, es =~

decir, tal que cumpla

o wxPeo envw (2b)
13,3 1

0@. n, - %E =0 en S (2¢c)
49 = 3

ello implica que los campos Uy Eij son compati

bles, es decir, que cumplen
€= G, , Bmy Y en Y (2d)
i 2 i 21T

u, = u en S (2e)

Nuevamente, remarquemos que ''para todo cam-

B B Ig i e T ik
po e Xi' Ti' en equilibrio' significa que la

Ec. 2a debe cumplirse para el conjunto infinito
de funciones Oy capaces de reproducir cual---

quier estado tensional arbitrario en el sSlido,
§6lo asi estd garantizado el cumplimiento de --
las ecuaciones de compatibilidad, Ecs, 2d y 2e,

Al igual que antes, el PTV es valido para -
cuerpos cuya ley de comportamiento sea no li---
neal,

Las Ecs. 2c vuelven a representar identida-

des, triviales en este contexto, pero plenamen=-

B

te significativas cuando a dij se le imponen --
n
restricciones adicionales (usualmente que Ti -

sea nulo en la zona del contorno donde estdn --—
prescritas las tensiones),

b) Teoremas de Reciprocidad,

Nos planteamos en este punto hacer una in--
terpretacién variacional de los Teoremas de Re-
ciprocidad, Aunque estos teoremas son bien cono
cidos, dicha interpretacidn no suele encontrar-
se en los textos.

Las formulaciones anteriores (PDV y PTV) --
proporcionan las ecuaciones de equilibrioc y com
patibilidad del problema eldstico, Aplicadas --
conjuntamente podriamos enunciar que: Si se cum
plen las Ees. la y 2a para todo campo (a., £%.)

g g88p %
compatible y para todo campo {Oij,xi,Ti) en —---—
equilibrio, ello implica el cumplimiento de las
ecuaciones de equilibrio (Ecs, 1d y le) y compa
tibilidad (Ecs. 2d y 2e), Evidentemente, para -
tener todas las ecuaciones del problema eldsti-
co sblo necesitamos anadir la ley de comporta--
miento, Vamos primero a reinterpretar el primer
Teorema de Reciprocidad como un enunciado varia
cional de la ley de comportamiento, Para ello,

los campos (.)Oc v (,}B van a fundirse en uno --

inico (-)Y, que va a cumplir todas las ecuacio-
nes del problema eldstico,

Primer Tecrema de Reciprocidad: Si se cum--
ple

Jo.. el av = JGY. €., dv (3a)
1] J

para todo campo Glj‘ QY.

75 tal que cumpla la ley

de comportamiento

Y . y
%5 = B By K

€kl T Craij e
ello implica que Oia0 E4s cumplen la ley de com
portamiento ] ]

cij = cijkl €1 (3d)

La prueba es simple, Sustituyendo la Ec. 3b
en la Ec, 3a se tiene

Y L Y _ y
Jdij 54 Jcijkl By Byy WY [Cklijsklgijdv

v v v

En el Giltimo paso simplemente se han cambiado -
los indices mudos i,j, per los k,l, Usando aho-
ra la Ec, 3c obtenemos

Y _ y
Jaij =f {cijkl i %py 9
v v

Y
1]
el cumplimiento de la Ec. 3d, Las condicicnes -
impuestas por las Ecs, 3b y 3c son satisfechas

en general, por los cuerpos de comportamiento -
eldstico lineal, en los que puede defirnirse la
funcidn densidad de energia de deformacidn,

cuyo cumplimiento para todo campo £ implica -

Observamos que la unién del PDV, del PTV y
del Primer Teorema de Reciprocidad da como re—-—
sultado todas las ecuaciones del problema elds-—
tico. El segundo Teorema de Reciprocidad resul-
ta de la unidn de esos tres teoremas, eliminan-
do las wvariables Uij' gij de las Ecs, la y 2a -

mediante la Ec, 3a, y poniendo todas las varia-
bles en funcidn de los desplazamientos.

Segundo Teorema de Reciprocidad: Si se cum-
ple

(

n
jhi ‘s dv + JTi Yi dg =
Y S

e iy
JXi ui dav + ITi Ui ds
v

. (4a)
Iy

para todo campo Yi' XI, Ti que cumpla todas las

ecuaciones del problema eldstico, es decir, tal
que cumpla

. !
Cijkl {k,lj + X, o= 0 enV (4b)
iy
Cijkl Yk,l nj - Ti =0en § (4e)
B 2 en § (4d)
n

ellc implica que Usy Xi' '1‘i cumplen todas las -

ecuaciones del problema eldstico, es decir

Cijkl uk,lj + Xi =0 en V (4e)
(& T.o=

5kl uk,lj = Ti =0 en§ (4f)
Ui = ui en § (Qg)

Las Ecs. 4e y 4f resultan de sustituir la -
Ec, 3d en las Ecs, 1d y le, teniendo en cuenta
que

Bsqa = g = (5a)

G ;
jikl
por ser simétricos £.. vy o. .,
17 * 1]
El tensor de tensiones se expresa, por tan-
to

P ~ = 1
S5 = Spy By = Byger (B 0 4wy O] =

Coamn By (5b)
que sustituida en las Ecs. 1d y le dan las Ecs,
be y 4F. Las Ecs, 2d se convierten en identida-
des al usar los desplazamientos como variables

bidsicas.

La demostracidn formal del enunciado del se
gundo Teorema de Reciprocidad es como sigue, S
Sustituyendo las Ecs, 4b en las 4a se tiene

TL
%. v, dv + T, vy, das = ~lc..
J 5 yl d !Tl yl das Jcijkl Yk,lj uy dv +
v ] v
n
+ JT} ds (6a)
5

u.
L

Integrando por partes la primera integral del -
segundo miembroc obtenemos

—C'_ R . AN = ai
J gkl Yik,15 Y1 J(Cijkl Tl WY g WF
Y \
il Jcijkl Vg p. By g BV
v

Aplicando el Teorema de Gauss a la primera inte
gral del segundo miembro e integrando nuevamen—
te por partes la segunda se tiene

-le.. o ol = w
J ot Vi py Mg WY Jcijkl Teo1 ™y Yy 48 F
v 5

+ o =
f(cljkl Ty By, ad g BV Jcijkl g Mg ony; B
v v

Aplicando nuevamente el Teorema de Gauss a la -
segunda integral del segundo miembro y cambian=-
do los indices mudos 1i,] por los k,1 en las dos
Gltimas integrales se obtiene

Al .- =R (I
f ijkl Yk,lj Ui . Jpljkl rk,l nj g L
v S

+ lc.. v, 88 = |6,
J o1 M g By Ty 98 Jcljkl Y ag My W
3 v
(6b)

Finalmente, sustituyendo la Ec, 6b en la ba, te
niendo en cuenta la Ee, 4c e imponiendo el cum-—
plimiento de la Ec, 6a para todo Y. se obtienen
las Ees, 4e, 4f y 4g, +

3, RELACION CON LOS METODOS APROXIMADOS

Usualmente, los métodes aproximados utiliza
dos en la resolucidn del problema eldstico som
métodos que hacen uso del PDV o del Segundo Teo
rema de Reciprocidad, -

En este apartado vamos a intentar interpre-
tar estos métodos aproximados a la luz de los -
enunciados variacionales de dichos principios,

a) Principic de los Desplazamientos Virtuales,

La aplicacidn del PDV en la forma descrita
en las Ecs, | no garantiza el que las tensiones
sean compatibles, Peor tanto, pongamos O,, en —-—

1]

funcidn de los desplazamientos, usando la Ec. -
5b,




{ n
= |X. . ! d
Jcijkl uk,l Eij dv Jxl al dv + JT o 5
v v S (M

Aproximemos ahora u,(x.,%x,,%,) en la forma
UL L.

usual

ui(xl’x2‘x3) = ¢in(xl,x2,x3).Un , n=1,3N (8)

La Ec, 8 da los desplazamientos de cada pun

to del medio continuc a partir de la interpola-
cidn (mediante ¢in) de los 3N desplazamientos -

de N puntos del sdlido,

Sustituyendo la Ec. 8 en la Ec, 7 se obtie-
ne

(51 n
Jcijkl ¢kn,l Un Eij dv = in oy dav + JTi o, ds
v v
. (9)

Reconsideremos ahora el enunciado del enun-
ciado del PDV: desde el momento en que hemos --
hecho la aproximacidn dada por la Ec, 8, nues——
tro sélido ha dejade de tener infinitos grados
de libertad e infinitas posibilidades de movi--
mientos para pasar a tener 3N grados de liber—-
tad y las posibilidades de movimiento definidas
por las funciones aproximantes ¢in' Reenuncian-

do el PDV para dicho sbélido aproximado, la fra-

W v .
se ''para toda ai, Eij compatibles' debe ahora -

; o o .
enunciarse diciendo '"para toda oy Eij compati-

bles, posibles en el sélido aproximado", Dicho
de otra manera, para respetar el enunciado va--
riacional del PDV sobre el sdlido de 3N grados
de libertad, las funciones "proyectantes' deben
ser las mismas que las aproximantes

= o =
&i(xl'XZ‘XB) ¢im(xl,x2,x3)Lm , m=1,3N (10)

! o} . - .
siendo Um un conjunto de 3N pardmetros arbitra-

rios, Sustituyendo la Ec, 10 en la Ec, 9 y te--
niendo en cuenta que el tensor que multiplica a

o cw ;i .
Ei‘ es simétrico en i,j (ver Ec, 5a) se obtiene

b. .U qv = [x. 6. u*av +
#h m 1 im m

Jcijkl cI’kn,l Un m, J
v v

n
+ JT. $. U&
i im m
S

ds (11)

3 o
Come la Ec, 11 debe cumplirse para todo Um se -
obtiene la ecuacifn vectorial

{Jcijkl P 1 Vit 4 dV] By =
v
T n
- [in by AV + {Ti o, ds] (12a)
5

Haciendo que las funciones aproximantes cumplan
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las condiciones de contorno en desplazamientos,
y admitiendo, por simplicidad, que estas son nu
las, la segunda integral del segundo miembro es
conocida y la E¢, 12a puede ponerse en la forma

K_ U = F (12b)
mn n m

que es un sistema de ecuaciones que permite cal
cular U _, Observese que Kmn es simétrica, pues
n

C

st Va1 P ™ %t Pimd Pl =

¢ teniendo en cuenta la Eec,

* g Wmd Y, L0

3E,

El proceso descrito representa el método --
clisico de Calerkin (del que deriva el Método -
de los Elementeos Finitos cuando las funciones -
aproximantes son de pequefio soporte, lo que da
matrices en banda).Sin embargo, es frecuente de
ducir la expresifdn del PDV en base a la Teoria
de Residuos Ponderados /4/, interpretando las -
funciones o como "funciones de ponderacifn', ¥y

dejando bastantes libertades sobre la eleccidn

de dichas funciones, En este contexto, incluso

resulta chocante la ponderacidn del error con -
las mismas funciones usadas para aproximar las

variables reales, lo que da lugar al método de

Galerkin, A la luz de la interpretacidn realiza
da, sin embargo, esa es la Gnica eleccidn de --
funciones de peso (6 funciones proyectantes) --
que respeta el enunciado variacional del que de
riva el método aproximado, En este sentide, ca-
be mencionar que el MEtodo de los Elementos Fi-
nitos puede interpretarse como la "mejor solu--
cifn" en el espacio de N dimensiones si la medi
da del error que se adopta es Xi - (Xi)a, sien~-

do (Xi)a las fuerzas por unidad de volumen obte

nidas de la solucibn aproximada (ver, vg. /5/,
/6/), En efecto, el PDV se obtiene formalmente
de la intégracidn por partes de la expresidn

[(a.. .+ X))o, dv=20 (13)
lj,_] 1 1
v
Si ¢., . es aproximada (via desplazamientos)

11,7
entonces el paréntesis es una medida del error
obtenido y la Ec, 13 fuerza a que el error sea
ortogonal a todas las funciones ui.

b) Segundo Teorema de Reciprocidad.

En principio, y siguiendo la filosofia esta
blecida sobre el PDV, se podrian aproximar las
variables de la Ec, 4a de acuerdo a los siguien
tes puntos: 1) las funciones aproximantes de Yi
Y
i
4b-4d); v 2) las funciones aproximantes de las
variables reales deben ser las mismas que las -
de la funcidén proyectante, para respetar el --—-
enunciado variacional del Teorema, Nos veriamos
abocados, entonces a una aproximacidn del tipo

v Xz deben estar ligadas eldsticamente (Ecs.,

- ¥
L 5 s By

- Y
1™ B e 18 Uy

n,m = 1,3N (14

La sustitucidn de dichas aproximaciones en
la Ec. 4a daria lugar a una versidn discreta -
del Segundo Teorema de Reciprocidad que contie
ne integrales de volumen y en las que las fun—
ciones aproximantes deben tener derivada hasta
de grado dos; este método no parece tener nin-
guna ventaja respecto al derivado del PDV, en
el que el grado de derivabilidad exigido en --
las funciones aproximantes era uno,

El siguiente paso que vamos a dar estd ba-
sado en las siguientes ideas: 1) no es necesa-
rio forzar la relacibn eldstica entre u. y --
n o
Ti al hacer la aproximacifn, pues tal relacidn

viene impuesta por el cumplimiento del princi-
. . . - 11

pio variacional (Ec, 4f), Asi pues, u, y T, ==
i i

pueden aproximarse en forma independiente

u, = ¢iL Un (15a)
" n = 1,3§
T =&, T 5
i glﬂ n (33
n
2) vamos a aproximar Yio Ty opor un conjunto de

(
iL
55

funcienes tales que la integral de volumen de -

la Ec. 4a desaparezeca, La solucidn fundamental
a2 la ecuacifn de Navier es la funcibn adecuada,
As1 pues

b Y _
T Ty Ty ‘ (16a)
n. N ;i
Te = Bk, iy i - Y e
& Cl]kl km, 1 nj Fm Tim Im (16b)
\' Y - b4
%= ¢ T P x5, ap) i
i = eret Tt 15 T ® i By (16¢)
m=1, 3N

La Ec, l6a expresa la funciBn proyectante como
una combinacidn lineal de los desplazamientos -
provocados por 3N fuerzas concentradas aplica--
das segln los tres ejes coordenados en cada uno
de los N puntos usados para aproximar, En la --
Ec. l6c aparece la delta de Kronecker, que da -
cardcter de carga concentrada a los 3N valores
FY.
m

Nétese que, para seguir vespetandoc los re--
querimientos de las Ecs, 4b-4d, las funciones -

Fo oy T s 51mﬁ estan relacionadas eliAsticamente.

im im
Observese asimismo que, dado el caracter de so-
lucidn fundamental de la funcién adoptada, las
Ecs. 16 pueden verse como una aproximacion (de
las funciones proyectantes) que es capaz de re-
preducir, cuando el nimero de prados de liber--
tad tienda a infinito, cualquier funcién ¢in v

>

5

in”
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De todo le diche hasta ahora se desprende -
que, a este nivel se ha introducido una aproxi-
macibn, aparte de en los grados de libertad del
g6lido, en el propio enunciado variacional del
Teorema de Reciprocidad., Cabe pensar, sin embar
go, que a medida que se van aumentando los gra-
dos de libertad ncs vamos acercando mids al cum-—
plimiento exacto de dicho teorema y, por tanto,
a la satisfaccidn exacta de las ecuaciones elds
LICAS,

Sustituvendo las Ecs, 15 y 16 en la Ec, 4c
se obtiene

u F' s
n m
(17a)

in

_ Y
= |8, AF G 7
J - o] Ln av + JTim ¢,
3

En la primera integral del segundo miembro, apa
receria el valor de ¢mn en cada uno de los pun:

tos donde estdn aplicadas las cargas concentra-
das, Denominando C a dichos valores (C =
mn mn

= 5mn para las funciones aproximantes usualmen=-

te utilizadas) obtenemos, teniendo en cuenta --
que la Ec, 17a debe cumplirse para toda FY, la
siguiente ecuacidn vectorial m

ot fra o
mn im in

8

dsiU s | E =
slu, + Ul i 45T,

5
= in T dy (17b)

La Ec, 17b da lugar al denominade Método de los
Elementos de Contorno, que constituye una inte-
resante alternativa al Método de los Elementos
Finitos.

Puede tomarse limite de la Ec, 17b cuando -
todos los puntos estdn en el contorno em cuyo -

caso el factor € se transforma en otro, C*
mr mn’

dependiente de la forma que adopte el contorno
en cada punto usado para la discretizacidn, Aho
ra, los N puntos que permiten aproximar las fun
ciones reales (Ecs, 15) y proyectantes (Ecs, 16)
estardn todes, légicamente, en el contormno,

Supuesto sustituido C por C* , las Ecs., --
mn mn

17b pueden escribirse, en forma compacta en la -
forma usual del MEC;

H U +@ T =2 (17c)

En cada punto del contorno se conocen tres -
condiciones de contorno luego de las 6N incdgni-
tas que inecluyen Ur y T, solo quedardn 3N que --

i

son obtenibles del sistema de Ecs. 17¢,

Usualmente, las funciones aproximantes ¢. vy

in
gin se toman iguales, por simplicidad; suelen —-
adoptarse funciones polindmicas de pequeno sopor

te que permiten calcular los coeficientes de las

A
i




i

matrices H y Gmn mediante integraciones loca-
mn

les y, adicionalmente, permiten dar un sentido
fisico a los coeficientes Un v Tn'

Mencionemos por Gltime, que, admitida la --
aproximacidn de las funciones proyectantes dada
por las Ecs, 16, el cumplimiento estricto del ~
enunciado variacional llevaria a aproximar las
funciones reales de la misma forma, Ahora bien,
ademds del problema conceptual que significa --
aproximar las variables reales mediante funcio-
nes singulares (salve el caso en que el proble-
ma real en estudio contenga singularidades /7/)
habria que resolver una complicacidn adicional
motivada por la presencia de ndclecs de integra
cidn fuertemente singulares (los usuales del --
MEC elevados al cuadrado), que llevaria a inte-
grales divergentes de dificil evaluacidn,
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