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adhesivas
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RESUMEN

La resolucion de problemas de elasticidad lineal anisotropa, utilizando el formalismo de
Stroh, se basa en el conocimiento de los autovalores y autovectores de la matriz de
elasticidad fundamental N. En el presente trabajo se presenta el conjunto completo de
expresiones explicitas de dichos autovalores y autovectores para materiales
transversalmente is6tropos. Puesto que el comportamiento de las laminas unidireccionales
de materiales compuestos fibrosos es tipicamente transversalmente isotropo, los resultados
obtenidos permiten el analisis de problemas con este tipo de materiales. Se presentan
aplicaciones para uniones adhesivas entre metales y materiales compuestos.

1. INTRODUCCION

Para abordar el disefio y andlisis de estructuras construidas con materiales compuestos
(fibra larga y continua) se asume con frecuencia, en el marco de la teoria de la elasticidad
lineal, un comportamiento transversalmente is6tropo u ortétropo para los mismos. En el
presente estudio se va a considerar un comportamiento transversalmente isdtropo para las
laminas unidireccionales de fibra.

El objetivo final del presente estudio es analizar la estructura del campo de tensiones
singulares que tipicamente aparece en uniones adhesivas entre materiales compuestos y
metales, donde la estructura de apilado de los materiales compuestos da lugar a la
aparicion de puntos criticos - esquinas multimateriales - donde confluyen materiales de
distinta naturaleza. El formalismo de Stroh (Stroh, 1958, 1962), herramienta fundamental
para el andlisis de problemas de elasticidad anisétropa, se basa en el problema de
autovalores de la matriz de elasticidad fundamental N (real, 6x6) del material bajo andlisis,
Ting (1996). Por eso, el primer objetivo del presente trabajo es deducir las expresiones
explicitas de los autovectores y autovalores, para materiales transversalmente isétropos,
incluyendo todos los casos posibles de degeneracion matematica. El conjunto completo de
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expresiones explicitas de los autovectores normalizados se presenta en este trabajo por
primera vez para materiales transversalmente isotropos. Tanuma (1996) obtuvo
expresiones explicitas de la matriz de impedancia de superficie para estos materiales,
obteniendo en algunos casos, como resultados intermedios, expresiones de los autovectores
de dichos materiales, aunque no para todos los casos posibles y ademés no se presentan
"normalizados", propiedad importante en la estructura del formalismo.

2. EL FORMALISMO DE STROH

La solucion general en términos de desplazamientos, u;, y de la funcién de tensiones, ¢;,
para problemas de elasticidad lineal anisétropa, bajo un estado de deformacion plana
generalizada (DPG en adelante) (u; = u,(x,,x,), i=1,2,3), se puede expresar, para N simple

0 semisimple, como:

u=Y 0, (2 + 20 Sy Ca) s 0= 3 oL (2) + D fs(za) (1)

3 3
a=l1 a=1

donde z, =x, + p,x,, siendo p, los autovalores complejos de N. Las tensiones se obtienen

»=0,, . El vector &' = [aT,bT], con a=(a,,a,,a,) y b=(b,b,,b,)", esun

de 0,,=-9,,, o,
autovector de N, quedando el problema de autovalores: N¢, = p,&, (a=1...,6).Para una

explicacion detallada del formalismo de Stroh y particularidades de expresiones analogas
para N no-semisimple, véase Ting (1996).

3. MATERIALES TRANSVERSALMENTE ISOTROPOS Y SISTEMAS DE
COORDENADAS EN EL FORMALISMO DE STROH

En el presente trabajo, el sistema de referencia (xi, i=1,2,3) se fija a los ejes que definen el
estado de DPG. Un material con comportamiento elastico transversalmente isotropo tiene
un plano en el que todas las direcciones contenidas en ¢l tienen las mismas propiedades
elasticas, o lo que es lo mismo, un plano de comportamiento isétropo. Definamos un

sistema de coordenadas solidario al material (%, , i=1, 2, 3), con el eje x; perpendicular a
este plano. En materiales compuestos fibrosos, con comportamiento transversalmente

isotropo, x, coincide con la direccion de la

fibra y es un eje de simetria elastica de A4 N F 00 0
.y L A N 4 F 0 0 0
rotacion. El tensor de constantes elésticas C,,,
/ R F F C 0 0 0
(i,,k,s=1,2,3) expresado en notacion contraida C; = 0 0 0 L 0 0 2)
C, (iy=1,..,6), en los ejes del material X, 0 0 0 0 L 0
toma la forma (2) (en la nomenclatura de 100 0 0 0 3(4-N)]

Tanuma, 1996). Las 5 constantes elasticas que



MATERIALES COMPUESTOS 03 821

definen el comportamiento eldstico de un material transversalmente isoétropo (4, N, C, F'y
L) deben cumplir las siguientes condiciones, que aseguran que la energia de deformacion

es definida positiva: L>0, 1(4-N)>0, 4+C+N>0y (4+N)C>2F*. Las matrices
A=[a,,a,,a,] y B=[b,,b,,b,] y los autovalores p, para un material transversalmente
isotropo con una orientacion genérica definida por los angulos ¢y Grespecto al sistema de

coordenadas x,, ver Figura la, se pueden evaluar partiendo de las matrices A y B, y los

autovalores del mismo material, asociados a una orientaciéon ¢y =0, ver Figura lb y la,
debido al hecho de que A y B se comportan como tensores de orden 1 girando alrededor
del eje x,, Ting (1982).

a) - ®
Posicion final del
eje £, respecto
del sistema de
deformacion plana
generalizada x;

g b) X= %

X3 =X3 X3

Fig. 1 - Sistemas de referencia a) con ¢ y b)dgenéricos y con =0

Definiendo por simplicidad a estas matrices como A" y B, las relaciones se expresan:
A(4,0) = Q,(0)A(4,0) = Q,(O)A, B(4,0) = Q;(0)B(4,0) = Q,(0)B’, 3)

4. EXPRESIONES ORTONORMALIZADAS DEA Y B

Centrando, por las razones anteriormente expuestas, el estudio en materiales con

orientacion 6 =0, los tres autovalores del material, en funcién del angulo ¢ y las
constantes elasticas del material, quedan:

%
12 :i(cosz¢+Az_LNsin2 ¢j , 4)

%
P =i(cosz¢+sin2¢[(AC—F2 —2FL)+\/(AC—(F+2L)2)(AC—F2)]2;LJ G

V4
s =i(cos2¢+sin2¢[(AC—F2—2FL)—J(AC—(F+2L)2)(AC—F2)]2AL) . (6)

Siguiendo la clasificacion de Ting (1999) de la matriz N, y en funcion de los valores
concretos de ¢y A, N, C, F'y L, los siguientes casos son posibles (Tanuma 1996):

1. N es no-semisimple si y solo si:

1.a) ¢=0 o ¢==+m, (7)
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2L C 2L C
l.b) VAC-F-2L=0, 1lb.l)——= [—, 1b2)——=[—. 8
) ) A—Ni\/z ) A-N A ®)
2. Con ¢#0, ry NAC —F =2L #0, N es semisimple si y solo si:
2
AL(LJ —C-F* —2Fn -2 s cr-o. 9)
A-N A-N

3. En cualquier otro caso, N es simple.
En lo que sigue, a' y b’ definen las componentes de A'=A(4,0) y B'=B(4,0). Sélo es
necesario aplicar el giro recogido en las relaciones (3) a las matrices A y B’ para obtener

A(4,0)y B(4,0).

Caso l.a. (¢=0 o ¢g=*m). Se cumple: p, = p, = p, = p=i con dos autovectores linealmente

. . . . . * &
independientes asociados. Para este caso particular, las expresiones dea y b quedan:

0 1 +i
ai=| 0 |, al=k i |, al=k 242N )y, (10)
1 0 2(4+N) 0
V2iL
0 ti +1
b;=| 0 |, by=k(4-N) 1|, b’gzk(A_TNJ —il, (11)
il
0 0
A 2iL
. A+N &
El signo + depende del valor de cos¢=*1 y se define k =| ——
44(A-N)

2L # \/E ). Los autovalores (22-24) son:
A-N A

b4 5
p =i (cos2 o+ Az—LN sin? ¢j , Dy=D3=1I (cos2 1/ +\/gsin2 ¢J . (12)

Para este caso solo existe un autovector linealmente independiente asociado a p, = p,. Los

Caso 1.b.1 (VAC-F-2L=0y

autovectores una vez normalizados son:

cos ¢ 1 L 4Ap§ cos’ ¢+ A
a=k| -2 al k) py | ay= - oA (13)
p 2p,sin” ¢g(F + L) )
L 0 2 4 Ap3 cospsin g
sin ¢ P>
by ~— P
b, =k cos¢(4—N) -1 . by =k,pl(4-N) 1 . (14

cotg
2p,

[P12 (tg’p-1) - 1] p, cot ¢(1 + sz
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22
Ap3 cos” ¢ — %W(F + L)
* ky,(A—N) 2 2 pisin’ ¢
- A7) Aptcosig-PL 3 P piny| |, 15
3 (F+L)sin2¢ P2| AP, ¢ 5 ( ) (15)
2
cot ¢{Ap§ sin? ¢ — (”Z—pl)(A +24p? )}
kl:';¢1/2p_lll’ kzszf%, A = Acos® ¢ + Lsin® ¢ — Ap; . (16)
sin D)

Caso 1.b.2 (JAC-F-2L=0y AZ——LNZ\/E)' En este caso, p, se hace igual a p, = p;,

ver (4)-(6), de manera que aparece un autovalor triple con dos autovectores linealmente
independientes asociados. Este caso es como el Caso 1a, con la diferencia de que en este
caso el autovalor triple no es la unidad imaginaria i.

=p =p,=p,=i|cos’p+ 2L sin” ¢ ’ (17)
P=P=p,=Pp3= N ,
cos¢ p
al =~ S0P | Bk cosg(A—N) ; -1 , (18)
cot
sin ¢ 3[1’2(%29”—1)—1]
1] -p
a, =kk| p|, b, =kkp>(4—N) 1 : (19)
0] pcotg 1+L2j
p
_ B} ) .
¥+ cosg{ 14— (A_ijcos¢_(A+N)Lpsm p
2p 4Acos¢
. cos ¢ . A-N (A+N)Lsin® ¢
33 2 p 2p s 3 2 [ jCOS¢ 4ACOS¢ 5 ( )
. L
sin¢ (A—ijsin¢+(A+N)L(1+p )sin ¢
| | 2 4Ap

(A+Nj Lsin® ¢ P /& p.  100sp [A(A-N) , _ (34— N)Lsin* ¢ 21)
A—N )2dpcosg’" sing V2L’ ? Lsin2g\ A+N ° (A- N)4Ap®cosg
Casos 2.1 y 3.1 (Casos simple y semisimple con F+L=0). Para los casos simple

(py # py # py # p;) y semisimple ( p, = p, # p; ), se tiene respectivamente:

%
(22)

i
. 2L . ) L .
bPr=DPr= I(COSZ ¢+ 1-N sin’ ¢j , D3 = I(COSZ o+ Zsm2 ¢J

%

P 5
p = i[cos2 o+ A2LN sin’ ¢) , Dy = i[cos2 o+ %sin2 ¢j , Dy = i(cos2 o+ %sin2 ¢j (23)
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Y para ambos casos, utilizando (22) 6 (23), seglin corresponda:

-1 D
2 _ 2
a;‘:klm 1/pl s b;ﬁ:klw ) 2 2 ’ (24)
e cos” g(1+ 2pi) -~ pi
2p, cos@sing
sin ¢ Lp, sing
a,=k| 0 |, b,=k,| —Lsing |, (25)
—cos¢ —Lp, cos¢
cos” ¢ Ps
a3 =k, P3 » by =k;(cos” ¢ —py) 5 -1 > (26)
; 2
sin ¢ cos ¢ _
P cotq{ > 3 lj
| cos” ¢ — p; |
i |p 1 i
k = > k = s k = ° 27
"cosp N2 \/2Lp2 ’ sin¢\/2 psL @)

Casos 2.2 y 3.2 (Casos simple y semisimple con F +L #0). Los autovalores son los de

(4)-(6), con p, = p, para el caso semisimple. Los vectores a_ y b se pueden obtener de

Ting (1996) o Tanuma (1996) y tras la normalizacidn, se obtiene, con &, = ! p ,/5—2 :
COS

-1 D
2 2
* cos * A— N)cos
a, =k ——— ¢ 1/1’1 , by =k ( ) ¢

sin sin 2 2 2
_1g4 7 |oosp(+2p]) — pi
2p, cos@sing

: (28)

y para i=2,3, con:
k, =(2p,AL(cos?  + p?){A(cos® ¢+ p?) +2Lsin? ) —2p,FLsin* §(F +2L)) *,  (29)
—(F + L)cos® ¢sing + Asin g(cos® ¢ + pl.z) +Lsin’ ¢
a, =k, —(F +L)p,sing , (30)
—(F + L)cos¢sin® ¢ — Acos@(cos” ¢ + p ) — Lcos gsin® ¢

—~ (A= N)(F + L) p, cos® ¢sing — Lp, sin ¢(F sin” ¢ — Acos’ ¢ — Ap})
b’ =k [(4F = (F + L)N} cos® ¢ + FLsin® § — ALp? |sin ¢ . 3D
—(A-N)(F+L)p, cosgsin’ ¢ + Lp, cosg(F sin® ¢ — Acos” ¢ — Ap[z)

Una vez evaluados A"y B para todos los casos posibles en un material transversalmente
isotropo, s6lo queda aplicar la ley de giro alrededor de x,, usando (3), para obtener las

expresiones finales de A=A(4,6) y B=B(¢,0) para cualquier orientacion genérica del
material respecto a los ejes que definen el estado de DPG.
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5. APLICACION: ANALISIS DE SINGULARIDADES EN UNIONES ADHESIVAS

En uniones adhesivas entre materiales compuestos y de €stos con metales, uniones que
tipicamente aparecen en la industria aerondutica, existen numerosos ejemplos de esquinas
multimateriales con materiales transversalmente isotropo (las laminas unidireccionales de
los laminados). Se presenta el andlisis del estado singular de tensiones que se induce en
este tipo de esquinas, utilizando los resultados previamente obtenidos.

El campo de desplazamientos y tensiones se puede obtener de (1), sin més que calcular a,
y b, y los 6rdenes de singularidad en tensiones. Para la obtencién de los érdenes de

singularidad en tensiones &1 (al.j(r,z9)zr‘5"l f;(@) r—0,) en el entorno de esquinas

multimateriales anisotropas, se va a hacer uso de una herramienta de célculo, desarrollada
por los autores del presente trabajo, Barroso et al. (2002) que necesita del conocimiento de
a, y b,, que se van a tomar del presente estudio. Consideremos (Figura 2) una unién a
solape simple entre un metal y un material compuesto. El compuesto tiene tres laminas de
orientaciones (0°,45°,90°) y se une al metal mediante una capa de adhesivo. Los circulos
indican las esquinas multimateriales.

Material Compuesto
0°

45°
9° A

~ ] N Adhesivo
Adherente metalico

VaVa

O\ AN

Ya

Fig. 2 - Union adhesiva entre un metal y un material compuesto

Las constantes elasticas del compuesto (un AS4/8552) con la fibra en la direccion 1, se han
considerado transversalmente isotropas: E; ;=141 GPa, E»=E33;=E=9.58 GPa, v|,=v,3=0.3,
v23=v=0.32, G12=G3=5 GPa, G»3=E/2(1+v)=3.629 GPa. Para el metal (aluminio) E=68.6
GPa y v=0.3, y el adhesivo E=3 GPa y v=0.3. Desde el punto de vista del tratamiento
matematico del problema, existe una gran diferencia entre considerar las laminas
transversalmente isdtropas u ortdtropas (con una Go; ligeramente diferente a la del caso
transversalmente isotropo), puesto que en el primer caso, la ldmina orientada a 0° (segtn la
direccion x3) seria un caso degenerado (caso 1.a, con ¢=0) mientras que en el segundo seria
un caso simple (caso 3.1). En la Figura 3 se presentan los o6rdenes de singularidad en
tensiones de una esquina tri-material del esquema de la Figura 2.
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Fig. 3 - Problema de esquina con material transversalmente isotropo

Se puede apreciar en la Figura 3, que para $=0°, no existe formalmente una esquina, por lo
que no se obtienen singularidades, después aparecen dos modos singulares hasta ¢=5.5°,
que se transforman en una pareja de valores complejos conjugados, hasta ¢p=40.5°.
Finalmente aparecen de nuevo dos valores reales hasta la configuracion cross-ply (0°-90°),
donde se obtiene s6lo un modo singular.

6. CONCLUSIONES

Se han obtenido expresiones explicitas para los autovectores de la matriz de elasticidad
fundamental N para todos los casos de materiales transversalmente isétropos en el marco
del formalismo de Stroh, sin limitacidon en el valor de las constantes elasticas ni la
orientacion del material. En todos los casos, los resultados han sido ortogonalizados y
normalizados para cumplir las importantes relaciones de ortogonalidad de Stroh. Los
resultados son directamente utilizables en la resolucion de cualquier problema de
elasticidad lineal anisotropa usando el formalismo de Stroh, donde la representacion de las
variables se realiza en los ejes definidos por el estado de deformacion plana generalizada
(Ting, 1996), lo que es tipico en los problemas ingenieriles. Finalmente, como aplicacion
préctica, los 6rdenes de singularidad de tensiones se han obtenido en el entorno de una
esquina con materiales transversalmente iso6tropos, en una union adhesiva a solape simple.
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