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CAPITULO 1: Problematica de investigacion

El estudio de la comprension de conceptos matematicos ha sido y es un
campo de gran interés para la investigacion en Educacion Matematica, y es en
este ambito en el que queremos encuadrar nuestro estudio. En concreto nuestra
investigacion pretende profundizar en el desarrollo de la comprension del
concepto de Derivada. Este concepto matematico empieza a desarrollarse,
desde la perspectiva de la ensefianza, en la Ensefianza Secundaria, en el nivel
de Bachillerato (16-18 afios). Por ello, desde nuestro punto de vista es
necesario “mirar” en los cursos correspondientes a este nivel educativo. Pero
ademas, al ser este nivel una preparacion previa para seguir formandose a
nivel superior, también es conveniente estudiar lo que pasa en el primer afio de

la Universidad, en concreto en primer afio de la Licenciatura de Matematicas.

En este primer capitulo haremos unas breves reflexiones sobre: la

ensefianza / aprendizaje de las matematicas en estos niveles, la nocion de
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derivada desde el punto de vista histérico, y cémo aparece la derivada en el
curriculo de Bachillerato y primer afio de la Universidad. Finalizaremos este
capitulo comentando lo que conocemos de la comprension de la nocién de

derivada a través de las aportaciones de diferentes investigaciones.

1.1. Desde el Bachillerato a la Universidad

Las Matematicas nacen de la necesidad de resolver determinados
problemas précticos, y se sustentan en su capacidad para tratar, modelizar,
explicar y predecir situaciones reales, y dar consistencia y rigor a los
conocimientos cientificos. Constituyen  un conjunto muy amplio de
conocimientos que tienen en comun un determinado modo de representar la
realidad. La necesidad de una fundamentacion teorica aparece por primera vez
en el Bachillerato. El desarrollo de esta faceta del proceder matematico
conlleva la introduccion de la demostracion, entendida en su sentido mas
amplio como argumentacién valida para uno mismo y para los demas. Dicha
fundamentacion debe adaptarse a la experiencia y caracteristicas del alumnado
(no se puede tratar del mismo modo en alumnos de Bachillerato que en
alumnos de la Universidad). Segun Dreyfus (2000) para la mayoria de los
estudiantes de secundaria, la diferencia entre un teorema y su reciproco no es
muy clara, debido a que casi todas las implicaciones que encuentran son

bidireccionales.

La resolucion de problemas matematicos, entendida como una manera
de ensefiar matematicas, permite mostrar en qué consisten estas, como se
construyen, qué dificultades plantean y para qué sirven. Construir y presentar
una argumentacion o explicar los procesos seguidos al abordar la resolucion

de un problema constituyen aspectos importantes de la formacion cientifica.

Cada estudiante debe tomarse el tiempo necesario para edificar un

conjunto coherente de conocimientos y acceder al descubrimiento y a la
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experiencia de la comprension. ElI alumno debe ser consciente de que la
mayoria de las ideas matematicas han necesitado tiempo para emerger y
desarrollarse. La historia de las matematicas es una fuente de problemas
genuinos que pueden servir para introducir determinados contenidos, Yy
conectarlos con otros campos del conocimiento. Un estudiante de Bachillerato
deberia situar las ideas mateméticas fundamentales en su contexto y en su

momento histoérico.

Las Matematicas de Bachillerato deben desarrollar en el alumno la
capacidad de razonamiento y el sentido critico necesario para interpretar la
realidad, y dotarles, al mismo tiempo, de las herramientas adecuadas para
resolver problemas cotidianos, pero también, deben preparar al alumno para

continuar sus estudios.

En las matematicas de Bachillerato, sobre todo en las de segundo curso,
los alumnos deben alcanzar el grado de madurez necesario, en el manejo del
lenguaje formal y de los procesos logicos deductivos, que les permitan
interpretar y desarrollar demostraciones que no sean excesivamente
complicadas (y que en estudios posteriores, en la Universidad, iran
desarrollando con mayor complejidad), plantear conjeturas, analizar procesos

l6gicos y obtener conclusiones, generalizaciones, ....

Por otra parte, la transicion del Bachillerato a la Universidad es un
proceso complejo y dificil. La diferente manera en la que se presentan las
matematicas en Bachillerato y en la Universidad parece no tener en cuenta las
diferentes caracteristicas de la actividad matematica desarrollada por los
estudiantes en estos dos niveles educativos, y por tanto, no considera las
caracteristicas de la comprension de los alumnos de los conceptos
matematicos (Fonseca, 2003). Esta situacion define la necesidad de investigar
en este proceso de transicion del Bachillerato a la Universidad desde la
perspectiva de la naturaleza de la comprension de los conceptos matematicos

generados por los alumnos y de las caracteristicas de la actividad matematica
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cuando resuelve problemas.

1.2. La nocion de derivada

En este apartado indagaremos en los origenes del célculo diferencial, a
través del desarrollo histérico de la nocién de Derivada y a continuacion
analizaremos la presencia del concepto derivada en el curriculo de

Bachillerato y primer afio de la Universidad.

1.2.1. Desarrollo histérico de la nocion de derivada

La derivada es el concepto fundamental del Calculo diferencial, existen
distintas publicaciones que se pueden consultar para destacar aspectos del
desarrollo historico de dicha nocion Bochner (1991), Gonzalez (1992), Duran
(1996) entre otros. Nosotros nos basaremos fundamentalmente en
Aleksandrov et al. (1988) y Kline (1992). Dos tipos diferentes de problemas —
el problema fisico de calcular la velocidad instantanea de una particula movil,
y el problema geométrico de encontrar la tangente a una linea de uno de sus

puntos — conducen de manera natural a la misma idea basica de derivada.

El célculo fue desarrollado sobre todo para tratar los principales
problemas cientificos del siglo XVII. Segun Kline (1992, p.452) habia cuatro

tipos principales de problemas:

- Primer tipo de problemas: Dada la formula de la distancia que un cuerpo
recorre como funcion del tiempo, obtener la velocidad y la aceleracion en
cualquier instante; y al revés, dada la formula que describe la aceleracion
de un cuerpo como funciédn del tiempo, obtener la velocidad y la distancia
recorrida. La velocidad de un movimiento no uniforme en un instante dado
es un concepto puramente fisico, que surge de la experiencia.
(Aleksandrov et al.,1988, p.126)

10
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Segundo tipo de problemas: Obtener la tangente a una curva. Del estudio
del movimiento surgia un problema cientifico que implicaba la tangente a
una curva. La direccion del movimiento de un cuerpo moévil en cualquier
punto de su trayectoria es la direccién de la tangente a la trayectoria.
Segun Kline (1992, p.457) para Descartes encontrar la tangente a una
curva era importante porque permitia encontrar propiedades de las curvas.
Escribio su método de Célculo en el segundo libro de “La Geometrie”,
este método era puramente algebraico y no incluia el concepto de limite, a
diferencia del método elaborado por Fermat que si implicaba dicho
concepto, y se formulaba rigurosamente. EI método de Descartes solo era
atil para curvas cuya funcion fuera y =f(x), donde f(x) es un polinomio
sencillo. Otros cientificos como Barrow también dieron un método para
obtener tangentes a las curvas, se trata de un método geomeétrico bastante

complicado y que hace uso de curvas curvilineas.

Tercer tipo de problemas: Obtener el valor maximo o minimo de una
funcién. Puede decirse que comienza con una observacion de Kepler, de
quien se dice que se intereso por el problema de los volimenes porque
notd la falta de precision de los métodos utilizados por los tratantes de
vinos, para obtener el volumen de los barriles. La identificacion de las
areas y volumenes curvilineos con la suma de un namero infinito de
elementos infinitesimales es la esencia del método de Kepler, (Kline 1992,
p.459)

Cuarto tipo de problemas: Obtener longitudes de curvas como por
ejemplo, la distancia recorrida por un planeta en un periodo de tiempo
dado.

Segun este mismo autor los cuatro problemas habian sido considerados

como diferentes, sin embargo se detectaron relaciones entre ellos que, incluso,

llegaron a utilizarse. Por ejemplo, Fermat habia usado exactamente el mismo

método para obtener tangentes que para obtener el valor maximo de una

11
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funcién. Este cientifico conocia la relacion entre area y derivada en casos
particulares pero no valor6é su generalidad o importancia. Barrow expuso la
relacion entre obtener la tangente a una curva y el problema del area, pero
planteada en forma geométrica y ni siquiera él mismo se dio cuenta de su
significado (Kline 1992, p.471).

Asi, los matematicos del siglo XVI1I se fueron percatando gradualmente
de que una gran parte de los problemas que surgian de distintos tipos de
movimiento, asi como de problemas geométricos que no se habian podido

abordar con los métodos usuales, podian reducirse a dos tipos:

- Ejemplos de problemas del primer tipo: “hallar la velocidad en cualquier
instante de un movimiento no uniforme”, y “trazar una tangente a una
curva dada”. Estos problemas condujeron a una rama del anélisis que

recibid el nombre de “calculo diferencial”.

- Ejemplos del segundo tipo de problemas: “encontrar el area de una figura
curvilinea” (el problema de la curvatura) o “el espacio recorrido en un
movimiento no uniforme”, o en general, “el efecto total de la accion de
una magnitud continuamente variable”. Este grupo de problemas condujo

a otra rama del analisis, el “calculo integral”.

113

Asi se concretizaron dos grupos de problemas fundamentales: “el

problema de las tangentes”, y “el problema de las cuadraturas”.

Los problemas del Calculo fueron abordados por muchos matematicos
del siglo XVII. Todas sus contribuciones fueron coronadas por las
realizaciones de Newton y Leibniz (Kline 1992, p.454). EI problema que se
replantearon Newton y Leibniz, segun el cual la inversion del problema de las
tangentes resolvia el problema de la cuadratura, suministraba un método
directo para calcular las areas limitadas por curvas muy variadas. Newton
generalizo las ideas ya adelantadas por muchos otros, establecié métodos ya

maduros y mostrd las interrelaciones entre varios de los problemas descritos

12
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anteriormente. Aunque aprendié mucho como alumno de Barrow, en sus
trabajos de Algebra y Célculo estuvo més influido por el cientifico Wallis
(Kline 1992, p.475).

La labor de los constructores del nuevo calculo se desarroll6 en dos

direcciones:

e Busqueda de los procedimientos adecuados para determinar el area de
una superficie limitada por una curva de ecuacion conocida, el volumen
de un solido de rotacion cualquiera y el baricentro de las figuras de dos

y tres dimensiones.

e Exploracion de los procedimientos de determinacion de la tangente
para cada punto de una curva de ecuacion conocida, sus eventuales

maximos y minimos, sus puntos de inflexion y su curvatura.

El segundo problema era mas nuevo que el del area, y su solucion era
conocida solamente para algunos tipos particulares de curva; pero la
importancia de ambas direcciones reside sobre todo en que la busqueda del
area es equivalente al calculo de una integral, y la determinacion de una

tangente al de una derivada.

Es importante resaltar que Newton y Leibniz introdujeron simbolos
comodos y precisos para regular cada una de las operaciones fundamentales
que se manejan. Este hecho elimind para siempre la improvisacion en la
notacion, tal sistematizacion no era sencilla pues implicaba la reorganizacion

de todos los resultados conseguidos.

Centrandonos en las aportaciones de Newton, este cientifico no sélo dio
un método general para obtener el cambio relativo de una variable respecto a
la otra, sino que mostro que el area puede obtenerse invirtiendo el proceso de
obtener un cambio relativo. Las areas se habian obtenido y expresado como
sumacion de areas infinitesimales. Newton aplicé el método para obtener el

area encerrada bajo muchas curvas. Introdujo dos importantes tipos de

13
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sistematizacion: el célculo de las fluxiones y el de las primeras y ultimas
razones, si bien los simbolos propuestos por él son menos adecuados que los

empleados por Leibniz.

Newton elabora el método de las fluxiones partiendo de que lineas y
superficies se pueden considerar constituidas no de sumas, sino de
desplazamientos de puntos o de lineas, y de que las magnitudes que varian
continuamente lo hacen en funcién de una “velocidad de crecimiento” que
puede ser medida y comparada. Newton decide llamar fluxién a esta velocidad
y fluyentes a las cantidades descritas mediante un movimiento continuo. Es
decir, llama fluyente a una cantidad variable y a su cambio relativo fluxion. Se
enfrenta en seguida con dos problemas fundamentales: célculo de las
fluxiones, o de la relacion entre dos fluxiones cuando se conoce la relacion
entre las respectivas fluyentes, y calculo de las fluyentes cuando se conoce la
relacion en que se hallan las fluxiones. Estos dos problemas son los que hoy
dia conocemos como calculo de derivadas y de integrales, y fueron las reglas
de ambos calculos las que Newton descubrio. En el “Method of Fluxions”
Newton incluyo aplicaciones de las fluxiones a la diferenciacion de funciones
implicitas y a la obtencion de tangentes a la curva, maximos y minimos de las
funciones, curvatura de las curvas y puntos de inflexion de las mismas.

También obtuvo areas y longitudes de las curvas (Kline 1992, p. 481)

Por otro lado, Leibniz no llego al célculo infenitesimal a través de las
situaciones practicas (como hizo Newton), su aportacion, entre otras, fue el
simbolo de integracién | : este simbolo indicaba la suma de todos los
“indivisibles” que llenaban un area, y para sefialar la integral de una variable
y, funcién de una variable independiente x, Leibniz recomienda no omitir la
introduccion de dx bajo el simbolo de la integral, escribiéndose asi: | ydx,
notacion que ha permanecido invariable hasta hoy. Segin Aleksandrov et al.
(1988, p.171), el hecho de que estas notaciones introducidas por Leibniz (dx,

d?x, d/dx, | ydx) se utilicen todavia muestra lo acertado de su eleccién. La

14
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lectura de las obras matematicas de Pascal permitié a Leibniz descubrir el
triangulo caracteristico, y llamo diferenciales a la razon entre las diferencias
no nulas de sus abscisas y sus ordenadas; la condicion esencial que impuso a
las operaciones de obtencién de las tangentes fue la de relacionar las
diferenciales entre ellas. De este modo surgid la principal operacién del nuevo
calculo, o sea, el estudio de la relacion dy/dx entre las dos diferenciales

correspondientes a los dos catetos del “tridngulo caracteristico”.

Tanto a Newton como a Leibniz se les debe reconocer que vieran el
Célculo como un método nuevo y general, aplicable a muchos tipos de
funciones. Despues de sus contribuciones el Calculo dejo de ser un apendice
de la Geometria griega para convertirse en una ciencia independiente capaz de
manejar una cantidad de problemas ampliamente extendidos (Kline 1992,
p.500)

La evolucion de los conceptos del analisis matematico (derivada,
integral, ...) continué después de Newton y Leibniz, y continta todavia en
nuestros dias. Segun Aleksandrov et al. (1988, p.172) una etapa en esta
evolucion que merece ser destacada es la que tuvo lugar a comienzos del siglo
XIX, y que esta relacionada con el trabajo de Cauchy, que dio una definicion
formal y precisa del concepto de limite y la utilizd como base para sus

definiciones de continuidad, derivada, diferencial e integral.

La descripcion del desarrollo historico de los conceptos fundamentales
del calculo muestra el vinculo existente entre la modelizacion de problemas, la
visualizacion e interpretacion de problemas desde una perspectiva geométrica
y el desarrollo de la simbolizacién. La sintesis e integracion paulatina de los
significados generados en cada tipo de problema muestra el tipo de
pensamiento y/o razonamiento que los matematicos del siglo XVII generaron
para caracterizar la idea de variacion de la velocidad, y tangente a una curva,
estableciéndose la generacion de la idea de derivada en un punto como paso

previo en la consideracion de funcién derivada. Asi, la conceptualizacion de la
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idea de variacion continua se apoya en la integracién y sintesis de

planteamientos desde perspectivas numeéricas y graficas.

1.2.2. La derivada en el curriculo. Bachillerato y primer afio de la

Universidad

Segun se recoge en el Decreto 208/2002, de 23 de julio, refiriéndose al

concepto de Derivada en Matematicas | (materia de 1° Bachillerato de

Ciencias de la Naturaleza y de la Salud — Tecnoldgico):

“conceptos fundamentales como limite, continuidad, la derivabilidad,

la integracion, deben ser tratados y manejados de forma intuitiva antes

de su formalizacion.... En el caso de la derivada se puede empezar por

aproximaciones a la pendiente de una curva, sin olvidar las de estimar

y medir sobre el papel, tratar los aspectos numéricos (tablas, limites

por aproximacion, calculo directo) y la vision grafica con medios

informaticos. A continuacion se puede generar la derivada punto a

punto y reconocer las funciones derivadas de las funciones elementales

mas usuales, que ya quedarian disponibles para su uso”.

En dicho Decreto figuran como contenidos minimos de esta asignatura:

O

O

Idea intuitiva e interpretacion grafica de limite de una funcion.
Limite en un punto y continuidad de una funcién en ese punto.

Variacion instantanea: concepto e interpretacion geomeétrica y fisica

de la derivada de una funcién en un punto.

Funcion derivada. Definicion. Derivadas de las funciones

elementales.

Comellas y Serra (2000) afirman que en el curriculo de Bachillerato

hay que enfatizar aquellos aspectos de la materia que van a ser Utiles para un

amplio sector del alumnado. Asi, en las unidades didacticas sobre el tema de
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derivada que aparecen en los libros de texto de diferentes editoriales (Editex,
S.M., Anaya, Santillana, Oxford), se aprecia que los alumnos que cursan 1° de
Bachillerato de Ciencias de la Naturaleza y de la Salud, son estudiantes que
han de trabajar la derivada en un punto (f ’(a)) y comienzan a trabajar con el
operador derivada, aplicandolo a reglas de derivacion. Trabajan con aspectos
de la nocidn de derivada en un punto como pendiente de la tangente a la curva
(modo grafico) y como limite del cociente incremental (modo analitico). Los
aspectos de la nocion de derivada que trabajan en intervalos son la definicion
de funcidn derivada y las reglas de derivacion, realizandose el paso de la idea
de derivada en un punto a la idea de funcion derivada de manera implicita.
Un ejemplo de esto lo tenemos en el tipo de tareas que figuran en los libros de
texto mencionados. Las tareas que aparecen a continuacion corresponden al
libro “Matematicas I’ Editorial Editex (1996)

K] Calcula la tasa de variacién en el intervalo [1, 4] para las siguientes funciones:

f(x)=3x+2; gx)=4-x% h(x)=Vx+5; t(x)=x28+4

I Calcula, usando la definicién de derivada de una funcién en un punto, las derivadas siguientes &
los puntos que se indican: :

a) f(x)=2x2+3; (1) b) g(x) = —x‘+21 ; DIg(1)] ¢ h(x)=V3x2+4; h'(Z}'é
d) k(x)=6; D[K(0)] e) I(x) = X%: I'(3) f) t(x) = Vx-3; D[t(6)] j

: Sea la funcién cuya grafica aparece en el dibujo adjunto. Calcula, de forma razonada: D[f(2)],
D[f(6)].

y:2x—1'

-1

Halla las funciones derivadas de las siguientes, aplicando la definicién:
s a) fx)=-3x+5 b) g(x) =(2x - 3)? o) h(x)=x3-2x3+5 d) k()=2VxZ2+3

17
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Se observa que para la resolucién de las tareas se pueden utilizar

aspectos graficos y analiticos referidos a la derivada en un punto (f ’(a)), y

referido a la funcion derivada se puede usar la definicion a través de su

expresiéon analitica como limite del cociente incremental y las reglas de

derivacién de funciones sencillas.

Respecto a Matemaéticas Il (materia de 2° Bachillerato de Ciencias de

la Naturaleza y de la Salud — Tecnolégico) el mencionado Decreto recoge:

“en el bloque de andalisis, se profundizan y fundamentan las ideas

intuitivas construidas en Matematicas |, completandose el blogue con

el calculo de derivadas, sus aplicaciones y la integral”.

En dicho Decreto figuran como contenidos minimos de esta asignatura:

O

O

Limites, continuidad y derivacion en un punto. Calculo de limites.
Asintotas: concepto y determinacion.
Continuidad en un punto y en un intervalo.

Derivadas de las familias de funciones conocidas. Derivada de la
suma, el producto y el cociente de funciones y de la funcién

compuesta.
Derivacion y continuidad en un punto.

Aplicacion de los conceptos de limite, continuidad y derivada, al
estudio de propiedades locales de las funciones y a la

representacion grafica de funciones elementales.

Los alumnos que cursan 2° de Bachillerato Tecnoldgico, son

estudiantes para los que la nocion de Derivada no es nueva, pues ya se les ha

introducido en el curso anterior, segun su curriculo estos alumnos deben

empezar a trabajar con aspectos del concepto de Derivada relacionados con

f >’ (relaciones de f > y f >’ con los extremos y los puntos de inflexion de f,
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relaciones del signo de f *° con la concavidad y convexidad de f, ...). El
curriculo en 2° Curso de Bachillerato se centra en el estudio de la funcion
derivada y del operador derivada (f * y f *’). Debido a ello, los estudiantes
pueden establecer relaciones entre aspectos del concepto utilizados por ellos
en la resolucién de una tarea. Ademas, la interpretacion geométrica de la
derivada se vera también con caracter global. Un ejemplo de esto lo tenemos
en el tipo de tareas que figuran en los libros de texto (Santillana, Anaya, S.M.,
Editex, Oxford), las tareas que aparecen a continuacién corresponden al libro
“Matematicas II” Editorial Editex (1996)

BEX] La primera gréfica corresponde a la funcién derivada de f(x).

(=]
©
1
cll, :
¢

o] 3

a) Obtén la expresién analitica de y = f'(x).
b) Indica cuél de las gréificas, A, B o C corresponde a la funcién f(x). Justifica la respuesta.

En tareas de este tipo para resolver el apartado b) el estudiante puede
utilizar la expresion analitica de f °(x) calculada en el apartado a) o puede
resolverla desde el modo grafico fijandose en las relaciones que se pueden
establecer entre fy f’ a través de distintos aspectos de la nocion de derivada,

por ejemplo la relacidon que existe entre el signo de f’ y el crecimiento de f.

Otro tipo de tareas que figura en los textos de 2° Bachillerato es:

{Es derivable en el punto x =1 lafuncién f(x) = x + Ix - 117 Justifica la respuesta.

El estudiante para la resolucién de tareas de este tipo necesita hacer uso

de la idea de derivada en un punto y de la relacion:

Si f derivable en (a, b) — f continua en (a, b).
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Por ultimo otra tarea muy frecuente en este nivel es:

x3
xZ—4°

| B Representa graficamente la funcién y =

En este tipo de tareas el estudiante puede hacer uso de aspectos del
concepto de derivada en modo analitico con carécter puntual o en intervalos.
Con carécter puntual, por ejemplo, los aspectos del concepto de derivada que
relacionan los puntos en los que f ’ es igual a 0 con los extremos o puntos de
inflexion de f, y con carécter global (es decir en intervalos) los que relacionan
el signo de £’ con el crecimiento de f o el signo de f’’ con la concavidad de f,

y a través de ellos llegar al grafico de f.

En conjunto, las caracteristicas de los problemas que el curriculo
presenta a los estudiantes en los dos afios de Bachillerato muestran la derivada
desde la integracion de una perspectiva analitica y geométrica, apoyandose en
la presentacion de la idea de derivada en un punto. De manera implicita, y a
través de la definicion, se introduce la idea de la funcion derivada y el
operador derivada (a través del calculo de derivadas sucesivas). Es de resaltar
que el tipo de actividades que el curriculo presenta a los estudiantes demanda
de ellos la realizacion de ciertas conexiones logicas entre algunos aspectos del

concepto.

En primer afio de la Universidad, la derivada de una funcion junto con
la integral constituyen la fuente del Calculo Infinitesimal, aunque
previamente, son conceptos fundamentales el concepto de funcién, limite o
continuidad. Estas ideas / nociones matematicas, segun aparece en los libros
de consulta de Calculo / Andlisis Matematico en los que se contempla el
concepto de derivada, se defineny se trabajan de manera formal, y se discuten
su significado en términos de problemas matematicos. Asi, los contenidos
segun figura en el libro “Analisis Matematico” Apostol. Editorial Reverté, s.a.

(1982) en el capitulo 5, comienza por la definicién de Derivada, para continuar
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con las relaciones entre derivadas y continuidad (Derivadas laterales y
derivadas infinitas), algebra de derivadas y regla de la cadena, pasando al
estudio local de derivadas (relacion entre los puntos en los que f’ es igual a 0
con los extremos locales o puntos de inflexion de f). Ademas se estudian
diversos teoremas en relacion a la derivada como: Teorema de Rolle, Teorema
del valor medio para derivadas, Teorema del valor intermedio para derivadas,
Formula de Taylor con resto. El contenido recogido en este libro, finaliza con
el estudio de Derivadas de funciones vectoriales, Derivadas parciales,
Diferenciacién de funciones de una variable compleja, y Ecuaciones de

Cauchy — Riemann.

Los estudiantes de primer curso de la Universidad de Sevilla
(Licenciatura de Matematicas) que hayan cursado la asignatura de Elementos
de Anélisis Matematico con contenidos del concepto de Derivada, podran
trabajar con todos los aspectos del concepto de derivada tanto desde su
perspectiva grafica, como pendiente de la tangente a la curva, como desde su
perspectiva analitica como limite del cociente incremental, con caracter
puntual o global (es decir, en intervalos) segun les exija la resolucién de la
tarea. Ademas, estos estudiantes pueden utilizar aspectos del concepto de
derivada que relacionan a f > y f >’, hecho que no sucedia en Bachillerato. Un
ejemplo de esto lo tenemos en el tipo de tareas que figuran en los libros de
consulta de estos estudiantes (“Analisis Matematico” Apostol. Editorial
Reverté; “Calculus” Spivak. Editorial Reverté...), la tarea que aparece a
continuacion corresponde al libro “Calculus” Spivak. Editorial Reverté
(1974):
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8. La figura 25 muestra la grifica de la derivada de f. Hallar todos los puntos
mdximos y minimos locales de f.

—
™)
.

AN
NS\

FIGURA 25

En esta tarea, f ° muestra en su grafico cambios de signo, cambios de
crecimiento, puntos de corte con el eje X, puntos de tangencia horizontal y un
punto anguloso, todo ello conlleva que para esbozar el grafico de f el
estudiante necesita establecer relaciones entre aspectos del concepto de
derivada analiticos y/o graficos globales (es decir, en intervalos) que vinculen
el crecimiento de f’ a la convexidad de f, el signo de f ’ al crecimiento de f'y
aspectos del concepto analiticos y/o graficos puntuales vinculando f ° a

extremos y puntos de inflexion de f.

El estudiante puede resolver la tarea a través de aspectos del concepto
de la nocion de derivada graficos como pendiente de la recta tangente a la
grafica o a través de aspectos del concepto analiticos puntuales y globales
vinculados al crecimiento y a la concavidad. En ambos casos y para llegar al
grafico de f es necesario considerar f’ como funcion y (f *)’ como su derivada,
al menos puntualmente, obteniendo asi informacion sobre f >’ desde el grafico

de f’, sin el uso de estas relaciones el esbozo del grafico de f no es posible.

Es necesario aplicar estas relaciones entre diferentes aspectos del
concepto para resolver tareas que figuran en los libros de consulta de los

estudiantes de 1° Licenciatura de Matematicas. Sin embargo, no sucede lo
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mismo en las tareas que figuran en los libros de texto de Bachillerato, en las

gue no es necesario utilizarlas.

Este breve andlisis de las caracteristicas de las tareas-problemas que los
alumnos deben realizar en Bachillerato y Universidad nos indica que la
diferencia en el tipo de actividad matematica que deben generar los
estudiantes radica no sélo en la cantidad de elementos matematicos del
concepto de derivada que se ponen en juego, sino también en la naturaleza de
las relaciones que se deben establecer entre dichos elementos durante la

actividad de resolucion de problemas.

Por tanto, las relaciones entre los elementos del concepto de derivada,
tanto de la idea de derivada en un punto, como de la idea de funcion derivada,
desde perspectivas analiticas o graficas, constituyen una caracteristica esencial

para determinar lo que los alumnos pueden llegar a ser capaces de resolver.

1.3. La problemética de la investigacion

El desarrollo de las investigaciones sobre la ensefianza y el aprendizaje
de términos relacionados con el célculo diferencial e integral (funciones
(Garcia y Llinares, 1996), limites (Sierra et al., 1999, Espinoza y Azcéarate,
2000), ...), asi como nuestra experiencia como profesora de Educacidn
Secundaria, nos ha permitido comprobar la enorme dificultad de la ensefianza
y el aprendizaje de estos conceptos, en particular el concepto de Derivada.
Respecto a este hecho, Artigue (1995) afirma que aunque se puede ensefiar a
los estudiantes a realizar de forma mas o menos mecanica algunos calculos de
derivadas y a resolver algunos problemas estandar, sin embargo se encuentran
grandes dificultades para hacerles alcanzar una comprensién satisfactoria de
los conceptos y métodos de pensamiento que son el centro de este campo de
las matematicas. Asi, muchos estudiantes son capaces de llevar a cabo los

ejercicios que se les proponen, por ejemplo, son capaces de aplicar de forma
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correcta las reglas de derivacién, y sin embargo muestran dificultades al
manejar el significado de la nocion de Derivada (ya sea a través de su
expresion analitica como limite del cociente incremental, o en su
interpretacion geométrica como pendiente de la recta tangente). Realmente, el
fondo de la cuestidn es que estos estudiantes no han construido el concepto de

Derivada.

Es frecuente, como hemos podido comprobar, que para la ensefianza
del concepto de Derivada, se estudie previamente los conceptos de funcién y
de limite. La derivada aparece como el limite de los cocientes incrementales o
como el limite de las secantes. La funcion y el limite son conceptos
matematicos que presentan gran dificultad de aprendizaje a los estudiantes,
como podemos observar en diversas investigaciones centradas en la
comprension de los mismos (Breidenbach et al., 1992; Cottrill et al., 1996),

por tanto el aprendizaje de la derivada viene afectado por ello.

Las concepciones previas de los estudiantes que provienen de su
experiencia pueden contener aspectos contradictorios que se manifiestan segun
las situaciones y son muy resistentes al cambio. Por todo esto, nos parece
necesario profundizar en la comprensién de la nocion matematica de la
derivada de los alumnos de Bachillerato y primer afio de la Licenciatura de
Matematicas, dado que es en estos cursos donde se inicia y construye los
aspectos béasicos que forman el concepto. Al centrarnos en el proceso de
transicion del Bachillerato a la Universidad hace que planteemos el problema
de investigacion sobre la comprension desde una perspectiva del desarrollo

que se da entre estos dos niveles educativos.

24



1. Problemética de investigacion Gloria M? Sanchez — Matamoros Garcia

1.4. Lo que conocemos sobre la comprension de la nocion de derivada

La problematica de investigacion que nos hemos planteado ha sido
abordada por otros investigadores desde distintos planteamientos y con
diferentes objetivos, pero todos ellos nos aportan informacion que nos sirve de
base a nuestro trabajo. Por ello en lo que sigue vamos a comentar algunas de

las ideas aportadas por dichos estudios.

Algunas investigaciones se han centrado en describir los errores y
dificultades que tienen los estudiantes respecto al concepto de derivada, sin
plantearse como se construye el concepto (Orton, 1983; Ferrini-Mundy y
Graham, 1994; Porzio, 1997; entre otros). Asi, Orton (1983) centrandose en la
diferenciacion y sus aplicaciones, nos habla de tres tipos de errores cometidos
por los estudiantes: estructural (relacionado con los conceptos esenciales
implicados), arbitrario (el alumno que se comporta arbitrariamente sin tener en
cuenta los datos del problema) y ejecutivo (error en la manipulacion, si bien
los conceptos implicados pueden ser comprendidos) segun esquema descrito
por Donalson (1963).

Este estudio se llevo a cabo con 110 estudiantes, 60 de ellos entre 16-18
afios procedentes de 4 escuelas y el resto entre 18-22 afios procedentes de 2

centros para formacion de profesores (55 hombres y 55 mujeres en total).

Como fuente de datos realizaron dos entrevistas: En la primera
entrevista los estudiantes contestaban preguntas referidas a limites, areas e
integracion. Y en la segunda entrevista preguntas referidas a rango de cambio,
diferenciacion y aplicaciones. Centrandose en la diferenciacion y asociados al

rango de cambio (cociente incremental), habia un total de 21 items.

Los items que eran aplicaciones de la diferenciacion fueron los que
menos dificultades le presentaron a los estudiantes. Siendo los referidos a la
comprensién de la diferenciacién y a la grafica asociada a la razén de cambio

los que maés dificultades les presentaron.
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En las tareas con funciones lineales dadas por grafico — tabla, y una
linea de pendiente positiva, con rango de cambio constante, 22 estudiantes
contestaron con el valor de y, y no con el valor del cociente incremental. Lo
mismo sucede en cuestiones similares dadas por grafico — ecuacion en la que
29 estudiantes contestaron con el valor de y.

En lo que sigue mostramos ejemplos de tareas usadas por Orton (1983,
pp. 245-247) en su estudio.

TASK C3

Water is flowing into a tank at a constant rate, such that for each unit increase
in the time the depth of water increase by 2 units. The table and graph illus-
trate this situation.

Time (x) 0 1 2 3 4 s
Depth (») 0 2 4 6 8 10
1st difference (depth) 2 2 2 2 2
»
10
ol
8k
- 7r
5 8f
= g5t
s Lt
£
g 3r
S 21
1k
Q '; 2 ; L S x

Time
(v) What is the rate of increase in the depth when x = 24? when x = T
(Item 27).
TASK C4

The graph below rei:resents y=3x—1.
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(i) Whatis t.he value of y whenx =a? (Item 21).
(ii) What is the value of y whenx =a + h? (ltem 21).
(iii) What is the increase in y as x increases froma toa +#/? (Item 21).
(iv) What is the rate of increase of y as x increases froma toa + h?
(Item 28).
(vii) Whatis the rate of increase of y atx = 2} %7 atx = X? (Item 27).

En las tareas similares a las comentadas anteriormente, pero con
funciones no lineales, donde en una tarea dada por grafico — ecuacion,
distinguiendo entre la razén sobre un intervalo o sobre un punto, al preguntar
que sucede al tomar limite cuando h tiende a cero, 96 estudiantes no pudieron
contestar de forma correcta la cuestion. Un ejemplo de tarea usada por Orton

(1983, p.247) es la siguiente:

TASK C6

The graph below represents ¥ = 3x? + |, fromx =0 tox =4.

y=3x2.1

(i) What is the value of y whenx =a? (Item 21).
(ii) What is the value of y whenx =a + h? (Item 21).
(iii) What is the change in y as x increases fromatoa+h? (Item 21).
(iv) What is the average rate of change in y in the x-intervala toa + h?
(Item 28).
(v) Can you use the result of (iv) to obtain the rate of change of y at
x=2}7atx =X7Ifso, how? (Item 28).

Orton cree que estas dificultades se deben a una vision conceptual débil
del concepto de funcién. En este estudio, también plantea items vinculados
con la idea de rotar la secante para entender la tangente como un limite, o con

el uso de los simbolos 8y, dy/dx, dx, dy, dy/dx.
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Otras investigaciones de caracter descriptivo se centran en estudios de
casos, asi Ferrini-Mundy y Graham (1994) analizan las dificultades de los
estudiantes al intentar esbozar un dibujo de la derivada de una funcién cuando
la funcion se da por medio de su grafica. La investigaciéon la realizaron
guiados por el constructivismo piagetiano, que segun Cobb, Wood, Yackel,
Nicholls, Wheatly, Trigatti y Perlwitz (1991) afirma que el aprendizaje de las
Matematicas es un proceso en el cual el estudiante reorganiza su actividad
mediante la resolucién de problemas. El propdsito de este estudio fue describir
la comprension de los estudiantes de Célculo de funcidn, limite y continuidad,
derivada e integral, y explorar la interrelacion entre sus comprensiones de

estas areas conceptuales.

La metodologia usada es cualitativa, basada en entrevistas a los
estudiantes. Los estudiantes seleccionados para participar en el estudio,
fueron seis (tres hombres y tres mujeres), dos con notas por debajo de la
media, dos con notas en la media, y dos con notas por encima de la media. A
cada estudiante se le pidi06 que realizara cuatro entrevistas de
aproximadamente una hora de duracion, las entrevistas fueron grabadas, y en
cada una de ellas se trataron los topicos: - funcion, - limite, - continuidad,
- derivada e integral. Estas entrevistas fueron espaciadas a lo largo del curso, y
solo fueron completadas por 4 de los estudiantes, los otros dos abandonaron el

CUurso.

Los items elegidos para el estudio incluyen items presentados
graficamente e items presentados por formulas. En cada entrevista se incluian
tareas que se podian resolver de forma rutinaria para el estudiante, ya que ellos

habian hecho problemas similares en el texto.

La investigacion adopto6 la forma de estudio de caso de una estudiante
cuyas compresiones y construcciones mas ricas se dan en las nociones de
funciones, limites y continuidad. Sus concepciones de derivadas e integrales

fueron muy escasas y definidas principalmente a través de procedimientos.
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Sobre derivada la mayor dificultad la tuvo en relacionar grafica y férmula.
Tuvo facilidad en derivadas usando algoritmos, y habilidad para esbozar
curvas siguiendo un algoritmo sobre puntos, mirando las derivadas positivas y
negativas,... Esta estudiante admitié que no tiene la idea de la linea tangente
relacionada con la derivada de una funcion. Las conexiones entre sus
conocimientos procedimentales y conceptuales no eran fuertes. Para tomar
decisiones sobre si ciertas graficas representan funciones derivadas, ella volvid
a su préctica previa de buscar formulas para funciones, viendo si podia

encontrar una derivada por un procedimiento estandar.
De este estudio sus autores concluyen que:

1.- los contextos graficos y algebraicos pueden considerarse por los
estudiantes como modos separados donde se aplican algoritmos sin relacion,

para resolver problemas.

2.- en muchas ocasiones existen conflictos entre los significados
matematicos convencionales que tienen los profesores y libros de textos, y lo

personal que hacen los estudiantes.

3.- los estudiantes de Calculo formularon su propia teoria, construyendo
sus conexiones propias. Estos procesos parecen estar fuertemente influidos por

la experiencia previa.

4.- existen grandes inconsistencias entre representaciones,

particularmente en items procedimentales y comprension de conceptos.

5.- los estudiantes construyen una concepcion en Matematicas como

resultado de la instruccién experimentada.

Otra investigacion descriptiva que se realiza con un estudio de caso de
un estudiante, Tim que habia completado un afio de estudio de Calculo
elemental, fue realizado por Aspinwall, Shaw y Presmeg (1997), a través de
una serie de entrevistas, con dos objetivos: (1) estructurar el proceso de

entrevista y (2) obtener informacion sobre los procesos de pensamiento del
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estudiante que, emparejado con los datos de las entrevistas previas, guiaria el
desarrollo de las tareas adicionales designadas para demostrar las habilidades
interpretativas del estudiante para discriminar graficamente una funcion y su
derivada. Los autores demostraron como a veces las imagenes incontroladas
crean barreras para construir significados, en contra del punto de vista que
solo ve ventajas en el proceso de aprendizaje con imagenes mentales. No
sugieren que se abandonen las iméagenes mentales, pero si que los educadores

matematicos deben ser conscientes de ello.

Aspinwall et al. (1997) para llevar a cabo el estudio disefiaron 20 tareas,
las 4 primeras tareas se elaboraron antes del estudio, el resto se disefiaron
basadas en el analisis de entrevistas de tareas previas. La mayoria de las tareas
eran problemas no rutinarios, y en muchos de ellos habia que determinar las
graficas de las derivadas, dando solo graficos de funciones y explicar el

proceso de pensamiento.

Varios aspectos de la posicion de Krutetskii (1976) son de relevancia en
la interpretacion de los datos que se hace en este estudio. Este autor distingue

tres tipos de habilidades matematicas en el nivel escolar:
l. Analitica: predomina la componente l6gico- verbal
. Geométrica: predomina la componente pictorico-visual

1. Armoénica: equilibrio de las dos componentes. En esta Gltima

distingue dos subtipos:

a. Armonica abstracto: si puede usar soporte visual en la

resolucion de problemas, pero no es el preferido

b. Armoénico pictorico: si puede usar soporte visual en la

resolucion de problemas, y prefiere hacerlo asi.

Los resultados obtenidos son los siguientes: i) respecto a la
comprensién simbolica de formulas y procedimientos del calculo de funciones

derivadas, se observo que Tim es un experto en la aplicacion de reglas para
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determinar derivadas en diversas situaciones. ii) respecto a la comprension
grafica, aunque Tim utiliza soporte visual cuando resuelve problemas y
prefiere hacerlo asi, su habilidad para pensar sobre un problema fue
obstaculizada por una imagen incorrecta. El estudiante construy6 una imagen
de una funcién polindmica de segundo grado como si tuviera asintotas
verticales. Sin embargo, afirmé que el dominio eran todos los nimeros reales.
Esta imagen errénea le hizo dibujar una grafica de la derivada en forma de
funcion cubica. Este dibujo estaba en conflicto con su conocimiento analitico
de que la derivada de una funcion cuadratica debia ser una recta. No obstante,
no fue capaz de controlar sus imagenes mentales, las cuales continuaban

interfiriendo en su pensamiento sobre la derivada.

Otra forma de estudiar la comprension proviene de asumir
determinados marcos teoricos de comprension, que llevan a preguntas
coherentes con dichos marcos. Los diferentes modelos tedricos que los
investigadores han utilizado muestran donde cada uno de ellos coloca el

énfasis y el significado dado a la comprension y desarrollo de la comprension.

Centrandonos en el caso de la derivada, los estudios realizados han

usado aproximaciones centradas en elementos de cognicién como

la idea de “esquema conceptual” (Azcarate, 1990) derivada de la idea de

Imagen del concepto (Tall, 1989),

- ideas procedentes de una aproximacion piagetiana del conocimiento y su
desarrollo visto a través de la teoria APOS (Asiala et al., 1997), y la teoria
del desarrollo de los esquemas (Clark et al., 1997; Baker et al., 2000;
Badillo, 2003),

- ideas procedentes del papel de las representaciones y las actividades con

ellas en el desarrollo de los significados (Font, 1999, 2000 b), y

- las teorias de la reificacion (Sfard, 1992) centradas en las relaciones entre
proceso-objeto (Zandieh, 2000).
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Asi, el estudio de los esquemas conceptuales puede hacerse desde el
marco teorico propuesto por Tall(1989). Tall definio “concept image” como el
conjunto de estructuras cognitivas asociadas al concepto, que incluye todas las
imagenes mentales y todos los procesos y propiedades asociados al mismo.
Desde esta perspectiva, Azcarate (1990) realiz6 una investigacion que tuvo
por objetivo evaluar en tres grupos de 2° BUP (son estudiantes del5-16 afios
de edad), la introduccion al concepto de derivada de una funcién en un punto,
siguiendo el material del grupo Zero, y sin tener estos alumnos conocimientos
previos de limite y continuidad. El estudio se centrd en el concepto de recta
tangente a una grafica en un punto, concepto que tiene un soporte grafico que

favorece un enfoque intuitivo.

El analisis permitié caracterizar los esquemas conceptuales que tienen
los alumnos de tres conceptos: pendiente de una recta, velocidad instantanea
de un movimiento variado y tasa instantdnea de variacion de una funcion.
También se estudiaron las dificultades y errores mas caracteristicos. Asi dos
errores comunes consisten: en confundir los conceptos de pendiente de una
recta y su ordenada en el origen, y en dar el valor de la ordenada en el origen

como valor de la pendiente de la recta.

Se pasaron cuestionarios escritos a 111 alumnos y se le hicieron

entrevistas a 6 alumnos por grupo (18 entrevistas en total)
La investigacion tuvo dos dimensiones:

- Cognitiva: estudiar los esquemas conceptuales que tienen los alumnos
de las nociones claves que aparecen en el estudio inicial del concepto

de derivada.

- Evaluativa: estudiar la evolucion y la situacion final de un grupo de

alumnos que ha seguido un material curricular preparado.

Respecto al concepto de pendiente de una recta se identificaron tres

tipos de esquemas conceptuales, que se han llamado:
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- Geométrico que caracteriza a los alumnos que utilizan imagenes

graficas.
- Operativo que caracteriza a los alumnos que tienen fijacion numérica.

- Funcional que caracteriza a los alumnos que asocian la palabra
“pendiente” a una relacion de dependencia lineal entre los incrementos
de las variables de la funcion, asi como la imagen grafica de una recta

en la que destacan dichos incrementos.

Respecto a la velocidad instantanea y tasa de variacion se identificaron
tres tipos de esquemas conceptuales correspondientes a perfiles Ilamados
“primitivo”, “aproximacion” y “limite”:

- “Primitivo” corresponde a alumnos que no han construido un esquema
conceptual especifico de las nociones de velocidad instantanea o de tasa
instantanea de variacion de una funcion. La principal dificultad de estos
alumnos consiste en la confusion entre velocidad media desde el origen

y velocidad instantanea en un punto.

- “Aproximacion” corresponde a alumnos que, en el caso del concepto de
velocidad instantanea, han generalizado su esquema conceptual de la
nocion de velocidad media a la nocion de velocidad media entre dos
puntos proximos que le sirve ahora para describir de manera
aproximada la velocidad en un punto dado, y en el caso de la
descripcién de la variacion puntual de una funcién han realizado una
transposicion a partir de su esquema conceptual de velocidad media,
que ha dado lugar a un esquema conceptual de tasa media de variacion.
En ambos casos los esquemas conceptuales son coherentes y sirven

para resolver situaciones puntuales por aproximacion.

- “Limite” corresponde a alumnos que, durante la fase de aprendizaje,
han construido unos esquemas conceptuales tanto de la nocion de

velocidad instantdnea como de la nocion de tasa instantanea de
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variacion de una funcion en un punto, de manera que interpretan,
describen y representan situaciones de variacién instantanea de una

funcién dada por su gréfica.

El estudio de la evolucion de los perfiles durante la ensefianza revel6
que habia habido un cambio y una evolucidén de progreso en los esquemas
conceptuales de los alumnos, ya que se aprecié un desplazamiento importante
desde un gran ntimero de perfiles “primitivo” en la situacion inicial hasta un
gran nimero de perfiles “limite” en la situacion final. Una gran mayoria de
alumnos habia aprendido a calcular la velocidad instantanea de un movimiento
dado por la ecuacion del espacio o bien la tasa instantanea de variacion de una
funcién dada por su ecuacion. Un namero significativo de alumnos hacian un

calculo por aproximaciones.

Otros investigadores han asumido la teoria APOS como marco tedrico
en sus estudios. Asi, Asiala y sus colaboradores (1997) analizaron la
comprension grafica de una funcion y su derivada. Los autores proponen
inicialmente la descomposicién genética basada en su propia comprension de
los conceptos y en su experiencia como aprendices y profesores. Dicha

descomposicion genética es:

- Conocer y comprender la representacion grafica de puntos de una

curva en los ejes de coordenadas.
- Conocer y comprender el concepto de pendiente de una linea.

- Conocer y tener una buena comprension del concepto de funcién, una

imagen bien desarrollada del concepto de funcién (Tall y Vinner).

- Para construir un esquema para la derivada, se deben recorrer dos

caminos gue estan coordinados, el grafico y el analitico.

Los participantes fueron 41 estudiantes de Ingenieria, Ciencias Yy
Matematicas que previamente habian hecho dos semestres de Calculo en una

variable (17 habfan completado un semestre en un curso C* L y 24 habian
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completado dos semestres de Calculo de ensefianza tradicional). Para recoger
los datos estos investigadores realizan una entrevista de una hora de duracion,
grabada, con ocho preguntas especificas divididas en dos grupos: 4 cuestiones
sobre comprensién grafica de una funcion, y otro grupo de 4 cuestiones sobre
comprensién grafica de su derivada. Cada uno de los 4 investigadores del
estudio hizo un andlisis preliminar de un subconjunto (10-11 entrevistas) de

las 41 transcripciones con las siguientes preguntas especificas en la mente:

- ¢cémo comprende el estudiante la derivada de una funcién en un punto

graficamente?

- ¢esta esto conectado con la comprension grafica del estudiante del valor

de una funcion en un punto?

- ¢esta relacionada la comprension del estudiante con el hecho de que

haya seguido el curso C* L o un curso tradicional de Célculo?

Una vez terminado este proceso, cada investigador analizé cada una de
las 41 transcripciones de las cuestiones 6 y 7 de las entrevistas, con las
cuestiones mencionadas anteriormente, en la mente. En la cuestion 6 se daba
informacion de una funcion dada por la gréafica y la recta tangente en un punto
del cual se daban las coordenadas (5,4), y se pedia calcular f(5) y f ’(5) (Asiala
et al., 1997 pp.404-405):

FIGURE 1. Question 6
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2.2.1. INTERVIEW QUESTION 6

Suppose that the line L is tangent to the graph of the function f at the point (5,4) as indi-
cated in the figure.2-Find f{5), f(5).
Each student was asked “Explain how you arrived at your answers.” The student was given
another sheet of paper and asked the following question:

En la cuestion 7 se daba informacion de tipo analitico sobre la funcion
y su derivada y se pedia esbozar la grafica de la funcién (Asiala et al., 1997
p.405):

2.2.2. INTERVIEW QUESTION 7
Sketch a graph of the function & which satisfies the following conditions:

h is continuous,
h(0)=2: h’(—Z) L h'(j) = 0. and lim h'(x) = oo 1
— —oo .

X
h'(x) > 0 when; <4 <x <-2, and when -2 <x < 3,
h'(x) <0 when x <-4, and when x> 3,
h"(x) < 0 when x <~4, when 4 <x <-2, and when0 <x <5,
h”(x) > 0 when -2 <x <0, and when x> §,

lim h(x)=cand lim h(x)=-2
X =3 —o0 X =) =00

El centro del analisis fue la interaccion del concepto de funcion y la

necesidad de una expresion analitica en algunos estudiantes.

Como conclusion, respecto a la descomposicion genética inicial que
describia una construccion paralela de la derivada en su definicion analitica y
su interpretacion grafica, se observé que ciertos aspectos de la concepcion de
funcién de los estudiantes habia que enfatizarlos, y crear conexiones entre

ambos caminos, analitico y grafico.

También se comparé los estudiantes que habian seguido el curso C* L,
y los estudiantes que habian seguido una ensefianza tradicional, y concluyeron
que los estudiantes que siguieron el curso experimental (apoyado en analisis
tedrico de aprendizaje) tuvieron mas éxito en el desarrollo de la comprensidn
grafica de la derivada que los estudiantes que habian seguido los cursos

tradicionales.
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Este mismo marco tedrico (APOS) es el adoptado por Clark et al.
(1997), en su estudio. En él exploraron la comprension de los estudiantes de la
regla de la cadena y sus aplicaciones, planteando para ello el desarrollo del
esquema de la regla de la cadena a través de los niveles Intra, Inter, Trans
basado en la ideas de Piaget y Garcia (1983/89).

En el estudio participaron 41 estudiantes que al menos habian
completado dos semestres de Calculo en una variable. Eran estudiantes de
Ingenieria, Matematicas y Ciencias, de los que 17 habfa seguido un curso C*

L, y el resto 24 un curso con un metodo estandar.
Las preguntas de investigacion fueron:
- ¢como construye el estudiante su comprension de la regla de la cadena?

- ¢cudles son los elementos matematicos del concepto que son necesarios

para la construccion del concepto de la regla de la cadena?

- ¢como reconocen los estudiantes y aplican la regla de la cadena en

varias situaciones matematicas?

Estos autores realizaron una descomposicion genética inicial del
concepto de la regla de la cadena, y entrevistaron a los estudiantes sobre 11
tareas (en el articulo se recogen las tareas 1, 4, 5, 9y 10) (Clark et al., pp.363-
364). En la tarea 1 el estudiante tiene que derivar (1-4x° ) de dos formas y
comparar los dos métodos. En la tarea 4 se daba F(x) como la integral entre 0
y sen x de e, para completar F’. La tarea 5 pregunta por qué la regla de la
cadena es cierta. La tarea 9 sobre diferenciacion implicita. La tarea 10 sobre
razones. Estas tareas daban informacion sobre la comprension de los

estudiantes sobre la regla de la cadena.
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Let f be the function given by flx) = (1—4x")2. Compute f".

Can you think of another way of doing this problem?

Can you be sure that two methods will always give the same answer? Explain.

Let F be the function given by F(x) = [ e’ di. Compute F". Explain what you did.
Why is the chain rule true?

Let A be a real number. Given that the following relation defines a function.

xJy + yJx = A, find its derivative.

10. A ladder A feet long is leaning against a wall, but sliding away from the wall at the rate
of 4 f/sec. Find a formula for the rate at which the top of the ladder is moving down
the wall. -

AD: Lh e LA B j

A partir de los resultados estos autores concluyen que la comprension
de la regla de la cadena conlleva la construccion de un esquema. Este esquema
debe contener el esquema de funcion, que incluye al menos una concepcion
proceso de funcion, composicion y descomposicion de funciones. El esquema
de funcion esta vinculado al esquema de diferenciacion que incluye las reglas
de diferenciacion al menos a nivel de proceso. Desde los resultados este autor
nos propone una descomposicion genética revisada, apoyandose en el
desarrollo del esquema de la regla de la cadena utilizando las caracteristicas de
los niveles: Intra, Inter, Trans. En el nivel Intra los estudiantes tienen una
coleccion de reglas para encontrar derivadas incluyendo algunos casos
especiales, pero no tienen reconocido las relaciones entre ellas. EI segundo
nivel de desarrollo, el nivel Inter., estd caracterizado por la habilidad del
estudiante para ver todos los casos diferentes, y reconoce que en algunos casos
estos estan relacionados. En el nivel Trans el estudiante debe construir la
estructura de la regla de la cadena, debe vincular la composicion o
descomposicién de funciones a la diferenciacion. Los elementos en el
esquema deben moverse desde sus descripciones esencialmente por una lista, a
su descripcion por una regla simple. Conjeturan que un esquema maduro de la
regla de la cadena depende estrechamente del esquema de funcion del

individuo.
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Otra investigacién que asume el marco teérico APOS y que se centra en
el desarrollo del esquema a través de los niveles Intra, Inter, Trans, es la
Ilevada a cabo por Baker et al. (2000) el objetivo de su estudio era analizar la
comprension de los estudiantes acerca de los conceptos de calculo utilizados
en la resolucion de un problema atipico de calculo grafico. Para ello se les
pidié a los alumnos que esbozaran la grafica de una funcién, dando sus
propiedades (en la primera, y segunda derivada, limites y continuidad) en
intervalos especificos de su dominio (Baker et al., 2000, p. 563). Para
determinar el nivel de comprension de los alumnos se analizaron las

respuestas detalladas de los estudiantes a las entrevistas orales y escritas.

Sketch a graph of a function k that satisfies the following conditions:
h is continuous; .

h(0)=2, K'(-2) = h'(3) =0, and ljg;loh’(x) = oo}
h'(x) >0 when 4 <x<-2and when -2 <x<3;
h'(x) < 0 when x <-4 and when x> 3;
h"(x) <0Owhenx<—4,when 4<x<-2,and when0<x<35;
h”(x) > 0 when -2 < x <0 and when x> §;
lim h(x) =eeand lim h(x)=-2.

X—r—o0 X—y—oo

Como se ha mencionado anteriormente para el analisis de las respuestas
de los estudiantes se utilizé la triada (INTRA, INTER, TRANS) del desarrollo
del esquema en el contexto de la teoria APOS. Los tres niveles del desarrollo

del esquema de derivada fueron caracterizados de la siguiente forma:

- INTRA: un objeto en el nivel Intra no es reconocido por el estudiante
como necesario, y su forma es similar a la forma de una generalizacion
simple. Por ejemplo en el nivel Intra del esquema de derivada el
estudiante interpreta la derivada como la pendiente de la recta tangente

en puntos especificos.

- INTER: en el nivel Inter el estudiante es consciente de las relaciones
presentes y puede deducir desde la operacion inicial, una vez es
comprendida, otras operaciones que son inferidas por esta o que pueden

coordinarse con operaciones similares. Por ejemplo, en el nivel Inter
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del esquema de derivada, el estudiante coordina la nocién de derivada
como pendiente de la recta tangente con la idea de derivada como razon

de cambio en un punto dado.

-  TRANS: a traves de la sintesis de las transformaciones del nivel Inter,
el estudiante construye una consciencia de la completitud del esquema,
puede percibir nuevas propiedades globales que eran inaccesibles en los
otros niveles. Por ejemplo, en el nivel Trans del esquema de derivada el
estudiante agrupa todas las derivadas como pendientes o razones de
cambio de una funcién en un punto y reconoce que todas las situaciones
en las que esta implicada la variacion se relacionan al concepto de

derivada.

El estudio se realizd con 41 estudiantes que estaban matriculados en
estudios de Ingenieria, Matematicas y Ciencias, y todos habian cursado, al
menos dos semestres de célculo en una variable. Antes de analizar las
entrevistas realizaron una descomposicion genética inicial de las técnicas de
calculo gréaficas, y analizaron con profundidad tres entrevistas y descubrieron
concepciones de los estudiantes, dificultades y estrategias, permitiendo revisar
la descomposicion genética inicial para reflejar mas fielmente dicha
informacion. Las 38 entrevistas restantes las analizaron con esta
descomposicion genética final. Los datos de cada una de las 41 entrevistas
fueron analizados de manera independiente por, al menos, dos investigadores

y comparados para su verificacion.

Estos autores asumen al realizar este tipo de analisis que el esquema de
calculo grafico, como cualquier esquema, variard de una persona a otra y
podria evolucionar por caminos diferentes, pero cada esquema personal pasara

de algun modo a través del proceso de los niveles de desarrollo.

Segun estos autores, el esquema de célculo grafico para un estudiante
estd caracterizado por una combinacion de los niveles de desarrollo en la

comprensién de los conceptos del calculo como la derivada, limites,
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continuidad e ideas de precalculo. El esquema de “calculo grafico” se
conjeturd que estaba formado por dos esquemas que denominaron el “esquema
propiedad” y el “esquema intervalo”. Ademads, el desarrollo del esquema de
“calculo grafico” lo describieron por la interaccion de estos dos esquemas,

utilizando para ello una terna bidimensional.

Baker et al. (2000) finalizan el estudio sefialando varios puntos que
causaron dificultades constantemente a los estudiantes: el punto cuspide, la
tangente vertical, y la supresion de la condicion de continuidad (que era una de

las preguntas de la entrevista).

Un ndmero significativo de estudiantes mostraron una comprension
muy limitada de la segunda derivada. Algunos ignoraron la segunda derivada,
evidenciando falta de desarrollo del esquema de la propiedad, otros trabajaron
solo a partir de la memorizacion. Y por altimo, otros fueron incapaces de
coordinar las condiciones de la primera derivada y la segunda derivada. Muy
pocos estudiantes consideraron las derivadas como funciones, especialmente,
no supieron interpretar la relacion de la segunda derivada con la primera.
Baker et al. (2000) concluyen diciendo que en algin punto los estudiantes
necesitan considerar la primera derivada en si misma como una funcion para

entender la importancia de la segunda derivada.

La investigacion llevada a cabo por Badillo (2003) también asume el
marco APQOS, en su investigacion intenta inferir el nivel de comprension que
tienen los profesores de matematicas y fisica de Colombia sobre derivada.
Para ello se usG un cuestionario indirecto y entrevista, ademas de los
documentos elaborados (programacidn, unidad didactica y evaluacion) por los
cinco profesores participantes. El estudio de los niveles de comprension del
esquema de derivada que tienen los profesores mostrd que existia pluralidad
en los niveles de comprension de los profesores que participaron en el estudio.

La mayoria de los profesores tenian dificultad en la comprension gréafica de los
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macro-objetos f(x), f ’(a) y f ’(x), e incluso algunos reprodujeron

inconsistencias con relacion a estos macro objetos , tales como:
1. la confusion de los macro objetos f ’(a) y f°(x)

2. la reduccion de la expresion simbolica del macro objeto f ’(x) a la
ecuacion de la recta tangente y la grafica del macro objeto f ’(x) a la

grafica de la recta tangente

3. la no justificacion del uso de las técnicas de derivacion directas e
indirectas (definicion en término de limite y las reglas de

derivacion).

En la investigacion se trabajo a partir de los datos obtenidos
organizados en redes sistémicas y se definieron las categorias del concepto de

derivada que consideraron relevantes para la comprension del concepto:
a) los conceptos estructurales

b) la relacion entre los objetos pendiente de la recta y razén de cambio en

la construccion del macro-objeto f ’(a) (funcion derivada en un punto)

c) la relacion (tanto grafica como algebraica) entre los macro-objetos

f’(a) y £ ’(x) (funcion derivada en un punto y funcion derivada).

Para la autora el esquema de derivada estd conformado por la
coordinacion de varios objetos matematicos, centrandose en describir el
esquema de derivada como la conexion interna de: el macro-objeto derivada
en un punto f ’(a) y el macro-objeto funcidon derivada f ’(x), estos macro-
objetos son a su vez el resultado de la coordinacion, consciente o inconsciente
de tres objetos: pendiente de la recta (O,), limites de las tasas de variacidn
media (O,), y razén de cambio (Os). Para llegar a tener un esquema coherente
de la derivada se requiere coordinar dos esgquemas previos: algebraico y
grafico, resultado a su vez de la coordinacion interna de Oy, O,, Os. Aunque
sefiala que los macro-objetos f ’(a) y f ’(X) se encuentran fuertemente

relacionados, comprender el macro-objeto f ’(a) no implica tener construido
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el macro-objeto f ’(x), pero la comprension del macro-objeto f ’(x) implica

una comprension simultanea o previa del macro-objeto f ’(a).

Por otra parte, basandose en el papel de las representaciones Font
(1999) realiza una investigacion en la que parte de la hipétesis de que el
calculo de f’(x) a partir de f(X) se puede interpretar como un proceso en el que

se ha de considerar:
1) traducciones entre distintas formas ostensivas de representar f(x)

2) el paso de una forma de representacion ostensiva de f(x) a una forma de

representacion ostensiva de f’(x)
3) traducciones entre las distintas formas ostensivas de representar f ’(X)

utiliza el término ostensivo en el sentido de que se puede mostrar a otro
directamente. Por representacion ostensiva entiende por ejemplo, la formula

de la funcion que el profesor escribe en la pizarra y el alumno ve directamente.

Este autor disefia una unidad didéactica para alumnos de 3° B.U.P. y 1°
Bachillerato Cientifico Tecnoldgico, con actividades en las que el alumno ha
de realizar alguno de los tres subprocesos. Font llevé a cabo la
experimentacion de la unidad en un grupo de 41 alumnos completo, y un

grupo mixto de 20 y 21 alumnos atendido por dos profesores.
Las representaciones ostensivas consideradas son:
- expresion simbdlica
- gréfica
- tabla
- descripcién verbal de la situacion

En la investigacion se analiza una secuencia de actividades que tiene
por objetivo el calculo de la funcidn derivada. La implementacién pone de
manifiesto la dificultad que tienen los alumnos con contenidos que forman

parte de conocimientos previos (funcion, traduccion entre diferentes
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representaciones de una funcion, variacion de una funcién, pendiente, tasa de
variacion media, velocidad, etc.). También muestra que la definicion de
funcion derivada f ’(x) como el limite del cociente incremental presenta una
complejidad semidtica considerable, al igual que a través de la pendiente de la
tangente. En cambio la introduccion de la derivada a partir de una tabla resulta

mas facil de entender.

Los tres procedimientos (limite del cociente incremental, pendiente de
la tangente y tabla) utilizan ostensivos distintos: en expresién simbolica; en
graficos y en tablas, respectivamente. La conclusién es que la secuencia de
actividades que combinan los tres procedimientos anteriores posibilita la

comprension del estudiante.

Asumiendo la Teoria de la Reificacion, Zandieh (2000) lleva a cabo un
estudio en el que considera como premisa inicial de su investigacion que en la
comprension de un concepto multifacético como es la Derivada, no es
apropiado preguntarse simplemente si un estudiante comprende el concepto o
no, sino ¢qué aspectos del concepto conoce el estudiante y qué relaciones
establece entre estos aspectos?. Para ello primero realiza una descripcion del
concepto de Derivada atendiendo a dos componentes principales: las maltiples
representaciones o contextos y las capas (0 estratos) de parejas de proceso-

objeto.

Respecto a las diversas representaciones del concepto de derivada,
considera (a) graficamente como la pendiente de la linea tangente a la curva en
un punto, (b) verbalmente como la razon de cambio instantanea, (c) en fisica
como la velocidad, y (d) simbolicamente como el limite del cociente

incremental.

En cuanto a las parejas proceso-objeto, Zandieh indica que
matematicamente el concepto de Derivada involucra una razon, un limite y
una funcién. De acuerdo con la investigacion de Sfard (1992) respecto a la

evolucion histérica y psicologica de los conceptos matematicos, en la que se
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sugiere una transicion desde un proceso o concepcién operacional hasta una
concepcion estructural estatica, y en la que los procesos son operaciones sobre
objetos previamente establecidos, cada proceso es reificado en un objeto en
el que actuaran otros procesos, formandose una cadena que Zandieh llama

parejas de proceso-objeto.

En su estudio introduce la descripcion de la nocién del concepto de
Derivada en término de tres parejas de proceso-objeto vinculadas en una
cadena, cada una vista en varias representaciones o contextos. El proceso de
razén toma dos objetos (dos incrementos, dos longitudes, una distancia y un
tiempo, ...) y actian por una division. El objeto reificado (razon, pendiente,
velocidad,...) se usa para el préximo proceso, que es tomar un limite, el
proceso del limite aproximéndose a un valor particular (el valor del limite, la
pendiente en un punto de la curva, la velocidad instantanea,...). El objeto
reificado, el limite, se usa para definir cada valor de la funcion derivada. La
funcién derivada actia como un proceso pasando a través de (posiblemente)
muchos valores de entrada, y para cada uno determinando un valor de salida
dado por el limite del cociente incremental en ese punto. La funcién derivada
también puede ser vista como un objeto reificado, como cualquier funcion (la
funcion derivada puede pensarse como un objeto que ha salido de otro

proceso, el operador derivada).

Zandieh (1997) investigo con 9 estudiantes de calculo de “high school”
la evolucion de la comprension del concepto de derivada en cada estudiante.
Dicha evolucidn se tratd como un estudio de caso individual ( a través de notas
de campo del investigador durante las clases (75) a lo largo de 9 meses,
examenes de los estudiantes y entrevistas (5) con varias preguntas hechas a los
estudiantes para tratar de obtener su comprension del concepto de Derivada).
En este articulo los datos se centran en las entrevistas primera (después de que
los estudiantes hubieran repasado limites y funciones, pero antes de que

hubieran repasado las nociones teoricas y practicas de Derivada), segunda
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(después de que hubieran terminado de estudiar la derivada) y quinta (al final
del curso después de que ellos hubieran hecho el examen) realizadas a los

estudiantes.

Comienza describiendo como piensa que puede ser la comprensién del
concepto de Derivada de un estudiante, a continuacion describe la
comprension de los estudiantes, para ello elabora una matriz donde se recoge
aspectos de esta comprension (si el estudiante menciona en su respuesta a una
0 mas preguntas de las entrevistas, respecto del concepto de Derivada, un
contexto 0 un estrato (capa) o un proceso o un pseudo-objeto). La matriz no

recoge las conexiones que el estudiante puede 0 no puede hacer.

Ademas, define un pseudo-objeto como una comprension intuitiva que
no involucra la comprension del proceso subyacente en el objeto. El uso de
pseudo-objetos y de multiples representaciones lleva al individuo a construir
inicialmente una comprension del concepto de Derivada muy diferentes unas
de otras. En este sentido, la comprension de Derivada de un estudiante se
desarrolla desde una comprension parcial, cada estudiante con diferentes
piezas de un puzzle, cuanto mas completa es la comprension menos piezas

quedan sin encajar.

El reto para el educador es dar a los estudiantes experiencias para que
sean capaces de contemplar la comprension de todas las capas (estratos) de
estos tres proceso-objeto del concepto de Derivada. Una dificultad esta en que
muchos problemas relacionados con el concepto de Derivada se pueden

resolver usando sélo una comprension de pseudo-objetos.

Otro resultado de la investigacion es que los estudiantes no conectan
automaticamente una comprension de un proceso en un contexto con el mismo
proceso en otro contexto. Un estudiante no tendrd una comprensién completa
del concepto de Derivada si no puede reconocer y construir cada uno de los
tres procesos involucrados en la comprension del concepto de Derivada en

cualquier contexto relevante.

46



1. Problemética de investigacion Gloria M? Sanchez — Matamoros Garcia

Una vez revisados aquellos estudios que nos hablan desde distintos
puntos de vista de la comprension de la derivada mostramos
esquematicamente la informacion que globalmente nos aportan. Asi, las

investigaciones nos han proporcionado informacion en relacion a:

- las caracteristicas de los significados del concepto de derivada

construidos por el estudiante, y

- las caracteristicas de la evolucion de estos significados (desarrollo de la

comprension)

En relacion a los significados construidos por el estudiante: se muestra
la existencia de conflictos e inconsistencias entre las construcciones realizadas
por los estudiantes y los significados formales presentados por los estudiantes
y los libros de texto (Ferini-Mundi-Graham, 1994). Se ha mostrado la
influencia de los contextos en el sentido de que los estudiantes no conectan
automaticamente una concepcion proceso de las ideas de razén, limite, funcion
vinculadas a las ideas de derivada dados en un contexto con el mismo proceso
dado en otro contexto, por ejemplo la confusién de la velocidad media con la
instantanea en un punto (Azcéarate, 1990). En este sentido se aboga por la idea
de que se conseguird una comprension completa de la idea de derivadas
cuando se reconozca y reconstruya cada una de las ideas de razén limite y

funcién en diferentes contextos (Zandieh, 2000).

Los modos de representacion grafico y analitico también han mostrado
su influencia sobre la construccion de los significados por parte de los
estudiantes. Los modos graficos y analiticos pueden ser considerados por los
estudiantes como separados donde se pueden aplicar algoritmos sin relacion
(Ferrini- Mundi-Graham, 1994). En este sentido las “imagenes incontroladas”
construidas por los estudiantes crean barreras en el proceso de construir y usar
los significados del concepto de derivada (Aspinwall-Shaw-Presmeg, 1997).
Por ejemplo se han identificado dificultades referidas a la comprension de la

diferenciacion y a la gréfica asociada al rango de cambio (Orton, 1983), y
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dificultades en dotar de significado graficamente a la derivada de la funcién en
un punto (f ’(a)) al confundirlo con la ordenada (f(a)) (Azcarate, 1990). Las
dificultades en relacionar el modo grafico y el modo analitico por parte de los
estudiantes también se pone de manifiesto cuando en contextos
eminentemente graficos los estudiantes solicitan la expresion analitica de la
funcion para resolver determinadas cuestiones (Asiala et al., 1997).
Finalmente el comportamiento de los estudiantes ante aspectos caracteristicos
de las funciones como la existencia de puntos cuspides, tangentes verticales y
los cambios en las condiciones de continuidad, caracteristicas de la
comprension de la segunda derivada permiten discriminar aspectos
caracteristicos de la comprension construida por los estudiantes (Baker et al.,
2000). La instruccion apoyada en las traslaciones entre distintos modos de
representacion ayuda a la construccion del significado de la nocion de
derivada (Font, 1999).

En relacion a las caracteristicas de la evolucion de estos significados
(desarrollo de la comprension): la evolucion de los significados vinculados al
concepto de derivada esta vinculada a la integracion de los significados de la
nocién de derivada en un punto (f’(a)) y la funcién derivada (f '(x)) (Badillo,
2003). Esta necesaria integracion se manifiesta en el contexto particular de la
velocidad a través de la evolucion de la comprension de la idea de derivada en
el contexto de velocidad cuando los alumnos pasan de tener dificultades con la
velocidad media desde el origen y la velocidad instantdnea en un punto, a la
construccion de la nocidén de velacion instantdnea y la nocion de tasa de
variacion instantanea interpretando, describiendo y representando situaciones
de variacion instantanea de una funcién dada por su grafica (Azcarate, 1990).
Otra caracteristica del proceso de desarrollo que se ha identificado es la
necesidad de establecer conexiones entre los modos grafico y analitico (Asiala
eta., 1997).
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En todas estas investigaciones hay varias consideraciones comunes que
deberemos tener en cuenta en nuestra investigacion: la complejidad de la
nocién matematica que estamos tratando, la derivada. Esto lleva a los
diferentes investigadores a considerar como sefiala Zandieh (2000) distintos
aspectos del concepto y relaciones que se establecen entre esos aspectos.
Como consecuencia en estas investigaciones se tienen en cuenta diversas
componentes del concepto: gréfico y analitico; diversos aspectos que lo
configuran: derivada en un punto (f ’(a)) y funciéon derivada (f ’(x)), y las
relaciones que se establecen entre ellos. En relacion al desarrollo de su
comprension tratan de analizar dicho desarrollo adaptando la teoria del

desarrollo de un esquema de Piaget (a través de los niveles Intra, Inter, Trans).
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CAPITULO 2: Marco teérico

El problema de investigacion que nos hemos planteado se centra en la
comprension del concepto/ nocion  de derivada y como se desarrolla el
proceso de construccion que de él realizan los alumnos. Puesto que nos
preocupamos por la construccion del conocimiento sobre el concepto de
derivada por parte de los alumnos, nos preguntaremos por los referentes
teoricos que nos hablan de las distintas formas de conocer un concepto y por la

forma en la que se construye el conocimiento de dicho concepto.

Lo que parece comun a todas las teorias y que de alguna forma
caracteriza al pensamiento matematico avanzado es la construccién de un
objeto que se puede manipular en si mismo a partir de un proceso que
generalmente es realizado paso a paso. Varios autores han escrito sobre estos
referentes teoricos (Azcarate (1995), Confrey y Costa (1996), Dorfler (2000),
Meel (2003), Mason y Jonston - Wilder (2004)).
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2.1. Pensamiento Matematico Avanzado: de proceso a objeto

Nuestra investigacion estudia la construccion de la comprensién por
parte de alumnos de Bachillerato y 1° de la Licenciatura de Matematicas de la
nocién de Derivada. Muchas de las actividades que se llevan a cabo en la
resolucion de un problema en Matematicas avanzadas, también se realizan en
matematicas elementales. El paso desde el pensamiento matematico elemental
al avanzado conlleva una transicién significativa: de describir a definir, de
convencer a probar (o demostrar) de una manera ldgica basada en esas
definiciones. Esta transicion requiere una reconstruccion cognitiva. Otro hecho
que hay que tener en cuenta es que en la ensefianza preuniversitaria a menudo
se presenta la forma final de la teoria deducida. En palabras de Skemp (1971)
la ensefianza tiende a dar a los estudiantes el producto del pensamiento

matematico antes que el proceso de pensamiento matematico.

Un matematico a menudo coge una idea matematica compleja y la
“simplifica” rompiéndola en componentes mds pequefias, y puede ensefiar
cada componente en una secuencia logica. Desde el punto de vista del experto
las componentes pueden verse como partes de un todo, pero el estudiante
puede verlas como piezas sueltas sin relacion, el estudiante forma una imagen
del concepto personal desde el contexto particular, la cual puede que no
coincida con la idea formal. Por ejemplo, un analisis matematico de la nocion
de derivada f ’(x) requiere la nocion de limite de (f(x+h)-f(x))/h cuando h
tiende a 0, asi matematicamente la derivada debe estar precedida de la nocion
de limite. Inicialmente se lleva a cabo para x fija, mas tarde X empieza a
variar, dando lugar a la nocion de una funcion®. Asi, la secuencia seguida en

un analisis matematico formal es:
(1) nocién de limite

(2) para x fija, considerar el limite de (f(x+h)-f(x))/h cuando h tiende a 0

1 El grupo Zero (Barcelona) presenta una alternativa al discutir la aplicacién del analisis del concepto
al disefio del curriculum
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(3) llamo al limite f ’(x), entonces variando X, da la funcion derivada

el paso de (2) a (3) no es tan facil cognitivamente como parece
matematicamente. Muchos estudiantes ven (2) como una actividad puramente
simbdlica, y no ven la derivada f ’(x) como una funcién, ni son capaces de

buscar interrelaciones con el grafico (Tall, 1991).

Asi, leyendo los libros de texto de Matematicas en relacion a las
diferentes nociones o conceptos matematicos da la impresién de que estamos
hablando sobre alguna clase de objetos. Ejemplos de estos objetos son: las
funciones, los grupos ... Los textos usan nombres para llamar a estos objetos, y
se le atribuyen por definicion, o como consecuencia de las propiedades
definidas una gran cantidad de propiedades y relaciones. Muchas nociones
matematicas son consideradas y habladas en forma de objetos matematicos,
este hecho predomina en matematicas avanzadas. Pero, ;qué entendemos por

objeto matematico?

El platonismo estipula que los objetos matematicos existen a priori
fuera del tiempo y del espacio independiente del pensamiento humano. Los
métodos desarrollados en Matematicas (como la demostracion ...) se ven como
métodos legitimos para investigar estos objetos, y aprender no es otra cosa que
recordar.

Otro punto de vista es el expuesto por Beth y Piaget (1966) , segun el
cual los objetos matematicos son o reflejan estructuras, modelos y
regularidades en/ y de acciones humanas y operaciones mentales (como
contar, medir, comparar, mover). Piaget describe un modelo general de
proceso de aprendizaje, que intenta estudiar como las ideas mentales se crean
en la mente de cada individuo. Este autor considera la necesidad de que el
individuo esté en equilibrio dinamico con su entorno, este equilibrio podia ser
perturbado a través de la confrontacion del conocimiento nuevo gue entra en

conflicto con el que tenia, y asi hay un periodo de transicion en el cual la
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estructura de conocimiento es reconstruida para llegar a un nivel mas maduro

de equilibrio.

La teoria de los estados de Piaget postula que un nifio crece hasta llegar
a adulto a través de una serie de estados de equilibrio, cada uno mas rico que
el anterior. Piaget identifico cuatro estados principales: el primer periodo es el
sensoriomotriz, seguido por el pre-operacional, a continuacién el nifio va a
través de una transicién en el periodo de operaciones concretas donde
considerara conceptos que estan vinculados a objetos fisicos, a un periodo de
operaciones formales: razonamientos hipotéticos-deductivos usando ideas y
simbolos sin necesidad de manipulacion fisica (Mason y Joston-Wilder 2004,
p. 162).

Los estudios y trabajos de Piaget han servido de base a trabajos
relacionados con el pensamiento matematico avanzado. A través de estos
trabajos nos podemos preguntar: ¢;como construye el conocimiento el
estudiante? y ¢qué tipo de construcciones realiza?. Las respuestas tedricas a
estas cuestiones planteadas varian de unos autores a otros. En los parrafos

siguientes mostraremos algunas de ellas.

Tall y Vinner (1981) distinguen entre la forma en la que el individuo
piensa sobre el concepto, y su definicion formal, distinguiendo entre
matematicas como una actividad mental y matematicas como un sistema
formal. Lo que es esencial para ellos es un enfoque cognitivo que da cuenta
del desarrollo de la estructura de conocimiento y de los procesos de

pensamiento de los estudiantes.

Tall et al. (2000) distingue tres tipos de construcciones de objetos

mentales en matematicas:

- Objetos percibidos: surgen a través de la abstraccion empirica

desde objetos en el entorno.
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- “Procepts” los cuales envuelven procesos en objetos del mundo
real, usando simbolos que ser manipulados como objetos, sobre
los cuales se pueden realizar operaciones y simbolizar de la

misma forma.

- Objetos axiomaticos, concebidos por criterios especificos
(axiomas o definiciones) cuyas propiedades se deducen por

demostracion formal.

El nombre “procept” surge del dual del simbolo de process y concept.
En Tall (1994, 1999) y Tall et al. (2000) se define un “procept” elemental
como la amalgama de tres conceptos: un proceso, un concepto relacionado
producido por ese proceso, y un simbolo que se usa para representar a ambos
el proceso y el concepto. Los procepts surgen primero a traves de la
abstraccion pseudo-empirica desde las acciones en los objetos del mundo real,
y por un nivel superior de abstraccion reflexiva en los objetos concebidos de
resultados que se presentan por simbolos, permitiéndonos pivotar entre

proceso y objeto.

En este mismo sentido, Barnard y Tall (1997) definen la “unidad
cognitiva” como items enlazados que comienzan a asociarse en una sola
entidad. Una coleccion de items conexos, que podrian ser procesos,
representaciones, objetos, propiedades, pasos (etapas) de una deduccion
logica, comienzan a “comprimirse mentalmente” en una sola entidad que
pueden manipularse facilmente, usando un minimo espacio del pensamiento, y
posteriormente “desempaquetarlo” cuando es necesario. Tal trozo de
estructura cognitiva la llaman unidad cognitiva. Segin Barnard (1999) la
nocion de “comprimir mentalmente” es similar a la idea de encapsulacion
(Dubinsky (1991)), reificacion (Sfard (1991)), y la entidad obtenida puede ser
vista como un procept (Gray y Tall, 1994).

Otras aproximaciones teodricas nos hablan de la forma en que el

estudiante construye el conocimiento. En concreto, el enfoque de Sfard (1991)
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y la teoria APOS propuesta por Dubinsky y co-investigadores, plantean varias
etapas en el desarrollo de la construccién del conocimiento desde un
procedimiento / proceso (generalmente realizado paso a paso) para finalizar en
un objeto / concepto que se puede manipular en si mismo. Los pasos
intermedios no tienen una correspondencia directa entre ambas teorias. Por
una parte Dubinsky caracteriza la habilidad del individuo de tomar el control
de una accidn repetida, y por otra Sfard se centra en la habilidad de pensar el
proceso en términos de entrada-salida sin necesidad de considerar pasos

intermedios.

Segun Dorfler (2002) estas son teorias cognitivas, es decir consideran la
construccion (de la nocion) de un objeto matematico como un proceso
cognitivo que implica la construccion del estudiante de estructuras cognitivas
adecuadas. Estas teorias consideran la cognicion como parte de la actividad
humana consciente, y consideran al individuo y su contexto como una unidad
inseparable. Para Dorfler, ver o tratar algo como objeto o entidad es un tipo de
habilidad que puede y tiene que ser adquirida por el estudiante. La
construccion de los objetos matematicos puede ser experimentada como un
esfuerzo personal que el individuo debe emprender de forma espontanea. Esta
construccion es un proceso cognitivo que usa significados simbolicos,
esquematicos y linguisticos para expresar cambios de perspectiva y puntos de

vista.

2.2. La construccion de objetos matematicos: la teoria de la reificacion

Sfard (1991, 1992) plantea dos enfoques del concepto, uno operacional,
y otro estructural, estableciendo dos tipos de concepciones de un mismo

concepto matematico:

e las concepciones que se llaman “operacionales”, cuando se consideran

las nociones matematicas como procesos, algoritmos y acciones, y
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e las concepciones ‘“estructurales”, cuando se consideran los conceptos

matematicos como objetos abstractos.

Estos dos tipos de concepciones son complementarias y establece que
las concepciones operacionales preceden a las estructurales. ElI proceso de
aprendizaje y de resolucion de problemas consiste en interacciones entre
concepciones operacionales y estructurales de las mismas nociones. La
concepcion operacional es, para la mayoria de las personas, el primer paso en
la adquisicion de nuevas nociones matematicas. Esta autora distingue tres
etapas en el proceso de formacion de concepciones, que corresponden a tres
grados de estructuracion progresiva, estas etapas se denominan:

interiorizacion, condensacion y reificacion, y se caracterizan como sigue:

o Interiorizacion: el estudiante entra en contacto con los procesos
gue van eventualmente a dar lugar a un nuevo concepto. Dichos
procesos son operaciones con objetos matematicos de nivel mas
elemental. Gradualmente se va familiarizando y adquiriendo las

habilidades propias de dichos procesos.

o Condensacion: es un periodo en el cual se concentran las largas
secuencias de operaciones en unas unidades mas manejables. El
alumno se siente cada vez mas capaz de pensar en un proceso
dado como un todo sin necesidad de considerar todos sus
detalles. En esta etapa se puede dar un nombre al concepto que
nace, se hace cada vez mas factible combinar procesos, hacer
comparaciones y generalizaciones, y aumenta la facilidad para
alternar diversas representaciones del concepto. Este periodo de
condensacién dura mientras la nueva entidad permanece

estrechamente unida a un cierto proceso.

o Reificacion: cuando la persona es capaz de concebir la nueva
nocion como un objeto en si mismo, diremos que el concepto ha

sido reificado. La reificacion se define como un cambio
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ontoldgico, una habilidad repentina para ver algo familiar con
una perspectiva totalmente nueva. Se puede decir que un proceso

solidifica en un objeto, en una estructura estatica.

Segun Sfard (1992) las etapas de interiorizacion y de condensacién son
procesos graduales y cuantitativos mas que cualitativos mientras que la
reificacion es instantnea, se puede entender como un salto cualitativo. La
nueva entidad reificada se desprende del proceso que la ha producido y
empieza a adquirir su significado por el hecho de pertenecer a una cierta
categoria. Varias representaciones del concepto comienzan a unificar este
constructo imaginario abstracto. El estado de reificacion es el punto en el cual
empieza la interiorizacion de unos conceptos de nivel superior, aquellos que se
originan a partir de procesos sobre el objeto en cuestion. El esquema de tres
fases se comprende como una jerarquia que implica que no se puede pasar de
un estado mientras no se hayan dado todos los pasos anteriores. Sfard

representa graficamente este proceso en el siguiente cuadro

Concepto B
Objeto B »
Concepto A
- reificqcion
Objeto A condefisacion
interidrizacion
reificgcion
condefisacion
interidrizacion Proceso
sobre
A
) Procesos
Objetos o .
concretos » en objetos
concretos

Cuadro 2.1. Esquema de la teoria de la Reificacion. Sfard (1991, p.22)

Se debe considerar la posibilidad de que la concepcién estructural

pueda ser la primera. Si un concepto nuevo se introduce estructuralmente, el
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estudiante interpretaria inicialmente, segun Sfard, la definicion de forma
operacional. Sfard (1992) pone énfasis en que los términos procesos y objetos
se comprenden como facetas distintas de una misma cosa, es decir, los modos
de pensar operacional y estructural, aunque parecerian incompatibles son
complementarios. Asi mismo, esta autora expone que muchos estudiantes
desarrollan concepciones pseudoestructurales. Refiriendose al tema de
funcion, considera que la tendencia de un alumno a asociar funciones con sus
expresiones algebraicas es muy comun, pero esto puede indicar una
concepcion operacional (ya que el estudiante puede percibir una férmula
como una descripcion de un algoritmo computacional) o una concepcion
estructural (la férmula se puede entender como una relacion estatica entre
pares ordenados), y algunas veces es probable que la concepcion del
estudiante no sea ni operacional ni estructural, sino una concepcion degradada

semanticamente, que llama pseudoestructural.

Zandieh (2000) hace referencia a esta concepcion pseudoestructural
mencionada por Sfard, considerando que se puede pensar en una concepcion
pseudoestructural como en un objeto sin estructura interna. Este autor se
refiriere a ella como pseudo-objeto, aclarando que no tiene una connotacion
negativa cuando se menciona. La concepcion como pseudo-objeto solamente
denota cuando el estudiante usa el objeto no bajo la estructura estatica del
objeto de verdad, es una comprension intuitiva que no involucra una
comprension del proceso gque subyace al objeto. Ademas, introduce la idea de
gue una persona puede usar un pseudo-objeto porque no conoce el proceso
subyacente, o simplemente porque no tiene necesidad de referirse al proceso

subyacente en el contexto en el que esta trabajando.

2.3. Unaaproximacion piagetiana del desarrollo de un esquema

En nuestra investigacion estudiamos el desarrollo de la comprension de

la nocion de Derivada. Desde nuestro punto de vista podemos asimilar el

59



2. Marco teérico Gloria Sanchez-Matamoros Garcia

desarrollo de un esquema propuesto por Piaget al desarrollo de una nocién
matematica. Asi, necesitamos definir qué vamos a entender por esquema y
cémo caracterizaremos el desarrollo del mismo. En primer lugar, nos
centraremos en lo que Piaget nos dice al respecto. Segun Piaget e Inherler
(1978), un esquema es:

“la estructura o la organizacion de acciones, tales como se
transfieren o se generalizan con motivo de la repeticion de
una accion determinada en circunstancias iguales o

andlogas”(p. 20)

El desarrollo de un esquema es un proceso dindmico y cambiante,
Piaget y Garcia (1983/1989) platean que el conocimiento crece segun ciertos
mecanismos, y que un esquema se desarrolla pasando por tres niveles o fases:
INTRA — INTER — TRANS, denominado/a triada, que se suceden segln un
orden fijo. Estos autores han formulado la hipdtesis de que estos niveles se
pueden encontrar cuando se analiza el desarrollo de un esquema de cualquier

nocidén matematica.

El mecanismo por el cual el individuo se mueve de un nivel a otro es
denominado por Piaget y Garcia (1983/89) “abstraccion reflexiva” (p.10).
Para Piaget, la abstraccion reflexiva se lleva a cabo con actividades (fisicas o
mentales) del sujeto que tienen dos partes, necesariamente asociadas, una es la
proyeccion del conocimiento existente a un plano superior del pensamiento, y
la otra es la reorganizacion y reconstruccion de aquel conocimiento para

formar nuevas estructuras.

Las tres fases del desarrollo de un esquema propuesto por Piaget y

Garcia (1983/89) son definidas del siguiente modo:

e INTRA: “lo propio de este periodo es el descubrimiento de una
accion operatoria cualquiera, y la busqueda del andlisis de sus

diversas propiedades internas o de sus consecuencias inmediatas,
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pero con una doble limitacién. En primer lugar, no hay coordinacion
de esta preoperacion con otras en un agrupamiento organizado; pero
ademas el analisis interno de la operacidn en juego se acompafia de
errores que se corregiran progresivamente, asi como de lagunas en

la inferencia que de ella puedan deducirse”.(p. 163)

o INTER: “una vez comprendida una operacion inicial es posible
deducir de ella las operaciones que estdn implicadas, o de
coordinarlas con otras mas o menos similares, hasta la constitucion
de sistemas que involucran ciertas transformaciones. Si bien hay aqui
una situacion nueva, existen sin embargo limitaciones que provienen
del hecho de que las composiciones son restringidas ya que

solamente pueden proceder con elementos contiguos”.(p.165).

e TRANS: “es facil de definir en funcion de lo que precede, como
involucrando, ademas de las transformaciones, sintesis entre ellas.

Dichas sintesis llegan a la construccion de “estructuras”” (p.167).

Por “sintesis” se entendera el proceso por el que a partir de una cosa
que se conoce, realizando operaciones con/ sobre ella se llega a la conclusion

y a la comprensién de algo que no se conocia.

Una vez formado/construido el esquema, este puede ser tematizado.

Piaget y Garcia (1983/89) definen la tematizacion como:

“el pasaje del uso o aplicacion implicita a la utilizacion

consciente, a la conceptualizacion” (p.103).

Asi mismo, Piaget y Garcia (1983/89) consideran que cada fase o nivel
(intra, inter o trans) implica a su vez algunos subniveles siguiendo el mismo

orden de progresion.
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2.3.1. La teoria APOS

Dubinsky (1991) y un grupo de investigadores (RUMEC) han
desarrollado un marco teérico resultado de la interpretacion de la teoria
plagetiana relativa a la “abstraccion reflexiva”, aplicada al pensamiento
matematico avanzado. Como hemos comentado anteriormente, la nocion de
abstraccion reflexiva fue introducida por Piaget para describir la construccion
de las estructuras l6gico-matematicas por un individuo durante el curso del
desarrollo cognitivo. Dubinsky y sus colaboradores han denominado a la
perspectiva tedrica desarrollada por ellos APOS que corresponde Accién —

Proceso — Objeto — eSquemas.

Para Dubinsky, la abstraccion reflexiva sera la construccion de objetos
mentales y de acciones mentales sobre estos objetos. Para elaborar el marco
teorico considera ademas de los “mecanismos” de construccion, las
“construcciones mentales” que realiza un individuo, poniendo especial énfasis
en la nocidn de esquema. Dos ideas son claves en este modelo tedrico: la idea
de “construccidén mental” y el “mecanismo” por el cual los individuos realizan
dichas construcciones. Comentamos a continuacion las construcciones
mentales caracterizadas por el grupo RUMEC y que han aplicado en

conceptos matematicos.
e Esquema

Es una coleccion mas o menos coherente de acciones, procesos,
objetos y otros esquemas que estan relacionados, consciente o
inconscientemente en la mente del individuo, en una estructura
coherente, y que puede ser evocado para tratar una situacion
problematica. Una funcion importante y caracteristica de la coherencia
es su uso en determinar qué esta en el ambito del esquema y qué no.
Incluido dentro de un esquema estd un numero de actividades y
procedimientos que se pueden usar en la resolucion de problemas.
(Grupo RUMEC)
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En la definicion de esquema dada por Dubinsky se dice que es una

coleccion de acciones, procesos, objetos, y otros esquemas (nombres referidos

a tipos de construcciones mentales), veamos que se entiende por cada uno de

ellos, segun Asiala et al.(1996):

Accion

Es una transformacion de objetos que el individuo percibe como algo
externo a él. El individuo puede realizar transformaciones reaccionando
solo a indicaciones externas que le proporcionan detalles precisos sobre

que pasos dar.

Un ejemplo de accion / concepcion accion es cuando dada la regla
general para encontrar la derivada de una funcion polindmica, y dada
una funcion polindmica concreta, una accion podria ser encontrar la
derivada por sustitucion de los nameros en la férmula general. (Grupo
RUMEC)

Proceso

Cuando una accion es repetida, el individuo reflexiona sobre ella, y
puede ser interiorizada en un proceso. Usa el termino proceso o proceso
mental cuando queramos poner énfasis en su naturaleza interna (al

individuo).

Un individuo que ha construido un proceso puede describirlo, o invertir
los pasos del proceso sin necesidad de hacer los mismos. En contraste
con una accion, un proceso es percibido por el individuo como interno,

y bajo su control.

Un ejemplo de proceso/ concepcion proceso del concepto de funcién si
puede diferenciar funciones especificadas por una formula pero tiene
dificultades con las funciones definidas a trozos por combinaciones
algebraicas de funciones con el objetivo de encontrar la derivada.
(Grupo RUMEC)
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Objeto

Cuando un individuo reflexiona sobre las operaciones aplicadas a un
proceso en particular, toma conciencia del proceso como un todo,
realiza aquellas transformaciones (ya sean acciones 0 procesos) que
pueden actuar sobre él, y puede construir esas transformaciones,
entonces esta pensando en este proceso como un objeto. En este caso

decimos que el proceso se ha encapsulado en un objeto.

Los individuos pueden construir objetos cognitivos de dos formas, una
de ellas la que acabamos de describir. Una segunda forma de construir
un objeto cognitivo es cuando el individuo reflexiona sobre un
esquema, llega a ser consciente del esquema como una totalidad, y es
capaz de realizar acciones sobre él, entonces decimos que el individuo

ha “tematizado” el esquema en un objeto.

El individuo es capaz de realizar acciones sobre el objeto. Y también es
capaz de desencapsular un objeto en el proceso del cual proviene
cuando es necesario, o en el caso de un esquema tematizado deshacerlo

en sus distintas componentes.

Un ejemplo de concepcion objeto es cuando un individuo es capaz de
pensar en una funcion como suma de dos funciones sin referencia a

ejemplos concretos, esta pensando en una funcién como un objeto.

Dubinsky, basandose en la teoria piagetiana de la “abstraccion

reflexiva” como método de construccion de las estructuras logico-

matematicas, considera cinco tipos de abstraccion reflexiva que permiten la

construccion de acciones, procesos y objetos desde sus observaciones de

estudiantes: interiorizacion, encapsulacién, coordinacion, generalizacion, e

inversion:
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Interiorizacion

La construccion mental de un proceso interno (cuando Dubinsky hace
referencia a un “proceso interno” implica una habilidad del sujeto para
manipular mentalmente objetos cognitivos, y a menudo se refiere a
ellos en forma abreviada como “proceso”) comienza con acciones en
objetos que estan organizadas (posiblemente como un procedimiento,
inicialmente) y se interiorizan, sin que sea necesario realizar todos los
pasos concretos. En este caso decimos que la accion se ha sido

interiorizada en un proceso.
Encapsulacion

Transformacion mental de un proceso (dinamico) en un objeto
cognitivo (estatico). Este objeto puede ser visto como una entidad (o
totalidad) y puede ser transformado (mentalmente) por acciones o
procesos. En este caso decimos que un proceso se ha encapsulado en un

objeto.

Des-encapsulacion es el proceso mental de retroceder desde un objeto

al proceso del cual el objeto fue encapsulado.
Coordinacion

Dubinsky explica la coordinacion volviendo a los procesos,
considerando el acto cognitivo de coger dos 0 mas procesos Yy usarlos

113

para construir un nuevo proceso. Piaget usa “ coordinaciones de
acciones”, refiriéndose a todas las formas de usar una o mas acciones

para construir nuevas acciones u objetos.
Generalizacion

Cuando un sujeto utiliza un esquema en una situacién diferente a la
vista previamente. El sujeto aplica el esquema ya existente a una gran

coleccion de fenomenos, se dice que el esquema se ha generalizado.
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Inversion

Una vez que el proceso existe internamente, al sujeto le es posible
pensarlo invertido, en el sentido de deshacer, como un medio de
construir un nuevo proceso que consiste en el inverso del proceso
original. Piaget no lo trata en el contexto de la abstraccion reflexiva,

Dubinsky (1991) lo incluye como una forma adicional de construccién.

Tematizacion

Asiala et al. (1996) consideran la tematizacion de un esquema, cuando
uno reflexiona sobre la comprension misma de un esquema, viendolo
como un todo y es capaz de realizar acciones sobre él, entonces se dice

que el esquema se ha tematizado en un objeto.

Igual que cuando un proceso es encapsulado para formar un objeto,
cuando un esquema es tematizado se crean otra clase de objetos, que
pueden ser también de-tematizado para obtener el contenido original

del esquema.

Interiorizacion

e m
OBJETOS PROCESOS

Coordinaciéon
w Tnversion

Encapsulacion
Des-encapsulacién

Cuadro 2.2. Esquema del marco tedrico APOS. Asiala et al. (1996, p.9)

Uno de los objetivos de Dubinsky en la elaboracién de la teoria general

es identificar pequefias porciones de esta estructura compleja y dar

descripciones explicitas de posibles relaciones entre ellas. Cuando esto se hace
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para un concepto particular Dubinsky lo denomina descomposicion genética

del concepto, definido de la siguiente forma:

“la descomposicion genética de un concepto matemadtico es
un conjunto estructurado de constructos mentales, que
pueden describir como el concepto se desarrolla en la
mente del individuo” (Asiala et al., 1996, p.7)

2.3.2. El desarrollo de un esquema en la teoria APOS

Dubinsky (1991) sefiala que el conocimiento matematico de un
individuo es su tendencia a responder a situaciones percibidas de problemas
matematicos, por medio de la reflexion sobre los problemas y sus soluciones,
a traves de la (re-)construccion de acciones matematicas, procesos y objetos, y
de la organizacion de estos en esquemas usados al tratar con las situaciones.
Pero lo que un individuo conoce o es capaz de hacer no estd necesariamente

disponible para €l en un momento dado o en una situacion dada.

Basandose en el trabajo de Piaget, Asiala et al. (1996) describen la
nocién de esquema de un individuo como la totalidad del conocimiento que
para €l estd conectado (consciente 0 inconscientemente) con un topico
matematico particular. Asi, un individuo tendra un esquema de funcion, un

esquema de derivada, ...

En el seno del grupo RUMEC se ha profundizado en la Gltima década
en la caracterizacion de la construccion y desarrollo de los esquemas de
conceptos matematicos. Este desarrollo estd basado en la teoria de Piaget y en
las etapas o fases que propone para el desarrollo de esquemas en general
(Intra, Inter, Trans). Asi, Clark et al. (1997), como hemos mencionado en la
pagina 36, particulariza los tres niveles de desarrollo de un esquema a la

nocién de derivada mediante la siguiente caracterizacion:
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INTRA: caracterizado porque se centra en un objeto aislado de otras
acciones, procesos u objetos. Ejemplo del esquema de la regla de la
cadena dado por Clark et al. (1997):

“los estudiantes tienen una coleccion de reglas para
encontrar la derivada, incluyendo algunos casos especiales
de la regla de la cadena como la potencia ly quizas la
formula general, pero no podria reorganizar las

conexiones o relaciones entre ellas”, (p. 354).

INTER: caracterizado por la reorganizacion de relaciones entre
diferentes acciones, procesos u objetos y/o esquemas. Ejemplo del

esquema de la regla de la cadena dado por Clark et al. (1997):

“en el nivel Inter el estudiante empezaria a reorganizar
estos casos especiales y empezaria a relacionarlos. La
coleccion de elementos del esquema de la regla de la

cadena se estaria formando”,( p. 354).

TRANS: caracterizado por la construccion de una estructura coherente
a través de las relaciones descubiertas en el nivel Inter del desarrollo.
Ejemplo del esquema de la regla de la cadena dado por Clark et al.
(1997):

“los estudiantes en el nivel Trans construiran la estructura
de la regla de cadena. Derivaran funciones compuestas

desde una regla genera”,( p. 354).

Basada en esta misma descripcion de los niveles de desarrollo del

esquema dada por Clark et al. (1997), Mc Donald et al. (2000) describen los

tres niveles de desarrollo del esquema de sucesion (para lo que afirma que los

estudiantes tienden a construir dos objetos cognitivos distintos ambos

referidos como una sucesion: SEQLIST y SEQFUNC) de la siguiente manera:
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INTRA: para un estudiante en el nivel Intra los enlaces entre SEQLIST,
y SEQFUNC son practicamente inexistentes, los dos constructor son
distintos y cognitivamente no relacionados. Los estudiantes pueden
usar ambos constructos para resolver un problema, pero lo ven como
dos constructos y dos métodos para resolver el problema no

relacionados, (p.92).

INTER: un estudiante en el nivel Inter todavia no ha construido un
objeto cognitivo de SEQFUNC. Sin embargo, puede demostrar la
existencia de enlaces entre la sucesion como funcion y como una lista,
aunqgue no lo vea como dos representaciones de la misma cosa, (pp.92-
93).

TRANS: los estudiantes en este nivel tiene construido los objetos
cognitivos SEQLIST y SEQFUNC, y conexiones entre sucesiones
como funciones y sucesiones como listas, son conscientes de estas
conexiones, y pueden subordinar cada uno de estos objetos a un
concepto global de sucesion. La estructura coherente subyacente de su

esquema le ayudara a utilizar este esquema en nuevas situaciones,
(p.93).

Cuando un individuo hace frente a wuna situacion matematica

(problema) se ha observado frecuentemente, que no siempre es capaz de

movilizar las ideas, aunque posea cierto conocimiento no es capaz de usarlo.

Baker et al. (2000) sefialan que la teoria del desarrollo de un esquema puede

explicar por qué los estudiantes tienen dificultades con diferentes partes de un

tema y pueden tener incluso problemas diferentes con la misma situacién en

distintos casos. En su estudio definen un esquema maduro como una

coleccion coherente de acciones, procesos, objetos y otros esquemas,

previamente construidos, que son coordinados y sintetizados por el individuo

para formar estructuras utilizadas en situaciones problemas. Una persona
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demuestra la coherencia del esquema al discernir lo que se contiene en el

esquema y lo que no (cuando la nocion es aplicable o no).

En los ultimos afios Baker et al. (2000) concretan la descripcién de los

niveles de desarrollo del esquema. Asi segun estos investigadores:

INTRA: Los objetos se analizan en término de sus propiedades, el
estudiante no los reconoce como necesario y su forma es similar a la de
una simple generalizacion. El estudiante se centra en repetir la accion u
operacién, pero carece de la capacidad para relacionar la accién con un
sistema de condiciones a través de las cuales podria extender su
aplicacion e incluirlo en un sistema de transformaciones

interdependientes.
Ejemplos del nivel INTRA del esquema de derivada:

“Los estudiantes interpretan la derivada como la pendiente
de la linea tangente en un punto especifico, demostrando
esta interpretacion con los intervalos de crecimiento y
decrecimiento, o alternativamente, resolviendo un problema
de tasa de variacion. Sin embargo, los estudiantes no
pueden hacer conexiones entre estos dos problemas”.
Ejemplo del esquema de Derivada dado por Baker et al.
(2000, p.559).

INTER: EIl estudiante es consciente de las relaciones presentes y puede
deducir desde una operacion inicial, una vez que se comprende, otras
operaciones que estan implicadas en ella o que pueden coordinarse con
operaciones similares. Este proceso permite al estudiante agrupar los

sistemas, utilizando un método que incluye una nueva transformacion.

Un ejemplo del nivel INTER del esquema de Derivada dado por Baker

et al. (2000) es el siguiente:
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“El estudiante coordina la nocion de derivada como la
pendiente de la recta tangente con la idea de derivada como
el cociente incremental en un punto dado. Y puede utilizar
estas ideas para describir la variacion local de la funcion”,

(p.559).

e TRANS: Por medio de la sintesis de las transformaciones del nivel
Inter, el estudiante toma conciencia de que el esquema estd completo, y
puede percibir propiedades globales que eran inaccesibles en otros
niveles. En el nivel TRANS del desarrollo del esquema la coleccion (de
acciones, procesos, ...) puede ahora referirse como un esgquema,

teniendo ahora la coherencia necesaria.

Un ejemplo del nivel TRANS del esquema de Derivada dado por Baker
et al. (2000) es el siguiente:

“Los estudiantes agrupan todas las derivadas como
pendientes o cocientes incrementales de una funcion en un
punto dado y reconocen que todas las situaciones en la cual
la variacion estad involucrada, esta relacionada con el
concepto de derivada. Los estudiantes pueden discriminar
entre aquellas relaciones que estan incluidas y aquellas que

no estan, demostrando coherencia del esquema”, (p.559).

En cada nivel de la triada (INTRA, INTER, TRANS) el estudiante
reorganiza el conocimiento adquirido durante el nivel anterior. La progresion

es gradual y no necesariamente lineal.

Este mismo modelo de desarrollo de un esquema ha sido aplicado a

otros conceptos como la divisibilidad (Brown et al. (2002)).

Desde nuestra perspectiva, vistas globalmente estas caracterizaciones
del desarrollo de un esquema a través de los niveles Intra, Inter, Trans, indican

que lo que define el desarrollo es el tipo de relaciones que los estudiantes son

71



2. Marco teérico Gloria Sanchez-Matamoros Garcia

capaces de establecer entre los elementos matematicos que constituyen el
concepto cuando resuelven un problema. Desde este punto de vista aunque en
el planteamiento general de la teoria APOS se habla de “mecanismos” de
construccion y estos se caracterizan a través de la idea de abstraccién reflexiva
piagetiana, identificandose diferentes tipos, queda por resolver como podemos
ser capaces de dar una respuesta operativa a la cuestion de caracterizar el paso
de un nivel a otro en el desarrollo de un esquema. Lo que si sabemos a partir
de las investigaciones previas sobre el desarrollo de los esquemas es que hay

que centrar la atencion en
- el “tipo de relaciones” que los estudiantes son capaces de establecer, entre

- los “elementos matematicos” del concepto comprendidos de alguna manera

determinada (como accion, proceso u objeto).

2.3.3. El mecanismo de la triada para describir el desarrollo de un

esquema
En nuestra investigacion, basandonos en la definicion de Piaget (1963):

“los elementos son siempre el producto de una disociacion

0 de una segregacion en el interior de una totalidad
previa”(p. 8),

un elemento matematico serd el producto de una disociacion o de una

segregacion en el interior del concepto o la nocion matematica.

Contemplamos en nuestro estudio dos aspectos de los elementos
matematicos: modos de representacion y caracter local o global. Respecto a
los modos de representacion, consideramos analitico y grafico, ya que la
nocién de Derivada tiene componentes analiticas y graficas reflejadas en sus
elementos constituyentes, segun han mostrado las investigaciones previas.
Dentro de cada uno de estos modos (analitico y grafico) se distinguen

elementos matematicos puntuales (si el elemento matematico conlleva una
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propiedad local x =a) y globales (si el elemento matematico conlleva una

propiedad de un intervalo (a, b)).
Nos referiremos a un esquema como a

“la estructura matemdtica formada por las relaciones légicas que se
establecen entre los elementos matematicos que constituyen una nocidn

matematica, y que puede ser evocado para la resolucion de un problema”.

Para resolver un problema, los individuos usan los elementos
matematicos a través del establecimiento de “relaciones logicas” entre ellos.
Las relaciones logicas que consideramos en el caso del esquema de derivada
son las siguientes: conjuncion légica, contrarreciproco y equivalencia

l6gica, definidas de la forma siguiente:

Conjuncion ldgica (y légica): es la relacion que se produce entre

elementos matematicos cuando se usan conjuntamente para hacer inferencias.

Contrarreciproco: es la relacion que se establece en un condicional

directo y su contrarreciproco [(A—B) <>(1A— 1B)]

Equivalencia légica (o doble implicacion): es la relacion que se
establece en un bicondicional y la conjuncion de los condicionales
[(A<>B);A—>BAB—>A)]

En definitiva caracterizaremos el desarrollo de un esquema a traves
del “tipo de relaciones logicas establecidas entre los elementos matemdaticos y
del uso paulatino de méas elementos matematicos de la estructura matematica

en la resolucion de problemas”.

Asi, los tres niveles de desarrollo de un esquema los caracterizaremos

como:.

NIVEL INTRA: No se establecen relaciones logicas entre los
elementos matematicos (ya sean graficos o analiticos, puntuales o globales), y

los posibles esbozos de relacion (del tipo conjuncién ldgica) entre ellos se
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realizaran con errores. Uso de elementos matematicos de forma aislada (y a

veces de forma incorrecta).

NIVEL INTER: Se establecen relaciones logicas entre los elementos
matematicos utilizados, pero con limitaciones, predominando el uso de la
conjuncién légica y sélo relacionan elementos matematicos puntuales o/ y
globales que se encuentren en el mismo modo de representacion analitico o
grafico. Se usan mas elementos matematicos de forma correcta que en el nivel

anterior.

NIVEL TRANS: aumenta el repertorio de uso de las relaciones Idgicas
(y logica, contrarreciproco, equivalencia logica) entre los elementos
matematicos. En este nivel se produce la “sintesis” de los modos de

representacion. Todo ello lleva a la construccion de la estructura matematica.

La “sintesis” se aplica a situaciones en las que hay que relacionar
(relacion logica) informacion grafica y analitica. Es decir, usar informacion
procedente de dos sistemas de representacion diferentes para considerarla
conjuntamente y obtener una ‘“cosa” que no se conocia. “Considerar la
informacion conjuntamente” significa establecer algin tipo de relacion logica
entre los elementos matematicos para tomar una decision relativa a la

situacion en la que se encuentra.

En algunos casos se llega a la tematizacion del esquema, hecho que
se pone de manifiesto cuando el estudiante es capaz de determinar los
dominios de validez de las propiedades. Es decir, sabe adaptarse a la nueva
situacion cuando se modifica alguna condicion inicial del problema. Por
ejemplo cuando es capaz de trasladar las relaciones entre fy f’°, al par f’ y
£,

Desde esta especificacion del marco tedrico relativo al desarrollo de un
esquema estamos en condiciones de formular las preguntas de investigacion

especificas que queremos abordar.
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2.4. Preguntas de investigacion

Nuestras preguntas de investigacion iran dirigidas a profundizar en la

comprension de los estudiantes del concepto de derivada.

En concreto las cuestiones a las que pretendemos responder en este

trabajo son:
- ¢cOomo los estudiantes llegan a comprender el concepto derivada?

e ,cOMo podemos caracterizar los niveles de desarrollo del

esquema de derivada?

e ;que relaciones logicas y qué elementos matematicos se

manifiestan en cada nivel de desarrollo de la derivada?
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CAPITULO 3: Disefio de la investigacion

En este capitulo describimos, en primer lugar las caracteristicas de los
participantes en la investigacion, analizaremos despuées como se elaboraron los
instrumentos de recogida de datos y cdémo se aplicaron, y por ultimo

comentaremos el proceso de analisis de los datos obtenidos.

3.1. Sujetos

Los participantes fueron 150 estudiantes de primer curso de la Facultad
de Matematicas de la Universidad de Sevilla y de primero y segundo de
Bachillerato de tres Institutos de Ensefianza Secundaria durante el segundo y

tercer trimestres del curso 2001/2002:

Participantes

1° Bachillerato: 50 | 2° Bachillerato: 50 | 1° Licenciatura de Matematicas: 50
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Los 50 estudiantes de 1° de Bachillerato de Ciencias de la Naturaleza y
de la Salud, son estudiantes a los que se les habia introducido por primera vez
el tema objeto de nuestro estudio. Estos alumnos se les habia introducido la
nocién de derivada en un punto (f ’(a)) y comienzan a trabajar con el operador
derivada, aplicandolo a reglas de derivacion. Pertenecian a dos Institutos de
Educacion Secundaria. ElI primero de ellos situado en un pueblo de gran
poblacion de la provincia de Sevilla y cercano a dicha ciudad, a unos 17 Km.,
de hecho muchos de los padres de estos alumnos se desplazan a trabajar a
Sevilla. El segundo I.E.S. esta situado en un pueblo pequefio, de unos tres mil
habitantes, en la provincia de Huelva, a unos 70 Km. de Sevilla.

Los 50 estudiantes de 2° de Bachillerato, se les habia introducido el
tema de derivada en el curso anterior. Estos alumnos tenian que empezar a
trabajar con elementos matematicos del concepto de Derivada relacionados
con f*’ (relaciones de f° y f >’ con los extremos y los puntos de inflexion de f,
relaciones del signo de f*” con la concavidad y convexidad de f, ...). Ademas,
la interpretacion geometrica de la derivada la habian estudiado también con
caracter global. Este grupo de estudiantes pertenecian dos Institutos de
Educacion Secundaria. Uno de ellos era el mismo que en el caso de los
alumnos de primer curso, mientras que el otro I.E.S. esta situado en la misma

ciudad de Sevilla.

Los 50 estudiantes de primer curso de la Universidad, ya habian
cursado en el primer cuatrimestre la asignatura de Elementos de Analisis
Matematico en la que se les introducia el concepto de derivada. Por tanto, hay
riqueza en los elementos matematicos analiticos o/y graficos (puntuales oly
globales) que pueden utilizar estos estudiantes, y pueden establecerse distintos
tipos de relaciones logicas entre elementos matematicos analiticos o/y graficos

(puntuales o/y globales) relativosa f’ y f .
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3.2. Instrumentos. Disefio y aplicacion

El proceso de elaboracion de los instrumentos de recogida de datos

(cuestionarios y entrevistas) implicé dos fases:

A) analisis de la nocion de Derivada, con el objetivo de identificar los
elementos matematicos y relaciones légicas que pueden darse entre ellos para

la resolucion de problemas / situaciones.

B) seleccion de problemas que constituiran los distintos cuestionarios.

3.2.1. Elementos y relaciones en la nocion de derivada

Desde nuestra perspectiva, un concepto matematico esta formado por
diferentes elementos matematicos que lo configuran. Tal y como mostrabamos
en nuestro marco, p. 72, entendemos por “elemento matematico” el producto
de una disociacion o de una segregacion en el interior del concepto o la nocion
matematica (vinculado a la definicién del concepto y a sus propiedades).
Nosotros no hablamos de colecciones de acciones, procesos u objetos, que son
formas de conocer los elementos matematicos del concepto, hablamos de

coleccion de elementos matematicos que configuran la nocion matematica.

Baker et al. (2000) dicen que en la tarea de resolver un problema los
individuos “coordinan y sintetizan” las acciones, procesos y objetos para
formar estructuras, es decir, “coordinan” los elementos del concepto
matematico comprendidos de una determinada manera, ya que acciones,
procesos y objetos son formas de conocer elementos matematicos del
concepto. Un paso previo en la investigacion es determinar cémo se
relacionan los elementos y qué elementos son los que se relacionan, como una
forma de caracterizar el desarrollo del esquema, dichas relaciones entre los
elementos matematicos del concepto se realizan a través de determinadas
“operaciones cognitivas” (relaciones u operaciones logicas) entre los

elementos matematicos, por tanto el desarrollo de un esquema queda
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caracterizado por:
- los elementos matematicos que se usan, y
- las relaciones ldgicas que se establecen entre ellos

Con este planteamiento podemos observar el desarrollo del
pensamiento de un individuo en el uso de elementos matematicos, y en la
capacidad de establecer las relaciones l6gicas entre ellos necesarias para la
resolucién de problemas. Por ejemplo, un desarrollo pleno del esquema de
derivada se da cuando el individuo es capaz de determinar cuando es
pertinente 0 no usar dicho concepto o las reglas de derivacion en una

determinada situacion (Clark et al., 1997)

Esta coleccion de elementos vinculados al concepto se refiere a la
nocioén matematica del concepto, a diferencia de la descomposicion genética
que conlleva una secuencia de aprendizaje, es decir teniendo en cuenta la
hipdtesis del investigador de como se supone se aprende un concepto (ver
p.67).

En lo que sigue haremos un analisis de la nocion de Derivada, dicho
analisis lo realizamos estudiando los elementos matematicos y relaciones que
forman la nocion del Derivada, basandonos en como el concepto es
presentado, usado en aplicaciones y justificado en los libros de textos de
Bachillerato (Editex, Oxford, S.M., Anaya, Santillana), y algunos textos de
Analisis Matematico que son referencia en la introduccion al andlisis en el

primer afio en la Licenciatura de Matematicas (Spivak, Apostol, Demidovich).

Los elementos matematicos del concepto estan vinculados a su

definicion y a las propiedades. Consideramos dos aspectos, ya mencionados:
- modo de representacion: grafico y analitico.

- si el elemento matematico conlleva una propiedad local, x=a (puntual)

0 a una propiedad de un intervalo (a, b) (global).
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Los tipos de relaciones ldgicas consideradas entre los elementos

matematicos pueden ser:

- conjuncion logica o “y logica” (A A B)

- contrarreciproco [(A—B)«<>( 1B > | A)]

- equivalencia l6gica [(A<~>B), A—>B A B—>A]

Pasamos a describir los elementos matematicos del concepto, y

posteriormente las relaciones légicas que se pueden establecer entre ellos.
A) ELEMENTOS MATEMATICOS

En hojas adjuntas. Cuadros 3.1. /3.2. /3.3. /3.4. (pp. 81-82)
B) RELACIONES ENTRE LOS ELEMENTOS MATEMATICOS

Un individuo ante la tarea de resolver un problema, utiliza los
elementos matematicos del concepto que conoce, y en muchas ocasiones

necesita establecer relaciones logicas entre estos elementos matematicos.

Hemos identificado varios tipos de relaciones logicas entre elementos

matematicos del concepto de Derivada, que ahora pasamos a describir:
- Conjunciodn logica (AA B) (“y logica™)

Es la relacion que se produce cuando el estudiante relaciona a través de
la “y légica” dos elementos matematicos para hacer inferencias. Por ejemplo:

considerando conjuntamente
Sea f continua en (a, b) y derivable en (a, ¢) y (c, b)
A)sif’>0en (a, c)y(c,b) - fconvexaen (a, c) y (c, b)
B) f es creciente en (a, ¢)
f es decreciente en (c, a)

Considerando conjuntamente esta informacion (A'y B) a través de la “y

logica”, se infiere que x = ¢ es punto anguloso.
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La informacion sobre el crecimiento de f en el intervalo (a, ) vy el

decrecimiento de f en (c, b) puede venir de haber considerado previamente
f’>0en (a,c) — f es creciente en (a, ¢), Y
f’<0 en (c, b) — f es decreciente en (c, b).

Sin embargo, aqui lo que se subraya es que cuando se tiene informacion

de un determinado tipo (como en este caso:
-fconvexaen(a, c)y(c,b), y
- f es creciente en (a, )
f es decreciente en (c, a))

vincula los significados y permite tomar una decision sobre la naturaleza del

punto X =c (en este caso X =C es punto anguloso)
- Contrarreciproco [(A—>B)>( 1B > A)]

Este tipo de relacion se pone de manifiesto cuando usamos
implicaciones como: ““ f no es continua en (a, b) entonces f no es derivable en
(a, b)”. Esta afirmacion proviene del uso del contrarreciproco del elemento

matematico:
- elemento - analitico - global condicion necesaria de derivabilidad
Si f es derivable en (a, b) entonces f es continua en (a, b)

- Equivalencia logica [(A<>B), A>B A B>A]

Este tipo de relacion se presenta cuando las condiciones necesarias y
suficientes entre dos elementos matematicos se consideran conjuntamente para

determinar una equivalencia.

Por ejemplo cuando se consideran las implicaciones entre el

crecimiento de fy el signo de f’ de manera conjunta, es decir:

Sea f derivable en el intervalo (a, b)
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* Si f°(x) >0 para todo x del intervalo (a, b) entonces f es creciente en

el intervalo.

Si f’(x) <0 para todo x del intervalo (a, b) entonces f es decreciente en

el intervalo.

Si f ’(x) =0 para todo x del intervalo (a, b) entonces f es constante en el

intervalo.

* Si f es creciente para todo x del intervalo (a, b) entonces f ’(x) >0 en

el intervalo.

Si f es decreciente para todo x del intervalo (a, b) entonces f ’(x) <0 en

el intervalo.

Si f es constante para todo x del intervalo (a, b) entonces f ’(x) =0 en el

intervalo.
Podemos obtener la equivalencia légica:

f es creciente <> f°>0 ( f es decreciente <> f ’<0) ( f es constante < f ’=0)

3.2.2. Los problemas de los cuestionarios

Una vez identificados los elementos matematicos, que nosotros hemos
considerado, del concepto de Derivada y las relaciones logicas, pasamos al
disefio y seleccion de problemas para la elaboracion de los diferentes

cuestionarios. Se disefiaron tres cuestionarios:

- Cuestionario 1: para alumnos que han cursado primero de Bachillerato de

Ciencias

- Cuestionario 2: para alumnos que han cursado segundo de Bachillerato

Tecnoldgico

- Cuestionario 3: para alumnos que han cursado la asignatura de Elementos de

Analisis Matematico, en el primer curso de la Licenciatura de Matematicas.
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El procedimiento sequido fue el siguiente: en primer lugar, a través de
las consultas de diferentes libros de texto de 1° y 2° de Bachillerato y libros de
consulta de la Licenciatura de Matematicas elaboramos un primer listado de

elementos del concepto.

Teniendo en cuenta que segun la hipétesis de partida, la construccion
del esquema de Derivada es progresiva, las relaciones logicas que se
establecen entre los elementos matematicos, y los elementos matematicos que
se utilizan y cdmo se utilizan no es igual para estudiantes que entraban en
contacto con la nocién de derivada por primera vez, (alumnos de 1° de
bachillerato), que para estudiantes que ya es el tercer afio que lo estudian,

como son los alumnos de 1° Licenciatura de Matematicas.

Elaboramos una bateria de problemas provenientes de los libros de
texto consultados, pruebas de acceso a la Universidad y articulos publicados
en revistas de investigacion relacionados con la comprension de la derivada.
Se resolvieron estos problemas de varias formas y por varios investigadores y
la informacion proporcionada por la resolucion de estos problemas se recogio

en una plantilla donde figuraba:

- Elementos matematicos analiticos y graficos puntuales y globales
identificados

- Como se relacionaban estos elementos matematicos en la toma de

decisiones en la resolucion de la tarea

- Como se utilizaban los modos (analitico y grafico) en la resolucion

de la tarea.

Tras este proceso se modifico el listado de elementos matematicos del
concepto de Derivada, afiadiendo algin elemento mas, unificando elementos
del listado inicial, llegando asi al listado definitivo de elementos, que

recogemos en los cuadros 3.1/3.2/3.3/3.4.

Los criterios que se siguieron para elegir los problemas de los distintos
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cuestionarios fueron:

1. tipos de relaciones logicas que se podian establecer entre los

elementos matematicos utilizados, y

2. tipos de elementos matematicos (analiticos y gréaficos,

puntuales y globales) necesarios en la resolucion de la tarea.

La idea fue que la “demanda del problema propuesto” al resolutor en
cada curso fuera tal que pudiéramos caracterizar los niveles de desarrollo del
esquema de derivada. Por ello tuvimos en cuenta el desarrollo progresivo del
esquema y el curriculo en los diferentes grupos (1° 2° Bachillerato y 1°

Licenciatura de Matematicas).

Posteriormente, se agruparon los problemas segin los elementos
matematicos que movilizaban y forma de resolucion (relaciones logicas entre
los elementos, modos de representacion utilizados,..), llegando asi a una
primera propuesta de cuestionarios pilotos pasados a una pequefia muestra de
unos quince alumnos de los diferentes niveles en el curso académico
2000/2001.

El analisis de los resultados de esta prueba piloto hizo que
modificaramos los cuestionarios en algunos puntos. Asi por ejemplo, se vio la
conveniencia de que existieran tareas comunes en los distintos cuestionarios, y
que en el cuestionario 3, para alumnos que han cursado la asignatura
Elementos de Analisis Matematico en primer afio de la Licenciatura de
Matematicas, se suprimiera una de las tareas que figuraban en el cuestionario
piloto pues la comprension del enunciado de esta tarea presento dificultades y
la misma no aportaba nuevos aspectos a la investigacion ya que los elementos
matematicos y las relaciones que se utilizaban en los posibles procesos de
resolucion estaban contemplados en otras tareas del cuestionario. Al final de
este proceso se identificaron 12 problemas con los que se disefiaron los tres

cuestionarios. Una vez diseflados los tres cuestionarios (ver secciones
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siguientes 3.2.2.1, 3.2.2.2, 3.2.2.3) se implementaron en 1° Bachillerato, 2°
Bachillerato y 1° Licenciatura de Matematicas. Las caracteristicas de la

implementacion se describirdn en la seccion 3.2.3.

Posteriormente a la realizacién de los cuestionarios, se elaboraron
guiones de entrevistas semiestructuradas, con el objetivo de obtener mas
informacion sobre la comprensién del concepto de Derivada que alcanzan los
estudiantes en las diferentes poblaciones. Las entrevistas fueron transcritas y
se analizaron junto con las respuestas dadas a las diferentes tareas de los
cuestionarios. El proceso de analisis seguido sera descrito en la seccién 3.3. El
cuestionario / entrevista fue realizado por 69 estudiantes (20 /20 /29) de los
diferentes niveles. En el cuadro se muestra el esquema del proceso seguido en

la elaboracion de los cuestionarios:
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LISTADO INICIAL DE ANALISIS LIBROS DE TEXTOS,
RELACIONES LOGICAS Y LIBROS DE ANALISIS
ELEMENTOS MATEMATICOS MATEMATICO Y  ARTICULOS
PUBLICADOS EN REVISTAS DE
INVESTIGACION

" /
BATERIA DE

PROBLEMAS

\ 4

A

\ 4

Se resuelven de diversas maneras y
Se identifican relaciones y elementos

SE MODIFICAN
RELACIONES Y ELEMENTOS

Seleccion de problemas

A 4

DISENO CUESTIONARIO
PILOTO: DESDE TEORIA,
DESDE CURRICULUM

A 4

ANALISIS .
RESULTADOS Se modifica

CUESTIONARIOS
DEFINITIVOS

Y

Cuadro 3.5. Esquema del proceso de elaboracion de los instrumentos de
recogida de datos

Las tareas que utilizamos para la elaboracion definitiva de los tres
cuestionarios son las que mostramos a continuacion. Comentamos en cada una

de ellas su procedencia:

TAREA1

Comprueba que la tasa de variacion media de f (xX) = (x+3)/(x+2) en el intervalo [1, 2] es la
pendiente de la recta que pasa por los puntos P(1, f(1)) y Q(2, f(2)). ¢Qué sucede con la tasa de
variacién instantanea de f(x) en el punto (1, f(1))?

Tarea que proviene de ejercicios similares en el libro de texto de 1° Bachillerato de Ciencias
(Andalucia) de la editorial Anaya (2000)

TAREA 2

Suponer que la linea L es tangente a la gréfica de la funcion f en el punto (2,3) como aparece en la
figura. Encontrar f(2) y f ’(2).
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Tarea que figura en el libro de texto de 1° de bachillerato de Ciencias de la editorial Editex (1996), y
que es similar a la que figura en los articulos de Amit y Vinner (1990) y Asiala et al. (1997), en este
articulo en el grafico aparecian las coordenadas de dos puntos de la tangente a la curva, mientras que
en esta tarea aparece la ecuacion de la recta tangente a la curva.

TAREA3

La primera grafica corresponde a la funcion derivada de f(x). La expresion analitica de f (x) =2x/3.
Indica cual de las gréficas A, B, C corresponde a la funcién f (x). Justifica la respuesta.

Esta tarea proviene del libro de texto de 2° de bachillerato de Ciencias de la editorial Editex (1996) y
en el libro de texto de 1° de Bachillerato de Ciencias Sociales de la editorial S.M.(1996)

TAREA 4
Analiza las graficas siguientes,

¢cuantas parejas producirias de cada funcion con su derivada?

al 7 h)—_/_/c, o el-’ .DJ
AN e /= 7TX

Tareas similares figuran en libros de texto 1° de Bachillerato de Ciencias Sociales S.M.,
pruebas de selectividad Andalucia LOGSE 1996 de 2° de Bachillerato Tecnoldgico, libro Azcarate C.,
Casadevall M., Caselles E., Bosch D. (1996) “Calculo Diferencial e Integral” editorial Sintesis En
todos estos textos mencionados la tarea se plantea de manera que todas las funciones quedan
emparejadas con sus derivadas respectivas, nosotros decimos incluir una variante que es que no todas
las funciones se pudieran emparejar, tan sélo podriamos formar dos parejas (una en la que la
coordinacion de elementos de conocimiento puntuales y globales fuera necesario para formar la
pareja, y otra en la que solo con el uso de un elemento de conocimiento global que relacionara el signo
de £’ y el crecimiento de f fuera suficiente para formar la pareja), quedando dos graficos sueltos, sin
emparejar, ya que de la forma original el resolutor podia formar alguna pareja por exclusion. Las
graficas a), c), d), e), f) de esta tarea aparecen en el articulo de Kyungmee Park y Kenneth J. Travers
(1996), sustituimos la grafica b) que figuraba en el mismo, por la que aparece en la tarea propuesta por
nosotros, por el motivo mencionado anteriormente.
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TAREAS

La grafica correspondiente a la funcion f ’(x) primera derivada de una cierta funcion f(x) es una recta
que pasa por los puntos (a,0) y (0,b). Esboza las posibles graficas de f(x).

Tarea que proviene de modificar algunos ejercicios que figuran en el libro de texto de la editorial S.M.
de 1° de bachillerato y de 2° de bachillerato de Ciencias (1996)

34 icusldeestas graficas corresponde a la derivada

3 Estudiar la monotonia y los puntos extremos de la de una?f::zdﬁ-l q!lle tiene un maximo en el punto de abscisa
L X =a onar la respuesta.

funcion cuya derivada ests dada por la gréfica siguiente:

s —
\ /T

o

B Y

2
x
/\
se vio que modificando el enunciado de la tarea tal y como lo hemos hecho, mostraba de forma mas

completa el uso que hacen los estudiantes de los elementos de conocimiento del concepto de Derivada
y de las relaciones que entre ellos se establecen.

Y
[=]

TAREA 6
/2 +2x +a x<1

Sea f(x) =7
lox? + 1 x>1

Calcular ay b para que f sea derivable en x =1

Tarea que se encuentra en el libro de texto de 1° de Bachillerato de Ciencias de la editorial Oxford
(1998).

TAREA7
Dada la grafica de la funcion f, formada por las ramas de parabolas

« £

TN

ot

% 3.9 5 ¢ 3 % @ ® w B WS
=xed . ]

a) Obtener los valores de f'(3), (7). f (10), f’(14) y f '(15). Explicando como los obtienes.

b) Realiza un esbozo de la grdfica de f . Explica cémo lo has obtenido.

\e N W g
=

El grafico de la tarea procede de la prueba de selectividad Andalucia LOGSE de 1997 de 2° de
Bachillerato de Ciencias Sociales, en el ejercicio de selectividad s6lo se les pedia el valor de f’(7) y
f’(3) y el célculo de ciertos limites de f(x). Nosotros la modificamos pidiendo también el valor de
£°(10), £°(14) y £°(15) por la diversidad del comportamiento de la funcién en estos puntos, entre los
que se encuentra x =14 punto anguloso o cuspide (tratado en el articulo de Baker et al. 2000), y
ademas decidimos sustituir el apartado b) que figuraba en la prueba de selectividad del célculo de
limites de f(x) en determinados puntos, ya que esto no era objeto de nuestra investigacion, por el
apartado b) que figura en la tarea donde se pide el esbozo del grafico de f * a partir del grafico de f,
pues nos daria informacion complementaria a otras tareas donde a partir del grafico de f ° piden el
esbozo del gréfico de f, como sucede en la tarea 5 anteriormente citada o en la tarea 11 que aparece a
continuacion.
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TAREAS8

Dada la funcion f(x)=(x-1)(x-2)(x-3). Encontrar un punto, entre dos valores que tengan la misma
imagen, en el que la recta tangente sea paralela al eje x.

Tarea que aparece en el libro “5000 Problemas de Analisis Matematico” B.P. Demidovich. Editoral
Paraninfo (1976)

TAREA9
A)De una cierta funcion f conocemos algunos valores dados en la siguiente tabla:

[x [0.9 [0.99 0,999  [0.9999 [0.99999 |1 [1.00001 [1.0001 [1.001 [101 L1 [
[f(x) [-21 [-201  [-2.001 [-2.0001 [-2.00001[-2 [-2.00002]-2.0002 [-2.002 [-202 [22 |
x 1.9 1.99  [1.999 1.9999 1.99999 [2 [2.00001 [2.0001 2.001 2.01 21
fx) 3.61 3.9601 |3.996001 |3.99960001 |3.99996 |4 |4.00004 |4.00040001 |4.004001 40401 |44

a) Usa esta tabla para aproximar el valor de la derivada de fen  x=2.
b) A partir de la informacién que te da esta tabla, ¢ crees que f(x) es derivable en x =1?

B) Sup6n que f es una funcién para la que lim (f(x)-f(2))/(x-2) cuando (x -=>2) esigual a 0.
¢cudles de las siguientes afirmaciones tienen que ser verdaderas, cuales pueden ser verdaderas y
cuales son obligatoriamente falsas?

1. f(2)=2 2.f2)=0 3. lim f(x) cuando (x ->2) igual a f(2) 4. f es continua en x=0
5. f es continua en x =2.

El apartado A) de esta tarea esta basado en tareas similares a las que figuran en los libros Azcéarate y
Deulofeu (1990) “Funciones y Graficas” Editorial Sintesis, y Azcarate et al. (1996) “Calculo
Diferencial e Integral” Editorial Sintesis. En dichos libros figuran tareas similares aplicadas a la
velocidad de un movil, nosotros consideramos la tarea sin el contexto fisico de la velocidad y en las
proximidades de un punto, como aparece en el libro de texto de la editorial S.M. para 1° de
bachillerato de Ciencias Sociales en el que figura la idea de método numérico de la derivada en un
punto. Aunque en el libro de texto figura la expresion analitica de f(x), nosotros en la tarea no la
hemos puesto ya que para el calculo por aproximacion numérica de f * en un punto no es necesario
conocer la expresion analitica de f(x), basta con conocer el valor numérico de f en las proximidades
del punto donde queremos calcular el valor de f’ que son los datos que les hemos facilitado a los
estudiantes en la tarea. Ademas en la tarea consideramos el calculo de £’ en dos puntos, uno en el que
si existe f” y otro en el que no existe f’, para que se ponga de manifiesto que el estudiante conoce el
elemento de conocimiento relativo a la existencia e igualdad de los limites laterales del cociente

DERIVADA EN UN PUNTO
Método numérico

Funcién: f(x) = Lx
h— 0 TVM(1, h)
0,1 0.95...
0.01 0,995...
0.001 0,9995...
0,0001 0,99995...
0,00001 0,999995...
0,000001 0,9999995...
1 1
0 f(1) = 1

incremental para que f sea derivable en un punto.

El apartado B) de la tarea es independiente del apartado anterior se trata de una cuestion teérica del
tipo de las que figuran en los libros de texto de 1°y 2° de bachillerato de Ciencias sobre derivabilidad
y continuidad donde el estudiante debe tener la idea de derivada en un punto como limite del cociente
incremental, aparece como modelo de prueba de acceso a la Universidad en el libro “ Matematicas 11"
de S.A.E.M. “THALES” (2000)
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TAREA 10

Esboza la grafica de una funcién que satisface las condiciones siguientes:

- fescontinua -f(2) =0 -f£°3)=f"(5)=0 -limf(x)=-4  -limf(x)=-
X—- o0 X—8

- f(x) <0 cuando 5 <x <8 -f’(x) >0 cuando x<5 - f’(x) <0 cuando 3<x<8

- ’(x) >0 cuando x<3

Tarea basada en las que figuran en los articulos de investigacion de Asilala et al. 1997, y de Baker et
al. 2000 en la que no hemos considerado algunas condiciones que figuraban en esta por no
considerarlas relevantes en la investigacion, y podian producir confusion en el resolutor, como es el
limite de h ’(x) cuando x tiende a -oo (Asiala 1997) o cuando x tiende a 0 (Baker et al. 2000)

TAREA 11

La figura muestra la grafica de la derivada de f’, esboza las posibles graficas de f.

Tarea que figura en el libro “Calculus” M. Spivak, 1.974, editorial reverté,s.a.

TAREA 12
Esboza la gréafica de una funcion que satisface las condiciones siguientes:
- fescontinua - f(-1) =0 -f)="GB)=f'(5)=0 -limf(x)=-0 -limf(x)=-o

X—>- o X— -2
- f(x) <0 cuando 1 <x <5y cuando x>7 - f’(x) >0 cuando -2<x<1y cuando 5<x<7
- f7’(x) <0 cuando -2<x<3 -f7’(x) >0 cuando 3<x<7y cuando x> 7

Tarea similar a la tarea 10, se diferencia de esta en que para esbozar el grafico de f es necesario
considerar x =7 punto anguloso o clspide (tratado en Baker et al. 2000) cosa que no sucedia en la
tarea 10, por lo que en una aproximacion a la resolucion de la tarea 12 sera necesario mayor variedad
en los elementos de conocimiento y las relaciones entre estos utilizadas.

Con estas doce tareas pasamos a confeccionar los tres cuestionarios que

quedaron distribuidos como se muestra en la siguiente tabla:

Cuestionarios

1° Bachillerato: 2° Bachillerato: 1° Licenciatura de Matematicas:
T1,T2,T3,T9A) T4,T5T16,T7,T8,T9,T10 T6,T7,T11,T12
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Como se puede observar, la tarea 9 apartado A) es comudn para el
cuestionario 1 y para cuestionario 2, y las tareas 6 y 7 son comunes para el

cuestionario 2, y para cuestionario 3.

A continuacion, pasamos a analizar los diferentes cuestionarios. Para
cada uno de ellos se mostraran las tareas que lo constituyen, haciendo un

andlisis de las tareas, atendiendo a:
- los objetivos que se quiere alcanzar con ellay
- una aproximacion a un posible proceso de resolucién de la misma

Estos dos aspectos del andlisis se haran a través de los elementos
matematicos y posibles usos y relaciones entre ellos. Se pretende que en cada
cuestionario se contemplen todos los elementos matematicos y posibles
relaciones que se pueden establecer entre ellos en ambos modos de
representacion (analitico y grafico). Ademas, tuvimos en cuenta que la
construccion del esquema de derivada es progresiva, y consideramos la
poblacion a la que cada cuestionario estd dirigida con las limitaciones del

curriculo que ello conlleva.

3.2.2.1. Cuestionario 1° Bachillerato

La seleccion de tareas de este cuestionario se hizo teniendo en cuenta
que iba destinado a estudiantes que es la primera vez que habian sido
introducidos a la nocion de Derivada. El cuestionario 1 esta disefiado para
alumnos que cursaban 1° de Bachillerato de Ciencias lo que conllevaba
también limitaciones propias del curriculum a la hora de la elaboracion del
cuestionario, pues son alumnos que se les ha introducido la nocion de derivada
en un punto y comienzan a trabajar con el operador derivada, aplicAndolo a

reglas de derivacion. (Ver capitulo 1, p.16)

El cuestionario constaba de cuatro problemas. Dos problemas en los

que podia usarse los elementos matematicos de la nocién de derivada en un
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punto como limite del cociente incremental (tarea 1), y como pendiente de la
recta tangente a la curva (tarea 2). Los otros dos problemas consideraban el
modo grafico (tarea 3) y el modo analitico (tarea 4), en las que en una
aproximacion a su proceso de resolucién, habia que relacionar los elementos
matematicos usados a traves de la “y logica”. Los elementos matematicos

utilizados podian ser analiticos y/o graficos, puntuales y /o globales.
El cuestionario de 1° Bachillerato consta de las siguientes tareas:
CUESTIONARIO 1° Bachillerato

TAREA 1

Comprueba que la tasa de variacion media de f (x) = (x+3)/(x+2) en el
intervalo [1, 2] es la pendiente de la recta que pasa por los puntos P(1, f(1)) y
Q(2, f(2)). ¢Qué sucede con la tasa de variacion instantanea de f(x) en el
punto (1, f(1))?

TAREA 2

Suponer que la linea L es tangente a la grafica de la funcion f en el punto
(2,3) como aparece en la figura. Encontrar f(2) y f ’(2).

TAREA 3

La primera grafica corresponde a la funcién derivada de f(x). La expresion
analitica de [ ’(x) =2x/3. Indica cudl de las grdficas A, B, C corresponde a la
funcion f (x). Justifica la respuesta.

TAREA 4

De una cierta funcién f conocemos algunos valores dados en la siguiente

[x [o.o [0.99 [0.999 109999 [0.99999 [1 [1.00001 [1.0001 [1.001 _ [1.01 [1.1 |

1) |21 [-2.01 [-2.001 _ [-2.0001 |-2.00001 [-2 |-2.00002 [-2.0002 [-2.002 [-2.02 |22 |

[x [1.9 [1.99 1999 11.9999 [1.99999 |2 [2.00001 [2.0001 [2.001 [2.01 lz.i AI
1fx) |3.61 13.9601 [3.996001 [3.99960001 |3.99996 |4 | 4.00004 |4.00040001 |4.004001 |4.0401  [a.41
tabla:
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a) Usa esta tabla para aproximar el valor de la derivada de fen  x =2.

b) A partir de la informacion que te da esta tabla, ¢crees que f(x) es derivable
enx =17

Pasamos a analizar las tareas del cuestionario atendiendo a :
(A) los objetivos que se quieren alcanzar con ellay
(B) una aproximacion a un posible proceso de resolucion de la misma

TAREA1

Comprueba que la tasa de variacion media de f (x) = (x+3)/(x+2) en el
intervalo [1, 2] es la pendiente de la recta que pasa por los puntos P(1, f(1)) y
Q(2, 1(2)). ¢Qué sucede con la tasa de variacion instantanea de f(x) en el
punto (1, f(1))?

(A) En esta tarea dan la expresion analitica de una cierta funcion f y piden la
tasa de variacion media (TVM) en el intervalo [1, 2] y la tasa de variacién
instantanea en x =1. Su objetivo es que el estudiante haga uso de los elementos
matematicos relacionados con la expresion analitica de la derivada en un

punto:
e |os elementos matematicos relativos a la tasa de variacion media,
e ¢l paso al limite a través de la tasa de variacion instantanea.

La entrevista se centrara en comprobar el significado de la derivada en
un punto es la tasa de variacion instantanea en dicho punto, es decir como el
limite del cociente incremental y como pendiente de la tangente a la funcion
en dicho punto que nos puede mostrar el esbozo de sintesis de los modos de
representacion a través de la relacion logica —y logica”- del significado

analitico y grafico puntual).

(B) Un posible proceso de resolucion usa los elementos matematicos analiticos

global y puntual:

- cociente incremental = tasa de variacion media (TVM)
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- tasa de variacion instantanea (TVI) = limite del cociente incremental

(expresion analitica de la derivada en un punto)

Para el célculo de la tasa de variacion media de f(x) = (x+3)/(x+2) en el
intervalo [1, 2] a traves del cociente incremental: TVM = (f(2)-f(1))/(2-1) =
5/4 - 4/3 = -1/12

Calculamos la pendiente de la recta secante que pasa por los punto P(1,
4/3)y  Q(2, 5/4) y comprobar que su valor es —1/12, y por tanto coincide con

la tasa de variacion media de f(x) en el intervalo [1, 2] calculada.

La segunda parte de la tarea pide la tasa de variacion instantanea en

x=1, que coincide con f ’(1):
f°(1) =lim (f(1+h)-f(1))/h = -1

En esta tarea solo se pone de manifiesto el uso de elementos
matematicos analiticos puntual y global, sin tener que relacionarlos, es la
entrevista la que permitira saber si el estudiante identifica la tasa de variacion
instantanea con la derivada en un punto, y si relaciona (“y logica”) este
elemento analitico puntual de la nocién de derivada con el elemento grafico
puntual (interpretacion geometrica de la derivada en un punto) lo que pondria
de manifiesto el esbozo de sintesis entre los modos de representacion analitico

y grafico.

TAREA 2

Suponer gue la linea L es tangente a la grafica de la funcion f en el punto

(2,3) como aparece en la figura. Encontrar f(2) y f’(2).
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(A) En esta tarea dan el grafico de una funcidn f(x) y piden el valor de fy de
f’ en x =2. Su objetivo es que el estudiante haga uso del elemento matematico
grafico puntual de la nocién de derivada en un punto como la pendiente de la
recta tangente en ese punto (interpretacion geométrica de la derivada en un
punto). Esto implica el conocimiento por parte del estudiante de que en la
expresion de la recta y=mx+n, m es la pendiente de la recta, con el significado

de la inclinacion respecto OX, y por tanto m = f ’(x)

(B) Un proceso de resolucion permite usar el elemento matematico gréafico

puntual:
- f’(a) = pendiente de la recta tangente a f en x =a

Tenemos que dar el valor de f(2) y de f ’(2). El enunciado de la tarea
nos informa que el punto (2,3) es un punto de f, luego f(2)=3, y nos indica que
la recta de ecuacion y = 2x-1 es tangente a la grafica de f en el punto (2,3), la

pendiente de esta recta es 2, luego f’(2) =2.

En esta tarea se pone de manifiesto el uso del elemento matematico

grafico puntual:

- nocion de derivada como pendiente de la recta tangente a la curva

en el punto,

sin tener que relacionarlo. Esto nos permite comprobar si el estudiante tiene
este elemento grafico puntual, aunque no sea capaz de haberlo usado en la
tarea 1, estableciendo relacion “y logica” entre el elemento grafico puntual

citado y el elemento analitico puntual de la nocion de derivada.

TAREA 3

La primera gréafica corresponde a la funcion derivada de f(x). La expresion
analitica de [ ’(x) =2x/3. Indica cudl de las graficas A, B, C corresponde a la
funcion f (x). Justifica la respuesta.
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=3

(A) Esta tarea esta dada en modo gréafico (pues en el enunciado aparece el
grafico de f’ y de las posibles f) y en modo analitico (ya que en el enunciado
también aparece la expresion analitica de f ’(x ) = 2x/3). Su objetivo es usar
los significados que relacionan f’ con f. Desde la informacion proporcionada
por el enunciado sabemos que f ’ es una recta, esto implicara que f sera una
parabola. Esta asociacion se puede hacer desde el modo grafico por el inverso
del operador derivada, o desde el modo analitico a través de las expresiones de
ambas funciones de f ° y f. Luego esta tarea puede resolverse desde el
significado geométrico de la derivada como pendiente de la recta tangente a la
curva, fijandose en el signo de f ’ para ir decidiendo que forma tendra f, o
desde el modo analitico movilizando los significados que vinculan el signo de

f’ al crecimiento de f.

Esto hara que se puedan establecer relaciones entre elementos
matematicos analiticos y/o gréaficos, permitiéndonos saber si hay esbozos de

sintesis entre los modos de representacion (analitico y grafico).

(B) Un proceso de resolucion permite movilizar el elemento matematico

analitico puntual:
- f’(a) =0 — x =a m&ximo, minimo o punto de inflexion
o si f cambia de creciente a decreciente X =a maximo
o si f cambia de decreciente a creciente X =a minimo

o si fno cambia el crecimiento, pero cambia la concavidad x=a

punto de inflexion
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y los elementos matematicos grafico y analiticos globales:

inverso del operador derivada: f ’recta -> f pardbola

- sif’ escreciente en (a, b) — fes convexaen (a, b)
- sif’<0en (a,b) — fdecreceen (a, b)
- sif’>0en(a,b) > fcreceen (a, b)

El uso por parte del estudiante del elemento analitico global: f * es
creciente en R — f es convexa en R, no se manifiesta en estos estudiantes ya
que ello, indica hacer uso de elementos matematicos relacionados con f ’,
hecho que empieza a manifestarse en estudiantes de 2° Bachillerato debido a

las limitaciones del curriculo.
Luego,
- f’ escreciente en R — f es convexa en R
- f’ es negativa en (-infinito, 0) — f es decreciente en este intervalo
- f’ es positiva en (0, +infinito) — f es creciente en este intervalo

- f’(0)=0y en x =0 f pasa de ser decreciente a ser creciente — x =0
minimo
De todo ello se concluye que la funcién f (x) se corresponde con el

grafico B.

En esta tarea se pueden relacionar (“y légica™) elementos matematicos
analiticos y/o graficos, pudiendo haber manifestacion de esbozo de sintesis

entre los modos analitico y gréafico.

TAREA 4

De una cierta funcion f conocemos algunos valores dados en la siguiente tabla:
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X 0.9 0.99 0.999 0.9999 [0.99999 |1 1.00001 |1.0001 [1.001 1.01 1.1
f(x) -2.1 -2.01 -2.001  [-2.0001 |-2.00001|-2 -2.00002 {-2.0002 |-2.002 |-2.02 =22

X 1.9 1.99 1.999 1.9999 1.99999 |2 12.00001 |2.0001 2.001 2.01 2.i
flx) 3.61 3.9601 |3.996001 {3.99960001 |3.99996 (4 |4.00004 }4.00040001 [4.004001 4.0401 |4.41

a)Usa esta tabla para aproximar el valor de la derivada de fen x=2.

b)A partir de la informacion que te da esta tabla, ¢crees que f(x) es derivable en

x =17

(A) El objetivo de esta tarea es movilizar los significados vinculados al
calculo de la derivada en un punto por aproximacion numérica a traves de la
expresion analitica de la derivada (limite del cociente incremental) para lo que
es preciso la existencia e igualdad de los limites laterales del cociente
incremental (como proceso, aproximacion a traves de las tablas de valores)

para que exista f ’(a).

(B) Un proceso de resolucion permite usar los elementos matematicos

analiticos puntuales:

- derivada en un punto como limite del cociente incremental (expresion

analitica de la derivada)

- existencia e igualdad de los limites laterales del cociente incremental
(como proceso, aproximacion a través de las tablas de valores) para que
f sea derivable.

En el apartado a) piden el valor de f ’(2) por aproximacion a través de

la tabla de valores facilitada en el enunciado:
£°(2) = lim (f(x)-f(2))/(x-2) cuando (x —2)

usamos la tabla de valores para encontrar una aproximacion por la izquierda y

otra por la derecha:
- aproximacion a la derivada de f en x =2 por la izquierda:

£7(27) = lim (f(x)-(2))/(x-2) cuando (x—2")
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X 1.9 1.99 1.999 1.9999  [1.99999... »2
(F)-f)/(x-2) |39 3.99 3.999 3.9999 | .4
Luego f’(2") =4

- aproximacion a la derivada de f en x =2 por la derecha:
£°(2") = lim (f(x)-f(2))/(x-2) cuando (x —27)
X 2.1 2.01 2.001 2.0001  |2.00001... »2
(F)-f)I(x-2) |41 4.01 4.001 40001 |.. 4

Luego f’(2") =4

Por tanto, £ *(2) = £ ’(2%) = 4, luego el valor de la derivada de f en x =2
es f’(2)=4.

En el apartado b) se pregunta por la derivabilidad de f en x =1, si existe

f’(1) debe coincidir con el limite del cociente incremental:
f°(1) = lim (f(x)-f(1))/(x-1) cuando (x —1)

hay que usar la tabla de valores para ver si f es derivable en x =1, para ello hay
que buscar una aproximacion por la izquierda y otra por la derecha del
cociente incremental, ya que para que f sea derivable en x =1, deben existir las

dos aproximaciones y coincidir:
- aproximacion a la derivada de f en x =1 por la izquierda:

£°(17) = lim (f(x)-f(1))/(x-1) cuando (x —>1)

X 0.9 0.99 0.999 0.9999 0.99999... —»1

(F)-F)(x-1) |1 1 1 1 ol

Luego f’(1) =1
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- aproximacion a la derivada de f en x =1 por la derecha:

£2(17) = lim (f(x)-f(1))/(x-1) cuando (x —>1)

X 11 1.01 1.001 1.0001 1.00001... -»1

F)-FLY(x-1)  |-2 -2 -2 -2 2

Luego f’(17) = -2

Por tanto, £ ’(1) =1y f’(1%) = -2, luego no existe la derivada de f en

x=1, (1), yaque: f (1) = (17).

En esta tarea, el hecho de que el estudiante sea capaz de decidir si la
funcién es derivable 0 no en x =2 y x =1, pone de manifiesto que tiene
construido el significado de derivada en un punto como limite del cociente
incremental, y no lo tiene s6lo como algo “memorizado” de la instruccidon

previa.

En el cuadro 3.6. mostramos el objetivo de cada una de las tareas, asi
como los modos de representacion utilizados tanto en la presentacion como en

sus posibles procesos de resolucion:
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TAREA MODOS DE OBJETIVOS
REPRESENTACION

T1 - ldentificar el nivel de uso correcto de elementos
matematicos analiticos de la nocion de derivada

- Identificar como el estudiante establece relacion “y logica”
entre elementos analitico y grafico puntual de la nocién de
derivada. Esbozos de sintesis de los modos analitico y
grafico.

ANALITICO

T2 - ldentificar el nivel de uso correcto del elemento gréfico
GRAFICO puntual de la nocién de derivada

T3 - Identificar como el estudiante establece relaciones l6gicas
ANALITICO Y (“y logica”) entre elementos matematicos analiticos y/o
graficos, puntuales y /o globales
GRAFICO

- Determinar el nivel de sintesis entre los modos de
representacion (analitico y grafico) que manifiesta el
estudiante.

T4 - Poner de manifiesto el nivel de construccion que el
< estudiante tiene del significado de derivada en un punto
ANALITICO nte stgnt un pun
como limite del cociente incremental, que no lo tiene sélo
como algo “memorizado” de la instruccion previa, a través
de una aproximacion por tablas de valores (proceso).

Cuadro 3.6. Objetivos de las tareas del cuestionario de 1° Bachillerato

3.2.2.2. Cuestionario 2° Bachillerato

La seleccion de tareas de este cuestionario se hizo teniendo en cuenta
que iba destinado a estudiantes para los que la nocion de Derivada no era
nueva, pues ya se les habia introducido en 1° de Bachillerato. Estos alumnos
cursaban 2° de Bachillerato Tecnologico lo que conllevaba también
limitaciones propias del curriculum a la hora de la elaboracién del
cuestionario, aunque considerados menos elementos matematicos en relacion a
1° Licenciatura, en este curso se introducen elementos matematicos del

concepto de Derivada relativos a f°* . (Ver capitulol, p. 18)

El cuestionario se disefid con un par de tareas en las que podia ser
necesario hacer uso de la derivada como limite del cociente incremental (tarea

3) y como pendiente de la recta tangente a la funcion (tarea 5). Ademas se
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incluyeron dos tareas dadas en modo grafico (tareal y tarea 4), otras dos en
modo analitico (tarea 6 y tarea 7) y una tarea dada en forma de texto pero
haciendo referencia al modo grafico. También se tuvo en cuenta que dentro de
estas tareas hubiera apartados que sélo utilizaran elementos matematicos
puntuales desde el modo grafico (apartado A tarea 4) o desde el modo
analitico (tarea 6). En todas las tareas es necesario establecer relaciones
I6gicas (“y légica”, contrarreciproco, equivalencia logica) entre elementos
matematicos analiticos y/o gréaficos puntuales y/o globales para llegar a la
resolucién de la tarea, pero mientras en algunas s6lo hay que establecer una o
dos relaciones logicas (“y légica™) como sucede en las tareas 1,2,5,7. En otras
hay que establecer varias relaciones logicas y de diversos tipos (“y logica”,
contrarreciproco, equivalencia légica) como sucede en las tareas 3, 4y 6. A

continuacion lo veremos con mas detalle.

El cuestionario de 2° Bachillerato consta de las siguientes tareas:

CUESTIONARIO 2° Bachillerato
TAREA 1

Analiza las gréficas siguientes,

DS s

scuantas parejas producirias de cada funcion con su derivada?
TAREA 2

La grdfica correspondiente a la funcion [ ’(x) primera derivada de una cierta
funcion f(x) es una recta que pasa por los puntos (a,0) y (0,b). Esboza las
posibles graficas de f(x).
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TAREA 3

/23 +2x +a x<1
Seaf(x)= 7
[bx?+1 x>1
Calcular a 'y b para que f sea derivable en x =1

TAREA 4

Dada la gréfica de la funcion f, formada por las ramas de parabolas

\‘N“" + N

W-mesmas traslanyen

1 A-rj

a)Obtener los valores de  °(3), f °(7), f '(10), f '(14) y f ’(15). Explicando
como los obtienes.

b)Realiza un eshbozo de la grdfica de [ . Explica como lo has obtenido.
TAREA5

Dada la funcion f(x)=(x-1)(x-2)(x-3). Encontrar un punto, entre dos valores

que tengan la misma imagen, en el que la recta tangente sea paralela al eje x.
TAREA 6

A) De una cierta funcion f conocemos algunos valores dados en la siguiente
tabla:

X 0.9 0.99 0.999 0.9999 10.99999 |1 1.00001 |1.0001 |1.001 1.01 11
f(x) 2.1 -2.01 -2.001  [-2.0001 |-2.00001 -2 -2.00002 {-2.0002 |-2.002 {-2.02 -2.2

X 1.9 1.99 1.999 1.9999 1.99999
flx) 3.61 3.9601 |3.996001 |3.99960001 [3.99996

a) Usa esta tabla para aproximar el valor de la derivada de fen x =2,

[*]

2.00001 |2.0001 2.001 2.01 2.i |
4.00004 |4.00040001 | 4.004001 4.0401  [4.41

£

106



3. Disefio de la investigacion Gloria M? Sénchez - Matamoros Garcia

b) A partir de la informacion que te da esta tabla, ¢crees que f(x) es
derivable en x=17
B) Sup6n que f es una funcién para la que lim (f(x)-f(2))/(x-2) cuando (x ->2)

es igual a 0. ¢cuales de las siguientes afirmaciones tienen que ser verdaderas,
cuales pueden ser verdaderas y cuales son obligatoriamente falsas?

1. £°2)=2 2.1(2)=0 3. limf(x) cuando (x ->2) igual a f(2)
4. f es continua en x =0 5. f es continua en x =2.
TAREA 7

Esboza la grafica de una funcion que satisface las condiciones siguientes:

- f es continua -1(2) =0 -f°3)=f"(5)=0
-limf(x)=-4 -limf(x) =-

X— - o0 X— 8

- f’(x) <0 cuando 5 <x <8 - f’(x) >0 cuando x<5
- 7(x) <0 cuando 3<x<8 - ’(x) >0 cuando x<3

A continuacion analizamos las tareas del cuestionario atendiendo a:
(A) los objetivos que se quieren alcanzar con ella'y
(B) una aproximacion a un posible proceso de resolucion de la misma

TAREA1

Analiza las gréficas siguientes,

AN A

¢cuantas parejas producirias de cada funcion con su derivada?

(A) En esta tarea se pide encontrar parejas de funciones con sus derivadas

respectivas de entre las seis graficas dadas, su objetivo es movilizar:

107




3. Disefio de la investigacion Gloria M2 Sanchez - Matamoros Garcia

e el significado geométrico de la derivada como pendiente de la

recta tangente a la curva

e los elementos matematicos analiticos globales que relacionan el
crecimiento de f con el signo de f’, y la concavidad de f con el

crecimientode f’, y

e los elementos matematicos analiticos puntuales que se fijan en

los puntos en los que f ’(a) =0.

Resolviendo la tarea a través de relaciones logicas (“y logica™) que se
pueden establecer entre ellos, de tal forma que se puede mostrar esbozos de
sintesis entre los modos analitico y grafico si el estudiante establece relacion
logica (“y légica”) entre elementos matematicos analitico y grafico. Ademas,
puede hacer uso de elementos matematicos relativos a f’’, hecho que empieza
a manifestarse en los estudiantes de 2° Bachillerato debido a las limitaciones

del curriculo.

(B) Un proceso de resolucion permite usar los elementos matematicos

analiticos puntuales:
- f’(a) =0 — x =a maximo, minimo o punto de inflexion
o si f cambia de creciente a decreciente X =a maximo
o si f cambia de decreciente a creciente X =a minimo

o si f no cambia el crecimiento, pero cambia la concavidad x

=a punto de inflexion

- sea f derivable en (a, b) si f tiene un maximo, un minimo o un punto

de inflexion en x =a — f ’(a) =0)
y los elementos matematicos analiticos globales:

- sea f una funcién derivable en (a, b)
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o sif’<0en (a, b) > fdecrece en (a, b) ysi f >0 en (a, b)—> f

crece en (a, b)

o sif’ escreciente en (a, b) > fes convexaen (a, b) ysif’ es

decreciente en (a,b) — f es concava en (a, b)
- sea f una funcién derivable en (a, b)

o sifescreciente en (a, b)— f >0 en (a, b) y si f es decreciente

en (a, b) > f’<0 en (a, b)

o sifesconcavaen (a, b) —> f’ es decreciente en (a, b) y si fes

convexaen (a, b) » f’ escreciente en (a, b)

De todo este conjunto de elementos matematicos, podemos identificar dos

de ellos que pueden generar una aproximacion a la resolucion de esta tarea:

- sif’<0en (a, b) > fdecrece en (a, b) y si f >0 en (a, b)— f crece
en (a, b)

- si f’ es creciente en (a, b) — f es convexa (U)en (a, b) y si f’ es

decreciente en (a,b) — f es concava (M) en (a, b)
tambien:
- si fescreciente en (a, b)— f’>0en (a, b) y si f es decreciente en (a,
b) —» f’<0en (a, b)
- si fesconcava en (a, b) »> f’ es decreciente en (a, b) y si f es

convexaen (a, b) » f’ escreciente en (a, b) ).

Analicemos una a una las graficas que aparecen en el enunciado, utilizando

las variables:
- crecimiento de la funcion
- signo de la funcion
- concavidad de la funcion
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- puntos de corte con el eje X

- maximos, minimos y puntos de inflexion de la funcion

b) /

a)
- % /t/\ e
~L% | Na Xy

/
A

d e)
| / . ' /./#\
AN /T/ a $\
% =1 %2

a) la funcion es positiva en (- «©, Xo) U (X2, X4), Y negativa en (Xo, Xo) U
(X4,% o), tiene un Minimo en X; y un Maximo en Xz puntos de corte en Xq, Xz Y
X4 , decrece en los intervalos (- o, X;) U (X3, + o), crece en el intervalo

(X1,X3), convexa en (- oo, X,) y cOncava en (X, + o)

b) la funcién es negativa en (- o, Xo), Y positiva en (X, + o), crece en el

intervalo (0, + o), punto de corte en X,, concava en (0, + o)
¢) la funcidn es positiva, decreciente y convexa en R

d) la funcién es positiva en (- o, Xg) U (Xp, + o), Y negativa en (Xo, X»),
minimo en Xy, puntos de corte X, X,, decrece en el intervalo (- o, X;) y crece
en el intervalo (x;, + «), convexa en R

e) la funcidn es negativa, creciente y céncava en R

f) la funcion es positiva en (X1, X3) y negativa en (- oo, X;) U (X3, + o), maximo
en X,, puntos de corte en X; y X3, decrece en el intervalo (x,, + ) y crece en el

intervalo (- o, X;), concava en R.

Fijandonos en las relaciones logicas (“y légica”) que pueden

establecerse, pueden formarse las siguientes parejas:
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1) - la funcion a) decrece en los intervalos (- o, X;) U (X3, + ©), Y la

funcion f) es negativa en estos mismos intervalos

X1 €8 minimo de la funcién a) y punto de corte de f) (f ’(x1)=0)

- Xzes maximo de la funcion a) y punto de corte de f) (f ’(x3)=0)

maximos y minimos de f’ (sii f *’=0) son los puntos de inflexion de
la funcion, es decir donde se producen los cambios de concavidad
en la funcién. En este caso en x, hay un cambio de concavidad de a)

que coincide con un maximo de f)

la funcion a) es convexa en el intervalo (- «, X, ), que coincide con

el intervalo donde f) es creciente

la funcion a) es concava en el intervalo (x,, + ), que coincide con

el intervalo donde f) es decreciente.

2) la funcion c) decrece en R, y la funcidn e) es negativa en R

la funcidn c) es convexa en R, y la funcién e) es creciente en R
Por lo que podemos concluir que se pueden formar dos parejas:

- la formada por las funciones a) y f) donde a) es la funcién y f) su

derivada

-y la formada por las funciones c) y €), donde c) es funcién y e) su

derivada
Las funciones b) y d) no se pueden emparejar.

El proceso de resolucion de la tarea expuesto se realiza a través del
establecimiento de relaciones ldgicas (“y légica”) entre elementos
matematicos analiticos puntuales y/o globales. Otro posible proceso de
resolucion se fijaria en elementos matematicos graficos puntuales y/o globales
a través de la interpretacion geométrica de la derivada con caracter puntual y

global, se establecerian el mismo tipo de relaciones (“y légica”) ahora entre
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elementos matematicos gréaficos, esto nos mostraria el mimo tipo de desarrollo
del esquema. Se puede poner de manifiesto esbozo de sintesis entre los modos
analitico y gréafico si el estudiante relaciona (“y légica”) elementos

matematicos grafico y analitico.

TAREA 2

La grdfica correspondiente a la funcion f ’(x) primera derivada de una
cierta funcién f(x) es una recta que pasa por los puntos (a,0) y (0,b). Esboza

las posibles graficas de f(x).

(A) Esta tarea da informacion en forma de texto pero haciendo referencia al
modo grafico, y se pide las posibles graficas de f sabiendo que f’ tiene como
representacion grafica una recta que pasa por los puntos (a,0) y (0,b), conayb
parametros. Su objetivo es similar al objetivo de la tarea 3 del cuestionario de
1° Bachillerato comentado en el apartado anterior. Sin embargo presenta mas
dificultades en su resolucion, ya que hay que utilizar mas elementos
matematicos y mas relaciones (“y légica”) entre ellos, como veremos a
continuacién en una aproximacion a un proceso de resolucion de la tarea. En
la tarea 3 del cuestionario de 1° Bachillerato nos facilitaban el grafico f’y
tres posibles graficas de f como solucion y en esta tarea sélo nos dan

informacion sobre el grafico de £’ que ademds depende de dos parametros.

En relacion con la tarea 1 de este cuestionario, mientras que en ella se
facilitaban graficos de posibles funciones y sus derivadas permitiendo
movilizar los significados globales y puntuales de los elementos matematicos
analiticos y/o graficos que relacionan f’ con f o viceversa, aqui en la tarea 2
se movilizan los significados que relacionan f ’ con f, pues nos proporcionan
informacion s6lo de f °. Esta tarea se puede resolver desde el significado
geométrico de la derivada como pendiente de la recta tangente a la curva o
desde el modo analitico utilizando los elementos matematicos que vinculan el

signo de f’ con el crecimiento de f'y el crecimiento de f’ con la convexidad
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de f.

Ademas, la informacién proporcionada por el enunciado de la tarea
sobre la forma de f ’ nos indica la forma que tendré f, pues si f ’es una recta,
quiere decir que f sera una parabola. Esta asociacion se puede hacer desde el
modo grafico, por el inverso del operador derivada, o desde el modo analitico:
si f’ es una recta su expresion analitica tendré la forma y = mx-+n, por tanto f
ser4 una funcion de segundo grado y = mx%/2 +nx +c, por tanto el grafico de f
sera una parabola. Esto puede poner de manifiesto esbozo de sintesis de los
modos grafico y analitico, pues el estudiante puede establecer relacion (“y

légica™) entre elementos matematicos analitico y gréfico.

En la entrevista se puede preguntar ;qué sucede si se fija ay se varia b,
o si se fija b y se varia a?, ya que es la pendiente de la recta la que determina
la amplitud de la parébola, y la variacion del parametro b, va a determinar la

traslacion de la parabola en el eje OY.

(B) Un proceso de resolucion permite usar el elemento matematico analitico

puntual:
- f’(a) =0 — x =a maximo, minimo o punto de inflexion
o si f cambia de creciente a decreciente x =a maximo
o si f cambia de decreciente a creciente X =a minimo

o si f no cambia el crecimiento, pero cambia la concavidad x=a

punto de inflexion
y los elementos matematicos analiticos globales:
Sea f una funcion derivable en (a, b)

- sif’<0en (a, b) > fdecrece en (a, b) y si f >0 en (a, b)— f crece

en (a, b)

- si f’ es creciente en (a, b) > f es convexa en (a, b) y si f’ es

decreciente en (a, b) — fes concava en (a, b)
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- operador derivada: si f’ es una recta entonces f es una parabola.

La funcién f que pide el enunciado es una parabola, puesto que f ° es
una recta. Los valores a y b del enunciado, no son valores fijos, son
parametros, por tanto, los puntos (a,0) y (0,b) se pueden mover a lo largo de

los ejes , y esto influira en la forma de la funcién.
Distinguimos cuatro casos:

- Casol:a>0yhb>0

b F‘ /f\\\lf‘

a.\ a‘f\

en este caso,
f’ es decreciente en R — f es concava en R
f’ es positiva en ( -o0, @) — f crece en este intervalo
f’ es negativa en (a, +o0) — f decrece en este intervalo

f’(a) =0 y en x =a f pasa de ser creciente a ser decreciente — X =a
maximo

- Caso2:a>0yb<0

A\

en este caso,

114



3. Disefio de la investigacion Gloria M? Sénchez - Matamoros Garcia

f’ es creciente en R — f es convexa en R
f’ es negativa en ( -0, a) — f decrece en este intervalo
f’ es positiva en (a, +oo) — f crece en este intervalo

f’(a) =0 y en x =a f pasa de ser decreciente a ser creciente — X =a
minimo

- Caso3:a<0yhb>0

/s \/
|
en este caso,
f’ es creciente en R — f es convexa en R
f’ es negativa en ( -0, a) — f decrece en este intervalo

f’ es positiva en (a, +oo) — f crece en este intervalo

f’(a) =0 y en x =a f pasa de ser decreciente a ser creciente — X =a
minimo

- Caso4:a<0yb<0

;
e -

X N

en este caso,
f’ es decreciente en R — f es concava en R

f’ es positiva en ( -o0, @) — f crece en este intervalo
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f’ es negativa en (a, +oo) — f decrece en este intervalo

f’(a) =0 y en x =a f pasa de ser creciente a ser decreciente — X =a

maximo

Esta tarea permite establecer relaciones (“y légica™) entre elementos
matematicos graficos y/o analiticos, lo que pondra de manifiesto posibles
esbozos de sintesis en los modos analitico y grafico. Ademas, el hecho de que
la tarea presente dos parametros a y b, nos permite determinar mediante la
entrevista si el estudiante es capaz de establecer relaciones (“y légica™) entre

elementos matematicos analiticos y/o gréaficos variando estos parametros.

TAREA 3

/233 +2x+a x<1
Sea f(x) =7

[bx?+1 x>1

Calcular ay b para que f sea derivable en x =1

(A) En esta tarea se da una funcion definida a trozos dependiente de dos
parametro a y b, y se piden los valores de esos parametros para que f sea
derivable. Su objetivo es movilizar los significados vinculados a la expresion
analitica de la derivada como limite del cociente incremental, viendo la
existencia e igualdad de los limites laterales del cociente incremental en x =1
para que f sea derivable en x =1 (continuidad de f’ en x =1) y se pone de
manifiesto tener construida la nocion de la derivada en un punto como el

limite del cociente incremental mediante la igualdad:
lim [f(a+h) -f(a)]/ h cuando h—0 = lim f ’(x) (cuando x — a)

(B) Un proceso de resolucion permite usar el elemento matematico analitico

puntual:

- f’(a) =1lim [f(ath) -f(a)]/ h cuando h—0
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y el elemento matematico analitico global:
- fderivable — f continua

mediante la relacién del contrarreciproco:
- fno continua — f no derivable

Las relaciones logicas (contrarreciproco e “y logica”) entre los
elementos matematicos utilizados puede llevarnos a la resolucién de la tarea,
poniéndose de manifiesto como se va produciendo el desarrollo del esquema a
través del uso y variedad en las relaciones l6gicas que se establecen entre los

elementos matematicos utilizados.

Al estar f (x) formada por polinomios, que son derivables en los
intervalos de definicion, solo tenemos que ver qué sucede en x =1, donde f(x)
sera derivable si la derivada por la derecha coincide con la derivada por la
izquierda. Podemos entender que el resolutor se apoya en haber construido la
nocién de derivada en un punto como el limite del cociente incremental (en
forma de proceso-paso al limite), en la expresion obtenida al aplicar las reglas
de derivacién a la funcion f (siempre que mediante la entrevista podamos

corroborarlo).

De esta manera, y desde un punto de vista operativo, por ejemplo el

limite del cociente incremental por la izquierda (y por la derecha)
Lim [f(1-h) - f(1)]/h (cuando h — 17)

se traduce en calcular la continuidad de f’ en x =1

Lim(6 x* + 2) (cuando x —1") que es igual a lim f *(x) cuando x—1"

Por tanto, en la resolucion de la tarea, se empieza viendo bajo que condiciones

f es continua en x =1:

f continua en x =1 sii lim f(x) cuando x — 1 es igual que lim f(x)

cuando Xx—1" sii 4+ a="b + 1 sii a=b-3
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y a continuacion una vez obtenida la expresion de f ’(x), vemos bajo que

condiciones es derivable en x =1 (continuidad de f ’en x =1):
[6x2+2 x<1
f(x)=1
l2bx  x>1
£°(1)= Lim(6 x* + 2) (cuando x —1")=8
f°(17)= Lim(2bx) (cuando x —1")=2b
£’ continua en x =1 sii £ (17)=f(1") sii 8= 2b sii b =4
y como por la condicion de continuidad de f: a=b-3 > a=1

En esta tarea, el estudiante puede poner de manifiesto que tiene
construido el significado de derivada en un punto como limite del cociente
incremental, y no lo tiene s6lo como algo “memorizado” de la instruccidon

previa.

TAREA 4

Dada la gréfica de la funcion f, formada por las ramas de parabolas

-

\"P‘“‘ 4+ N

Wf-meannis seasfeaye

»
“
H
."‘
at <
H
|

1 A-rj

a)Obtener los valores de  °(3), f '(7), f '(10), f ’(14) y f ’(15). Explicando

como los obtienes.

b)Realiza un esbozo de la grdfica de f . Explica como lo has obtenido.

(A) Esta tarea consta de dos partes centradas una en el comportamiento local y

otra en el comportamiento global de la funcion. Su objetivo es:
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* En la primera parte los diferentes puntos en los se pide el valor de f’
a partir del gréafico de f, ejemplifican diferentes tipos de comportamientos de

la funcion:

un maximo (con concavidad hacia abajo) en x =7
- una discontinuidad de salto con f definida en un extremo en x =10

- un maximo en forma de pico y con concavidad hacia arriba a la derecha
e izquierda del punto (otro tipo de pico hubiera sido con un cambio de

concavidad a la derecha e izquierda del punto) en x =14 (punto cuspide)
- una discontinuidad esencial.

El tipo de informacién que hay que obtener de la grafica de f esta
vinculada a la "razon de cambio™ (perspectiva analitica de la grafica) o a la
pendiente de la recta tangente a un punto de la gréafica de f (perspectiva

geométrica).

* La segunda parte de la tarea, que implica el esbozo de la grafica de f’
a partir del grafico de f, permite usar elementos matematicos analiticos y/o
graficos globales procedentes de los elementos matematicos que conllevan
implicaciones contrarias a los que se usaron en la tarea 2 (en la que se nos
daba la funcion derivada y se nos pedia el esbozo de la grafica de f). En cierta
medida, esta segunda parte de la tarea 4 deberd aportar informacion
complementaria a la obtenida en al tarea 2, en el sentido de que los elementos
matematicos utilizados por los estudiantes en ambas tareas nos permitiran
saber si establecen relaciones ldgicas (equivalencias ldgicas) entre elementos

matematicos.

Al igual que en la primera parte de la tarea el tipo de informacion que
hay que obtener de la grafica de f estd vinculada a la "razén de cambio”
(perspectiva analitica de la grafica) o a la pendiente de la recta tangente a un
punto de la grafica de f (perspectiva geométrica).

Los diferentes "tipos"” de puntos que aparecen en la grafica (entendidos
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como diferentes comportamientos de la grafica de la funcion en esos puntos)
analizados en la primera parte de la tarea pueden permitir la aproximacion al
proceso de resolucion de la segunda parte de la tarea mostrando los elementos
matematicos utilizados y sus relaciones logicas: contrarreciproco, “y

logica”.

(B) Un proceso de resolucion permite usar relaciones logicas
(contrarreciproco) mediante el uso de los elementos matematicos grafico y

analiticos puntuales:
- f’ (a) = pendiente de la recta tangente a f en x =a
- X =amaximo — f’(a)=0
- fderivable en x =a— f continua en x =a

(contrarreciproco: si f no es continua en x =a — f no es derivable en

X=a)

- el valor de la funcion derivada de f en un punto [f ’(a)] es el limite del
cociente incrementar en ese punto: lim [f(a +h) - f{a )]/ h cuando h —0,

y como consecuencia la igualdad de los limites laterales.
y los elementos matematicos analiticos globales:

- sea f derivable en (a, b) si fcreceen (a, b)) > f’>0yen (a, b), ysif

decrece en (a, b) > f’<0en (a, b)

- sea f derivable en (a, b) si f concava — f ’ decrece en (a, b), y si f

convexaen (a, b) » f’ creceen (a, b)
- operador derivada: f parabola — f’ recta
Veamoslo en los dos apartados:

a) - la pendiente de la recta tangente a un funcion en un punto a [y= mx+b]

es la derivada de f en ese punto f’(a) =m . Lo que implica

o que f’(3)=1, la grafica de f’ pasa por el punto (3,1)
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b) -

si la funcidn tiene un maximo local implica que la pendiente de la recta
tangente pasa de positiva a negativa por lo que valdra cero en el
maximo, lo que implica que la grafica de f * cortara al eje OX (f ’tiene

un cero en x =7)

si la funcién tiene una discontinuidad de salto, no es derivable (ya que
si fuera derivable implicaria que es continua). El uso de esta idea
implica pues el uso de la equivalencia de "f derivable implica f
continua" y la negacién de la implicacion (f no continua implica f no
derivable). EIl que f no sea derivable implica que no existe la gréfica.
En el punto x = 10, a la izquierda del punto la pendiente de la recta
tangente es negativa y la concavidad de f es hacia abajo; y a la derecha
del punto la pendiente es positiva y la concavidad es para arriba. Esto
implica que la grafica de f* en x=10 tendra también una discontinuidad

que hace cambiar de signo a la grafica ( de negativo a positivo).

Ademas, el punto (10, a) en la grafica de f > vendra dado por la
"cantidad de concavidad" hacia arriba de f en x = 10. Si la rama de la
parabola a la derecha de x=10 podemos considerar que es el minimo de
la parabola, entonces el punto de arranque de la grafica £’ en x =10 (es
decir el valor de f ’(10) ) serd tendiendo a cero (tomando el valor de

cero en el limite del cociente incremental por la derecha)

en x= 14 gréfica de f tiene un pico (un maximo) sin cambio de
concavidad eso implica que x = 14 la grafica de f’ tiene un cambio de
signo (de positivo a negativo )pero no existe ya que los limites laterales

del cociente incrementar de f son diferentes.

el que la grafica de f este formada por ramas de parabolas indica que la

grafica de f ’ son trozos de recta.

Esto puede implicar poner en relacién la idea de que la pardbola es de la

forma f(x)=ax’+bx+c, y por tanto la funcién derivada (aplicando las
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reglas de derivacion) es f ’(x)=2ax+b, con la idea de que las graficas de

las funciones del tipo 2ax+b son rectas

- que la funcidn f sea concava en el intervalo (0,7) implica que la funcion

derivada seré decreciente en (0,7)
- en el intervalo (7,10) la f ’es decreciente.

- en el intervalo (7,14) al ser la grafica de f creciente sabemos que la
grafica de f ° es positiva y como la concavidad de f es hacia arriba

entonces sabemos que la grafica de f’ es creciente
[si f es creciente implica f *>0]

[si f es convexa implica f ’ creciente; si f es concava implica f °

decreciente]

En esta tarea se pone de manifiesto el uso de varias relaciones ldgicas:
“y loégica”, contrarreciproco, e incluso equivalencia légica. Esta ultima

podemos detectarla en el uso del elemento matematico analitico global:
sea f derivable en (a, b), si f es creciente en (a, b) - £ >0 en (a, b),

teniendo en cuenta que en la tarea 1 pudo hacer uso de la implicacidn

contraria:
si f >0 en (a, b) — fes creciente en (a, b),

el estudiante puede hacer uso de estos elementos matematicos como una

relacion de equivalencia ldgica:
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sea f derivable en (a, b), f es creciente en (a, b) <>f >0 en (a, b).

Lo mismo sucederia con los elementos matematicos que relacionan la
concavidad de f y el signo de f *’. Esta tarea podrd poner de manifiesto
posibles esbozos de sintesis entre los modos analitico y grafico al poder
establecer relaciones logicas (“y légica”) entre elementos matematicos

analiticos y gréficos.

TAREAS

Dada la funcion f(x)=(x-1)(x-2)(x-3). Encontrar un punto, entre dos valores
que tengan la misma imagen, en el que la recta tangente sea paralela al eje

X.

(A) El objetivo de esta tarea es usar los elementos matematicos graficos de la
nocion de derivada como pendiente de la recta tangente a la funcién
(interpretacion geometrica). Al igual que la tarea 3 exige en su resolucion
tener la nocion de derivada como limite del cociente incremental (expresion
analitica), en esta tarea es necesario tener la nocion de derivada en su

interpretacion geomeétrica.

(B) Un proceso de resolucion permite usar el elemento matematico grafico

puntual:
- f’(a) = pendiente de la recta tangente a fen x =a
y el elemento matematico analitico global:

- operador derivada: si f(x) es una funcion polinomica de grado 3— f’(x)

serd una funcion polindémica de grado 2.

La relacion ldogica (“y légica”) entre los elementos matematicos

mencionados nos lleva a la resolucién de la tarea, ya que:

f(x) = (x-1)(x-2)(x-3) es una funcion que verifica que: f(1) = f(2) =f(3) =0
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Ademas, f es continua y derivable en R, por ser una funcion
polindmica. Luego existe f ’(x) y por el operador derivada sera una funcion

polinémica de grado 2, luego existiran dos puntos en los que f’(x) =0:
f(X) = (x-1)(x-2)(x-3) = x> —6x*+11x-6
f’(x) = 3x>-12x+11
£°(x) = 0 > 3x%12x+11 =0 > x;= (6-V3)/3 € (1,2)
6 X,= (6+V3)/3 € (2, 3)

Esto quiere decir que existe un punto en el intervalo (1, 2) y otro punto en el

intervalo (2, 3) que verifican las condiciones del enunciado de la tarea.

Esta tarea puede ponerse de manifiesto esbozo de sintesis de los modos
analitico y grafico, si en su proceso de resolucion se hace uso de la “y logica”
entre elementos matematicos grafico y analitico. El estudiante necesita hacer
uso del elemento matematico grafico de la nocion de derivada (interpretacion

geométrica de la derivada) en la resolucion de la tarea.

TAREA 6

A)De una cierta funcion f conocemos algunos valores dados en la siguiente

X 0.9 0.99 0.999 09999 0.99999 |1 1.00001 |1.0001 [1.001 1.01 1.1

fix) 2.1 -2.01 -2,001  [-2.0001 |-2.00001|-2 -2.00002 {-2.0002 |-2.002 |-2.02 -2.2

X 1.9 1.99 1.999 1.9999 1.99999 |2 12.00001 |2.0001 2.001 2.01 Z.i |
f{x) 3.61 3.9601 |3.996001 {3.99960001 |3.99996 (4 |4.00004 {4.00040001 [4.004001 4.0401 |4.41

tabla:
a) Usa esta tabla para aproximar el valor de la derivada de fen  x =2.

b) A partir de la informacion que te da esta tabla, ¢crees que f(x) es

derivable en x =1?
B)Supdn que f es una funcion para la que lim (f(x)-f(2))/(x-2) cuando(x —2) es

igual a 0. ¢(Cudles de las siguientes afirmaciones tienen que ser verdaderas,

cuales pueden ser verdaderas y cuales son obligatoriamente falsas?
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1. f°(2)=2 2.12) =0 3. lim f(x) cuando (x —2) igual a f(2)

4. fescontinuaenx=0 5. fes continua en x =2.

El apartado A) es la misma tarea analizada como tarea 4 del cuestionario de 1°

Bachillerato, por lo que nos centramos en el apartado B).

(A) El objetivo de la segunda parte de la tarea, independiente de la primera
parte de la misma, es usar los elementos matematicos de la nocion de derivada

en un punto como limite del cociente incremental.

(B) Un proceso de resolucion del apartado B) permite usar los elementos

matematicos analiticos puntuales:

- derivada en un punto como limite del cociente incremental (expresion

analitica de la derivada)
- fderivable en x =a — f continua en x =a.
Por la expresion analitica de la derivada en un punto sabemos que:
£(2) = lim (f(x)-f(2))/(x-2) cuando (x —2)

Luego si en el enunciado de la tarea figura que lim (f(x)-f(2))/(x-2)
cuando (x —2) es igual a cero, esto quiere decir que f ’(2) =0, y por tanto f es

continua en x =2, al ser derivable en x=2. Luego lim f(x) = f(2) cuando (x—2)
Respecto a las afirmaciones dadas tendremos que:

1. £°(2)=2 — FALSA pues f’(2) =0

2. f(2) =0 — puede ser verdadera, no nos dicen nada

3. lim f(x) cuando (x —2) igual a f(2) - VERDADERA, ya

que f derivable en x =2 — f continua en x =2

4. f es continua en x =0 —puede ser verdadera, no nos dicen

nada

5. fescontinuaen x =2 > VERDADERA
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En la primera parte de la tarea, el hecho de que el estudiante sea capaz
de decidir si la funcion es derivable 0 no en x =2 y x =1, pone de manifiesto
que tiene construido el significado de derivada en un punto como limite del
cociente incremental, y no lo tiene sélo como algo “memorizado” de la

instruccion previa.

En esta segunda parte de la tarea es necesario al menos identificar el
limite del cociente incremental con la derivada en un punto para poder

resolverla.

TAREA 7

Esboza la grafica de una funcion que satisface las condiciones siguientes:
- f es continua -1(2) =0 -f°3)=f"(5)=0

-limf (x) = -4 -limf(x) =- o

X—- o0 X— 8

- (x) <0 cuando 5 <x <8 - ’(x) >0 cuando x<5

- 7(x) <0 cuando 3<x<8 - (x) >0 cuando x<3

(A) En esta tarea se proporciona informacion sobre f’ y f *° y se pide el
esbozo del grafico de f. Su objetivo es usar los elementos matematicos
analiticos puntuales y globales que vinculan el signo de f ’ al crecimiento de f,
el signo de f >’ a la concavidad de f, y los puntos en los que f’ es igual a 0 a

los extremos y puntos de inflexion de f.

(B) Un proceso de resolucion permite usar el elemento matematico analitico

puntual:

- f’(a) =0 — x =a m&ximo, minimo o punto de inflexién
y los elementos matematicos analiticos globales:

- sif’>0 —>fcrece y si f ’<0 —f decrece

- sif”’>0 — fconvexau, ysif” <0 —»fconcava N
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Las relaciones logicas (“y logica”) entre estos elementos matematicos
analiticos puntuales y globales para tomar decisiones permite una

aproximacion al proceso de resolucion:

- que la funcion en x =2 valga cero nos indica que la grafica de f corta al
eje OX

- que la primera derivada sea cero en 3, y 5 puede indicamos que la

funcion tiene un extremo relativo o un punto de inflexion

- que la funcién tienda a - 4 cuando la x tiende a - « indica que la gréafica

tiene una asintota eny =-4

- que la funcion tienda a - oo cuando x tiende a 8 indica que hay una

asintota en x=8, y que la grafica decrece al acercamos a x = 8.

Una consecuencia de esto es que la grafica parece que debe estar
definida en (-0, 8) ya que al ser continua en su dominio de definicion
(por los datos dados), no puede existir a la derecha de x =8 ya que si

existiera, al haber una asintota, habria una discontinuidad
- el signo de la primera derivada indica el tipo de crecimiento de la
grafica de f, asi
o como f ’ es negativa en (5, 8) entonces la grafica de f serd

decreciente en ese intervalo

o como f ’ es positiva en (-0,5) entonces la grafica de f serad

creciente en ese intervalo

- el signo de la segunda derivada nos indicara el tipo de concavidad de la

funcién. Asi,

o sl la segunda derivada es negativa en un intervalo, implica que la
primera derivada es decreciente, entonces la gréafica de f es
céncava

o sl la segunda derivada es positiva en un intervalo, implica que la
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primera derivada es creciente, entonces la gréafica de f es

convexa.
Con la informacidn anterior sabemos que:
f es concava en el intervalo (3, 8) , y f es convexa en el intervalo (-oo, 3)

Considerando todo de manera conjunta (relacion logica (“y logica”) entre

elementos matematicos analiticos puntuales y globales sabemos que:

a) en x =3 hay un punto de inflexién al cambiar la concavidad, por lo
que la f ’derivada cambia de signo en ese punto por lo que debe ser

cero ya que sabemos que existe por los datos del problema.

b) en x =5 hay un maximo local al ser un extremo relativo y ser la
grafica de f en (3,8) y f cdncava hacia abajo pasa de crecer a decrecer

en ese punto.

Con todo estos datos se puede esbozar la siguiente grafica que
exceptuando en el punto x = 2 que sabemos que corta al eje OX su dibujo
puede estar trasladado sobre el eje OY ya que la informacion que se utiliza (a
excepcion del corte al eje OX en x =2) procede del comportamiento de las
derivadas, y por tanto siempre puede existir una constante en el

desplazamiento de la gréafica sobre el eje OY.

En esta tarea las relaciones logicas (“y logica”) entre elementos
matematicos analiticos puntuales y globales permite resolver la tarea. El
establecimiento de estas relaciones es lo que permite determinar el nivel del

desarrollo del esquema de derivada en el que se encuentra el estudiante.
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Ademas esta tarea permite hacer uso al estudiante de elementos matematicos

en los que estan implicados f .

En el cuadro 3.7. mostramos el objetivo de cada una de las tareas, asi
como los modos de representacion utilizados tanto en la presentacion como en

sus posibles procesos de resolucion:
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TAREA

MODOS DE
REPRESENTACION

OBJETIVOS

T1

GRAFICO Y/O
ANALITICO

- Identificar como los estudiantes establecen relaciones légicas
(“y légica”) entre elementos matematicos analiticos y/o graficos,
puntuales y /o globales

- Determinar el nivel de sintesis entre los modos de
representacion (analitico y grafico)

T2

ANALITICO Y/O
GRAFICO

- Identificar como los estudiantes establecen relaciones légicas
(“y légica”) entre elementos matematicos analiticos y/o graficos,
puntuales y /o globales

- Determinar el nivel de sintesis entre los modos de
representacion (analitico y grafico)

T3

ANALITICO

- Identificar como los estudiantes tienen construido el significado
de derivada en un punto como limite del cociente incremental, y
que no lo tiene s6lo como algo “memorizado” de la instruccion
previa, a través del uso del elemento matematico analitico de la
nocioén de derivada.

T4

ANALITICO Y
GRAFICO

-Determinar el nivel en que los estudiantes establecen relaciones
I6gicas (“y logica”, contrarreciproco, equivalencias Idgicas)
entre elementos matematicos analiticos y/o graficos, puntuales y
/o globales

- Determinar el nivel de sintesis entre los modos de
representacion (analitico y gréafico)

TS5

ANALITICO Y
GRAFICO

- Identificar como los estudiantes establecen relaciones logicas
(“y logica™) entre elementos matematicos analiticos y/o graficos,
puntuales y /o globales. Siendo necesario usar el elemento
matematico grafico de la nocién de derivada (interpretacion
geomeétrica)

- ldentificar el nivel de sintesis entre los modos de
representacion (analitico y gréafico)

T6

ANALITICO

- ldentificar como el estudiante tiene construido el significado de
derivada en un punto como limite del cociente incremental, y
que no lo tiene sélo como algo “memorizado” de la instruccion
previa, a través de una aproximacion por tablas de valores
(proceso).

T7

ANALITICO

- Determinar el nivel en el que los estudiantes establecen
relaciones logicas (“y logica”) entre elementos matematicos
analiticos puntuales y /o globales.

- Identificar caracteristicas del uso de elementos matematicos
vinculados a £’

- Determinar el nivel de sintesis entre los modos de
representacion (analitico y gréfico)

Cuadro 3.7. Objetivos de las tareas del cuestionario de 2° Bachillerato
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3.2.2.3. Cuestionario 1° Licenciatura de Matematicas

La seleccion de las tareas de este cuestionario se hizo teniendo en
cuenta que iba destinado a estudiantes de primer curso de la Universidad
(Facultad de Matematicas) después de que hubieran cursado la asignatura de
Elementos de Analisis Matematico con contenidos del concepto de Derivada.
(Ver capitulo 1, p.20)

El cuestionario se disefidé con cuatro tareas dos dadas en modo gréfico

(tarea 1y tarea 3) y dos dadas en modo analitico (tarea 2 y tarea 4).

La tarea 1 proporciona el grafico de f’ y pide el esbozo del grafico de f,
la grafica de f’ de esta tarea muestra en su grafico cambios de signo, cambios
de crecimiento, puntos de corte con el eje X, puntos de tangencia horizontal y
un punto anguloso (puntos tratados por Baker et al. 2000), todo ello conlleva
que para eshozar el grafico de f es necesario establecer relaciones logicas entre

elementos matematicos analiticos y/o graficos puntuales y /o globales.

La tarea 2 es comun con la tarea 3 del cuestionario de 2° de
Bachillerato, y la tarea 3 es comun con la tarea 4 del cuestionario de 2° de
Bachillerato. En cierta medida, la segunda parte de la tarea 3 debera aportar
informacion complementaria a la obtenida en al tarea 1 ya que permite usar
elementos matematicos analiticos y/o graficos globales procedentes de las
relaciones inversas de los que se pueden usar en la tarea 1, y en este sentido
nos permitird saber si el estudiante es capaz de establecer equivalencias

I6gicas entre los elementos matematicos que utiliza.

La tarea 4, a partir de condiciones analiticas sobre f * y f *’ pide el
esbozo del grafico de f, para resolverla es necesario establecer relaciones
l6gicas (“y légica”) entre f’ y f, y entre f *” y f utilizando los elementos
matematicos analiticos puntuales y globales necesarios para ello, en el esbozo
del grafico de f aparece un punto anguloso o punto cuspide siendo el

tratamiento de este punto lo que proporciona mayor dificultad a la tarea (Baker
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et al. 2000).

El cuestionario de 1° de Licenciatura de Matematicas consta de las siguientes
tareas:

CUESTIONARIO 1° Licenciatura de Matematicas

TAREA 1
La figura muestra la grdfica de la derivada de f°, esboza las posibles graficas de f.

TAREA 2

/23 +2x +a x<1
Seaf(x)= 7
[bX*+1  x21
Calcular ay b para que f sea derivable en x =1
TAREA 3
Dada la gréfica de la funcion f, formada por las ramas de parabolas

a) Obtener los valores de f°(3), £ (7), f '(10), f ’(14) y f ’(15). Explicando
como los obtienes.

b) Realiza un esbozo de la grdfica de . Explica como lo has obtenido.
TAREA 4

Esboza la grafica de una funcién que satisface las condiciones siguientes:
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- f es continua -f(-1) =0 -f(D)=f"3)=f"(5)=0 -limf(x)=- o
- lim f(x) = - X—- o0
X— -2

-f’(x) <0 cuando 1 <x <5 y cuando x>7 - f’(x) >0 cuando -2<x<1y cuando
5<x<7

- f’(x) <0 cuando -2<x<3 - ’(x) >0 cuando 3<x<7y cuando x> T

Una vez descrito el cuestionario pasamos a analizar las tareas una a una

atendiendo a :
(A) los objetivos que se quieren alcanzar con ella'y
(B) unaaproximacion a un posible proceso de resolucion de la misma

TAREA 1

La figura muestra la grafica de la derivada de [, esboza las posibles graficas
de f.

(A) El objetivo de esta tarea es similar al de la tarea 2 del cuestionario de 2° de
Bachillerato, la diferencia entre estas dos tareas es la complejidad de la grafica
de f’, ya que mientras que en el cuestionario de 2° de Bachillerato haciamos
referencia a una funcion derivada cuya grafica es una recta, en la tarea del
cuestionario de Facultad la grafica de f ° muestra en su grafico cambios de
signo, cambios de crecimiento, puntos de corte con el eje X, puntos de
tangencia horizontal y un punto anguloso (puntos tratados por Baker et al.
2000), todo ello conlleva que para esbozar el grafico de f es necesario
establecer relaciones logicas (“y légica”) entre elementos matematicos

analiticos y/o graficos globales que vinculen el crecimiento de f * a la
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convexidad de f, el signo de f ’ al crecimiento de f y elementos matematicos
analiticos y/o graficos puntuales y globales vinculando f’ a extremos y puntos

de inflexion de f.

Una aproximacion al proceso de resolucion se puede hacer desde el
modo gréfico, a través de los elementos matematicos graficos de nocion de
derivada como pendiente de la recta tangente a la grafica, o desde el modo
analitico a través de los elementos matematicos analiticos puntuales y globales
vinculados al crecimiento y a la concavidad. En ambos casos y para llegar al
grafico de f es necesario considerar f ° como funcion y (f )’ como su derivada,
al menos puntualmente, obteniendo asi informacion sobre f *” desde el grafico
de f ’. Esta relacion aunque se podia utilizar en la tarea propuesta en el
cuestionario de 2° de Bachillerato, no era necesaria para la resolucion correcta
de la tarea, sin embargo en esta tarea propuesta para los estudiantes de 1° de la
licenciatura de Matematicas sin el uso de estas relaciones el esbozo del grafico

de f no es posible.

(B) Un proceso de resolucion permite usar los elementos matematicos

analiticos puntuales:
- f’(a) =0 — x =a maximo, minimo o punto de inflexion de f

- si f 7’ tiene signos diferentes a la izquierda y a la derecha de x =a —

x=a es punto de inflexion de f
y los elementos matematicos analiticos globales:
- sif’>0 —>fcrece y si f ’<0 —f decrece

- si f 7 crece (f ’>0) — f convexa U , y si f ’* decrece (f >* <0) —f

concava N

De todos estos elementos matematicos, la relacion logica “y légica”
entre los dos elementos analiticos globales uno vinculado al signo de la

funcion derivada y otro vinculado al crecimiento / decrecimiento de la funcion
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derivada, pueden llevarnos a la resolucion de la tarea.
A.f'>0 — fcreciente (f' <0 — f decreciente)

B. si ' es creciente entonces f es convexa w (si f ' es decreciente

entonces f es concava M)

La relacion logica (“y logica”) entre estos dos elementos matematicos
permite “leer” la grafica propuesta f ° para obtener informacion sobre la

grafica de f.

Desde la grafica dada en la tarea 1, y utilizando el elemento matemaético

A sabemos que:

- en (-infinito, 1); (3, + infinito) la f ' es positiva luego f debe ser

creciente,
-en (1, 3) laf' es negativa luego f es decreciente.

De ahi sabemos que en x = 1 (donde f ’(1) =0) hay un méximo local (la
funcion f pasa de crecer a decrecer), y en x =3 ,(donde f ’(3) =0) hay un

minimo local (porque f pasa de decrecer a crecer).

Utilizando el elemento matematico B en cada uno de estos intervalos
nos indica que el cambio de crecimiento de f * nos va a dar un cambio de

concavidad de la f.

Asi, en (-infinito, 1) no hay cambio de crecimiento, luego no hay
cambio de concavidad de f. Como f’ es decreciente, f es concava M. En (1,3)

hay cambios de crecimiento de f’ por lo que hay cambios de concavidad.

Pero, como sabemos que en este intervalo f siempre es decreciente, el
cambio de concavidad implica un punto de inflexion. Luego en (1, 3) cada

cambio de crecimiento de f’ nos da un cambio de concavidad.

- (1, 3/2) £’ es decreciente luego f es concava luego en x=1 hay un

maximo local.
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- (3/2,2) f’ es creciente luego f es convexa.
- (2, 5/2) £’ es decreciente, luego f es concava.
- (512, 3) f’ es creciente, luego f es convexa.

En (3 , + infinito) hay cambios de crecimiento de f * por lo que hay

cambios de concavidad de f.
- (3, 7/2) £’ es creciente, luego f es convexa.
- (7/2,4) f’ es decreciente, luego f es concava.

- (4, +infinito) f’ es creciente, luego f es convexa.

Esta tarea puede ser resuelta a traves del establecimiento de relaciones
l6gicas (“y logica”) entre elementos matematicos analiticos y/o gréaficos,
puntuales y/o globales. Permite poner de manifiesto esbozos de sintesis entre
los modos analitico y grafico a través de la relacion (“y légica”) entre
elementos matematicos analiticos y graficos. Para llegar al grafico de f es
necesario considerar f ° como funcién y (f )’ como su derivada, al menos
puntualmente, obteniendo asi informacioén sobre f >’ desde el grafico de f°,
esto puede ser una manifestacion de que el alumno tenga tematizado el

esquema de derivada.
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TAREA 2

/23 +2x +a x<1
Seaf(x)= 7
[bx?+1 x>1
Calcular ay b para que f sea derivable en x =1

es la misma tarea analizada como tarea 3 del cuestionario de 2° Bachillerato,

mirar pagina 116.

TAREA 3

Dada la gréfica de la funcion f, formada por las ramas de parabolas

.\“'!"“‘ 4o

1 é&j

a)Obtener los valores de  °(3), f °(7), f '(10), f '(14) y f ’(15). Explicando

como los obtienes.

b)Realiza un esbozo de la grdfica de . Explica como lo has obtenido.

es la misma tarea analizada como tarea 4 del cuestionario de 2° Bachillerato,

mirar pagina 118.

TAREA 4

Esboza la grafica de una funcion que satisface las condiciones siguientes:
- f es continua -f(-1) =0 -f£(D)=f"3)=f"(5)=0 -limf(x)=-

X— - 0
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-limf(x) =-
X— -2

-f(x) <0 cuando 1 <x <5y cuando x>7 - f ’(x) >0 cuando -2<x<1 y cuando
o<x<’

-f’(x) <0 cuando -2<xX<3 -f"’(x) >0 cuando 3<x<7y cuando x> 7

(A) En esta tarea a partir de condiciones analiticas sobre f’ y f’’ se pide el
esbozo del gréfico de f. Su objetivo es similar al de la tarea 7 del cuestionario
de 2° de Bachillerato, establecer relaciones logicas (“y légica”) entre
elementos matematicos analiticos puntuales y globales relacionados con el
crecimiento de f, y con la concavidad de f. La diferencia entre ellas es que en
la tarea del cuestionario de 2° de Bachillerato las relaciones logicas (“y
logica™) entre elementos matematicos analiticos puntuales y globales solo
aparecian en un extremo y un punto de inflexion, en la tarea 4 aparece ademas
un punto anguloso o punto cuspide, siendo el tratamiento de este punto lo que

proporciona mayor dificultad (Baker et al. 2000).

Por otro lado, en la tarea 1 del cuestionario de 1° Licenciatura de
Matematicas que estamos analizando, también se pedia el esbozo de la grafica
de f, pero mientras que en dicha tarea venia dada en modo grafico (pues en el
enunciado figuraba la grafica de f ’), la tarea 4 viene dada en modo analitico
pues se pide el esbozo del grafico de f a partir de condiciones analiticas de f’
yf.

(B) Un proceso de resolucién permite usar los elementos matematicos

analiticos puntuales:
- f’(a) =0 —» x =a méximo, minimo o punto de inflexion de f

- si f 77 tiene signos diferentes a la izquierda y a la derecha de x =a

(cambio de concavidad en x =a) — x =a es punto de inflexion de f
y los elementos matematicos analiticos globales:

- sif’>0en (a, b) >f crece en (a, b), y si f ’<0 en (a, b) —f decrece en
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(a, b)

- sif””>0en (a, b) > f convexa u en (a, b), ysi f’’ <0 en (a, b) >f

concava N en (a, b)

La informacion que proporciona este problema permite usar elementos
matematicos analiticos puntuales y globales, pero también la necesidad de
establecer relaciones logicas (“y légica”) entre ellos para tomar decisiones.
Asi a través de la informacidn proporcionada por las condiciones analiticas del

enunciado de la tarea, sabemos:
- que la funcion en x =-1 valga cero nos indica que la gréfica de f corta al
eje OX
- que la primera derivada sea cero en 1,3, y 5 puede indicamos que la

funcion tiene un extremo relativo o un punto de inflexion

- que la funcién tienda a - c cuando la x tiende a + o« indica que la

grafica decrecerd a medida que la x crezca

- que la funcion tienda a - oo cuando x tiende a -2 indica que hay una

asintota en x=-2, Y que la grafica decrece al acercamos a x = -2.

Una consecuencia de esto es que la grafica parece que debe estar
definida en (-2,+o) ya que al ser continua en su dominio de definicion
(por los datos dados), no puede existir a la izquierda de x = -2 ya que si

existiera, al haber una asintota, habria una discontinuidad

- que el signo de la primera derivada indica el tipo de crecimiento de la

grafica de f, asi

o como f’ es negativa en (1,5) y (7, +o0) entonces la gréfica de f

sera decreciente en esos intervalos

o como f’ es positiva en (-2,1) y (5,7) entonces la gréafica de f seré

creciente en esos intervalos
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- la informacion proporcionada por el signo de la segunda derivada nos

indicara el tipo de concavidad de la funcién. Asi,

o sl la segunda derivada es negativa en un intervalo, implica que la
primera derivada es decreciente, entonces la grafica de f es

concava

o i la segunda derivada es positiva en un intervalo, implica que la
primera derivada es creciente, entonces la grafica de f es

convexa.
Con los datos anteriores sabemos que:

f es concava en los intervalos (-2,3) , y T es convexa en los intervalos

(3,7) y (7, +x).

Considerando esta informacién de manera conjunta (estableciendo relacion “y

l6gica” entre elementos) sabemos que:

a) en x =3 hay un punto de inflexion al cambiar la concavidad, por lo que
la f ’derivada cambia de signo en ese punto por lo que debe ser cero ya

gue sabemos que existe por los datos del problema.

b) en x =1 hay un maximo local al ser un extremo relativo y ser la grafica

de f concava hacia abajo en (-2,3)

¢) en x =5 hay un minimo local al ser un extremo relativo y ser la grafica

de f concava hacia arriba en el intervalo (3,7)
d) en el punto x =7 tenemos que:
a. alaizquierda de 7 la funcion es creciente
b. aladerecha de 7 la funcion es decreciente

por lo tanto en x =7 debe existir un maximo local, ya que la funcion es

continua en su dominio de definicion. En el punto x = 7 tenemos que

a. alaizquierda de 7 la funcion es convexa
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b. aladerecha de 7 la funcidn es convexa

por lo que no hay cambio de concavidad. coordinando estas dos
informaciones del punto d. implica que en X = 7 hay un pico y por tanto

no es derivable.

[en x =7 hay un pico porque si no lo hubiera deberia haber un maximo
(normal) en el intervalo (5+x) lo que implicaria un cambio de
concavidad y no lo hay ya que en este intervalo se mantiene la

concavidad].

Con toda esta informacion se puede esbozar la siguiente grafica que
exceptuando en el punto x = -1 que sabemos que corta al eje OX su dibujo
puede estar trasladado sobre el eje OY ya que la informacion que se utiliza (a
excepcion del corte al eje OX en x =-1) procede del comportamiento de las
derivadas, y por tanto siempre puede existir una constante en el

desplazamiento de la gréafica sobre el eje OY.

A

En esta tarea es necesario establecer relaciones logicas (“y logica)

-z

entre elementos matematicos analiticos puntuales y globales en su proceso de
resolucion. El establecimiento de estas relaciones es lo que permite determinar
el nivel del desarrollo del esquema de derivada en el que se encuentra el
estudiante, poniéndose de manifiesto méas claramente con el establecimiento
de relaciones logicas (“y légica”) entre elementos matematicos analiticos
puntual y globales en la determinacion del punto cuspide. Ademas del uso por

parte del estudiante de elementos matematicos relacionados con f .

En el cuadro 3.8. mostramos el objetivo de cada una de las tareas, asi
como los modos de representacion utilizados tanto en la presentacion como en

sus posibles procesos de resolucion:
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TAREA

MODOS DE
REPRESENTACION

OBJETIVOS

T1

GRAFICO Y/O
ANALITICO

- lIdentificar como los estudiantes establecen relaciones
I6gicas (“y légica”) entre elementos matematicos analiticos

ylo gréaficos, puntuales y /o globales

- Determinar el nivel de sintesis entre los modos de

representacion (analitico y grafico)

- Identificar el uso de elementos matematicos graficos y/o
analiticos relacionados con f *’ (considerar f > como funcion

y £’ como su derivada, al menos con caracter putual)

T2

ANALITICO

- Poner de manifiesto que el estudiante tiene construido el
significado de derivada en un punto como limite del cociente
incremental, que no lo tiene s6lo como algo “memorizado”
de la instruccion pevia, a través del uso del elemento

matematico analitico de la nocién de derivada.

Nota.- es la tarea 3 del cuestionario de 2° Bachillerato

T3

ANALITICO Y
GRAFICO

- ldentificar como el estudiante establece relaciones Idgicas
(“y légica”, contrarreciproco, equivalencias logicas) entre
elementos matematicos analiticos y/o graficos, puntuales y

/o globales

- Determinar el nivel de sintesis entre los modos de

representacion (analitico y gréafico)

Nota.- es la tarea 4 del cuestionario de 2° Bachillerato

T4

ANALITICO

- ldentificar como el estudiante establece relaciones Idgicas
(“y légica”) entre elementos matematicos analiticos

puntuales y /o globales.

- ldentificar caracteristicas del uso de elementos

matematicos vinculados a £’

- Determinar el nivel de sintesis entre los modos de

representacion (analitico y gréfico)

Cuadro 3.8. Objetivos de las tareas del cuestionario de 1° Licenciatura
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3.2.3. Aplicacion de los instrumentos

3.2.3.1. Cuestionarios
Los cuestionarios disefiados se pasaron en el segundo y tercer trimestre

del curso 2001/02:

Cuestionarios realizados

1° Bachillerato: 50 | 2° Bachillerato: 50 | 1° Licenciatura de Matematicas: 50

Para la resolucion de las diferentes tareas del cuestionario los
estudiantes dispusieron de 60 minutos los alumnos de 1° de Bachillerato y de
90 minutos los alumnos de 2° de Bachillerato y de 1° de la Licenciatura de
Matematicas. En el caso de los estudiantes de Bachillerato, el investigador
previamente habia acordado el dia y la hora con los Directores, los Jefes de
Estudios y los profesores de los grupos de estudiantes de los Centros de
Educacion Secundaria que iban a participar en la investigacion, para los
estudiantes de 1° de Licenciatura de Matematicas se contacto directamente con
dos profesores que impartian clases en el segundo cuatrimestre del curso
2001/2002 y que entre ellos tenian a todo el alumnado que constituia 1° de
Licenciatura de Matematicas. En el primer cuatrimestre se imparte la
asignatura “Elementos de Analisis Matematico” con contenidos de la nocion
de Derivada, y para la investigacion era necesario que los alumnos ya hubieran
estudiado dicho tema. Los 50 alumnos de 1° de Licenciatura de Matematicas
que realizaron el cuestionario constituian todo el alumnado que asistia a clase
regularmente. Para la realizacion de los cuestionarios por parte de las distintas
poblaciones de alumnos (1° y 2° de Bachillerato, y 1° de Licenciatura de
Matematicas) fue necesario hacerlo en dos dias y en varias horas cada dia

para cada poblacion.

El formato de presentacion del cuestionario era el siguiente: en el

primer folio solo figuraban los datos del estudiante, y en los folios siguientes
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se presentaban las tareas que aparecian en hojas independientes divididos en

dos secciones (procedimiento de resolucidn y justifica tu respuesta)

3.2.3.2. Entrevistas

Las entrevistas realizadas en las diferentes poblaciones fueron
entrevistas semiestructuradas que aportaron a la investigacion informacion

sobre la construccion del esquema de Derivada.

En dias posteriores a la realizacidn de los cuestionarios por parte de los
estudiantes, se realizaban las entrevistas en relacion a la forma en la que
habian resuelto las diferentes tareas del cuestionario. En el caso de los
estudiantes de 1° de Bachillerato tuvieron una duracion de 20 a 30 minutos, y
en el caso de los estudiante de 2° de Bachillerato y 1° de Licenciatura de 30 a
45 minutos. En el disefio de la investigacion se contemplaba la posibilidad de
que no todos los estudiantes que habian realizado el cuestionario fueran
entrevistados debido al caracter voluntario de la misma. Ademas, previamente
a la realizacion de las entrevistas, el entrevistador examinaba las respuestas
dadas a las diferentes tareas por parte de los estudiantes, descartando los
cuestionarios entregados en blanco. En definitiva, se realizaron un total de 69
entrevistas semiestructuradas distribuidas de la siguiente manera en las

distintas poblaciones:

Entrevistas realizadas

1° Bachillerato: 20 | 2° Bachillerato: 20 | 1° Licenciatura de Matematicas: 29

En el caso de 1° y 2° de Bachillerato el entrevistador contd con la
autorizacion de la Jefatura de Estudios de los Centros de Educacion
Secundaria y de algunos profesores de diferentes asignaturas que daban
clases en los grupos de estudiantes que se iban a entrevistar (teniendo que ir
durante varios dias a los diferentes Centros). En el caso de 1° de la

Licenciatura concertandola directamente con el estudiante. Durante la
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realizacién de las mismas, el entrevistador iba grabandolas y tomando notas.

La distribucion temporal de los cuestionarios y entrevistas posteriores

fue la siguiente:

Distribucion temporal de cuestionarios/entrevistas

1° Bachillerato 2° Bachillerato 1° Licenciatura de Matematicas
Marzo/Abril 2002 Abril/Mayo 2002 Mayo/Junio 2002

Mostraremos a traves de distintos protocolos de diferentes cursos el
potencial de la entrevista para

- ampliar la informacion sobre como los estudiantes establecen

relaciones entre los elementos, y
- permitir hacer inferencias sobre el nivel de desarrollo del esquema,

estos aspectos se ponen de manifiesto en las tres muestras estudiadas (1°

Bachillerato, 2° Bachillerato y 1° Licenciatura)
Por ejemplo, C18-1B responde a la tarea 1:

Comprueba que la tasa de variacion media de f (x) = (x+3)/(x+2) en el
intervalo [1, 2] es la pendiente de la recta que pasa por los puntos P(1, f(1)) y
Q(2, f(2)). ¢Qué sucede con la tasa de variacion instantanea de f(x) en el
punto (1, f(1))? [TAREA 1- 1° Bachillerato]
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(C18-1B, Tarea 1)

En su resolucion hay que utilizar dos elementos matematicos analiticos
puntuales sobre el concepto de derivada. Tal como se presenta el enunciado de
esta tarea se puede resolver sin establecer relaciones entre los elementos
matematicos. La entrevista permitié obtener informacion sobre el nivel del
desarrollo del esquema de Derivada, cuando se le preguntaba al estudiante por
la relacion entre los elementos matematicos analiticos sobre la nocion de
derivada como limite del cociente incremental, que habia utilizado en la
resolucion de la tarea, y el elemento matematico grafico puntual sobre la
nocién de derivada en un punto como pendiente de la recta tangente a la
funcién en dicho punto. Asi en el protocolo de entrevista del cuestionario 18
de 1° Bachillerato:

E: calculas la tasa de variacion media por la definicion y compruebas

que coincide con la pendiente de la recta secante. ¢qué sucede con la
tasa de variacion instantanea?

[C18-1B escribe el limite cuando h tiende a 0 del cociente incremental]
E: ¢qué obtendrias?
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C18-1B: f~

E: ¢enx?

C18-1B: bueno si, sustituyendo x por 1

E: graficamente, ;como interpretarias f '(1)?

C18-1B: con la tangente,..... La derivada de una funcién en un punto
coincide con la recta tangente a la curva en ese punto.

(C18-1B, Tarea 1)

De esta manera, la entrevista nos ha permitido obtener informacion
sobre el nivel de comprensidn del estudiante.
Lo mismo sucede en la muestra de 2° Bachillerato. Asi, por ejemplo en

la tarea 2:

La grdfica correspondiente a la funcion [ ’(x) primera derivada de una cierta
funcion f(x) es una recta que pasa por los puntos (a,0) y (0,b). Esboza las
posibles graficas de f(x). [TAREA 2-2° Bachillerato]

En la entrevista se puede preguntar ;qué sucede si se fijaay se variab, o
si se fija b y se varia a?, ya que es la pendiente de la recta la que determina la
amplitud de la parabola, y la variacion del parametro b, va a determinar la
traslacion de la parabola en el eje OY. Ademas podemos fijarnos en qué
elementos matematicos del concepto de Derivada utiliza y qué relaciones

establece entre ellos el estudiante en la resolucién de la tarea.

Asi, si nos fijamos en el protocolo del cuestionario 5 de 2° Bachillerato, y
observamos la respuesta dada por estudiante en el cuestionario escrito a la

tarea 2:
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(C5-2B, Tarea 2)

no tendriamos informacion sobre que elementos de conocimiento ha utilizado
ni que relaciones entre ellos ha establecido el estudiante, es la entrevista en
este caso la que nos proporciona informacion sobre el nivel del desarrollo del
esquema de Derivada en el que se encuentra el estudiante, y ademéas nos
proporcionara alguna informacion sobre la influencia de la variacion de los

parametros a 'y b en la resolucion de la tarea:

E: ¢ puedes explicarme como has resuelto la tarea?

C5-2B: primero he sacado los posibles graficos de f que habia segun a
y b fuesen positivos o negativos. Y luego igual que antes, como estan
son las derivadas, se supone que cuando las derivadas pasan por cero,
hay un minimo o un maximo, entonces dependiendo, si la derivada esta
en positivo esta creciendo, y cuando pasa de positivo a negativo, esta
decreciendo, hay un maximo.

E: ¢usas el mismo tipo de razonamiento en todas?

C5-2B: si

(C5-2B, Tarea 2)

Cuando se le pregunta en la entrevista ¢qué sucede si fijamos un
parametro y variamos el otro?, comenta que uno influira en que la funcion

tendra las ramas mas o menos abiertas, y el otro en la traslacién de la funcion:
E: imaginate, en cualquiera de ellas, en la d) por ejemplo, que fijas el
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punto (0, b), y mueves (a, 0) a lo largo del eje ¢ qué sucederia?

C5-2B: no sé, si mueves este punto a lo mejor la funcion estd mas
abierta

E: ¢y si hacemos lo contrario, fijamos (a, 0) y movemos (0, b)?

C5-2B: es que te va a variar porque Si mueves este punto, ya con cero
no va a coincidir en el mismo punto, entonces se mueve toda la grafica
de la funcion.

(C5-2B, Tarea 2)

De esta forma los datos obtenidos desde las entrevistas permiten
identificar mejor lo que justifica la resolucion del alumno y por tanto poder
realizar mejores interpretaciones sobre el nivel de desarrollo del esquema de

derivada.

Este hecho lo podemos observar también en la muestra de 1°

Licenciatura. Nos fijamos, por ejemplo, en la tarea 2:

(2 +2x+a x<1
Seaf(x)= 7
[bxX+1  x21
Calcular ay b para que f sea derivable en x =1 [TAREA 2- Licenciatura]

En la resolucion de esta tarea podemos entender que el resolutor se
apoya en haber encapsulado la definicion de derivada en un punto como el
limite del cociente incremental (en forma de proceso-paso al limite) en la
expresion que obtiene al aplicar las reglas de derivacion a la funcion f, y serad
mediante la entrevista como podemos corroborarlo. Asi si nos fijamos en los
protocolos de los cuestionario C9-L, y C49-L de Licenciatura, vemos que Sus
procesos de resolucion son similares. Pero al realizar la entrevista se pone de
manifiesto realmente que es lo que el estudiante considera en cada una de las

respuestas producidas.
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(C9-L, Tarea 2)

En la entrevista con el estudiante C9-L se pone de manifiesto que

relaciona los limites laterales de f * en x =a con las pendientes de las rectas

tangentes a f en x =a, y conoce la definicion de f ’> como limite del cociente

incremental:

E: una vez que has estudiado la continuidad, ¢como estudias la

derivabilidad?

C9-L: calculo la derivada y veo que coincidan los limites laterales para
que coincidan las pendientes de las rectas tangentes.

E: ¢sabrias hacerlo aplicando la definicion de derivada en un punto?

C9-L: si, como limite del cociente incremental, lim (f(x)-f(a))/(x-a)

cuando x tiende a a

(C9-L, Tarea 2)

Sin embargo el cuestionario C49-L que habia resuelto la tarea de la

misma forma que el cuestionario C9-L que acabamos de comentar, al

preguntarle en la entrevista “si sabria explicar la tarea o hacerla aplicando la

definicion de derivada en un punto” contesta:

150




3. Disefio de la investigacion Gloria M? Sénchez - Matamoros Garcia

C49-L: no sé, yo siempre lo he hecho asi
(C49-L, Tarea 2)

Es por tanto en la entrevista donde se ha puesto de manifiesto que el
estudiante correspondiente al cuestionario 9 de Licenciatura tiene la idea de
derivada como limite del cociente incremental, y ademas lo relaciona con la
idea de derivada como pendiente de la recta tangente a la funcion, y sin
embargo el estudiante correspondiente al cuestionario C49-L no usa la idea de
derivada como limite del cociente incremental, aunque los dos habian
contestado de forma correcta la tarea en el cuestionario escrito. Este
comportamiento diferente se puede interpretar en el sentido de que mientras el
estudiante C49-L ha memorizado un procedimiento para resolver determinado
tipo de tareas y lo recupera de la memoria para aplicarlo, sin embargo el
estudiante C9-L es capaz de utilizar los significados implicitos cuando lo

necesita.

Es por tanto la entrevista la que en algunos casos nos proporciona
informacion sobre la comprension que tienen los estudiantes de la nocion de
Derivada, y la que nos ayuda a determinar en que nivel del desarrollo del
esquema de Derivada que moviliza el cuestionario se encuentran. Esto nos
llevd, como veremos en la siguiente seccion, a analizar conjuntamente las
respuestas dadas por los estudiantes en el cuestionario escrito y en la

entrevista.

Debido a ello, en el disefio de la investigacion pensamos en los dos
instrumentos considerados conjuntamente, pues estimamos que si soOlo
teniamos cuestionario escrito nos faltaba informacién para poder determinar el
nivel del desarrollo del esquema en el que se encontraba el estudiante. Esto
implica que a partir de ahora s6lo consideramos los casos en los que tenemos

cuestionario y entrevista, con un total de:

Cuestionarios y entrevistas

1° Bachillerato: 20 | 2° Bachillerato: 20 | 1° Licenciatura de Matematicas: 29
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3.3. Procedimiento de analisis
En este apartado describimos

- la caracterizacion de los niveles de desarrollo del esquema de derivada

realizada desde el analisis tedrico descrito en las secciones anteriores, y

- el procedimiento de andlisis de las respuestas dadas por los estudiantes

a los cuestionarios y a las entrevistas de forma conjunta.

3.3.1. Caracterizacion de los niveles de desarrollo del esquema de

derivada

Del marco tedrico asumido (p. 70) derivamos que el esquema de
derivada viene caracterizado por los elementos matematicos y sus relaciones.
Por lo tanto el procedimiento de analisis debe identificar los elementos
matematicos y las relaciones que los resolutores establecen ya que a partir de

aqui podremos hacer inferencias sobre los niveles de desarrollo del estudiante.

En un primer momento desde el analisis tedrico y desde la revision de
las investigaciones previas, identificamos algunas caracteristicas de los
diferentes niveles de desarrollo. Lo que hemos hecho posteriormente ha sido
particularizar las caracteristicas generales de los distintos niveles de desarrollo
identificados por nosotros a la idea de derivada, y asumir que existe una
construccion progresiva de este esquema, llegando a la tematizacion del
esquema de Derivada cuando el estudiante tiene la idea de Derivada como
funcion. Una manifestacion de este hecho lo tenemos cuando el estudiante

considera f’ como funcion y (f )’ =f’’ como su funcién derivada.

152



3. Disefio de la investigacion

Gloria M2 Sanchez - Matamoros Garcia

NIVEL
INTRA

recordar de manera aislada elementos
matematicos, sin manifestacion de relaciones
I6gicas

recordar y utilizar con dificultades en algunos

ambitos, elementos matematicos (o hacerlo con
errores).

manifestar esbozo de relacién entre algunos
elementos con generacién de conflictos (a veces) o
relacionarlos de manera erronea.

NIVEL
INTER

usar con limitaciones algunas relaciones ldgicas
entre elementos matematicos, no siendo el uso de
algunas de dichas relaciones correctas:

e la conjuncion logica [AAB] (“y légica™)
e el contrarreciproco [[A—>B) & (I B >

1A)]

e la equivalencia ldgica entre elementos
matematicos ((A©B) <©[A—>B A
B »A])

usar elementos matematicos en ambitos de
aplicacion diversos.

no tener sintesis de los modos de representacion:
tener dificultades en manejar las mismas relaciones
I6gicas y los mismos elementos en los modos grafico
y analitico.

NIVEL
TRANS

posibilidad de establecer relaciones logicas
( “y légica”, contrarreciproco, equivalencia logica)
para realizar las inferencias.

poder hacer uso de los significados implicitos a los
elementos matematicos.

demostrar sintesis en los modos de representacion
pudiendo  hacer realizar inferencias con
independencia del modo de representacion
utilizado.

Cuadro 3.9. Caracterizacion de los diferentes niveles del desarrollo del

esquema de Derivada
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A continuacién pasamos a describir los distintos niveles:
- EL NIVEL INTRA esté caracterizado por:

1.- Recordar de manera aislada elementos matematicos, sin

manifestacion de relaciones l6gicas

Esto puede suceder algunas veces, porque la tarea que esté resolviendo
el estudiante solo exija el uso de un elemento matematico, y otras porque el
estudiante, aunque sea necesaria establecer relacion logica entre varios

elementos en la resolucion de la tarea, no sea capaz de hacerlo.

2.- Recordar y utilizar con dificultades en algunos ambitos, elementos

matematicos (o hacerlo con errores).

Caracterizaremos como nivel INTRA cuando los estudiantes

manifiesten dificultades en aplicar los significados usados en faf’ oa f’’.

Asi, una manifestacion de esta caracteristica la tenemos cuando el
estudiante recuerda algunos elementos matematicos de forma incorrecta,
pudiendo confundir la informacidén que proporciona £’ y f °’°, o identificando
los puntos en los que f ’(a) =0 s6lo con extremos, sin considerar que pueden

ser también puntos de inflexion.

3.- Manifestar esbozo de establecer relaciones logicas entre algunos
elementos con generacion de conflictos (a veces) o relacionarlos de

manera erronea

El primer esbozo de relacion logica entre elementos matematicos, en la
construccion del esquema de Derivada, se pone de manifiesto con el uso de la
“y logica” entre dos elementos matematicos. Un estudiante en el nivel INTRA
no es capaz de establecer relaciones de forma correcta, le plantean conflictos.
Puede identificar correctamente los elementos matematicos de manera aislada,
pero es cuando tiene que relacionar dicha informacién cuando tiene

dificultades.

154



3. Disefio de la investigacion Gloria M? Sénchez - Matamoros Garcia

Por ejemplo, recordar un hecho matematico, si f >0 en (a, b) entonces f
es creciente en (a, b), puede implicar simplemente una recuperaciéon de la
memoria de un objeto matematico desde la instruccion previa. Entendido asi,

puede considerarse que se conoce como “objeto” (pseudo-0bjeto).

- EL NIVEL INTER esta caracterizado por:

1.- Usar con limitaciones algunas relaciones logicas entre elementos

matematicos, no siendo correctas el uso de algunas de dichas relaciones:

Consideremos las distintas relaciones que se pueden establecer entre los

elementos matematicos:
- la conjuncion logica [AAB] (“y logica™)

esta relacion puede empezar a ser usada con mas frecuencia en este nivel. Una
manifestacion del uso de esta relacion se puede tener cuando el estudiante
considera conjuntamente la informacion proporcionada por dos elementos
matematicos, el cambio en el crecimiento de f, y el hecho de que se mantenga

la convexidad, para inferir que en x =a hay un punto anguloso.
- el contrarreciproco [(A—B) (1B - 1A)]

este tipo de relacion puede darse cuando el estudiante usa el elemento
matematico: si f derivable en (a,b) — f continua en (a, b), en forma de

contrarreciproco : si f no es continua en (a, b)— f no es derivable en (a, b)

- la equivalencia logica entre elementos matematicos( (A<>B)

©[A->B AB -5A))

una manifestacion de equivalencia logica la podemos tener en el uso de: sea f
derivable en (a, b), f crece en (a, b) & f ’>0 en (a, b). Sin embargo, hay
individuos que son capaces de utilizar la implicacion en un sentido: si >0
en (a, b) — f crece en (a, b) pero no en sentido contrario: sea f derivable en

(a, b) sifcreceen (a, b) » f’>0 en (a, b).
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2.- Usar elementos matematicos en ambitos de aplicacién diversos.

Por ejemplo, cuando se utiliza el significado de la primera derivada
dado por f ’(a) = pendiente de la recta tangente a f en x =a, en el contexto de

determinar el signo de f’ para el crecimiento y decrecimiento de f.

3.- No tener sintesis de los modos de representacion: tener dificultades en
manejar los mismos elementos matematicos en los modos gréafico y

analitico.

Una caracteristica del nivel INTER es mostrar dificultades en establecer
relaciones ldgicas entre los elementos matematicos utilizados dependiendo de
si la informacion se muestra en modo grafico o en modo analitico. Por
ejemplo, la relacion logica entre los elementos matematicos analiticos

globales:
Sea f derivable en (a, b)

- sif” >0en(a, b) > fes convexa en (a, b), ysi f’’<0 en (a, b) > f

es concava en (a, b)

- sif”>0en (a, b) > fescreciente en (a, b), ysif'<0en (a, b) > fes

decreciente

El estudiante puede establecer relaciones entre estos elementos
matematicos (“y logica”) en una tarea dada en modo gréfico, y deducir a partir
del grafico de f * donde se encuentran los maximos y los minimos de f (a
través de los cambios en el crecimiento de f) o los puntos de inflexion de f (a
través de los cambios de concavidad de f) y sin embargo no ser capaz de
establecer el mismo tipo de relacién y entre los mismos elementos
matematicos cuando la tarea se le ha presentado a través de condiciones
analiticas de f ’, o viceversa, establecer relaciones entre los elementos
matematicos cuando la tarea le presenta condiciones analiticas de f ’, y no ser

capaz de establecerlas cuando la tarea le presenta el grafico de f .
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- EL NIVEL TRANS esta caracterizado por:

En este nivel el individuo ha construido una estructura subyacente a
través de la cual las relaciones descubiertas (construidas) en el nivel INTER se
comprenden dando coherencia al esquema. Una funcién importante de la
coherencia es su uso, es decir, decidir cual es el ambito de aplicacién del

esquema y cual no.
Este nivel esta caracterizado por:

- posibilidad de establecer cualquier relacion légica (“y logica”,
contrarreciproco, equivalencia ldgica) para realizar las inferencias

- poder hacer uso de los significados implicitos a los elementos
matematicos

- demostrar sintesis en los modos de representacion pudiendo hacer
inferencias con independencia del modo de representacion
utilizado.

Unicamente viendo el comportamiento global de los individuos en las
diferentes tareas del cuestionario podremos decir si un estudiante se encuentra
en el nivel TRANS. Asi, podremos decir que tenemos una manifestacion de
este nivel, cuando un estudiante a lo largo de todas las tareas del cuestionario
ha establecido relaciones logicas (“y l6gica”, contrarreciproco, equivalencia
I6gica) entre los elementos matematicos y ha utilizado de forma correcta los
elementos necesarios en la resolucion de las distintas tareas del mismo,
independientemente del modo de representacion (analitico o grafico). Ademas,
tenemos evidencia empirica de que el estudiante puede reconstruir relaciones
entre elementos matematicos (por ejemplo, puede reconstruir el significado de
la derivada como pendiente de la recta tangente a la funcion a partir del
grafico de f’, indicando que el signo de f’ proporciona informacion sobre el
crecimiento de f a través de considerar f ° como la pendiente de la tangente a f,

y por tanto si la pendiente es positiva, f es creciente).

En algunas ocasiones podemos considerar que se ha tematizado el

esquema, esto sucede cuando tengamos manifestaciones de que el estudiante
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considera f como funcion, por ejemplo cuando es capaz de aplicar las mismas
ideas / relaciones que aplica a la funcion derivada de f (f ’), a la funcion
derivada de f’ (f ’). Asi, puede reconstruir la relacion entre el crecimiento de
f’ y la concavidad de f, desde el significado de la derivada como pendiente de

la recta tangente a la grafica.

Para poder hacer operativo el andlisis de las respuestas de los
estudiantes a los problemas, y luego ver globalmente el comportamiento del
estudiante en todo el cuestionario, para poder refinar la caracterizacion del
esquema inicialmente considerado ha sido necesario desarrollar un proceso de

analisis con dos fases que describimos a continuacion.

3.3.2. Fases del analisis

El procedimiento de andlisis surge desde la lectura de diversos trabajos
que hicieron que nos plantearamos el analisis del cuestionario/entrevista de
cada individuo a través de cada una de las tareas mirada de forma aislada. Este
primer andlisis lo hicimos con un grupo reducido de respuestas procedentes de
los alumnos de la Licenciatura de Matematicas. Ello nos permitié observar que
un analisis global de todas las tareas de un mismo individuo nos daba una
informacion mas completa de la comprension del estudiante, pues nos permitia
clarificar el nivel de desarrollo del esquema de derivada movilizado por el
cuestionario, perfilar o ampliar la caracterizacion de los niveles de desarrollo
del esquema, e identificar inconsistencias en el desarrollo del esquema
inferido por la forma en que las tareas eran resueltas por un mismo alumno.
Por ejemplo, las respuestas de un alumno nos podian indicar que estaba en
diferentes niveles en distintas tareas, y este hecho podia deberse a las
particularidades de las tareas, y/o aportarnos informacion para caracterizar el
cuestionario. Esto nos llevd a una segunda fase en el esquema de analisis que

ya la aplicamos a todos las respuestas.
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El procedimiento de analisis se describe en el siguiente grafico:

FASE 1
Elementos Relaciones entre
con00|m|e”t0v elementos conocimiento
Instrumentos
tedricos
/ cada tarea de Caracterizar comprension-construccion

i Vi . —_ ., .
De cada individuo forma aislada de la nocién de Derivada

(nivel de desarrollo del esquema)

por la| respuesta

En la resolucion esté clara Ia/\ Hipatesis de trabajo

utilizacion de instrumentos
tedricos

FASE 2

De cada individuo —®resolucion de todas las—> Caracterizar los distintos niveles del
tareas del cuestionario desarrollo del esquema de Derivada
movilizado por el cuestionario

por la forma de| resolverlas

puede generar hipdtesis de trabajo relativa al nivel de desarrollo del esquema

se puede inferir desde Leterminados protocolos

Cuadro 3.10. Fases del esquema de analisis

En lo que sigue, comentaremos las dos fases que hemos desarrollado

para el analisis de las respuestas a los problemas:

FASE 1.- se analiza de cada individuo, cada tarea de forma aislada, a
través de los instrumentos tedricos (elementos matematicos y sus relaciones)
que nos ayudaran a caracterizar la comprension /construccion del objeto por
parte de cada sujeto (nivel de desarrollo del esquema del sujeto).
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A veces la respuesta a la tarea nos da informacion clara de los

elementos matematicos que utiliza el individuo y como los utiliza (o

relaciona). Este hecho lo podemos observar en el siguiente protocolo,

correspondiente a la tarea 2 del cuestionario de Licenciatura de Matematicas:

[2x3 +2x +a x<1
Seaf(x)= 7

[bx?+1 x>1
Calcular ay b para que f sea derivable en x =1.
[TAREA 2- Licenciatura]

En la resolucion de esta tarea, el estudiante correspondiente
cuestionario 13 responde:
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(C13-L, Tarea 2)

Establece relacion de “y ldgica” entre los dos elementos matematicos
analiticos global y puntual que utiliza:
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1) si f es derivable en (a, b) — fes continua en (a, b)

2) que existan y sean iguales los limites cuando x tiende a 1 por la

izquierda y por la derecha del cociente incremental

el elemento matematico analitico global 1) lo utiliza en forma de

contrarreciproco: si f no es continua en (a, b) —f no es derivable en (a, b):
"si b= a + 3, f no seria continua y por tanto tampoco seria derivable".

C13-L: primero estudiamos la continuidad, pues si no es continua la
funcion no es derivable

E: para estudiar la derivabilidad

C13-L: aplicamos la definicion y estudiamos el limite por la izquierda y
por la derecha, y le imponemos que sean iguales.

(C13-L, Tarea 2)
(usa la idea de derivada como limite del cociente incremental).

La relacion ldgica (“y logica™) entre estos dos elementos matematicos, uno de
los cuales utiliza en forma de contrarreciproco, lleva a C13-L a la correcta

resolucion de la tarea

Otras veces, en el analisis realizado la informacién no es nitida y hay
que hacer una inferencia, en estas circunstancias realizamos una hipotesis de
trabajo sobre el desarrollo del esquema que debera ser confirmada mediante
el andlisis de la Fase 2. La hipotesis de trabajo es una segunda inferencia del
nivel de desarrollo del esquema de derivada en este estudiante realizada desde
las respuestas a una tarea. Ademads, nos permitia identificar de manera
operativa nuevas caracteristicas de un nivel determinado del desarrollo de un

esquema.

Todas las resoluciones de las tareas de cada individuo fueron analizadas
de manera independiente. Desde el analisis de cada tarea y de cada individuo,
se hacia una primera inferencia sobre lo que parecia indicar dicha respuesta de

la “comprension” del individuo.
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FASE 2.- se analiza como un individuo ha resuelto todas las tareas del
cuestionario. Esta fase nos ayud6 a caracterizar los distintos niveles del

desarrollo del esquema de derivada movilizado por el cuestionario.

En esta fase se tuvo en cuenta que las tareas, por la forma en que las
habian resuelto los individuos en algunos casos, podian generar una hipotesis
de trabajo relativa al nivel de desarrollo del esquema, que se podia inferir
desde determinados protocolos. Esta hipétesis de trabajo de un individuo ante
una tarea, era comprobada a lo largo de las diferentes respuestas dadas por ese

individuo a las distintas tareas.
Esta segunda fase de anélisis permitio:

- clarificar el nivel de desarrollo del esquema de derivada movilizado por el
cuestionario, puesto de manifiesto por cada individuo en la resolucion de cada

tarea,

- identificar inconsistencias en el desarrollo del esquema inferido por la forma

en que la tarea era resuelta.
- perfilar o ampliar la caracterizacion de los niveles de desarrollo del esquema.

Veamos este proceso analitico a través del analisis de un cuestionario
de Licenciatura. En el cuestionario 10, desde la Fase 1 del procedimiento de
andlisis de dicho cuestionario, teniamos analizado las diferentes tareas del
cuestionario de forma aislada, pero al mirar como el individuo habia resuelto
todas las tareas del cuestionario para realizar un analisis global, se observé que

en la tarea 1:

La figura muestra la grdfica de la derivada de [, esboza las posibles graficas

de f.
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N
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}’ NN el

[TAREA 1- Licenciatura]

El estudiante wusa la “y logica” entre elementos matematicos analiticos

puntual y global:

- sea f derivable en (a, b), si f >0 en (a, b) >fcreceen (a, b) y si
f °<0 en (a, b)—> f decrece en (a, b)
- £’ (a)=0 —ftiene un maximo, un minimo o un P.l. en x =a
permitiéndole decidir que en x = 1 habia un méaximo de f:
ClO-L: donde la derivada es cero hay maximos 0 minimos o puntos de
inflexion
E: escribes en x =1 maximo, x =2 P.l, x =3 minimo y x =4 P.I, ¢, por
quéx = yx=4sonP.I?

C10-L: por ser f’=0 en esos puntos, la recta tangente en ese punto es
paralela al eje de las x

(usa el elemento matematico grafico puntual correspondiente a la
interpretacion geomeétrica de la derivada)

E: ¢ como has diferenciado los maximos, los minimos y los P.I ?,
porque en todos es =0

C10-L: si, eso es que no me acuerdo, viendo el signo de la derivada
E: Por ejemploenx =1

C10-L: desde menos infinito hasta 1, la funcién es creciente y a partir
de 1 es decreciente, hay un maximo

(C10-L, Tarea 1)
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Pero mostré dificultades en los puntos de inflexién. Asi, no supo
explicar por qué x =2 era punto de inflexion, y sin embargo considerd que
x =1.5, x =2.5 y x =3.5 eran puntos en los que cambiaba la concavidad de f,
a través del significado de la derivada en un punto como la pendiente de la
recta tangente a la grafica en dicho punto, relacién que conocia entre (fy ),
y que aplico en otro contexto (f ’°, f *’), pues usé esta idea para el estudio de
f’°, dado el grafico de f’, en los puntos x =1.5, X =2.5 y x =3.5, aunque no

los relaciond con los puntos de inflexion:

E:cenx=2P.1?
CIO-L: porque f " =0
E: en los puntos x = 1.5, x = 2.5, x = 3.5, ¢qué sucede en f?

C10-L: en la funcion habria un cambio de concavidad, se ve por f ,
estudiando el signo

(C10-L, Tarea 1)

Esbozo un grafico correcto de f

741G LVIVIMNVIUILY

AN

N

/

(C10-L, Tarea 1)

Del analisis de la tarea 1 del cuestionario 10 se generd una hipdtesis de

trabajo:

Hipotesis de trabajo: Utiliza el significado de la primera derivada dado por

f ’(a) = pendiente de la recta tangente de f en x =a, en el contexto de
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determinar el signo del crecimiento y decrecimiento de f, y en f >’ para

determinar los cambios de concavidad.

La evidencia de esta hipotesis (C10-L hace uso de f ’(a) como
pendiente de la recta tangente a la curva en x =a para obtener el signo de f’),

se obtuvo del andlisis de la tarea 3:

Dada la gréfica de la funcion f, formada por las ramas de parabolas

e . e e . S S P b

smsfanyens

Wf-masmnis s

a) Obtener los valores de f ’(3), f'(7), f'(10), f’(14) y f ’(15). Explicando
como los obtienes.

b) Realiza un esbozo de la grdfica de f . Explica como lo has obtenido.
[TAREA 3- Licenciatura]
Al explicar el estudiante en esta tarea que sucede con f ’(14) comento:

E: ¢ qué sucede en '’ (I14)?

C 10-L: como la funcion tiene un pico, entonces no tiene derivada
porque los limites laterales por la izquierda y por la derecha no
coinciden, entonces no seria derivable

E: ¢ podrias explicarme un poco lo de los limites laterales?

C 10-L: por la izquierda, la pendiente de la recta es positiva, y por la
derecha, la pendiente de la recta es negativa

(C10-L, Tarea 3)

Utilizo el elemento matematico grafico puntual f ’(a)=pendiente de la
recta tangente a la curva en x =a para explicar por qué no existia f ’(14) con lo

cual quedo confirmada la hipotesis de trabajo generada en la tarea 1.

La Fase 2 tiene como objetivo confirmar o reformular las hipotesis de

trabajo, para ello miramos las respuestas de un mismo individuo a todas las
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tareas. Asi, siguiendo con el andlisis del cuestionario 10 de Licenciatura (C10-
L) en el apartado B) de esta tarea surgi6 la segunda hipoétesis de trabajo, pues
mientras en la tarea 1 habia usado de forma correcta el elemento matematico

analitico global:

- si f >0 en (a, b) > f crece en (a, b), y si f <0 en (a, b) > f decrece
en (a, b)

en la resolucion de este apartado podia haber hecho uso del elemento de

conocimiento global:

- sea f derivable en (a, b), si fcreceen (a, b) »> f’>0en (a, b), y si f

decrece en (a, b) > f’<0 en (a, b)

y sin embargo no hizo uso de él, no tenemos evidencia de por qué no lo hizo

ya que en la entrevista tan s6lo comento:

E: ¢ y el apartado B), la gréafica de la derivada?
C10-L: me puse con otra cosa y no...

E: el hecho de que en el enunciado se comente que la funcion esta
formada por ramas de parabolas, ¢ te dice algo de f* ?

C10-L: serian rectas la derivada, o algo asi
E: ¢ serias capaz de esbozarla?

C10-L: no sé, no me lo he planteado.
(C10-L, Tarea 3)

Esto nos sirvio para tener en cuenta que el uso de algunas relaciones
I6gicas entre los elementos matematicos presentan mas dificultades que otra,
pues mientras que C10-L a lo largo de las diferentes tareas del cuestionario
habia utilizado la relacion de “y logica” entre elementos matematicos en
varias ocasiones, sin embargo no habia sucedido lo mismo con la relacion de
la equivalencia légica entre otros elementos matematicos. Todo ello nos
permiti6 pensar que la relacion de equivalencia légica entre elementos
matematicos presenta dificultades en algunos niveles del desarrollo del

esquema.
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Esta Fase 2 del procedimiento de analisis también permitio identificar
algunas caracteristicas, como por ejemplo la manifestacion de diferentes
niveles de desarrollo del esquema de derivada en las distintas tareas, segun los
modos de representacion utilizados (analitico o grafico), como veremos a

continuacion:

Asi, continuando con el cuestionario C10, en la tarea 4, se presenta la
informacion de manera analitica sobre la funcion f ° y se pide esbozar la

grafica de f:

Esboza la grafica de una funcion que satisface las condiciones siguientes:

- f es continua -f(-1) =0 -f(D)=f"(3)=f"(5)=0 -limf(X) =-
X—>- 0

-limf(x) = -

X— -2

- (x) <0 cuando 1 <x <5 y cuando x>7

- f’(x) >0 cuando -2<x<1y cuando 5<x<7

- 7(x) <0 cuando -2<x<3 - ’(x) >0 cuando 3<x<7y cuando x> 7
[TAREA 4- Licenciatura]

En esta tarea C10-L hizo uso de varios elementos matematicos
analiticos globales:

Sea f derivable en (a, b)

-sif”” >0en (a, b) > fes convexa en (a, b), y si f>’<0 en (a, b) > f

es concava en (a, b)

-sif”>0en (a, b) > fescrecienteen (a, b),ysif'<0en(a, b) > f

es decreciente

pero no establecio relaciones logicas (“y légica”) entre estos elementos
matematicos de forma correcta, como habia hecho en la tarea 1 para encontrar

los méaximos, minimos (a través de los cambios en el crecimiento de f) y los
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puntos de inflexion (a través de los cambios de concavidad de f), y esboz6 un

grafico incorrecto de f

(C10-L, Tarea 4)

Luego hemos observado que C10-L establecio relaciones entre
elementos de conocimiento (“y légica™) de forma correcta en la tarea 1, tarea
dada en modo grafico, y sin embargo no ha sido capaz de establecer el mismo
tipo de relaciones y entre los mismos elementos matematicos cuando la tarea
se le ha dado en modo analitico (tarea 4). Esto permitié generar una Hipotesis
de trabajo relativo a los resultados de la investigacion que deberia ser
comprobada luego con el andlisis de los otros cuestionarios. Asi, este proceso
nos permitia identificar “caracteristicas” (Hipotesis de trabajo) del desarrollo

del esquema de derivada, independiente de alumnos particulares.

A través de esta FASE del procedimiento de analisis, también se
observo que habia estudiantes que mostraban dificultades para establecer
relaciones (“y logica”) entre elementos matematicos cuando la tarea le
presentaba la informacién en modo grafico, mientras eran capaces de
establecer relaciones entre los elementos matematicos de forma correcta
cuando la tarea venia dada en modo analitico. Vedmoslo a través de la Fase 2
del procedimiento de andlisis del cuestionario 11 de la Licenciatura de

Matematicas:
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En la tarea 1 observamos que utilizo el elemento matematico analitico

global:
-si f’>0 en (a, b) > fcrece en (a, b), ysi f’<0 en (a, b) > f
decrece en (a, b)

e identifica los cambios de f de creciente a decreciente en X =1 como maximo

y de decreciente a creciente en x =3 como minimo. Pero esboz6 un grafico

incorrecto de f

(C11-L, Tarea 1)

en el que observamos que no identifica los cambios de concavidad de f en
(1,3) y (3, +x). Por tanto, no ha sabido reconstruir la relacion entre el

crecimiento de f’ y la concavidad de f. Esto gener6 una hipétesis de trabajo:

Hipotesis de trabajo: ¢existe algun contexto en los diferentes problemas que

muestra el que C11-L haga uso de esta relacion?

En la tarea 3, C11-L uso el significado de la derivada como pendiente
de la recta tangente a la funcion para determinar que en X =14 no existia

derivada ya que hay un pico de f.

El hecho de que sin embargo no supiera esbozar la forma de la gréfica
de f ’ en el apartado B) de la tarea en los intervalos (10,14) (14,18) podia
seguir aportando evidencia de que no usé los elementos matematicos de la
hipbtesis de trabajo (si f es concava hacia arriba entonces la derivada es

creciente). Tampoco parecia ser capaz de reconstruir esta idea usando el
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significado de la derivada como pendiente de la recta tangente a la curva (ya

gue en esta tarea tenemos evidencia de que tiene este significado de derivada).

Esto posibilitd decir que esta forma de resolver la tarea podia ser una
manifestacion empirica de que el significado de la derivada como pendiente de
la recta tangente a la grafica de f es de caracter puntual. Solo en el caso de que
C11-L pudiera ver la derivada como funcion, es decir que en cada punto de la
grafica de f puedo obtener una recta tangente seria capaz de reconstruir el
significado del elemento matematico analitico global: Sea f derivable en
(a,b), si fconcava en (a, b) > f~ decreciente en (a, b), [y si f convexa en (a,
b) —» f~ creciente en (a, b)]

Sin embargo en la tarea 4 donde se le presentaba la informacion en
modo analitico, C11-L establecio relacion logica (“y logica”) entre los
elementos matematicos analiticos globales que uso:

-sif”>0en (a, b) > fesconvexa, ysif ™~ <0en(a b) > fes

concava en (a, b)

-sif">0en(a, b) > fescrecienteen (a, b),ysif'<0en(a, b) > f

es decreciente en (a, b)

y esto le permitid esbozar un gréafico correcto de f, reconociendo x =7 como un

pico donde no existia f’

(C11-L, Tarea 4)
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E: ¢como has usado las condiciones que te da el enunciado de la
tarea?

C11-L: Pasa por el punto (-1,0).

En 1,3,5 tiene maximos, minimos o puntos de inflexion

f decrece entre 1y 5y a partir de 7

fcreceentre-2ylyentre 5y7

con [’ se estudia la concavidad y la convexidad

en el 3 hay un punto de inflexidn, ya que entre -2 y 3 es concava y luego
pasa a convexa

E:¢yenel 7?2

C11-L: Entre 3y 7 es concava y creciente. Luego sigue siendo concava
pero pasa a ser decreciente. Luego no existe f ' (7). Habria un pico.
(C11-L, Tarea 4)

C11- L ha mostrado que tiene dificultades en manejar la misma
informacion si procede del modo grafico o del modo analitico, ya que mientras
que no ha tenido dificultades cuando la informacion se le ha presentado en
modo analitico (tarea 4), no sucedié lo mismo cuando la informacion la tenia
en modo gréafico. Evidencia contraria de lo que hemos visto que sucedia en
C10-L.

Este hecho nos permitio identificar una de las caracteristicas del
desarrollo del esquema de Derivada, la manifestacion de diferentes niveles de
desarrollo del esquema en distintas tareas, segun los modos de representacion

(analitico o gréfico).

Comprobamos que las caracteristicas de cada nivel no se conguistan de
inmediato sino que existe una construccion progresiva, atendiendo a dos
aspectos en relacion al tipo de relaciones ldégicas y a los elementos

matematicos utilizados en cada momento.

En esta segunda fase analitica, el hecho de aceptar o rechazar las
hipétesis de trabajo, nos ha permitido tener méas caracteristicas de cada nivel
de desarrollo del esquema y como se va produciendo la transicién de un nivel
a otro. Unicamente al final de la Fase 2 de andlisis y viendo el
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comportamiento global de los individuos en las diferentes tareas del
cuestionario podremos decir si un estudiante se encuentra en el nivel TRANS.
Desde este punto de vista por el analisis de la respuesta a un problema por
parte de un alumno a lo maximo que podemos llegar es a manifestaciones de
nivel INTER.

Estas dos fases del analisis nos han permitido por un lado asignar a
cada individuo en cada muestra (1° Bachillerato, 2° Bachillerato, 1°
Licenciatura) a un nivel de desarrollo del esquema de Derivada. Y por otro
lado, nos ha permitido refinar la caracterizacion del desarrollo del esquema de

Derivada a través de subniveles, y caracterizar la tematizacion del esquema.

172



CAPITULO 4






4. Resultados Gloria M?* Sanchez-Matamoros Garcia

CAPITULO 4: Resultados

En este capitulo comenzaremos caracterizando los niveles de desarrollo
del esquema de Derivada en las distintas poblaciones consideradas segun las
relaciones logicas (que se establecen entre los elementos matematicos) y los
elementos matematicos utilizados por los estudiantes en las diferentes tareas

del cuestionario.

En el andlisis de los cuestionarios en su segunda fase (andlisis global)
observamos que en el nivel INTRA del desarrollo del esquema, habia
individuos que ademas de no establecer ninguna relacion logica entre los
elementos matematicos, no utilizaban ningun elemento matematico de forma
correcta a lo largo de todo el cuestionario, otros usaban algunos elementos
matematicos (pocos) de forma correcta y aislada (sin establecer relaciones
logicas entre ellos) a lo largo de todo el cuestionario, y generalmente

vinculados a un modo de representacion. En este momento comenzamos a
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plantearnos que debido a que la construccion del esquema tiene caracter
progresivo, dentro del nivel INTRA del desarrollo del esquema, debemos

considerar subniveles.

Lo mismo que hemos observado en el nivel INTRA vimos que sucedia
en el nivel INTER. El individuo empieza a establecer relaciones logicas entre
los elementos matematicos, manifestandose los primeros esbozos de relacion
logica a través de la conjuncion légica, dandose de forma aislada a lo largo de
todo el cuestionario, y hace uso de los elementos matematicos de forma
correcta. Otros individuos, sin embargo, muestran mas riquezas en las
relaciones logicas (conjuncion logica, contrarreciproco, e incluso alguna
equivalencia logica), aunque no podemos considerarlos en el nivel TRANS,
pues muestran dificultades en tener operativo algin elemento de conocimiento
necesario en la resolucion de alguna tarea en un momento determinado, o en el
uso de alguna relacion logica (equivalencia logica) e influencia en los modos
de representacion (grafico o analitico). Todo esto nos ha llevado a finalizar
este capitulo con una seccidn en el que caracterizaremos diferentes subniveles

del desarrollo del esquema de Derivada.

4.1. Caracterizacion de los niveles de desarrollo del esquema de derivada

en 1° Bachillerato de Ciencias de la Naturaleza y de la Salud

Los alumnos que cursan 1° de Bachillerato de Ciencias de la Naturaleza
y de la Salud, son estudiantes que han trabajado por primera vez la nocion de
Derivada, lo que conlleva ciertas limitaciones propias del curriculum a la hora
del desarrollo del esquema de Derivada. A estos alumnos se les ha introducido
la nocion de derivada en un punto (f ’(a)) y comienzan a trabajar con el
operador derivada, aplicandolo a reglas de derivacion, por lo que tienen
limitaciones en el uso de elementos matematicos, y por tanto de relaciones

logicas entre ellos (s6lo usan la conjuncion logica o “y 16gica” debido a que el
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tipo de elementos matematicos que pueden utilizar no conlleva una

implicacion logica en el sentido de una “condicidon necesaria”).

El cuestionario que ellos trabajaron (ver pagina 95, capitulo 3) constaba
de dos tareas relativas a la nocion de derivada en un punto como limite del
cociente incremental (Tarea 1), y como pendiente de la recta tangente a la
curva (Tarea 2), pero no exigian establecer relaciones logicas entre estos
elementos. En las otras dos tareas del cuestionario, en modo grafico (Tarea 3)
y en modo analitico (Tarea 4), era necesario usar varios elementos
matematicos y establecer relaciones a través de la conjuncion logica para su

resolucion.

Como veremos a continuacién en cuanto a relaciones logicas sélo se
observo el uso de la conjuncion logica entre elementos matematicos analiticos
puntuales o globales de forma aislada en algunos estudiantes que se
encuentran en la fase inicial del nivel INTER del desarrollo del esquema. se
observd el uso de pocos elementos matematicos analiticos y graficos
(puntuales y globales), entre ellos solo dos globales: el operador derivada, y el
signo de la primera derivada en relacion con el crecimiento de la funcion. El
cuadro siguiente recoge los elementos matematicos y las relaciones logicas
usadas por los estudiantes tanto en el nivel INTRA como en el INTER, y
muestra el cardcter progresivo del desarrollo de un concepto a través de la

identificacion de las relaciones establecidas entre los elementos que se usan:
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Cuadro 4.1. Relaciones logicas y elementos matematicos que caracterizan
los niveles de desarrollo del esquema de derivada en 1° Bachillerato
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Veamoslo con detalle desarrollado por niveles:

4.1.1. Nivel INTRA

Este nivel se caracteriza porque no tenemos manifestacion de que los
estudiantes establezcan relaciones entre los elementos matematicos analiticos
y graficos (puntuales y globales) que utilizan. Tan sélo “recuerdan” (en el
sentido de tener memorizados) elementos matematicos o procedimientos
aprendidos en la instruccion previa que utilizan en la resolucion de las tareas.
Los estudiantes usan de forma aislada algunos elementos matematicos que no
siempre son recordados de forma correcta. Asi, el estudiante C38-1B usa el
elemento matematico grafico puntual: f ’(a) = pendiente de la recta tangente
a la curva en x=a, en la tarea 2 para decidir el valor de f ’(2), observandose
que dicho elemento lo recuerda como f ’(a) = la recta tangente a la curva en
X=a:

E:cyf’(2)?

C38-1B: seria igual a la tangente

E: ¢qué quieres decir?

C38-1B: a 2x-1[ se observo el uso incorrecto del elemento matematico

comentado al contestar que f ’(2) seria igual a esta expresion]

E: ¢por quée?
C38-1B: la derivada es la tangente en el punto

(C38-1B, Tarea 2)

Este es el unico elemento matematico grafico usado por los estudiantes
de 1° Bachillerato en el nivel INTRA, el resto de los elementos matematicos

utilizado por dichos estudiantes son analiticos con caracter puntual o global.

En este nivel se “recuerdan” procedimientos aprendidos en la
instruccion previa, asi en el siguiente protocolo, correspondiente a la tarea 1,
tenemos una manifestacion de recordar el elemento de conocimiento relativo a

la T.V.M. y recordar un procedimiento en el que especifica los pasos seguidos:
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PROCESO DE RESOLUCION (especifica todos los pasos que llevan a
la resolucion de la tarea) . "
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(C12-1B, Tarea 1)

4.1.2. Nivel INTER

Los estudiantes en este nivel empiezan a esbozar relaciones logicas (“y

légica”) entre los elementos matematicos analiticos y/o graficos puntuales o

globales, siendo la “y logica” o conjuncion logica la tnica que se manifiesta

en los alumnos de 1° Bachillerato. Veamoslo en el siguiente protocolo

correspondiente a la tarea 3, en el que a través de la relacion logica (“y

légica”) entre los elementos matematicos analiticos globales que utiliza:

- operador derivada: si f(x) constante — f ’(x) =0

y

- condicion suficiente para que f sea una funcion

creciente o

decreciente: Sea f derivable en (a, b), si f >0 en (a, b) — f crece en (a,

b), y si f’<0 en (a,b) — f decrece en (a, b)

Permite a C35-1B responder la tarea de forma correcta, ya que el uso de

los dos elementos de forma conjunta (“y 16gica”) le ha permitido inferir cual

es el grafico solucion de la tarea:

E: me dices directamente que es la gréfica B ¢me podrias explicar

como lo deduces?

C35-1B: es que no sé, yo empecé a pensar y me parecia que era esa

E: ¢en que pensaste? ¢me lo puedes razonar?

C35-1B: la grafica C no puede ser porque la derivada seria 0, y la
grafica A tampoco puede ser porque la derivada vendria para abajo (la
dibuja) porque de 0 para la izquierda aumenta y después disminuye.
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E: ¢entonces te has fijado en ...?

C35-1B: en si es positiva o0 negativa la derivada

E: ¢cOmo?

C35-1B: si la derivada es positiva la funcion crece, y si la derivada es

negativa la funcion decrece
(C35-1B, Tarea 3)

En este nivel los estudiantes empiezan a usar mas elementos
matematicos analiticos y graficos (puntuales y globales) de forma correcta
que en el nivel anterior. Asi, el elemento matematico grafico puntual: f ’(a) =
pendiente de la recta tangente a la curva en x=a, recordado en el nivel
anterior de forma incorrecta, se usa en este nivel de forma correcta en la
resolucion de la tarea 2 para decidir el valor de f ’(2), como se observa en el
siguiente protocolo:

E: escribes f ’(2) =2 ¢por qué?

C18-1°B: porque coincide con la pendiente de la recta tangente a la
curva

(C18-1B, tarea 2)

Ademas algun elemento matematico analitico se usa apoyandose en una
concepcidn como proceso. por ejemplo en la resolucion de la tarea 4 el
estudiante hace uso del elemento matemadtico analitico puntual: derivada en
un punto como limite de la tasa de variacion media f’(a)= Lim (f(x)-f(a))/(x-
a) cuando (x— a), como proceso de aproximacion a través de las tablas de
valores, para ello aplica la igualdad de los limites laterales del cociente
incremental para ver que existe f ’(a), este hecho se puede observar en el
siguiente protocolo. Debemos aclarar que aunque comete un error al
considerar el numerador y el denominador al contrario en la expresion del
cociente incremetal en el célculo del valorde  f’(1") donde obtiene —0.5 en
lugar de —2 que es su valor, esto parece un despiste, pues es una expresion que

usa en repetidas ocasiones en esta tarea y siempre lo hace de forma correcta,
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menos en esta ocasion, y el procedimiento seguido en la resolucion de la tarea

€s correcto.

C18-1°B: aplicando la definicion de derivada, encontré que en x =2 la
aproximacion es 4

E:¢yenx=17?

C18-1°B: me dio 1 por un lado y por el otro -0,5

E: y entonces, ¢es derivable?

C18-1°B: en x =2 coinciden. En x =1 no coinciden, entonces no sera

derivable
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(C18-1B, Tarea 4)

También en este nivel se pone de manifiesto los primeros esbozos de
sintesis entre los modos de representacion analitico y grafico, a través de
relacion logica (“y légica”) entre elementos matematicos analitico y grafico
globales. Se observa este hecho en el siguiente protocolo correspondiente a la
tarea 3, en el que para decidir cual de los tres graficos dados (A, B, C) se
corresponde con el grafico de f, a partir de la expresion analitica y gréafica de
£

E: ¢ por qué la grafica B?

C42-1B: aqui tenemos la gréafica de una derivada, y en este caso de 0 a

+ infinito tenemos que la derivada es positiva, entonces hay un

crecimiento en la funcidon del cual es la derivada y desde — infinito

hasta 0 la derivada esta por debajo de 0 es negativa, hay un

decrecimiento, y en el Unico que sucede esto es en el grafico B.

E: si no figuraran los tres gréaficos en el enunciado, ¢cémo habrias
esbozado el gréafico de f(x)? ¢con qué forma?
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C42-1B: igual, de parabola
E: ¢por que?
C42-1B: porque la derivada es una recta
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(C42-1B, Tarea 3)

Estos primeros esbozos de sintesis entre los modos de representacion
analitico y gréafico se producen de forma aislada en la resolucién del

cuestionario.

Globalmente, la distribucion de los estudiantes de 1° Bachillerato se

recoge en el cuadro siguiente:

NIVEL ESTUDIANTES TOTAL

C11-1B, C12-1B, C31-1B, C38-1B, C47-1B, C5-1B,

INTRA C13-1B, C36-1B,C27-1B

C18-1B, C24-1B, C8-1B, C21-1B, C6-1B, C35-1B, 11

INTER C2-1B, C42-1B, C14-1B, C17-1B, C23-1B

Cuadro 4.2. Estudiantes de 1° Bachillerato asignados a los diferentes
niveles de desarrollo del esquema de Derivada

La asignacion de los estudiantes a un determinado nivel muestra que
existen diferencias en cada nivel debido al niumero de elementos matematicos

que los estudiantes son capaces de usar y de las relaciones establecidas.
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Aunque globalmente las respuestas de los estudiantes indiquen que
estan en el nivel INTRA o INTER, dentro de cada nivel se identifican aspectos

que podrian apuntar hacia una mejor diferenciacién dentro de cada nivel.

En particular, en el grupo de estudiantes considerados en el nivel
INTRA se aprecian diferencias en el nimero de elementos que usan de manera
correcta. Ademas, las relaciones que se establecen en el nivel INTER estan

condicionadas por los elementos matematicos que estos alumnos disponen.

4.2. Caracterizacion de los niveles de desarrollo del esquema de derivada

en 2° Bachillerato Tecnolégico

Los alumnos que cursan 2° de Bachillerato Tecnologico, son
estudiantes para los que la nocion de Derivada no era nueva. Estos alumnos
deben empezar a trabajar con elementos matematicos del concepto de
Derivada relacionados con f *’ (relaciones de f > y f >’ con los extremos y los
puntos de inflexion de f, relaciones del signo de f * con la concavidad y
convexidad de f, ...). Debido a ello, hay mas riqueza en las relaciones logicas
que se establecen entre los elementos matemadticos utilizados. Ahora se
establecen relaciones de “y légica” como ocurria en 1° Bachillerato, y
relaciones de contrarreciproco y de equivalencia légica. Ademads, otra
caracteristica es que la interpretacion geométrica de la derivada se vera

también con caracter global.

En el cuestionario que trabajaron (ver pagina 105, del capitulo 3) era
necesario establecer relaciones logicas entre los elementos matematicos
puntuales y globales (analiticos o graficos) para la resolucion de las diferentes
tareas, pero mientras que en algunas solo habia que realizar una o dos
relaciones logicas del tipo “y logica”, en otras habia que realizar varias
relaciones logicas y de diversos tipos (“y logica”, contrarreciproco,

equivalencia légica). El cuestionario constaba de dos tareas en las que era
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necesario hacer uso de los elementos matematicos relativos a la derivada como
limite del cociente incremental (Tarea 3) y como pendiente de la recta
tangente a la funcion (Tarea 5). Ademas se incluyeron dos tareas mas dadas en
modo grafico (Tarea 1 y Tarea 4), otras dos en modo analitico (Tarea 6 y
Tarea 7) y una tarea dada en forma de texto pero haciendo referencia al modo
grafico. También se tuvo en cuenta que dentro de estas tareas hubiera
apartados que soélo movilizaran elementos matematicos puntuales desde el

modo grafico (apartado A) Tarea 4) o desde el modo analitico (Tarea 6).

En comparacion con los alumnos de 1° Bachillerato que también
consideramos que estaban en el nivel INTER de desarrollo se pone de

manifiesto ciertas diferencias:

- se identificaron mayor nimero de relaciones logicas entre los
elementos matematicos, pues no s6lo usan la “y légica”, sino también
el contrarreciproco y la equivalencia logica, aunque muestran
dificultades en el uso de algunas equivalencias logicas relacionadas con

la segunda derivada,

- hacian uso de mas elementos matemadticos graficos y analiticos

(puntuales y globales),

- se sigue mostrando la influencia de los modos de representacion
(analiticos y graficos) en la resolucion de las tareas en ambos niveles

INTRA e INTER.

El cuadro siguiente muestra los elementos matematicos y las relaciones
identificadas en los diferentes niveles de desarrollo del esquema de derivada
en los estudiantes de 2° Bachillerato. En el nivel INTER se consideran
integrados los elementos matematicos y relaciones que caracterizan el nivel

INTRA:
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Cuadro 4.3. Relaciones logicas y elementos matematicos que caracterizan
los niveles de desarrollo del esquema de derivada en 2° Bachillerato
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Veamos a continuacion manifestaciones del uso que hacen los
estudiantes de relaciones ldgicas y elementos matematicos en cada nivel de

desarrollo del esquema de derivada.
4.2.1. Nivel INTRA

Al igual que en este mismo nivel en 1° Bachillerato, el nivel INTRA se
caracteriza porque los intentos de establecer relaciones entre los elementos
matematicos mediante la conjuncion logica, que se producen en este nivel no
son correctos. Una manifestacion de este hecho la tenemos en el siguiente
protocolo, correspondiente a la tarea 7, donde vemos que el estudiante
recuerda los elementos matematicos analiticos puntual y global:

- condicion necesaria para que f tenga un extremo o punto de

inflexion en x=a: Si f ’(a) =0 — x =a maximo, minimo o punto de
inflexion en

- condicion suficiente para que f sea una funcion creciente o
decreciente: Sea f derivable en (a, b), si f >0 en (a, b) — f crece en
(a,b), y si f’<0 en (a,b) — f decrece en (a,b)

pero tiene dificultad en establecer relaciones entre estos elementos
matematicos a través de “y légica” para responder al problema, lo que hace

que esboce un grafico incorrecto de f:

Ia tarea)

(C36-2B, Tarea 7)
C36-2B comento:

E: ¢ y con f'<0 qué informacion has obtenido?
C36-2B: he averiguado donde era decreciente
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E:¢yf'>07?

C36-2B: donde es creciente, crece basta 5

[Pero dibuja el grafico de f, creciente en (-infinito, 2) y en (3, 5), y
decreciente en (2,3)]

E: ¢ qué informacion obtienes de f (3) =f '(5) =07?

C36-2B: para saber si era maximo o minimo, o si crecia o decrecia
E: cuando f '=0 en un punto, ¢s6lo puede ser maximo 0 minimo?
C36-2B: no, o posible punto de inflexion

[Sin embargo en x =3 considera un minimo, y no un punto de
inflexion]

(C36-2B, Tarea 7)

Los estudiantes en este nivel usan de forma aislada (sin relacionarlos
con otros elementos) algunos elementos matematicos que no siempre son
recordados de forma correcta. Asi, en el siguiente protocolo correspondiente a

la tarea 7 en la que el estudiante usa el elemento matematico:
f’(a) =0 — x=a maximo, minimo o punto de inflexion,

para decidir que en x =a existen puntos notables de la funcién f a partir de
condiciones analiticas, se observa que dicho elemento es recordado de forma
incorrecta al no contemplar la posibilidad de que x =a pueda ser un punto de
inflexion

E: ¢podrias comentarme como eshozas el grafico de f?

C39-2B: f ’(3) =f ’(5) =0 m&ximos o minimos....

(C39-2B, Tarea 7)

También se observa en algunos estudiantes que se encuentran en este
nivel que los elementos matematicos puntuales y globales que conllevan una
implicacion, son recordados de forma incorrecta en el sentido de que la
implicacidn es usada en sentido contrario al que deberia. Una manifestacion de
este hecho lo tenemos en el siguiente protocolo correspondiente a la tarea 3 en
la que se usa el elemento matematico analitico global que nos da una

condicion necesaria para que f sea derivable en (a, b):
si f derivable en (a, b) — f continua en (a, b),

recordando de forma contraria la implicacion:
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E: explicas en la resolucion de la tarea que primero estudias la
continuidad de fy después la derivabilidad, ¢ por qué?
C14-2B: porque si f es continua entonces f es derivable

(C14-2B, Tarea 3)

Los estudiantes en este nivel a veces “recuerdan” (en el sentido de tener
memorizados) elementos matematicos dados en la instruccidon previa. Asi, en
el siguiente protocolo, correspondiente a la tarea 3, se pone de manifiesto que
recuerda el elemento matematico analitico puntual: que nos da una condicion

necesaria para que f sea derivable en x =a,
si f derivable en x=a — f continua en x=a

de forma correcta, aunque resuelve la tarea como un procedimiento aprendido
en la instruccion previa, ya que para estudiar la continuidad de f impone que

los limites laterales de f sean igual a 0, sin saber explicar el por qué hace esto:

PROCE
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(C48-2B, Tarea 3)
C48-2B comento

C48-2B: primero para ver si es derivable, hay que ver si es continua
E: ¢por qué?
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C48-2B: porque si no es continua, al no ser la funcion continua en ese
punto no puede ser derivable, entonces estudiaré la continuidad en x
=1, haciendo los limites laterales

E: ¢por qué impones que esto [refiriéndose al limite lateral de f, cuando
x tiende a 1 por la derecha] sea igual a 0, y que 4 + a[refiriéndose al
limite lateral de f, cuando x tiende a 1 por la izquierda] sea igual a 0
también?

C48-2B: para que sean iguales

(C48-2B, Tarea 3)

4.2.2. Nivel INTER

En este nivel se empiezan a esbozar relaciones logicas entre elementos
matematicos. Las relaciones logicas que se utilizan son “y logica”,
contrarreciproco y equivalencia légica, aunque no todas se usan de la misma
manera, siendo la “y 16gica” la que suelen realizar de forma correcta con mas

frecuencia, y la “equivalencia logica” la que mas dificultades presenta.
9

La “y logica” es la relacion que entre elementos matematicos puntuales
y globales en el mismo modo (analitico o grafico) es utilizada por los
estudiantes con mas frecuencia en este nivel de forma correcta. Asi, podemos
observar como se establece esta relacion de forma correcta entre elementos
matematicos  analiticos puntual y global en el siguiente protocolo
correspondiente a la tarea 1, en el que el estudiante utiliza los elementos
matematicos analiticos puntual y global:
- condicion suficiente para que f tenga un extremo o punto de

inflexion en x=a: Sea f derivable en x =a, si x =a extremo o punto de
inflexiéon de f — f’(a) =0

- condicion necesaria para que f sea una funcion creciente o

decreciente: Sea f derivable en (a,b), si f crece en (a,b) > f >0 en
(a,b), y si fdecrece en (a,b) - f’<0en (a,b)
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El hecho de usar la conjuncidn ldgica entre ellos le permite resolver de
forma correcta la tarea, encontrando dos parejas de funciones con sus
derivadas respectivas, a) con f) y ¢) con e):

E: ¢por qué relacionas a) con f)?

C5-2B: en los puntos que hay un minimo o un maximo, en la derivada

tenia que ser cero. Y despues en los trozos que crecia o decrecia, tenia

que estar positivo o negativo

E: ¢cuando crece?

C5-2B: es positivo y donde decrece es negativo

E: ¢y la pareja de c) con e), como la has encontrado?

C5-2B: no estaba muy segura, pero como aqui estd decreciendo, la
derivada tiene que ser negativa.

(C5-2B, Tarea 1)

Del mismo modo en este nivel se pone de manifiesto el uso de la
relacion logica del contrarreciproco, en elementos matematicos analiticos
que conllevan una implicacion, como es el caso del elemento matematico
analitico puntual que nos da la condicion necesaria para que f sea derivable en
x =a: si f derivable en x =a — f continua en x =a. Una manifestacion del uso
de este elemento matemdtico en forma de contrarreciproco (si f no es
continua en X =a — f no es derivable en x =a) lo observamos en el siguiente

protocolo correspondiente a la tarea 4, donde se usa para decidir que no existe
£°(10):
E: ¢ f'(10)?

C2-2B: no existe porque no es derivable, porque no es continua

(C2-2B, Tarea 4)

Otra relacion logica que se pone de manifiesto en este nivel es la
equivalencia logica (o doble implicacion) entre elementos matematicos
analiticos puntuales o globales relativos a f °. Asi, se observa en el siguiente
protocolo correspondiente a C46-2B, en la tarea 1 el uso de las equivalencias

logicas:
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- sea f derivable en (a, b)
0 f’>0en (a,b) © fcreceen (a, b),
0 f’<0en (a,b) <> fdecrece en (a, b)

C46-2B: En esta (en c¢)) que no tiene maximos ni minimos como la
funcidn es decreciente siempre, su derivada tiene que ser negativa (en

e)).
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(C46-2B, Tarea 1)

La equivalencia légica es la que mas dificultades presenta a los
estudiantes en el nivel INTER, y sélo alguno de los estudiantes que se
encuentran en este nivel son capaces de establecer este tipo de relacion de
forma aislada entre elementos matematicos analiticos puntuales o globales
relativos a f ’. No tenemos ninguna manifestacion de que sean capaces de
establecer relaciones de este tipo entre elementos matematicos relacionados

con f’,

En este nivel los estudiantes utilizan de forma aislada los elementos
matematicos puntuales y globales, analiticos y graficos de forma correcta en la
resolucion de las tareas, igual que sucedia con los estudiantes de 1°
Bachillerato que se encontraban en este mismo nivel. Sin embargo existen mas

manifestaciones del uso de elementos matematicos analiticos que graficos.

Ademads se usan algunos elementos matematicos mas que en el nivel
INTRA. Asi, por ejemplo, es en este nivel donde los estudiantes usan el

elemento matematico grafico puntual relativo a un punto ctspide (o anguloso):

se dice que la grafica puede estar “quebrada” en un punto en el que no se

puede trazar una “tangente”.
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Esto se puede apreciar en el siguiente protocolo correspondiente a la
tarea 4, donde C46-2B usa esta idea para deducir que no existe f ’(14) porque

x =14 es un punto anguloso:

E: ¢y f’(14)?
C46-2B: ... bueno es anguloso, tenia problemas, la pendiente seria
doble

E: ¢podrias explicarlo?
C46-2B: habria dos, seria una cosa asi [esboza las pendientes en el
grafico]

(C46-2B, Tarea 4)

Es también en este nivel donde se usan elementos matematicos graficos
globales (elementos que no usan los estudiantes de 1° Bachillerato por
limitaciones del curriculo). Por ejemplo el elemento matematico relativo a la

interpretacion geométrica de la derivada:

Una funcion es derivable en (a,b) si existe la tangente en todos sus puntos
y el valor de la derivada en cada punto es la pendiente de la recta

tangente a la curva en (x,f(x)) Vx 1 (a,b),

C45-2B lo usa en la tarea 1 para encontrar la pareja formada por una funcion

(a)) y su derivada (f)):

E: ¢relacionas a) con f) ¢en qué te has fijado?

C45-2B: en donde cambian las pendientes, los maximos y los minimos,
coinciden con los 0 de la f) que seria la derivada de a)

E: ¢podrias explicarme a qué te refieres con los cambios de pendientes,
por ejemplo aqui, en el maximo?

C45-2B: por aqui es positiva la pendiente de la tangente( indicando
puntos de f situados a la izquierda del maximo), disminuye hasta 0, y
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luego empieza a ser negativa [la identificacion de la derivada con la
pendiente de la tangente a la funcion le ha permitido resolver el
problema]

(C45-2B, Tarea 1)

En este nivel comienzan a hacer uso los estudiantes de los elementos
matematicos relacionados con f *’. Por ejemplo, C5-2B al resolver la tarea 7
hace uso del elemento matematico analitico global relativo a la condicion
suficiente de convexidad y concavidad de f en relacion con el signo de f *’:
sea f derivable en (a, b), si f >’>>0 en (a, b) — f convexa en (a, b), y si f >’<0

en (a, b) — f concava en (a, b),

para estudiar la concavidad y convexidad de f a partir de condiciones
analiticas:
C5-2B: ...f " me da informacion sobre la concavidad

sif"<Ofes nysif">0fes ¢, luego entre 3y 8 fesasi: Ny parax<3
al revés...

(C5-2B, Tarea 7)

Una caracteristica de este nivel es que se pone de manifiesto los
primeros esbozos de sintesis entre los modos de representacion analitico y
grafico, a través de relacion logica (“y légica”) entre elementos matematicos
analitico y grafico puntuales y/o globales. Se observa este hecho en el
siguiente protocolo correspondiente a la tarea 2, en la que para esbozar los
posibles graficos de f se parte de f ’ sabiendo que es una recta que corta a los
ejes de coordenadas en los puntos (a, 0) y (0, b). En este caso el estudiante a
través de relacion logica (“y légica”) entre un elemento matematico grafico
global y dos elementos matemadticos analiticos uno puntual y otro global,

resuelve la tarea:
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la resolucién de la tarea)

perwadas i N &‘,Mh > |- parclbola-
Fonciones

R I e

(C5-2B, Tarea 2)

E: ¢puedes explicarme como has resuelto la tarea?

C5-2B: primero he sacado los posibles graficos de f que habia segun a
y b fuesen positivos o negativos. Y luego igual que antes, como estan
son las derivadas, se supone que cuando las derivadas pasan por cero,
hay un minimo o un maximo, entonces dependiendo, si la derivada esta
en positivo estd creciendo, y cuando pasa de positivo a negativo, esta
decreciendo, hay un maximo.

(C5-2B, Tarea 2)

Sin embargo no podemos considerar que C5-2B tenga sintetizados los
modos analitico y gréafico, pues en la tarea 5 no hace uso del elemento
matematico grafico puntual f ’(a) = pendiente de la tangente a f en x =a,
necesario en la resolucion de la tarea. Estos primeros esbozos de sintesis entre
los modos de representacion analitico y grafico se producen de forma aislada
en la resolucion del cuestionario. Este hecho constituye una caracteristica de

este nivel de desarrollo.

Por otra parte, hemos observado que entre los estudiantes que se
encuentran en el nivel INTER algunos manifiestan distintos niveles de
desarrollo del esquema en la resolucion de las diferentes tareas, segun el
modo de representacion (analitico o grafico), aunque no todos lo manifiesten

de la misma manera, como mostramos en el siguiente cuadro:
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NIVEL ESTUDIANTES
INTRA en modo grafico
INTER en modo analitico C5-2B, C39-2B

INTRA en modo analitico

INTER en modo grafico C45-2B

Cuadro 4.4. Cuestionarios de 2° Bachillerato que se encuentra en
diferente nivel de desarrollo del esquema segun modo de representacion

Este hecho es una evidencia de que estos estudiantes no tienen

sintetizados los modos de representacion analitico y grafico.

Globalmente, la distribucion de los estudiantes de 2° Bachillerato segun

nivel de desarrollo del esquema de Derivada, se recoge en el cuadro siguiente:

NIVEL ESTUDIANTES TOTAL
C48-2B, C4-2B, C28-2B, C19-2B, C13-2B, C3-2B,
INTRA C14-2B, C36-2B, C6-2B, C23-2B 10
C33-2B, C39-2B, C17-2B, C25-2B, C20-2B, C5-2B
9 s s 9 s 9 1
INTER C2-2B, C45-2B, C46-2B, C50-2B 0

Cuadro 4.5. Estudiantes de 2° Bachillerato asignados a los diferentes
niveles de desarrollo del esquema de Derivada

Cuando se han asignado los estudiantes a un determinado nivel hemos
observado que existen diferencias dentro de cada nivel, debido al numero de
elementos matematicos que los estudiantes son capaces de usar y al nimero y
tipo de las relaciones establecidas. Aunque globalmente las respuestas de los
estudiantes indiquen que estan en el nivel INTRA o INTER, dentro de cada
nivel se identifican aspectos que podrian apuntar hacia una mejor

diferenciacion dentro de cada nivel.
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En particular, en el grupo de estudiantes considerados en el nivel
INTRA se aprecian diferencias en el nimero de elementos que usan de manera
correcta, hecho que también sucedia en los estudiantes de 1° Bachillerato
asignados en este nivel. Pero, ademas hay diferencias en el namero y tipos de

relaciones que establecen los distintos estudiantes en el nivel INTER.

4.3. Caracteristicas de los niveles de desarrollo del esquema de derivada

en primero de la Licenciatura de Matematicas

Los estudiantes de primer curso de la Universidad (Licenciatura de
Matematicas) habian cursado la asignatura “Elementos de Analisis
Matematico” con contenidos del concepto de Derivada. Por tanto, en las
respuestas producidas existen un mayor numero de relaciones (“y logica”,
contrarreciproco, equivalencia logica) entre los elementos matematicos, y
usan un mayor numero de elementos matematicos analiticos o graficos

(puntuales o/y globales) relativosa f’ yaf .

El cuestionario que ellos trabajaron constaba de cuatro tareas, dos dadas
en modo grafico (Tarea 1 y Tarea 3) y dos en modo analitico (Tarea 2 y Tarea
4), (ver pagina 132 del capitulo 3). En la Tarea 1 figuraba el grafico de f’ y se
les pedia el esbozo del grafico de f. La grafica de f > mostraba cambios de
signo, cambios de crecimiento, puntos de corte con el eje X, puntos de
tangencia horizontal y un punto anguloso, por lo que para esbozar el grafico de
f era necesario relacionar (y légica) elementos matematicos (analiticos o
graficos) globales que vincularan el crecimiento de f’ a la convexidad de f, el
signo de f ’ al crecimiento de f, y elementos matematicos (analiticos o
graficos) globales y puntuales que vincularan f ° a extremos y puntos de

inflexion de f.

En el proceso de resolucion de la Tarea 2 (Tarea 3 del cuestionario de

2° de Bachillerato), podia hacerse uso de la derivada como limite del cociente
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incremental, siendo esta la unica tarea del cuestionario que se podia resolver
teniendo solo la idea de derivada en su expresion analitica. La Tarea 3 (Tarea
4 del cuestionario de 2° de Bachillerato) constaba de dos partes, la primera
centrada en el comportamiento local de la funcion y la segunda parte centrada
en el comportamiento global de la funcién. El tipo de informacion que habia
que obtener de la grafica de f estaba vinculada a la "razon de cambio"
(perspectiva analitica de la grafica) o a la pendiente de la recta tangente a un
punto de la grafica de f (perspectiva geométrica). La segunda parte de la tarea,
que implicaba el esbozo de la grafica de f * a partir del grafico de f, permitia
movilizar significados globales procedentes de las relaciones inversas que se
movilizaron en la Tarea 1 (en la que se nos daba la funcion derivada y se nos
pedia el esbozo de la grafica de f). Los elementos matemadticos utilizados en la
resolucion de la Tarea 3, y que conllevan alguna implicacion, se habian usado
en la Tarea 1 en su forma de condicion suficiente, y en esta tarea se utilizaban
en su forma de condicion necesaria. Por lo tanto, podia mostrar si el estudiante
establece relaciones de equivalencia légica entre los elementos matematicos

utilizados en la resolucidn de estas dos tareas.

En la Tarea 4, a partir de condiciones analiticas sobre f’ y f *’ se pedia
el esbozo del grafico de f. Para resolver esta tarea era necesario utilizar los
significados vinculados a las relaciones que se establecen entre f’y f, y entre
f >’ y f. En el esbozo del grafico de f aparecia un punto anguloso o punto
cuspide siendo el tratamiento de este punto lo que proporciona una mayor
dificultad. En la Tarea 1, también se pedia el esbozo de la grafica de f, desde
la grafica de f’°, en la Tarea 4 se proporcionaba condiciones analiticas de f’ y

£’ y pide el esbozo del grafico de f.

Los alumnos de la Licenciatura de Matematicas usan un mayor tipo de
relaciones logicas. Estos alumnos son capaces de usar la “y légica”, el
contrarreciproco y la equivalencia logica, de elementos matematicos.

También usan distintos tipos de elementos matematicos analiticos y graficos,
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puntuales y globales. Este incremento en el uso de elementos y relaciones esta
motivado por la incorporacion de la segunda derivada, hecho que no sucedia
en los alumnos de Bachillerato. Se sigue teniendo manifestacion de la
influencia de los modos de representacion (analiticos y graficos), salvo en los

estudiantes que muestran un desarrollo del esquema del nivel TRANS.

El cuadro siguiente muestra las relaciones logicas y los elementos
matematicos que utilizan los estudiantes de 1° Licenciatura de Matematicas en
los diferentes niveles de desarrollo del esquema de derivada. Debido al
caracter progresivo del desarrollo del esquema, las relaciones logicas y los
elementos matematicos que caracterizan el nivel INTRA las encontramos en el
nivel INTER, y lo mismo sucede con los niveles TRANS e INTER, esta
progresion es representada en el cuadro por una fecha entre dos niveles
consecutivos, y cuyo sentido es el nivel superior (por razones de simplicidad

en la elaboracion del cuadro no se repiten):
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Cuadro 4.6. Relaciones logicas y elementos matematicos que caracterizan
los niveles de desarrollo del esquema de derivada en 1° Licenciatura de

Matematicas
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A continuacién describimos las caracteristicas de cada nivel
considerando como los estudiantes relacionan y usan los diferentes elementos

en la resolucion de los problemas:
4.3.1. Nivel INTRA

Los estudiantes en este nivel, no utilizan ninguna relacion logica, tan
sOlo recuerdan elementos matematicos dados en la instruccion previa. Por
ejemplo, el siguiente protocolo correspondiente a la tarea 3, el estudiante
recuerda que no existe la derivada en los puntos cuspide pero no sabe explicar
por que:

E:cyf’(14)?

C36-L: no hay derivada porque hay un pico en la funcién, no puede
tener derivada

E: ¢por qué?
C36-L: nosé ...
(C36-L, Tarea 3)

Por otra parte, los intentos de establecer algn tipo de relacion ldgica
entre elementos matematicos analiticos o graficos puntuales y/o globales que
se producen no son correctos, igual que sucedia con los estudiantes de 1°y 2°
de Bachillerato asignados a este nivel. Por ejemplo, en la tarea 4, C22-L tiene
dificultad en establecer relaciones entre los elementos matematicos (analiticos
puntuales y globales):

- sif’(a) =0 > x =a maximo, minimo o punto de inflexion

- sea f derivable en (a, b), si f >0 en (a, b) — f crece en (a,b), y si
f’<0 en (a, b) > f decrece en (a,b)

- sea f derivable en (a, b), si f >0 en (a, b) > f convexa en (a, b), y si
f>°<0 en (a, b) » f concava en (a, b)
Una dificultad en establecer relaciones entre estos elementos parece ser la
causa de que esboze un grafico incorrecto de f. Durante la entrevista al indagar

sobre los significados de f ’(a) se manifestaron dichos errores
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E: ¢qué significa que f ’(1)=f ’(3)=f ’(5)=0?

C22-L: que hay un m&ximo o minimo o punto de inflexion

Donde f ’>0, f crece y f ’<0, f decrece

Si f <0 concava y si f *’>0 convexa

C22-L: Y aqui ( sefiala x =7) crecia por eso hay un error , si crece aqui,
tendria que crecer, y aqui tiende a menos infinito.

PROCESO DE RESOLUCION u
bl

(C22-L, Tarea 4)

Los estudiantes en este nivel usan de forma aislada (sin relacionarlos
con otros elementos matematicos) algunos elementos matematicos analiticos y
graficos, puntuales y globales, pero no siempre son recordados de forma

correcta.

Asi, en el siguiente protocolo correspondiente a la tarea 1, el elemento
matematico analitico global relativo a la condicion suficiente para que f sea

una funcion creciente o decreciente en (a, b):

sea f derivable en (a, b), si f >0 en (a, b) — f crece en (a, b), y si f °<0 en

(a, b) — f decrece en (a, b),

se usa para estudiar el crecimiento y decrecimiento de f, a partir del grafico de
f’, sin embargo C5-L, intenta relacionar el signo de la primera derivada con

la concavidad de la funcion:
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(C5-L, Tarea 1)

C5-L: *“...aunque si podemos saber la concavidad y la convexidad:
f’>0 —»fconvexa, y f’<0 —fcébncava” ,
(C5-L, Tarea 1)

Al igual que en los estudiantes de Bachillerato que se encuentran en
este nivel, se observa que los elementos matematicos analiticos puntuales o
globales que conllevan una implicacion son recordados de forma incorrecta en

el sentido de que la implicacion es usada en sentido contrario al que deberia.

Una manifestacion de este hecho lo tenemos en el siguiente protocolo
correspondiente a la tarea 1, donde el elemento matematico analitico puntual

relativo a la condicidon necesaria para que f sea derivable en x =a:
Si f derivable en x=a — f continua en x=a,

parece que se usa interpretando al contrario la implicacion: f derivable — f

continua, y esto le lleva a considerar x =2 como asintota:

E: en x =2 dices que hay una asintota. Esta es la grafica que haces de f
¢podrias explicarla?

C8-L: lo supuse a ultima hora. En x =2 pensé que era una asintota
porque no era derivable (parece ser que se refiere a la grafica de ')
Presentaba una discontinuidad de salto infinito (parece ser que se
refiere a la grafica de f)

E:¢en qué te has fijado de la grafica de f' para deducir que la funcion f
representa la discontinuidad?

C8-L: Me he fijado en el pico, pero no me acordaba si no era continua
o no era derivable. No me acuerdo.

(C8-L, Tarea 1)
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Ademas, los estudiantes de 1° de Licenciatura de matematicas que
podemos situar en el nivel INTRA usan algunos elementos matematicos
analiticos globales relativos a f 'y a f > que no usan los estudiantes en
Bachillerato en este nivel ni en el nivel INTER. Este hecho puede ser
explicado por la ampliacion de los elementos matemadticos sobre derivada que
estos alumnos de la Licenciatura de Matematicas conocen. Sin embargo, el
hecho de conocer mas elementos matemadticos no implica necesariamente un
aumento en el desarrollo del esquema. esto es debido a que el desarrollo de un
esquema viene caracterizado por lo que los estudiantes hacen con lo que
conocen desde la perspectiva del establecimiento de relaciones entre lo que se

conoce.

Un ejemplo de ello lo tenemos en el uso del elemento matemético
analitico global relativo a la condicion suficiente de convexidad y concavidad

de f en relacion con el signo de f’:

Sea f derivable en (a, b), si f >> >0 — f convexa, y si f >’<0 en (a, b) — f

concava,

(en Bachillerato se empieza a tener manifestaciones del uso de este elemento

en el nivel INTER de 2° Bachillerato).

En el siguiente protocolo correspondiente a C8-L en la tarea 4,
podemos observar su uso para estudiar la concavidad de f , a partir de
condiciones analiticas:

C8-L: ....f ’” <0 entonces f es concava
f ”’>0 entonces f es convexa...

(C8-L, Tarea 4)

El elemento matematico analitico global relativo a la condicion
suficiente de convexidad y concavidad de f en relacion con el crecimiento y

decrecimiento de f’:
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Sea f derivable en (a, b), si f ’crece en (a, b) — f convexa en (a, b), y si f’

decrece en (a,b) — f concava en (a, b),
(en Bachillerato no tenemos manifestaciones de su uso).

En el siguiente protocolo correspondiente a la tarea 1, se observa el uso
de este elemento matemadtico relacionando el crecimiento de f ° con Ia
concavidad de f , aunque parece que lo hace utilizando dos condiciones

redundantes, ya que afirma:

“cuando f * decrece, y f *” negativa, entonces f es convexa, y cuando f ’ crece y

f’’ es positiva entonces f concava”.

C8-L: la concavidad o convexidad depende de cuando sea creciente o
no la derivada. Cuando f* decrece, y f >’ es negativa entonces f es
convexa; y cuando f* crece y f’” es positiva entonces f es concava

(C8-L, Tarea 1)

4.3.2. Nivel INTER

Los estudiantes en este nivel empiezan a esbozar relaciones logicas
entre los elementos matematicos, siendo la “y logica” la que suelen realizar de
forma correcta con mas frecuencia, y la “equivalencia légica” la que mas

dificultades les presenta.

La “y légica” entre elementos matematicos puntuales y globales en el
mismo modo (analitico o grafico) es la relacion que los estudiantes utilizan
con mas frecuencia de forma correcta. La forma en la que se establece la
relacion de conjuncion logica entre los elementos matematicos analiticos
global y puntual:

- Sea f derivable en (a,b), si f >0 en (a,b) — f crece en (a,b) y si f <0

en (a,b) > fdecreceen (a,b)y
- sif’(a) =0 > x =a maximo, minimo o punto de inflexion

en el siguiente protocolo correspondiente a la tarea 4, es lo que permitio al

estudiante C11-L resolver esta tarea, e inferir del uso conjunto de estas dos
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implicaciones que x =1 maximo pues f cambia de creciente a decreciente, Xx=5
minimo pues f cambia de decreciente a creciente, y X = 3 punto de inflexion

pues f no cambia el crecimiento, y cambia la concavidad.

Ademads, el establecer la relacion de “y loégica” entre los elementos

matematicos analiticos globales:

- fconvexay f creciente con anterioridad a x =a

- fconvexay f decreciente a partir de x =a

siendo f continua, le permite decidir que en x =a hay un punto anguloso.

E: ¢como has usado las condiciones que te da el enunciado de la
tarea?

C11-L: Pasa por el punto (-1,0).

En 1,3,5 tiene maximos, minimos o puntos de inflexion

fdecrece entre 1y 5y a partir de 7

fcreceentre-2ylyentre 5y7

con f’’ se estudia la concavidad y la convexidad

en el 3 hay un punto de inflexién, ya que entre -2 y 3 es concava y luego
pasa a convexa

E:¢yenel 7?

C11-L: Entre 3y 7 es cdncava y creciente. Luego sigue siendo concava
pero pasa a ser decreciente. Luego no existe f' (7). Habria un pico.

(C11-L, Tarea 4)

La forma en la que los estudiantes consideraban el “punto anguloso” en

la grafica ha sido un contexto que ha proporcionado informaciéon sobre la
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forma en la que los estudiantes hacen uso de la relacion de “y légica” para

considerar de manera conjunta informacion puntual y global.

Del mismo modo en este nivel se pone de manifiesto el uso de la
relacion logica del contrarreciproco, en elementos matematicos analiticos
que conllevan una implicacién, como es el caso del elemento matematico
analitico puntual que nos da la condicion necesaria para que f sea derivable

en x =a;
si f derivable en x =a — f continua en x =a.

Una manifestacion del uso de este elemento matematico en forma de
contrarreciproco (si f no es continua en x =a — f no es derivable en x =a) lo
observamos en el siguiente protocolo correspondiente a la tarea 2, donde se
usa para decidir cuando f es derivable en x =1:

C4-L: primero veo para que valores de a y de b f es continua. Sélo

habria que verlo para x =1, ya que en los dos tramos es continua.

E: si te estan preguntando por la derivabilidad, ¢ por qué estudias la

continuidad?

C4-L: pues para descartarlo, porque si no es continua , no es
derivable...

(C4-L, Tarea 2)

Otra relacion logica que se pone de manifiesto en este nivel es la
equivalencia logica (o doble implicacion) entre elementos matematicos
analiticos puntuales o globales relativos a f °. Asi, se observa el uso de la
equivalencia logica:

- sea f derivable en (a, b)
f°>0en (a, b) <> fcrece en (a, b), y f <0 en (a, b) <> f decrece en (a, b)

en el siguiente protocolo correspondiente a la tarea 1:
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(C29-L, Tarea 1)

La equivalencia logica es la que mas dificultades presenta a los
estudiantes en el nivel INTER, y sélo alguno de los estudiantes que se
encuentran en este nivel son capaces de establecer este tipo de relaciones de
forma aislada entre elementos matematicos relativos a f ’, no tenemos ninguna
manifestacion de que sean capaces de establecer relaciones de este tipo entre

elementos matematicos relacionados con f 7.

En este nivel los estudiantes utilizan los elementos matematicos
puntuales y globales, analiticos y graficos de forma correcta en la resolucion
de las tareas, pero hay mas manifestaciones del uso de elementos matematicos

analiticos que graficos.

Los elementos matematicos se empiezan a usar “con sentido” en este
nivel, con esto nos queremos referir a que no es algo que se tiene memorizado
y se recupera de la memoria para utilizarlo si no que se sabe cuando utilizarlo
y por qué. Por ejemplo, el elemento grafico puntual relativo al punto ctspide:
Se dice que la grafica puede estar “quebrada” en un punto en el que no se

puede trazar una “tangente”,

que en el nivel anterior se recordaba para utilizarlo, en este nivel se utiliza
“con sentido” para deducir que en x =a no existe la derivada por tratarse de un
punto anguloso o cuspide, como puede observase en el siguiente protocolo

correspondiente a la tarea 3, en el punto x=14:
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E: ¢f’(14)?

C11-L: f’(14) no existe porque tiene un pico la grafica en el 14

E. ¢Porqué no es derivable cuando tiene un pico?

C11-L: Porque la tangente en el pico no seria unica, habria muchas

(C11-L, Tarea 3)

Ademas se usan algunos elementos matematicos graficos y analiticos
(puntuales y globales) mas que en el nivel INTRA. Asi, por ejemplo, es en
este nivel donde se tiene manifestacion del uso del elemento matematico
analitico puntual relativo a las relaciones de f °’ con los extremos y los puntos
de inflexion:

- Sif’(x)=0y f ’(x)<0 entonces x maximo relativo
- Sif’(x)=0y f ’(x)>0 entonces x minimo relativo

- Sif’(x)=0y f”’ cambia de signo a la izquierda y a la derecha de x
entonces x punto de inflexion

se observa su uso para deducir qué sucede en los puntos tales que f ’(x)=0, a
partir de condiciones analiticas, en el siguiente protocolo correspondiente a la
tarea 4:

C33-L: ....x =1, x = 3, x =5 hay maximo, minimo o punto de inflexion
en x = 1 maximo porque f’(1)=0y f*’(1)<0
en X = 3 minimo porque f’(3)=0y f ”’(3)>0

(C33-L, Tarea 4)

Es también en este nivel donde tenemos manifestacion del uso de
elementos matematicos graficos globales. Por ejemplo el elemento matematico

relativo al operador derivada:

Utilizando el significado geométrico de la segunda derivada como la

pendiente de la tangente a la grafica de f°,

que se utiliza en el siguiente protocolo correspondiente a la tarea 1 para

deducir la concavidad de f a partir del grafico de f :
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C15-L: ...Si hombre, la tangente de la grafica es negativa significa que
f(x) en ese tramo es concava... [se refiere a la tangente de f’, que es el
grafico que aparece en el enunciado de la tarea, que es f*” ].

(C15-L, Tarea 1)

En este nivel se pone de manifiesto los primeros esbozos de sintesis
entre los modos de representacion analitico y grafico, a través de relacion
logica (“y logica”) entre elementos matematicos puntuales y/o globales. Se
observa este hecho en el siguiente protocolo de C19-L correspondiente a la
segunda parte de la tarea 3, en la que pide el grafico de f’ a partir del grafico
de f . En este caso el estudiante establece una relacion “y légica” entre un
elemento matematico grafico global y un elemento matematico analitico

global, permitiéndole resolver la tarea:

E: ¢qué has tenido en cuenta para hacer el grafico de f ’?

C19-L: como f estd formada por ramas de parabolas, f * esta formada
por segmentos de rectas, ademas donde f crece f ’>0, y donde f decrece
f ’<0, pasa por (3,1) y por (7,0)

(C19-L, Tarea 3)

Sin embargo no podemos considerar que C19-L tenga sintetizados los
modos analitico y grafico pues en la tarea 1 no es capaz de utilizar la
informacion sobre los puntos de inflexion de la funcion lo que le lleva a
realizar un grafico incorrecto de f, mientras que en la tarea 4 si usa de forma

correcta este elemento matematico, esbozando un gréfico correcto de f.
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Asi, una caracteristica del nivel INTER es ¢l inicio de sintesis entre los
modos de representacion analitico y grafico aunque de forma aislada en la

resolucion del cuestionario.

Una caracteristica de los estudiantes que podian considerarse incluidos
en el nivel INTER y que es una manifestacion de no tener sintetizados los
modos de representacion analitico y grafico, es que pueden manifestar niveles
distintos de desarrollo del esquema en la resolucion de las diferentes tareas,
segin el modo de representacion (analitico o grafico), aunque no todos lo
manifiesten de la misma manera. Este hecho también lo hemos observado en
los estudiantes de 2° Bachillerato. En el siguiente cuadro hemos recogido los

estudiantes de Licenciatura de Matematicas que presentan esta caracteristica:

NIVEL CUESTIONARIOS
INTRA en modo grafico
INTER en modo analitico C21-L, C13-L

INTRA en modo analitico
INTER en modo grafico C36-L, C17-L

Cuadro 4.7. Cuestionarios de 1° Licenciatura de Matematicas que se
encuentra en diferente nivel de desarrollo del esquema segun modo de
representacion

4.3.3. Nivel TRANS

El nivel TRANS se caracteriza por que el estudiante establece diversas
relaciones logicas entre los elementos matematicos (“y logica”,
contrarreciproco, equivalencia légica) en la resolucion de los problemas,
utilizando los elementos matematicos de forma correcta, y reconstruyendo los
significados implicitos cuando es necesario. Ademas, se tiene la sintesis de los

modos de representacion.

Este nivel de desarrollo del esquema de Derivada lo podemos observar

en el cuestionario C38-L de 1° Licenciatura de Matematicas. Asi, en la tarea
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1, utiliza la idea de la derivada como pendiente de la recta tangente a f con
caracter local y global, y la utiliza reconstruyendo su significado, pues indica

que el signo de f’ proporciona informacion sobre el crecimiento de f:

“si f’>0, f crece porque f ’es la pendiente de la recta tangente a f, entonces

si la pendiente es positiva, f es creciente”.

Ademas, el cambio de creciente a decreciente le permite identificar los
puntos x=1 (x =3) como maximo (minimo) relativos. Sin embargo tiene
dificultades en explicitar los puntos de inflexion de f. Por ejemplo, cuando se
le pregunta por el comportamiento, en x =1.5, x =2.5 y x =3.5 contesta:
“dependeria de la inclinacion de la tangente, de la pendiente de la recta
tangente, que es la derivada,... cambia la inclinacion con mas o menos

velocidad”.
Y en x =2 y x=4, comenta:

“en x=2, f ’=0, ..., entonces he cambiado la variacion de la tangente. En x =4

lo mismo™.

Por la forma de resolver la tarea podemos inferir que C38-L tiene
construido la idea de derivada como pendiente de la recta tangente a f con

caracter global, lo que le permite esbozar un grafico correcto de f:

(C38-L, Tarea 1)

El calculo de limites, en la tarea 2, le presenta problemas, pero conoce
que para la resolucion de la tarea necesita de dos elementos matematicos

analiticos: si f es derivable en x =a — f continua en x =a , y el elemento
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matematico que relaciona la existencia de la derivada de f en un punto con
la continuidad de f’ en dicho punto. Ademas, se pone de manifiesto que tiene
la idea de derivada como limite del cociente incremental, pues lo utiliza
para el calculo de f’°, y en la entrevista comenta que la igualdad de los limites
laterales del cociente incremental significaria que la tangente por un lado y por
el otro son iguales en ese punto. Luego los elementos matematicos, los usa con
sentido, y mostrando que tiene una relacion de equivalencia légica entre la
expresion analitica de la derivada como limite del cociente incremental, y la
interpretacion geométrica de la derivada como pendiente de la recta

tangente, (es decir, sintesis en los modos de representacion).

En la tarea 3, vuelve a utilizar el elemento matematico que relaciona la
derivada en un punto con la pendiente de la tangente a la grafica en ese
punto. Y lo usa con sentido cuando comenta f ’(3) =(5-1)/(4-0) =1. Ademas
usa el elemento de conocimiento: si f derivable en x =a — f continua en x=a,
en la forma de la relacion 16gica de contrarreciproco (si f no es continua en
x=a — fno es derivable en x =a) para expresar que como f no es continua en
x =10, entonces no existe la derivada en x =10. También comenta que en un
punto anguloso no existe la derivada (vinculada a la idea de la derivada como
pendiente de la tangente), para decir que en x =14 no existe la derivada porque
al ser un punto anguloso, las tangentes no coinciden ( a la izquierda y a la

derecha ).

En la segunda parte de la tarea, esboza un grafico de f ’ correcto,
excepto en su forma, pero al preguntarle en la entrevista comenta que f ’
estaria formado por trozos de rectas. Para el esbozo de la grafica relaciona a

través de la conjuncion légica varios elementos matematicos:

sea f derivable en (a, b), si f crece en (a, b) > f >0 en (a,b), y si f decrece

en (a, b) > f’<0 en (a, b)

(implicacion contraria a la utilizada en la tarea 1 del mismo elemento),
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y la informacion obtenida por la utilizacion de varios elementos matematicos,

en diversos puntos, en la primera parte de la tarea:
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(C38-L, segunda parte de la Tarea 3)

En la tarea 4, usa los elementos matematicos globales que relacionan el
signo de f’ con el crecimiento de f, y el signo de f’’ con la concavidad de f,
aunque no recuerda el elemento matemadtico puntual que relaciona los puntos
en los que f ’=0, con la existencia de un méximo, un minimo o un punto de
inflexion. Sin embargo al establecer de forma correcta relaciones (“y logica”)
entre los elementos matematicos, que conoce y utiliza, hace que C38-L
resuelva correctamente la tarea, indicando que en x =3 hay un punto de

inflexion y en x =7 un punto anguloso.

(C38-L, Tarea 4)
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Por todo ello podemos inferir que C38-L establece diversas relaciones
logicas (“y légica”, contrarreciproco, equivalencia légica) de forma correcta
entre los elementos matematicos que utiliza. Ademas, los elementos
matematicos analiticos y graficos (puntuales y globales) que necesita para
resolver las diferentes tareas del cuestionario los usa correctamente y con
sentido, es decir, haciendo uso de los significados implicitos cuando es
necesario. Por la forma en que resuelve las distintas tareas del cuestionario se
pone de manifiesto que C38-L tiene sintetizados los modos de representacion,
pues no tiene dificultades en manejar la misma informacion, si procede del

modo analitico o del modo grafico.

Hay que sefialar que aunque C38-L tiene construido el significado de la
derivada como pendiente de la recta tangente a la funcién y como limite del
cociente incremental, no lo aplica en un segundo nivel entre el (f° ,f "), en el
sentido de que las relaciones que establece entre el par (f, f ’) no tenemos
manifestacion de que las establezca entre el par (f° y f ) (hecho que se podria
haber manifestado en la resolucién de varias tareas del cuestionario, por

ejemplo la tarea 1).

Podemos considerar que C38-L se encuentra en el nivel TRANS del
desarrollo del esquema, tal y como lo hemos caracterizado. A lo largo del
cuestionario en ningun momento hace uso de la equivalencia logica que se
establece en el par (f °, f°’) entre el crecimiento de f ’ y la convexidad de f,
que es una de las manifestaciones de considerar f ° como funcion y f >’ su
derivada (podia haberse hecho en la tarea 1 o en la segunda parte de la tarea
3), y tampoco se pone de manifiesto su capacidad de aplicar las relaciones que
tiene establecidas entre fy f°, a f’ y f > ni puntual ni globalmente. Estos

hechos nos indican que C38-L no ha tematizado el esquema de derivada.

La distribucion de los estudiantes de 1° Licenciatura de Matematicas se

recoge en el cuadro siguiente:
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NIVEL ESTUDIANTES TOTAL
INTRA | C3-L,C41-L, C50-L, C22-L, C1-L, C49-L, C8-L, 9
C5-L, C36-L
INTER C21-L, C27-L, C13-L, C17-L, C26-L, C28-L,
Cl11-L, C15-L, C16-L, C33-L, C29-L, C19-L, 15

C10-L, C30-L, C4-L

TRANS C38-L, C18-L, C25-L, C48-L, C9-L 5

Cuadro 4.8. Estudiantes de 1° Licenciatura de Matematicas asignados a
los diferentes niveles de desarrollo del esquema de Derivada

Cuando se han asignacion los estudiantes a un determinado nivel hemos
observado que existen diferencias dentro de cada nivel, debido al nimero de
elementos matematicos que los estudiantes son capaces de usar y al nimero y

tipo de las relaciones establecidas.

Globalmente las respuestas de los estudiantes nos indican que estan en
un nivel determinado, sin embargo se identifican aspectos que podrian apuntar

hacia una mejor diferenciacion dentro de cada nivel.

En particular, en el grupo de estudiantes considerados en el nivel
INTRA se aprecian diferencias en el nimero de elementos que usan de manera
correcta, hecho que también sucedia en los estudiantes de 1° Bachillerato
asignados en este nivel. Pero, ademas hay diferencias en el namero y tipos de

relaciones que establecen los distintos estudiantes en el nivel INTER.

4.4. Caracteristicas del desarrollo del esquema de derivada

El andlisis realizado permiti6 asignar cada individuo a un determinado

nivel. Este proceso de andlisis puso de manifiesto que:
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- Habia una construccion progresiva del esquema definida por la
cantidad de elementos y relaciones consideradas por los estudiantes

asignados a un mismo nivel.

- Existia cierta influencia de los modos de representacion a la hora de
establecer relaciones ldogicas entre los elementos matematicos, o de
hacer uso de los elementos matematicos necesarios en determinadas

situaciones.

Estos dos aspectos nos llevaron a la necesidad de hablar de subniveles para
mostrar como hay una progresiva incorporacion de un mayor nimero de
elementos matematicos y relaciones, y como se ha desarrollado una paulatina

sintesis de los modos de representacion analitico y grafico.

4.4.1. Caracterizacion de subniveles

La caracterizacion de los diferentes subniveles de desarrollo del
esquema de derivada y los individuos de las diferentes poblaciones asignados

a cada uno de ellos se recoge en el siguiente cuadro:
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Nivel

Caracteristicas

Cuestionarios

INTRA 1

No establece relaciones logicas entre
los elementos matematicos.
Recuerda so6lo algin elemento
matematico a lo largo de todo el
cuestionario, vinculado s6lo a un
modo de representacion analitico o
grafico.

Recuerda elementos matematicos
con errores.

C11-1B, C12-1B,
C31-1B, C38-1B,
C47-1B,

C48-2B, C4-2B,
C28-2B, C19-2B,
C13-2B, C3-2B
C3-L, C41-L, C50-L,
C22-L, C1-L, C49-L,

INTRA

Dificultades en establecer relaciones
logicas (y logica) entre los
elementos matematicos. (Intento de
relacion “y logica™).

Recuerda algunos elementos
matematicos de forma aislada.

No tiene sintetizados los modos de
representacion.

C5-1B, C13-1B,
C36-1B,C27-1B,
C14-2B, C36-2B,
C6-2B, C23-2B
C8-L, C5-L, C36-L

INTER1

Usa la conjuncion logica (“y légica”)
de manera correcta entre elementos
matematicos dados en el mismo
modo de representacion.

Recuerda algunos elementos
matematicos analiticos y/o grafico
(puntuales y/o globales).

Esbozos de sintesis de los modos de
representacion analitico y grafico.

C18-1B, C24-1B,
C8-1B, C21-1B,
C6-1B, C35-1B,
C2-1B, C42-1B,
C14-1B, C17-1B,
C23-1B,

C33-2B, C39-2B,
C17-2B, C25-2B,
C20-2B

C21-L, C27-L,
C13-L,Cl17-L,
C26-L, C28-L
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- Usa diferentes relaciones logicas
entre elementos matematicos de
forma  correcta salvo  alguna
excepcion  (generalmente en el C5-2B, C2-2B,

mismo modo).
- Recuerda los elementos matematicos C45-2B, C46-2B

INTER . - C50-2B,
necesarios en la resoluciéon de la

tarea en ambos modos de ClI-L, CI5-L,

Cl6-L, C33-L,

representacion (analitico o gréafico).

- Esbozos de sintesis de los modos de | C29-L, C19-L,
representacion (analitico y gréafico). CI10-L, C30-L, C4-L

- Dificultades en trasladar las
relaciones entre f y f ° a las
relaciones entre f ° y f *’(indicativo
de la consideracion de f ° como
funcion)

- Usa diferentes relaciones logicas (“y
logica”, contrarreciproco,
equivalencia ldégica) entre los
elementos matematicos de forma

TRANS - ?ercrlel:fcll.a los elementos matematicos C38-L, CI8-L,
necesarios en la resolucion de la C25-L, C48-L, CO-L
tarea, usando los significados
implicitos para tomar decisiones.

- Sintesis de los modos de
representacion (analitico y grafico).

- Traslacion de las relaciones entre f’
y £’ de manera puntual

Cuadro 4.9. Caracterizacion de los subniveles de desarrollo del esquema
de derivada

En el siguiente cuadro hemos recogido el nimero de estudiantes de

cada muestra asignados a cada subnivel:
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NIVEL 1° BACHILLERATO 2° BACHILLERATO 1° LICENCIATURA
INTRA 1 5 6 6
INTRA 4 4 3
INTER 1 11 5 6
INTER - 5 9
TRANS - ] 5
TOTAL 20 20 29

Cuadro 4.10. Estudiantes de cada muestra asignados a cada subnivel del
desarrollo del esquema de Derivada

Pasamos a continuacion a comentar y caracterizar cada uno de los

subniveles, a través del andlisis de algunos cuestionarios.

NIVEL INTRA 1:

Un sujeto en este subnivel se caracteriza por no establecer ningtn tipo
de relacion logica entre elementos matematicos, y recordar de forma correcta
solo un par de elementos en todas las tareas del cuestionario y de forma

aislada.

Por ejemplo, el comportamiento de C47-1B a lo largo de todo el
cuestionario mostraba evidencia de esta caracteristica. Asi, en la Tarea 1, dada
en modo analitico, hace uso del elemento matematico analitico global relativo
a la tasa de variacion media para resolver la primera parte de la tarea,
poniendo de manifiesto en la entrevista que no conoce / no recuerda el
elemento matematico analitico puntual relativo a la tasa de wvariacion

instantanea:
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(C47-1B, Tarea 1)

E: calculas la tasa de variacion media. ¢, y el calculo de la pendiente de
la recta secante?

C47-1B: no me acordaba

E: ¢ y la tasa de variacién instantanea en el punto (1, f(1))?

C47-1B: no me acuerdo

(C47-1B, Tarea 1)

En la Tarea 2, dada en modo grafico, para encontrar el valor de f(2)
intenta recordar algin procedimiento aprendido en la instruccion previa pero
sin éxito, C47-1B indica que necesita la expresion analitica de f(x). Para
encontrar f ’(2) recuerda con errores la interpretacion geométrica de la
derivada necesario para poder encontrarlo. Este hecho puede indicar que C47-
IB no tiene la idea de derivada en un punto como pendiente de la recta
tangente a la funcidén en dicho punto, pues en la entrevista comenta: ““porque

como la tangente coincide con la derivada™.

En la Tarea 3, C47-1B usa el elemento matematico analitico global

relativo al inverso del operador derivada:

si f ’(x) recta (funcion grado 1) — f(x) parabola (funcion grado 2)
permitiéndole decidir que la grafica de f(x) sera una parabola (A o B), pero no
es capaz de hacer uso de ninglin otro elemento matemdtico que le permita
decir cual de las dos gréficas se corresponde con la funcion f(x) solucion de la

tarea. La Tarea 4 no la contesta, sin dar razones en la entrevista.
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Globalmente, en las respuestas al cuestionario C47-1B hace uso de dos
elementos matematicos analiticos globales de forma correcta y aislada, no
estableciendo ninguna relacion logica. Ademas, no fue posible identificar cual
era el significado de derivada en un punto ni como limite del cociente
incremental (TVI) ni como pendiente de la recta tangente a la funcién en dicho
punto. Este tipo de comportamiento fue caracteristico de los 17 cuestionarios

que se encuentran en el nivel INTRA 1 del desarrollo del esquema.

NIVEL INTRA:

Se diferencia del nivel INTRA1 en que el individuo es capaz de
recordar mas elementos matematicos tanto analiticos como graficos (puntuales
y/o globales). Los estudiantes en este nivel recuerdan con mas frecuencia los
elementos relacionados con f °, que con f *’. Pero no hay evidencia de que
recuerden o usen mas los elementos matematicos puntuales que los globales o
viceversa. También, en el nivel INTRA algunos elementos matematicos son

recordados por los estudiantes con errores.

Este subnivel de desarrollo del esquema de Derivada lo podemos
observar en el cuestionario C14-2B. Asi, en la Tarea 1, en la que se pide
emparejar graficos de funciones con las graficas de sus derivadas, s6lo usa el
elemento matematico que relaciona el signo de f ° con el crecimiento de f,
sin embargo, la pareja de funciones que identifica utilizando este elemento no
es correcta.

E: ¢sabrias comentar como resuelves la tarea?

C14-2B: s6lo he encontrado la pareja c) con b) pero no estoy segura.

Me he fijado que si f <0 entonces f decrece y si f *>0, f crece

E:¢ podrias fijarte en algo méas?

C14-2B: no

E: ¢ puedes encontrar otra pareja?

C14-2B: no sé.
(C14-2B, Tarea 1)
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En la Tarea 2, C14-2B recuerda el inverso del operador derivada pues

comenta: "si f' es una recta entonces f es una parabola", y elementos que

vinculan el signo de f’ y al crecimiento de f. Sin embargo, el uso conjunto de

estos dos elementos no le permite resolver satisfactoriamente la tarea, segin se

muestra en el dibujo realizado (ya que segun el grafico de f{’ esbozado por el

estudiante el maximo de f deberia estar en x =a, y no en x =b como aparece en

su dibujo). Aunque en la entrevista verbaliza estos dos elementos

matematicos, no es capaz de vincular sus significados para inferir una

respuesta adecuada:

e 5; M>o e
$i Jinco  deaere

(C14-2B, Tarea 2)

E: ¢puedes explicarme como resuelves la tarea?

C 14-2B: si f ” es una recta entonces f es una parabola y donde f > >0
entonces f crece, y donde f * <0 entonces f decrece

E: ay b no son valores fijos, son pardmetros, ¢podrias hacer otras
posibles graficas variando a 'y b a lo largo de los ejes?
Cl4-2B:no

(C14-2B, Tarea 2)

Este tipo de respuesta, caracteristica del nivel INTRA indica que una

cosa es recordar los elementos pertinentes para resolver una tarea y otra

relacionarlos adecuadamente para producir una respuesta correcta. De ahi que
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la forma en la que los estudiantes llegan a producir las respuestas a partir de la
consideracion conjunta de informacion procedente de dos elementos
matematicos (el uso de la “y logica”) se constituya en un indicador del

desarrollo del esquema.

Esto puede ser debido a que C14-2B no tiene los significados asociados
a los elementos matematicos que recuerda. Esto puede indicar que se trata de

un procedimiento aprendido en la instruccidn previa.

Estas caracteristicas vuelven a aparecer en la Tarea 3, en la que C14-2B

hace uso de dos elementos matematicos analiticos puntuales:
- Sifderivable en x =a — f continua en x =a

- Existencia e igualdad de los limites laterales de f ' en x =a — f'

continua en x=a.

El uso conjunto ("y légica") de estos dos elementos matematicos hace
que resuelva de forma correcta la tarea, pero en la entrevista se pone de
manifiesto que no tiene la idea de derivada como limite del cociente
incremental. Por tanto, por la forma en que resuelve la tarea C14-2B ha
memorizado un procedimiento para resolver un determinado tipo de tareas, lo

recupera de la memoria, y lo aplica.

En la primera parte de la Tarea 4, solo usa de forma correcta el
elemento matematico analitico puntual utilizado en la tarea anterior que
relaciona la derivabilidad y la continuidad de una funciéon. Ademads, para
obtener el valor de f ’(3) intenta recordar que existe alguna relacion entre f ’(a)
y la pendiente de la recta tangente a f en x =a, pero sin éxito. C14-2B parece
haber memorizado de la instruccion previa que cuando f tiene un pico, no

existe la derivada, f'(14), pero no sabe explicar por qué.

En la Tarea 5, sin embargo, usa el elemento matematico grafico puntual
que relaciona la derivada en un punto con la pendiente de la recta

tangente en dicho punto, elemento que no pudo utilizar en la Tarea 4, y que
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aqui usa para resolver la tarea de forma correcta:

C14-2B: primero calculo f, que me da esto (sefiala f(x) como polinomio
de grado 3), después calculo la derivada y la igualo a cero porque la
derivada es la pendiente de la recta tangente y obtengo dos valores

(C14-2B, Tarea 5)

Si nos fijamos en ambas tareas, parece que C14-2B tiene memorizados
los elementos matematicos asociados a un determinado tipo de tareas. De ahi
que use el elemento relativo a la interpretacion geométrica de la derivada en la

Tarea 5, y no lo haga en la Tarea 4

La Tarea 6 no la contesta. Aunque comenta: "f continua — f
derivable", poniendo de manifiesto que usa el elemento: f derivable en x =a
—f continua en x =a, de forma erronea, como si fuera una equivalencia o
doble implicacion (ya que en la Tarea 3 y en la Tarea 4 lo us6 bien en la
implicacion contraria). Esto es una de las caracteristicas propias de los
estudiantes que se encuentran en este nivel de desarrollo, recordar con errores

algunos elementos matematicos.

En la Tarea 7, usa de forma correcta el elemento que relaciona el signo
de f’ con el crecimiento de f, aunque comenta que x =3 es punto de inflexion
no sabe explicar por qué. Las relaciones logicas ("y logica") que establece en

la resolucion de esta tarea son erroneas, y el grafico esbozado no es correcto:

(C14-2B, Tarea 7)

C14-2B: ...si f ' <0 f decrece, de 5 a 8 decrece si f '>0 f crece, para
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menores que 5

E: ¢queé sucede en x =3?

C14-2B: habria un punto de inflexion, creo
E: ¢por qué?

C14-2B: ...

(C14-2B, Tarea 7)

Esto vuelve a ser una evidencia de las dificultades en el uso de la “y
légica” que muestran los estudiantes en este nivel, pues el uso conjunto de los
dos elementos que recuerda para resolver el problema no le ha permitido

resolverlo satisfactoriamente, segiin se muestra en el dibujo que esboza.

Por tanto, podemos decir considerando globalmente el cuestionario
C14-2B, que recuerda elementos matemadticos pero tiene dificultades en
establecer relaciones 16gicas (“y logica™) entre ellos para obtener informacion
que le permite resolver la tarea. Las respuestas de C14-2B al cuestionario
indica que el modo de representacion en el que se proporciona la informacion
influye en como usa los elementos matematicos que recuerda. Asi, mientras es
capaz de usar la interpretacion geométrica de la derivada, como pendiente de
la recta tangente, cuando se da la tarea en modo analitico (Tarea 5), no usa
este elemento en la Tarea 1 y la Tarea 4, dadas en modo grafico. C14-2B usa
de forma correcta en algunas tareas, algunos elementos matematicos analiticos
y graficos puntuales y globales de forma aislada. En general, hace uso en mas
ocasiones de los elementos matematicos vinculados al modo analitico que al
modo grafico, esto nos pone de manifiesto que no tiene sintetizado los modos
de representacion analiticos y graficos. Por tanto, C14-2B lo asignamos al

nivel INTRA.

NIVEL INTER 1:

Este es un subnivel de transicion entre el nivel INTRA y el nivel

INTER, se caracteriza porque se empiezan a realizar algun tipo de relacion
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logica (*y logica”) entre elementos matematicos, de manera correcta aunque
de forma aislada en algin momento determinado del cuestionario, hecho que
no sucedia en el subnivel INTRA. Los estudiantes en el nivel INTER 1 usan
algunos elementos matematicos mas que en el nivel INTRA. Se sigue
manifestando influencia del modo de representacion (analitico o grafico) a la
hora de establecer relaciones logicas entre lo elementos para obtener
informacion relativa al problema. Sin embargo no podemos considerar que se
encuentran en el nivel INTER, ya que un individuo en el nivel INTER es
capaz de establecer diversos tipos de relaciones ldégicas (“y légica”,
contrarreciproco, equivalencia légica) entre elementos matematicos de
forma correcta, hecho que no sucede en los individuos que se encuentran en el

subnivel que estamos considerando.

Este subnivel de desarrollo del esquema de Derivada lo podemos
observar en el cuestionario C39-2B. Asi, en la Tarea 1, dada en modo grafico
en la que se pide encontrar parejas de funciones con sus derivadas respectivas,
usa dos elementos matematicos analiticos uno puntual (si f ’(a) =0 — x =a
maximo, minimo o punto de inflexion) y otro global (sea f derivable en (a, b)
si f >0 en (a, b)— f crece en (a, b), y si f °<0 en (a, b) — f decrece en
(a, b)), la relacion logica (“y légica”) que establece entre estos elementos
matematicos le permite encontrar la pareja formada por a) funcion y f)
derivada. Sin embargo haciendo uso del elemento relativo al signo de f’y al
crecimiento de la funcion, forman una pareja incorrecta ¢) y b), es decir hace

uso incorrecto de un elemento matematico que recuerda de forma correcta:

E: ¢en qué te has fijado para relacionar a) y f)?

C39-2B: por ejemplo, en la a) los maximos y los minimos, donde esté el
maximo y el minimo, en f) corta al eje OX, es 0 en esos puntos. En a)
hasta el minimo decrece y en f) esta4 por debajo del eje OX, es menor
que 0. Y desde el minimo al maximo en a) crece, en f) estd por encima
del eje OX, es mayor que 0

E: ¢para relacionar b) y ¢) en qué te has fijado?
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C39-2B: esta funcion es entera creciente sin maximos ni minimos, y
aqui encontré que toda la funciéon esta por encima del eje OX, y
entonces al no cortar al eje la funcién no va tener ni maximos ni
minimos

E: ¢podrias fijarte en algo mas para establecer relaciones?
C39-2B: no, esto es asi, porque es asi...

E: ¢encontraste alguna otra pareja?

C39-2B: yo buscando no encontré ninguna otra
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(C39-2B; Tarea 1)

En la Tarea 2, vuelve a hacer uso de los dos elementos matematicos
analiticos puntual y global que utiliz6 en la Tarea 1, y ademads el elemento
matematico grafico global relativo al inverso del operador derivada: f °’
recta — f parabola. A través del establecimiento de relacion légica (“y
logica”) entre estos elementos matematicos ha hecho posible que distinga
cuatro posibles graficas de f dependiendo de que los parametros a y b fueran
positivos o negativos, aunque no es capaz de explicar como influiria en la
grafica de f el hecho de fijar un parametro mientras variamos el otro. Esto es
una manifestacion de que el individuo no es capaz de establecer relaciones
logicas (“y logica”) entre los elementos matematicos utilizados al modificar

las condiciones de la tarea.

En la Tarea 3, utiliza dos elementos matematicos analiticos puntuales,
uno de ellos en forma de contrarreciproco (si f no es continua en x =a— fno
derivable en x=a), y el otro elemento matematico es el relativo a la existencia
e igualdad de los limites laterales de f > en x=1 — f’ continua en x =1. La

relacion logica (“y légica™) que establece entre estos elementos matematicos
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le permite resolver de forma correcta la tarea, poniendo de manifiesto que

tiene la idea de derivada como limite del cociente incremental.

En la Tarea 4, en su primera parte, vuelve a hacer uso de algunos de los
elementos matematicos analiticos utilizados en las tareas anteriores. Se pone
de manifiesto que no tiene la idea de derivada en un punto como pendiente de
la recta tangente en dicho punto, pues no es capaz de decir cual es el valor de
f ’(3). También muestra dificultades en la derivabilidad de los puntos
angulosos (x =14), pues comenta con respecto a la existencia de f ’(14): “yo
diria que si, que seria derivable porque es un maximo”. En la segunda parte de
la tarea, s6lo hace uso del elemento matematico global que relaciona el
crecimiento de f con el signo de f ’, pero no utiliza el elemento matematico
grafico global relativo al operador derivada (si f parabola — f ’ recta). El
grafico esbozado no es correcto a partir de x =10 mostrando dificultades en los

puntos en los que en el apartado anterior habia tenido problemas.

La Tarea 5 no la contesta, y no da razones sobre las causas. En cuanto a
la Tarea 6, la primera parte no la contesta, y en la segunda parte hace uso de
un par de elementos matematicos analiticos puntuales usados en tareas
anteriores (f ’(a) = limite del cociente incremental, y si f derivable en x =a
— f continua en x =a) de forma aislada, sin establecer relaciones logicas entre
elementos. Por tanto, en esta tarea dada en modo analitico no es capaz de
establecer ningin tipo de relaciébn entre los elementos para obtener

informacion relativa a la resolucion del problema.

En la Tarea 7, s6lo hace uso de forma correcta del elemento matematico
analitico global que relaciona el signo de f’ con el crecimiento de f, y usa de
forma errénea el elemento matematico analitico puntual: si f ’(a) =0 — x =a
maximo, minimo o punto de inflexion. Se pone de manifiesto que no conoce /
no recuerda el elemento matematico analitico global relativo a f > ( sea f

derivable en (a, b), si f ”>>0 en (a, b)— f convexa en (a, b) y si f 7’<0 en
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(a,b)— f concava en (a, b). No es capaz de esbozar el grafico de f de forma

correcta:

C39-2B:  ’(3) =f ’(5) =0 maximos 0 minimos

y =-4, x =8 son asintotas

f’<0, f decrece entre 5y 8

f ’>0, crece para x menor que 5

E: ¢y f’>0?

C39-2B: no lo he tenido en cuenta

E: ¢qué informacion te daria el signo de f **?

C39-2B: ...

E: ¢queé sucede en el grafico en el intervalo comprendido entre 2 y 3?
C39-2B: ... ahora mismo no...

(C39-2B, Tarea 7)

Globalmente, a lo largo de todas las tareas el cuestionario C39-2B
establece relaciones logicas (“y logica™) entre elementos matematicos de
forma aislada. Asi, en la Tarea 1 establece una relacion logica (“y logica”)
entre dos elementos matematicos analiticos, en la Tarea 2 también, aunque se
pone de manifiesto que al variar las condiciones del enunciado de la tarea ya
no es capaz de establecer relacion logica (y logica) entre los elementos
matematicos utilizados. Este hecho se convierte en una caracteristica que va a
diferenciar no sélo el desarrollo en el nivel INTER, sino que determina una
caracteristica de un mayor desarrollo del esquema. En la Tarea 3, establece
una relacion légica (“y logica”) entre dos elementos matematicos analiticos
puntuales, y sin embargo en otras hace un uso incorrecto de algin elemento
matematico analitico puntual y establece alguna relacion logica (“y logica™)

incorrecta entre ellos (en la Tarea 7).
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También, se pone de manifiesto que tiene dificultades en el uso de
elementos matematicos graficos (so6lo usa un elemento grafico global, el
inverso del operador derivada en la Tarea 2, a lo largo de todo el cuestionario)
se observa que aunque tiene la idea de derivada como limite del cociente
incremental (en las Tareas 3 y 6), no sucede lo mismo con la idea de derivada
en un punto como pendiente de la recta tangente a la funcidon en dicho punto
(en las Tareas 4 y 5). C39-2B tiene dificultades en manejar la misma
informacion si procede del modo grafico o del modo analitico, por lo que
muestra no tener sintetizados los modos de representacion analitico y grafico.
Por todas estas caracteristicas podemos considerar que se encuentra en el nivel

INTERT1 del desarrollo del esquema.

NIVEL INTER:

En este nivel de desarrollo del esquema de derivada hay mas riqueza en
las relaciones logicas usadas y ademas estas relaciones se dan con mas
frecuencia. Los elementos matematicos no solo se relacionan a través de la
conjuncion légica (“y légica™), sino también mediante contrarreciproco y
equivalencia logica. Este ultimo tipo de relacion logica es la que mas
dificultades presenta en este nivel de desarrollo del esquema. También este
nivel se caracteriza porque se usan algunos elementos matematicos mas que en
el nivel anterior de forma correcta. Se sigue manifestando influencia del modo

de representacion (analitico o grafico).

Este nivel de desarrollo del esquema de Derivada lo podemos observar
en el cuestionario C29-L de 1° Licenciatura de Matematicas. Asi, en la Tarea
1 relaciona de forma correcta el elemento ( si f ’(a) =0 — x =a maximo,
minimo o punto de inflexion de f) y el elemento que relaciona el signo de f’
con el crecimiento de f para obtener informacion sobre los extremos

relativos:
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(C29-L, Tarea 1)

El uso del comportamiento de la segunda derivada para obtener
informacion sobre f es caracteristica de este nivel. En este sentido, C29-L tiene
dificultades en identificar los puntos de inflexion, pues aunque identifica x =2
como punto de inflexion, fijdndose en el hecho de que es un punto anguloso y
no existe f >’, sin embargo no sucede lo mismo en los puntos x =4, x =1.5, x
=2.5y x =3.5. Asi, de x =4 no es capaz de decir nada, y de x=1.5, x =2.5y x
=3.5, en la entrevista comenta que en estos puntos f *’=0 por ser puntos de
tangente horizontal de f’, e indica que en ellos cambiaria la concavidad, pero

el grafico no lo esboza de forma correcta.

- — =

(C29-L, Tarea 1)

De este hecho podemos deducir que C29-L identifica el elemento que

relaciona el comportamiento de f’ con el comportamiento de f, y esta relacion
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la puede aplicar en otro ambito, entre f * y f >, de manera puntual, pero
mostrando dificultades en el uso de estos elementos matematicos que recuerda
de forma correcta. Sin embargo, C29-L en esta tarea, no es capaz de
reconstruir la relacion entre el crecimiento de f* y la concavidad de f, aunque
si conoce / recuerda la relacion entre el signo de £’ y el crecimiento de f. Este
alumno tiene informacién desde la grafica de f > que podia usar para
determinar la concavidad de f ( a través del signo de f ’ viendo la derivada
como pendiente de la recta tangente a la grafica) pero tiene dificultades para
hacerlo. Este hecho nos lleva a pensar que C29-L no tiene construido el
significado de la derivada como funcion, ya que ello implicaria poder aplicar
las mismas relaciones e implicaciones que tiene parafy f’ ,paraf’ y f’’ cosa
que no hace en esta tarea. De esta manera, la capacidad de aplicar relaciones
entre fy f’af’yf” puede ser un indicativo de la construccion del

significado de la primera derivada como funcion.

En la Tarea 2, relaciona a través de “y légica” los elementos
matematicos analiticos puntuales que utiliza en la resolucién de la tarea. Hace

uso del elemento matematico analitico puntual:
si f es derivable en x =a — f continua en x =a,

y del elemento matematico analitico puntual que relaciona la existencia de la
derivada de f en un punto con la continuidad de f > en dicho punto.
Poniéndose de manifiesto en la entrevista que identifica la derivada en un

punto con el limite del cociente incremental.

En la Tarea 3 usa el elemento matematico grafico puntual que
relaciona la derivada en un punto con la pendiente de la recta tangente a
la grafica en ese punto, y lo usa con sentido (por ejemplo, cuando dice que
f °(7)=0 porque la tangente es horizontal). También, se pone de manifiesto el
establecimiento de relaciones logicas entre algunos elementos matematicos a

través del contrarreciproco, como es el caso del elemento matematico
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analitico puntual: si f derivable en x =a — f continua en x =a, cuando

comenta que no existe f ’(10) porque f es discontinua en x =10.

C29-L manifiesta la caracteristica de “recordar” algun elemento
matematico y no ser capaz de hacer uso de los significados implicitos. Este es
el caso del elemento matemadtico analitico puntual relativo al punto cuspide,

pues comenta que

“no existe f ’(14) porque x =14 es un punto anguloso, la funcién es continua

en ese punto pero no es derivable”, y senala “la verdad es que no lo sé”.
(C29-L, Tarea 3)

En la segunda parte de la Tarea 3, C29-L no es capaz de expresar que si
una funciéon es una pardbola entonces la derivada es una recta. Esto nos
permite pensar que C29 en esta tarea no se ha planteado la necesidad de
relacionar una funcidén con su funcion derivada, sélo lo hace puntualmente
(localmente), al igual que le sucedia en la Tarea 1 con la idea de la derivada
como pendiente de la recta tangente a f. Solo usa el elemento matematico
analitico global que relaciona el crecimiento de f con el signo de
f ’(elemento matematico que en la Tarea 1 habia mostrado que lo utiliza como
una equivalencia logica), pero no recuerda / no conoce / no es capaz de
reconstruir el elemento matematico que relaciona la concavidad de f con el

crecimiento de f’°, y no esboza un grafico correcto de f’:
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(C29-L, Tarea 3)

En la Tarea 4, relaciona a través de “y logica” los elementos
matematicos que relacionan el signo de f’ con el crecimiento de f, y el signo
de f*’ con la concavidad de f, y el elemento que relaciona los puntos en los
que f’ se anula con la existencia de un maximo, un minimo o un punto de
inflexion. El uso conjunto de estos elementos le permite decir que x=1 es un
maximo, X =3 un punto de inflexién y x =5 minimo. Respecto a x =7 comenta
que es un punto anguloso, porque f pasa de crecer a decrecer, y es convexa, y

esboza un grafico correcto de f:

C29-L: ... x =3 es punto de inflexion porque entre -1 y 5 es decreciente
y pasa de ser concava a convexa...

E:¢cenx=7?

C29-L: hasta x = 7 f crece, y a partir de ahi decrece, y es convexa,
luego hay un punto anguloso.
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(C29-L, Tarea 4)

Globalmente se puede considerar que C29-L se encuentra en un nivel
INTER del desarrollo del esquema, segin lo hemos caracterizado, pues
establece relaciones logicas (“y logica”, doble implicacion o equivalencia
logica, contrarreciproco) correctas entre los elementos matematicos, y
utiliza de forma correcta los elementos matematicos analiticos y graficos
(puntuales y globales). Sin embargo no tiene la sintesis entre los dos modos de
representacion analitico y grafico, caracteristica del nivel TRANS, ya que s6lo
utiliza la idea de derivada como pendiente de la recta tangente a f o como
limite del cociente incremental puntualmente (localmente) pero no
globalmente , lo que implicaria que en la Tarea 1 la informacién dada por la
grafica de f ’ le habria servido para determinar la concavidad de f. Ademas
muestra tener dificultades en manejar la misma informacion si procede del
modo grafico o del modo analitico, ya que en la segunda parte de la Tarea 3,
dada en modo gréfico, para esbozar el grafico de f ’ a partir del grafico de f
solo hace uso de un elemento matematico. Sin embargo, en la Tarea 4, tarea
dada en modo analitico, establece las relaciones 1dgicas (“y légica”) entre los
elementos matematicos de forma correcta, y hace uso de los elementos
matematicos analiticos puntuales y globales necesarios en la resolucion de la

tarea, esbozando el grafico de f de forma correcta.
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NIVEL TRANS

Como se comentd anteriormente, el nivel TRANS se caracteriza por
que el estudiante establece las relaciones logicas (“y logica”,
contrarreciproco, equivalencia logica) necesarias entre los elementos
matematicos en la resoluciéon de las tareas, y hace uso de los elementos
matematicos analitico y/o grafico puntual y/o global que necesita para la
resolucion de la tarea planteada, reconstruyendo los significados implicitos
cuando le es necesario en la resolucion de la misma, mostrando tener la

sintesis de los modos de representacion.

En el apartado 4.3.3 de este capitulo comentamos la resolucion del
cuestionario 38 de 1° de Licenciatura de Matematicas, como una
manifestacion de un individuo que se encuentra en el nivel TRANS del

desarrollo del esquema de Derivada tal y como lo hemos caracterizado.

El estudio nos ha permitido observar que entre algunos de los
estudiantes que se encuentran en el nivel INTER se manifiestan distintos
subniveles de desarrollo del esquema segin el modo de representacion
(analitico o grafico), aunque no todos lo manifiesten de la misma manera. Esto
es una manifestaciéon de no tener sintetizados los modos de representacion

analitico y grafico. Este hecho lo hemos recogido en el cuadro 4.11.
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NIVEL CUESTIONARIOS

INTRA en modo analitico

INTERI en modo grafico C36-L, C17-L
INTRA en modo grafico
INTER1 en modo analitico C21-L, C13-L, C39-2B

INTRA en modo analitico

INTER en modo grafico C45-2B
INTRA en modo grafico
INTER en modo analitico C5-2B

INTER1 en modo analitico

INTER en modo grafico C11-L, C19-L, C30-L

INTER1 en modo grafico
INTER en modo analitico C15-L. C10-L. C4-L

Cuadro 4.11. Cuestionarios que se encuentran en diferentes subniveles de
desarrollo del esquema segin modo de representacion

En el siguiente cuadro podemos observar las relaciones logicas y los
elementos matematicos que se utilizan en los diferentes subniveles de

desarrollo del esquema de derivada:
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4.4.2. Tematizacion del esquema

Algunos individuos que se encuentran en el nivel TRANS manifiestan
haber tematizado el esquema, hecho que se pone de manifiesto cuando el
estudiante es capaz de trasladar las relaciones entre fy f” al par f’y £ *°. Es
decir, se aplica a f > y a su derivada (f ’)’ las mismas relaciones e
implicaciones que se tiene para f y su derivada f °, considerando f ’ como
funcion y f >’ como su derivada, (esta relacion en el nivel INTER solo se

observa con cardcter puntual).

Los individuos que tienen tematizado el esquema son capaces de
establecer la relacion 16gica de equivalencia légica: Sea f derivable en (a, b), f
convexa en (a, b) <> f ’ creciente en (a, b) (y f céncava en (a, b) <> f°

decreciente en (a, b)), usando los significados implicitos.

Solo a través de la resolucion de todo el cuestionario podemos saber si
un estudiante ha tematizado el esquema de derivada. En el siguiente protocolo
que corresponde al cuestionario 25-L, se puede observar que tiene tematizado
el esquema de derivada pues estableci6 relaciones logicas (“y logica”,
contrarreciproco, equivalencia logica) entre elementos matematicos, y
utiliz6 de forma correcta los elementos matematicos analiticos y graficos
puntuales y globales necesarios en la resolucion de las distintas tareas del
mismo. Ademads en la resolucion de la Tarea 1, tenemos evidencia empirica de
que C25-L reconstruye la relacion entre el crecimiento de f ’ y la concavidad
de f, desde el significado de la derivada como pendiente de la recta tangente a
la grafica. Las mismas ideas / relaciones que aplica a la funcién derivada de f

(f’), las aplica a la funcién derivada de £ (f ).
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(C25-L, Tarea 1)

Observamos ademds que C25-L es capaz de hacer inferencias
independiente del modo de representacion utilizado, pues resuelve de forma
correcta la Tarea 1, desarrollada en modo grafico, y lo mismo sucede con la
Tarea 2, desarrollada en modo analitico, ya que utilizd en su resolucion el
contrarreciproco del elemento matematico: si f derivable en (a, b) —> f
continua en (a, b) (si f no es continua en (a, b) - f no es derivable en (a, b))
y también uso la relacion logica (“y logica™) entre dos elementos matematicos

analiticos puntuales necesaria en la resolucion correcta de dicha tarea.

En la Tarea 3, se pone de manifiesto que C25-L tiene construido el
significado de la derivada como pendiente de la recta tangente y como
limite del cociente incremental, cuando respecto a x=14, punto anguloso

(caspide) comenta que no es derivable pues, aunque es continua, el limite del
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cociente incremental cuando x tiende a 14 por la izquierda no coincide con el
limite del cociente incremental cuando x tiende a 14 por la derecha
relacionandolo con la pendiente de la tangente a f(x) en x =14, para que una
funcion sea derivable en un punto. Ademas lo usa con sentido (es decir,

desencapsulando los significados implicados) al decir :

E: ¢qué sucede con f’(14)?

C25-L: no seria derivable porque no coinciden los limites laterales. Y
la derivada es el limite de las pendientes de las rectas tangentes a f
acercandose a x =14, por un lado son positivas y por el otro lado son
negativas.

(C25-L, Tarea 3)

se relaciona la existencia e igualdad de los limites laterales del cociente
incremental con la pendiente de la recta tangente a f en x =a, poniéndose de
manifiesto como equivalencia logica (hecho que nos muestra la sintesis de

los modos de representacion analitico y grafico)

La segunda parte de la Tarea 3 es complementaria a la Tarea 1, en el
sentido que mientras que en la Tarea 1 se pedia el grafico de f a partir del
grafico de f’, en esta tarea se pide el grafico de £’ a partir del grafico de f. Por
tanto, se hard uso de los elementos matematicos que conllevan una

implicacion contraria a los utilizados en la Tarea 1, pudiendo establecer el
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estudiante relaciones de equivalencia légica entre ellos. En la resolucion el

estudiante utilizé el elemento matematico analitico global :

sea f derivable en (a, b) si f crece en (a, b) >f >0 en (a, b), y si f decrece

en (a, b)> f’<0 en (a, b)

(implicacion contraria del mismo elemento utilizado en la Tarea 1), poniendo
de manifiesto el uso de equivalencias légicas. Ademas relaciona la
inclinacién de los segmentos que forman f’°, al hecho de que las pendientes de
las rectas tangentes sean mas o menos acusadas. Esto pone de manifiesto de
nuevo el hecho de que C25-L tiene construido el significado de la derivada
como pendiente de la tangente a f, y es capaz de desencapsular y utilizar los
significados implicitos. Estableciendo relacion logica (“y légica”) entre
elementos matematicos analitico y grafico globales (lo que nos vuelve a

mostrar la sintesis en los modos de representacion analitico y grafico).

Por ultimo, en la Tarea 4, tarea que usa los dos modos de
representacion, pues se presenta la informacion en modo analitico y pide
esbozar la grafica de f, C25-L usd los elementos matematicos analiticos
puntuales y globales necesarios en la resolucion de forma correcta, y las
relaciones logicas (“y logica”) entre ellos, lo que le permitid esbozar un
grafico correcto de f, comentando respecto al punto anguloso (cuspide) de

funcion:

E: ¢qué sucede en x =77?

C25-L: la funcion es céncava para valores mayores y menores que X
=7, sin embargo es creciente para valores menores que x =7 y
decreciente para valores mayores que x=7, y f es continua por eso he
puesto un punto anguloso.

(C25-L, Tarea 4)

Por lo que C25-L ha manifestado a lo largo de la resolucion de todo el
cuestionario que es capaz de establecer las relaciones logicas (“y logica”,

contrarreciproco, equivalencias logicas) necesarias de forma correcta entre
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los elementos matematicos, y que conoce los elementos matematicos
analiticos y/o graficos puntuales y/o globales necesarios en la resolucion de las
diversas tareas, y usa los significados implicitos para tomar decisiones,
mostrando tener la sintesis de los modos de representacion analitico y grafico.
Ademas, considera las relaciones logicas en un segundo nivel, es decir,
considera f > como funcion, y f >’ como su derivada, de tal manera que las
ideas y relaciones que se tienen para el par (f, f ’), también se tienen para el
par (f’, f7°)lo que nos lleva a concluir que C25-L ha (tiene) tematizado el

esquema de derivada.

Este hecho ha sido identificado en cuatro estudiantes de la Licenciatura

de Matematicas.
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CAPITULO 5: Discusion y conclusiones

En esta seccidon presentamos algunas reflexiones generales, desde los
resultados obtenidos, sobre el desarrollo del esquema de derivada, la
tematizacion de dicho esquema, y la construccion de la comprension de los

conceptos matematicos.

5.1. Sobre el desarrollo del esquema de derivada

En el capitulo anterior hemos caracterizado el desarrollo del esquema
de la nocion de derivada a través de diferentes subniveles. Hemos podido
comprobar que la construccion del conocimiento es progresiva, y que el paso
de un subnivel al siguiente se pone de manifiesto a través del tipo de
relaciones logicas que se establecen entre los elementos matematicos, y de los

elementos matematicos que se utilizan. EI primer tipo de relacién légica que
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se utiliza es “y logica”, y la que mas dificultades presenta a los estudiantes es
la equivalencia légica. Los elementos matematicos que usan los individuos
varian de unos a otros, aunque podemos afirmar que los que recuerdan con
mas frecuencia son los relacionados con f’, y no con f *’, y algunos elementos

matematicos son recordados con errores.

En un primer momento el estudiante no es capaz de establecer
relaciones logicas entre los elementos matematicos que utiliza, y si hay algin
esbozo de relacion es incorrecto. En el subnivel siguiente, se manifiesta algin
esbozo de relacion légica correcta de forma aislada, del tipo conjuncién légica
(“y logica”). De forma progresiva en subniveles posteriores se pone de
manifiesto mayor riqueza en las relaciones ldgicas, ya no solo se usara la
conjuncion logica (“y logica”), también se hara uso del contrareciproco, y de
la equivalencia logica. Esta ultima relacion, es el que més dificultades le
presenta al estudiante iniciandose su uso en el nivel INTER y plenamente

desarrollado en el nivel TRANS.

También, se ha observado que la construccion progresiva del esquema
no va ligada a los modos de representacion, pues generalmente los diferentes
subniveles, a excepcion del TRANS donde se observa la sintesis en los modos
de representacion, se vinculan a un modo de representacion (analitico o

grafico), pero no hay prioridad de uno sobre el otro.

Ademas hemos caracterizado la tematizacion del esquema a través de la
consideracion de f’ como funcién y (f )’ = f °’ como su derivada, una de las
manifestaciones de este hecho es aplicar a f’ y a su derivada (f *’) las mismas

relaciones e implicaciones que se aplican a f'y a su derivada f .

Muchos de los problemas de comprension que mostraron los
estudiantes en nuestra investigacion, también fueron identificados por otros
investigadores anteriormente. En lo que sigue haremos algunos comentarios

sobre ellos en relacidn a nuestros resultados.
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1.- Asi, Ferrini-Mundi y Graham(1994) y Asiala (1997) sefialan que
diferentes contextos (como el grafico y el analitico) pueden considerarse
como modos separados en los estudiantes, y como comenta Baker et al. (2000)
hay un uso de la nocion de derivada como pendiente de la recta tangente
(gréfico) o como razon de cambio (analitico) sin ningun tipo de relacion. Asi,
en la caracterizacion del nivel INTRA de desarrollo del esquema, hecha por

Baker et al. (2000) sefialan que:

I

. el estudiante se centra en una accion repetible.... e
interpreta la derivada como pendiente de la recta tangente
en puntos especificos demostrando esta interpretacion con
los intervalos de crecimiento / decrecimiento o0
alternativamente resolviendo un problema de razon de

cambio...” , (pag. 559).

Sin embargo, en nuestra investigacion tenemos manifestaciones de
individuos que se encuentran en el nivel INTRA 1 del desarrollo del esquema
de derivada que no tienen la idea de derivada como pendiente de la recta
tangente, ni como tasa de variacion, simplemente recuerdan “cosas”. Desde
nuestro punto de vista hay un uso de los elementos mateméaticos como
“objetos” que no provienen de la encapsulacidon de un proceso, y/o recuperan
procedimientos aprendidos en la instruccion previa para la resolucién de un
determinado tipo de problemas, sin que ello signifique que usen los elementos

matematicos como “objetos” provenientes de la encapsulacién de un proceso.

2.- Baker et al. (2000) sefialan en su investigacion que coordinar
informacion al intentar resolver un problema de calculo grafico no rutinario
presenta bastantes dificultades. En nuestra investigacion, hemos utilizado
tareas similares a la usada por Baker y sus colegas, y también hemos
observado las dificultades que muestran los estudiantes ante la coordinacidn
de ciertos elementos matematicos, y en concreto, la dificultad de establecer

relaciones ldgicas entre aproximaciones globales y puntuales, es decir, pensar
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conjuntamente en el comportamiento de la funcion en intervalos y el
comportamiento puntual de la funcién. Los puntos angulosos son una
manifestacion de este comportamiento prototipico, comentado en el trabajo de
Baker. En nuestra investigacion hemos observado también esa dificultad, tanto
cuando el punto anguloso se presenta en modo grafico, como cuando se
presenta en modo analitico. Hemos encontrado manifestaciones empiricas de
estudiantes que se encuentran en los subniveles INTER1 e INTER del
desarrollo del esquema, que consideran que f ’ existe en dicho punto y que se
trata de un extremo relativo, y otros que aunque consideran que no existe f’

porgue es un pico, no saben explicar por queé esto es asi.

Estos hechos podemos considerarlos como diferentes manifestaciones
del uso de los elementos de conocimiento como “objetos” que no provienen de
la encapsulacion de un proceso. Respecto a este tema, Zandieth (2000) define
un “pseudo-objeto” como una comprension intuitiva que no involucra la
comprension del proceso subyacente en el objeto. Segun este autor la
dificultad esta en que muchos problemas relacionados con el concepto de

Derivada se pueden resolver usando solo una comprension de pseudo-objeto.

3.- Al igual que sefialan Asiala et al. (1997) y Baker et al (2000), en
nuestra investigacion hemos apreciado que los estudiantes muestran una fuerte
tendencia a utilizar la primera derivada para obtener informacion en la

resolucion de las tareas planteadas en el cuestionario.

Baker y sus colegas sefialan la dificultad que tienen los estudiantes en
trabajar con condiciones relativas a la segunda derivada, hecho que en nuestro
estudio también se pone de manifiesto tanto en tareas dadas en condiciones
graficas como en tareas dadas en condiciones analiticas. Son estudiantes que
se encuentran en los niveles INTRA o INTER o en sus distintos subniveles, y
que muestran dificultades en ver f ° como funcién. Asi hay estudiantes que
confunden la interpretacion del signo de f *°, con la interpretacion del signo de

f’, y otros que no recuerdan lo que significa ni son capaces de reconstruir su
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significado desde la interpretaciébn geométrica de la derivada, mostrando
dificultades en los intervalos de crecimiento y concavidad de f. S6lo cuando se
ha tematizado el esquema de derivada se es capaz de trasladar las relaciones
del par (f, ) al par (f’, ).

4.- Baker et al. (2000) en su estudio se apoya en la idea de la derivada
como recta tangente y como razén de cambio y la paulatina integracién de
estas dos ideas para la caracterizacion del desarrollo del esquema de derivada.
En nuestro trabajo hemos encontrado que es en el nivel TRANS del desarrollo
del esquema cuando se tienen integradas estas dos ideas, manifestandose la
sintesis de los dos modos de representacion (analitico y grafico). Es en este
nivel de desarrollo del esquema de derivada (TRANS) cuando el estudiante
muestra tener los elementos matematicos como “objetos” que proceden de la
encapsulacion de un proceso, manifestandolo a través de la realizacion de
“desencapsulaciones” cuando le son necesarias en la resolucion de las

diferentes tareas del cuestionario, usando los significados implicitos.

Estos mismos investigadores refiriéndose al esquema del calculo
grafico, comenta que como cualquier esquema, variara de una persona a otra
y podra evolucionar por caminos diferentes, pero cada esquema personal
pasard de algun modo a través del proceso de los niveles de desarrollo. En
nuestro trabajo hemos podido comprobar que el estudiante en los diferentes
niveles de desarrollo del esquema, a excepcion del nivel TRANS, no siempre
tiene operativo los elementos matematicos necesarios en la resolucion de la
tarea 0 no siempre es capaz de establecer las relaciones necesarias entre ellos,
ni se manifiesta en todos los estudiantes de la misma manera la transicion de
un nivel de desarrollo del esquema a otro, esta es una de las caracteristicas de
la progresion en la construccion. Nosotros dentro de los niveles del desarrollo
del esquema hemos considerado subniveles, y al igual que Baker y sus colegas

afirman que cada esquema personal pasara a través del proceso de los niveles
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de desarrollo, nosotros afirmamos que cada esquema personal pasara a través

del proceso de los subniveles de desarrollo.

Desde nuestra perspectiva la caracterizacion que se hace en el trabajo
de Baker et al. (2000) sobre el desarrollo del esquema de derivada supone una
traslacion de los mecanismos de construccion entre las formas de conocer en
el marco APOS (es decir, pasar de accion a proceso, y de proceso a objeto) a
los niveles INTRA, INTER y TRANS del desarrollo de un esquema. Nosotros
consideramos que el desarrollo o construccion de un esquema a través de estos
niveles es algo distinto a la construccion de un objeto a través de las formas de
conocer, accion y proceso. El paso entre niveles pensamos que no puede
asimilarse a pasar de accion a proceso, y de proceso a objeto. En nuestra
investigacion hemos caracterizado el desarrollo del esquema de derivada a
través de las relaciones logicas y de los elementos matematicos que se usan en

la resolucion de problemas.

5.- En distintas investigaciones se habla de la construccion de esquemas
como la conexion/coordinacion de distintos esquemas. Asi, Badillo (2003)
describe el esquema de derivada como la conexién interna de dos objetos
complejos, (f ’(a) y f ’(x)), considerando necesario la coordinacion de dos
esquemas previos, (analitico y grafico). En nuestra investigacion hemos
observado que no hay evidencia de que los estudiantes usen los elementos
matematicos analiticos y/o graficos puntuales de forma prioritaria sobre los
globales o viceversa. Sin embargo, si hemos observado que los estudiantes
tienen dificultades en la sintesis de los modos de representacion (analitico y
grafico), y que lo que va a determinar el nivel de desarrollo del esquema en
gue se encuentran mas que los elementos matematicos que utilizan (que en el
caso de Bachillerato van ligados al curriculo) son las relaciones logicas que

establecen entre ellos.

Del mismo modo que McDonald et al. (2000) considera para la

construccion del concepto de sucesion la coordinacién de dos esquemas
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(SEQLIST y SEQFUNC), en nuestra investigacion podiamos haber
considerado la construccion del concepto de derivada como la coordinacion de
dos esquemas, un esquema analitico y otro grafico, en el mismo sentido que
McDonald y colaboradores, ya que el estudiante empieza a establecer
relaciones entre elementos matematicos puntuales y/o globales que se
encuentran en el mismo modo (analitico y grafico) empezando a manifestarse
esbozos de sintesis de forma aislada. De hecho, tal y como hemos visto en la
seccion de resultados tenemos evidencia empirica de estudiantes que se
encuentran segun el modo de representacion (analitico o grafico) en distinto
nivel de desarrollo del esquema de derivada sin prioridad de un modo sobre
otro, adquiriendo la sintesis de los modos de representacion en el nivel

TRANS tal y como lo hemos caracterizado.

Baker et al. (2000) consideran en su investigacion sobre un problema de
calculo grafico la coordinacion de dos esquemas: propiedad e intervalo. Asi,
ellos comentan que un estudiante se encuentra en el nivel Intra-propiedad -
Inter-intervalo (Intra-Inter) cuando usa una condicion a través de varios
intervalos. Nosotros hemos considerado que cuando un estudiante hace uso de
un solo elemento matematico, aunque sea a través de varios intervalos se
encuentra en el nivel INTRA del desarrollo del esquema, ya que como hemos
mencionado anteriormente lo que nos determina el nivel de desarrollo del
esquema mas que el uso de un determinado elemento matematico es el tipo de

relaciones logicas que establecen los estudiantes.

En definitiva, desde nuestra investigacion, hemos caracterizado el
desarrollo de la comprension del esquema de derivada a través de las
relaciones que se establecen y de los elementos matematicos. Los tipos de
relaciones consideradas entre los elementos matematicos atienden al tipo de
relaciones logicas: conjuncion  logica, condicionales directas vy

contrareciprocas, bicondicional y la conjuncién de las condicionales.

Dentro de los elementos matematicos que forman la nocion del
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Derivada hemos distinguido dos blogues, un bloque vinculado a las ideas o
significados que configuran la definicion del concepto, y otro bloque
vinculado a las propiedades del concepto que tienen la forma de
implicaciones. Cuando hemos hablado de los elementos matematicos los

hemos denominado atendiendo a dos aspectos:

- modo de representacién: grafico y analitico, (considerando incluido en
el modo de representacion analitico la aproximaciéon al célculo
numeérico dada por tabla de valores, por ejemplo cuando el cociente
incremental o tasa de variacién media viene dado por una tabla de

valores, y la aproximacion algebraica ) y

- si el elemento matematico conlleva una propiedad local, x=a (puntual)
0 a una propiedad de un intervalo (a, b) (global). Si el elemento
matematico considerado lleva una relacion implicita, entonces hemos
considerado que se trata de una propiedad puntual cuando la tesis
indica una cualidad en un punto, y de una propiedad global cuando la

tesis indica una cualidad en un intervalo.

Estos instrumentos elegidos para la caracterizacion de los niveles de
desarrollo del esquema de derivada, nos han sido de gran utilidad, y nos han
permitido distinguir subniveles dentro de estos niveles de desarrollo,

comprobando que la construccién de esquema es progresiva.

Desde nuestro punto de vista, la nocion de derivada es un concepto
vinculado a dos modos de representacion: analitico y grafico. El tener en
cuenta ambos modos a la hora de considerar los elementos matematicos del
concepto ha sido Gtil ya que hemos podido comprobar la influencia de esos
modos de representacion en la caracterizacion de los diferentes niveles y
subniveles. Hay estudiantes que en la resolucion de las diferentes tareas,
manifiestan distintos niveles de desarrollo del esquema segun el modo de
representacion (analitico o grafico), aunque no todos lo manifiesten de la

misma manera. Asi, no podemos decir que haya prioridad de un modo de
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representacion sobre otro, de hecho tenemos evidencia de estudiantes que se
encuentran en un nivel INTER del desarrollo del esquema en modo grafico y
en un nivel INTRA en el modo analitico, y viceversa. Ello nos ha llevado a
hacernos la siguiente pregunta: ¢influye el tipo de ensefianza recibida para que

se desarrolle un modo de representacion mas que otro?

Por otra parte, no hay manifestaciéon de que los estudiantes usen los
elementos matematicos puntuales de forma prioritaria sobre los globales o
viceversa. Pero si hay manifestaciones, como hemos comentado en esta
seccion, de las dificultades que muestran los estudiantes en establecer

relaciones entre aproximaciones globales y puntuales.

Como hemos comentado, dentro de los elementos matematicos hemos
distinguidos dos bloques, un bloque vinculado a las ideas que configuran la
definicion del concepto, y otro bloque vinculado a las propiedades del
concepto que tienen la forma de implicaciones. Estos ultimos son los que en la
resolucion de las diferentes tareas permitiran al estudiante establecer
relaciones del tipo de contrareciproco y de equivalencias logicas. El uso de
estas relaciones nos ha sido util a la hora de la caracterizacion de los distintos

subniveles.

El estudio presentado al tener en cuenta tres afios consecutivos de
ensefianza, nos aporta informacion sobre el desarrollo de la construccion del
concepto de derivada independientemente del curriculo especifico de cada uno
de los cursos considerados. Mediante este trabajo podemos aislar las
caracteristicas fundamentales de los diferentes niveles/subniveles del

desarrollo del esquema de derivada.

Pero ademas también podemos ver la influencia de las caracteristicas de
los distintos curriculos, en las relaciones y tipos de elementos que los alumnos
pueden usar. Este hecho nos llevo a tener que disefiar y elaborar unos
instrumentos metodoldgicos que recogiesen estos aspectos diferenciales. Asi

los cuestionarios configurados a través de problemas que fueron disefiados
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atendiendo a las caracteristicas de los diferentes curriculos y que permitieron a
los estudiantes poner en funcionamiento en los procesos de resolucién de los
mismos, las distintas comprensiones del esquema derivada que ellos tenian,
desde la perspectiva de los instrumentos tedricos que habiamos elegido
(relaciones ldgicas/elementos matematicos) fue un instrumento metodolégico
potente para el objetivo de nuestro estudio. Este instrumento fue completado
con entrevistas en las que el estudiante podia expresar/comunicar/aclarar los
procesos de resolucion que habia realizado asi como las ideas que los
fundamentaban. En definitiva a través de los cuestionarios/entrevistas se pudo
recoger informacion sobre el desarrollo del esquema de derivada en las

condiciones especificas (curso especifico/curriculum).

Otro aspecto metodologico a considerar es el proceso de analisis
seguido. La realizacion de este proceso en dos fases con las caracteristicas
comentadas (andlisis de los cuestionarios/entrevistas por tareas y global, ver
capitulo 3) permite desvincular el analisis de la especificidad de una tarea
concreta, posibilitandonos obtener una caracterizacion global y por lo tanto
elaborada con maés profundidad, de los distintos esquemas del concepto

derivada que tenian los estudiantes.

Debemos aclarar que evidentemente las respuestas a los
cuestionarios/entrevistas de la licenciatura de Matematicas utilizaban diversos
tipos de relaciones I6gicas y mas elementos matematicos que los cuestionarios
de Bachillerato, por lo que aportaron a la investigacion mas informacion sobre
la construccion del esquema de derivada, pero el hecho de estar en primer afio
de la Licenciatura de Matematicas no implicaba que estuviera en el nivel
TRANS o que hubiera tematizado el esquema, por la propia caracterizacion de

los niveles de desarrollo del esquema derivada que habiamos realizado.
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5.2. Sobre la tematizacion del esquema de derivada

En nuestro trabajo hemos estudiado el desarrollo de la nocién de
derivada, que hemos asimilado al desarrollo de un esquema propuesto por
Piaget. Segin este autor un esquema es la estructura o la organizacion de
acciones, tales como se transfieren o generalizan con motivo de la repeticion
de una acciéon determinada en circunstancias iguales o analogas. Piaget y
Garcia (1983/89) plantean que un esquema se desarrolla pasando por tres
niveles o fases: INTRA, INTER y TRANS, consideran que estos niveles se
pueden encontrar cuando se analiza el desarrollo de esquema de cualquier
nocion. Para estos autores una vez construido el esquema este puede ser
tematizado, Piaget y Garcia definen la tematizacién como el pasaje del uso o

aplicacion implicita a la utilizacion consciente, a la conceptualizacion.

De acuerdo con estos autores, y dentro de la teoria APOS, Asiala et al.
(1996) consideran que los esquemas se pueden tratar como objetos e incluirse
en la organizacion de esquemas a “niveles superiores”, considerando que
cuando esto ocurre el esquema ha sido tematizado en un objeto. En esta
misma linea Clark et al. (1997) considera que un esquema ha sido tematizado
si el individuo puede pensarlo como una entidad total y realizar acciones sobre
él.

En trabajos posteriores el grupo RUMEC respecto a la tematizacion de
un esquema considera que es una de las dos maneras por las cuales el
individuo construye un objeto. Considerando que si un individuo tiene un
objeto que proviene de la tematizacion de un esquema, es capaz de

desempaquetarlo en sus diversas componentes.

Dentro de este mismo grupo, Baker et al. (2003) consideran que en el
nivel TRANS, una persona puede tematizar el esquema. Considerando un
esquema tematizado cuando se puede tratar como un objeto nuevo, ha
alcanzado un nivel consciente. Cuando un esquema ha sido tematizado se

puede desempaquetar en varias de sus componentes (0 partes) y puede usarse
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desempaquetado cuando es necesario. El sujeto que ha tematizado un
esquema, cuando se le presenta una situacion nueva sabe que partes del

esquema pueden aplicarse y cuales no.

Estos autores para examinar la posible tematizacion del esquema
grafico del Calculo, variaron en la tarea planteada las condiciones iniciales
(sobre continuidad, primera y segunda derivada) preguntandole al estudiante
qué caracteristicas del grafico de la funcion permanecen. La habilidad para
describir las relaciones entre las caracteristicas que permanecen, sintetizar las
propiedades y separarlas, empaquetarlas y desempaquetarlas cuando era

necesario, lo consideraron evidencia de la tematizacion del esquema.

En nuestra investigacion hemos considerado que la tematizacion del
esquema de derivada se pone de manifiesto cuando el estudiante es capaz de
determinar los dominios de validez de las propiedades. En concreto, cuando es
capaz de trasladar las relaciones entre fy f* al par f’ y f >’. Es decir, cuando
es capaz de trasladar todas las relaciones e implicaciones que tiene construidas
y organizadas para el par (f, f ) al par (f °, f >”). Considera f ° como una
totalidad, sucediéndole lo mismo con (f ’)’ = f ... Es decir, el esquema
derivada es una totalidad que puede ser manejada/usada sin “ataduras” con el
contexto (derivada primera) a partir del que empezo a construirse. De esta
forma, se considera f ° como una totalidad que es generalizable y por lo tanto

asimilable a (f°) =1, £, ...

Desde nuestro punto de vista, a traves de este supuesto hemos hecho
operativa la idea de tematizacion de Piaget, ya que cuando se considera la
nocién de derivada como un esquema construido a partir de una serie de
elementos matematicos y relaciones logicas entre ellos, y considerado como
una entidad generalizable, estariamos describiendo lo que Piaget llama
conceptualizacion, y por lo tanto el esquema derivada se ha conceptualizado,

se ha construido el concepto derivada.
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Desde nuestra perspectiva, fijandonos en la definicién de Piaget, un
esquema es una estructura cognitiva, en nuestro caso una forma de conocer
una estructura matematica. Esto complementa con la definicién del grupo
RUMEC de esquema como coleccidn de concepciones acciones, concepciones
procesos, concepciones objetos (que son formas de conocer) y otros esquemas

y las relaciones entre ellos.

5.3. Sobre la construccion de la comprension de los conceptos

matematicos

La construccion de la comprension de conceptos matematicos ha sido el
centro de preocupacion e indagacion de este trabajo. La pregunta que nos
podemos formular y que desde estas paginas hemos querido contestar seria:
¢como los individuos construyen la comprension de los conceptos
matematicos?, pregunta que lleva implicita una forma de entender el proceso
de construccion.

Como ya hemos visto hay distintas teorias que intentan responder a
estas cuestiones, proponiendo marcos tedricos desde los que se habla de
distintas formas de conocer un concepto matematico y de la forma que se
construye la comprension de dicho concepto. Lo que parece comun a estas
teorias es la fundamentacion en las teorias de Piaget, la consideracion de los
conceptos matematicos como objetos y considerar la construccion de un objeto
que se puede manipular en si mismo a partir de un proceso que generalmente
es realizado paso a paso. Esta construccion si nos centramos en el marco
tedrico propuesto por el grupo RUMEC (Teoria APOS), se realiza a través de
distintos mecanismos de construccién: interiorizacion, encapsulacion
(manifestaciones de lo que Piaget denomina “abstraccion reflexiva™) que
permiten ir construyendo distintas formas de conocer un concepto matematico

avanzado. Asi, se construye un objeto matematico mediante la encapsulacion
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de un proceso, que a su vez ha sido construido mediante la interiorizaciéon de

una accion.

Pero ademas estos investigadores, en sus ultimos trabajos, proponen y
analizan una segunda forma de construir un concepto/objeto matematico. Esta
construccion se realiza cuando el individuo reflexiona sobre un esquema, llega
a ser consciente del esquema como una totalidad, y es capaz de realizar
acciones sobre é€l, entonces consideran que el individuo ha tematizado el
esquema en un objeto. Para estos autores la nocion de esquema recoge la
totalidad del conocimiento que para un individuo esta conectado (consciente o

inconscientemente) con un topico matematico particular.

Otra de las teorias que nos habla de la construccion de
objetos/conceptos matematicos es la propuesta por Sfard (1992). Segun esta
teoria, como mostrabamos en la pagina 55, existen tres etapas en la
construccion de los objetos, que corresponden a tres grados de estructuracion
progresiva: interiorizacion, condensacion y reificacion. Etapas entendidas
como una jerarquia, lo que implica que no se puede pasar de una etapa a otra
mientras no se hayan dado todos los pasos anteriores. Las etapas de
interiorizacion y de condensacion son procesos graduales y cuantitativos mas
que cualitativos mientras que la reificacion es instantanea, se puede entender

como un salto cualitativo.

Desde nuestros datos podemos entender/asimilar un concepto
matematico con lo que Piaget denomina esquemas y por tanto hemos intentado
trasladar la propuesta de desarrollo de un esquema de este investigador, al
desarrollo de la comprension de un concepto matematico. Esta traslacion nos

obliga a concretar y caracterizar la nocién de esquema con la que trabajamos.

En esta investigacion, un esquema/concepto matematico es la estructura
matematica formada por las relaciones logicas que se establecen entre el
conjunto de elementos matematicos que constituyen una nocién matematica, y

que puede ser evocado para la resolucién de una situacién problema. Asi
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mismo, la construccion de un concepto matematico es una construccion
progresiva que se desarrolla a través de subniveles (INTRAL, INTRA,
INTER1, INTER, TRANS). Estos subniveles estan caracterizados por los tipos
de relaciones ldgicas que se establecen entre los elementos matematicos, y de
los elementos matematicos que se utilizan. Esta construccion progresiva
finalizard cuando el individuo haya tematizado el esquema, proceso que viene
caracterizado por que se es capaz de determinar los dominios de validez de las
propiedades del esquema, y a través del que se llega a la conceptualizacién del

esquema o construccion del concepto matematico.

5.4. Limitaciones. Perspectivas de futuro

A partir de la investigacion que hemos realizado nos surgen una serie

de cuestiones que pueden ser motivo de estudio en trabajos futuros:

1. Nuestro estudio se ha centrado en el desarrollo de la comprension del
concepto derivada, pero nos preguntamos ¢la caracterizacion de los
niveles de desarrollo a través de las relaciones logicas seria la misma si
el concepto matematico estudiado fuera otro? ¢qué potencialidad tienen
las relaciones ldgicas en el desarrollo de la comprension de un concepto

matematico distinto a la derivada?.

2. Piaget y Garcia (1983/1989) respecto a los niveles de desarrollo de un

esquema comentan:

“cada etapa Intra, Inter o Trans implica a su vez algunas
subetapas, y lo que es mas fundamental, que ellas siguen el

mismo orden y por las mismas razones” (p. 162)

En nuestra investigacion hemos identificado algunas de estas subetapas
o0 subniveles, pero no todos. La identificacion de todos estos subniveles

puede ser una posible linea de investigacion futura.
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3. Lainformacion obtenida en la investigacion, ¢como se puede utilizar en
el proceso de ensefianza—aprendizaje? ¢cdmo podemos hacer operativa
esta forma de caracterizar el desarrollo y construccion del concepto de

derivada en el proceso de ensefianza—aprendizaje?.

4. Nos podriamos centrar en el disefio metodoldgico, y en concreto en la
potencialidad de la entrevista. Nos preguntamos si seria conveniente
que la entrevista tuviera un valor informativo en si mismo. Asi, si
hubiéramos estructurado las entrevistas no como algo aclaratorio sino
complementario a la resolucion del cuestionario, por ejemplo, si en la
entrevista se hubieran modificado las condiciones iniciales del
problema, ¢cémo hubiera respondido el estudiante ante la nueva

situacion?.
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