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Introduccion

Un problema de Localizacién es, bisicamente, un problema de asignacién es-
pacial de recursos, cuyo objetivo fundamental es determinar la posicién de uno o mas
servidores para satisfacer la demanda de un conjunto de usuarios de forma que se
optimice alguna medida de la calidad del servicio.

Los modelos de localizacién en redes surgen cuando la interaccion entre los ser-
vicios y la demanda se canaliza a través de una red de comunicaciones o de transporte,
en cuyo caso el problema se puede modelizar utilizando un espacio ambiente tipo grafo
donde el conjunto de demanda, si es discreto, se sitda en los vértices o nodos y, si es
continuo, se distribuye a lo largo de las aristas de la red.

La calidad del servicio se expresa en términos de alguna(s) funcién(es) objetivo
o de coste que depende(n), al menos en parte, de las distancias entre los puntos de la
red. La distancia entre cualesquiera dos puntos se medird sobre la ruta mas corta entre
ambos y, en ausencia de saturacién, cada demanda sera atendida por el servicio més
proximo.

Los problemas de localizacién en redes se plantean a partir de situaciones que
involucran intereses a menudo contrapuestos. Su formulacién, y por tanto la eleccién
del criterio o funcién de coste que lo modeliza, supone tomar una decisién en donde
unos usuarios estardn mejor situados que otros (o mds beneficiados en sus intereses),

respecto del servicio que reciben.

El enfoque de los modelos inicialmente planteados fue la resolucién de problemas
en el sector privado (relativos sobre todo a minimizacién de costes). En este sentido,
se utilizé la funcién mediana, que evalda el coste total de servir a todos los usuarios, y
cuya minimizacién persigue la eficiencia en la prestacién del servicio.

La mediana es un medida global del sistema cuya aplicacién no contempla la
situacién de cada uno de los puntos de demanda respecto del servicio, pudiendo resul-
tar unos usuarios muy desfavorecidos respecto de otros. Sin embargo, la distribucién
de distancias de los usuarios es un aspecto importante en la localizacién de servicios

piblicos, donde el nivel de satisfaccién de la poblacién es un objetivo deseable.

Este aspecto del problema se aborda desarrollando medidas cuyo objetivo sea
obtener una situacién més equilibrada de todos los usuarios respecto al servicio. Con
este enfoque surge el criterio centro, cuyo objetivo es minimizar la maxima distancia
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recorrida en el sistema. Al minimizar la peor situacién posible, se persigue la efectividad
en la prestacién del servicio.

En esta linea de equilibrio se sitian también los modelos de cobertura, que
localizan el minimo nimero de servicios en la red tal que la distribucién de distancias
no rebase una determinada cota superior. Otros trabajos han combinado la “equidad”
del modelo centro con la eficiencia de la mediana en los modelos centro-mediana, bien
considerando formulaciones restringidas (donde se optimiza una medida con una res-
triccién de cota superior sobre la otra), bien mediante la funcién cent-dian, introducida
por Halpern [18] como combinacién lineal convexa de las anteriores.

La considerable literatura existente sobre todos estos modelos revela que la
equidad, el equilibrio, es un objetivo cada vez mds importante en la eleccién del criterio.
Sin embargo, resulta escaso un tratamiento formal del mismo en Teoria de Localizacién.

La equidad, como concepto abstracto que implica justicia, imparcialidad, es un
concepto central en politica, ciencias sociales, economia, pero resulta dificil de cuan-
tificar. Los modelos de localizacion trabajan sobre una distribucién espacial de los
usuarios y servicios y por tanto, suponiendo que todos los usuarios tienen la misma
funcién de utilidad, la equidad se cuantificard mediante el nivel de igualdad de dicha
distribucién de distancias. En este sentido, se hablard de criterios de igualdad en loca-
lizacién ya que, como sefiala Erkut [10], la igualdad es sélo un aspecto de la equidad.

El trabajo de Marsh y Schilling [40] explora y formula una amplia lista de obje-
tivos de igualdad en Localizacién, la mayoria de ellos provenientes de otras disciplinas.
Como sefialan Eiselt y Laporte [9], estos objetivos se pueden clasificar en dos categorias:
la primera incluye aquellas medidas que minimizan la “diseminacién” de la distribucién
de distancias (los objetivos minimax y otros como la minimizacién del rango pueden
considerarse dentro de esta clase), mientras que la segunda minimiza la desviacién de

dicha distribucion respecto de un punto central.

Los objetivos de la primera categoria se muestran en general poco satisfactorios,
al concentrarse exclusivamente en valores extremos e ignorar los demas. Por ello la
mayor atencioén se ha dirigido hacia todas aquellas medidas incluidas en la segunda
categoria. En este caso la medida es alguna funcién de la desviacién de las distancias que
cuantifica la desigualdad de la distribucién, y el objetivo es minimizar dicha desigualdad.
Las dnicas medidas de este segundo apartado que han sido estudiadas desde el punto
de vista formal y algoritmico son la desviacién absoluta media, el criterio varianza y el
criterio de Lorenz.



De todos las medidas de igualdad descritas por Marsh y Schilling [40], la varian-
za de la distribucién de distancias es una de las mds interesantes y prometedores por
sus aplicaciones potenciales. En esta memoria se investiga el uso y aplicacién de esta
medida en los modelos de localizacién en redes, tanto desde el punto de vista tedrico
como algoritmico. Con ello se persigue no sélo un conocimiento del comportamiento
y propiedades de la medida, sino también estudiar procedimientos para resolver los

distintos problemas de localizacién que se puedan plantear.

El estudio de problemas de localizacién con el criterio varianza ha sido muy
escaso hasta la fecha. Dicho criterio es introducido por Halpern y Maimon [21], que
efectian un anélisis comparativo de las medidas varianza y de Lorenz junto con las
correspondientes al centro y mediana en una red arbol. Posteriormente, el problema
de localizar un servicio que minimice la varianza es resuelto por Maimon [39] en una
red arbol, y por Hansen y Zheng [23] en una red ciclica. Otras extensiones estudian el
problema en redes 3-cactus (vease Kincaid y Maimon (32, 33]). Por iltimo Berman [2]
formula y resuelve un conjunto de problemas denominados mediana-varianza, que in-

corporan ambas medidas.

En esta revisién se observan aspectos no estudiados, como los relativos a los
problemas mediana-varianza, asi como un amplio abanico de problemas formulables
con este criterio y que aiin no se han explorado.

e En primer lugar, los problemas mediana-varianza sélo se han tratado desde un
punto de vista algoritmico. Sin embargo, si se observa el tratamiento recibido por
otro tipo de problemas de parecida estructura como son los problemas centro-
mediana (parecida en cuanto que incorporan dos medidas distintas), se verd que
en éste caso se ha estudiado la relacién existente entre problemas duales, asi como
el comportamiento paramétrico de los problemas centro-mediana restringido y el

problema cent-dian.

Todo esto pone de manifiesto la necesidad de un estudio similar en el caso de
los problemas mediana-varianza, asi como un analisis paramétrico del compor-
tamiento de los conjuntos solucién de dichos problemas.

e Por otra parte sélo se ha estudiado el criterio varianza al objeto de localizar un
inico servicio puntual, y esto en situacién de demanda discreta. Sin embargo la
introduccién de modificaciones en el niimero de servicios a localizar, en el tipo de
demanda, o en la estructura del servicio da lugar a nuevos modelos de localizacién

con este criterio, como son:

a) Problemas de localizacién miltiple con demanda discreta, donde se localizan



simultineamente p servicios, con p > 1.

b) Problemas de localizar un servicio cuando la demanda se distribuye conti-
nuamente a lo largo de todos los puntos de la red (no sélo en los nodos).

c) Problemas donde el servicio que se localiza no tiene una estructura puntual
sino una estructura eztensa, como puede ser un camino, arbol o subred.

d) Otros problemas obtenidos combinando varias de las modificaciones ante-
riores e introduciendo restricciones sobre alguno de los elementos del pro-
blema.

En esta memoria se efectiia una indagacion acerca de algunos de los problemas resefiados,
tanto desde el punto de vista de la formulacién del problema como de su resolucién al-
goritmica. Dado que no se puede abarcar todos los posibles modelos formulables a
partir de las modificaciones antes descritas, se ha optado por seleccionar los que se han
entendido mas significativos de cada caso. Esta seleccién se ha guiado por la atencién y
el interés que, en Localizacion, han recibido problemas de estructura similar con otros
criterios. En este sentido:

En el capitulo 1 se resumen algunos conceptos fundamentales sobre la funcién
distancia en redes, se introduce el problema de localizaciéon de un servicio con el criterio
varianza, y se describen algoritmos para su resolucion en redes arbol y redes ciclicas.

Los capitulos 2 y 3 estdn dedicados a los problemas mediana-varianza. En el

capitulo 2 se estudia la relacion de dualidad entre las formulaciones restringidas y se
efectda un andlisis paramétrico del comportamiento de las soluciones a partir de las
curvas mediana-varianza caracteristicas de cada uno de los problemas.
En el capitulo 3 se introduce una nueva formulaciéon mediana-varianza parametrizan-
do la funcién varianza, que incluye como caso particular al problema de la mediana-
cuadritica. Sobre redes arbol se obtendrd una cota superior del rango de valores del
parametro.

El capitulo 4 se dedica al problema de la p-varianza, esto es, la localizacion
simultdnea de p servicios (p > 1) en situacién de demanda discreta. Una vez formulado
el problema, se analiza su complejidad, y se desarrolla un algoritmo exacto de resolucion
y dos heuristicos en redes irbol. Sobre redes ciclicas se efectia un estudio empirico de la
eficacia de tres algoritmos heuristicos mediante el andlisis comparativo de las soluciones
que dichos algoritmos producen sobre un conjunto de redes generadas aleatoriamente.

El problema de localizar un servicio con el criterio varianza cuando la demanda

se distribuye continuamente sobre los arcos de la red se aborda en el capitulo 5, y
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se resuelve mediante un algoritmo que mejora la complejidad del procedimiento de
bisqueda exhaustiva.

Por 1dltimo en el capitulo 6 se introduce el problema de localizar un camino con
el criterio varianza. Se verd que el problema es NP-duro sobre redes generales. Para
las redes tipo arbol se describird un procedimiento lineal para obtener una solucién
aproximada del problema.
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Capitulo 1

Preliminares: Problemas de

localizacion 1-varianza

1.1 Introduccidon

En este capitulo se expondrdn conceptos béasicos sobre la funcién distancia en
redes, que estaran presentes en toda la memoria. Asimismo se formulan los
primeros problemas de localizacién en redes arbol y en redes ciclicas con el criterio

varianza, se exponen los resultados principales y los algoritmos para su resolucién.

Los problemas de localizacién con €l criterio varianza se caracterizan porque
la funcion de costo es no lineal y convexa a trozos en las distancias, y carecen
de Conjunto Dominante Finito (conjunto finito de puntos conteniendo alguna
solucién éptima), y para resolverlos se requieren métodos de optimizacién global.
La validez de estos métodos se basa en la estructura de la red, junto con la funcién
distancia definida en ella, que la caracteriza como espacio métrico compacto, lo

que permitira aplicar las técnicas de optimizacién convexa usuales en IR".

1.2 Funcién distancia en redes

A continuacién se establecen una serie de conceptos basicos (Harary [24]).
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Un grafo finito no dirigido G(V, E) consiste en un conjunto no vacio V =
{v1,...,vn} de n vértices junto con un conjunto E C V x V de m elementos,

cada uno de los cuales es un par no ordenado de vértices distintos de V.

Cada par e;; = (v;,v;) € E es una arista conectando los vértices adyacentes
v, V;, con v; 7# v; (no hay lazos). La arista e;; se dice incidente con cada uno de sus
dos vértices extremos v; y v;. La notacién e y u, v representard, respectivamente,
arista y vértices genéricos de G.

El grado de v € V, denotado por gr(v), es el nimero de aristas incidentes
con v. Un vértice v es vértice punta si gr(v) = 1.

Un subgrafo de G es un grafo G4(V;, E;) talque V, C V,y E, C E.

La eliminacién de un vértice v; de un grafo G origina un subgrafo G, =

G —vs,con Vo=V —v,,y E;={e € E/ eno es incidente con v,}.

Dados dos vértices v;,v; € G, un camino P(v;,v;) desde el nodo v; al nodo
v; es una secuencia ordenada de vértices {v;,u1,...,uk,v;} con la condicién de

que cada vértice sea adyacente al anterior y al posterior.

Un camino se dice simple si no contiene vértices repetidos. Es facil compro-
bar que si existe un camino uniendo los vértices v;, v;, existe también un camino
simple que los une. Por ello, y dado que sélo se utilizara la distancia del camino

mas corto, el término camino identificard a un camino simple.

Un ciclo es un camino que comienza y termina en un mismo vértice,
diciéndose que es simple si dicho vértice es el dnico que se repite. Igual que

antes, el término ciclo identificara a un ciclo simple.

Un grafo es conexo si para cada par de vértices existe al menos un camino

que los une.

Un grafo arbol es un grafo conexo y sin ciclos. Como consecuencia, en un
grafo arbol cada par de vértices estd conectado por un dnico camino.

Una componente de un grafo es un subgrafo maximal conexo. Por tanto, si

un grafo consta de una unica componente, es conexo. Caso contrario, desconexo.

Un vértice corte (una arista puente) de un grafo es un vértice (una arista)
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cuya eliminacién incrementa el nimero de componentes. En este sentido, un grafo

se dice no separable si es conexo, no trivial y sin vértices corte.

Definicién 1.2.1 Una red no dirigida y conexa AV consta de un grafo no dirigido
y conexo G(V, E) junto con una funcién de coste: [: E — IR* definida sobre

cada arista e;; tal que I(e;;) = I(vi,vj) = ;; > 0.

A lo largo de esta memoria, los vértices de N se denominardn también nodos, y
las aristas de E con el coste asociado se denominaran aristas o ejes. Para cada
arista e;; el coste [;; puede representar la longitud de la arista, el tiempo de viaje
entre v; y vj, el coste de transportar una unidad de una determinada mercancia

a lo largo de dicha arista, etc.

Definicién 1.2.2 Una red N se dice ponderada si asociado a cada nodo v; € V

existe un valor w; o w(v;), llamado peso, tal que w; >0, Vi=1,...,n.

El peso w; asociado a cada v; puede representar el mimero de usuarios localiza-
dos en v;, o el nivel de demanda que surge en v;. El sistema de pesos se dird

normalizado si

w(V)=Zw,-=1

v EV
en tal caso w; serd la fraccién de la demanda surgida en v;, o bien una distribucién
de probabilidad de la demanda. En lo que sigue se considerara la red ponderada,

~ con sistema de pesos normalizado a 1.

Supuesto que cada arista de N es rectificable, la construccién del es-
pacio métrico asociado se realiza sobre una inmersién de A/, o empotramiento
geométrico, en algin espacio euclideo S ( usualmente, S = R?, con d = 2,3),

como sigue:

Para cada arista e;; = (vi,v;) € E de longitud [;; se considera una apli-
cacién continua O;; : [0,/;;] — S, tal que 0;(0) = v;, 0;;(L;) = v;, y si
z,z’ € [0,1;;], tal que = # ', entonces O(z) # O(z').

Sea [v;,v;] C S la inmersién de la arista (v;,v;), correspondiente a la
imagen por ©;; del intervalo [0,;;], esto es: [v;,v;] = ©;5[0,1;]. De la definicién
de ©;; se sigue que [v;, v;] es compacto. Por otra parte, por ser la red no dirigida,

[vi, v;] = [vj, vi].
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Definicién 1.2.3 La inmersién de la red AV en el espacio S es un subconjunto

N C S, definido
N =Hlvi,vi]: (vi,v)) € E}
tal que la intersecciéon de dos aristas de N (inmersiones en S de aristas de F)

contenga como maximo un vértice comun.

Si la red de partida es una red arbol, se denotara por T' a la correspondiente

inmersion en S.

Sea ' : [vi,v;] — [0,1;;] la inversa de ©;;, también continua e inyectiva.
A cada punto z € [v;,v;] C N (pudiendo ser un vértice o interior a una arista),
le corresponde un tnico valor ©;'(z) € [0,1;;]. Para zy,z; € [v;,v;] sea [z, z5]
la subarista conteniendo a los extremos z;,z,. La longitud de la misma vendra
dada por: I@{'jl(:cl) - @{;-l(xg)l. Para cada arista e;;, la aplicaciéon ©;; induce
una orientacién en el recorrido de la arista en el que uno de los dos vértices, v;,
se ha seleccionado como inicial, identificindose los demds puntos de la arista por
su distancia a dicho vértice. Por tanto para cada z € [v;,v;] la longitud de la

subarista [v;, z] viene dada por ©;!(z).

La nocién de camino entre dos nodos de la red se extiende a camino entre
cualesquiera dos puntos z,,z; de la red, y se denotara por P(z;,z;). La longitud
del camino P(z;,z2) es la suma de las longitudes de todas las aristas y subaristas

que lo forman.

Definicién 1.2.4 La distancia entre cada par de puntos de N es una aplicacién
d: N x N — IRY, tal que para z;,z; € N, d(z1,z;) es la longitud comin de
todos los caminos mas cortos entre z,, .

Es inmediato comprobar que (NN, d) es un espacio métrico compacto. Por simpli-
cidad, en lo que sigue se adoptara la notacién N(V, E) como descriptora de dicho
espacio métrico, y sus aristas de denotaran por e;; = [v;,v;] € E (0 € = [u,v]
si no hay confusién), entendiendo que corresponden a inmersiones en S. Por la
misma razén de simplicidad, si v; es el vértice inicial en la orientacion inducida
por 0;;, la notacién = € [v;, v;] representara tanto al punto z sobre la arista como

al valor @,-_jl(a:), y por lo expuesto anteriormente se tendra

z = d(v;, )
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y por consiguiente, d(z,v;) = l;; — z. El siguiente resultado establece la convexi-

dad de la funcién distancia sobre redes arbol.

Proposicion 1.2.5 (Dearing, Francis y Lowe [8]) Sean T(V, E) una red drbol no
dirigida, y tres puntos cualesquiera z1,22,y € T. Si z € P(z1,z,), entonces la

funcion d(y,z) es continua y conveza en = € [0,d(z1,z2)].

Sin embargo sobre una red la distancia entre un punto dado de la red y un punto

variable a lo largo de una arista es una funcién céncava.

Proposicién 1.2.6 (Labbé et al. [35]) Sean N(V, E) red coneza no dirigida, e
y € N un punto cualquiera de la red. Para cada e;; € E la funcion d(y,z) es
continua y céncava en z € [0,l;;]. Ademds es lineal y creciente de pendiente +1

en [0,&(y)] y lineal y decreciente de pendiente -1 en [€(y),l;;], donde

Ey) = d(y, v;) + l;,- — d(y, v:)

Definicién 1.2.7 Un punto Z, interior a la arista [v;,v;] se denomina punto de

embotellamiento si existe al menos un vértice v; € V tal que

— d(vt, UJ) + lt] - d(vt7 'U")
Ty = 9

La notacién B(v;,v;) y B representard el conjunto de puntos de embotellamiento
de la arista [v;,v;] y de la red, respectivamente. Puesto que cada vértice genera a
lo més un punto de embotellamiento en cada arista, se tiene |B(v;,v;)| ~ O(n),
y por tanto |B| ~ O(nm), con m = |E|. En el caso de una red arbol T, es
| B(vi,v;)| =0, Ve;; € E y por tanto |B| = 0.

La caracterizacién de N como espacio métrico compacto proporciona un
marco natural para la formulacién de un problema de optimizacién en redes como
un problema de optimizacién matematico. Si el problema de optimizacién es
convexo, un 6ptimo local serd global. La fundamentacién tedrica de la convexidad
de la distancia en redes arbol se debe al trabajo de Dearing, Francis y Lowe [§],

cuyos resultados fundamentales se exponen a continuacion.

Sea NP el producto cartesiano de N consigo mismo p veces, (T? si es

una red arbol), con N' = N. Dados x = (z1,...,Zp) ey = (v1,...,Yp), cOn
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z;,yi € N, i € {1,...,p}, se define la distancia entre ambos
P

d(x,y) =3 d(zi,y:)

=1

Es inmediato comprobar que esta distancia es una métrica.

Teorema 1.2.8 (Dearing, Francis y Lowe [8]) La métrica del camino mds corto

definida en N es conveza si y sdlo si N es una red drbol.

Por tanto (7,d) es un espacio métrico convexo, asi como también T? con la
distancia antes definida.

Sea D subconjunto de algin espacio S. El problema de optimizacién

min 2(z)

es convexo si D es convexo,y z:D — IR es una funcién convexa. Si § = R",
es conocido que un 6ptimo local del problema es también éptimo global. Caso de

ser S = N? se tiene

Teorema 1.2.9 (Dearing, Francis y Lowe [8]) Sea D C N?. Si el problema
wp )

es convezo, entonces un minimo local de z es un minimo global.

Sean I C {1,...,n} un subconjunto de p indices. El conjunto D = [Ties[w:,vi],
donde cada [u;,v;] es una arista de T, es convexo. Por tanto, para cualquier
funcién convexa en D se cumple el teorema anterior. Este resultado fundamentard
los algoritmos relativos a problemas de localizacién correspondientes a medidas

convexas en redes arbol.

1.3 Formulacion del problema general

Si bien cada problema tiene su formulacién especifica, el modelo discreto de lo-

calizacién puntual en redes se puede formular, en forma general, como sigue:
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Dada una red N(V, E) conexa, no dirigida, sea x = (z1,...,z,) € N? un
vector de localizaciones para p servicios (p > 1), y v = (vi,...,v,) €l vector de
demanda, situada en los nodos de N. El modelo general de localizacién puntual
no restringida se formula como

(PGL)  mip =(x) = f(d(x,),...,d(x,vn))

donde

e z: N — IR es la funcién objetivo de valores reales.
e f:IR" — IR es la funcién de costo.

e d(x,v;) es la distancia entre v; y el punto mds cercano en el vector X,

t=1,...,n.

Esta formulacion corresponde al modelo no interactivo (vease Hooker, Garfinkel
y Chen [27]), en los cuales cada nodo es atendido por el servicio mas préximo.

Definicién 1.3.1 Se denomina Conjunto Dominante Finito (CDF) del problema
general de localizaciéon PGL a un conjunto finito de puntos de N que contiene a

todas las componentes de alguna solucién 6ptima x* de PGL.

Dicho conjunto se dird estrictamente dominante si incluye todas las soluciones

optimas.

La existencia de un CDF es fundamental en la resolucién de un problema

de localizacion, ya que permite que éste sea discretizado de la forma

min z(X) ~ min  z(x)

xeNP x€(CDF)?
En el trabajo de Hooker, Garfinkel y Chen [27] se identifican los CDF de un
amplio numero de problemas de localizacion, y se establecen dos condiciones
(independientes entre si) para que un problema de localizacién tenga CDF:
(¢9) O bien que la funcién de costo sea céncava y no decreciente en sus argumentos.
(¢7) O bien que se verifique la propiedad de la 1-dominancia: un CDF para el

problema simple (p = 1) sea también un CDF para el problema general.
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1.4 Formulacion del problema 1-varianza

Los problemas de localizacién en redes con el criterio varianza se inician con el
problema de minimizacién simple en una red drbol, resuelto por Maimon [39], y en
una red general, resuelto por Hansen y Zheng [23], extendiéndose posteriormente
el estudio a redes 3-cactus (Kincaid y Maimon [32, 33]). Por dltimo Berman [2]
analiza los problemas mediana-varianza en redes, tanto los restringidos que se
formulan minimizando una medida con una restriccién de cota superior sobre la
otra, como los obtenidos mediante una combinacién de ambas funciones.

A continuacion se establece la formulacién del problema 1-varianza, par-
ticularizando el caso general (PLG) cuando p = 1 y la funcién de costo f es la

varianza de la distribucién de las distancias sobre la red.

Sea N(V, E) una red conexa, no dirigida, con pesos estrictamente positivos

y normalizados a 1.

Definicién 1.4.1 Dado z € N,y V' C V la funcién mediana de z sobre V' es
la funcién z, : N — IR* tal que
zm(z, V') = > wid(v;, z)
vieV!

Cuando V' =V la funcién mediana serd denotada z,,(z).

Definicién 1.4.2 La funcién varianza sobre la red es la funcién z,: N — Rt
tal que para cada z € N,
2(e) = X wild(vi,2) — zn(2)
eV
El siguiente resultado es consecuencia de la continuidad de la funcién distancia

d(v;, z) sobre cada arista de N.

Proposiciéon 1.4.3 z,(z) es continua sobre cada arista [u,v] de N.

Proposiciéon 1.4.4 Sea la funcion mediana cuadrdtica sz,’ : N — R* tal que
Vz € N, zf:)(x) = Y wid(vi, )’
v €V

Entonces, para cada € N, z,(z) = 2 (z) — (zm(z))?.
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Demostracion: Desarrollando el cuadrado en la expresién de z,(z), se obtiene

zo(x) = Y wid(vi,z)? + w(V)2m(7)? - 22m(z) Y wid(vi, )

v, EV v €V

zm(z)

lo que concluye la demostracién, ya que w(V) = Z w; = 1. |
weV

El objetivo del problema de localizacion simple 1-varianza es localizar el punto

de la red que minimice la verianza de la distribucién de las distancias, esto es

Problema de Localizacién 1-varianza:

(UVAR/N)  minz,(2)

Definicién 1.4.5 Un punto z} € N se denomina punto l-varianza de N si
z5(z3) < z5(z), Vz € N.

La solucién de (1/VAR/N) no tiene por qué ser unica: véase la red arbol de la
Figura 1.1, donde todas las aristas tienen igual longitud 1 y todos los vértices igual
peso w; = 1/20. La minima varianza se alcanza en los puntos =} € [v;, v2]U[vy, v3]
tales que d(z%,v;) = 0.233333, y el valor del minimo es z;(z}) = 1.58667.

(%] U1 U3
*r————o—=—=o——0—S¢-O—o———0——0—0

ST IN

Figura 1.1

Definicién 1.4.6 Un vértice v}, € V es una 1-mediana si zm(v},) < zm(v), para

todov eV,

Definicién 1.4.7 Un punto z}, € N es una l-mediana absoluta si

zZm(zr) < zm(z), VzEN
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Por la proposicién 1.2.6, para cada v; € V la funcién d(vs, z) es cédncava en cada
arista e;; = [vi,v;] con a lo mds un punto de cambio de pendiente, por tanto
Zm(z) es también céncava en cada e;; € E, con |V| = n puntos de cambio de

pendiente como maximo. Consecuentemente

Proposicién 1.4.8 (Hakimi [15]) El CDF para el problema de la 1-mediana ab-

soluta mingen zm(z) es el conjunto de vértices de la red.

Este resultado, conocido como propiedad de optimalidad del vértice mediana,
es valido también para el problema de la p-mediana, y en general se extiende a
todos los problemas cuyas funciones de coste sean céncavas y no decrecientes en

las distancias. En el caso de que la red sea un arbol, se tiene:

Teorema 1.4.9 Sea T(V,E) una red drbol. El conjunto de puntos I-mediana
absoluta es, o bien {v;} para algin vértice v; € V, o bien el conjunto de puntos

de la arista [v;,v;], para algina arista e;; € E.

Estos resultados convierten el problema de la mediana absoluta en el problema
del vértice mediana. Una vez obtenida la matriz de distancias entre todos los
pares de vértices de N, el conjunto de vértices 1-mediana V,; se puede evaluar en
O(n?) operaciones. En un arbol T', €l conjunto de medianas absolutas se puede

calcular en O(n) operaciones mediante el algoritmo de Goldman {13].

En el caso de los problemas de localizacién que no sean NP-duros, el
conocimiento del CDF es clave en la obtencién de algoritmos polinomiales de
resolucién. Si la funcién de coste no es coéncava, no se verifica la propiedad de
optimalidad de los vértices, aunque pueda poseer otro CDF (caso del problema
centro). En todo caso se requiere un estudio previo del comportamiento de la

funcién objetivo.

A continuacién se hace un andlisis de los resultados obtenidos para el
problema simple de localizacién 1-varianza en redes tipo arbol (Maimon [39]) y
en redes generales (Hansen y Zheng [23]).
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1.5 Varianza en una red arbol

Dentro de los problemas de localizacién en redes, la estructura de la red arbol
se ha utilizado como modelo en numerosas ocasiones. Como expresan Francis,
McGinnis y White [11] y Tansel, Francis y Lowe [59], las razones surgen no
sOlo de considerar modelos que en la realidad presentan esta estructura, sino
principalmente porque la convexidad de la funcién distancia en arboles provoca
que los problemas de localizacién sean mucho mas tratables que en redes ciclicas,

en el sentido de obtener algoritmos de resolucién de menor complejidad.

Sea T'(V, E) una red édrbol no dirigida, con sistema de pesos normalizado a
1. Seleccionando un vértice cualquiera del arbol: v, como raiz, se puede establecer
un recorrido en postorden en T que impone una estructura jerarquica entre sus

nodos, tal que la informacién se transmite recursivamente de hijos a padres.

Definicién 1.5.1 (Aho [1]) Sean vy,..., v, (kK > 0) hijos de v,, esto es, existe
una arista [v;,v,] € E. Un recorrido en postorden en T se define recursivamente
como sigue:

1. Visitar en postorden los subarboles con raices vy, ..., vk, en este orden.

2: Visitar la raiz v,.

Para cada aristas [u,v] € E en postorden, v es padre de u, y u hijo de v. A su
vez, el postorden establece la siguiente secuencia en el recorrido de las aristas de
T:

[Ul, vt(l)]) [Ug, 'Ut(g)], ey [un_l, ‘U,-]

En la figura 1.2 las etiquetas bajo los vértices denotan su ordenacién en post-
orden e identificardn de ahora en adelante al vértice, esto es: la visita i-ésima

correspondera al vértice v;. El conjunto de aristas recorrido en postorden es:

{[1,2],(2,4],(3,4],[4,8], 5,6, 6, 7], (7, 8]}-
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Figura 1.2 : Postorden en T.

Supuesto un postorden en T, para cada arista genérica e = [u,v], de
longitud l(e) = l,, > 0, V, denotard al conjunto de vértices del subarbol enraizado
en u, incluyendo a u, y V, = V\V, = {v; € V: v; ¢ Vo} (vs en la figura 1.2).
El postorden induce una orientacién en el recorrido de la arista [u,v], donde u
se selecciona como vértice inicial, y tal que los puntos de la arista se pueden
identificar por su distancia a u de forma que la notacion

z € [u,v]

representa al punto tal que d(u,z) = z. Puesto que {V,,V,} constituye una

particién de V, para cada z € [u,v] se tiene

d(U,’,U) + z, si v, €V,

d(vi,u) —z, si v, €V,

d(v,',:c) = { Yv; €V (1.1)

De la proposicién 1.2.5 se deduce el siguiente resultado:

Proposicién 1.5.2 La funcidn varianza z,(z) es continua a lo largo de cualquier

camino de T'.

A continuacién se expresara la medida varianza en funcién de la localizacion
del servicio sobre la arista. Si bien los resultados fundamentales se deben a
Maimon [39] se han introducido modificaciones en la caracterizacién de la va-
rianza y en la obtencién de sus propiedades, que permitirdn un tratamiento mas
simple del problema.
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Si u es el vértice inicial en la orientacién inducida en el recorrido de [u, v],
el problema de la 1-varianza restringido a la arista [u,v]: min{z,(z) : = € [u,v]}

es equivalente al problema

min{z,(z) : z € [0,l.]}.

Proposicién 1.5.3 Para = € [u,v], se verifica que zn(z) = guT + zm(u), donde

gu=wVa)—wV)= D> wi— D w

v EVy 4 EV;

Demostracién: Sea z € [u,v]. Por (1.1), se tiene

zm(z) = Y wi(d(vi,u) +z) + > wi(d(vi,u) — x)

v € Vu v EW

que desarrollando, resulta
Zm(.'t) = zm(u, Vu) + zm(u,Vu) + x(w(‘/u) - w(Vu)) = zm(u) + GuZ

lo que finaliza la demostracion. ]

Proposicién 1.5.4 Para cada = € [u,v] la funcién varianza se expresa
z,(z) = Az*+ 2Bz + C

donde A=1-g2, B=2zm(u,Va)— (1 +gu)zm(w), y C =22 (u) = (zm(w))

(2

Demostracién: Aplicando (1.1) al desarrollo de z,,’ (z) resulta

(@) = ¥ wildv,u)+al+ Y wild(vi,u) - o]
vi€Vy vi€Va
= ¥ wid(vi,u) + Y wid(vi,w)? + (w(Va) +w(Va))e®
vi€Vy v €Vy

+ 2z(2m(u, Vi) = 2m(u, Va))

= 224 22(22m(u, Vo) — zm(u)) + z::)(u)
ya que w(Vy) + w(V,) = 1, y zm(u, Vi) = zm(u) — 2m(u,V.). Andlogamente,
elevando al cuadrado z,,(z), resulta

Zm(2)? = g22? + 2guzm(u)z + Zm (u)?.
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Aplicando ambos desarrollos a la proposicién 1.4.4 se obtiene

- o s

25(z) = (1 = g2) ” + 2 22m(uw, Vo) = 2m(u) = guzm(w)] @ + 2, () = (2m(w))’

~

A B c

g.e.d. ]

Proposicién 1.5.5 (Maimon [39]) z,(z) es estrictamente conveza sobre cada

arista [u,v].

Por tanto, un minimo local para el problema restringido es minimo global. Por
otra parte, para cada camino P(v;,v;) C T el conjunto {(z,2,(z)) € R*: z €
[0, d(v;,v;)]} serd la grafica de la 1-varianza en IR?, la cual estd constituida por
un conjunto de arcos de pardabola unidos entre si en los puntos correspondientes

a los vértices del camino. Esto se ilustra en el ejemplo que sigue:

Vio

Figura 1.3

El 4rbol estd descrito en postorden. Los nidmeros sobre las aristas corres-
ponden a las longitudes. Los pesos de los vértices, normalizados a 1, son:
0.0280374, 0.046729, 0.158879, 0.11215, 0.0841121, 0.0934579, 0.0654206, 0.130841,
0.17757, 0.102804.
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Figura 1.4: Gréfico de la 1-varianza sobre T

La Figura 1.4 muestra la grifica de la funcién 1-varianza correspondiente
al arbol descrito en la Figura 1.3. Las lineas verticales punteadas delimitan las
aristas de T, marcadas en la base por la pareja de nimeros entre llaves. Nétese
como, a lo largo del camino P(v;,vi10), 25 €s continua, pero no diferenciable en
los puntos correspondientes a los vértices del camino. El punto mas bajo de la

gréafica corresponde a la minima varianza, alcanzandose en la arista [v7, v1q].

Teorema 1.5.6 Sea z, ,; la solucién del problema I-varianza restringido a la

arista [u,v], y sea
_ (14 gu)zm(u) — 22m(u, Vo)
0 —

1-g2

Entonces se verifica

wo, Si 0 < To < lu'u
Ty=91 0, st 20<0
lu‘u7 s1 To Z luv

Demostracion: El valor zg es la solucién de z[(z) = 0, y viene dado por zo =
—B/A. Por la convexidad estricta de z, en cada arista, el minimo de z,(z) en
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z € [0,l4,] se alcanza en el punto critico T, si éste es interior al intervalo, o en

los extremos del mismo, en caso contrario. m]

Sea X,oc {2}, ¢ [u,v] € E} el conjunto de minimos locales de 2, sobre
cada arista [u,v] de T. Obv1amente el punto 1l-varianza z¥ € X,oc, por tanto,
para cada problema concreto, X, ,ac es un conjunto dominante finito. Sin embargo
los elementos de X,(;i cambian con cada problema, de forma que no se puede
caracterizar un conjunto dominante finito valido para todas las instancias del

problema. Por tanto

Corolario 1.5.7 No eziste CDF para el problema de la 1-varianza.

1.5.1 Algoritmo

El algoritmo 1/VAR/T que se describe a continuacién para el problema de la
l-varianza procede aplicando el teorema 1.5.6 para calcular el conjunto X,oc, y
seleccionando entre sus elementos el 6ptimo, que se va actualizando en cada etapa.
Este algoritmo difiere del propuesto por Maimon [39] en que aquel se basa en el
calculo de las derivadas laterales de la funcién 1-varianza en cada uno de los
vértices de cada arista. Si el producto de ambas derivadas era negativo, se calcu-
laba el punto z¢ interior a la arista; caso contrario se seleccionaba como éptimo
de la arista el vértice inicial (derivada lateral no negativa) o el final (derivada
lateral no positiva). Si bien ambos algoritmos tienen la misma complejidad, el

algoritmo 1/VAR/T es mas simple de ejecucién.

Puesto que w(V,) + w(V,)
14+ g, =2w(W),yA=1-g2 =4w
Ve

(

1, se tiene g, = 2w(V,) — 1 y por tanto
w)(1 —w(V,)). Sustituyendo en x4 resulta

(V.
)7m () = 2m(u, Vu)
2w(V)(1 - w(W))

Con lo que la obtencién de z, en cada [u,v] y el cdlculo de z(zf, ,;) requiere de un

Tg =

conjunto de valores auxiliares asociados a cada vértice inferior u de cada arista

[u,v]. Estos valores auxiliares son:

w(Va)s 2m(4, Vo), 2m(u), ¥ 2y (1)
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y se calculan previamente al algoritmo 1/VAR/T efectuando dos pasadas sobre
los vértices de T: hacia la raiz y en sentido contrario. En ambos casos el cilculo

se hace recursivamente como sigue:

Sea H, el conjunto de vértices hijos del vértice v, y w(V,,) el peso del
subarbol enraizado en v;. Entonces si v; € H, y v, € V,, se tiene d(v;,v) =
d(ve, vi) + Ly, donde [, es la longitud dela arista [v;,v]. Aplicando esta relacién

se obtiene:

e Paso hacia la raiz

w(V,) = ZH w(Vs,) + w(v) (1.2)
vE€H,
(v, Vo) = z}:{ (2m (i, Vi) + Liww(Vi,) (1.3)
2 (0, Vi) = 3 Lo (v, Vir) + b (22m (03, Vo) + Lww(Va))] (14)

vi€H,

¢ Paso hacia fuera
Utilizando las relaciones anteriores, al llegar a la raiz v, se obtendréan:
w(V) = 1; zm(v,), 22(v,), ya que V,, = V. En el paso hacia fuera se
completa el cdlculo de z,(u), z::)(u) para todos los demds vértices como

sigue: Para cada v; € H,
2m (Vi) = 2m(v) + Lo (1 — 2w(V,) (1.5)

2o (03) = 230 (0) + 2o [2m(v) — 22m(vi, Vo )] + 2,1 — 4w(V,,)]  (L.6)

Este proceso se ejecuta en el siguiente algoritmo, al final del cual se obtienen

todos los valores auxiliares asociados a cada vértice:

ALGORITMO AUX /V(T)

Paso 0.
Hacer H, = () para cada u € V, Lista «— V.
Sea u +— 1 (primer vértice en el postorden).
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Paso 1.
Si gr(u) = 1, hacer w(V,) = w(u); zn(u, V) = 0; zg)(u, Vu)=0.
Sea v = padre(u) en el postorden. Hacer H, +— H, U {u}.
Calcular w(V,), 2n(v,V,) y 22 (v, V,) utilizando (1.2), (1.3) y (1.4).

Paso 2.
Si v es el vértice raiz:
* hacer z,(v) = zn(v, V), 25 (v) = 22 (v, Vi)
* Ir al Paso 3.

En caso contrario, u «— u + 1. Ir al Paso 1.

Paso 3.
Para cada u € H,, calcular z,(u) y z* (u) aplicando (1.5) y (1.6).
Eliminar de Lista v y los vértices de H, de grado 1.

Paso 4.
Si Lista # 0:
* Sea v el vértice de Lista més elevado en el postorden.
* Ir al Paso 3.

En caso contrario, parar.

La complejidad de este algoritmo es O(n), ya que en cada una de las dos pasadas
que efectia el algoritmo sobre los vértices de T cada vértice es examinado una
sola vez.

A continuacién se desarrolla el algoritmo 1/VAR/T. Previamente, se ha
de ejecutar el algoritmo AUX /V(T) para calcular todos los valores auxiliares

asociados a cada vértice de T.

ALGORITMO 1/VAR/T

Paso 0.
Sean z; = 0, e = [0, 0}, Z suficientemente grande, [u,v] primera arista en
postorden .

Paso 1.
Calcular zj, ,; aplicando el teorema 1.5.6.
Calcular z,(z}, ;) aplicando la proposicién 1.5.4.
Si z4(2f, ) < Z, hacer 2} = g7, ), € = [u,v], 2,(2}) = Z.
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Paso 2.
Si quedan aristas de E sin examinar:
* Sea [u,v] la siguiente arista en postorden. Ir al Paso 1.
En caso contrario, parar. Los valores de z3, e = [u,v] y Z constituyen la

solucion.

COMPLEJIDAD

Puesto que cada arista es examinado una séla vez, la complejidad de
1/VAR/T es O(n), que también es la del algoritmo previo. Por tanto, el pro-
blema de la 1-varianza en un drbol T se resuelve en tiempo O(n).

1.6 Varianza en una red ciclica

Si la red N(V,E) contiene algin ciclo, la solucién del problema 1-varianza:
(1)

min{z,(z) : = € N} pertenece también al conjunto de minimos locales X

de z, sobre las aristas de E, por tanto se ha de estudiar el problema restringido
min{z,(z): z € [0,l..]}.

Considerando en cada arista [u, v] una orientacién bien definida de vértice
inicial u, se adoptara la notacién ya indicada, donde z € [u,v] denotard tanto al

punto como al valor de [0,[,,] tal que d(u,z) = z.

Definicién 1.6.1 Sea B(u,v) = {Z,...,Zs} el conjunto de puntos de embotella-
miento de la arista [u, v] ordenados en sentido creciente. Paracada j = 1,...,k+1
se denomina regién primaria de la arista [u,v] a la subarista [Z;_,,Z;], donde

.’io =0 y .'ik+1 = luv°

Definicién 1.6.2 Para cada j = 1,...,k, el conjunto de vértices relativos al

punto de embotellamiento Z; se define como

B(ij) - {vt < v d(vt’u) + "i]' = d(Ut,’U) + lu'u - ij}

De la definicién se sigue que Z; es punto de embotellamiento si y sélo si B(Z;) # 0.
Por otra parte, si v; € B(Z;), entonces
d(vs,v) + Ly — d(vg, u)
z; = )
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Otra consecuencia inmediata de esta definicién es
Proposicién 1.6.3 (Hansen y Zheng [23])
(i) Para todo %;,%; € B(u,v), si &; # I;, entonces B(Z;) N B(g;) = 0.

(ii) Se verifica Xk: |B(Z;)| <n

Jj=t

Cada z € [u,v] induce una particién: {V,(z), V,(z)} en la demanda nodal,
donde
Vi(z) = {vi € V: d(vi,u) + z < d(v,v) + luw — 2}

y Vi(z) = V\Vu(2).

Los resultados que siguen a continuacién son fundamentales tanto para el
algoritmo de Hansen y Zheng [23] como para la resoluciéon del problema de la
1-varianza con demanda continuamente distribuida tratado en el capitulo 5 de la
presente memoria. Por ello se han desarrollado las demostraciones no incluidas
en la referencia [23).

Proposicién 1.6.4 Paraj =1,...,k+1 sean los intervalos S; = (Z;-1,Z;|, con
So = %o, Zo]. Entonces V,(z) no varia enz € S;,Vi=1,...,k+1.

Demostracién: Por la proposicién 1.2.6 se tiene que para cada v; € V' la funcion
d(vi, z) = min{d(vi,u) + z,d(vi,v) + ly, — =}

es lineal a trozos y céncava en [0,!,,], presentando el maximo en el punto de
embotellamiento Z; tal que v; € B(Z;), por tanto es mondtona en cada region

primaria [Z;_1,Z;], 7 =1,...,k+ 1. Sea
Vu(S;) = {v: € V : d(vy, z) es creciente en (Z;_1, Z;|}

Entonces v; € V,(S;) si y sblo si Vz € (Zj-1,%;], d(vi,z) = d(vi,u) + z. Sea
z € 8. Si v; € V,(z) entonces d(vi,u) + = < d(vi,v) + luw — 7, lo que implica
d(v;,z) = d(vi, u)+z, o equivalentemente, v; € V,(S;), resultando V,(z) C V,.(S;).

Reciprocamente, Si v; € V,(S;) resulta d(v;,z) = d(vi,u) + z, lo que
implica v; € V,4(z), y por tanto V,(S;) C Viu(z). De ambas inclusiones resulta
Vi(z) = Vu(S;), Yz € Sj = (Zj-1,Zj), . e d. =
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Consecuentemente, para cada z € S; se adoptard la notacién V,(S;), Vu(S;), en
lugar de V,(z), Vi(z), e igualmente z,(z;S;), 25 (x;5;), zs(z; S;) en lugar de
zm(z), 22(2) y 2(z), 5 = 1,...,k + 1. Ademés, puesto que B(z;) C Vu(z;) =
Vu(S;), resulta

B(z;) C Vu(S;) Vi=1,...,k+1

Proposicién 1.6.5 Paracada j =1,...,k+1, la funcidn I-varianza z;(z) sobre
cada regidn primaria [Z;-1,Z;] viene dada por

z5(2; 8;) = 2® + 26(S;)z + ¢(S;) — (a(S;) + 9(S;)z)*
donde

a(S;) = z2m(u, Vu(S;)) + 2m(v, Vo (5;)) + Luww(Va(S;))

9(S5;) = w(Vu($;)) — w(Va(S;))
b(S5;) = zm(u, Vu(S;)) — zm (v, Vo(S;)) — Luww(Va(S;))
o(Si) = zm (,Va(Si) + X wild(viu) + L)

vi€Va(S;)

Demostracion: Se hard calculando z,(z;S;) y extendiendo el resultado a toda la
regién primaria por continuidad. Para cada j = 1,...,k + 1, la particién de V

en {V.(S;),Vo(S;)} y la definicién de ambos conjuntos permite expresar

zm(z;S;) = Y wild(vnu)+a]+ Y. wild(vi,v) + Ly — 2]
v €Vu(S;) v €EVy(s;)
= Z wid(vs, u) + Z wid(vi, v) + luy Z Wi
v; €EVu(S;) v; EVy(S;) v, €Vo(S;)
+ ozl Y wi— Y w
v €Vu(S;5) vi €Vu(S;)

obteniéndose para zn,(z;S;):
zm(z; 5j) = a(5;) + 9(5;)z
Procediendo igualmente para z'> (z; S;) se tiene

Z (2 8) = > [dwsu)+zP+ Y wild(vi,v) +lu — 2]’

v EVu(S;) v; EVy(S5)
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y efectuando el desarrollo de los cuadrados, y agrupando resulta

m(8;) = 3 wdvou)?+ S wild(vi,v) + l)?

vi€Vu(S;) vi €V (S;)

+  2z[zm(u, Vi(S;)) — zm(v, Vi(S;) = lLuww(V4(S;))]
+  [w(Va(S5)) + w(V,(S;))]=?

Aplicando la proposicién 1.4.4 se concluye la demostracién, sin mas que observar

que w(V,(S5;)) + w(Vo(S;)) = 1. o

Teorema 1.6.6 (Hansen y Zheng [23]) La funcidn I-varianza z,(z) es conveza
sobre cada region primaria de cada arista [u,v] de E.

Como consecuencia, el minimo local de z,(z) en cada regién primaria es minimo
global, y éste se alcanza en un punto interior a la regién primaria o en uno de los

extremos de la misma, como se enuncia en el siguiente corolario.

Corolario 1.6.7 Para cada regidn primaria [T;_,,Z;] de cada arista [u,v] tal que
19(S;)| < 1, sea el punto

o = U53)9(S55) — b(S;)
° 1-g(S;)

Entonces el minimo de z,(z) en dicha regidn primaria se alcanza en el punto

-'L'fu,v](Sj) tal que: (a) xfu’v](Sj) =g, 81 Zj—1 < Lo < Z;, (b) -Tiu'v](Sj) = Z;-1, St

g0 < ZTj1, (¢) 2, 4(S)) = Zj, sizo > ;.

Lema 1.6.8 z,(z;5;) es constante sobre la regidn primaria [Z;-1,Z;] tal que

lg(S;)1 = 1.

Demostracion: Por la proposicion 1.6.5, la funcién z,(z; S;) se expresa

z(2; 85) = (1 — g(8;)?) = + 2(b(S;) — 9(S;)a(S;))z + o(S;) — a(S;)?
Si |g(S;)] = 1, es ¢g(S;) £ 1, lo que equivale a V,(S;) = V,V,(S;) = @, o bien
Va(S5) = 0,VilS;) = V.

Caso de ser g(S;) = 1, resulta a(S;) = b(S;) = zm(u, Vu(S;)), y si g(S;) =
—1, es a(S;) = —b(S;). En ambos casos se obtiene para la funcién 1-varianza:

zs(z; S;) = ¢(S;) — a(S;)?. Por tanto es constante en la regién primaria, q.e.d. O
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Esto implica que todos los puntos de [Z;_1,Z;] son solucién al problema de la
1-varianza sobre dicha regién primaria. El valor del minimo se puede computar

en uno cualquiera de los puntos, por ejemplo, en Z;.

Este lema se ilustra en el siguiente ejemplo, correspondiente a la red de la
figura 1.5.

0.28

Figura 1.5

Los puntos de embotellamiento de la arista [v1,v;] junto con sus vértices

respectivos son:

I, = 1, B(i’l) = {‘Ug}; Iy = 75, B(Q_Iz) = {1)3}; T3 = 13, y B(.’i;;) = {’U4}.

Sobre la primera regién primaria [Zo,Z;] = [0,1] de la arista [v,v,] se
obtiene que V,(S1) = {v1,v2,v3,v4}, y Vo(S1) = 0, resultando ¢g(S;) = 1. Por
tanto, la funcion l-varianza sobre esta region primaria es constante, como se
puede observar en la figura 1.6. Ello es debido a que, sobre el subgrafo relativo
a los vértices {v;,vs,v4} las longitudes de las aristas no cumplen la propiedad

triangular.
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Figura 1.6: Grafico de la 1-varianza sobre [vy, V3]

Supuesta calculada la matriz de distancias, y todos los puntos de embote-
llamiento en cada arista, el esfuerzo computacional para calcular cada z7, ,1(S;) es
O(n), ya que la obtencién de los coeficientes de z,(z; S;) requiere una pasada por
todos los vértices de N. Cada arista [u, v] contiene, a lo mds n regiones primarias,
entre cuyos Optimos se selecciona el minimo Tiy o) sobre la arista, su obtencién
tiene por tanto una complejidad de O(n?). Como |E| = m, la complejidad de

resolver el problema de la 1-varianza sobre una red por este procedimiento es

O(mn?).

1.6.1 Algoritmo

Esta complejidad es reducida por el algoritmo de Hansen y Zheng [23] a O(mnlogn).
Se basa en calcular sobre cada arista los valores asociados a cada S; recursiva-

mente en funcién de los correspondientes a S;_;.
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Proposicién 1.6.9 Para cada j = 1,...,k + 1 se verifica:

Vu(5;) = Vu(85-1)\B(Z;-1).

Demostracion: Para cada v, € V,(S;) la funcién d(v,, z) es creciente en (Z;-1, Z;],
luego el maximo de d(v,, =) en la arista se alcanza en Z; > Z;, con v, € B(Z;). Esto
supone que d(v,, z) es creciente en [0, Z;] D [0, Z,_,], lo que implica v, € V,(S;-1).
Por tanto, V,(S;) C V4(S;-1). Por otra parte B(Z;-1)NV,(S;) = 0 (ya que si fuera
vs € B(Zj-1), d(vs,z) seria decreciente en [Z;_y,l,,], resultando vs ¢ V,(S;)).
Entonces V,(S;) C V.(S;-1)\B(Z;-1).

Reciprocamente, sea v; € V,(S;j-1)\B(Z;-1). Entonces d(v;, z) es creciente
en (Z;_q,%;-1) alcanzdndose su maximo en algun Z; € B(u,v) tal que z; > Z,_;
lo que implica Z; > Z;, por tanto d(v;, z) es creciente en [0, Z;], por lo que v; €
Vu(S;). Consecuentemente, V,(S;—1)\B(Z;-1) C V4(S;). De ambas inclusiones,

se sigue el resultado. O

Consecuencia de estas propiedades las relaciones:
Vo(S;) = Vo(8j-1) U B(Zj-1)
Vu(So) D Vi(S1) D ... D Vau(Sk+1)
Por la proposicién anterior se tiene
Zm(u, Va(S5;)) = 2m(u, Vu(Sj-1)) — 2m(u, B(Z;-1))

y analogamente, w(V4(S;)) = w(Vu(Sj=1)) — w(B(Zj-1)), Vi =1,...,k+1, 1o
que implica

a(5;) = a(Sj-1) + 2m(v, B(Zj-1)) = 2m(, B(Zj-1)) + Luww(B(Z;-1))  (1.7)

9(5;) = 9(Sj-1) — 2w(B(Z;-1)) (1.8)
b(S;) = b(Si<1) = (2m(t, B(Zj-1)) + 2m(v, B(Zjo1)) + luww(B(F;1)))  (1.9)
o(S;) =c(Sj=1)+ Y. wild(vi,v) + )P — D wid(vi,u)®  (1.10)

v€B(Zj-1) vi€B(Z5-1)
Utilizando estas expresiones, el algoritmo para la 1-varianza propuesto por Hansen

y Zheng [23] queda como sigue:
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ALGORITMO 1/VAR/N

Paso 0.
Calcular la matriz de distancias D(d(u,v)).

Paso 1.
Para cada arista [u,v] calcular todos los puntos de embotellamiento, or-
denarlos en sentido creciente, y obtener los conjuntos B(%;), i = 1,...,k.
Paso 2.

Sea Z suficientemente grande. Hacer z* = 0, [u*,v*] = 0.

Seleccionar una arista [u,v] de E que no haya sido examinada.

Paso 3.
Calcular V,(S1), Vo(S1), zm(u, Vu(S1)), 2m(v, Vau(S1)), a(S1), 9(S1), b(S1),
¢(Sh).
Calcular zj, ,(51).
Si zs(zf,,;(S1)) < Z, entonces hacer Z = z,(z}, ,(51)), =} = 2}, ,4(51) ¥
[u*,v*] = [u,v] (actualizar).

Paso 4.
Repetir para 7 = 2,...,k + 1,
* Calcular a(S;), g(S;), b(S;) y ¢(S;) aplicando (1.7) a (1.10).
* Calcular zj, ,(S5;)
* Si 2,(2],,)(S;)) < Z entonces actualizar Z, z} y [u*,v"].

Paso 5.
Si quedan aristas de F sin examinar
* seleccionar la siguiente arista [u,v].
* Ir al Paso 3.
En caso contrario parar: los valores actuales de Z, z¥ y [u*,v*] consti-

tuyen la solucién.

COMPLEJIDAD

El cilculo de la matriz de distancias (Paso 0) se puede obtener en un
tiempo de O(mnlogn). En efecto, si m € O(n?/logn), o bien la red es poco
densa como sucede en las redes planares donde m < 3n — 6 (véase [49]), se puede
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utilizar n veces el algoritmo de Dijkstra representando la red mediante una tabla
de n listas, lo cual permite calcular la distancia de cada vértice a todos los demas

mediante dicho algoritmo en O(mlogn) (véase Aho [1]).

En el Paso 1 se calculan los puntos de embotellamiento para cada arista
(O(n) en el peor de los casos), y se ordenan en sentido creciente, lo cual puede
hacerse mediante un algoritmo de tipo heapsort (Aho [1]) cuya complejidad en el
peor de los casos es O(nlogn). Puesto que hay m aristas, la complejidad de este

paso es O(mnlogn).

El Paso 3 efectia una pasada sobre todos los vértices de N para obtener
los resultados correspondientes a la primera regién primaria. Su complejidad
es O(n). La complejidad del Paso 4 es O(n). En efecto, en él se resuelve el
problema para las restantes regiones primarias de la arista seleccionado a partir
de los calculos de las precedentes, sin mas que afiadir los sumandos relativos a
los conjuntos B(Z;), 7 = 1,...,k, lo cual requiere una pasada sobre cada uno
de ellos. Por la proposiciéon 1.6.3 el nimero de vértices visitados a lo largo de
toda la arista es, a lo mas, n. Puesto que los Pasos 3 y 4 se ejecutan m veces, su

complejidad es O(mn).

Por tanto la complejidad del algoritmo es la de la fase preliminar (Pasos

0y 1), yes O(mnlogn).

1.7 Otras extensiones

Surgen bien de restringir el conjunto de posibles localizaciones 6ptimas a los
vértices de la red (problema del vértice 1-varianza) o bien de considerar redes con

una estructura especial: redes cactus.

Definicién 1.7.1 Un vértice v € V es un vértice 1-varianza de N si
z5(v;) < z,(v), Vv eV
Sea V* C V el conjunto de vértices 1-varianza solucién de min{z,(v): v € V}.

Suponiendo calculada la matriz de distancias entre todos los pares de vértices de

N, el algoritmo para obtener V* es similar al de V%, y se desarrolla a continuacién:
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ALGORITMO 1/VAR/V

Paso 1.

Sea Z suficientemente grande, V* = ().

Paso 2.
Repetir para cadai=1,...,n:
+ Calcular z,(v;) = 25 (v;) — (2m(v:))?
* Si z,(v;) < Z, hacer Z = z,(v;) y V" +— {v;}.
* Si z,(vi) = Z, hacer V} «— VU {v}.

Complejidad

O(n?), ya que se ejecutan n ciclos y cada uno de ellos requiere una pasada
sobre todos los vértices.

Si la red es un arbol T, la complejidad de obtener V,* es O(n), sin mds

que sustituir el Paso 1 del algoritmo precedente por:

Para cada v; € V, calcular z,(v;), Z,(:)('U{) mediante el algoritmo AUX/V(T).
Sea Z suficientemente grande, V* = (.

La dltima extensién del problema 1-varianza es la efectuada por Kincaid
y Maimon [32, 33] a las redes cactus.

' Una red conexa se dice del tipo cactus si cualquier bloque con tres o mas
vértices es un ciclo. Una red 3-cactus es una red cactus cuyos bloques ciclicos
contienen sélo tres vértices. Una red 3-cactus se dice triangular si, en cada bloque
ciclico, las longitudes de sus aristas verifican la propiedad triangular. Por tanto,

las redes triangulares son un tipo especial de redes tres-cactus.

Los autores antes citados desarrollan algoritmos de tiempo lineal para
localizar tanto el punto de minima varianza en redes triangulares como el vértice
de minima varianza en redes 3-cactus. En ambos casos el algoritmo se basa
efectuar una la transformacién de la red en un drbol de forma que se preserven

las distancias entre los vértices.



Capitulo 2

Problemas Mediana-Varianza 1:

Analisis de las soluciones

La localizacién de un servicio con un tnico criterio de equidad, como la varianza,
puede producir soluciones poco deseables o insatisfactorias. Este hecho ya fue
sefialado por Maimon [39], objetando que el punto de minima varianza puede
localizar un servicio de forma que “los usuarios sean mas iguales, pero la mayoria

estén peor situados”. Un ejemplo de tal consecuencia se muestra a continuacion:

*

T
Va2 u1 x:n ]3
.N%v/ . u 20 U
®

20
o |1

.,

V100 z.

Figura 2.1

En la figura 2.1 se muestra una red equiponderada, donde el nivel de
demanda que surge en cada uno de los nodos es el mismo. Se puede observar
que casi la totalidad de la demanda se acumula en torno al nodo v, en donde se
localiza la mediana z%,. La localizacién que minimiza la varianza z; se sitia en
la arista [v,u], a distancia 14.479697 del nodo v, y el centro absoluto z; estd a

distancia 19.5 de v. Claramente, la solucién dada por z} no es satisfactoria para

29
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toda la demanda situada alrededor de v, que se vera penalizada con un aumento
del coste en el acceso al servicio respecto de la localizacién z2, (la localizacién

T empeora mas la situacién).

La correccién de este tipo de situaciones se puede efectuar en el marco de la
optimizacién multicriterio, bien introduciendo restricciones sobre el planteamiento
del problema, de manera que se acote o se limite el efecto no deseado, o bien
definiendo una nueva funcién que incorpore a ambas medidas.

Inicialmente Maimon [39] sugirié limitar la localizacién del punto 1-varianza
a un conjunto de puntos X préximos a la mediana, definido
Xy={z€eN: 5;((%"3)>b} be (0,1)
Esto supone considerar una cota superior sobre los valores de la mediana, ya que
Vr € Xy es zm(z) < zm(z},)/b, lo que da lugar a una planteamiento mediana-
varianza restringido. Igualmente se puede plantear el problema simétrico, donde
se minimiza la mediana con una restriccién de cota superior sobre los valores de
la varianza. De esta manera, y de forma andloga a los problemas restringidos
centro-mediana, Berman [2] formula y estudia los problemas mediana-varianza

restringidos:

min{z,(z) : zm(z) <P} y min{en(z): z(z) < o}

z€N zeN
La segunda posibilidad apuntada combina ambos criterios introduciendo una
nueva funcién objetivo. Este planteamiento ha sido usado en los problemas

centro-mediana mediante la funcién cent-dian, definida por Halpern [18, 19] como

una combinacién lineal convexa de las medidas centro y mediana, dada por
fla,z) = az.(z) + (1 — a)zm(z), con a € [0, 1]

(siendo z.(z) = max d(vi, ) la medida centro). En el caso de los criterios mediana

y varianza, es nuevamente Berman [2] el que establece la combinacién de ambos,

formulando el siguiente problema mediana-varianza no restringido:

iréllbl{zm(:t) + .uzs(‘r)}’ p€R

El estudio que efectia Berman de estos tres problemas mediana-varianza
solo se refiere a la caracterizacion de las soluciones y al desarrollo de algorit-
mos polinomiales para su resolucién. Sin embargo, existen varios aspectos no
contemplados todavia, y que son objeto de estudio en este capitulo:
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e El primero hace referencia a la relacién existente entre las soluciones de los

problemas restringidos mediana-varianza. Si para cada problema restrin-
gido mediana-varianza se formula su correspondiente problema simétrico
asociado (o problema dual), cabe indagar como se traslada esta relacién
entre los problemas a las correspondientes soluciones, y caracterizar las
condiciones bajo las cuales estas dltimas coinciden.

En el caso de los problemas restringidos centro-mediana la relacién entre
las soluciones de estos problemas, denominada “de dualidad”, fue estudiada
por Halpern [20], que estableci6 las condiciones bajo las cuales problemas
duales tienen las mismas soluciones. La siguiente cuestion planteada es
si dichas condiciones siguen siendo validas para los problemas restringidos
mediana-varianza, y mas concretamente, qué modificaciones introduce en
la relacién de dualidad la sustitucién de la funcién centro por la funcién

varianza.

El segundo aspecto es estudiar si existe alguna relacién entre los problemas
restringidos mediana-varianza y el problema no restringido P(u). En un es-
tudio analogo efectuado sobre los problemas centro-mediana, Halpern [20]
establecié que el planteamiento no restringido dado por la combinacion con-
vexa de las funciones centro y mediana (problema cent-dian: il’él]{,l fla),a €
[0,1]), es un caso especial de los problemas restringidos centro-mediana, ya
que las curvas cent-dian, (curvas correspondientes a los conjuntos solucién
de dichos problemas), coinciden sobre una red arbol.

Un procedimiento similar se aplicard a los problemas mediana-varianza: en
primer lugar se caracterizaran, formal y graficamente, las curvas mediana-
varianza representativas de cada uno de los problemas, para posteriormente
analizar la relacién entre dichos problemas a partir del comportamiento de

sus respectivas curvas.

2.1 Problemas Mediana-Varianza

Sea N(V, E) red conexa no dirigida de sistema de pesos normalizado, con |V| =

n, y |E] = m. Se denominan problemas mediana-varianza restringidos a los
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problemas P(a), P(8), dados por

{ i n(2) { i +(2)

Pla) = P(B) =
(=) 2 s.a zm(z) <@

s.a z(z)<a
Sea F, el conjunto de puntos de la red factibles para el problema P(a), (Fj
para P(3)). El objetivo en cada uno de los problemas restringidos es minimizar
una udnica funcién sobre el correspondiente conjunto factible, y en este sentido se

define el conjunto Op(«a) de soluciones (localizaciones éptimas) para P(a):
Op(a) = {z" € Fy : 2n(2") < 2m(z), Vz € F,}

(andlogamente se define Op(8)). En el caso de que el éptimo no sea tnico, el
concepto de solucién eficiente (Pareto-6ptima, no dominada o admisible) establece

una relacién natural de preferencia entre las soluciones.

Definicion 2.1.1 Sea el problema de optimizacién Hél}l;l (fi(z),..., fi(z)), donde
{f1,..., ft} es una familia de funciones definidas sobre un conjunto X. Una

localizacién factible z* del problema se denomina solucién eficiente si y solo si no
existe y € X tal que fi(y) < fi(z*),Vi=1,...,¢, y fi(y) < fe(z*), para algiin k.

La relacién de preferencia establecida por esta definicién es un orden parcial en
el conjunto de localizaciones factibles del problema: dos localizaciones pueden
no ser comparables al no estar ninguna de ellas dominada por la otra. Sea X,y
el conjunto de soluciones eficientes del problema i‘nl]{,l (zm(z), 25(z)). Segin la
definicién, z* € X.s si y sdlo si z* es factible y no existe y € N tal que o bien
zm(Y) < 2m(z*) ¥ 2(y) < z5(z*), o bien 2, (y) < Zm(2*) y 25(y) < zs(z*)

Sea | J Op(«) el conjunto de todas las localizaciones éptimas obtenidas al

variar o (respectivamente, | | Op(8) al variar ).
B

Proposicién 2.1.2 Se verifica que X.; C | J Op(c) (respectivamente, X.; C
«x

LﬁJ 0p(8))-

Demostracion: Sea z € X.y, tal que z,(z) = a. El enunciado se probara de-

mostrando que z € Op(a).
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Claramente, z € F,. La suposicién = ¢ Op(a) implicaria que Vz* € Op(a), es
Zm(2*) < zm(z), y 25(2*) < a = z,(z) lo que contradice que z € X.;. Por tanto

se concluye que z € Op(a) (la demostracién para 3 es totalmente andloga). O

Definiciéon 2.1.3 Un punto z*(a) € N es una solucién éptima eficiente del pro-
blema P(a) siy sélo si
z*(a) € Op(a) N X,y

(Igualmente se define z*(3) como solucién Sptima eficiente de P(8)). Claramente
z*(a) es una localizacién éptima para el problema, no dominada por ninguna otra,
por tanto, Vz € F,, o bien z,(z) > zm(z*(a)), o bien si existe z € F, tal que
Zm(z) = zm(z*(a)) entonces z;(z) > 2z,(z*(c)). Asimismo, si z}(a) es otra solu-
cion éptima eficiente se verifica zp,(z*(@)) = zm(zi(@)), v zs(z*(@)) = z5(zi(a)).
Por esta razén y mientras no haya confusién, la notaciéon z*(a), z*(8) indicara
tanto a una solucion 6ptima eficiente como al conjunto de dichas soluciones, y se

denominaran abreviadamente solucién o conjunto solucioén del problema.
La formulacién del problema mediana-varianza no restringido es
P() = migzu(z) = m(e) +2e)

y estd basada en ciertos modelos media-varianza utilizados en inversiones fi-
nancieras, en donde el signo del parametro u revela la actitud del inversor hacia
el riesgo, seglin que manifieste aversién (positivo), indiferencia (cero) o atraccién

al riesgo (negativo).
Una formulacién equivalente del problema P(u) es

max {—zm(2) - pzs(2)}

observindose que para valores de u < 0 este problema se optimiza aumentando

la varianza:

Teorema 2.1.4 (Berman [2]) Cuando p — —oo, la solucién del problema
min{z,(z): = € N} tiende al punto que mazimiza la varianza sobre la red.

Por tanto, para valores negativos de y el problema de localizacién P(u) responde

a un modelo de desequilibrio o desigualdad: la localizacién dptima maximizara la
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varianza de la distribucién de las distancias respecto del servicio, lo que supone

minimizar la igualdad de los usuarios respecto de su localizacién.

En consecuencia, para el objetivo de equidad en localizacién se considerara
el problema mediana-varianza no restringido

P(p) = minz(z) = zm(z) +pzs(c), 420

Para p = 0 se obtiene el problema 1-mediana, y para valores suficientemente

grandes de p se obtiene un problema l-varianza:

Proposicién 2.1.5 (Berman [2]) Cuando u — oo, la solucion del problema
P(u) tiende al punto que minimiza la varianza sobre la red.

Para cada pu > 0, sea Op(p) = {z* € N : z,(z*) < z,(z), V= € N} el conjunto
de soluciones 6ptimas del problema P(u), y para p = 0 considérese el conjunto
Op(p =0)={z* € N: zn(2*) < 2m(z),Vz € N}NX,;. La siguiente proposicién

establece la relacién entre el conjunto U Op(p) y el de localizaciones eficientes
w20
Xeg, y rectifica un resultado erréneo obtenido por Berman [2], que establecié la

igualdad de ambos.

Proposiciéon 2.1.6
U Op(k) C Xy

u2>0

Demostracion: Obviamente, Op(p = 0) C X.. Sea z* € | J Op(u), entonces

z* € Op(p), para algun g > 0, por tanto, z,(z*) < zu(z),,b‘v’oa: € N. Si fuera
z* ¢ X.y, entonces 3y € N tal que o bien z,(y) < zm(z*) y 2,(y) < 2,(z*), 0 bien
Zm(Y) < zm(z*) ¥y 2:(y) < 25(z*). En ambos casos se tiene z,(y) < z,(z*), que
contradice z* € Op(u). Por tanto, z* € Xy, lo que concluye la demostracién. O

Esta relacion de inclusién puede ser estricta, incluso sobre redes adrbol. En efecto,
segun el corolario 2.4.5, la curva H correspondiente al problema no restringido es
la envoltura convexa del conjunto de puntos {(zm(z*), 2:(z*)) : * € U0 Op(p)},
pudiendo existir localizaciones eficientes que no pertenezcan a dicha envoltura,
(véase la pagina 57), tanto en una red ciclica como en una red arbol.
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Por tanto, para cada u > 0 el conjunto Op(x) se denominard “solucién”
de P(p), y contiene a todas las soluciones éptimas eficientes del problema. La
notacién z*(x) indicard una de tales soluciones, o, si no hay confusién, a la

“solucion” del problema.

Berman [2] propone sendos algoritmos para resolver los tres problemas
en una red general. Dichos algoritmos trabajan resolviendo cada uno de los
subproblemas obtenidos sobre cada region primaria y, caso de resultar mejor
solucién que la ocupante, ésta se actualiza. Cada subproblema se resuelve en
tiempo O(n), ya que la obtencién de las funciones mediana y varianza sobre cada
regién primaria requiere una pasada sobre todos los vértices de N. Puesto que en
el peor de los casos se resuelven O(mn) subproblemas, la complejidad de dichos

algoritmos es O(mn?), (O(n®) si la red es planar, o bien m € O(n)).

En este dltimo caso la complejidad de los algoritmos puede reducirse a
O(mnlogn) aplicando el procedimiento recursivo del algoritmo 1/VAR/N sobre
cada arista de la red, de forma que la resolucién de todos los subproblemas sobre
dicha arista se pueda obtener en tiempo O(n). La complejidad resultante es por
tanto la misma que la de 1/VAR/N.

2.2 Dualidad en los problemas restringidos

Sean z*(a), z*(B) las respectivas soluciones de los problemas P(a), P(8) so-

bre una red N(V, E), y zm(z*(a)) (25(z*(8))) los correspondientes valores de la

min z,(z)
funcién objetivo. El problema P(z,(z*(a))) = { €N se de-
s.a. zm(z) < zm(z*(@))

min z,(z)
nominara dual de P(c), y el problema P(z,(z*(3))) = { zeN (@) < 2(=(8))
s.a. z5(x) < z5(x

dual de P(f3).

A continuacién se estudian los conjuntos de valores de a y [ en los que
se producen todas las soluciones, y se caracterizan las condiciones bajo las cuales
un problema y su dual tienen las mismas soluciones, tanto sobre una red ciclica

como en el caso especial de una red arbol.

Para @ — oo, (0 f — o0), se obtienen los problemas 1-mediana:
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min {zm(z), € N}, (o l-varianza: min{z,(z), = € N}), cuyos respectivos
conjuntos solucién se denotaran por X, para el problema 1-mediana, (X para el
problema 1-varianza). En cada uno de tales conjuntos se seleccionan los puntos
g, € X, vy z; € X, tales que z,(z},) < 2z5(z), Vz € X, ¥ 2m(2}) < 2n(2),
Vz € X;.

Sean los siguientes intervalos de IR:

Im = [zm(T), 2m(23)), ¥ o = [24(27), 25(27,)]

Lema 2.2.1 El conjunto de puntos solucion del problema P(c), (P(8)), se ob-
tiene respectivamente para a € J,, (B € Jn).

Demostracion:

min zp, ()
Sea el problema P(a) = { =zeN
s. a z(z) L a
Si a < z(z}), no existe solucién factible de P(a). Por otra parte, si
a > z,(z;,) , la solucién de P(a) serd z;,. Por tanto las soluciones de P(a) se

obtendrdn en a € J; = [z,(x}), z5(zX)].

min z,(z)
Andlogamente, para el problema P(8) = z€N las
s.a zm(z)<p

soluciones se obtendran en B € Jn = [zm(2},), 2m(2})], pues si 8 < zm(z},), no

existen soluciones factibles; y si 8 > 2,,(z}) se obtiene z% como solucidn. o

Por otra parte, los conjuntos J, J,, actian respectivamente como dominio y
rango (intercambiando los papeles), para las funciones: zn,(z*(:)):Js — Jm y
zs(z*(*)) : Jm — J;, seglin se enuncia a continuacién.

Lema 2.2.2 Para cadaa € J,, (B € Jn), se verifica zp,(z*(@)) € I, (2s(z*(B)) €
Js).

Demostracion: Sea a € J;, y z*(a) la solucién del correspondiente problema
P(c). Para z}, se verifica: znm(z},) < zm(2*(e)). Ademads, por ser z*(a) solucién

de P(a), es z,(z*(e)) < o, de donde se sigue que zn,(z*(a)) < zm(z}), pues si
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*

fuese zm(z*(a)) > 2m(2z%), como ademis z,(z}) < z,(z*(a)), resultaria z*(a) ¢

Xef, lo que es contradiccién. Queda demostrado entonces que z,,(z*(a)) € Jn.

Aniélogamente, dado 8 € Jp,, es z5(z3) < z(z*(3)). Y también z,(z*(3)) <
zs(z3), ya que lo contrario supondria, z*(3) ¢ X.; llegdndose a contradiccién.
De todo lo anterior, se concluye z;(z*(8)) € Js. 0

Las funciones z5(z*(*)) : Ju — Js ¥ 2m(2*(:)) : Js — Jm no son en general
sobreyectivas sobre una red, (la tltima ni siquiera en el caso de una red arbol, a
diferencia de lo que sucede en los problemas restringidos centro-mediana), como

se observara en la siguiente seccién. Sean
Im(zm(2*(%))) € Jm ¥y Im(25(2"(Im))) € I

los rangos de las respectivas funciones sobre sus conjuntos imagen.

Teorema 2.2.3 Se verifica:

(i) Para cada B8 € Im(zm(z*(Js))), el problema bidual de P(B) es P(3).

(ii) Para cada a € Im(z,(z*(Jn))), el problema bidual de P(a) es P(a).

Demostracion: Sea (8 € Im(zn(z*(Js))), entonces § = zm(z*(a)), para algin
a € J;. El problema dual de P(8) es P(z,(z*(8))), y el dual de éste iltimo, y
por tanto bidual de P(3) es P(zm(z*(2s(2*(8))))). Por tanto probar el apartado

(i) equivale a demostrar que

zZm(2"(2:(27(B)))) = B

Asimismo demostrar el apartado (ii) equivale a probar que si @ € Im (2,(z*(Jm))),
entonces z,(z*(zm(z*(a)))) = a. Dado que la demostracién de ambos apartados

es analoga, sélo se demostrara el primero.

Sea 8 = zm(z*(a)), para algin o € J,. Entonces, z*(a) es solucién factible

de P(B), cuya solucién es z*(8), verificandose:

z(z"(B)) < 25(2"(e)) < @ (2.1)
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resultando la tltima desigualdad de ser z*(a) solucién de P(a). Ademds

zm(27(8)) £ B = zm(z7(a))

De (2.1), *(B) es factible para P(«), obteniéndose:

zm(27(a)) < 2m(27(8))

De estas dos dltimas desigualdades se sigue que
zm(z%(@)) = B = zm(27(8)) (2.2)

Sea o = z,(z*(B)) < a, (por (2.1)); y z*() solucién de P(a'). Entonces, z*(3)
es factible para P(o'), resultando: z,(z*(¢’)) < zm(2*(8)) = B. Sustituyendo
aqui o’ por z,(z*(8)) se tiene:

zm(27(2,(2"(B)))) < B

La desigualdad contraria resulta de ser z*(a’) solucién factible de P(a), ya que

zs(z*(a')) < ¢’ < a. Entonces
B = zn(27(a)) < zm(e*(2))
y nuevamente, sustituyendo o’ se obtiene:
B < zm(27(2,(27(8))))

que con la desigualdad anterior implica 8 = z,(z*(2,(z*(8)))), lo que completa

la demostracién del primer apartado. o

El siguiente corolario caracteriza las condiciones bajo las cuales un problema y
su dual tienen las mismas soluciones.

Corolario 2.2.4 Se verifica

(i) Si B € Im(zm(z*(Js))), entonces los problemas P(B) y P(z,(z*(B))) tienen

las mismas soluciones.

(ii) Si a € Im(2,(z*(Jm))), entonces los problemas P(c) y P(zm(z*(c))) tienen

las mismas soluciones.
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Demostracion: Se demostrara sélo el primer apartado, ya que el razonamiento en
ambos es analogo.

Si B € Im (2m(z*(Js))), y para la solucién z*(3) de P(B) es z,(z*(8)) = a,
entonces la solucién z*(a) de P(a) verifica z,(z*(a)) = f§, ya que P(a) es dual
de P(B), y P(zm(z*(a)) es dual de P(a) y por tanto bidual de P(8). De aqui
se deduce que z,(z*(B)) = B = zm(z*(a)) (ya que la hipdtesis z,(z*(8)) < B
contradice que z*(c) sea solucién de P(a)), y analogamente z;(z*(a)) = a =
zs(z*(B)), lo que implica que las soluciones (conjuntos solucién) de ambos pro-

blemas verifican z*(a) = z*(04), q.e.d. 0

Este corolario se puede interpretar graficamente mediante las curvas mediana-
varianza L representativas de los problemas mediana-varianza restringidos (estu-
diadas en la siguiente seccién). Los valores 3, a para los que se verifica el corolario
corresponden a puntos (8, a) situados sobre arcos convexos de £. Los proble-
mas correspondientes a dichos puntos son duales entre si, pudiéndose obtener la

solucién resolviendo uno de los problemas: P(3) o P(a).

Este resultado es andlogo al que se produce en los problemas restringidos
centro-mediana, sin embargo difiere sobre redes arbol. En el caso especial de una
red arbol, las condiciones del anterior corolario se pueden extender a todos los
pares de valores de los pardmetros en los problemas centro-mediana, al ser las
funciones centro y mediana sobreyectivas sobre sus respectivos conjuntos imagen.
Sin embargo no se puede hacer una extensién similar en los problemas mediana-
varianza, ya que la funcién mediana no es sobreyectiva en este caso. Este aspecto

se estudia a continuacion.

Proposicién 2.2.5 Dado un drbol T(V,E), sea P(m*,y) el camino enlazando
un punto y ¢ X, con m* € X}, tal que m* sea la mediana mds prozima a y.

Entonces la aplicacion: z,(-) : P(m*,y) — [zm(m*), 2m(y)], es biyectiva.

Demostracion: Como zn,(-) es continua y lineal a trozos a lo largo de cualquier
camino de T, bastard ver que z,,(-) : [0,d(m*,y)] — IR, donde por simplicidad la
notacién z € [0,d(m*,y)] representard al punto de P(m*,y) tal que su distancia
a m* es z, es estrictamente creciente respecto de las distancias de los puntos del

camino P(m*,y) a m*.
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Dados 1,2, € [0,d(m*,y)], tal que z; < z; se probard que zm(z1) <
Zm(Z2). Sea v, cualquier vértice de T tal que

d(vﬂ P(m‘a y)) = d(vm y)

(pudiendo suceder v, = y, caso de que y fuera un vértice), y considérese el
postorden trasversal obtenido al enraizar el 4rbol en v,. Sin pérdida de generali-
dad se supondra que z,, z; estan en una misma arista [u, v] de E, (ya que caso de
pertenecer a aristas distintas bastara aplicar recurrentemente la argumentacién).
Entonces, zm(zi) = 2m(u) 4+ d(u,z:)gu, 1 = 1,2. Puesto que d(u,z;) < d(u,z;),
bastara comprobar que g, > 0.

Por hipétesis, m* debe ser un vértice mediana, y es el punto del camino
P(m*,y) mds distante de la raiz v,. Puesto que [u,v] es una arista del camino,
se sigue que V,.» C V,, (la igualdad se daria si m* = u), y por tanto V,,. D V..
Por ser m” vértice mediana, es centroide, y si Ty, ..., Tyr(m+) son las componentes
conexas obtenidas al eliminar m* se T, se verifica que el peso de rama de m*,

denotado por bw(m*), cumple
bw(m*) = max {w(T3),i=1,...,9r(m")} < 1/2

(la igualdad ocurre si existen dos vértices mediana m}, m3, y por tanto una arista
de medianas absolutas). Puesto que en V.« no existe otro vértice mediana, y
Vme C V(Tj;), para algin j = 1,...,gr(m*) se verifica w(V,») < 1/2. Entonces

w(V,) < w(Vime) < 1/2 < w(Vie) < w(V,), y por tanto g, = w(V,) — w(V,) >
W(Vims) — w(Vips ) > 0 lo que finaliza la demostracién. O

En el caso particular de tomar y = z% resulta

Corolario 2.2.6 Siz; ¢ X, la aplicacion z,(-) : P(m*, %) — [zm(m*), zm(z3)],

es mondtona estrictamente creciente.

Teorema 2.2.7 Sobre una red drbol T(V, E), la funcion z,(z*(-)) : Jm —> J; €s

sobreyectiva.

Demostracion: Se tratard de probar que para cada a € J;, existe algin 8 € J,
tal que z,(z*(8)) = a. Dado a € J, sea z*(a) la solucién éptima eficiente de
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min 2z, (z
Pla) = ¢ =€T n(2) tal que el valor 6ptimo de 2, se denota por 3, por
s.a. zs(z) < a

tanto zn,(z*(a)) = B € Jn.

¢ Si B = zp(z},) entonces z*(a) € X, y por ser solucién optima eficiente,
zs(z*(a)) = 2,(z}) < z(z), Vz € X,. Por otra parte, el conjunto 1-

min z5(z)

s.a. zn(z) < 6
solucién Sptima eficiente z*(8) € X}, verificard: z,(z*(8)) = z,(z},) <

zs(z), Vz € X,. Entonces

2(5°(8)) = (%) = z(a*(e)) < @

y puesto que z,(z%) < a contradice que o € J, = [z,(z}),z:(z},)], se

mediana X, es el conjunto factible para P(8) = { cuya

concluye z,(z*(8)) = 2z,(z},) = a.

o Si B > zn(z}), entonces z*(a) ¢ X,. Sean P(z,,v;), ¢t = 1,...,s los
caminos que enlazan z¥, con algin vértice punta de T'. Por la proposicién
anterior, la funcién z,(-) es mondtona estrictamente creciente sobre estos
caminos si =, es el tnico vértice mediana de T, (no decreciente si existen
dos vértices mediana m;,my y z7, es interior a la arista [my,m;] = X},)
lo que implica que en cada uno de tales caminos existe a lo mas un punto
zl tal que zm(zh) = B. Sea {z},...,z5} (con t < s) el conjunto de tales
puntos, entonces un subconjunto no vacio del mismo seran la solucién z*(a)
de P(a).

Sea I C {1,...,t} tal que z*(a) = xé, j € I. Entonces, Vj € I, es
zy(z*(e)) = 2,(z}) < a. Sobre el conjunto de caminos {P(z},,z3), j € I}

se verifica, por la monotonia de z,:
Vz € P(z:‘n,zf,), T # a:’é, zm(z) < zm(wf;), y z,(zf;) < a < z(z)

en efecto, ya que la igualdad z,(z) = § implica CI)Jﬁ € X, que es el caso
anterior. Por otra parte si fuera z,(z) < a, como zm(z) < zm(z}), el punto

7 no serfa solucién de P(a), en contra de lo supuesto.

Pero z,(+) es continua sobre cualquier camino de T, y en particular sobre
los caminos P(a::n,sc’é), j € I, lo que, junto con la anterior desigualdad,
implica que z,(z}) = a, Vj € I. Como los puntos zj, j € I constituyen la

solucién z*(a) de P(a) resulta z,(z*(a)) = a.
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Sea z*(8) solucién eficiente del problema dual P(8). Por la relacién (2.2)
obtenida en la demostracién del teorema 2.2.3 se tiene que zn,(z*(8)) =
zm(z*(a)) = B. Por el razonamiento anterior, z*(8) C {z},...,z}}, siendo
solucién de P(3) los puntos de este conjunto que presenten menor valor de
la varianza, lo que como se ha visto sucede en el conjunto {x’ﬁ, j € I}, por
tanto z*(8) = =}, j € I, concluyéndose finalmente

2,(2*(8)) = z(z}) = @

Sin embargo, incluso en una red érbol, la aplicacién zp,(z*(+)) : Js —> Jm no es
en general sobre, pudiendo suceder que Im (zn(2*(J,))) C Jm, tal que el rango

de zm(z*(-)) sea un subconjunto propio de Jn, (véase la pagina 48).

Corolario 2.2.8 En una red drbol T(V,E), para cada a € J,, los problemas
P(a) y P(zm(z*(e))) tienen las mismas soluciones.

Por tanto, sobre una red arbol, para todo par de valores (3, a) € Im (2n(z*(Js))) x
J,, los problemas P(8), P(a) son duales entre si, y tienen las mismas soluciones.
Graficamente esto se verifica para puntos situados sobre arcos convexos de £. Si
la curva £ de una red arbol es convexa (como sucede en la mayoria de los casos),

este resultado se extiende a J,, X J,.

2.3 Curvas mediana-varianza en los problemas

restringidos

A continuacién se efectuara un anélisis paramétrico del comportamiento de las
soluciones en los problemas mediana-varianza mediante las curvas representativas

de dichos problemas.

La caracterizacién de las curvas mediana-varianza permitira, por un lado,
interpretar graficamente la relacién de dualidad entre los problemas mediana-
varianza restringidos. Sobre aquellas aristas de la curva en los que ésta sea con-



2.3. Curvas Mediana-Varianza en los problemas restringidos 43

vexa se situardn los puntos correspondientes a las soluciones “mediana-varianza”,

que corresponden a soluciones coincidentes de problemas duales entre si.

Por otra parte la conexién entre los problemas mediana-varianza restringi-
dos y no restringido se estudiard a partir del comportamiento de sus respectivas
curvas. A diferencia de lo que sucede en los problemas centro-mediana, el pro-
blema mediana-varianza no restringido P(x) no se podrd considerar como un
caso especial de los anteriores (entendiendose “caso especial” en el sentido de
que sus respectivas curvas coincidan sobre un cierto tipo de redes, como son las
redes arbol), ya que, incluso en estas redes, las correspondientes curvas mediana-

varianza diferiran.

Definicién 2.3.1 Dada una red N(V,E) conexa, no dirigida de sistema nor-
malizado de pesos, se define la aplicacién F, : N — IR? tal que Vz € N,

Fy(2) = (m(2), 2,(z)) € R

El conjunto

Fy(N) = {(2m(z), 2(z)) € R* : = € N}

es una curva en IR? y es la representacién grifica de la red bajo la aplicacién
F,. Por tanto, dados (3,a) € R?, (8,a) € F,(N) si y sblo si para algiin punto
z € N, es zn(z) = 0, 24(z) = .

Puesto que la red es conexa, y continuas las funciones z,(+), z,(-), siendo
lineal la primera y convexa la segunda sobre las regiones primarias de la red, el
conjunto F,(N) serd un subconjunto conexo de IR?, y su curva representativa

estard formada por arcos de parabola enlazados entre si.

En las Figuras 2.2, 2.3, 2.4 y 2.5 se muestran las imagenes bajo la apli-
cacion F, de varias redes generadas aleatoriamente. Las tres primeras correspon-

den a redes ciclicas, y la figura 2.5 a una red arbol.
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Figura 2.2: Red ciclica
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Figura 2.3: Red ciclica
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Figura 2.5: Red arbol
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En todas las graficas los valores de z,,(z) se representan sobre el eje hori-

zontal, y los de z;(z) sobre €l eje vertical.

El rectangulo limitado por las lineas punteadas corresponde al producto
Im X Js = [2m(27,), 2m(23)] X [24(25), 20(27,)]
Segiin los resultados de la seccién precedente, el estudio paramétrico de los pro-

blemas mediana-varianza (restringidos y no restringido) se realizara sobre dicho

rectangulo. Por tanto se considerara solo el conjunto F,(N)N J,, x J,.

2.3.1 Curvas eficientes

Los puntos ¢; correspondientes a enlaces de regiones primarias adyacentes (o
aristas adyacentes, caso de redes arbol) son puntos angulosos de la curva F,,(N)
en los cuales no es diferenciable (véase la Figura 2.6). Sea @ el conjunto de tales
puntos contenidos en el rectangulo, esto es: @ = {q1,...,qc} C Fy(N)NJpm X J;.

Considérense los puntos de F,(N) N Jp, X Js:
Fy(2n) = (2m(zn), 25(2m)) = Eiy  y  Fyy(25) = (2m(25), 2:(5)) = Ea

que son los extremos superior izquierdo e inferior derecho de J,,, x J; (Figura 2.6).

z5(2)

T

Figura 2.6

Dado I = [B1,8:] X [a1,2] C Jm X Js sea un arco de curva g,(I) C
F,(N)NI.
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Definicién 2.3.2 El arco de curva g, () de F,(N) se denominara eficiente en
I si para cada (8, ) € g,(I), no existe (8',e') € F,(N) N I verificando alguna
de las dos relaciones siguientes: obien '<Byc <a,obien f'<Byd <a.

La Figura 2.7 muestra el rectangulo I = [#;, ;] X [@1, 2], ¥ €l subconjunto de
F

N
A, con g = (zm(z1), 25(z¢)) € Q. Considérese el conjunto de puntos del plano:

(N) interceptado por I. Sea g, () el arco de curva enlazando los puntos ¢, y

S‘h = {($1,$2) € IR? R3] 2 zm(mt), Yy T2 Z Zs(mt)}

que corresponde al cuadrante superior derecho delimitado por dos semirrectas
paralelas a los ejes con origen comun en ¢; trazadas en sentido creciente (Figura
2.7) denotadas por s}, s2.

zs(x) 32
t
Qg {------- ( ------------ :
o Jreement D 5
@ L
Gt A== FTT :
S E gn(I) E
i { oo 4
! : : zZm(2)
Bo B B2
Figura 2.7

Para todo punto (zm(z),2,(z)) = Fy(z) € F,(N)N S, con F,(z) # ¢,
se verifica que z5(z) > 2,(z¢) ¥ z2m(z) > 2m(z:), 0 bien z,(z) > z5(z:) ¥y zm(z) >
Zm(2:), lo que implica ¢ ¢ X.s, ya que = estd dominado por z;. De hecho,
todos los puntos de la curva situados en dicho cuadrante estan dominados por
¢, luego para cada (3,a) = F,(z) € Fy(N)N S, ¢ no puede ser solucién
de ninguno de los problemas P(f), P(a). Puesto que los puntos del arco de
curva g,, (I) corresponden a localizaciones eficientes, (esto es, elementos de X.y),
las soluciones éptimas eficientes z*(3), z*(c) de dichos problemas serdn puntos

cuyas imégenes por F,(-) se situen en g, (I).
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La existencia de arcos de curva eficientes para determinados rectangulos
I C Jn xJ; implica que las funciones z,(z*(+)) : Jm — J5 ¥ 2m(2*(-)) : Jy — Jm
no son sobreyectivas en una red general. En efecto, en el ejemplo de la Figura

2.7 por ser el arco de curva g, (/) eficiente para I se tiene que
VB € [B1, 2], (2m(27(8)), 2:(2"(B))) € gy (1), por tanto z,(z*(B)) € [ay, ]

e igualmente, VB € [Bo, 81), es 2,(z*(8)) € (eo, 03], (ya que z,(z*(5)) = ai),
resultando

Im (2(z"([Bo, B2]))) = [e1, 0] U (a0, @3] C [e1, )]

Un razonamiento andlogo demuestra que 2,,(z*(+)) no es sobreyectiva en
una red drbol (en donde z,(z*(-)) si lo es, como enuncia el teorema 2.2.7). Segin
la grafica correspondiente a un 4rbol representada en la figura 2.5, el subconjunto
F.(T)N Jp x J, adopta la forma bésica de la Figura 2.8.

zs(z) 52

Aoz - ---@~--—-f-mmm e e e e e =

Figura 2.8

Sea h; = (zm(z;),2:(z;)) = (Bj,;) minimo local de F,(T) en J, x
Js. El arco de curva g, (I) enlazando los puntos E; con h; es eficiente para el

rectangulo I = [Bmin, 8] X [@j, maz). Obviamente dicho arco de curva es eficiente

en [Bmin, B;] X [@j, Amaz], ¥ s
Sy = {(z1,22) € R? & 21 2 2m(s;), T2 2 2,(z;)}
es el cuadrante superior derecho delimitado por las dos semirrectas 83 s? con

origen comun en h;, entonces ningin punto F(z) = (8,a) € Sy; N I domina a
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h;, ya que o bien 8 < B y a < aj, o bien f < B; y @ < a;, (lo que implica
z ¢ X.s, mientras que z; € X.s). Por tanto el arco g,.(I) es eficiente en I.

Entonces, Va € [aj, mas], €8 (zm(z*()), 25(2*(B))) € ¢,(I), y como
se puede observar, es 2y, (z*()) € [Bmin,B;]. Igualmente, Yo € [amin,;), €s

Zm(z*(a)) € (B, Bmaz] (ya que z,(z*(;)) = B;). De ambos resultados se tiene

Im (zm(m*([amm’ ama-"—‘]))) = [IBmin) /BJ] U (ﬁvﬁmam] C [/Bmina /Bmax]

En la construccién de las curvas mediana-varianza intervienen arcos de curva

cuasi-eficientes.

Definicién 2.3.3 Sea C; un conjunto de curvas interceptadas en un rectangulo
I de R?. Un arco de curva g,(I) C C; se denominara cuasi-eficiente en I si para
cada (83,a) € g.(I), no existe (#',a’) €Crtal que f' < By o < .

Es inmediato comprobar que si un arco de curva es eficiente en I, es cuasi-
eficiente en I, no siendo cierta la implicacién contraria. En el rectangulo I =
[Bmin, B] X [@tj, maz] de la figura 2.8, sea C €l conjunto formado por las curvas de
F\(N) junto con los segmentos de las semirrectas s}, s% interceptados en I. El
arco de curva de C; resultante de enlazar el arco g,(/) con el segmento horizontal
de extremos h;, B es cuasi-eficiente en todo el rectangulo I, pero no eficiente, ya

que para todo punto (3, a) del segmento h;, B se tiene §; < 8y a; = o

2.3.2 Curva mediana-varianza

Definicién 2.3.4 Sea (8,a) € Jn X J;. Si existe un punto z{; ,) € N solucién de
P(a) y P(B) y tal que z,(2{5,)) = @, 2m(2{5,)) = B, dicho punto se denominard
punto mediana-varianza de N para (3, c).

Este punto corresponde a los problemas P(a), P(8) duales entre si, segin el
corolario 2.2.4. Puesto que en una red general las funciones z,(z*(-)) y z,(z*(*))
no son sobreyectivas, dichos puntos pueden no existir para determinados valores
de (8,a) e igualmente sucede en un arbol. Caso de que dicho punto exista,

bastara resolver sélo uno de los problemas para obtenerlo.
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En una red general, para cada par (3, a) € J,, X J;, existira alguna solucién
z*(-) de alguno de los problemas restringidos tal que al menos verifica una de las
dos condiciones: o bien z,(z*(8)) = a, o bien z,(z*(a)) = 3, lo que supone una

relajacion de la condicién anterior.

Definicién 2.8.5 Se denominari curva mediana-varianza de una red N a la
curva L tal que

L={(B,a) € Jn xJs: 02z(z*(B)) = a, 0 zn(z*()) = B}

Claramente, E;, Eq € L (véase la figura 2.8). Sea H = {hj,j = 1,...,1} el
conjunto de puntos minimos locales de los respectivos arcos de parabola de F, (N)
en Jn, x J; (pudiendo suceder HNQ # ), donde Q estd definido en la pégina 46),
yseaY = HUQ, esto es

Y={y=(ylay2)€Fn(N)nJmXJs: yEHUQ}

Sea Sy, el cuadrante superior derecho asociado a cada punto y; € Y.

Definicién 2.3.6 Un punto y; € Y se dird no dominado si y; ¢ Sy,, para todo
yi €Y tal que y; # y;.

Sea Yp C Y el conjunto de puntos no dominados de Y. La construccién de la

curva mediana-varianza se obtiene como sigue: para cada y; € Yp se eliminan los

arcos y subarcos de F, (N) N Jy, x J, contenidos en Sy,. Considérese el conjunto

C formado por la unién de los arcos y subarcos de F,,(N)NJ,, X J; no eliminados
1 2

y de las semirrectas s}, s7 delimitadoras de los subespacios Sy; correspondientes

a los puntos no dominados.

Sean Yo, Y1, ., Y1, los puntos no dominados que se supondran, sin pérdida
de generalidad, ordenados en sentido creciente respecto de la abcisa (el razona-
miento es andlogo respecto de la ordenada), donde yo = E;, yi = Eq4. Cada par
de puntos consecutivos y;_1 = (8j-1,@;-1), ¥;j = (B;, ¢;), verifica que 8;_; < B;,
Y aj—1 > a; (ya que si fuese aj_; < a; el punto y; estaria dominado por y;.;, lo

que contradice la seleccién de los puntos de Yp).

Teorema 2.3.7 Sea el conjunto {I1,...,I; } donde cada I; es el rectingulo co-
rrespondiente a los puntos consecutivos y;_,, y;j, con I; = [B;-1,0;] X [a;, aj-1].
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Para cada j = 1,...,1, sea g.(I;) el arco de curva de C cuasi-eficiente en I;.

Entonces la curva mediana-varianza L verifica:

Demostracion: Después de la eliminacion, el conjunto C esta formado por arcos de
F,(N) no contenidos en ningiin cuadrante Sy; y por las semirrectas horizontales
y verticales: s}, s? delimitadoras de los mismos. Puesto que la ordenacién de
los puntos no dominados es respecto a la abcisa, para cada rectangulo I; el arco
de curva de C cuasi-eficiente en I; puede ser de tres tipos: O un arco de curva
eficiente de F,(N) (Figura 2.9 (a)), o una linea poligonal enlazando segmentos
horizontales y verticales pertenecientes respectivamente a las semirrectas sjl-_l y
s% (curva g, (I;) en Figura 2.9 (b)), o una combinacién de arcos de curva de Fy (N)
con segmentos horizontales o verticales (g.(/;) y g.(Ij-1) en Figuras 2.10 (a) y

(b) respectivamente).
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Figura 2.9

En el primer caso, los puntos de dicho arco son puntos mediana-varianza
de N. En el segundo, por ser y;—1 = (B;-1, aj-1) eficiente respecto de los puntos
de la semirrecta s}_,, se verifica que V3 € [B;-1,0;] es Fy(z*(8)) = yj-1, por
tanto z,(z*(8)) = a;-1, lo que implica que (3, a;_1) € L. Anélogo razonamiento
prueba que Vo € [aj,a;-1], Fy(z*(a)) = y;, consiguientemente (8;,a) € L ya
que z,(z*(a)) = B;. El tercer caso se remite a los anteriores.
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z5(z)
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chIJ'—l)
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Figura 2.10
0

En las figuras 2.11 y 2.12 se representa la curva £ correspondiente a las graficas

de las figuras 2.2 y 2.5, respectivamente.
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Figura 2.11: Curva £ de una red ciclica
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Figura 2.12: Curva £ de un arbol

En la Figura 2.12 se observa que £ no es en general convexa ni siquiera
en una red arbol, a diferencia del comportamiento de las curvas centro-mediana,

las cuales son convexas sobre redes arbol.

La interseccion F,(N)NL = F,(Xey), ya que esta formada por todos los
arcos eficientes (y convexos) de la curva. Por la proposicién 2.1.2,

Fy(Xep) = Fy(U(z(@) = FN(LBJ (z*(8)))

2]

luego todo (B,a) € F,(N) N L corresponde a un punto mediana-varianza zj, )
solucién de los problemas duales entre si P(a), P(83).

La curva mediana-varianza £ es convexa si y sélo si L C F,,(N). Si bien

esta relacién no se verifica ni siquiera sobre redes arbol, la practica experimen-
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tal produjo curvas £ convexas unicamente sobre redes arbol, y en ningin caso
sobre redes ciclicas. De hecho en la mayoria de los casos examinados la curva £

correspondiente a un arbol resulto ser convexa, como se expone a continuacion.

Sobre un conjunto de arboles de 10, 12, 15, 18 y 20 nodos generados
aleatoriamente segiin el procedimiento descrito en el capitulo 4, (pagina 141), se
representé para cada uno de ellos la grafica del drbol bajo F.(-), y se observé
la convexidad de la curva £. De cada tipo de arbol se generaron 50 casos, y se

obtuvieron los siguientes resultados:

Vi=n ||n=10|n=12|n=15|n=18 |n=20
L convexa 37 35 32 31 33

La figura 2.13 muestra un ejemplo de convexidad de la curva £ en un arbol.
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Figura 2.13: Curva L convexa en un arbol
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2.4 Curva mediana-varianza del problema no res-

tringido

Considérese la formulacién no restringida del problema mediana-varianza, corres-
pondiente al problema P(u):

P(0): mip 7(s) = 2n(z) + p2@), 20

siendo z*(u) € Op(u) una solucién éptima eficiente. Sea f : Rt — RR¥ la

funcién que a cada pu > 0 asocia el valor de la funcién objetivo en z*(u), esto es
f(u) = min z,(z) = z,(2"()), VB 20

Puesto que f(0) = z(z%,) y para valores suficientemente grandes de p es f(u) =

z,(z?) se estudiard el comportamiento de f(u) en el rectangulo J, x J;.

Sea u > 0 tal que f(p) = ¢, = zm(z*(1)) + p2s(z*(x)). El punto
F,(z*(1)) = (2m(z*(1)), 2s(z*(1)) pertenece al conjunto {(z1,z2) € R*: z; +
pz2 = c,}, que es una recta en IR?. Por tanto dada la familia de rectas paralelas
de R%:

Fo={r. = z1+pz2=c¢, ce R}

el valor de ¢, corresponderd a la recta r., € F,NJn X J; que sea, o bien tangente
a F,(N) o bien secante a Fjy(N) en algin punto de Q y tal que no exista ¢’ < ¢,

con la misma propiedad.
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En la figura 2.14(a) se observa que la recta donde se alcanza el ptimo ¢,
contacta con Fy (N) en un dnico punto F,(z*(¢)). Si el contacto se produjera en
mds de un punto: F(z), F,(z'), debe ser z,z' € Op(p). Y puesto que para cada
p 2 0 el valor del éptimo c, es tnico, Vz* € Op(u), Fy(z*) € 1.,, luego todos los
puntos del conjunto F,(Op(u)) estan alineados.

Definicién 2.4.1 Para cada p > 0, sear,, € F, tal quer,, N F (N) # 0 y tal
que Vr. € F, con ¢ < ¢, se verifique r, N Fy(N) = 0. Entonces r., se llamara

p-recta, o recta asociada a P(u).

Cada p-recta identifica geométricamente a los puntos interseccién con F,(N),
que corresponden a soluciones de P(u), estando fuera de consideracién todos los
puntos de la curva situados en el semiplano superior delimitado por la u-recta.
Al variar p se obtiene una curva formada por los segmentos delimitadores de las

soluciones, lo que proporciona una interpretacion geométrica del comportamiento

de f(u) sobre Jn,, x J;.

Definicién 2.4.2 Para cada p > 0, sea T., el maximo segmento de la u-recta
interceptado por F,,(N). Se llamara curva mediana-varianza del problema no

restringido al conjunto H = U Te,-
u20

Claramente, F' Op(p)) € H. A continuacion se vera que H es la envoltura
N
120

convexa del conjunto FN( U Op(u)). Siguiendo a Rockafellar [52], se establece
u20
la siguiente definicidon:

Definicién 2.4.3 Se llama epigrafo de la curva F,(N) al subconjunto de IR?
definido por

epi (Fy(N)) = {(zm(2), 22) : (2m(2), 2:(2)) € Fyy(N) y 22 2 25(2)}

La misma notacién: epi(F,(N)), se mantendrd para designar a epi(F,(N))N
Jm %X J,. En general epi (F,(N)) no es un subconjunto convexo de IR? (la con-
vexidad se producird sélo si la curva F(N) es convexa).
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Teorema 2.4.4 Sea p > 0 yr. € F,. Sir.Nint(epi(F,y(N))) # 0, entonces
fu)=cu<ec

Demostracion: Sea (z1,z2) € r. Nint (epi (Fy(N))). Entonces existird una bola
Be(z1, z;) centrada en el punto y de radio € tal que B(zy,z) C int (epi (F(N))).
Desplazando la recta r, hacia el origen y en la direccion de un radio perpendicular
a r. hasta que se intercepte un punto de F, (V) sobre dicha direccién (Figura 2.14
(b)), sea F,(z') el primer punto interceptado, para el cual la correspondiente recta
ro verifica z;+uzs = ¢ < ¢, lo que implica f(p) < zm(z')+25(2') < ¢, que finaliza

la demostracion. 0O

Como consecuencia, para cada g > 0 el valor ¢, se alcanzara en aquella recta de
F, que sea tangente o bien a epi(F,(INV)) si es convexo, (lo que supone que el
segmento T, se reduce a un tnico punto Fy(z*(x))), o a la envoltura convexa de
epi (Fy(N)), (y por tanto T, enlaza varios puntos de interseccion correspondientes

a F,(Op(g))), lo que se resume en el siguiente corolario

Corolario 2.4.5 Sea C(F,(N)) la envoltura conveza del epigrafo de F\,(N) in-

terceptado en J,, X Js. La curva definida por el conjunto
{(z1,22) € C(Fy(N)); z3 = inf{z: (z1,2) € C(Fy(N))}}

es la envoltura conveza de la curva F,(N) en Jn x J; y coincide con la curva

mediana-varianza H del problema no restringido.

La convexidad de la curva H implica que en general las curvas £ y ‘H no coin-
ciden. Entonces, F, (X)) = LN Fy(N) # H N F,(N), pudiendo haber lo-
calizaciones eficientes que no sean 6ptimas para ningin problema P(u), 4 > 0,

(proposicién 2.1.6).

Consecuentemente los problemas mediana-varianza restringidos y no res-
tringido se pueden considerar problemas independientes, al no coincidir sus res-
pectivas curvas ni siquiera sobre un tipo especial de redes: las redes arbol. Este
resultado también difiere del obtenido para los problemas centro-mediana, ya que
en éste caso el problema cent-dian se sitia como un caso especial de los problemas

centro-mediana restringidos (Halpern [20]).
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En las figuras 2.15 y 2.16 se muestran las curvas H correspondientes respec-
tivamente a las graficas 2.2 y 2.5, pudiéndose observar con claridad la diferencia

con las curvas £ de las figuras 2.11 y 2.12.
De la caracterizacién de las curvas H y £ se sigue
H=L sii Lesconvexa sii L C F,(N)

Esto sucede en la figura 2.13, correspondiente a un arbol, y como se vié en la
seccién anterior, en la mayoria de las redes arbol.
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Figura 2.15: Curva H de una red ciclica
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Figura 2.16: Curva H de una red arbol




Capitulo 3

Problemas Mediana-Varianza 1I:

Parametrizacion de la Varianza

A continuacién se plantea y estudia un nuevo problema mediana-varianza. Te-
niendo en cuenta que la propia definicién de la funcién varianza incorpora ya
a la funcién mediana, una formulacién alternativa mediana-varianza se obtiene
parametrizando la funcién varianza mediante un parametro que influya en el peso
o importancia atribuido a la mediana. Se obtiene asi un modelo mediana-varianza
que se diferencia de los anteriores por contener, como caso particular, al problema

de la mediana cuadratica.

La mediana cuadritica es una medida de especial interés en el marco de
los criterios de equidad, ya que el punto que minimiza la mediana cuadratica
es el dnico que en una red 4rbol verifica los axiomas de Holzman [26]). Estos
axiomas, establecidos a priori, enuncian unos principios de equidad y consistencia
deseables en la formulacién del modelo. Su aplicacién conduce a la seleccién de
la mediana-cuadratica como una buena funcién objetivo, ya que la solucién del
correspondiente problema verifica los objetivos conceptuales establecidos axioma-

ticamente.

Otro aspecto que se estudiard en éste capitulo es la variacién del parametro.
En una red arbol se proporcionara una cota superior de esta variacién que permita
conocer a priori el rango de valores en el cual se obtienen todas las soluciones.

61
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3.1 Formulacion del problema

Definicién 3.1.1 Dada una red N(V, E) conexa, no dirigida, de sistema de pesos

normalizado, para cada A € IR se define la funcién A-varianza:

z5(2,A) = Y wild(vi,z) — Azm(z))?

eV

El problema paramétrico mediana-varianza P()) se formula como sigue

P(X): min zs(z, A) AeR

z€N
Proposicién 3.1.2 Para cada z € N se verifica

z5(z,A) = z5(z) + (A = 1) (2 (2))? AelR

Demostracion: Desarrollando el cuadrado en la expresion de z,(z, \) resulta

zo(2,A) = Y wid(vi,2)? + XNz (2)? Y wi — 2Xzm(2) D wid(vi, z)

v EV v EV »wEV

y teniendo en cuenta que w(V) =1y zn(z) = T,,cv wid(vi, z) se tiene
zo(2, ) = 2 (2) + AN — 2)(2m(2))* (3.1)
Sumando y restando zn(z)?, y observando que z\ (z) — zm(z)? = 2,(z), resulta

2(2,0) = 22(2) = 2m(@)? + Zm(2)? + A(A = 2)2m(2)?
= 2(z) + (1 + X = 20z (2)? = 2:(z) + (A = 1) 2 (2)?

c.q.d. !
Puesto que la funcién f(A) = (A —1)? es simétrica respecto de A = 1, se estudiara

el problema P(A) para valores de A > 1. Notese que para A = 1 se obtiene el

problema 1-varianza.
Para cada A > 1, sea

Op(X) = {z* € N: z(z",)) < z5(z, ), Yz € N}
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Proposicién 3.1.3 Se verifica | Op()) C X.;
A>1

Demostracién: Sea z* € | J Op()), entonces z* € Op()), para algin A > 1. Si
A>1
fuera z* ¢ Xy, existiria z € Xy tal que zm(z) < 2, (2*) y 25(2) < 2,(z*), 0 bien

Zm(z) < zm(2*) y 2,(z) < 2,(z*). Por la proposicién anterior en ambos casos se
tendria z,(z, ) < z,(z*, A) lo que contradice que z* € Op(A). Se concluye pues

z* € Xy, lo que demuestra el enunciado. a

Sin embargo, para A = 1, pueden existir z}, z} tales que z,(z}) = z,(z}) < 2:(z),
Vz € N,y sin embargo z3 ¢ X.;, ya que sea zn(z}) < 2zm(z}). Por ello, si
X;={z* € N: z,(z*) < z,(z),Vz € N}, se definira

Op(A=1)=X; N X,

Con este conjunto solucién se podrd extender el enunciado de la proposicién

anterior a A > 1.

Para cada A > 1, z;()) denotard una solucién genérica de P()), y para
A = 1, se mantendra la notacién z}. Si para algin A, > 1 la solucién z3(),) de
P(A\n) verifica z5(An) € X, = {z* € N : zn(z*) < z(2),VYz € N}, puesto que
también debe ser z3(\n) € X5 resultard Op(An) = X N X.;. También en éste

caso la solucién genérica de P(),,) se indicard por z,.

Los siguientes resultados establecen que al aumentar el valor de A las

soluciones de P()) se aproximan a la mediana.

Proposicién 3.1.4 Sea z3()) la solucion de P()X).Dados A, Az > 1, si Ay > Ay,
entonces zm(z3(A2)) < zm(z3(A1)).

Demostracion: Como Ay > A; ,entonces Az — A\; =k > 0, con lo cual:

)\2(/\2—2) = (k+/\1)(k+/\1—2)=k(k+/\1—2)+)\1(k‘+/\1—2)
= k(/\2+/\1—2)+/\1()\1—2)

Sustituyendo esta iltima expresién en (3.1) se obtiene:

z(z, ) = 22(2) + MM = 2)zm(2)? + k(2 + A1 — 2)zm(2)?
= z_.,(x, Al) + k(Az -+ )\1 - 2)Zm($)2
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que permite obtener z,(z, ;) a partir de z,(z, \;) mediante la relacién:

25(2, A2) = 25(z, A1) + k(A2 + A1 — 2)zp(z)? (3.2)
Puesto que z7;();) es la solucién del problema P();), se tendra:

zs(235(X2), A2) < 25(z5 (A1), A2)

utilizando (3.2) en ambos miembros se llega a
2300, M)k (At A1 =2)2m(2500))? € 24(25 (M), M)HR Ot = 2) 2 (25 (Mr))?
De esto dltimo resulta
0 < zo(z5(X2), A1) = 2(25 (A1), A1) < k(A2 + A1 = 2)[2m(25(M))? — zm(25(A2))?]

siendo la primera desigualdad debida a que z;(A;) resuelve el problema P();).
Por lo tanto,

k(A2 4+ A1 = 2)[zm(23(A1))? — 2m(25(X2))?] 2 0

pero k(Az + Ay —2) > 0, (puesto que A2, A\; > 1, y Az > ), obteniéndose:
Zm(22(M))? > zm(z2(N2))?, y finalmente  zn(z%(A1)) > zm(z2(X2)). O

s

Corolario 3.1.5 Sea A, > 1 tal que la solucién del problema P()\) es la 1-
es la solucion de P()).

mediana z},. Entonces para todo A > A,,, z2

Demostracion: Si A = Ay, el resultado es obvio. Sea A > A,,. Por la proposicién
anterior la solucién z(A) de P(A) verifica zm(z3())) < 2n(zl) lo que implica
que z3(A) € X, ya que z}, es 1-mediana de N. Por tanto Op(A) C X, y como
también es Op(A) C X,y resulta Op(A) = X N X.;, concluyéndose que z*, es
solucién de P(A). O

El siguiente resultado enuncia que la 1-mediana se alcanza para valores
suficientemente grandes del parametro:

Proposicién 3.1.6 Cuando A — 400, la solucion del problema P()) tiende a

la 1-mediana z}, de la red.
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Demostracion: Sea t = (A — 1)2. Cuando A — +oo, tambien ¢ — +o0,

. z5(z,A) _
Jim O—12 t_i+oo(

resultando

zsix) + zm(x)Z) — Zm(CL‘)z

Por tanto para valores suficientemente grandes de A, la funcién z,(z) resulta in-
significante con respecto al sumando (A—1)?z,,(z)?, y minimizar z,(z, A) equivale
a minimizar z,(z)?. Puesto que zm(z) > 0, Vz € N, el minimo de z,,(z)? se al-
canza en el conjunto X y por tanto la solucién del correspondiente problema
P(}) es la 1-mediana z,. o

El comportamiento de las soluciones conforma la naturaleza mediana-va-
rianza del problema: al variar A en su rango, el conjunto de soluciones {z;(A)}>1
oscila entre la 1-varianza z} y 1-mediana z}, de la red. En general éste conjunto
no sera conexo, ni siquiera en el caso de una red arbol, como se vera en ejemplos

posteriores.

3.1.1 Problema de la Mediana Cuadratica

Sustituyendo en la expresion (3.1) el valor A = 2 se obtiene el problema de la

mediana cuadratica:

. (2
(PMC) = minz, (z)= Y wid(vi,z)’
z€N
v, eV
cuya solucidn es por tanto una localizacién mediana-varianza. El caracter de
equidad y buena funcién objetivo de la mediana cuadratica fue establecida por
Holzman [26] mediante una aproximacién axiomatica efectuada desde una pers-

pectiva distinta a la habitual.

Mientras que en la mayoria de los problemas de localizacion tratados la
funcién objetivo, o funcién de coste, es conocida y de hecho configura el modelo
estudiado, Holzman aborda el problema inverso, estudiando en qué localizacion
ubicar un servicio (y por tanto cudl es el criterio a utilizar) de forma que dicha
localizacién satisfaga varios principios deseables en la formulacién del modelo.
Los principios se formulan axiomdaticamente, y por tanto, la funcién objetivo que
se obtenga depende de los axiomas elegidos. Holzman formulé tres axiomas sobre

una red arbol, que se describen a continuacion.
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Sea P = w(T) la poblacién o demanda, tal que x* = (zy,...,zp) € T"
es el vector que especifica las localizaciones de los clientes en una configuracién,
y donde el peso w; indica el nimero de veces que el vértice v; esta repetido
en la configuracién. Al variar x° € T® se obtiene una familia completa de

configuraciones o problemas de localizacién.

Definicién 3.1.7 Una solucién es una aplicacién [ : T* —» T que asocia a cada
configuracién de demanda x~ € T* la mejor localizacién I(x") = z € T para el

servicio.

s P o .. .2 o g .
La funcion {(x" ) es un operador minimizador de una funcién objetivo desconocida

que Holzman determina mediante los siguientes axiomas:

Unanimidad : Vz € T, l(z,...,z) = z.
Si todos los clientes estan localizados en el mismo sitio, dicha localizacién

es la 6ptima .

Invarianza : Sean dos configuraciones xP, yP tales que z; = y;, para todo j # 1,
y z; # y; satisfacen d(I(x"),z;) = d(I(x"),y;), permaneciendo z;,y; en el
mismo subarbol de T obtenido después de la eliminacién de [ (xP) y sus ejes
incidentes. Entonces, I(x") = I(y").

Es decir, mientras que no se altere la localizacién de los demas clientes,
un cambio en la localizacion de un cliente que preserve la distancia y la

. ., . s P . . .. ‘s
direccién a la solucién {(x” ) no modifica la localizacién de la solucién.

Lipschitz : Sean x”,y" tales que z; = y;, para todo j #1,y z; # y;. Entonces,
Pk shbubhbddod J 2

dix"), ") < A28,

Esto significa que la localizacién del servicio es poco sensible respecto a
pequefios cambios en las configuraciones de los clientes. El coeficiente 1/P
expresa que ningin individuo podra influenciar en el resultado més que su
“cuota” o parte proporcional en la demanda.

Teorema 3.1.8 (Holzman [26]) En un drbol T eziste una tinica solucion que
satisface los tres aziomas, y esta dada por

P 14
I(x') = argmin d(z;,z))? = argmin Y w;id(v;, z)?
i

i=1 i=1
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Por tanto la solucién del problema (PMC) es la unica localizacién que
verifica los tres axiomas en una red arbol, y en éste sentido la mediana cuadrética
es un criterio que garantiza una buena localizacién. Sin embargo no se ha podido

extender éste resultado a redes generales (ciclicas), como indican Labbé et al. [35].

Las consecuencias que se pueden extraer en el contexto de los modelos

mediana-varianza son varias:

o La mediana cuadratica se sitia dentro de los modelos mediana-varianza.
Por tanto es un criterio de equidad desde el punto de vista de de la dis-

tribucion de las distancias respecto de la localizacion del servicio.

e En la familia de problemas {P(A), A > 1}, el valor A = 2 proporciona una
localizacién mediana-varianza especialmente interesante en redes arbol, ya
que verifica la axiomatica de Holzman. En redes ciclicas el valor A = 2
puede ser una referencia en la seleccién de valores de A para ubicar un

servicio con un criterio mediana-varianza.

e El problema de la mediana cuadratica (PMC) no ha sido estudiado desde
el punto de vista algoritmico en redes generales. Labbé et al. [35] propone
un algoritmo de complejidad O(n?) para resolver el (PMC) en redes arbol,

e informa que esta complejidad se ha disminuido a O(n) por Goldman.

Sin embargo el problema (PMC) en redes ciclicas puede ser resuelto en
tiempo O(mn logn) mediante el algoritmo que se desarrolla a continuacién.
Dicho algoritmo resuelve el problema P(}), para cada A > 1, por tanto la
solucién del (PMC) se podra obtener sin mas que aplicar el algoritmo para
A=2.

3.1.2 Algoritmo

El algoritmo que se propone consiste en una adaptacién del algoritmo 1/VAR/N
al problema P(A). Por ello se analizaré primero el comportamiento de la funcién

A-varianza sobre cada region primaria.

Dada la arista [u,v] de N, sea B(u,v) = {Z1,...,Zx} €l conjunto de puntos
de embotellamiento de la arista ordenados en sentido creciente respecto de su

distancia al vértice inicial u, y sea To = 0, ZTk+1 = luo.
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La funcién z,(z,)) es continua sobre cada arista de N. Aplicando la
proposicién 3.1.2, para cada j = 1,...,k+1 se define el subproblema paramétrico
sobre la regién primaria [Z;_,, Z;] de la arista [u,v] como sigue:

P(\, S;): min_ z((z,A); S;) = 25(2; S;) + (A — 1)22(z; S;)?
z€[Z;-1,7;]
Para A = 1, la funcién 2,((z, A); S;) coincide con z,(z; S;), que es convexa sobre
la regién primaria. Para A > 1 la convexidad de z,((z, A); S;) es estricta, ya que
es suma de dos funciones una al menos de las cuales es estrictamente convexa

sobre la region primaria.

Proposicién 3.1.9 Sea z3(S;) la solucion del subproblema P(A,S;). Para A > 1

sea el punto
! A2 Na(5)e(5)) - b(S)
AT TR = 2)9(5))?

Entonces la solucion z3(S;) de P(),S;) viene dada por

zy, st T) € [:_Ifj_l,:ij]
E 3 - . -—
:II)‘(SJ') =94 Tj-1, St TH<ZTj
z;, st Ty>T;

Demostracion: Por la proposicién 1.6.5 y la expresion (3.1) se tiene

(2,4 55) = [1+4 XX = 2)g(S55)*)2* + 2[b(S;) + A(X — 2)a(S;)9(S))]=
+ o(85) + MA —2)a(S;)’

La convexidad estricta de z,((z,A); S;) para A > 1 garantiza que el coeficiente
de z2? es positivo. Por tanto la solucién del subproblema estara en el punto zy
solucién de z,((z,)); S;) = 0, caso de pertenecer al intervalo, o en uno de sus

extremos, caso contrario. O

Para A = 1 la solucién del subproblema viene dada por el valor z{,_,;)(S;) de esta
proposicién si |g(S;)| < 1, (corolario 1.6.7). En caso de ser |g(S;)| = 1 la solucién
es Z;, si g(S;) = —1, 0 es Zj_y, si g(5;) = 1, (lema 1.6.8).

Consecuentemente, para cada A > 1 el problema P()) se resuelve mediante
el algoritmo 1/VAR/N, sustituyendo el cilculo del minimo en cada regién pri-
maria (pasos 3 y 4 del algoritmo) por el punto z3(S;) de la proposicién anterior.

La complejidad no varia.
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En una red arbol, para cada A > 1 la funcién z,(z,)) es estrictamente

convexa sobre cada arista de 7. De la proposicién 2.2.4 resulta

2(2,) = (1+AA—2)g2)® +2(22m(u, Vi) = 2m(u) + A(X = 2)guzm(u))z

+ 2 () + A = 2)zm (u)?

obteniéndose la siguiente expresion para el punto que anula 2}(z, A):

zm(w) (1= A = 2)g.) — 22m(u, Va)
wE T+ (- 2)g2

Corolario 3.1.10 Para cada A > 1, la solucion zj,,(}) de P()\) sobre cada
arista [u,v] de un drbol T es el punto ), si z) € [0,l,,]). En caso contrario, es
:L"[“u,v](/\) =0, sizy <0 o bien x’[“u_v](/\) = lyy, 812\ > lyy.

Por tanto sobre una red drbol el problema P()) se puede resolver en tiempo O(n)
aplicando el algoritmo 1/VAR/T, sin mas que reemplazar el cdlculo del punto z

sobre cada arista [u, v] por el cilculo de z).

3.2 Acotacion del parametro

La utilizacién del modelo paramétrico mediana-varianza en la localizacién de
un servicio implica, desde el punto de vista del decisor, la eleccién del valor
(o conjunto de valores) del pardmetro que resuelva el problema planteado. Sin
embargo, la variacién de las soluciones se produce en un rango demasiado amplio
de valores de A (para A € [1,00)) que no aporta informacién sobre el intervalo
de valores de )\ en el cual se produce realmente el conjunto de soluciones, lo cual

dificulta la eleccién mas conveniente del parametro.

Una alternativa a éste problema es efectuar una reduccién del rango de
valores de A mediante un tanteo previo: seleccionando un conjunto de valores
de ) suficientemente amplio y obteniendo las soluciones de los correspondientes
problemas, bastard elegir el menor valor de A cuya solucién asociada sea una
mediana. Las soluciones mediana-varianza se obtendran entre A = 1 y el valor

seleccionado de A.
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Este proceso se simplifica notablemente si se conoce a prior: una cota
superior del rango de valores del pardmetro en el cual se producen todas las
soluciones. Esto es posible en el caso de una red 4rbol, como se establece en
los resultados que siguen a continuacién. En ellos se determina un valor Ag tal

que todas las soluciones de la familia de problemas {P())},»1 se obtiene para
A€ (1, N

Sea T(V, E) una red arbol no dirigida y con sistema de pesos normalizado.
Puesto V' es un CDF para el problema de la 1-mediana absoluta, la bisqueda
de la cota superior se orienta estableciendo condiciones para que el éptimo sobre

cada arista de T se alcance en uno de los vértices del mismo.

Teorema 3.2.1 Sea f(z) una funcién definida sobre las aristas de T, tal que el
minimo de f en cada arista [u,v] en postorden se alcanza en u, si g, > 0, o en

v, st gy < 0. Entonces el minimo global de f(z) sobre T es una mediana absoluta
de T.

Demostracion: Considerado un postorden trasversal en 7' sea m un vértice me-
diana de T tal que el subdrbol enraizado en m, sea T, no contenga otra mediana
distinta de m. Por ser m mediana, es centroide, y si T},,..., T, son las com-

ponentes conexas obtenidas al eliminar m de T , el peso de rama de m: bw(m),

verifica

bw(m) = maz{w(Th;),i = h1,...,hn} < 1/2

Como T — Ty, = T, = T, para algin hj, se tiene w(V,,) = w(Th,) < 1/2 .
Entonces para toda arista [u,v] en T}, es g, < 0. En efecto, debe ser w(V,) <
bw(m) < 1/2 , ya que el subdrbol enraizado en u esta contenido en (o es igual a)
alguna componente conexa Tj,;. Pero si fuera w(V,) = 1/2, serfa w(V,) = 1/2, y
por tanto u seria mediana, lo que contradice la suposicién inicial. Luego debe ser
w(V,) < 1/2 y por tanto w(V,) > 1/2, resultando g, = w(V,) — w(V,) < 0.
Entonces por hipdtesis del teorema, el minimo de f ocurre en el vértice superior
v, y esto se verifica para toda arista [u,v] de T,,. Razonando por recurrencia, el
minimo de f en T, se alcanza en m.

Si m es la dnica mediana (y es por tanto la tnica mediana absoluta, ya que
X = {m}), ya estd demostrado.

Si hay dos vértices mediana m;, my, por lo anterior, el minimo de f en cada

Tm;, (subarbol enraizado en m;),se alcanza en m;,7 = 1,2. Entonces el minimo
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de f sobre T se alcanza en algin punto de la arista [m;,m3], lo que finaliza la

demostracién, ya que X = [m, m;] es el conjunto de medianas absolutas de 7.
O

Si ademas f es estrictamente convexa sobre las aristas de T, el minimo global de

f sobre T es un tnico punto mediana absoluta de T'.

Teorema 3.2.2 Sea [u,v] € E tal que g, # 0. Entonces existe un )\, tal que
para todo A > A, el minimo de z,(z,)) en [u,v] ocurre en u, si g, >0 (en v,
si g, <0).

El valor X\, viene dado por: A\, =1+ /1+ 1/ |g. |

Demostracion: Para todo A > 1 la convexidad estricta de z,(z, ) sobre cada
arista de T supone que el minimo zj, ,;(A) de z,(z, A) sobre [u,v] se alcanza en
u, si z(u,A) >0, o en v, si z)(v,A) <0.

La derivada de z,(z,)) en z € [u,v] es
(1/2)z,(z,A) = (1 + AA = 2)g,)z + 22m(u, Va) = [1 4+ A2 = A\)gu]zm(u)

Sea g, > 0. En el vértice inferior u, es z = 0. Sustituyendo éste valor en la

expresion anterior, resulta
(1/2)z,(u, A) = 22m(u, Vo) = [1 4 A2 — A)gu]zm(u)

Si la expresién del corchete es no positiva, se tendrd zJ(u,A) > 0. Pero 14+ A(2—
A)gu < 0 equivale a A%g, —2Xg, — 1 > 0.

Dividiendo ambos miembros por g, > 0 resulta A2 — 2\ — 1/g, > 0. La solucién
positiva de esta ecuacién es: 1 + 4/1+ 1/g,. Entonces para valores de A >

1+414 1/g,es14+ A2 —A)g, <0,y por tanto:
(1/2)2(,3) = 22m(1, Va) = [1 + A2 = N)gul2m(1) > 22m(u, Vi) 2 0
lo que implica que el minimo de z,(z, ) en [u,v] se alcanza en u.

Si g, < 0, basta calcular la derivada en el vértice superior v sustituyendo

T = ly, en la expresién de z/(v, A), obteniendo que para A > 1+ /1 + 1/(—gu),
es zi(v,A) <0.
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De ambos resultados, se sigue el teorema, sin mas que tomar:

A> A =14/1+ 1/ ] g |

El valor A, es especifico de cada arista [u,v]. Para que en toda arista de
T la funcién alcance su minimo en un extremo del mismo (siempre que g, # 0),
bastard elegir un valor de A comiun a todas las aristas de T. Para dicho valor
el problema P()) estard en las condiciones del Teorema 3.2.1, y por tanto la

solucién de dicho problema serd un punto de X .

Esto se cumple eligiendo A > Ag con Ao =1+ 4/1+ 1/p, siendo

= | uw |y Gu 0
p lﬂng{lg |, gu # 0}

Segin éste resultado y el corolario 3.1.5 se tiene

Corolario 3.2.3 Para todo A > )Xo, la solucion de P()) se alcanza en la 1-

, *
mediana ), .

El calculo de Ap no supone ningin aumento de la complejidad en la reso-
lucién del problema, ya que se puede obtener al final de la primera pasada (paso

hacia la raiz) en el algoritmo AUX/V(T), aplicando que g, = 2w(V,) — 1.

El valor de Ao es una cota superior del rango de A, por tanto pueden
existir valores de A < A¢ para los cuales la solucién de P()) sea z},. Esto se
puede observar en los ejemplos que siguen a continuacién. En cada uno de ellos
se calcula el valor de Ay y se muestra el comportamiento de las soluciones al variar

A en su rango.

3.2.1 Ejemplos

EJEMPLO 1

Corresponde a un arbol de 8 vértices cuya distribucion espacial, longitudes
de las aristas y pesos se muestran en la Figura 3.1
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Figura 3.1

El vértice vg es la raiz, segiin el postorden definido en T', destacandose los

siguientes elementos:

e l-mediana z},: se localiza en el vértice vs.

o Punto l-varianza z3: localizado en la arista [v,, v7] a una distancia 6.67204

*

del vértice inferior vy, lo que se indicard mediante la notacién: z¥ =

(6.67204, v,)

e Valor de Ag: se alcanza en la arista [v7,vg], para el cual p =| g7 |= 0.16,

do=1+1/1+1/p=369258...~3.7

Por tanto en el intervalo A € [1,3.7] se obtendran todas las soluciones de la familia

resultando

{P(X)}r>1 como se muestra en la tabla 3.1, que recoge los desplazamientos de la
solucién sobre las aristas [vg,v7], y [v7,vs]. En ambos casos la solucién z%(X) se

localiza por su distancia al vértice inferior.

Nétese que el vértice vy solucién al problema de la mediana cuadratica,
actia como un foco de atraccién de las soluciones, las cuales permanecen en €l
para un cierto intervalo de valores de A. Para este caso el conjunto de soluciones

es conexo, y es el camino enlazando los puntos z} y z,.
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) 1 1,1 1,2 1,3 1,4 1.5
(zx(A),vz) || 6.67204 | 6.95054 | 7.70078 | 8.72492 | 9.82272 | 10.8591

A 1.6 1.7 1,8 1,9 2 2.1
(z3(A),v2) | 11.77 12 12 12 12 12

A 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6 2.7
(z5(\),v7) || 12 12 | 0.0177869 | 0.20155 | 0.395086 | 0.597888

A 2.8 2.9 3 3.1 3.2 3.3
(zx(A),v7) || 0.80944 | 1.02922 | 1.25669 | 1.49132 | 1.73258 | 1.97993

A 3.4 3.5 3.6 3.7 A>3.7
(z*()),v7) || 2.23286 | 2.49083 | 2.75335 3 3

Tabla 3.1
EJEMPLO 2

Corresponde al arbol de la Figura 3.2, cuyos pesos normalizados en los

vértices son :
0.150376, 0.0977444, 0.0526316, 0.0075188, 0.0827068, 0.0451128, 0.0150376, 0.075188,
0.037594, 0.0827068, 0.0676692, 0.0827068, 0.0977444, 0.0526316, 0.0526316.

Figura 3.2

Para este arbol se tiene:

¢ l-mediana z},: en el vértice vy;.

e Punto 1-varianza z?: localizado en la arista [v7,vn1]: z} = (8.95137,v7)
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e Valor de Ag: se alcanza en la arista [v7,vy;], y es: Ao = 4.35123.
Las soluciones obtenidas son:
A 1 1.1 1.2 1.3 14 1.5 1.6
(zx(X),v7) || 8.95137 | 8.97471 | 9.0447 | 9.16126 | 9.32425 | 9.53349 | 9.78873
A 1.7 1.8 1.9 2 2.1 2.2 2.3
zi(A) 10.0897 | 10.436 | 10.8273 | 11.2632 | 11.743 | 12.2664 | 12.8327
A 2.4 2.5 2.6 2.7 2.8 2.9 3
z3(A) 13.4413 | 14.0915 | 14.7826 | 15.5139 | 16.2846 | 17.0939 | 17.9409
A 3.1 3.2 A>3.2
zi(A) 18.8247 19 19
Tabla 3.2

El conjunto de soluciones esta en el camino enlazando los puntos z% y z7,,
y se obtiene en el intervalo de valores A € [1,3.2] C [1, Ag].

EJEMPLO 3

Corresponde al arbol de la Figura 3.3, cuyos pesos de los vértices norma-

lizados son:
0.00862069, 0.0862069, 0.0775862, 0.103448, 0.103448, 0.172414, 0.0603448, 0.12069,
0.0258621, 0.172414, 0.0603448, 0.00862069.

- V12

Figura 3.3
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Para este arbol, enraizado en v,; y en postorden se tiene:

e l-mediana z}: en el vértice ve.
e Punto 1-varianza z}: localizado en la arista [vs,v12): 2% = (5.1951, vg)

e Cota superior Ag = 4.26599.

Las soluciones obtenidas al variar A se muestran en la siguiente tabla:

) 1 1.1 1.2
(23(3), vs) 5.1951 | 5.0282 | 4.533
[vs,vlz]

) 1.3 1.4 15 1.6 1.7 1.8
(22A)v6) | 151617 | 14.9765 | 14.7388 | 14.4480 | 14.1072 | 13.7141
[UG,US]

) 1.9 2 2.1 2.2 2.3 2.4
(z2(\),v6) | 13.2702 | 12.7750 | 12.2319 | 11.6388 | 10.9976 | 10.3088

) 2.5 2.6 2.7 2.8 2.9 3
(z2(\),v6) | 9.57334 | 8.79215 | 7.96615 | 7.09631 | 6.18366 | 5.22926

) 3.1 3.2 3.3 3.4 A>35
(z5()\),v6) | 4.23421 | 3.19962 | 2.12666 | 1.01652 0

Tabla 3.3

En este caso el conjunto de puntos solucién no es conexo. En efecto, para
A =1, A= 1.1, A = 1.2 se obtienen las tres primeras soluciones, localizadas en
la arista [vs, v12], produciéndose un cambio de arista en la transicién de A = 1.2
a A = 1.3, cuyas correspondientes soluciones estan a distancia 4.533 del vértice
vs y en [vs,v12] la primera, y a distancia 15.1617 de vg y en la arista [ve,vs] de
longitud 19 la segunda. A partir de A = 1.3 las demas soluciones se desplazan

sobre [vg, vs] en direccién a la mediana (vs).



Capitulo 4
Problemas p-varianza

Dentro del modelo con demanda discreta establecido en el (PGL):
:?Elli\l% Z(X) = f(d(x7 1)1), ey d(xv U'n.))

los problemas tratados hasta ahora son de localizacion simple, en el sentido de
que la demanda es atendida por un unico servicio. Una extension del problema
se produce considerando la localizacién simultanea de un numero p de servicios,
con p > 1. El modelo resultante es un problema de localizacion multiple que no
s6lo se dirige a localizar un nimero determinado de servicios, sino que también
se orienta a atenuar los efectos indeseables que se pueden producir al localizar un

unico servicio con el criterio varianza, segin se expuso en el capitulo 2.

La mayoria de los problemas de localizacién miltiple estudiados se refieren
a los problemas p-centro y p-mediana. Kariv y Hakimi [28, 29] demostraron que
ambos problemas son NP-duros en redes generales, y los métodos de resoluciéon
se basan en la existencia de un Conjunto Dominante Finito (CDF), que permite
discretizar el problema, reduciendo los candidatos a localizaciones 6ptimas a dicho

conjunto.

Cuando las funciones de costo son no lineales (caso del criterio varianza) los
problemas de localizacién muiltiple resultantes son intrinsecamente mas dificiles
que los anteriores, lo que permite suponer que también sean NP-duros los proble-
mas correspondientes de optimizacién, si bien este aspecto no estd demostrado.
A esta dificultad se une la ausencia de CDF, siendo necesario el uso de pro-

cedimientos heuristicos para la resolucién de estos problemas en redes generales.

77
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embargo no se han desarrollado procedimientos especificos para resolver estos
problemas, ni siquiera sobre redes arbol.

En este capitulo se estudiardn los problemas de localizacién de p servicios
en redes con el criterio varianza, y su estructuracién es como sigue: primero se
formularan los problemas y se establecerd su complejidad. Después se desarrolla-
ran métodos de resolucion exactos y heuristicos sobre redes arbol, y heuristicos
sobre redes ciclicas, analizando en cada caso la complejidad computacional. Por
ultimo se efectuara un estudio comparativo de los heuristicos sobre redes ciclicas
mediante resultados computacionales obtenidos sobre redes generadas aleatoria-

mante.

4.1 Formulacion del problema y complejidad

Dada una red conexa no dirigida N(V, E), de sistema de pesos normalizado, con
V| = n, |E| = m y funcién de coste [ definida sobre cada arista de E, sea
X, = (1,...7,) € NP un vector de localizaciones para p servicios (p > 1),
y (vi1,...,vn) €l vector de demanda situado en los nodos de N. La funcién p-
varianza, o varianza de X, se define como

z(Xp) = D wi (d(vi, Xp) — 2m(Xp))2
v EV

donde la distancia d(v;, Xp) = min{d(vi,z;), 7 = 1,...,p}, ¥ 2m(X}) es la

funcién mediana de X, definida

zm(Xp) = Z wid(vi, Xp)
v eV
La definicién de distancia implica que en la funcién p-varianza es equivalente
referirse al punto (zi,...,2,) € NP o al p-conjunto {z,,...,z,} C N; por sim-
plicidad la misma notacién X, identificard a ambos.

Definicién 4.1.1 Un punto X7 € N? es un punto de minima p-varianza si
z:(X;) < 2(Xp), VX, € NP

En tal caso se dird que el conjunto X = {z’{,...,x;} C N es un conjunto

p-varianza de N.
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El problema de la p-varianza en N se formulara como

min {z,(X,)}

X,eNP

Este problema también se podria llamar de la p-varianza absoluta, en analogia
a las denominaciones que reciben los problemas p-centro y p-mediana cuando
dichas funciones se minimizan sobre N?. En general (salvo que haya confusién)
tal denominacién no sera utilizada en esta memoria, ya que en la formulacién que
se ha hecho del problema queda establecida con claridad la minimizacién de la

funcién z,(X,) sobre N?.

Como consecuencia de este planteamiento, hay que puntualizar

e Debido al caricter nodal de la demanda, sobre cada arista sélo se localizara
un servicio. Esto no supone restriccién ya que si en una misma arista hay
dos servicios, éstos se ubicaran en los vértices de la arista, y en tal caso se
consideraran en aristas distintas. Aqui se excluye también la coincidencia
de dos servicios sobre un mismo vértice, ya que de suceder se tendrian p—1
servidores, pudiéndose afiadir un servicio mas de forma que disminuyese el

valor de la p-varianza.

e Cada demanda es atendida por (asignada al) servicio més préximo. En
caso de igual proximidad ante dos servicios, el punto de demanda podra ser

asignado arbitrariamente a uno u otro.

Si el conjunto de posibles localizaciones se restringe a V/, se tiene el problema del

conjunto de vértices p-varianza, formulado
min{z,(V;): V, CV, [Vp| = p}
cuya solucién V' se denominard conjunto de vértices p-varianza de N.

A continuacién se establecera que ambos problemas son NP-duros en redes
generales, esto es, no pueden ser resueltos por un algoritmo de tiempo O(f(n,p)),
donde f es un polinomio en n, p, (n,p entradas variables), a menos que P =
NP. De hecho se demostrara que son NP-duros incluso en la red de mas simple

estructura.
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Previamente, y tomando como referencia el texto de Garey y Johnson [12],
se harad una breve introduccién a los conceptos fundamentales sobre NP-comple-
titud.

Un problema es una descripcién general de una situacién que requiere ser
resuelta. Un problema de decisién es aquel que sélo tiene dos posibles soluciones:
respuesta positiva (si), o negativa (no). Formalmente un problema de decisién
II consiste en un conjunto Dy de ejemplares o casos y un subconjunto Yy C Dy
de ejemplares-si: un ejemplar pertenece a Dy si y sélo si puede obtenerse de
un ejemplar genérico sustituyendo sus componentes genéricas por objetos par-
ticulares, y un ejemplar pertenece a Yy si y sélo si la respuesta a la cuestién
planteada, cuando se particulariza sobre dicho ejemplar, es sf.

La clase P de problemas es la clase de problemas de decisién que pueden
ser resueltos en tiempo polinomial mediante un algoritmo deterministico. La
clase de problemas NP es la clase de todos los problemas de decisién II tales que,
una solucién candidato (la cual se conjetura o supone) puede verificarse como
una solucién-si en tiempo polinomial mediante un algoritmo no deterministico,
(el término no-deterministico hace referencia a que no determina donde sucede el

candidato).

Claramente, P C NP, puesto que si un problema puede resolverse en
tiempo polinomial, debe poderse verificar en tiempo polinomial que una solucién

o un ejemplar es un ejemplar-si.

La cuestion fundamental sobre las clases P y NP, todavia no resuelta de
forma definitiva, es la de conocer si la inclusién P C NP es estricta: en efecto, ya
que todos los problemas en P pueden ser resueltos en tiempo polinomial, mientras
que los problemas en NP\P son intratables. Las transformaciones polinomiales
entre distintos problemas de la clase NP permiten establecer que, si uno de los

problemas de la clase NP estuviese en P, entonces P = NP.

Dados dos problemas de decisién II;, II;, una transformacién polinomial
del problema II; en el problema II; es una funcién ¢ : D, — Dy, que satisface
las dos condiciones siguientes: (i) t es computable por un algoritmo en tiempo
polinomial, y (ii) para todo I € D, I € Yy, si y sélo si t([) € Y,.
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Segun esta definicién, un problema de decisién II es NP-completo si y
solo si Il € NP, y cualquier otro problema de decisién NP-completo puede ser
polinomialmente transformado en II. Consecuentemente para cualquier problema
de decision II NP-completo se verifica que IT € P si y sélo si P = NP.

El concepto NP-duro se usa para describir las versiones de optimizacién (de
bisqueda) de los problemas de decisién que son NP-completos. Un problema de
busqueda II consiste en un conjunto Dr de objetos finitos llamados ejemplares,
y para cada ejemplar I € Dp, un conjunto Sp(I) de objetos finitos llamado
soluciones para I. Se dice que un algoritmo resuelve un problema de busqueda
IT si, dando como entrada cualquier ejemplar I € Dy, devuelve la respuesta “no”

si Sn(I) = 0, y en caso contrario, devuelve alguna solucién s € Sn(I).

Todo problema de decision II puede formularse como un problema de
busqueda definiendo Su(f) = {si}, si I € Y, y Su(I) = 0, si I ¢ Yg. El
problema de optimizacién de operador minimo busca entre todas las estructuras
de un cierto tipo aquella de menor coste, mientras que el problema de decision
asociado incluye una cota numérica B como parametro, y pregunta si existe una

estructura del tipo requerido de coste no mayor que B.

Una vez establecidos los problemas de decision como un tipo especial de
problemas de bisqueda, pueden considerarse reducciones polinomiales entre éstos:
Un problema de biisqueda II es NP-duro si existe algin problema NP-completo
IV’ el cual es polinomialmente reducible al problema de decisién asociado a II. Por
" tanto, si un problema de bisqueda es NP-duro, no puede ser resuelto en tiempo

polinomial a menos que P = NP.

Como consecuencia de todo lo anterior, el andlisis de la complejidad de los
problemas p-varianza planteados en este capitulo se basa en establecer el problema
de decisién asociado, para después seleccionar un problema conocido como NP-
completo y verificar que ambos son NP-equivalentes, esto es, el problema NP-
completo es polinomialmente reducible al problema dado y viceversa. Por tanto
se podré resolver el problema de la p-varianza mediante un algoritmo en tiempo

polinomial si y sélo si P = NP.

Definicién 4.1.2 Dado un grafo G = (V, E), un conjunto V' C V se dice domi-
nante si para todo v € V\V’, existe v’ € V' tal que el eje [v,v'] € E.
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El problema del conjunto dominante se plantea como sigue: Dado un entero
positivo K < |V, averiguar si existe un conjunto dominante V' C V, de cardinal
V'l < K. Garey y Johnson [12] demostraron que este problema de decisién es
NP-completo incluso si G = (V, E) es un grafo planar tal que el grado maximo
de los vértices es 3.

Teorema 4.1.3 El problema de encontrar un conjunto de vértices p-varianza es
NP-duro, incluso cuando la red es un grafo planar tal que todos los vértices tienen
igual peso, todos los ejes la misma longitud, y el mdrimo grado de cada vértice
es 3.

Demostracion: Sin pérdida de generalidad se considerard que la longitud comiin
de todos los ejes es 1. Considérese el siguiente problema de decisién:

“Dado un entero p (1 < p < n), y un valor real positivo B, jexiste un subconjunto
V, de p vértices de V' tal que 2,(V,") < B?”

A continuacién se demostrara que, para un determinado valor de B, tal subcon-

junto V" existe si y sélo si V7 es un conjunto dominante de cardinal p.

En primer lugar se probarad que VYV, C V, tal que |V,| = p, entonces

z(Vp) 2 %(n ;p)

Sea V, C V tal que |V,| = p. Puesto que todos los vértices son indistin-
guibles en cuanto a la demanda producida en ellos, la situacién mas igualitaria
se producira cuando los p servicios atiendan a los n — p vértices de igual manera,
esto es: Yv; € V\V,, d(vi, V,) = d, lo cual sélo es posible si d = 1, ya que todos
los ejes son unitarios. Como w; = 1/n, Yv; € V, se tiene

zm(Vp)=%§j d(v.-V,,):l Y d= (n —p)

v eV n v, €V\V, n

y la funcién p-varianza en V, es

8(4) = T 1ldw o) = zn(W) = 1 T [l
+ 1% - = L+ PP (- ()
v eEV\Vp

sustituyendo z,(V,) por su valor y operando resulta

(V) = 2 (222

n n
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Cualquier otra distribucién de las distancias que aumente la distancia de algin
vértice respecto de la distancia comin de los demdés aumenta el valor de la varian-
za. En efecto, sea V, el conjunto de p vértices obtenido desplazando un vértice
de V,, sea el v, a una posicién adyacente. Por la especial configuracién de la
red (3-grafo), puede suceder que para los n — p vértices de demanda restantes se
verifique:

(1) s6lo un vértice aumente su distancia respecto de V, en 1 unidad, permaneciendo
los n — p — 1 restantes a la misma distancia que antes (Figura 4.1(a)), o bien
(ii) 2 vértices aumenten su distancia respecto de V,, manteniéndose invariable la

distancia de los n — p — 2 restantes (Figura 4.1(b)).

N N\

e G ]
Vg Vk
(a) (b)
Figura 4.1

En el caso (i), para los n—p—1 vértices que mantienen su distancia, es d(v;, V,) =
d(vi,V)) = 1, y para el restante, es d(vr,V,) = d(vk,V;) + 1 = 2, por tanto
2m(V,) = 2m(V;) + 1/n. Entonces

M) = 3 U )~ a5 = Zent) +
+ é:—n’i—'—l-(l—zm(vp)—% 2+%(1 (V) +1-2)"
= Lo B (G4 2y 2Pty
S S R (T3 R Y
£ (=2 2 = 2 - 1)

agrupando términos y teniendo en cuenta la expresién de z,(V;) se tiene

) = s 4 B 2 222y T

+ (1= 2) (3 =~ 2em(%)

desarrollando esta expresién y reduciendo términos opuestos resulta

AT AT (e ks
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y finalmente

n+2p—1
2(V;) = 2(Vp) + ——F— > z(V})

ya que n + 2p > 1. En el caso (ii) la misma situacién se repite para dos vértices,
con lo que por un razonamiento similar resultaria z,(V;) > 2,(V}). Para cualquier
otra configuracién de V] se puede repetir recursivamente el razonamiento, con-
cluyéndose z,(V;) > 2:(V;).

Entonces para todo conjunto de p vértices V; se verifica z,(V;) > E(%:2),
por tanto si existe un conjunto V' C V, |V| = p tal que 2,(V’) = 2 (22), vy
sera un conjunto de vértices p-varianza de N. Pero del razonamiento anterior
se sigue que la igualdad z,(V;") = Z(:2) se cumple si y sdlo si d(v,V}") = 1,
Yv € V\V}, o equivalentemente si y sélo si V,* es un conjunto dominante de
cardinal p en N.

Consecuentemente, seleccionando B = Z (22E), el problema de encontrar
un conjunto dominante de cardinal p en N es equivalente al problema de decisién
planteado al principio. Por tanto éste problema es NP-completo, lo que implica
que el problema de optimizacion del conjunto de vértices p-varianza es NP-duro.
]

Teorema 4.1.4 El problema de la p-varianza es NP-duro, incluso cuando la red
es un grafo planar tal que todos los vértices tienen igual peso, todos los ejes la

misma longitud, y el mdzimo grado de cada vértice es 3.

Demostracion: Nuevamente se supondra que la longitud comin de todos los €jes
es 1. Sea X, € N?. Como todos los vértices son indistinguibles, la situacién més
igualitaria se producira cuando cada punto de demanda equidiste del servicio més
préximo, esto es: Yv; € V, v; ¢ X,, d(v;, X,) = d. Excluyendo el caso trivial
p =n,serd d > 0. Sea S(1/3) C N el conjunto de puntos medios de las aristas,

esto es
5(1/2) = {5,’,‘ € € = [v,-,vj] cFE: d(i,-j,v,-) = d(i,-,-,vj) = 1/2}

Como la demanda equidista de los servicios se tiene: X, C S(1/2) U V. Por tanto
la distancia comin d puede ser d =1 0 d = 1/2. Pero d = 1 implica que X, C V,
y segun el teorema anterior si existe un conjunto con esta configuracion es un

conjunto de vértices p-varianza, cuyo correspondiente problema de optimizacién
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es NP-duro. Luego se supondrad d = 1/2, lo que implica X, N S(1/5) # 0. Sea
Vi) = {vi € V1 v ¢ X, }. Claramente, d(v;, X,) = 1/2, Vv; € V1/3), con lo

que

Vi
P) = Z d v, P) = Z d(vi’XP) = | ;1/2)]

‘U.EV ‘U.EV(I/Z) n

y el valor de la p-varianza en X, es
1 1
zs(Xp) = = Z [d(vi, Xp) — zm(Xp)]2 + = E [d(vi, Xp) — zm(Xp)]2

v €V(1/2) n vi€V\V(1/2)

operando y teniendo en cuenta que si v € V\V(y2) es d(v, X;,) = 0, resulta

_ Wl ¢ _ oy
z(Xp) = 4n (1_ n )
Esta expresién alcanza el minimo valor cuando |V{1/5)| = n, o equivalentemente,
Vi) = V, vy Xp C Sgayz). Luego si existe Xy C S(/2), con |X;| = p, tal que
Vv € V, es d(v,X) = 1/2, dicho conjunto es un conjunto p-varianza de N y
ademis, z,(X;) = 0.

Sea el conjunto de pseudovértices V = SapUV®, donde VW) = {v e V :
gr(v) = 1} es el conjunto de vértices punta de V, y sea el conjunto de pseudoejes
E = Eqj)U EW, donde EW = {[v;, ;5] : v € VW, v; ¢ VW, y [;,0;] € E}
¥ E(1/2) es el conjunto de ejes enlazando puntos medios de ejes adyacentes de F,

esto es
Eqy2) = {[%:, %) : Tij, Tk € Sya)s ¥ [vi, 93], [v5, v4] € E son adyacentes }

Claramente la longitud de todos los ejes de E(;/;) es 1. Considerese la red N =
(V,E) de conjunto de vértices Vyde ejes E, tal que todos los vértices de 1%
tienen igual peso 1/|V|, y cuyos ejes tienen longitud 1, lo cual se logra asignando
dicha longitud a los ejes de E(V). En las figuras 4.2 (a) y (b) se muestran dos

posibles redes N obtenidas a partir de sus respectivas redes iniciales.

Entonces existe un conjunto p-varianza X; C S(1/2) en la red inicial N tal
que z,(X;) = 0 si y sélo si existe un conjunto de p vértices ‘7,,* c V\V® que es
un conjunto dominante en la red N. Esta equivalencia implica que el problema
de decisién asociado al problema planteado en el enunciado es NP-completo, y

por tanto el problema de la p-varianza NP-duro.
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(a)

Figura 4.2

Observacion: El requerimiento
V; c VAV = Sy

no resta generalidad al razonamiento, ya que si V(!) = §, (Figura 4.2 (b)) clara-
mente es f/p* C Sayz), y si VW # @ (Figura 4.2 (a)) y un conjunto de vértices
p-varianza Vp’“ tiene un vértice 5 € V1), o bien se puede suprimir (si el vértice
adyacente pertenece a V) o bien se puede trasladar al vértice adyacente (que

pertenece a S(;1/7)) sin que varie el valor de la funcién objetivo.

4.2 Problemas p-varianza en redes arbol

A continuacién se estudia el problema de la p-varianza sobre una red &rbol
T(V, E), analizando el comportamiento de la funcién p-varianza, y desarrollando

un procedimiento exacto de resolucion.

El caso particular de p = 2 ha sido resuelto de forma exacta por Lépez de
los Mozos y Mesa [37] mediante un algoritmo de complejidad O(n*) utilizando
un procedimiento de asignacion-localizacion. Este procedimiento se extenderd a

continuacién a un numero p de servicios y opera como sigue: primeramente se



4.2. Problemas p-varianza en redes arbol 87

selecciona un subconjunto de p aristas de E en las cuales se localizaran los servi-
cios. Cada uno de estos servicios atenderd a un conjunto de puntos de demanda
en funcion de su cercania al mismo, en cuyo caso se dira que dicha demanda se
ha asignado al correspondiente servicio. Este procedimiento induce un particién
del conjunto de los puntos de demanda pudiéndose replantear el problema inicial
como el de determinar la particién 6ptima del conjunto de vértices y calcular el

p-servicio 6ptimo para atender a cada miembro de la particién.

Sea T(V, E) una red arbol de sistema normalizado de pesos con un postor-
den definido en €l con raiz v, tal que se obtiene la siguiente secuencia de aristas

al recorrer T en postorden

[uh vt(l)]7 [u27 vt(2)]’ R [un—h Ur]

Para i =1,...,n — 1, sea (e;) la longitud de e; = [u;, vy;).

Considérese un subconjunto arbitrario de p aristas que por simplicidad se
denotara por:
e1 = [un, vy, - - s €p = [Up, Vyp)]
Sea &P C IR? definido ,
€7 =[]0, (e:)]

=1

de forma que si X, € NP es tal que z; € e;, Vi = 1,...,p, entonces X, =

(z1,...,2p) € EP. En esta situacién, el problema de la p-varianza restringido al
p-conjunto {ey,...,e,} se expresa:
PR(e1,...,€) = in, zs(Xp)

4.2.1 Conjuntos de Asignacion

Definicién 4.2.1 Dado un punto X, € &P, una asignaciéon A(V') en T es una
particién del conjunto V' en p conjuntos {V{,...,V,*} disjuntos y no vacios tal

que

VieJ={l,....p}, Vf={weV/dwv,z)<dw,z), k€lJk#j}

Cada uno de tales conjuntos V;* se denomina conjunto de asignacién de z; y
constituye el conjunto de vértices de V' que son atendidos por el servicio z;.

Igualmente si v; € V;* se dird que v; esta asignado al servicio z;.



88 : Capitulo 4. Problemas p-varianza

La definicién de asignacién excluye particiones de V' en donde algiin con-
junto V;* = 0, ya que en este caso la demanda estarfa atendida por p—1 servicios,
con lo que siempre cabe ubicar un nuevo servicio en algiin vértice de forma que
se disminuya el valor de la p-varianza y todos los conjuntos de asignacién sean
no vacios. Por otra parte si en la localizacién éptima correspondiente a una asig-
nacién dos (o mas) servicios equidistan de un vértice, éste serd atendido por el

servicio que el criterio establezca.

Proposiciéon 4.2.2 Sea v € V tal que, para algin k€ J = {1,...,p} es
max{d(v, ur), d(v, )} < min{d(v,vu;), d(v,v;)}, Vi€ J, j#k

Entonces v € V2.

Demostracion: Como Vk € J, zx € ex = [ux, vyx)], se sigue que Vj # k :
d(v, .'L‘k) < ma‘x{d(v’ uk)’ d(v’ vt(k))} < min{d(vv ’Uj), d(v’ 'Ut(j))} < d(”) .’13_7')

y de la definicién anterior, v € V2. O

Como consecuencia, los vértices que cumplan esta proposicién reciben asig-
nacion directa, la cual depende sélo del subconjunto de p aristas elegido, y no de

la localizacién de los servicios sobre sus respectivos aristas.

Sea V C V el conjunto de vértices de V que no verifican la proposicién 4.2.2.
Dados j,k € J, sean uj}, u} los vértices de las aristas e;, ex mas cercanos entre si,
y v}, v; los mds lejanos. El conjunto de aristas vecinas de e;: {ex}ren(e,) se define
mediante el conjunto de subindices N(e;) = {k € J / VI € J, e ¢ P(u},u})},
(Figura 4.3).

_ €3 N(e;) = {2,3}

-~
-~

e ) N(es) = {13}
o \ “ N(es) = {1,2,4)

N(es) = {3}

Figura 4.3
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Obviamente, la relacién de vecindad es reciproca, esto es:

k€ N(ej) = j € Nex)

Para cada j € J las aristas vecinas de e; = [u;, vy;)] se pueden dividir
entre aquellas que enlazan con e; mediante el vértice u;, sea I;, C N(e;) el
correspondiente conjunto de subindices, o mediante el vértice v(;), de conjunto
de subindices I;, C N(e;). Claramente, I;, N I;, = 0. Ademds si u},u}, son los
vértices mas cercanos entre si de las aristas e;,e, entonces h € I; ,, y j € I,

resultando el conjunto comiin de subindices I}, = I; , U {5} = I»,, U {h}.

Dado k € N(e;), sea Pj = P(u’,u}) el camino enlazando los vértices mas

préximos de las aristas vecinas e, e;. Entonces, para cada j € J, el conjunto
{Pik, k € N(ej)}

contiene a todos los caminos que enlazan los vértices extremos de e; con los

vértices mas proximos de todas sus aristas vecinas.

El siguiente resultado establece que, en caso de que V # 0, bastard asig-
nar sélo aquellos vértices de V pertenecientes a caminos {Pjz, k € N(e;)}ies
enlazando aristas vecinas. Por tratarse de una red arbol, los vértices de dichos

caminos se caracterizan por la siguiente relacion:

Yo €V, v € Py <> d(uj,u;) = d(u;,v) + d(v,uj)

Lema 4.2.3 Sea V # 0, yseav € V verificando v ¢ U Pix, Vj € J, tal que
kEN(e;)

v, es el vértice perteneciente a algin camino de la familia {Pjx, k € N(ej)}ies

mds cercano a v. Entonces si en una asignacion A(V) es v, € V2, para algin

k € J, también v € V2.

Demostracion: Sea j € J, h € N(e;), tal que v, € Pji, y supéngase, sin pérdida

de generalidad, que h € I;,,. Entonces v. € |J Pja. Sea A(V) una asignacién
hte“/

de T en la cual v, € V2. Entonces debe ser k € I, (Figura 4.4), ya que de ser

v, € V2 con s ¢ I, entonces existe algin ¢ € I, tal que la arista e, enlaza

mediante el vértice v; con la arista e,, verificindose

d(ve, z,) = d(ve, z4) + d(zg, T5) > d(ve, Zq)
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ya que d(z,,z,;) > 0, y este resultado contradice que v, € A%,

Entonces k € I, y puesto que v, € V¢, d(vc,zx) < d(ve, 1), Yh € J,
h # k. Por el razonamiento anterior, para concluir que v € V2 bastara demostrar
que d(v,zx) < d(v,z3), Vh € I, h # k. Pero puesto que v enlaza mediante el
vértice v, con los caminos Py, k € I ,, se verifica d(v, z1) = d(v,v.) + d(v., 1),
de donde

d(v,zx) = d(v,vc) + d(ve, zk) < d(v,ve) + d(ve, zh) = d(v, z3)
Vh € I, h # k, lo que finaliza la demostracién. 0

€s
_ oo

46"/"
! Ve ~ VS~ €h

u -
.87/3‘"'—7 \K\.
k

|

I

|
Ve

I;, = {k,h,q} C N(e;)

Figura 4.4

Para cada j € J, k € N(e;), se define el conjunto
ij = V N ij

La definicién de los caminos P;; implica que ij = \7kj (pudiendo suceder que
para algin j € J, k € N(e;), sea V;1 = 0). Para considerar sélo uno de los dos
conjuntos simétricos Vi, Vi; bastars seleccionar los conjuntos

-~

Vik, Kk € N(ej), k> j, paraj=1,...,p—1

Definicién 4.2.4 Si V # (, se define el conjunto V; €V como sigue

p-1
Vi=U V=U( U V)
JEJ J=1  k€N(e;)
k€N (e;) k>j

Segiin el lema 4.2.3, para cada v € V\V;, la asignacién que recibe v es la
misma que la del vértice de V; a cuya rama pertenezca. Este resultado permitira
por tanto definir asignaciones en V' a partir de las asignaciones que reciban los

vértices de V. Otra consecuencia del lema es que V7 = @ implica V = 0.
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Lema 4.2.5 Sea una asignacion A(V) en la cual para un vértice v € V; se
verifica que v € Vi, con j € J. Entonces si u; es el vértice de la arista e; mds

prozimo a v se verifica Vv, € P(u;-,v) n VJ, v € V}

Demostracion: De las hipétesis del lema se deduce que v estara en algin camino
enlazando e; con alguna arista vecina de subindice en I; ,. Sea I C I;, el conjunto
maximal de subindices tal que VA € I, es v € V}; (Figura 4.5).

Figura 4.5

Sea v. € P(uj,v) N V. Bastard demostrar que, Yk € I;,, es d(zj,v.) <
d(zk,v;). Claramente, d(z;,v) = d(z;,v;) + d(ve,v) > d(z;,vc), ya que v, €
P(u},v). Y como v € V7, se tiene d(z;,v) < d(zx,v), Vk € J.

Sea k € I;,. Si k € I puesto que v pertenece al camino P(u},u}) que
enlaza los vértices més cercanos de las aristas e;, e se tiene: d(zk,v.) = d(zk,v)+
- d(v,v.) > d(zk,v) de donde

d(z;,vc) < d(zj,v) < d(zk,v) < d(z, ).

Sea s € I; \I tal que v ¢ P(u},u,). Si v, € P(uj,v) se verifica d(z;,v) =
d(zs,v;) + d(ve,v). Pero como también d(z;,v) = d(z;,v.) + d(v.,v) se sigue
d(zj,v.) < d(zs,vc), ya que d(z;,v) < d(z,,v). Si por el contrario v, ¢ P(u,v),
sea v" el vértice del camino P(u},v) mds cercano a e, Como consecuencia,
v" € P(v.,v) es un vértice de P(u!,v), y por el razonamiento anterior, d(z;,v") <
d(z,,v"). Como u} enlaza con v"” mediante el vértice v, se tiene d(z;,v") =

d(zj,ve) + d(vc,v"), de donde
d(z5,v.) = d(z4,0") + d(v",v;) > d(z;,v") + d(v", vc) > d(z;,vc)

lo que implica v. € V. O
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Corolario 4.2.6 Sea j € J, k € N(e;) tal que Vi # 0. Entonces los vértices de
ij son consecutivos.

4.2.2 Nimero maximo de asignaciones

De los anteriores resultados se sigue que para cada p conjunto {e;,...,e,} toda
asignacién A(V) de T se obtendrd a partir de particiones de los vértices de V/;
que cumplan el lema 4.2.5, denominadas asignaciones de V. Entonces el nimero
N(ei,...,e,) de asignaciones de T correspondientes al p conjunto de aristas es el

mismo que el nimero de asignaciones de V.

Proposicién 4.2.7 Sean ej,e; € {ey,...,€,} dos aristas vecinas entre si tal que
Vie # 0. Entonces el nimero de asignaciones de los vértices de Vi a los servicios
zj,rx es |Vie| + 1.

Demostracion: Supdngase que \7]-k = {v1,...,Vs} tal que los vértices estan orde-
nados crecientemente respecto de la distancia a uj, esto es d(u},v;) < d(ul,v2) <
... < d(u},v,). Sea vy, un vértice cualquiera de ‘7jk. Sivp € V{?, por el lema 4.2.5
también v; € V?, Vi=1,...,h — 1. Entonces para cada h = 1,...,s las asigna-
ciones de los vértices de Vj, a los conjuntos Vi, Vi se obtienen asignando el vértice
v a V', quedando los restantes vértices como sigue: v; € V2, Vi=1,...,h—1y
v; €V, Vi=h+1,...,s. Esto dalugar a s = |V};| asignaciones, a las que se une
la obtenida cuando todos los vértices de Vj; se asignan a V. En total [Vie| + 1

asignaciones. 0
Teorema 4.2.8 En el peor de los casos, N(ey,...,ep,) < (n—1)P"1, parap > 2.

Demostracién: Primero se analizara el peor de los casos que se puede presentar
para Vj en situaciones extremas de 7', correspondientes a dos tipos de arboles
cuya estructura sea: (a) radial, (b) en serie. El caso general se abordara en el

apartado (c), considerandolo como una combinacién de los anteriores.

(a) Sea una disposicion radial de los vértices del arbol T', asi como el peor
de los casos para Vj, que ocurre cuando los unicos vértices que reciben asignacion
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directa segin la proposicién 4.2.2 son los p vértices punta, con lo que V= V,y
[V| = n — p. En este caso, Vj € J, I;, = N(e;), luego I, = N(e;) U{j} = J,
de donde para cada arista e; el vértice u} es el mds cercano a todos los demis,
(Figura 4.6).

Figura 4.6

Para ¢ € J, sea P(v.,u!) el camino enlazando los vértices v, y ul, y sea
N; = |V(P(vc,ul))| el mimero de vértices de dicho camino, (incluidos v, y u}).

Por tanto ,

1+Y (N, =1)=|Vsl=n-p

=1

de donde »
SWNi-)=|Vsl-1=n-p-1 (4.1)
i=1

Supodngase que v, se asigna a un determinado servicio z;. Por el lema 4.2.5
los N, —1 vértices restantes del camino P(v,,u}) también estaran asignados a z,.
Por la proposicién anterior si en cada uno de los p—1 caminos restantes P(v,, ul),

con i # s se excluye el vértice v, hay N; asignaciones de los demas N; —1 vértices

P
de dicho camino a los servicios z;, =5, y por tanto, H N; asignaciones para estos
i=1,i#s
vértices. Extendiendo este razonamiento a s = 1,...,p, se obtiene:

N(el,...,ep)zi(f:[Ni)

s=1
i1#s
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El maximo valor de esta expresién se produce cuando todos los factores toman
igual valor, esto es: N; = N;, Vi,5 € J. Sustituyendo en (4.1) resulta
n—1
p

p(N;—=1)=n—-p—-1 = N;=

Y el numero maximo de asignaciones sera

n—1

P ) Sm-1r”

Niet,-vep) <

puesto que p > 2, (la igualdad se alcanza para p = 2).

(b) Dada una disposicién en serie de T', el peor de los casos se presenta
cuando sdlo reciben asignacién directa segun la proposicion 4.2.2 los dos tnicos
vértices punta, y por tanto |V| = [V;| = n — 2, (Figura 4.7).

€ €k €p
e o+ r——————e + . @ ®
Figura 4.7
Parai=1,...,p— 1, sea P; el camino que une los vértices mas préximos

entre si de las aristas e;, e;41, y N; = |[V(F;)| el nimero de vértices del mismo.
Por tanto

p—1 .

j{: N;=|Vj|=n-2

i=1
Para cada : = 1,...,p — 1 hay N; + 1 asignaciones de los vértices de P; a los

servicios z;, zi+1, obteniéndose como numero de asignaciones de los vértices de

Vi

p—1
N(ey,...ep) = [J(Ni +1)

=1
El mdximo valor de esta expresion se alcanza para N; = N;, Vi,j=1,...,p—1,
resultando

N="Z2 i1 p-1
p—1

Entonces
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ya que 7 < n — 2 puesto que p > 2, (la igualdad se alcanza para p = 2).

(c) En el caso general, T serd un arbol cualquiera en €l cual los p servicios
se localizan respectivamente en las p aristas {ej,...,e,}. Considerando los sub-
conjuntos de aristas que entre si adopten disposicién radial o en serie, este caso

se reducird a una combinacidn de los dos anteriores.

En efecto, supéngase (reordenando si es necesario) que las p; primeras
aristas {ej,...,€p, } adoptan entre si disposicién radial, y que las p, aristas
{€p;-..,€p} estdn en disposicién serie. Obviamente p; +p, =p+1. Sip; =1,
o p2 = 1 resultan respectivamente los casos (b) o (a). Luego sea p; > 2, ¢t =1,2.
Sea n;, ny el numero de vértices de los subarboles conteniendo a las aristas
{e1,--sep }y Y {€p1s---r€p}, ¥ Vj(pl), Vj(p2) los respectivos conjuntos V; relativos
a dichos subarboles. En ambos casos la peor situacién sucede cuando los unicos
vértices que reciben asignacién directa son los vértices extremos de tales aristas,
obteniéndose (Figura 4.8) : ny +ny = n+2, [Vipy)| = 71— p1, ¥ [Vigy| = na =2

Y

@ o o o —rm—_ . r—e

ot

Ies

Por (a) y (b) el numero de asignaciones de Vj(m) y de V) verifica respectiva-

Figura 4.8

mente ]
ny — -1
N(elr")epl)spl( - )pl
y 41
N(e e,) < (nz -2 +1)P2-—l
P ) ST
Por tanto:

ny — lym-1/ny —1 p2—1
D1 ) (P2 -1 * 1)

N(et,... €)= Nlex, ..., e )N(ep, .- ) < pr(

ng — 2
Porser p; >2,:1=1,2, es poP' <1, y también 2 < ng — 2, resultando

P2 —
N(e,...,ep) < (g — 1) (ny — 1)P27! < (0 — 1)P1¥P272 = (n — )P}
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puestoque py+p2=p+1lyn; <n,i1=1,2. (m]

4.2.3 Regiones factibles

Cada una de las asignaciones A(V) consideradas en el problema restringido

PR(e,,...,¢ep) tiene un conjunto de restricciones asociado Q(.A(V)), definido
QA(V)) = {X, € R?/ d(v,z;) < d(v,21), Yo € VENVj, Vi, k€ J,k # j}
de forma que el problema se puede formular como

{ min z,(X,)

Xp€Ep

PR(ey,...,e5 A) =
s. a. X, € Q(A(V))

Q(A(V)) involucra (p — 1)|V;| restricciones lineales del tipo: d(v,z;) < d(v, zx).
Si |\71| > 2 este nimero puede reducirse sin mas que seleccionar en cada conjunto

no vacio Vj; los vértices principales v;i(z;), vij(z).

Definicion 4.2.9 Dada una asignaciéon A(V), sea j € J, k € N(e;) tal que

Vir # 0. Un vértice vir(z;) € Vie N V}? se denomina vértice principal para z; si

d(vr(z;), z;) = max{d(v,z;), v € V;x UV?}

Segun la definicién, el vértice principal vjx(z;) asociado a z; es, del conjunto de
vértices de Vj; asignados al servicio z;, el més alejado del mismo. Por otra parte
en todo conjunto no vacio ij existe un vértice principal como minimo y dos
como maximo: v;k(z;), vki(zk), ambos vértices consecutivos pertenecientes a los

conjuntos V7, Vi’

Lema 4.2.10 Para cada asignacion factible A(V) de T, el conjunto de restric-
ciones Q(A(V)) es equivalente al conjunto

Q'(AV)) = {Xp € R?/ d(vj(z;), z;) < d(vjr(z;),2s), V3,8 € J, k € N(e;)}

el cual contiene un mdzimo de 2(p — 1) restricciones lineales, cada una de las

cuales es de la forma z; T z, < ¢j,, ¢js € R.
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Demostracion: Es consecuencia de la definicién y del lema 4.2.5 ya que, para cada
k € N(e;), el conjunto de restricciones {d(z;,v) < d(z,,v), Vv € ijﬂVj“, se J}
se puede sustituir por el conjunto {d(v;i(z;),z;) < d(vjk(z;),zs), s € [;, UL},
y por tanto por el conjunto {d(vjk(z;), ;) < d(vjr(z;),zs), s € J}.

Para la segunda parte del lema, en el caso no trivial V; # () se consideraran
las tres disposiciones de T analizadas en la demostracién del teorema 4.2.8 :

Radial, en Serie, y el caso general.

(a) El peor de los casos para la disposicién radial implica Vi=n-p. En
la asignacién A(V') considerada el vértice v estard asignado a algin servicio z,,
con s € J. Para cada uno de los p—1 caminos restantes P(v.,u;), ¢ # s hay como
maéximo dos vértices principales vy(zs), vis(zi), que dan lugar a dos restricciones
como maximo : d(z,,vsi(zs)) < d(zi,vsi(z5)) ¥ d(zi,vis(2:)) < d(z4,vi5(2:)), lo

que implica un maximo de 2(p — 1) restricciones para el espacio 2'(A(V)).

(b) El peor de los casos para V; cuando la disposicién de T es en serie
implica que en cada uno de los p— 1 caminos P;, i = 1,...,p—1 hay un maximo
de dos vértices principales, concluyéndose asimismo con un maximo de 2(p — 1)
restricciones para §'(A(V)).

(c) Cualquier otra disposicién de T se puede reducir a una combinacién de
las anteriores. En efecto, en el caso descrito en el apartado (c) del teorema 4.2.8
el nimero de restricciones que aporta a '(LA(V')) el subarbol conteniendo a los p;
primeras aristas es como maximo 2(p; —1), y el que aporta el subarbol conteniendo
a las p, aristas en serie es, como maximo, 2(p; — 1). Por tanto el nimero de

restricciones de §)'(A(V)) serd, como méaximo

2p 1) +2pz —1) =2 +p2-2) = 2(p - 1)
La tltima parte del lema se sigue de que para cada j € J, k € N(e;) la distancia
d(vik(z;), ;) es igual a d(vjr(z;),u}) + l(e;) — zj, si vy) es hijo de u} en el
postorden, o bien d(v;i(z;),u}) + z;, en caso contrario, y andlogamente sucede
para d(v;k(z;),2s), s € J, s # 7, lo que implica que cada restriccién de Q'(A(V))

es lineal y de la forma z; T z4 < cji, con cjx € R. 0

Por tanto, dada una asignacién A(V) la regién factible para el problema restrin-

gido PR(ey,...,ep) se caracteriza como el poliedro convexo

R(A) = E2 N QY (A(V))
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el cual esta determinado por un maximo de 2p + 2(p — 1) aristas, de las cuales
2p estan definidas por las restricciones lineales de X, € £” y las restantes por
Q'(A(V)). El problema restringido relativo a la asignacién A(V) se puede for-

mular como
PR(ey,...,epA) = min{z,(X,; A) / X, € R(A)}

donde z,(X,; A) es la funcién p-varianza relativa a dicha asignacién. Claramente
si V = 0, existe una tnica asignacién A(V) de T de regi6n factible R(A) = £?.

A continuacién se muestra un ejemplo para el caso p = 2. Para el par de
aristas {ej, ez} del arbol T (figura 4.9 (a)) se obtiene V = V;, = {uy, v, v'} que da
lugar a 4 asignaciones A;(V) de T, las cuales se muestran en la siguiente tabla,

Junto con las restricciones de §¥'(A4;(V)) (iltima columna de la tabla):

A, (V) u, € V3 d(u1, 1) 2> d(ug, z2) To—11 > 1
d(uy, z1) < d(ug,z3) zo—1; <1
d(v,z1) > d(v,z3) Ty —11 > -1
d(v,z,) < d(v,z,) ry— 1z < -1
d(v',z,1) > d(v', z3) Tg— 11 > —3
Ay(V) v eV d(v',z1) < d(v', z3) Ty —1; < -3

A (V) [ eV, veVy

As(V) | ve Ve, v e vy

Puesto que £2 = [0, 5] x [0,3] resultan las regiones factibles de la figura
4.9 (b).

T2

R(Ag)

I

(a) (b)

Figura 4.9



4.2. Problemas p-varianza en redes drbol 99

4.2.4 p-varianza relativa a una Asignacién

Para cada asignacion A(V') considerada en el problema restringido P R(ey, .. ., €,)
se obtendra a continuacion una expresién de la p-varianza en funcién de la loca-

lizacién de los servicios sobre sus respectivas aristas.

Definicién 4.2.11 Dada una asignacién A(V) en T, para cada vértice v; € V

se define la p-upla de pesos auxiliares (wjy, ..., w;,) tal que
w;, sl v; € Vja
wi; = .
0, si v;gVy
Por tanto si v; € V}* la p-upla de pesos auxiliares asociada serd: (0,... ,gi,-, ...,0)

ya que la tnica componente no nula es la j-ésima: w;; = w;, y wix = 0,Vk # J.
Lema 4.2.12 Dada A(V) en T, se verifica:

4
() VueV, Y wj;=uw

i=1

(ii) Siv; € VP, d(vi, Xp) = d(vi, ;) y wid(vi, Xp) = wijd(vi, z5)

Dada una Asignacién A(V) en T, sean z,(Xp;A) y zm(Xp; A) las funciones p-

varianza y p-mediana relativas a dicha asignacién. Del lema anterior se sigue:

Zm(Xp;.A) = Z wz vz, Z Zw d‘U,, P)

»%€EV €V j=1
P
= Y Zwu Vi, T;) =) ( > wijd(vi, ;) ) > zm,(z;
eV =1 j=l v, eV

donde
Zmi(25) = Y wid(vi,z5), jEJ

El peso total del drbol relativo a la componente j-ésima se define

wi(V) = ) wi

v eV
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de donde, por el lema 4.2.12 se sigue w(V) = 1 = ¥f_, w;(V) Manteniendo la
notacion V,; C V para los descendientes de u; (incluyendo a u;), y V,, = VAV,
se tiene
wi(Viy) = D wi
Vi€V,

que, segun las relaciones anteriores, implica: w;(V) = w;(V,;) + w;(V4,). Sea g;
el peso relativo j-ésimo asociado al vértice u;, definido: g; = w;(V4,;) — w;(V4,).
De lo anterior resulta:

9; = 2w;(Va;) — w;(V)

Entonces como z; € e; = [uj, vy(j)], Zm,;(z;) se puede expresar:

(
)=

2my(25) = Y wid(viyz;) = D wisld(vi,uj) + 6525
v EV v €V
1 1 v €V,
donde §;; = ’ Sf vi € 2 . Desarrollando esta expresién y utilizando las
-1, si vy; € V,,].

relaciones anteriores, resulta:
Zm;(25) = 2m;(u;) + zigi, Vi€ J

Anadlogamente, sea

sz'(ujaVuj)z Z wi;d(vi, u;)

'UiGVuj
Denotando por zm;(uj, Vi,) = zm;(u;) — zm,;(uj, Vi,), se tiene
Zm; (uj, Vu,) — Zm; (u]',V,:;) = 2Zm, (uj, Vuj) — Zm; (u;)

De igual forma se define para cada j € J

(2) Z wi;d(v;, u])

v EV

Aplicando el lema 4.2.12 a la funcién p-varianza, resulta:

Zs(Xp;A) = Z wi[d(vi,XP) - zm(XP;A)]z

eV
14
= ¥ > wld(vi,55) — zm(Xp AP
v eV j=1
P
= > ) wiild(vi,z;) = 2m(Xp; A))
i=1veV

= XP:( E w,'j[d('vi,xj) XmA)] ) ZZ’J

j=1 wev
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donde la componente j-ésima de la p-varianza es

25,(Xp) = Y wij[d(vi, 25) — 2 (Xp; A))?

v eV

que con un razonamiento analogo al seguido para la componente j-ésima de la

mediana, se puede expresar

25;(Xp) = D wijld(vi, uj)+zi—zm(Xp; AP+ D wisld(vi, uj)— 25— 2m(Xp; A))?

vi€Vy; vi€Vu;

Desarrollando cada uno de estos dos cuadrados y utilizando las relaciones previas,

resulta
2, (Xp) = 2 (u5) + w; (V)22 + 225{22m, (us, Ve, ) = 2m, (u5)]
+ zm(Xp; A)Pwi (V) — 220 (Xp; A)2m, (45) + 595]
Sumando en 7 = 1,...,p, se tiene
., p
zs(Xp; A) = szw, Zx,-(szj(uj,Vuj) - ij(uj‘))
7=1 7=1
14
+ Y 2y (4) = 2m(Xp3 A)?
Jj=1

El cuadrado de la p-mediana se puede expresar

Zm(Xp; A)? = [i (zvnj(uj) + mjgj)r = [Zp:zmj(ua ] + EngJ

1=1
+ 2 3 gthz$J+2ZngJ(Ezmk “k)
1<i<j<p =1 k=1

Incorporando este desarrollo a z,(X,; A) y agrupando términos resulta

14

2(Xpid) = 3 (w(V) - g2)2?

s
’ 14
+ 2X:[2zmj(uj,VuJ — Zm;(u;) — g,(szk(uk))]
i=1
aNge)
-2 gfgjxij+22m,(uj)—[sz,(uj)]
1<i<s<p j=1 j=1

Para cada j € J, sea:
Aj=wi(V)—g;
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P
B; = 2aim, (5, Vay ) = 2m, (45) = 95 (3 2ms (ur)
k=1
Cij = —gig;
4 @) P 2
D=3 2y (u3) = [ Y 2m, (u))]
j=1 j=1

Con lo cual la funcién p-varianza se expresa

z5(Xp; A) = ZAz +2ZBx,+2 > Cyziz;+D
j=1 1<i<j<p
donde los coeficientes Aj, B;, Ci;, D son constantes sobre toda la regién factible

R(A) correspondiente a la asignacién considerada.

Teorema 4.2.13 Para cada asignacion A(V) de T, la funcidn z,(X,;A) es es-

trictamente conveza sobre R(A).

Demostracion: Cuando X, € R(A) la funcién z,(X,;.A) viene dada por la ex-
presion cuadratica anterior. Por tanto la convexidad estricta de z,(X,; .A) quedara
probada verificando que la matriz hessiana es definida positiva (Rockafellar [52])
Para j € J, se tiene:

0z,(X,; A Ld
*i(anl—l = 2Aj:l:j + sz + 22 Cjk.’tk
: =
Por tanto
0%2,(Xp; A) 0%24(Xp; A) .
—ax;f‘——2Aa> W-—?Cn, J#k
obteniéndose la siguiente expresién para el Hessiano :
24; 2Cy; ... 2Cy,
2C0n 24y ... 20y
H(z(Xp; A)) =1 oeveiie
2C, 2Cp, 24,

Segin las expresiones obtenidas para los coeficientes de z,(X,; .A) el determinante

anterior es igual a

H(z,(X,; A)) = 2PA,
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con Ay =wy(V)—g? ypara [=2,...,p
wi(V)—gi  —g192

A = —gzgl wz(V?—gé

—915 —9:192

—g14i
—3g24i

wl(v) - 912

Probar e] teorema equivale a probar A; >0, Vi=1,...,p.

Si paraalgin j = 1,...,pes g; = 0, todos los términos de la fila y columna

j-ésima son 0 excepto el término de la diagonal, que es w;(V) > 0, resultando
que A; = wj(V)A-1, con lo que habria que probar A;_; > 0 (ya que no todos los
g; = 0). Por tanto se supondra que g; # 0, Vj = 1,...,p. En este caso, sacando

g; factor comun en cada columna j-ésima de A; para 7 =1,...,[, se obtendrd
w (V) — ¢2
(V) —gi - —a
9 V) )
w —
—92 2 % —g2
AJ‘ =aq...q g2
wi (V) — g?
—a —a wV)—gi
a
restando a las [ — 1 columnas la 1ltima, y posteriormente sacando factor comuin
|4
we(V) en cada columna, para k =1,...,[, resulta
Gk
2
91
1 0 -
wy (V)
2
92
0 1 -
Ar = wy(V)..w (V) wa(V)
i
g
-1 -1 -1 1—
wz(V)

sumando a la ultima fila la suma de las [ — 1 filas precedentes se obtiene un

determinante triangular superior, por tanto

Ar=w (V). (V)1 =3 2 (7)

y puesto que
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la anterior expresién se puede expresar

A = wl(V)...w;(V)[kzi:wk(V)_zl: ot ]

Pero en cada asignacién A(V), donde Vi* # 0, Vk = 1,...,p se verifica 0 <
wp(V) = we(Va, ) +wr(Ve,) < 1, y por tanto 0 < |g| < wp(V) < 1,Vk=1,...,p,
(la igualdad gx = wi(V) se daria sélo si uj fuese la raiz, lo que no sucede en el

postorden considerado). Por tanto
gk <wr(V)* <wi(V), Vk=1,...,p

lo que implica A; = w;(V) — ¢ > 0. Por otra parte, dividiendo la anterior

2
desigualdad por wg(V) > 0, k = 2,...,p se tiene wi(V) — wg(kV) > 0, Vk, de
k

donde se sigue A; > 0, Vi =2,...,p, lo que finaliza la demostracién. O

Como consecuencia, para cada asignacién A(V) de T el problema restringido
relativo a dicha asignacion

min z,(X,; A)

pR(el,,..,ep;A)E{ s. a. X, € R(A)
. a. P

es un problema de programacién cuadratica, que puede resolverse de forma exacta
por las técnicas correspondientes. Si bien uno de los primeros métodos de pro-
gramacién cuadrdtica se basa en una extensién del método simplex (Wolfe [60]),
las técnicas de resolucién mas recientes aplican el método del conjunto activo
(véase Luenberger [38]). El método del conjunto activo consiste en un método de
descenso de mayor pendiente sobre la superficie definida por las restricciones ac-
tivas. En cada iteracion de este método se ha de resolver un problema cuadratico
con restricciones de igualdad lo que implica, al plantear las condiciones necesarias
de Lagrange para el problema, tener que resolver un sistema que como maximo
tiene p+ (2p+ 2(p— 1)) = 5p—2 ecuaciones lineales. La resolucién de éste sistema
por métodos de eliminacion gaussiana aplicando la descomposicién LU se puede
efectuar en tiempo O(p?) (véase Golub y Van Loan [14]). Puesto que el niimero
de iteraciones necesario para llegar al éptimo es de orden O(p), resulta que el
esfuerzo computacional requerido para resolver cada uno de los subproblemas de

programacién cuadrética es de orden O(p*).
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Sea {Ai(V)}iz1,.,4 €l conjunto de asignaciones de T obtenidas para el
p-conjunto de aristas {ej,...,e,}. El comportamiento de la funcién p-varianza

25(X,) cuando cada z; € e, 7=1,...,pes

z2s(Xp; A1), si X, € R(A)

(Xp; Az), si X, € R(A
zs(Xp) = & p: s < g
zs(Xp; Ag), s Xp € R(A,)

Cuando q > 1 dos regiones factibles R(A;), R(Ait+1) son adyacentes si R(A;) N
R(Ais1) # 0. Segin lo expuesto, z,(X,) es estrictamente convexa en cada regién
factible, pero no es diferenciable en los puntos interseccion de regiones factibles

adyacentes.

Para p = 2 considérese el problema restringido PR(e;, e2) con e; = [vy, v3)
y ez = [vg, v10] sobre el drbol de la figura 4.10. En este caso, Viz = {v10}, siendo
v10 €l unico vértice principal, que da lugar a dos asignaciones, segin v1o € V}* 0
vio € V3.

0.051

Figura 4.10

Puesto que £2 = [0,2] x [0, 5] las regiones factibles correspondientes a cada asig-
nacién son:

R(A1) = 2N {(z1,22) € R?/ 2o — 21 < 0}

R(Az) = E2 N {(z1,22) € R?/ 23 — 21 > 0}

La funcién 2-varianza z,(z1,z2) queda definida mediante las funciones

zo((z1, 2); A1), 25((z1,Z2); A2) en sus respectivas regiones factibles. En la figura
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4.11 (a) se representan graficamente estas dos funciones en £2, y en 4.11 (b) la
grafica de la 2-varianza z,(z1,z,) en £%

10

St

R

81} :‘;{//,/
Z
6!l
41
0
10.5
5 X

() (b)

Figura 4.11

4.2.5 Algoritmo para la p-varianza

Segin los resultados precedentes, el algoritmo para resolver el problema de la
p-varianza sobre un arbol presenta el siguiente esquema basico: para cada p-
conjunto {ey,...,e,} de T, resolver el problema restringido PR(e,...,¢€,), para
lo cual se resuelve el subproblema PR(e;,...,e, : A) para cada una de las
N(ei,...,e,) asignaciones correspondientes, y se selecciona como solucién la
mejor de todas. La solucién del problema es aquella para la cual la funcién
objetivo alcanza el menor valor.

Para cada asignacion factible A(V) la resolucién de PR(ey,...,ep; A) re-

quiere la obtencién de la funcién z,(X,;A), cuya expresién estd en funcién de
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cinco valores auxiliares asociados a cada vértice inferior u; de la arista e; =

[uj,ve)], 7=1,...,p dados por:
. 2)
aux(7) = (wi(V), wi(Va,), 2m, (Us), 2m, (5, Vi ) 20y (15))

Estos valores se calculardn mediante un procedimiento recursivo, basado en una

actualizacién progresiva de los mismos cada vez que un vértice es asignado.

Caélculo de los valores auxiliares

Dada un p-conjunto de aristas {e;,...,e,}, p > 2, todos los valores auxiliares de
cada u;,7 = 1,...,p, toman inicialmente el valor 0, esto es:
INICIALIZACION:

Vi e J=A{l1,...,p}, hacer
wj(v) =0, wj(vuj) =0, zmj(uj) =0, Zm,‘(uj’vttj) =0, Zr(rfJ)(uJ) =0

Sea j € J tal que el vértice v, € V es asignado a V;*. La p-upla de pesos auxiliares

asociada al vértice vy sera:
(whl, e ,’whp), con wp; = 0,Vs # Jy Y Wh; = Wh

con lo cual la variacién del primer elemento de aux(y) tras la asignacién es

wi(V) = 3 wej = ) wej + wy
v,€V vsEV
s#h
por tanto w;(V') se actualiza haciendo w;(V) +— w;(V) + wy,. Anédlogamente se

procedera con los demads elementos de aux(j):
ACTUALIZACION:

Sea V el conjunto de asignacién del vértice vy € V, para algin j € J.

Entonces:

e Calcular:
wi(V) ¢— w;(V) + wy

Zm;(U;) — 2m;(u;) + wrd(vn, u;)

) (2
2 (1) €— 2y (u3) + wrd(vn, ;)
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e Si ademds v, € V., calcular:
w;(Vy;) ¢— wi(V,) + wn

Zm; (uj, ‘/14,) — zm,‘(uja Vu,') + whd(vh, uj)

Efectuando una pasada sobre los vértices de T se completara el proceso de ac-

tualizacién, obteniéndose los elementos de la matriz (aux( ])) . de valores
J= 1"'7p

auxiliares.

ALGORITMO p-VAR(T)

Paso 0
Calcular la matriz de distancias (D(u, v))
Inicializar X*(i) = (0,0), para cada i € J = {1,...,p}.
Sea Z suficientemente grande.

Paso 1
Sea {ej,...,€,} un p-conjunto que no haya sido considerado.
Hacer V? =0, para cada j = 1,...,p, V=01V=0.
Para cada j = 1,...,p, inicializar las filas

. (2)
aux(§) = (w;(V),0;(Vay ) 2m; (U5, 2m; (4, Vi ), 2pms (05))
de la matriz de valores auxiliares.

Paso 2
Repetir para cada 5 = 1,...,p:
* Calcular N(e;).
* Paracadake N(ej)conl1 <j<k<p
* * Obtener los vértices mas préximos entre si.

* * Inicializar Vj, = 0.

Paso 3
Repetir para cada v, € V:
x Si vy, verifica la proposicion 4.2.2 con algin j € J:
* * Actualizar aux(j), V? «— V7 U {vp}.
* En caso contrario
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* * Hacer V «— V U {v;}.
* * Si para algin k € N(e;) se cumple v, € Py, hacer
ij — ij U {vh}, ‘7,] VJ U {vh}.

Paso 4

Si V; = 0, entonces:

* SiV®#0, paraj=1,...,p, entonces:
* * Calcular z,(X,).
* x Resolver PR(ey,...,e;). Sea (z3,...,z};) la solucién.
* *+ Hacer Zp = z,(z},...,z}).
* x Ir al Paso 8.

* En caso contrario, Ir al Paso 8.

En caso contrario:

* Sea Zj suficientemente grande.

x Para cada j =1,...,p, hacer

aux(j) «— aux(j), \7]-“ «— V2

Paso 5
Seleccionar una asignacién A de V; que no haya sido considerada.
Para cada v, € V:
* Calcular j € {1,...,p} tal que vy reciba asignacién j-ésima en A.
* Actualizar aux(y), V.
Si V? = (), para algin j € {1,...,p}, entonces
* Ir al Paso 7.
En caso contrario:
* Para cada j=1,...,p:
*x * Calcular vértices principales en \7jk, paral <j<k<p.

Paso 6
Calcular z,(X,; A).
Resolver PR(ey,..., e, A).
Sea (z},...,7;) la solucién, Zy = z,((z1,...,2p); A).
Si Z§ < Zp:
x Hacer Zy «+— Z}, 2} +— z.,parat =1,...,p.

Paso 7
Si quedan asignaciones de V; sin examinar:
* Hacer aux(j) «— aux(j), V* «— V?,paraj=1,...,p.
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* Ir al Paso 5.
En caso contrario, Ir al Paso 8.

Paso 8
SiZy< Z:
* Hacer Z +— Zy, X*(i) = (z},u;), parat =1,...,p.
Si quedan p-conjuntos de aristas sin examinar:
* Ir al Paso 1.
En caso contrario, parar. Los valores Z, X*(:), V*, para i = 1,...,p,

)
constituyen la solucién del problema.

Analisis de la Complejidad

En el algoritmo, la resolucién del problema restringido, (Pasos 2 a 7) se ejecuta

para cada uno de los ( n-

! ) subconjuntos de p aristas de T'. Para cada uno
p

de estos casos, se requiere:

o Una pasada sobre los n vértices de V para determinar los conjuntos V y

Vs, efectuando una primera actualizacién de los valores auxiliares (Paso 3).

o Si ambos conjuntos son vacios, se resuelve el problema restringido (Paso
4). Si no lo son (Pasos 5 a 7) para cada una de las N(ey,...,e,) asigna-
ciones factibles se resuelve el correspondiente problema de programacién
cuadritica en tiempo O(p*).

En este ultimo caso, una vez seleccionada la asignacién, se efectda una pasada
sobre los vértices de V actualizando la correspondiente fila de valores auxiliares
segin la asignacion que reciban lo que, en el peor de los casos, supone visitar
p(n — 2) vértices (Paso 5). Después se resuelve el problema (Paso 6). Como
por el teorema 4.2.8 es N(ey,...,€,) < (n — 1)P71, la resolucién del problema
restringido requiere en el peor de los casos

p(n —1)"7}(n - 2)

pasadas sobre los vértices de T'. El esfuerzo computacional realizado es de tamafio

p4(n_l)ﬂn—ﬂw%n—%
P
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concluyéndose que la complejidad del algoritmo es de O(p® n??).

La aplicacién del algoritmo p-VAR(T) al caso particular p = 2 permite
resolver de forma exacta el problema de la 2-varianza en tiempo O(n*). En [37]
se efectia un estudio especifico de éste problema y de su resolucién. El interés
de este caso viene dado no sélo por motivos pricticos (de hecho la localizacién de
dos servicios ha recibido una atencién especial dentro del marco de la localizacién
multiple), sino también porque uno de los algoritmos heuristicos para el problema
de la p-varianza en un arbol se basa en una aplicacién reiterada del algoritmo

general para p = 2.

Ejemplo

Considérese €l arbol de n = 20 vértices descrito en la figura 4.12. La numeracién
de los vértices corresponde al postorden trasversal obtenido enraizando el arbol en
el vértice vy. Los pesos de los nodos normalizados a 1 se relacionan a continuacién

ordenados segin wv;, 1 =1,...,20:

0.0870105, 0.0712512, 0.05234, 0.0457498, 0.052531, 0.051958, 0.0179561,
0.0383954, 0.0155683, 0.0586437, 0.0848138, 0.0149952, 0.0219675, 0.0400191,
0.0522445, 0.0637058, 0.0511939, 0.0513849, 0.0503343, 0.077937.

Las tablas que siguen recogen los resultados obtenidos para el problema
- de la p-varianza mediante el algoritmo P-VAR(T) en los casos p = 2,3,4,5, y 6.
La primera columna corresponde al p-conjunto de aristas resultante, la segunda
columna a los puntos en donde se sitian los servicios, teniendo en cuenta que
el punto z} sobre la arista e; = [uj,vy;)] representa la distancia del mismo al
vértice inferior u;. En la dltima columna aparecen los correspondientes conjuntos
de asignacién. Asimismo, en las graficas que siguen estan representados los puntos

solucién para cada valor de p.
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O — 2-varianza
m — J-varianza

p=2

V11

v7

Ve

V4

Figura 4.12

€1 = [Us, '020]

z} = 2.197612

{vl, V3, U3, V18, V19, 20}

€2 = [010, 016]

=3 = 7.052813

{v4a Us, Vg, U7, Ug, Vg, V10, V11,

V12, V13, V14, V15, V16, 017}

2,(X3) = 70.20694

p=3

€ = [Us, vzo]

z] = 2.869212

{Ul, V2, U3, V17, V18, V19, Uzo}

€2 = {097 Um]

z} = 2.985709

{’047 Vs, Vs, V7, Us, Vg, V10, UIG}

€3 = [012, 015]

z3 = 3.395094

{Uu, V12, V13, V14, ”15}

2,(X2) = 25.80319
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O — 4.varianza

® — bS.varianza

p=4

Figura 4.13

€1 = [02, Us]

ot = 3.86229

{UI) V2, Vs, '020}

€2 = [1’9, Ulo]

z; = 2.368114

{’04, Vs, Vg, V7, Vg, Vg, le}

€3 = [012, 015]

5 = 3.517922

{vn, V12, Y13, V14, vls}

€4 = [7)17, 019]

% = 4.89929

{vle, V17, V18, 019}

2,(X7) = 16.70724

pP=3

€1 = ['02, ’U3]

zt = 3.801386

{v17 U2, U3, vZO}

€2 = [1)4, '010]

z} = 8.215996

{04, Us, 1’10}

e3 = [vs, Vo)

x4 = 9.906876

{UG’ U7, Vs, UQ}

€4 = [012, Uls]

z; = 3.560234

{‘011, V12, V13, V14, vls}

€5 = ['017, ’019]

% = 5.399768

{016, V17, V18, ’019}

2,(X?) = 11.21909
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Figura 4.14
p=6
e; = [vq,vs) | 2} = 2.681717 {v1,v2,v3}
ex = [v4,v10] | z5 = 8.732145 {v4, vs,v10}
es = [vs,vg] | 23 = 10.37667 | {ve,v7,vs, v}
eq = [v11,v12) | z§ = 6.01409 {v11,v12}
es = [vis,v16] | 5 = 3.044754 | {v13, V14, V15, V16}
es = [v17,V19] | 5 = 6.930499 | {vi7,v18, V19, V20}

z,(X2) = 10.1433

1

(%4

Ve
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4.3 Algoritmos heuristicos para una red arbol

Si bien para cada valor fijo de p la complejidad del algoritmo de la p-varianza
es polinomial en el nimero n de nodos, para p variable resulta exponencial. En
efecto, dado que resolver el problema p varianza para un valor dado de p requiere

-1

resolver problemas restringidos PR(ey,...,€,), €l tiempo requerido

para resolver todos los problemas p-varianza desde p = 1 hasta p = n — 1 para

cualquier valor dado de n es como minimo:

= n—1 n—-1 _ 1 __ n
E( ) )_2 1=0(2")

p=1

que es exponencial en n.

Por otra parte el problema p-varianza es un problema de localizacién con-
tinuo, (en el sentido de que los servicios pueden localizarse en un subconjunto
infinito de N?) que carece de CDF. Los 20 problemas de localizacién estudiados
por Hooker, Garfinkel y Chen [27] son tambien continuos y NP-duros en redes
generales, pero presentan todos CDF, el cual puede calcularse a partir de la ma-
triz de distancias y sin que sea necesaria la evaluacién de la funcién objetivo del

problema.

Sin embargo el estudio efectuado hasta ahora muestra que para cada p-
conjunto {ey,..., ey} el minimo de la funcién p-varianza se alcanza en un punto
de &P cuyo célculo requiere resolver un conjunto de problemas de programacién
convexa, y su localizacién depende no solo de la estructura del arbol considerada,
sino también de la funcién objetivo p-varianza, que varia con las longitudes de las
aristas y los pesos de los vértices. No existe por tanto CDF para cada uno de los
problemas restringidos, lo que segiin el trabajo de Hooker, Garfinkel y Chen [27]
implica que no existe CDF para el problema de la p-varianza.

Consecuentemente el problema de la p-varianza no puede ser discretizado,
y por tanto la resolucién exacta del problema es factible o bien para drboles
de pequefio tamafio, o bien para valores pequefios de p. Resulta aconsejable
disponer de procedimientos heuristicos que proporcionen soluciones aproximadas

al problema con menor esfuerzo computacional.

A continuacién se describen dos algoritmos heuristicos para el problema
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de la p-varianza en un arbol T

e El primero es un algoritmo secuencial voraz (véase Brandeau y Chiu [3]):
En cada etapa se aumenta en uno el nimero de servidores de forma que
las k localizaciones obtenidas al final de la misma son tanto la solucién
heuristica al problema de la k-varianza como el punto de partida para la
siguiente adicidn.

¢ El segundo algoritmo combina la aproximacién del primero con la resolucién
exacta del problema restringido relativo al conjunto de k aristas correspon-

diente a los servicios localizados.

4.3.1 Algoritmo heuristico H;(T)

Considérese el p-conjunto {ey,...,e,} y sea X, = (z1,...,2,) € EP una locali-
zacién de p servicios sobre el p-conjunto (no necesariamente la éptima) tal que

A(V) = {V{,...,V;}} es la asignacién inducida por tal localizacién.

Definicién 4.3.1 Para cada ¢ = 1,...,p, se llama subdrbol de asignacién T? a
la componente conexa de T' cuyo conjunto de vértices es V*.

Por tanto, cada localizacion X, € £? induce un conjunto de arboles de asig-
nacién en T: {T},...,T;}, denominado bosque de asignacién, formado por los
subarboles correspondientes a los respectivos conjuntos de asignacién.

Definicién 4.3.2 Sea {T7,...,T7} el bosque de asignacién inducido por una
localizacion X, € £P. Para cada i = 1,...,p se denominara varianza relativa de
z; a la expresién

Zm(zi)72
— Wi |d(vp, Ti) — —7==
7] 5, wuldon ) = iy

zm.(x,)
wi(V) ]

zs(zi, T{)R

1)

I
™
i
S S
=3

T
.5‘3

donde zpm;(z:) = Y wjid(vj, z:).
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Puesto que si vy € V?, wy; = wy, se tiene

wi(V)= > w= Y wp=w(V)

'U;IEV thV‘-a
Para cada : = 1,...,p se definen los pesos
N Whi Wh a
wl = = Yh €V,
T w(VeE) T w(Ve) '
entonces para i = 1,...,p, {wl, v, € V®} representa el sistema normalizado de
pesos de T?, esto es:
> wy=1
’U;.GVi“

Sea TN el subarbol de asignacién T? de sistema normalizado de pesos y 21y (z;)
la funcién mediana de z; en T/N. Por las relaciones anteriores dicha mediana se

expresa

zﬁi(zi) = Z wﬁd(vh,x;) = —1-/.—‘1) Z wh;d(vh,z.‘) = ﬁzm;(zi)

vhEVE w( t J ypeV

y por tanto la varianza relativa de z; resulta

2
z(zi, TP )R= ) wﬁ[d(vh,wi)—Zﬁ.(xi)] = z,(zi, T}")
‘UhGV'-“
Resultando que la varianza de z; relativa a su subdrbol de asignacién T} es la

1-varianza de z; en el arbol TN.

El algoritmo heuristico H;(T') que sigue opera de la siguiente forma: su-
poniendo que ya estan localizados k servicios, en la etapa k-ésima se selecciona
el subarbol de asignacién cuyo servidor aporta la mayor varianza relativa como
candidato a recibir un nuevo servicio, sustituyendo el servicio existente por 2
nuevos servidores, que son la solucién al problema de la 2-Varianza en dicho
subérbol. De este proceso destacan dos aspectos:

(i) La eleccién del subdrbol que recibe el nuevo servicio, como aquel en donde la
nueva localizacién resulta mas eficaz al provocar el maximo decrecimiento en la
(k + 1)-Varianza.

(ii) El servicio que se afiade no resulta de una simple adicién a los k existentes,
sino que supone ademds una relocalizacidn del servicio que atendia al subdrbol
elegido, al ser éste sustituido por la 2-Varianza en el subarbol. Se contempla, por
tanto, la interaccién de ambos servicios entre si.

Por tanto, una descripcién esquematica del algoritmo seria:
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e Inicialmente, localizar la 2-Varianza (z}, z3).

e Suponiendo k servicios localizados, repetir hasta que k = p:

— Seleccionar el subarbol T tal que z,(z?, T )r = max;=1,..x 2s(z}, T7 )R-

— Sustituir z} por las dos localizaciones obtenidas al resolver el problema
de la 2-Varianza en T?.

El paso de k servicios a k+1 servicios, realizado en la etapa k-ésima del algoritmo,

requiere las cuatro fases siguientes:

1)

Seleccién del subarbol de asignacién.

Si el maximo valor de las varianzas relativas se alcanzara en un subconjunto

de subérboles {T7,..., T} }, se seleccionard de éste conjunto el subarbol que
’ . N ’ 7’ . Id

presente maximo valor de zmj(-), y caso de alcanzarse éste maximo en mas

de un subarbol, la seleccién sera arbitraria.

Las varianzas relativas y demas valores necesarios para la seleccién se ob-
tienen a partir de los valores auxiliares asociados a los k servicios exis-
tentes de la siguiente forma: Sea T} el subédrbol de asignacién relativo a
z} € [ui, vyj)] con el postorden trasversal inducido por el de T', (restriccién

a T} del postorden de T). Por la proposicién 1.5.4 se tiene
z,(a:;-‘, TJN) = A;-Vm;-‘z + 2Bj~vac;f + C’;V
Donde Af’ , B}V , C'J‘-V son los coeficientes de la 1-varianza en TJ-N . Por tanto
Al =1 (g (uy))’

BN = 2zﬁj(uj, VuJ) —-(1 +9§V(Uj))zrlx,- (u5)

J
CN =20 N(u;) — [N (u))]?

1
Donde g;V(uj) =2 Z w,ij—- E W = m[Q E Whj — E 'whj]
j

w.EVuJ-ﬂV;‘ vaVJ.“ Vhevuj 'UhEV
ya que wy; =0, si vy ¢ V7, resultando

Neoy gj(u;)
gj (uJ) - w(V“)

i
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2)

3)

. 1
Anilogamente z,]xj (uj, Vo) = — Y wa;d(vh,u;), por lo que
U)(V7 ) ‘Uhevuj
N 1
zm,-(uj’ Vu;) = Wzmj(uj’ Vu_;)

.’ N .’
Y también 25 (u;) = Y whid(vk, u;)?, obteniéndose
‘vhev‘;’

1
2 (u;)

@Ne =
zTTQIj ('U,]) - w(‘/}a) my

Mediante estas relaciones se obtienen de forma inmediata las varianzas re-
lativas a partir de los valores auxiliares asociados a los k servicios ya loca-

lizados.

Resolucién del problema de la 2-Varianza.

Supdngase sin pérdida de generalidad que T} es el subarbol seleccionado en
la fase anterior (para lo cual basta una reordenacién de los k — 1 restantes
subindices de forma que el subdrbol seleccionado sea el k-ésimo). Sea Wy =
w(V;2) con lo cual el sistema de pesos de T} se escribird
N Wk a
wy =, VheV,
h Wk ) k
Sea z} € [uy,vyy)], T3 € [u3, vi(y)] la solucién al problema de la 2-Varianza
en T,y V{, VJ los respectivos conjuntos de asignacién. El algoritmo 2-

VAR(T}) produce ademas los correspondientes valores auxiliares asociados

!
)

a cada u! y a V/, que para 2 = 1,2 son

aux'(i) = (w¥ (V) wl (Via), 28, (ud), 2 (ul, Var), 28N () (42)

Sustitucién de z} por el punto 2-varianza.

En este caso, hacer

* ! * !
T I Tpy € 2y
Up — U} Ukg1 — Ug
Vi — W Vi —V,

y los correspondientes valores auxiliares aux(k), aux(k+1) asociados a estas
dos nuevas localizaciones se calculan sin méas que multiplicar los obtenidos
en (4.2) por W;.
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4) Actualizacién de los valores auxiliares.
En esta fase se actualizan los conjuntos de asignacién y los valores auxiliares
asociados a los k+1 servicios, ya que la sustitucién del servicio existente por
los dos nuevos servicios puede alterar la distribucién de los vértices sobre

los conjuntos de asignacién. Para ello se opera como sigue:

Para : = 1,...,k — 1, examinar cada vértice v, € V. Si d(vs,z}) >
d(v, x;‘), para algun j = k, k + 1, asignar v, € V}, y actualizar los valores

-1, sig=1:
’ 1 l_ . Entonces

auxiliares asociados a zj, z7}, definiendo §, = { L &
sig=]
?

para q =1,j calcular
w(Vy?) = (V) + b

qu(uq) = qu(uq) + quhd(vh’ uq)
z,(,?z(uq) = zg:(uq) + 8qwnd(vn, uq)2

Si ademas vy, € V,,, hacer
w?(‘/uq) = w‘I(‘/“q) + (Sqwh

qu(uq, ‘/'“-q) = qu(uq, V‘“q) + quhd(v"ﬂ uq)

ALGORITMO H,(T)

Paso 0
Calcular la matriz de distancias (D(u, v))
Seak+— 1, T¢«+T.
Para cada : = 1,2, inicializar aux(i).

Paso 1
Resolver el problema 2-varianza en T¢.
Obtener la solucién X*(j) = (z},u;), V}, aux(j), para j = 1,2 mediante
el algoritmo 2-VAR(T}).
Hacer k «+— k+ 1.

Paso 2
Para cada j = 1,...,k calcular z,(z},T})r, z:l,(a:;‘)
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Calcular I, = {j1,...,ju} C {1,...,k} tal que para todo i € I, se
verifique

z,(2}, T7)r = max{z,(z},T})r, j = 1,...,k}

Si |I;maz| = 1, seleccionar T?, i € I,,,..
En caso contrario:

* Calcular I’ C I,,,, tal que para todo i € I’ se verifique
N - N " .
zm;(mi) = max {ij(l'j),_] € Imaz}
* Si|I'| =1, seleccionar T?,i € I'.
* En caso contrario, seleccionar arbitrariamente 77, i € I'.

Paso 3
Si ¢ # k, reordenar subindices.
Sea T} el arbol seleccionado.
Hacer Wy «+— w(V}?).
Calcular pesos normalizados de T§.

Paso 4
Resolver el problema 2-varianza en T}".
Obtener la solucion: X'(i) = (z},ul), V/, aux'(7), 1 = 1,2, mediante el
algoritmo 2-VAR(T}).

Paso 5
Para cada: =1, 2;
* Hacer z; ;) «— i, X*(k+1i—1) +— X'(1), Viioy) — Vi,
U(k4iz1) € Ui
* Actualizar aux(k + ¢ — 1) «— Wy aux'(z).

(Fase 3 de sustitucién).

Paso 6
Repetir para cada:=1,...,k—1:
* Para cada v, € V?*
* x 8i d(h,z}) > d(h,z}), para algin j = k, k + 1, entonces:
actualizar aux(z), aux(j) (fase 4).

Paso 7
Hacer k «+— k + 1.
Calcular z,(X}).
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Si k < p, entonces ir al Paso 2.
En caso contrario parar. Los valores z,(X}), X*(), V2, i = 1,...,p

constituyen la solucién aproximada del problema.

Analisis de la Complejidad

El algoritmo para la 2-Varianza sobre T', de complejidad O(n?), se ejecuta

por primera vez en el Paso 1.

Los pasos 2 a 5 constituyen la etapa k-ésima del algoritmo: paso de k
a k + 1 servicios. El esfuerzo computacional de esta etapa es nuevamente el
requerido para el algoritmo de la 2-Varianza: O(n*), ya que tanto el célculo
de las varianzas relativas como la seleccién del subarbol de asignacién (paso 2)
se efectia en tiempo O(p). Ademas la actualizacién de los valores auxiliares
es lineal. En efecto, dicha actualizacién (paso 6) es de orden O(n), ya que se

examinan todos los vértices de los conjuntos Vi =1,..., k— 1.

Finalmente, puesto que para p servicios el algoritmo de la 2-Varianza se
ejecuta p — 1 veces, el esfuerzo computacional requerido es (p — 1)O(n*). La

complejidad del algoritmo es polinomial en n: O(pn*).

Ejemplo

Considérese el arbol descrito en el ejemplo anterior (Figura 4.12). En las siguien-
tes tablas se muestran las sucesivas etapas obtenidas al aplicar el algoritmo H;(T)
para p = 6. Alfinal de cada etapa la solucién obtenida es a su vez la aproximacién

heuristica para el nimero de servicios calculados en dicha etapa.

Inicio: 2-Var(T)
p=2 zs(z}, TR
e1 = [vs,ve0] | 2} = 2.197612 {v1,v2, 3, V18, V19, V20 } 29.55497

{vs, vs, ve, v7, vs, Vg, V10, V11

{012, V13, V14, V15, V16, 017}

ez = [v10, v16] | 25 = 7.052813 79.97488

2,(X3) = 70.20694
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k=2—k=3

[ J—
Vz = {v4, Us, Vg, U7, U8, Ug, V10, V11, V12, V13, V14, V15, V16, 017}

2-VAR(TN)

e; = [ve,v10] | } = 3.93459 V/ = {v4, vs, ve, v7, Vs, Vg, V10, V16, V17}

ey = [vi2,v15] | 2}, = 3.363536 V; = {v11, V12, V13, V14, V15}

p=3 zs(z}, TR
er = [vs,v30] | z] = 2.197612 {v1, v2, 3, V18, V19, V20} 29.43143
ez = [vg,v10] | 25 = 3.93459 | {v4,vs, Vs, v7, Vs, Vg, V10, V16, V17} | 25.07414
es = [vig, v1s] | 25 = 3.363536 {v11, V12, V13, V14, V15 } 15.17227

2,(X3) = 26.09793

k=3 —k=4

Vi = {v1,v2,v3, v18, 19, vao}

2-VAR(TY)

el = [v1,v9] | 2| = 4.622384 V! = {v1,vq,v3}

e}, = [vis, v19] | Th = 5.890223 Vi = {vis, v19, 20}

p=4 zs(z}, T )R
e1 = [ve,v10] | 2} = 3.93459 | {vg,vs, Vs, v7, Vs, Vg, V10, V16} 21.7732
ez = [v12,v15] | 5 = 3.363536 {v11, V12, V13, V14, V15 } 15.17227
es = [v1,vq] | z3 = 4.622384 {v1,vq,v3} 7.16639
eq = [v18,19] | T = 5.890223 {v17,v18, V19, V20 } 10.07637

2,(X7) = 21.03601

En este caso, en la fase de actualizacién se ha efectuado un reajuste de
los conjuntos de asignacién: el vértice v;7, que antes del algoritmo 2-VAR(TY)
pertenecia al conjunto V;*, (V;* antes de la reordenacién), es posteriormente asig-

nado a V2, ya que d(vi7,z7) > d(vi7, 23).
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k=4—k=5

a
V4 = {U-h Us, Us, VU7, U8, Vg, V10, vls}

2-VAR(TY)

ey = [v4, v10]

x| = 9.637732

Vl' = {04, Vs, V10, le}

8,2 = ['087 v9]

!, = 9.437569

‘/21 = {'06, U7, Vs, ’Ug}

p=>5 zs(z}, T )R
e1 = [viz,v15] | 2} = 3.363536 | {v11, V12, 13, V14, V15} | 15.17227
ex = [v1,v2] | x5 = 4.622384 {v1,vq,v3} 7.166386
ez = [vis, V19 | 73 = 5.890223 {v17, V18, V19, V20} 10.07637
eq = [v4,v10] | =} = 9.637732 {v4, Vs, V10, V16} 14.89047
es = [vs,v9] | z% = 9.437569 {ve, v7, s, Vo } 9.373413

2,(X2) = 15.363236

k=5—k=6

Vgt = {v11, v12, V13, V14, v1s}

2-VAR(TY)

6'1 = [Uu, ”12]

x|, = 4.210671

V1' = {Uu, Ulz}

6'2 = [013, 014]

z) = 5.663213

Vg’ = {013, V14, ’Uls}

p=6 zs(z}, T )R
e1 = [v1,vy] | 27 = 4.622384 {v1, v2,v3} 7.166386
ez = [vis, v19] | 23 = 5.890223 | {v17,v18,v19,v20} | 10.07637
e3 = [va,v10] | 23 = 9.637732 | {v4,vs, V10, V16} 14.89047
eq = [vs,ve] | 23 = 9.437569 | {ve,v7,vs,Ve} 9.373413
es = [vi1,v12] | 75 = 4.210671 {v11,v12} 0.2471409
es = [v13,v14] | z§ = 5.663213 {vi3, V14, v15} 6.055662

z,(X2) = 13.69938

4.3.2 Algoritmo heuristico Hy(T')

Modifica el algoritmo anterior resolviendo de forma exacta el problema restringido

relativo a las aristas obtenidas. Concretamente, el algoritmo H,(T') opera como
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sigue: suponiendo ya localizados k servicios, en la etapa k-ésima se localizara un
nuevo servicio segin el procedimiento descrito en H;(7T') para, sobre las k + 1
aristas resultantes, obtener la localizacién 6ptima sobre las mismas. La solucion

obtenida es una aproximacién heuristica mejor que la que proporciona H;(T).

Una descripcién esquematica del algoritmo seria:

o Inicialmente, localizar la 2-Varianza (z}, z}) en sus aristas correspondientes

{61, 62}-

e Suponiendo ya localizados k servicios (z7,...,z}) respectivamente en las

aristas {ej,..., ek}, repetir hasta que k = p:

— Seleccionar (mediante el criterio descrito en Hy(T')) un subérbol T7.

— Resolver el problema de la 2-Varianza en T?, y sustituir la arista e;
por las dos aristas correspondientes a las dos localizaciones obtenidas,

resultando el (k + 1)-conjunto {ey,...,€xt1}.

— Hacer k = k 4+ 1 y resolver el problema restringido PR(ey,...,€x).

El paso de k a k+1 servicios se efectiia en la etapa k-ésima del algoritmo y
consta de 4 fases, de las cuales las dos primeras son iguales a las correspondientes
del algoritmo H,(T'), y las dos siguientes son como sigue: Supéngase sin pérdida
de generalidad que el subarbol seleccionado en las fases precedentes es Ty, (en
caso contrario se reordenan los subindices), y sean z} € ) = [u}, vy)), 23 € €3 =

[u3, vi(z)] la solucién 2-varianza obtenida aplicando el algoritmo 2-Var(T}Y).

3) Sustitucién de la arista e, por las dos aristas obtenidas haciendo e; «— ¢€;
Y €ky1 — €.

4) Resolucién del problema restringido PR(ey,...,ex+1), (pasos 2 a 7 del
algoritmo p-Var(T') para p = k + 1). Para ello se resuelve el problema
PR(ey,...,eks1; A) para cada una de las N(ey, ..., ex+1) asignaciones exis-

tentes.
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ALGORITMO H,(T)

Pasos 0, 1, 2, 8
Igual que los Pasos 0, 1, 2, 3 del algoritmo H,(T).

Paso 4
Resolver el problema 2-varianza en T}".
Obtener la solucién: X'(z) = (zi,u!),7 = 1,2, mediante el algoritmo 2-
VAR(TY).

Paso 5
Hacer e, +— €} = [u}, vy)), exs1 +— €5 = [ug, vjy).
Hacer V =0, V; = 0, Vi=0,paraj=1,...,k+1.

Inicializar a cero las filas aux(j), s = 1,...,k + 1 de la matriz de valores
auxiliares.

Paso 6
Resolver el problema restringido PR(ey, . . ., ext+1) (pasos 2-7 del algoritmo

p-Var(T), con p=k +1).
Obtener la solucién X = (z3,...,25,1), V7, aux(j), paraj=1,...,k+1.

Paso 7
Hacer k +— k + 1, z,(X}) «— Zo, X*(3) = (2},u;), para i =1,...,k.
Si k < p, entonces
* Ir al paso 2.
En caso contrario parar. Los valores z,(X), X*(i), V;*, parai =1,...,p

constituyen la solucién aproximada del problema.

Anailisis de la Complejidad

Al igual que en H;(T') la complejidad de los pasos 0 a 3 es O(n*).

Los pasos 4 a 7 constituyen la etapa k-ésima del algoritmo (paso de k a
k + 1 servicios). El paso 4 se ejecuta en tiempo O(n*). La complejidad de los
pasos 5 a 7 viene dada por el paso 6 donde se resuelve el problema restringido
PR(e;,...,ek+1). La obtencién y resolucién de cada uno de los N(ey,...,€xt1)

subproblemas de programacién cuadratica tiene una complejidad de O(p®(n —
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2)) (con p = k+1). Como por el teorema 4.2.8 en el peor de los casos es
N(ey,-..,ex+1) < (n—1)F, la complejidad del paso 6 resulta O((k+1)3(n—2)(n—
1)¥). Por tanto, la etapa k-ésima se ejecuta en tiempo O(n?) + O((k + 1)5n¥+1).

Dicha etapa se repite p — 2 veces, hasta que k + 1 = p, resultando que la
complejidad del algoritmo es

O(n*) + (p — 2)[0(n) + O(p°n?)]
y por tanto de orden O(p®n?).

Para valores pequefios de p: p = 3,4, el algoritmo H3(T") proporciona
mejores soluciones que el algoritmo H;(7") pricticamente con el mismo esfuerzo
computacional. Esta mejora persiste para valores superiores de p, aunque la com-
plejidad de Hy(T') aumenta considerablemente respecto a la del algoritmo H,(T').
Para valores bajos de p es preferible por tanto Hy(T'), y para valores mis eleva-
dos la eleccién del algoritmo dependera de factores de decision complementarios,

(mejora de la aproximacién frente a aumento de complejidad).

Ejemplo

El algoritmo H,(T') aplicado al arbol de los ejemplos precedentes proporciona los

siguientes resultados:

k=2—k=3

‘/2a = {04, Us, Vs, U7, Us, Vg, V10, V11, V12, V13, V14, V15, V16, U17}

2-VAR(TY)
6’1 = [’Ug,’vlo] (L"l = 3.93459
6'2 = [’012,’015} $,2 = 3.363536

Aristas: {[vs, vaa], [Ve, V10, [V12, 15}

p=3 z,(z}, TR
e1 = [vs,v20] | T} = 2.869212 | {v1,vs,V3, V17, V18, V19, V20} 33.78128
ez = [ve,v10] | T3 = 2.985709 | {vs, vs, Vs, v7, Vs, Vg, V10, 16} | 20.53897
€3 = {1)12, 'U15] iL‘; = 3.395094 {1)11, U192, V13, V14, ’015} 15.1675

2(X3) = 25.80319
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k

=3 —k=4

Vsa = {Ul, U2, U3, V17, 'UIS,'UIQ,'UZO}

9-VAR(TY)
e} = [v2, v T} = 2.207472
ey = [v17, V19) z), = 7.455261

Aristas: {[ve, v10], [v12, v13], [V2, v3], [v17, v19]}

p=4

z,(x:-‘, Tia)R

€1 = [09, Ulo]

z] = 2.376945

{04, Vs, Vs, U7, Vg, Vg, V10, }

22.18245

€2 = [vu, v15]

z; = 3.522978

{Uu, V12, V13, 014,1)15}

15.15936

€3 = [UZ) US]

3 = 3.582458

{vla V2, 'U3}

10.02628

€4 = [017, 019]

z = 5.485034

{vle, V17, V18, V19, Uzo}

8.391546

2,(X7) = 16.90957

k=4—k=25

‘/4!1 = {’047 Vs, Vs, U7, Ug, Vg, UIO}

2-VAR(TF)

6'1 = [04, vlo]

z| = 8.019595

ey = [vs, Vo)

z!, = 9.722553

Aristas: {[vi2, v15], [v2, vs), [V17, V19], [V4, V10], [Vs, Ve }

P=5 zs(z}, TP )R
e1 = [vi2,v15) | 27 = 3.560234 | {v11,v12,v13, V14, v15} | 15.16363
ez = [vg,v3] | 23 = 3.801386 {v1,v2,v3,v20} 10.00013
es = [v17,v10) | =3 = 5.96115 {v16, V17, V18, V10 } 10.08291
es = [v4,v10] | =3 = 8.215996 {v4, s, v10} 6.636193
es = [vs,v9] | =5 = 9.906876 {ve, v7, s, Vo } 9.534378

2,(X2) = 11.2873
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k=5—k=86

Vst = {v11, 012, 13, 14, Vis}

2-VAR(TN)

6'1 = [Uu, Ulz]

x| = 4.210671

6'2 = [U13, v14]

zh = 5.663213

Aristas: {[’02, US], [’U17, 019]7 ['04, le], [UB, 09]3 [vlla UlZ]v [’l)13, 'U14]}

p=6

zs(:z:f, Tia)R

€1 = [vz, Ua]

3 = 2.231105

{Ul, V2, Us}

€2 = [017, 1119]

z} = 7.429067

{U17, V18, V19, Uzo}

€3 = [04, '010]

% = 9.105681

{'U4, Us, Ulo}

€4 = [v8) 09]

% = 10.71666

{UG) v7, Us, 'Ug}

€5 = [vu, 012]

z% = 5.38736

{’011, U12}

€6 = [’013, 014]

T3 = 4.628053

{013, V14, Uls}

2,(X2) = 11.02435

En las siguientes tablas se comparan los resultados proporcionados por
los dos heuristicos con los del algoritmo P-VAR(T') para cada uno de los casos

considerados, (salvo para p = 2 ya que obviamente son los mismos). Cuando el
113 b

resultado sea el mismo se representara con un guion:

p=3
P-VAR(T) Hy(T) H,(T)
€i T3 € zy e x;
[v3, v20] | 2.869212 — — —_— 2.197612
[ve, v10] | 2.985709 — — — 3.93459
[v12, v15] | 3.395094 — —_ — 3.363536
z5(X3) = 25.80319 — z; = 26.09793
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p=4
P-VAR(T) Ho(T) H,(T)
€ z; €i z; e z!
[v2,vs] | 3.582458 || — — [v1,vs] | 4.622384
[ve, v10] | 2.376945 — — —_ 3.93459
[v12,v15] | 3.522978 —_ — — 3.363536
[vi7,v16] | 5.485034 || — — |l [vis,v19] | 5.890223
z,(X5) = 16.90957 — z¥ = 21.03601
p=>5
P-VAR(T) Hy(T) H,(T)
€; m’: €; :l:’: €; x:‘
[v2,v3] | 3.801386 — — [v1,v2] | 4.622384
[vs, v10] | 8.215996 —_ —_ —_ 9.637732
[vs,ve] | 9.906876 — — — 9.637732
[v12,v16] | 3.560234 || — — — | 3.363536
[vi7,v19) | 5.96115 — —_ [v1s, v19] | 5.890223
2(X2) = 11.2873 — 2+ = 15.363236
p=©6
P-VAR(T) Hy(T) H,(T)
€i i € T} € z}
[v3,vs] | 2681717 || — | 2.231105 | [v1,v2) | 4.622384
[vg,v10] | 8.732145 —_ 9.105681 —_ 9.637732
[vs,ve] | 10.37667 — 10.71666 _— 9.437569
[v11,v12] | 6.01409 — 5.38736 — 4.210671
[v1s, v16) | 3.044754 || [v13, vi] | 4.628053 | [v13, v14) | 5.663213
[v17,v19) | 6.930499 —_ 7.429067 | [v18,v19) | 5.890223

2,(XZ) = 10.1433

2: =11.02435

z: = 13.69938
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En este ejemplo se observa cémo las soluciones proporcionadas por Hz(T)
son siempre mejores que las de Hy(7T'). Ademas la solucién exacta es alcanzada
por Hy(T') en los casos p = 3,4,5 comenzando a desviarse en p = 6. En este
ultimo caso el porcentaje de aumento que sobre la funciéon objetivo proporciona
H(T) respecto del 6ptimo es inferior al 10% (un 8.68%). En todos los valores
estudiados de p las soluciones producidas por Hy(T') se desvian del 6ptimo, y a
partir de p = 4 estdn situadas en otras aristas. El aumento porcentual de la
solucién producida por Hy(T') respecto del valor éptimo estd en torno a un 30%
(35.05% en el caso p = 6).

4.4 Problemas p-varianza en redes generales

Sobre redes generales el problema de la p-varianza es NP-duro, por tanto se han
de utilizar procedimientos heuristicos para obtener soluciones aproximadas del
problema. Otros problemas NP-duros en redes generales, como los clasicos del
p-centro y la p-mediana, han sido tratados mediante una gran variedad de algo-
ritmos heuristicos, no sélo porque permiten abordar problemas de gran tamaiio,
sino porque proporcionan buenas soluciones iniciales para los algoritmos exactos,
los cuales convergen mds rapidamente. Los algoritmos heuristicos disefiados para
estos problemas trabajan sobre un CDF que contiene alguna solucién dptima: el
conjunto V de vértices para la p-mediana (Hakimi [16]), y el conjunto de |E||V|?
centros locales para el p-centro (Kariv y Hakimi [28]). Por esta razén no es de
extrafiar que la aproximacién obtenida coincida con la solucién 6ptima en mas

de una ocasion.

Sin embargo, el problema de la p-varianza no presenta CDF, por ello no se
dispone de un conjunto finito de puntos de la red del cual seleccionar alguna
aproximacién a la solucién. Una forma de abordarlo consiste en sustituir el
problema de la p-varianza por uno aproximado, como es el problema del conjunto
de vértices p-varianza (también NP-duro), y sobre este dltimo aplicar algoritmos
heuristicos que trabajen sobre los vértices de la red. La solucién obtenida actuara

como solucién aproximada del problema inicial.

La cuestién que plantea esta iniciativa es la de su eficacia. Es decir, surge

la pregunta de si el uso de algoritmos heuristicos que operen sobre todo el conjunto
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de puntos de la red puede producir mejores aproximaciones que las obtenidas tra-
bajando sobre el conjunto de vértices. La respuesta a esta pregunta dependera en
gran medida del algoritmo utilizado, y en este sentido se pueden disefiar distintos

algoritmos para comparar sus resultados.

En esta linea de trabajo se sitia el estudio que sigue a continuacidn, en
el cual se pretende efectuar una primera indagacién en este amplio problema.
Para ello se proponen tres procedimientos heuristicos para resolver el problema
en una red N. El primero consiste en aplicar sobre los vértices de la red una
estrategia ya utilizada en el problema p-mediana, y considerar como solucién
aproximada del problema al conjunto de p-vértices obtenido. Los otros dos algo-
ritmos heuristicos trabajan sobre todos los puntos de la red (no necesariamente
vértices). El propésito sera efectuar un estudio del comportamiento de estos dos
tultimos algoritmos frente al que opera sobre los vértices, y comparar su eficacia
en términos de los valores que toma la funcién objetivo en las aproximaciones

obtenidas.

4.4.1 Algoritmos heuristicos

Los procedimientos heuristicos cldsicos que se describen a continuacién: genera-
cién, eliminacién e intercambio (véase Moreno [47]) se aplicardn sobre el conjunto
V al modelo varianza para obtener un conjunto de vértices p-varianza solucién

aproximada al problema.

En todos los algoritmos que siguen se supone calculada la matriz de dis-

tancias entre todos los pares de vértices de V.

Heuristica de generacién (Greedy)

Sea un subconjunto de vértices X,, C V, con un valor asociado de la funcién

varianza dado por z,(X,) = Y wi[d(vi, X,) — zm(X, )] Para cada v; € V\X,,
»%EeV
el decremento que sufre el valor de la funcién varianza cuando se aiiade el vértice

vt al conjunto X, viene dado por

J(Xv’vt) = ZS(XV) —2(X, U {vt})
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El algoritmo funciona como sigue: partiendo del conjunto inicial formado por el
vértice 1-varianza: X, = {v*}, en cada etapa se afiade a X, el vértice que mayor

decremento produzca en el valor de la funcién objetivo, hasta que | X, | = p.

ALGORITMO H,/V(N).

Paso 0
Calcular un vértice 1-varianza v* mediante el algoritmo 1/VAR/V.
Sea X, «— {v*}, Z = z,(v*) .

Paso 1
Repetir hasta que | X, | = p:
* Seleccionar v; € V\ X, tal que

6(X,,v) = max {6(X,,v;), v; € V\X, }
* Hacer X, «+— X, U{w}, Z ¢ z,(X, U {v:}).

Paso 2
Parar: X, Z constituyen la solucién aproximada.

Complejidad

El paso 0 se ejecuta en tiempo O(n?). Cada etapa del algoritmo supone repetir
el algoritmo 1/VAR/V sobre el conjunto V\ X, para seleccionar el vértice que

entra. La complejidad es pues O(pn?), ya que hay p — 1 etapas.

Heuristica de eliminacién

Dado X, C V, para cada v; € X, el ahorro que sobre el valor de la varianza de

X, supone la eliminacién de v; viene dado por

B(Xysve) = 25( X, \{ve}) — 25(Xy)

Con lo cual partiendo del conjunto inicial X,, = V en cada etapa del algoritmo se

elimina el vértice que menos ahorro produzca en el valor de la funcién objetivo.
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ALGORITMO H,/V(N).

Paso 0
Hacer X, «+— V, Z =0, z,(X,) = 0.

Paso 1
Repetir hasta que | X, | = p:
* Seleccionar v, € X, tal que

B(X,,v:) =min{B(X,,v;), v; € X, }
* Hacer X, «+— X, \{v:}, Z +— z,(X, \{v:}).
Paso 2

Parar: X, Z constituyen la solucién aproximada.

Complejidad

En cada iteracién del algoritmo la seleccién del vértice que sale requiere O(n?)
operaciones. La complejidad es O((n — p)n?) puesto que se han de eliminar n — p

vértices.

Heuristica de intercambio

Sea X, C V. Dados los vértices v; € X,,, vy € V\X,,, la variacién en el valor de
la funcion objetivo cuando el servicio localizado en el vértice v; es trasladado al

vértice v sin alterarse la localizacién de los demads servicios viene dada por

Xy, v, 08) = 20(X,) = 2 (X, \{v:}) U {vi})

Para cada v; € X, se selecciona el vértice v; € V\X, que produzca el maximo
valor de a. Si a(X,,,v:,v;) > 0 se efectiia el cambio. El algoritmo finaliza cuando

ningin cambio mejora la funcion objetivo.

La eficacia del algoritmo depende en gran medida de la eleccién de un buen
conjunto inicial. En este caso se utilizard como conjunto inicial cualquiera de
los proporcionados por los algoritmos precedentes, (eleccién que produce buenos
resultados en el caso de la p-mediana, Labbé [35]).
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ALGORITMO H,/V(N).

Paso 0
Sea X, la solucién obtenida mediante H,/V(N) (o Hy/V(N)).
Hacer i +— 1, v; «— v;; (primer elemento de la lista X,).

Paso 1
Calcular v; € V\ X, tal que

a(X,,ve,v;) = max{a(X,,vs,v), vk € V\X, }

Paso 2
Si a(X,,v¢,v;) > 0, entonces
* Hacer X, +— (XV\{vt}) U {v;}
* Hacer i +— 1, vy «— v;.
*x Ir al Paso 1.
En caso contrario:
* Si v; es el dltimo elemento de X, entonces
* *x Ir al Paso 3.
x En caso contrario:
* x Hacer 1 «+— 1+ 1.
* * Seleccionar v; «— vj,.
*x % Ir al Paso 1.

Paso 3

Parar: X, es la solucion aproximada.

Complejidad

Para cada v; € X, la operacién de intercambio se efectia en tiempo O(n(n — p)).
La complejidad del algoritmo dependera del nimero de intercambios efectuados.
Al objeto de limitar éste mimero se ha introducido una modificacién en el Paso
2 del algoritmo: el vértice v; que entra se sitda en el lugar I; que tiene el vértice
v; que sale, y el proceso de intercambio continida a partir de este lugar. De esta
forma cada lugar de la lista es visitado una sola vez. Como en un mismo lugar

se pueden efectuar a lo mds n — p intercambios, la complejidad resultante es

O(pn(n — p)*).
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Heuristicos sobre la red

Dada una red N(V, E), sea {V{*,...,V}?} una particién del conjunto V tal que
Ve #0,¥i=1,...,k Paracadai=1,...,klared inducida por V es la subred
N; = (V?, E;) tal que ex; = [vg,v;] € E; siy sélo si vg,v; € V2 y ey € E.

., N . . , . .
La notacién N; indicard la red N; de sistema normalizado de pesos, tal

que Yv; € V2,
N w;j

Tw(VE) TS, w

‘vaVi“

Dado un punto z € N; la varianza de z relativa a la subred N; es la varianza de

z en la red N, , dada por

2(z, N )= 3wy [d(vk, 2) = 2 (2, ;)]

v €VE

donde zp(z, N ) = > wy, d(vk, z) es la funcién mediana de z sobre N
‘UkEV'-“

El heuristico que a continuacién se describe opera como sigue: partiendo
de la solucién X,, C V proporcionada por el heuristico de intercambio, se calcula
el punto de minima varianza sobre cada una de las subredes inducidas por la

particion que sobre el conjunto de vértices produce la solucién de partida.

Si la solucién inicial es X, = {v},...,v;} la particién de V se define

mediante los conjuntos
Vi = {vk € V/ d(vk,v;) < d(vkav;)a Vv;‘ €X,, U; # v/}

donde V* #£0,i=1,...,p ya que v} € V2. En caso de existir algin v, equidis-

tante, se asigna arbitrariamente.

ALGORITMO H,/N.

Paso 0
Sea X, la solucién obtenida mediante el algoritmo Hz/V'(N).
Calcular la particién asociada {V¢,...,V;*}.

Paso 1

Repetir para:i =1,...,p:
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* Calcular la matriz de distancias de N;.
* Calcular pesos normalizados de N;.
* Obtener el punto de minima varianza ¢} de N; mediante 1/VAR/N;" .

Paso 2
Calcular z,(zj,...,z}).
Parar: X; = (27,...,2};), 25(X;) constituyen la solucién aproximada.
Complejidad

La particién de V requiere una pasada sobre todos los vértices, (tiempo
O(n)). El célculo de la matriz de distancias sobre cada subred y la aplicacién del
algoritmo 1-varianza se efectia en tiempo O(mnlogn) si la red es planar o bien

m € O(n?/logn). Por tanto la complejidad del algoritmo es O(pmnlogn).

El siguiente heuristico es una adaptacion a una red ciclica del procedimien-
to descrito en el algoritmo H;(T'), y opera como sigue: suponiendo localizados k
servicios zj,...,z}, sea {V?,...,V2} la particiéon de V inducida por tal localiza-

.2 N N . . .
cién, y {N; ,..., N } el correspondiente conjunto de subredes asociadas.

La etapa k-ésima (paso de k a k+ 1 puntos) se repite hasta que £ = p. En

. N . . . .

ella se selecciona la red N, cuyo servidor z; aporte la mayor varianza relativa. Si

Ve|>2yzr ¢ Ve la partljcién {Vi2,V:2} que el servicio z; € [u,v] € E; induce
en la demanda nodal de N, viene definida por

Vi ={ve € V1 d(vr, w) + d(u, 27) < d(vi, ) + d(v,27)}

y Vit = V2\V. Caso de ser z; € V;* o bien V! = () para algin 7 = 1,2 se calcula
la particién asociada al conjunto de vértices 2-varianza obtenido por el algoritmo

de generacion aplicado a V*.

En cada una de las subredes asociadas Ny, = (V;;, Ey;),i = 1,2 y previa
normalizacién del sistema de pesos se calcula el punto de minima varianza zj,, 7 =
1,2. Finalmente el punto z; se elimina de la actual solucion y es sustituido por

C .
los dos servicios z} , z3, .

Este proceso se describe a continuacion:
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ALGORITMO H;/N.

Paso 0
Calcular el punto de minima varianza z} de N mediante el algoritmo
1/VAR/N.
Hacer k +— 1, X; «— {z:}.

Paso 1
Calcular la particién {V,...,V} asociada a X;.
Si V = 0, para algin j € {1,...,k}, entonces:
* Hacer k «— k — 1, Xj «— Xi\{z}}.
Repetir para cada 7 =1,...,k:
* Calcular la matriz de distancias de N; y normalizar pesos.
* Calcular z,(a:;f,Nfr), zm(a:;,N;v).

Paso 2
Calcular I, C {1,...,k} tal que para i € I,,,, se verifique
* N * N .
zs(z},N; ) = |{/??§2{z’(zj’Nj ), 3=1,...,k}
Si |1 02| = 1, seleccionar t € I,,,,.
En caso contrario:
*x Calcular I’ C I,,,, tal que para 1 € I’ se verifique

* N * N .
zm(zi,N; ) = I{,r}‘?,;cz{zm(xj,Nj )y 7 € Inaz}
J —

* Si |I'| =1, seleccionar t € I'.

* En caso contrario seleccionar arbitrariamente ¢t € I'.

Paso 3

Si z} ¢ V%, entonces:

* Calcular la particién {V;2,V;?} inducida por z; en V%

* Si V;* =0, para algin i = 1,2, entonces:
* * Calcular v}, v;, mediante el algoritmo H; (Greedy) sobre V,*.
* * Calcular la particién {V;2,V;2} asociada.

En caso contrario (z} € V}*):

* Hacer vj, «— z;.

* Calcular v}, mediante el algoritmo H; (Greedy) sobre V;°.

* Calcular la particién {V;2, V3 } asociada.
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Paso 4
Repetir para i =1,2:
* Calcular la matriz de distancias de Ny, y normalizar pesos.

’e . N . .
* Calcular el punto de minima varianza z}, de N,, mediante el algoritmo

1/VAR/N;, .

Paso 5
Sustituir z} por z}, =}, en Xj.
Hacer k +— k + 1.
Si k < p, entonces Ir al Paso 1.
En caso contrario
* Calcular z,(X}).

* Parar: X, z;(X,) constituyen la solucién aproximada.

Complejidad

El paso 0 se ejecuta en O(mnlogn). En el paso 1 se reajustan en tiempo O(n)
los conjuntos de asignacién de la actual solucién (ya que puede haber variaciones
en la asignacién de la demanda nodal al pasar de k a k + 1 servicios). Después
se calculan las matrices de distancias sobre cada una de las subredes (tiempo
O(kmnlogn)) para obtener todas las varianzas relativas (tiempo O(kn) y después
seleccionar la subred N, sobre la que efectuar la particién (O(k)). La complejidad

de este paso es pues O(kmnlogn).

El paso 2 se ejecuta en O(p), y el paso 3 en O(n?) en el peor de los casos
(lo que sucede si algui V;* = 0). El paso 4 se ejecuta en tiempo O(mnlogn), ya
que se aplica dos veces el algoritmo 1-varianza. El cilculo de la varianza de la
solucién final (paso 5) se efectia en tiempo O(n) mediante una pasada sobre V.

La complejidad la etapa k-ésima del algoritmo es por tanto
O(kmnlogn) + O(mnlogn)

resultando que la complejidad del algoritmo es O(p?*mnlogn) ya que se ejecutan

p — 1 iteraciones.

En cada iteracién la mayor complejidad la aporta el paso 1 debido al
calculo de las matrices de distancias sobre todos los clusters al objeto de obtener
todas las varianzas relativas. Introduciendo una modificacién sobre este proceso
se puede rebajar la complejidad de este paso, y del algoritmo, a O(pmnlogn).
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Para ello asociado a cada conjunto parcial de soluciones X = {z3},...,z}}

se considera el conjunto de varianzas relativas
k __ * N * N
Za - {28(171’ Nl ), et ZS(mk’ Nk )}

y el conjunto de medianas asociado Z% = {z.(z%,N,),...,zm(z}, N; )}. Cada
uno de los elementos de éstos conjuntos no requiere cdlculo adicional ya que se ob-
tiene directamente al aplicar el algoritmo 1-varianza en la subred correspondiente.

El algoritmo modificado es como sigue

ALGORITMO H;/N (modificado)

Paso 0
Hacer k +— 1, V2 «— V, N, «— N.
Calcular el punto de minima varianza z} de N, mediante el algoritmo
1/VAR/N, .
Hacer X; «— {z}}, Z* «— {z,(z%, N} )}, ZE «— {zm(z},N])}.

Paso 1
Seleccionar t € {1,...,k} segin Paso 2 del algoritmo anterior.

Paso 2
Calcular la particién {V;?,V,2} segin Paso 3 del algoritmo anterior.

Paso 8

Calcular z; , z, segin Paso 4 del algoritmo anterior.

Paso 4
Sustituir V;* por V;{, V;? en particién de V.
Sustituir z7 por z; , z;, en X;.
Sustituir z,(z}, N,') por z,(x}, N::I), i=1,2en Zk.
Sustituir z,,(z}, N; ) por zm(z},, Ny, ), i = 1,2 en ZE.
Hacer k +— k4 1.

Paso 5
Si k < p, entonces Ir al Paso 1.
En caso contrario:
* Calcular z,(Xy).
* Parar: Xj, z,(Xx) constituye la solucién aproximada.
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4.4.2 Experiencia computacional

A continuaciéon se presentan los resultados obtenidos al ejecutar sobre un con-
junto de redes aleatoriamente generadas los algoritmos H3/V(N), Hy/N y Hs/N

modificado, (que abreviadamente se denotardn por Hj, Hy y Hs).

Se han considerado redes de n = 20 vértices y un numero m variable de
aristas, que inicialmente es m = 30 y va aumentando de 10 en 10 hasta llegar a
60. En las tablas que siguen cada red se identifica mediante estos valores como

N(n,m).

La generacién de las redes se efectud a partir de un arbol inicial, obtenido
generando aleatoriamente aristas como enlaces entre pares de puntos selecciona-
dos al azar de una lista de n elementos de forma que no hubiera ciclos, y aumen-
tando posteriormente el nimero de enlaces aleatorios hasta conseguir el nimero
deseado de aristas. Los pesos de los vértices y las longitudes de las aristas se
generaron segun distribuciénes uniformes en [1,20] y [5,40], respectivamente. A

continuacion se describe el algoritmo para obtener el arbol generador inicial:

ALGORITMO ARBOL

Paso 0
Hacer V, =V, V., =0, E=0.
Seleccionar aleatoriamente v € V.
Hacer ‘/IN — ‘/IN\{U}’ ‘/FIN «— ‘/FIN U {U}.

Paso 1
Repetir hasta que V,, = {:
* Seleccionar aleatoriamente v € V,, w € V.
+ Hacer E «— E U {[v,w]}, Vy ¢ Vu\{v}, oy ¢— Vi U{0}.

Las tablas que se muestran a continuacién reflejan los resultados experimentales
obtenidos al aplicar los algoritmos H;, ¢ = 3,4, 5 a cada una de las redes aleatoria-
mente generadas. Cada uno de los tipos de red N(n, m) considerado se ejecuté 50
veces para el nimero de servicios p indicado, y las columnas marcadas con “ >>
H; ”, 1 = 3,4,5 reflejan el porcentaje de veces que H; produjo la mejor solucién.
La columna indicada por “ % ” muestra la disminucién porcentual media en el

valor de la funcién varianza producida por la mejor solucién respecto de la peor.
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N(20,30) | >>Hs | % |>>Hs| % |>>H;
p=4 66% 32.5 34% | 24.38 0
p=>5 52% 27.3 44% | 35.07 4%
p==6 52% 28.9 48% | 44.04 0
p=28 54% |40.02 | 46% | 33.86 0
p =10 42% 34.6 58% 23.2 0
p=12 | 42% | 41.3 | 52% | 214 | 6%
p=15 26% 38.1 46% 28.7 28%

N(20,40) | >>Hs | % |[>>Hs| % |>>Hs
p=4 46% 39.8 50% | 43.28 4%
p= 38% 32.9 48% 30.2 4%
p=26 4% |{26.34 | 50% | 28.56 6%
p=28 42% 28.9 48% |36.21| 10%
p=10 | 36% |[37.19| 56% | 41.5 | 8%
p=12 30% 41.7 54% 36.4 16%
p=15 22% 38.4 54% 40.3 24%

N(20,50) | >>Hs| % |[>>Hs| % |>>H;
p=4 38% 36.9 42% 41.3 20%
p=>5 32% |34.39 | 54% | 47.8 14%
p=©6 36% 39.6 46% |40.27 | 18%
p=38 32% | 41.8 | 44% | 33.7 | 24%
p=10 32% 38.4 46% 38.2 22%
p=12 26% |40.12 | 48% 38.6 26%
p=15 20% |39.47| 52% |41.15| 28%

N(20,60) | >>Hs| % [>>Hs| % |>>H;
p=14 38% 37.5 46% 32.6 16%
p=>5 30% 36.7 50% 30.5 20%
p=~6 32% |3562| 50% |[39.18| 18%
p=28 28% | 40.3 | 52% | 382 | 20%
p=10 22% 36.8 50% 35.2 28%
p=12 20% | 389 | 52% 36.4 28%
p=15 16% | 38.7 | 54% 37.5 30%
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Del analisis de éstos resultados se puede observar que:

o El uso de heuristicos sobre las redes (H4 o Hs) resulta globalmente mucho
mas eficaz que la aproximacién nodal producida por Hs. Para redes poco
densas, donde el nimero de aristas no es muy superior al de vértices, y un
nimero reducido de servicios (p = 4,5,6), los resultados proporcionados
por Hy y Hs se muestran respectivamente superiores sobre los producidos
sobre los vértices por Hs en mds de un 50% de las ocasiones, con porcentajes

de disminucién en el valor de la funcién objetivo en torno a un 30%.

e El heuristico Hs (en cuya ejecucién no se precisa ningin conjunto incial de
vértices) proporcioné los mejores resultados en el tipo N(20,30) y para p =
4,5,6. En general este heuristico fue superior al heuristico sobre los vértices
Hj, si bien el aumento del mimero de aristas, y sobre todo del nimero de
servicios nivela su eficacia con H; (como sucede para p = 10,12 y 15 en los
tipos N(20,50) y N(20,60)). En éste hecho el elevado nimero de servicios
parece ser mas influyente que el de la densidad de la red, sin embargo seria
necesario un estudio mas amplio para un resultado mas concluyente sobre

este punto.

e Por otra parte la eficacia del heuristico H4 respecto de los demas se mantiene
estable (produjo mejores soluciones en torno a un 50% de los casos). Este
heuristico produjo mejores aproximaciones que H3 en mas del 75% de los
casos en todos los tipos de redes y para p = 4,..., 10 servicios, (porcentaje

que disminuyé ligeramente para p=10, 12 y 15 en N(20,60)).

De éste analisis se deduce que las soluciones obtenidas sobre los puntos de la red
son, en su mayor parte, mas eficaces que las soluciones sobre los vértices. En éste
sentido queda abierto el problema de estudiar las mejoras que el uso de heuristi-
cas alternativas sobre los vértices puedan producir tanto sobre la solucién nodal
como en la solucion obtenida a partir de ésta por Hy, y comparar sus resultados

frente a los de Hs.

Un camino interesante puede ser la aplicacion de estrategias metaheuris-
ticas sobre el conjunto de vértices (como busquedas taby, procedimiento de Re-
cristalizacién Simulada o algoritmos genéticos), utilizando la solucion obtenida

como punto de partida para el algoritmo Hy, y analizar la eficacia que este tipo
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de procedimientos introduce en la solucién. También es conveniente desarrollar
nuevas heuristicas sobre la red que operen independientemente de las soluciones
nodales y que se muestren poco sensibles al aumento del nimero de servicios y

de la densidad de la red.



Capitulo 5

Problema 1-varianza con

demanda continuamente
distribuida

5.1 Introduccidén

Una de las componentes consideradas en los problemas planteados en los capitulos
precedentes es el caracter discreto de la demanda, al originarse ésta en los nodos
de la red. De hecho el origen nodal de la demanda es asumido por la mayoria de
las investigaciones sobre localizacién en redes desarrolladas en las pasadas tres
décadas (véanse las revisiones hechas en [35], [3]). Sin embargo, como algunos
autores apuntan ( [7], [36], [5], [4]), esta restriccion nodal sobre la demanda no
es real en los casos en los que la demanda ocurre en el interior de las aristas.
Aunque sea posible aproximar internodalmente esta demanda por algin nimero

de nodos artificiales, este proceso puede dar lugar a un problema intratable.

El primer trabajo en que se consideran, de forma implicita, demandas
sobre los puntos de las aristas es debido a Minieka [44]. En él se define la mediana
general absoluta de una red como el punto de la red que minimiza la suma (no
ponderada) de las distancias desde tal punto al punto més distante en cada arista.
Posteriormente, Handler y Mirchandani [22] plantean un problema de localizacién

minisum en una red donde la demanda se produce continuamente a lo largo de las

145
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aristas con una probabilidad de funcién de densidad arbitraria, asi como discre-
tamente sobre los nodos. La solucién se obtiene de forma aproximada mediante
una discretizacién del problema, reemplazando la demanda continua producida
en cada arista por un punto de concentracién de la demanda. Sin embargo no se
caracteriza el comportamiento de la funcién objetivo en funcién de la localizacién

del servicio.

El primer trabajo que aborda este iiltimo aspecto es debido a Chiu [7].
Considerando que la demanda se produce tanto sobre los nodos de la red como
de forma continua sobre las aristas, define la funcién mediana continua como la
funcién coste esperado en atender la demanda de la red, caracteriza dicha funciéon
y propone dos algoritmos: uno exacto para localizar el punto que minimiza dicha
funcién sobre una red arbol, y otro heuristico para obtener una solucién aproxi-

mada del problema sobre una red general.

Posteriormente, en [50] se aborda la localizacién de un servicio en situacién
de demanda continua, donde fundamentalmente se prueba la concavidad de la
funcion objetivo sobre cualquier arista contenida en un ciclo, cuando la densidad
de la demanda es uniforme. Otras extensiones se dirigen a localizar p servicios
(p =26 p > 2). Entre ellas estin el trabajo de Cavalier y Sherali [5] en el
que, suponiendo la demanda uniformemente distribuida sobre todas las aristas
de la red, resuelven el problema de la p-mediana continua sobre un grafo-cadena
(grafo ciclico) y también extienden los resultados de [45] a la 2-mediana continua
sobre una red arbol. Este ultimo problema es resuelto por Brandeau et al. [4]
considerando funciones de densidad cualesquiera. El problema de la 1-mediana
continua es revisado por Labbé [36], dando un algoritmo lineal muy simple (ex-
tensién al caso continuo del algoritmo de Goldman [13]) para resolver el problema

sobre una red arbol.

Otro tipo de extensiones se refieren a problemas p-mediana con satu-
racién de servicios (esto es, capacidad limitada para absorber la demanda) en
grafos ciclicos (véase [53], [55]), o bien problemas multiperiodo de localizacién-
asignacién, ( [6], [54]), donde se consideran p estados o periodos tal que la de-
manda aumenta dindmicamente de un periodo a otro, y en donde se localiza
secuencialmente un servicio adicional en cada periodo, determinandose entonces
la consiguiente reasignacion de usuarios a todos los servicios localizados hasta el

momento.
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En todas estas variaciones del problema el objetivo es la minimizacién
del coste total esperado, y por tanto el criterio involucrado es el minisum. Sin
embargo, hasta la fecha no se ha desarrollado ningiin trabajo que aborde la loca-

lizacién de servicios, en situacién de demanda continua, con criterios de igualdad.

No obstante, el uso de alguno de estos criterios puede ser aconsejable en
determinadas aplicaciones reales, sobre todo en las relativas a la prestacién de
servicios publicos, como pueden ser los servicios de reparaciones de vias de comu-
nicacién y transporte, o la localizacién de servicios de emergencia y/o asistencia
en carretera (ambulancias, servicios médicos 6 de reparaciones), donde la de-
manda del servicio (por ejemplo, en caso de accidente) puede surgir en cualquier

punto de la red.

En este sentido se enfoca el trabajo desarrollado en este capitulo. Bajo
la hipotesis de una demanda que se produce no sélo en los nodos de la red, sino
también de forma continua sobre las aristas de la misma segiin una determinada
funcién de densidad, se abordard el problema de localizar un servicio en la red
tal que minimice la varianza de la distancia recorrida por todos los usuarios al

servicio, problema que se denominard 1-varianza continua.

5.2 La funcidén varianza continua

Sea N(V, E) una red no dirigida de n vértices y m aristas. A cada vértice v; € V,
y a cada arista e € E, se les asocia un peso positivo w; > 0, y pe > 0, (px; referido
a la arista er; = [vk,v;]), que representa la fraccién de la demanda originada en
cada vértice y en cada arista, respectivamente. Sean V' C V y E' C E. Entonces
el peso de ambos subconjuntos es:
wV(VI) = Z Wi, Y wE(E,) = Z De
vieV’ e€E’

Denotando w, = w, (V) y w, = w,(E), el peso total de la red es
w(N) = w, +w,
La normalizacién del sistema total de pesos de la red supone que w(N) = 1.

La demanda producida sobre cada arista ex; = [vk,v;] € E se distribuye

segliin una funcién de densidad fi;(y), (fe referida a la arista e), continua y no
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negativa sobre y € [0, lx;], verificdindose

I,
fri(y) dy =/0 fri(y)dy =1

yE€ek;

Sea F};(z) la correspondiente funcién de distribucién, (F.(z) referida a la arista
e), con .
Fij(z) = /0 fei(y)dy para z € [0,14]

Sin pérdida de generalidad se supondra ausencia de impulsos en la funcién de
densidad, (esto es, puntos de probabilidad no nula), ya que siempre se puede
introducir un nodo ficticio en dichos puntos. Por tanto, F.(z) es continuaen z € e,
Ve € E. Asociados con cada distribucién de la demanda estdn los momentos

centrales:

lks 2) i
Pkj = /0 yfi(y)dy, i, = /0 y fri(y) dy

Para cada z € [0, [;], la notacién pgj(z) y ,u;:; (z) designa a las funciones
pri(z) = /0 yfei(y)dy,  p(e) = /0 y* fii(y) dy

Definicién 5.2.1 (Chiu [7]) Para cada z € N, la funcién mediana continua z, (z)
es la distancia esperada de todos los puntos de demanda a z, y su expresién es

(o) = T wdwa)+ X pe [ dw2)fislw) dy

vEV exj=[vk,v;)€E

Definicién 5.2.2 Para cada r € N, se definird la funcién varianza continua

z,(z) mediante la expresién

o) = X wldw,n) —2@P+ L p [ 1d2) — 2@ feis) dy

v eV exj=[vk,v;]€E

Un punto z}, € N es un punto I-varianza continua si
2(3) < m(z), Ve N

El siguiente resultado proporciona una expresion para z,(z) habitual en el con-

texto de la varianza.
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Proposicién 5.2.3 Vz € N se verifica
Ix;
(@)= T wdwo + Sy [ dy,2) fisly) dy - 25(a)°

veV ekj=[vk,uJ']GE

Demostracion: Desarrollando el cuadrado en el sumando de z,(z) relativo a la
demanda nodal se obtiene
> wid(vi, z)* + w, 2, (2)? — 22, (z) Y wid(vi, z)
v eV v EV
De forma andloga, desarrollando el sumando relativo a la demanda sobre las
aristas, y puesto que Fy;(l¢;) = 1, resulta
S i [ Al iy dy + 0,75 (2) — 22,(2) [ dly, 2)fei(y) dy
ex;€EE
la conclusion es inmediata sin mas que sumar ambas expresiones, y utilizando
que w(N) = 1. o

Sea ep = [u,v] € E, y ¢ € ep, con una orientacién inducida de vértice
inicial u, mediante la cual cada z € [u,v] denota el valor de [0,[,,] tal que
d(u,z) = z, y d(v,z) = ly, — z. Segln se introdujo en el capitulo 1, cada z €
eo = [u,v] induce una particién {V,(z), V,(z)} sobre el conjunto de vértices tal
que V,(z) = {v; € V [ d(vi,u) + d(u,z) < d(vi,v) + d(v,z)}, y Vo(z) = V\Vi(2).
Asimismo se origina una particién {E,(z), E,(z), Efu)(2), €0} sobre el conjunto

de aristas, definida como sigue:
Eu(z) = {ex; = [vk, v;] € E\{eo} / vk, v; € Va(z)}
E,(z) = {ex; = [vk,v;] € E\{eo} / vk, v; € Vo(z)}
Efu(z) = {ex; = [vk, v;] € E\{eo} / vk € Vu(z) y vj € Vo(2)}

Sean ; < ... < Zj los puntos de embotellamiento de la arista e, =
[u,v] ordenados en sentido creciente, y sea Zo = 0, Tiy1 = luw. Segin la
proposicién 1.2.6, para cada y € N la funcién d(y,z) es continua en = € [0,l..),

lo que implica la continuidad de las funciones z,(z) y de z,(z) en = € [0, l.,).

Por la proposicién 1.6.4 la particién {V,(z), V,(z)} es constante sobre S; =
(Z;-1,Z;], por tanto también serd constante en S; la particién sobre las aristas
{E.(z), E(z), E[w( z),e}, Vj =1,...,k + 1. Por ello se adoptara la notacién
Vu(S5), Vi(S;), Eu(S;), Eu(S;), Ep, 1,](Sj) para designar a los correspondientes
conjuntos V,(z), Vu(z), Eu(z), Ey(z) y Epy(z) cuando z € S;.



150 Capitulo 5. Problema 1-Varianza con demanda continuamente distribuida

5.2.1 Varianza continua en una regién primaria.
Sea el intervalo S; C eq = [u,v], para un determinado 5 € {1,...,k+1}.

Definicién 5.2.4 Para cada ep; = [vi, vi] € E, se definen las siguientes funciones

sobre el intervalo S;:

Ine
Dap,(@) =pue [ d(y,2)fuely) dy, Va € 5;

!
(2) ht

Do (@) =p [ dy, @) fm(y)dy, Va €S
La funcién D.,,(z) representa la aportacién de la arista es; a la mediana con-
tinua 2z, (z). Andlogamente Dgl(:c) es la aportacién de dicha arista respecto del
cuadrado de la distancia esperada, (o mediana cuadratica continua, extendiendo

la denominacion al caso continuo de la funcion mediana cuadratica).

La expresion de éstas funciones variara segin que ex; = eq, en: € Ey(S;),
et € Ey(S;) 6 enr € Epy(S;). Si enr = eo ambas funciones se denotarén,
repectivamente, por D.,(z) y Df:))(a:), Vz € S;.

Proposicién 5.2.5 Para cada j = 1,...,k+ 1, la funcién I-varianza continua

z,(z) sobre la regién primaria (Z;—.,Z;] viene dada por

z2(z;8;) = ). wd(v,z)+ ). wd(vi,z)’+ Y D:l(z)

v €EVu(S;) vi€EVy(S5) ent €Eu(S;)
2) (2)
+ Z Dem (w) + E Deht(x)
ent€EEy(S;) €ht EE[u,u](SJ')

+ D, (z) = 2,(2;5;)°, Ve € [£-1, 5]

€o

donde Vz € [Z;-1,%;] es

z,(z;S;) = Z w;d(vi, z) + Z wid(vi, ) + Z D.,,(z)

v; €Vu(S;) v, €Vy(S;) ent€Eu(S;)
+ Y De(z)t X Dep(®)+ Dey(2)
ent€Ey(S;) ent €Ejy,4)(S))

Demostracidn: Segin las definiciones de las funciones z,(z) y z,(z) la proposicion
se verifica para todo z € S; sin mas que utilizar las particiones sobre V' y sobre £
correspondientes a S;. El resultado se extiende a toda la regién primaria [Z;-, Z;]

por la continuidad de ambas funciones sobre toda la arista. 0
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A continuacién se desarrollaran los sumandos de z,(z; S;) y de z,(z; S;) relativos

a la demanda nodal y a la demanda sobre las aristas.

Demanda nodal

Sea z € S;. Los sumandos relativos a la demanda sobre los vértices son

(@ . . . .
zm(2;5;) ¥ 2z, (z;5;) cuya expresién viene dada en la proposicién 1.6.5,
obteniéndose en este caso:

zm(2; 85) = a,(S;) + z9,(S5;)

22(2:8;) = a,(S;) + 2b,(S;)z + w, 2

donde los correspondientes coeficientes son los descritos en la demostracion
de dicha proposicién, sin mas que sustituir los pesos w(-) por los actuales

w, (), resultando

v

95(85) = wy (Vu(55)) — w, (Va(55))

a5(55) = zm(u, Va(85)) + 2m(v, Vo(55)) + w0y (Vo(5;))uw

Q
A
~~~
<A
L
I

E w;d(v,-, u)2 + Z wi[d(vi, 'U) + luv]2

v; €V (S;) v; EVy(S;)

b,(5) = zm(u, Vu(S5)) — 2m(u, Vo(S)) — luww, (Vo(55))

Si p. = 0, Ve € E se obtiene la expresién lineal para z,(z; S;) y parabdlica
para z,(z;S;) en cada regién primaria, coincidentes respectivamente con
las expresiones de z,(z;S;) y de z4(z;S;) correspondientes al problema

1-varianza con demanda discreta.

Demanda sobre las aristas

Sea en; = [vn,v¢] € E. A continuacién se obtendran las respectivas ex-
presiones de D, (z) y Di':)‘(z), segin que ey, € E,(S;), ene € Eu(S;),
ent € Ep,(S;) 6 ent = eo = [u,v]. Suponiendo a vs como vértice inicial en
la orientacién inducida en la arista, los puntos de la misma se localizan por

su distancia a v, de forma que

Vy€enw dvny)=y, y dv,y)=lu—y (5.1)
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(1)  en = [vn,v] € Eu(S)).

En este caso Vy € ens, d(y,z) = d(y,u)+z. Sea & € [vh, vy el punto
de embotellamiento de la arista ey, relativo al vértice u, (Figura 5.1).

Entonces
d(u, vt) + lp — d(u, ’Uh)
fht = 2
siendo el valor de £; independiente del punto z € S;.
Ut
€ne \
" \
- —\ .
u v
Figura 5.1

Utilizando (5.1) en la expresién de d(y, z) se obtiene:

Der(@) = puo] [y -+ dlon, ) + 2l iuly) dy

+ /f:m[lht ~y+d(ve,u) + =] fur(y) dy]
= pre[T + d(ve,u) + lne — 260 Fre(€ne) + 2pm (Ene) — pne

sin mas que desarrollar ambas integrales y aplicar las definiciones y
propiedades asociadas a la distribucién considerada. Esta expresién es

lineal en z, y se puede expresar
Deht(x) = PntT + PhtHD (u) eht) (52)

Analogamente:

Ehe
DS.),(z) = Pht/o ' [y + d(va, u) + z}2 fre(y) dy
Ihe
*oPw /e “llne =y + d(veu) + 2 frey) dy
ht

Desarrollando y efectuando el primer sumando, resulta:

Phelihy (Ent)+(d(vn, w)*+22+22d(vh, 1)) Fe(€ne) +2(d(vh, w) +2)te(Ee)]

Procediendo de igual forma con el segundo sumando:
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Pie [ ((ne+ (02, w))2+ 22+ 22 (Ine +d(v2,w) ) (1= Fhe(€ne)) + 1t — fng (€ne)

~2(Ine + d(ve, u) + 2)(phe — ae(Ene))]

Efectuando la suma de ambas expresiones, agrupando términos, y uti-

lizando que 2€5; = d(vy, u) + lp: — d(vs, u) se obtiene:

th) (z) = pum [152 + 2z (2,Uht(fht) — phe + e + d(vs, u)
~ 26neFu(€n)) + d(vn, u) Fuu(én)
+  (lne + d(vy, U))2(1 — Fre(€ne)) + 4(d(vn, u) + Ene) pine(€ne)
— 2(lhe + (v, W)pane + g
La expresién del corchete es cuadrética, y los coeficientes que inter-

vienen son constantes e independientes del valor de z € S;, pudiéndose

resumir como sigue
D;:t) (z) = prez® + 2pre Hy (4, ene)T + pre Ro(u, €nt) (5.3)

(i)  en = [vn,vs] € Eu(S;).

En este caso, simétrico del anterior, Yy € ex, d(y,z) = d(y, v)+luw—z.

Sea &x; € [vh,vy] el punto de embotellamiento de la arista e;; respecto
de v, esto es (Figura 5.2), con £ = (d(v,vt) + lpe — d(v, vh)) /2

Un

Eht

/ vt
— 4 —

[T v

Figura 5.2

Nuevamente &;; es independiente del valor de z. Utilizando (5.1) en

d(y, =) se obtiene la siguiente expresién lineal para D.,,(z):

Dew(@) = pual [ 1d(on,0) + v +y = alialy) dy

It
+ L [lht + d(vt, 'U) + lu'u M x]fht(y) dy]

ht
= pu[—z + d(vs,v) + lnt + luw — 26 Fre(Ene) + 20ne(Ene)
- Nht]



154 Capitulo 5. Problema 1-Varianza con demanda continuamente distribuida.

que se resume
Dem(x) = —pmT + pueH (v, €ht) (5.4)

La funcién DS.): (z) resulta:
(2) Ehe 2
D, (z) = pm /0 [d(vh, v) + L + y — 2] frs(y) dy

Ine
b [l dlo) 4l =y — 2P ) dy]
ht

efectuando el primer sumando:

Pre [tk (€ne) + ((d(0r, ) + Luo)? + 2% = 22(d(v8, v) + L)) Faa(€ne)
+2(d(vh, v) + by — )pine ()] -

Y el segundo sumando:

Pt | ([l + o + (v, 0)2+ 22 = 2[lhe + Ly + d(vr, 0)] ) (1 — Fue(Ens)) + 1y
~ e (€he) = 2lhe + Ly + d(v1,0)) (ns — paa(€ne)) + 22 (ane — pine(€ns))]
Sumando ambas expresiones y utilizando que 2§,; = d(ve,v) + Iy —

d(vp,v) resulta:

D (2) =
Pht [562 -2z (2ﬂm(€ht) — phe + Ine + luy + d(vg,v) — 2§hcht(§ht))
+ (AW, V) F luw)? Fas(€ne) + (Iht + Lo + d(v,))2(1 — Fie(€nt))
+  4(&ne + d(v, v) + buw)ttne(Ene) — 2(Une + luw + d(ve,v))pone + ,uft)]

Al igual que en el apartado anterior, se ha obtenido una expresién
cuadratica cuyos coeficientes son constantes Vz € S;, y que se resume
como

th) (z) = prez® — 2pneH, (v, ene)T + pre Ry (v, €ne) (5.5)

(iii) €nt = [vh,vt] € E[u'u](Sj).

Por la proposicion 1.2.6, Vy € e;; se tiene

d(y,u)'l'm, si OSy tht(x)
d(y)v) +lw—z, si éht(m) <y <lp

d(ya .'L‘) = {

lo que, junto con (5.1) implica

d(vp,u) +y + =z, si 0<y< &n(z)
d(vta 'U) + lht + luv —-Yy—- Si é.ht(m) < Yy S lht

d(y,z) = {
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El punto &x:(z) € [vn, vs] estd dado por &xe(z) = 1/2(d(ve, z) + lpy —
d(vh, z)), y representa el papel de “punto de embotellamiento” respecto

a z, variando sobre ep; al variar z € S;, (Figura 5.3).

Ut

€ne(z)
Vh \

Figura 5.3

Puesto que vy € V,(S;) y vs € V,(S5;), se tiene d(vp, z) = d(vp,u) + =,
y d(vs, z) = d(vt,v) + Ly, — z, resultando la siguiente expresién para

@) d l [ d 2
fht(m) — (vt)v) + lyn + ;t - (’Uh,u) — 4 (56)

Lema 5.2.6 La funcidn €n(z) es lineal y mondtona decreciente en z,

con pendiente —1. Ademds, cuando z € [Z;-1,Z;], es &En(z) € [0, Ins].

Demostracion: La primera parte es inmediata a partir de (5.6). Parala
segunda, como v, € V,(S;), resulta d(vp,u)+z < d(ve,v) +lhe+ 1wy — =
de donde: d(v:,v) — d(vp,u) + lyy, — 22 > —Ip;. Sustituyendo en (5.6)
se obtiene {p(z) > 0.

Anilogamente como v; € V,(S;), se tiene d(vs,v) + lyy — z < It +
d(vh,u)+z,lo que implica d(v¢, v)+lyy—d(vp, u)—2z < lp;, y procedien-
do como antes se tiene &u(z) < lnt, lo que concluye la demostracién.
a

La dependencia de £,:(z) respecto de z introduce la no linealidad en
D.,,(z). En efecto:

Dae) = i | [ ldlon ) + v+ 2l

lne
/£ "( [d(00,9) + b + by = = 2l fuly) dy
ht\T

EacurLa Toorac L
INDUSTRIALES DE Savitta.  BIGLIOTECA i

S iR D TROGENIEROS I
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= pue[T(2Fne(€ne(x)) — 1) + d(vn, w) Fre(€ne(z))
+ (d(ve,v) + It + L) (1 = Fre(€re(2))) + 20me(€ne(z))
- #ht]

. , ., (2) ;g
Por la misma razén la funcién D, (z) no serd lineal en S;. En efecto:

2 Eht(-‘ﬂ) 2
Die) = o | [ ldon) 4y o )

Ine
A [d(vta ’U) + lht + luu -Yy- (L']tht(y) dy

ne(z

Efectuando ambas integrales y agrupando términos semejantes resulta:

Dg(2) = pat [2% + Fue(Ene())(d(vn, u)? + 22d(vi, )
+ (1= Fuelbna(2))) ((d(ves 0) + lhe + Lo )?
— 22(d(ve,v) + Int + Luv)) + 2t (Ene(2))(d(v8, u) + d(vr, v)
e+ b +22) = 2000(d(ve,9) + e + Ly — ) + it

(iv) e = [u,v].

Segiin la orientacién supuesta para la arista [u,v], Vy € [u,v] se tiene:

d(y,x)=ly—x|={

y—=z, si z<y<ly,

Por tanto

Due) = ro| [e= o)y + [ (o~ 2)suls) dy
= po[2zFo(z) — z + po — 2p0(z)]

Puesto que d(y,z)? = (y — z)?, se sigue

’uu

DY (@)= po [ + 2~ 220)fo(4) dy = pole® — 2apio + i)

Sustituyendo las expresiones obtenidas en cada caso de D,,,(z) y D:l)'(x)

en las funciones 2,(z;S;) y 2,(z;S;) dadas por la proposicién 5.2.5 se caracte-

riza su comportamiento sobre cada region primaria, expresado en funcién de la
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localizacion del servicio sobre la misma. Entonces

25(5:5;) = a,(S) +95(S))x + (wy(Eu(S))) — wo(Eu(S))))z

+ Z prt Hp (u, ens) + Z pre Hy (v, ept) +
ent €Eu(S;) ent€E4(S;)

+ Y. D, (z)+po[2zFo(z) — z + po — 2po()] (5.7)
ent €EE[y,v)(S;)

Anidlogamente se tiene

2(58;) = (wy +we(Eu(S5)) + ws(Bu(S;)) + po)a® + 25,(S;)z

+ 2z ( Z Pht Hu(“; eht) - Z Pht Hu(vaeht) - Po/lo)

ehtEEu(Sj) CthEu(S]')

@) @)
+ > D (z)+a.(S;) + oo
ent € B[y, 4)(S;)

+ Z Dht R,,(U, eht) + Z Dht R,,(’U, eht)
ent€EEu(S;) en: €Eo(S;)

- (zD(:z:;Sj))2 (5.8)

5.3 Propiedades

A continuacién se estudiaran las propiedades de z,(z;S;) y de z,(z; S;) sobre

cada regién primaria, asi como sus consecuencias en términos algoritmicos.

Teorema 5.3.1 (Chiu [7])
La funcién 1-mediana continua z,(z) no es ni concava ni convera sobre cada

region primaria de una red general no dirigida N(V, E).

Esta indeterminacién en el comportamiento de la curvatura de z,(z) sobre cada

regién primaria se transmite a la 1-varianza continua.

Teorema 5.3.2 La funcidn varianza continua 2,(z) no es ni concava ni conveza

sobre cada regién primaria de una red general no dirigida N(V, E).

Demostracidn: Sobre la regién primaria [Z;-1, Z;] de la arista eg = [u, v] se verifica
z,(z) = z,(z; S;), (proposicién 5.2.5). Por otra parte, los sumandos de z,(z; S;)
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relativos a la demanda nodal asi{ como a la demanda producida en las aristas
ent € Ey(S;), ens € E,(S;) y €o son funciones cuadriticas. Entonces, por (5.8) se
tiene

T S) = 2w, +wy(B(S) + ws(BS)) +
+ 12 3 dig(

Cht EE[u,v](Sj)

- (teo(e )’ = 20(a3 ) o3 9)

p® (z))

€ht

. d? : :
por el teorema anterior, el signo de W(ZD (z; S;)) es indeterminado sobre la

regiéon primaria. También lo es para la demanda relativa a las aristas ey €
E,,)(S5) ya que
d2 (@ _
T (Den(2) = 2pme[1 = d(vn, u)fus(Ene(2)) — 66ni(2) ()
+ 206 (2) fru(En())]

lo que implica que cuando ex; € Ejy,)(S;), la funcién DY .. (z) tampoco es céncava
ni convexa. Por tanto la curvatura de z,(z;.5;) es mdetermmada en cada region

primaria, de donde se concluye el teorema. i

Sin embargo el comportamiento de ambas funciones no es el mismo si la arista
eo = [u,v] considerada es una arista puente. En tal caso, se tiene |B(u,v)| = 0,
Ep..)(z) =0, y por tanto la nica regién primaria existente en [u,v] es la propia

arista.
Lema 5.3.3 Si eg = [u,v] es una arista puente de la red, se verifica:

(i) z,(z) es conveza sobre z € [u,v].

(ii) zy(z) no es ni concava ni conveza sobre z € [u,v].

Demostracién: Puesto que Ej, ,)(z) = 0, el dnico término no lineal en la expresién
de z,(z; S;) dada por (5.7) es el relativo a la demanda sobre eq, de donde

A zol2) = 2o fo(z) 2 0
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y por tanto z,(z) es convexa en toda la arista [u,v].

Anaélogamente, por el teorema 5.3.2, es

(@) = 201 — (e (2 (@) + 22, (2)pofo(z)]

ya que w, + w,(Eu(S;)) + w,(E.(S;)) + po = 1. Puesto que 2z, (z)pofo(z) > 0
2

y no esta determinado el signo de a‘i;(zb (z))?, se tiene que el signo de a?(z,(x))
puede cambiar a lo largo de [u,v], por tanto z,(z) no es, en general, céncava ni
convexa en dicha arista. O

Dado que en una red arbol todas las aristas son aristas-puente, se tiene
Corolario 5.3.4 Si la red considerada es un drbol T(V, E), entonces

(i) z,(z) es conveza sobre las aristas de T'.

(ii)) z,(z) no es ni cdncava ni conveza sobre las aristas de T'.

A continuacidn se muestran las graficas de la funcion varianza continua en dis-
tintos drboles, considerando funciones de densidad no uniformes (Ejemplo 1), y

uniformes (Ejemplo 2).

EJEMPLO 1

Corresponde al drbol de la figura 5.4, enraizado en el vértice vs. Sobre las
aristas figuran las longitudes, y los correspondientes pesos estan entre paréntesis.
Las funciones de densidad consideradas son: uniforme en e; = [vy,v,), y normal

de media 3 y desviacién tipica 1 en ez = {vq, v3).

En la figura 5.5 se representa la grifica de z,(z) en e, y e;. Visualmente

se observa que sobre la arista e; la curva de 2,(z) no es ni céncava ni convexa.
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0.2 ) 0.1 6 0.1
v (0.2) vy 0.2) v3
Figura 5.4

Figura 5.5 varianza continua

La expresion obtenida para z,(z) es:

z,(z) = «

(22 —10.6z + 42.26 — (0.04z% — 0.6z + 5.3)?,

z2 — 0.2z + 14.26

_ (9\/_2:‘7’% Oz e~ 120=37 gy _ _0\/_5%/0 ye~t2=3 gy 1 3.3)2,

si

TEe

T € e
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EJEMPLO 2

Corresponde al arbol de la figura 5.6, enraizado en vs y donde se han

considerado funciones de densidad uniformes en todas las aristas

0.08

6 V4 5 Us

& o

(0.2) 0702 (0.16) 0.05

Figura 5.6

257

20t

15}

10t

Figura 5.7 varianza continua
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Figura 5.8 Derivadas segundas

En la figura 5.7 se representa la gréfica de 2,(z) en las aristas e; = [v;, v3),

ez = [vg,v3], €3 = [v3,v4] ¥ €4 = [v4,v5]. En la figura 5.8 se muestra la grifica
2

de las respectivas funciones a——i(z,,(:c)) Nétese como, excepto sobre la arista e,
T
en las demds aristas dicha funcién cambia de signo, y por tanto z,(z) no es ni

concava ni convexa sobre dichas aristas.

5.4 Algoritmos en una red general

Los resultados de los teoremas 5.3.1 y 5.3.2 implican que se han de emplear
técnicas de optimizacion global para obtener el minimo de las funciones z,(z) y
z,(z) en cada region primaria, y el esfuerzo computacional necesario dependera
por tanto de las funciones de densidad involucradas. En cualquier caso ambos
problemas se pueden resolver mediante el algoritmo exhaustivo que se expone a

continuacion:
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ALGORITMO 1/VC/(N), 1/MC/(N)

Paso 0
Calcular la matriz de distancias (D(u,v)).
Para cada arista [u,v]:
* Calcular todos los puntos de embotellamiento.
* Ordenarlos segun distancia creciente al vértice inicial.

Sea Z suficientemente grande. Hacer z} = 0, [u*,v*] = 0.

Paso 1
Seleccionar una arista [u,v] de E que no haya sido considerada.
Sea Z,, suficientemente grande, z}(u,v) = 0.
Repetir para cada regién primaria [Z;-1, Z;] de [u,v]:
* Calcular 2,(z;S5;), (z,(z;S;)) mediante la proposicién 5.2.5.
* Calcular la solucién z}(S;) del problema min{z,(z; S;), = € [Z;-1,Z;]}
* Si2,(z3(S;)) < Zuy, hacer Z,, +— 2,(z}(5;)), =, (u,v) +— z;(S;).

Paso 2
Si Z,, < Z, hacer Z «— Z,,, z} +— z}(u,v), [u*,v*] +— [u,v].
Si quedan aristas de F sin examinar, ir al paso 1.
En caso contrario, parar. Los valores de Z, z, [u*,v*] constituyen la

solucidn.

COMPLEJIDAD

El trabajo de preprocesamiento del algoritmo (Paso 0) es el mismo que el
de los pasos 1 y 2 del algoritmo 1/VAR/N de la 1-varianza, y por tanto se ejecuta
en el mismo tiempo computacional: O(mnlog) (supuesta la red planar o bien que
m € O(n?/logn)).

En el Paso 1, la obtencién de z,(-), (0 2,(-)) sobre cada regién primaria
requiere una pasada sobre todos los vértices y aristas de la red (O(n+m)). Como
el nimero de regiones primarias sobre cada arista es O(n), y hay m aristas, se
han de resolver O(mn(n + m)) subproblemas mediante la rutina de optimizacién
adecuada a cada uno. La complejidad final del algoritmo dependera por tanto de

las funciones de densidad que intervengan.
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Si las funciones de densidad son uniformes, las expresiones que se ob-
tienen para z,(z) y z,(z) sobre cada regién primaria son cuadraticas y de cuarto
grado, respectivamente. En este caso se puede considerar constante el tiempo re-
querido para resolver cada subproblema, con lo que la complejidad del algoritmo
es O(mn(n + m)).

Excepto el algoritmo heuristico debido a Chiu [7] para calcular una aproxi-
macidn a la 1-mediana continua en una red general, no se han estudiado métodos
para resolver el problema de forma exacta con menor complejidad. A este aspecto
se dedica la siguiente seccidn, desarrollando un procedimiento aplicable tanto al
problema de la varianza como al de la mediana continua, que calcula dentro
de cada arista [u,v] las sucesivas expresiones de z,(z) y de z,(z) sobre cada
region primaria recursivamente, lo cual permitird bajo determinadas condiciones,

obtener un algoritmo de menor complejidad que el anterior.

5.4.1 Relaciones basicas sobre regiones primarias

Sea €9 = [u,v] € E con los mismos puntos de embotellamiento y regiones pri-
marias consideradas en la seccién anterior, tal que |B(u,v)| # 0.

Segin se introdujo en el capitulo 1, para j = 1,...,k + 1 el conjunto de

los vértices relativos a Z; es:
B(z;) = {v: € V [ d(vt,u) + Z; = d(vs,v) + lu — Z;}

De la definicién de punto de embotellamiento se sigue que B(Z;) # @, Vj =
1,...,k. Se verifican ademas las relaciones basicas entre los conjuntos V,(S;),
Vu(S;), y B(Z;) establecidas en las proposiciones 1.6.3 y 1.6.9 que, para mayor

claridad, se resumen a continuacion:
BE)NB(E;) =0, Yij =1,k i#j y B(E) CVa(S)), Vi=1,...,k+1

Vu(S;) = Va(Si-\B(Zj-1), v Vu(8;) = Vo(Si-1)UB(Zj-1), Vi=1,...,k+1

Consecuentemente

Vu(Sj-1) D Va(Ss), y Vo(Si-1) CV(S5), =1, k41
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Definicién 5.4.1 Paracada j = 1,...,k+1 se definen los siguientes subconjun-
tos de aristas:

BY (Bu(S)) = {ew = nvd € Bu(S)) /o bien v € B(z,),u ¢ B),
o bien v, ¢ B(Z;),v;: € B(%;)}

B;z)(Eu(Sj)) = {eht = [vh,vt] € Eu(S]) / Up, Ut € B(iJ)}

B;i(Ew,u(S55)) = {ent = [vn,v4] € Ep,y)(S;) /| o bien vy € B(Z;),v: ¢ B(;),
o bien v, ¢ B(z;),v: € B(z;)}

Sea

(1) (2)
B;(E.(5;)) = B; (Eu(S5)) U B; (Eu(S;)) (5.9)
Para ¢ = 1,2 el conjunto BJ(-q)(Eu(Sj)) esta formado por aristas de E,(5;) tal que

sélo uno de sus vértices extremos (si ¢ = 1), o ambos (si ¢ = 2), pertenece a
B(z;). Analogamente los elementos de B;(Ej, ,(S;)) son aristas de Ej, ,(S;) con

uno de sus vértices extremos en B(Z;). Por tanto
(@)
B;"(Eu(S)) € Eu(S;), ¢=1,2

y también B;(E.(S;)) C Eu.(S;). Andlogamente, B;(Ef.)(S5;)) € Epu,(S;)-

Proposicion 5.4.2 Para cada j =1,...,k + 1, se verifica

Bu(S;) = Eu(Si-1)\Bj-1(Bu(S;1)) (5.10)

Demostracion: De la definicién de los conjuntos E,(S;) y relaciones de inclusién
decreciente de los conjuntos V,(S;) se tiene Ey,(S;) C E,(Sj-1). Sea en: € Eu(S;).
Si fuese exs = [vh, vs] € Bj—1(Ewu(Sj-1)), al menos uno de los dos vértices extremos
(o ambos) es un vértice de B(Z;-,), sea el vértice v;. Entonces por las relaciones
bésicas anteriores vy, ¢ V,(S5;), lo que contradice que [vh,v¢] € Ey(S;). Esto
demuestra E,(S;) C Eu(Sj—1)\Bj-1(Eu(Sj-1))-

Reciprocamente, si [vg,vs] € Ey(Sj—1)\Bj-1(Fu(Sj-1)), entonces vy, v; €
Vi(Si=1), ¥ vn,v: € B(Z;-1) (ya que B;_1(Ey.(Sj-1)) es el conjunto de aristas de
E,(S;-1) tales que alguno de sus vértices pertenece a B(Z;-1)). Por las relaciones
basicas, vy, v: € V4(S5;), de donde ex; € Ey(S;), lo que demuestra la inclusién

contraria. |
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Proposicién 5.4.3 Para cada j =1,...,k+ 1, se verifica

2)

Ey(S;) = Ey(Sj-1) U Bjo1(Epuui(Si-1)) U By i (Bu(Si1))  (5.11)

Demostracion: Puesto que V,(5;-1) C V,(S;), se tiene E,(S;-1) C E,(S;).

Sea en; = [vh, ] € B;',z_)l(Eu(Sj..l)). Entonces vi,v; € B(%;_;), y por
tanto vy, v; € V,(S5;), lo que implica [vs, ve] € E,(S;).

Si ent € Bj_1(Ew,)(Sj-1)), uno de los dos vértices, v, o vy, pertenece a
B(Z;-1) (no ambos). Supongamos vy € B(Z;_1), entonces vy € V,(S;). Pero
como también [vh,v;] € Epy0)(Sj-1) ¥ es va € Vo(Sj—1) D B(z;_;) resulta v, €

Vu(S;), concluyéndose [vy, vs] € E,(S;). Este razonamiento demuestra
2
By(5;) 3 Bu(Sj1) U Bj-1(Busi(8j-1)) U By 1 (Eu(Si1))

Para la inclusién contraria, sea ex; € E,(S;). Entonces, vy, v, € V,(S;)U B(Z;-,).

Si vp, vs € V4(Sj-1), se sigue ep € E,(Sj-1).

Si vk, v: € B(Zj-1) C Vu(Sj-1), se sigue ep; € BJ(-Q_)I(EM(SJ'-I)).

Por 1ltimo, si vy € V,(Sj-1), v: € B(Z;-1), entonces v; € V,(S;-1), lo que
implica en; € Efy4)(Sj-1). Y por ser v, ¢ B(Z;-1) (en caso contrario se tendria
el apartado anterior), se concluye e; € Bj_1(Efy)(S;j-1)), quedando demostrada
la inclusién contraria y por tanto el enunciado.

Proposicion 5.4.4 Para cada j =1,...,k+ 1, se verifica

(1)
Ep(S5) = (E[u,v](sj_l)\Bj_l(E[u,v](S,-_l))) U B;_(Eu(Si-1)) (5.12)
Demostracion: Nuevamente se probara mediante la doble inclusién.

o Sea en € Epy,)(S;). Entonces, vy € V,(S;), v € V4(S;), y equivalente-
mente, vy € Vu(Sj-1)\B(Z;-1), vt € Vo(Sj-1) U B(Z;-1).

Si v; € V,(5j-1), entonces en: € Epy,)(Sj-1) con ens ¢ Bj_1(Ep,)(Sj-1)) ya
que, en caso contrario, por (5.11) seria e € E,(S;), lo que contradice la

hipétesis. Luego debe ser ex; € Eju ) (S;-1)\Bj-1(Efu,(Si-1))-
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Si v; € B(Zj—1) por las relaciones basicas se sigue [vs,v:] € Ey(Sj-1). Y
por ser v, ¢ B(Z;-1), resulta e;; € B;l_)l(Eu(Sj_l)). Ambos razonamientos

demuestran la relacién
Etu(S5) € (Btus(Si=1)\Bj-1(Epus)(Si-1))) U Bj21 (Eu(Sj-1))

e Reciprocamente, si ey € Epuy)(Sij—1)\Bj-1(Fun(S;j-1)), entonces vy €
Vu(Sj-1), ve € Vo(Sj=1) C Vi(S;), con vh,vs ¢ B(Z;-1) lo que implica v €
V.(S;) y por tanto ep; € Ejy4)(S;). Andlogamente, si ex; € BJ('I_)I(Eu(Sj_l)),
se tiene vy, vy € V4(Sj—1) y vn € B(Zj-1), v+ € B(Z;-1), lo que por las rela-
ciones bésicas supone que v, € V,(S;) y v+ € Vu(S;), y equivalentemente,
ent € Ep,4j(S;). Con esto se demuestra la inclusién contraria y por tanto el

enunciado.

Proposicién 5.4.5 Sean j,q € {1,...,k + 1} tal que j # q. Entonces

B;(Eu(S7)) N By(Eu(S,)) = 0

Demostracion: Supéngase que Z; < Z,. Se verd primeramente que para dos
intervalos consecutivos S;, S;y1 es B;(Ey(S;)) N Bjy1(Eu(Sj+1)) = 0. Pero esto
es consecuencia directa de que Bj41(Ey(Sj+1)) C Eu(Sjt+1), y de que por (5.10),
E.(Sj+1) N Bi(Eu(S;)) = 0.

Para los intervalos S; = (Z;-1,%;], Sq = (Z4-1, Z4) basta reiterar el anterior
razonamiento para S, Sy41,conr = j,...,q—1, lo que concluye la demostracién.
O

Consecuencia inmediata de esta proposicion es:

k+1

> IBi(Eu(S;))l £ m

i=1

Proposicién 5.4.6 Sean j,q € {1,...,k + 1} tal que j # q. Entonces

B;(Eu1(85)) N Bg(Epu(Sq)) = 0
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Demostracion: Al igual que en la anterior demostracién, para j < ¢ se verd
primero que B;(Ep, .)(55)) N Bjt1(Efu(Sj+1)) = 0. Pero esta relacién se sigue
de forma inmediata de que Bj1(Ep(Sj+1)) C Epa(Si+1), y que por (5.12) es
Efu0)(Si+1) N B;(Epu(S;)) = 0.

Reiterando este razonamiento para S,, Sy41, con r € {j,...,¢ — 1} se

concluye la demostracién. O

Puesto que para cada j = .,k + 1 los conjuntos E,(S;), E,(S;),
E.11(S;), y €o son disjuntos y constltuyen una particién de E, de las proposiciones

anteriores se deduce el siguiente resultado:

k+1

> (1Bi(Ewa(Si))] + | Bi(Eu(S;))]) < m (5.13)

i=1

Sin embargo, aunque

k+1
U Ey(Si) CE

i=1
los conjuntos {E..(S;j), 7 =1,...,k+ 1} no tienen por que ser disjuntos, lo
que impide acotar superiormente por m la expresién

k+1

> 1B (S5)|
i=1
Para 5 =0,...,k, sea
73(4, ) = | Epu(Si)\ Bj (Epuu (5;))]

entonces por (5.12) se tiene

k+1 k+1 )
3 1Bt ($3)1 = 3 (1Bpust(Si-1)\Bi-a B (Ss-a))| + 1By (Bu(S;-1))

que se puede expresar

k+1 k+1 k+1 )
2 B (Si)l = 2 miaa(y, v)+Z|B ~1(Eu(S5-1))]
i=1 =1

Sea

k
T(u,v) = ;)Tj(u, v) (5.14)
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entonces - .
S 1B (Si)l = m(u,v) + 30 |B” (Bu(S;))]
=1 1=0

Si el grafo es poco denso, con el valor de m no muy superior al de n (caso
de las redes planares) serd T(u,v) < a,m con la constante multiplicativa a,
relativamente pequefia, lo que permitird reducir la complejidad en la obtencién

de las funciones z,(-) y 2,(:) a lo largo de cada arista [u,v].

5.4.2 Algoritmo

Para cada j = 1,...,k + 1 las expresiones de z,(z;S;) y z.,(z;S;) resultan de
(5.7) y (5.8) sin mas que calcular todos los sumandos que intervienen en dichas
expresiones. Dichos sumandos estdn en funcién de las particiones de los conjuntos
V y E relativas a S;. A continuacién se vera que a excepcion de los sumandos
relativos a la demanda sobre las aristas Ej,4)(S;) y eo todos los demas sumandos
en S; se pueden obtener recursivamente a partir de los valores correspondientes

en Sj_;.

e Sumandos relativos a la demanda nodal

Dichos sumandos corresponden a los coeficientes a,(S;), g,(S;), a.(S;) y
b,(S;). Su célculo se puede efectuar aplicando las relaciones (1.7), (1.8),

(1.9) y (1.10) obtenidas en el capitulo 1, y que en este caso son como sigue:

a,(Si) = ap(Siz1) + 2m(v, B(Z5-1)) — 2m(tty B(Z;-1)) — buww, (B(&;-1))

(5.15)
95(S;) = 95(Sj-1) — 2w, (B(Z;-1)) (5.16)
a,,(Sj) = a,,(Sj_l)+ Z w,~[d(v,~,v)+lw]2— Z w,-d(v,-,u)z (5.17)
v,€B(Z;-1) vi€B(Z;-1)
b.(S;) = b.(Sj-1) — (Zm(U, B(Z;-1)) + zm(v, B(Z;-1)) + lm,w,,(B(fzj_l)))
(5.18)

e Sumandos relativos a la demanda continua

Aplicando (5.10) y (5.11) a z,(z;S;) ¥ z,(z; S;) en las expresiones (5.7)
y (5.8), se tiene que para los términos relativos a la demanda continua
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producida sobre las aristas en € E,(S;) y en: € E,(S;) resulta
wg(Eu(S))) = wp(Bu(Sj-1)) — we(Bj—1(Eu(Sj-1))) (5.19)

De igual forma

Z Pth(-)(U, ent) = Z Pth(-)(U, €ht)
ent€EEw(S;) ent €EEu(S5-1)
- > PreQ)(u, €nt) (5.20)

ent €B;_1(Eu(Sj-1))

donde por @)(.) representamos indistintamente H,, H, y R,. Asimismo por

(5.11)
E Pth(-)(v,eht) = Z Pth(-)(U,Cht)
emeEu(S,') Eh:eEv(sj—l)
+ E pth(.)(v, €ht)
ent€B;_1(Epy,u)(S5-1))
+ Z pth(.)(v, €ht) (5.21)

ent€B.2, (Eu(S;-1))

Sin embargo, estas relaciones no se pueden utilizar con los sumandos relativos a
la demanda producida sobre las aristas Ej,,)(S;). Dichos sumandos son:
(2)
Z Dem (.’L'), y Z Dem (x)
ent€E[y,v)(S5) ent€EEu,0)(S5)

Puesto que en éste caso D.,,(z) y DS')‘

z € Sjpara j = 1,...,k 4+ 1, ambas varian de una regién primaria a otra, y

(z) son funciones de £x:(z) € epe, con

por tanto se han de evaluar en todas las aristas de cada uno de los conjuntos
Epy(S;),Vi=1,...,k+1

Teorema 5.4.7 Para cada 9 = [u,v] € E, el mimero de aristas y de vértices
de la red que han de ser evaluados para obtener z,(z) y z,(z) cuando = € [u,v]
mediante el procedimiento descrito en (5.15) a (5.21) no es superior a n+m +

T(u,v).

Demostracion: Para cada z € [Z;-1,Z;], z.(z) = 2.(2;5;) vy 2,(z) = 2,(z; ;).
Supdngase conocida toda la informacién necesaria para calcular z,(z;S;-1) y
z,(z; Sj-1) mediante las expresiones de (5.7) y (5.8). Para obtener ambas fun-
ciones en S; hay que calcular los coeficientes y sumandos relativos a:
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e Lademandanodal. Por las expresiones (5.15) a (5.18) su obtencién requiere

una pasada sobre todos los vértices de B(Z;-1).

o La demanda sobre las aristas. Por las expresiones (5.19), (5.20) y (5.21)
los sumandos sobre E,(S;) y E,(S;) requieren examinar los conjuntos:
B;_1(Eu(Si-1)), Bij-1(Euw(Si=1)) ¥ Bj21(Eu(S;-1)). Para la demanda
del conjunto Ej,, se han de examinar los elementos de BJ(-I_)I(Eu(S'j_l)),

ademas de 7;_;(u,v) aristas de E.

Como por (5.9), B;l_l_)_l(Eu(Sj_l)) C Bj-1(Eu(S;j-1)), ¢ = 1,2, el nimero de
vértices y de aristas que se han de recorrer para obtener z,(z;S;), y z,(z;S;)
es

|B(Z;-1)| + [Bj-1(Etu)(Sj-1))| + |Bj-1(Eu(Sj-1))] + Tj-1(u, v)

Por tanto, el nimero total de vértices y de aristas que se han de examinar para
obtener z,(z) y z,(z), cuando z € [u,v] se obtendrd extendiendo el valor anterior

a todas las regiones primarias de la arista, resultando

k+1 k+1 k+1
> [B(@s-1)|+ 22 (1Bses (Bt (S5-i)] + By (Eu(Sima)) + 2o s (w00)

<n+m+ 7(u,v)

donde se ha utilizado (5.13), (5.14) y el segundo apartado de la proposicién 1.6.3,

lo que concluye la demostracion. O

Sea

7y = max{7(u,v), [u,v] € E}

El algoritmo que se desarrolla a continuacion es valido tanto para el pro-
blema 1-mediana como para el de la 1-varianza continua y con cualesquiera fun-
ciones de densidad utilizadas, y se basa en calcular ambas funciones mediante el

procedimiento descrito, a lo largo de cada arista de la red.
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ALGORITMO 1/VC(R)/(N), 1/MC(R)/(N)

Paso 0
Calcular la matriz de distancias (D(u,v)).
Para cada arista [u,v]:
* Calcular los puntos de embotellamiento.
* Ordenarlos segin distancia creciente al vértice inicial.
* Obtener los conjuntos B(Zz;).

Sea Z suficientemente grande. Hacer z} = 0, [u*,v*] = 0.

Paso 1
Seleccionar una arista [u,v] de E que no haya sido considerada.
Sea Z,, suficientemente grande, z}(u,v) = 0.

Calcular los conjuntos V,(So), Vo(So), Eu(So), Ev(So), Epu(So).
Paso 2

Repetir para cada regién primaria [z;_, Z;] de [u, v]:

* Obtener los conjuntos V,(S;), Vi(S;), Eu(S;), Eu(S;), Eww)(S;), asi
como Bj(Ew)(S;), Bj(Eu(S;)) (¢ = 1,2) mediante las relaciones (5.10),
(5.11), (5.12).

* Obtener las expresiones de z,(z;S;), z.(z;S;) dadas en (5.7) y (5.8)
mediante las relaciones (5.15) a (5.21).

* Resolver min{z,(z), = € [Z;-1,%;]}. Sea z%(S;) la solucién.

* Si 2,(z}(S;)) < Zuw, hacer Z,, +— z,(z}(S;)) , z}(u,v) «— z3(5;).

Paso 3
Si Zy, < Z, hacer Z «+— Z,,, =} +— z}(u,v), [u*,v*] +— [u,v].
Si quedan aristas de E sin examinar, ir al paso 1.
En caso contrario, parar. Los valores de Z, z7, [u*,v*] constituyen la
solucion.

COMPLEJIDAD

Nuevamente la complejidad final del algoritmo dependerd de las funciones
de densidad que intervengan. Para efectuar un analisis comparativo de la com-
plejidad de éste algoritmo frente al algoritmo exhaustivo 1/VC/(N), se supondra

que todas las funciones de densidad son uniformes.
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Paso 0: Al igual que en algoritmo 1/VAR/N, el célculo de la matriz de
distancias, puntos de embotellamiento y ordenacién de los mismos se efectia en

tiempo O(mnlogn) si m € O(n?/logn)

Pasos 1 y 2: Para cada arista [u,v] se calcula z,(-) recursivamente sobre
cada regién primaria y se resuelve el correspondiente problema de optimizacion.
Si todas las funciones de densidad sobre las aristas son uniformes, esta ultima
rutina se puede ejecutar en tiempo constante con lo que, por el teorema 5.4.7 el
tiempo de este paso es n+m+7(u,v). Puesto que los pasos 1 y 2 se ejecutan para
todas las aristas de la red el esfuerzo computacional requerido estard acotado por

mnlogn + m(m +n + ).

Por tanto, la complejidad del algoritmo vendra dada por
max {O(mnlogn), O(m(m +n+ TN))}

que en promedio serd muy inferior a la del anterior algoritmo (O(mn(m + n)))
sobre todo si el grafo es grande y poco denso ya que en este caso se obtendran
valores muy pequefios para cada 7(u,v) y por tanto para 7. Si bien en el peor
de los casos para 7, (cuando 7, € O(nm)) el anélisis asintético de ambos algorit-
mos produce la misma complejidad computacional, el nimero de iteraciones que
efectua el algoritmo 1/VC(R)/N es inferior.

Proposicién 5.4.8 Incluso en el peor de los casos para T, el nimero de vértices
y de aristas que son ezaminados por el algoritmo 1/VC(R)/N es inferior al del
algoritmo 1/VC/N.

Demostracidn: En la demostracién se prescindird de la complejidad computa-
cional de la fase previa: O(mnlogn), ya que su ejecucién es comin a ambos

algoritmos.

El esfuerzo computacional que cada uno de los algoritmos consume en
la fase de evaluacién y resolucién de cada uno de los subproblemas sobre todas
las regiones primarias de la red es O(mn(m + n)) en el algoritmo 1/VC/N y
O(m(m+n+7,)) en 1/VC(R)/N, y corresponde al nimero de visitas efectuadas

sobre nodos y aristas de la red.

En el peor de los casos 7, € O(nm) con lo que el tiempo consumido

por este dltimo algoritmo es O(m(m + n + mn)). Pero como para cualquier red
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considerada, 0 < 7, < nm, el enunciado de la proposicién se probara verificando
que m +n 4+ mn < n(n+ m). Pero esta desigualdad equivale a m +n < n? y por
tanto a m < n(n — 1), relacién que siempre es cierta ya que en una red sin bucles

(n—1)

no dirigida es m < 5 O

En general para cada red N(n,m) considerada se podrd expresar

T

N = Gy, 0<La,<n

N

5.4.3 Experiencia computacional

Para evaluar el tiempo promedio de ejecucion del algoritmo 1/VC(R)/N se ana-
lizan los valores obtenidos para a, sobre redes generadas aleatoriamente. La
generacion de las redes sigue el procedimiento descrito en el capitulo anterior,
y se ha mantenido la misma distribucién uniforme en [5,40] para las longitudes
de las aristas. Igualmente, el tipo N(n,m) denota a una red de n vértices y m

aristas.

Todas las redes consideradas tienen n = 25 vértices. El nimero de aristas
comienza con un valor inicial de m = 30, que se aumenta progresivamente de 10

en 10 hasta m = 100 aristas.

Sobre cada tipo de red N(n,m) generada 100 veces se ha evaluado el
porcentaje de casos para los que 7, < a,m, segin distintos valores considerados

de an.

La tabla que sigue muestra los resultados obtenidos. Las columnas se
encabezan con los valores de a, considerados, y las filas con el nimero m de
aristas. Cada elemento c;; de la tabla recoge el porcentaje de veces que en la red

considerada se obtuvo 7, < a,m.
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Valores de a,,

05 1 |15 2|25 |3 |35] 4 |45 5 |55
N(25,30) || 65 | 100
N(25,40) 1 |32 |84)100
N(25,50) 6 | 44 | 80 | 95 | 100
N(25,60) 2 | 3381 97 | 100
N(25,70) 4 |37 | 81| 97 | 100
N(25,80) 15 | 61 | 90 | 99 | 100
N(25,90) 3 | 48 | 92 | 98 | 100
N(25,100) 1 | 41| 76 | 89 |100

Para redes con baja densidad (m = 30 y m = 40) un porcentaje muy elevado
de casos se logra con pequefios valores de a,: en a, =1y a, = 2.5 se sitia la

totalidad de los casos, y por tanto, 7, € O(m).

Al aumentar la densidad de la red aumentan los valores de a, necesarios
para conseguir porcentajes de casos superiores al 80%, sin embargo estos valores
se mantienen pequeiios frente a n: incluso en un tipo de red bastante denso como
N(25,100) (red no planar), la totalidad de los casos se atrapa con a, = 5.5. De
hecho la cota a,m no se alcanzé en ninguno de los casos considerados, ya que
por ejemplo el valor més elevado de 7, que se obtuvo en el tipo N(25,100) fue
610, mientras que el maximo proporcionado por a,m cuando a, = 5.5 es 750.
Por tanto puede afirmarse que, también en estos casos, T, € O(m).

La disminucién que el procedimiento del algoritmo 1/VC(R)/N supone en
el esfuerzo computacional se puede apreciar en la siguiente tabla, que refleja el
mimero maximo de “visitas” (vértices y aristas examinados) requeridas por este
algoritmo frente al exhaustivo 1/VC/N en la fase de evaluacién y resolucién de
los subproblemas sobre la red. Se ha omitido la fase de preprocesamiento, comin

a ambas y con el mismo esfuerzo computacional.
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ay Tw S Gy m(m+n+a,m) | mn(m+n)
(en %)
1] (100%) 9550 41250 | N(25,30)
2 (84%) 5800 65000 | N(25,40)
3 (80%) 11250 93750 | N(25,50)
4| (97%) 19500 127500 || N(25,60)
4 (81%) 26250 166250 | N(25,70)
5 (99%) 40400 210000 N(25,80)
) (98%) 50850 258750 N(25,90)
55|  (100%) 67500 312500 || N(25,100)

En todos los tipos de red considerados casi la totalidad de los casos se
ejecuta en un nimero de visitas muy inferior a las requeridas por el algoritmo
exhaustivo: como ejemplo, sefialamos las 67.500 visitas que como méximo ejecu-
tan el 100% de los casos examinados en el tipo N(25,100) frente a las 312.500
necesarias para resolver el problema en el mismo tipo de red con el algoritmo

exhaustivo.

5.5 Algoritmos en una red arbol

Si la red considerada es un arbol T'(V, E), la convexidad de z, (z) sobre cada arista
de T (corolario 5.3.4) asi como una propiedad relativa a la arista que contiene
al 6ptimo permite plantear un algoritmo lineal para resolver el problema de la

l-mediana continua.

Teorema 5.5.1 (Chiu [7], Labbé [36]) Sea N(V, E) una red coneza no dirigida

y €, = [u,v] una arista puente de la red. Entonces:

(i) El vértice v minimiza z,(z) sobre [u,v] si y sdlo si

w(N) = w, (Vu) + ws(Eu) 2 1/2

(i) El punto z* € [u,v] es un minimo local de z,(z) sobre [u,v] si y sdlo si
_ 1/2 —w(N,)

Fol=") Po
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Definicién 5.5.2 Sea N, = (V;, E,) C N una subred de la red N. N, se denom-
ina una subred puente si existe una aplicacién ¢ : N\N, — N, tal que para
cualesquiera z € N\N,, z, € N,, se verifica d(z,z,) = d(z,¢(z)) + d(é(z), z,).

Definicién 5.5.3 Una subred N, C N se dice mayorante si w(V;) > w(V)/2.

Teorema 5.5.4 (Labbé [36]) Si N, es una subred puente mayorante de N, en-

tonces N, contiene algun punto I-mediana continua.

Estos dos teoremas permiten desarrollar un algoritmo lineal muy simple para
resolver el problema de la 1-mediana continua en una red arbol con cualquier
tipo de funciones de densidad. Dicho algoritmo (extensién al caso continuo del
algoritmo de Goldman [13]), va examinando secuencialmente todas las aristas,
acumulando los pesos obtenidos hasta el momento hasta encontrar un subarbol
mayorante. Entonces se aplica el teorema 5.5.1 a la arista que enlaza dicho
subarbol con el complementario. Puesto que cada arista se evalia una sola vez,

la complejidad del algoritmo es O(n).

ALGORITMO 1/MC/(T) (Chiu [7], Labbé [36])

Paso 1
Seleccionar un vértice u de grado 1. Sea [u,v] la arista incidente.

Si w(u) > 1/2, parar: u es la 1-mediana continua.

Paso 2
Si w(u)+puy > 1/2, entonces la 1-mediana continua es el punto z* € [u, v]
1/2 —
tal que Fy(z*) = —1—72(—12

Paso 3
Si w(u) + puw < 1/2, modificar T eliminando el vértice u y la arista
incidente [u,v].
Hacer w(v) = w(v) + w(u) + puy-
Ir al paso 1.

Para resolver el problema de la 1-varianza continua se hard una extension del
algoritmo 1/VAR/(T) (relativo a la demanda discreta). Esta extension se refiere
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sobre todo al procedimiento para calcular los coeficientes y valores auxiliares
asociados a cada vértice, sin embargo la obtencién del éptimo local sobre cada
arista (y por tanto la complejidad del algoritmo) dependerad de las funciones
de densidad que intervengan. En el caso de considerar funciones de densidad

uniformes, el algoritmo serd lineal.

5.5.1 Varianza continua en una red arbol

En este caso, para cada ey = [u,v] € E es |B(u,v)| = 0, y la tinica regién
primaria en cada arista es la propia arista. Suponiendo enraizado el drbol T con
un postorden definido en él, tal que v es padre de u en el postorden, y tal que
Vz € [u,v] es £ = d(u,z), y luy — = d(v,z), la particién inducida en V es:

{%,Vu}, siendo V,, el conjunto de vértices del subarbol enraizado en u. Entonces
Vz € [u,v], Vi (a:) = {v; € V [/ d(v;, z) = d(v;,u) + =}
Vz € [u,v], Vi(z)=Vi={vieV /d(v,z)=d(vi,v)+l,, — 2}
Anaélogamente, sobre las aristas de T se tienen los conjuntos
E, = Ey(z) = {en: = [vn,ve] € E [ vp,v; € V,.}
E, = E,(z) = {en = [vn,v:] € E [ vp,v, € V.}

de forma que {E,, E, y e = [u,v]} constituyen una particién de E.
Entonces por la proposicién 5.2.5 resulta

zD(:I:)= Z UH + Z Dem(z)'*' Z Dem +Deo(x)

v, €V ent€Ey ent€Ey

a(z) = Y wdv,2)?+ Y DY (2)+ Y DY (z)+ D2 (z) — (2,(x))?

vieV ent€Ey ent€Ey

¢ Demanda Nodal

La expresion de estos sumandos es la misma que en el caso del problema

de la 1-varianza (proposicién 1.5.4), sin mds que sustituir g, por g, (u) =

w, (V,) — w, (W), resultando:
3 wid(viy2) = 2m(w) + g, (u)2

v EV

> wid(vi,z)? = z (u) + 22(22m(u, Vo) — zm(u)) + w, z?

v EV
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¢ Demanda sobre las aristas

Para cada ex; = [vn,ve] € E, sea vi:(u) el vértice de la arista [vs,v;] mds
cercano al vértice u, esto es: d(vp(u),u) = min{d(vy,u),d(vs,u)}. Cuando
ent = €9 = [u,v], es d(vne(u),u) = 0.

Suponiendo que para cada arista ey, la variable de integracién y se desplaza
desde el vértice vp(u) mas cercano al vértice al més lejano respecto de wu,

de forma que

d(vp(u),u) +y+z, si en € E,

= d = i)
Yy € en = [vn, v4), (y,z) { d(vpe(u),u) +y—=z, si ew € By

(2

en: (%) las siguientes expresiones:

se obtienen para las funciones D,,(z) y D

en € F,
Dehz(x) = pht(,uht + d(vht(u), u) + :1:)

D () = phele® + 22 (d(vne(u), w) + uae) + d(vne(u), u)*
+ 2d(vne(u),u)pn: + M(:t)

ent € Fu
D.,.(z) = prt(pnt + d(vpe(u),u) — z)

D:l (x) = pht[mz -2z (d(’Uht(U), U) + ﬂht) + d(vht(u)’ u)2
+  2d(vhe(u), w)pn: + #;:t)]

en = €0 = [u, V]

De,(z) = pol2zFo(2) — 2 + o — 2p0()]

2)

DY (z) = pol® — 2zp0 + pg |

Efectuando la suma de los correspondientes términos, denotando por

gg(u) = Z Pht — E Prt — Po

ent€Ey Cth-E-u
y teniendo en cuenta que d(vi:(u),u) = 0, si ens = eo se obtiene, para € e =

[u,v]:

zp(z) = gy (v) + g5 (v)lz + 2zpo Fo(2) — 2popo(2) + Bj(u) (5.22)
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z(z) = 2% + 2B, (u)z + C,(u) — (2,(z))? (5.23)
donde
B, (u) = zm(u) + Z Phtfeht + Z Pred(vne(u), u) (5.24)
ent€E ent€E
B,(u) = 2zm(u,Va) —2m(u)+ D Prtpne— D,  Prbm
ent€EE. eME(Euer)
+ Z phtd(vht(u),u)— Z Prtd(vpe(u), u)
ent€E, ent €(Buleq)
Cu(u) = z:)(u)+ > phtpft) + D pred(vne(w),u)’ +2 Y prepmed(vae(u), w)
en€EE en€EE ent€E

(5.25)

Puesto que si K.,, es cualquier expresién definida sobre la arista ey, se verifica

Z K., + Z K, = E Ke,,

ent€Eu ene €(EuVeo) ent€E

el coeficiente B, (u) se puede expresar

B,(v) = 2zn(u,V,) = zm(u)+2 Z Phtlhnt — Z Phtlint

ent€Ey ent€E
+ 2 Z pred(vpe(u), u) — Z Prtd(vae(u), u) (5.26)
ent€Ey ent€F

Anélogamente, como w, + w, = 1, se tiene
9y (u) + 9g(u) = 2(w, (Va) + wg(Ey)) — 1

Por tanto la expresion de z,(z) sobre cada eje eg = [u,v] se obtiene a partir de
unos valores asociados al vértice inferior u de dicha arista, asi como de valores

globales sobre el arbol T'. Dichos valores son

o Valores asociados a u sobre T':

Zm(u), 2 (1), > predne(u), Y predne(u)’y . prepinedne(u)

ent€E enc€E ent€EE

donde dj:(u) representa abreviadamente d(va:(u),u).

e Valores asociados a u sobre V, y E:

wV(Vu), wE(Eu)a zm(u7‘/u)’ Z Dhtfiht, Z phtdht(u)
ert€Ey ent€Ey

e Valores globales sobre T':

Z Hht, E #ft), z PhtHht

ept€E ent€E et €E
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5.5.2 Algoritmo

Mediante las relaciones que se desarrollan a continuacién se podra extender el
algoritmo AUX/V(T) al conjunto de aristas para calcular tanto los valores aso-
ciados a u como los globales sobre T'. Esto requerira 2 pasadas en postorden sobre

T': una hacia la raiz, y otra en sentido contrario.

Para cada u € V, sea H, el conjunto de vértices hijos de u en el postorden
(en la figura 5.9, H, = {v1,...,vs}).

0

V2

Vk

Figura 5.9

Se obtienen las siguientes relaciones:

w, (Vo) = Z w; = Z wV(VW)‘*’w(u)

vEVy vi€Hy
wE(E“) = Z Pht = E ( Z Pe + pvgu)
ehteEu v €H, eeEvi
Z th == Z ( Z Qe + Qu.'u) (527)
ent€Ey vi€Hy e€Ey,

. (2) (2
donde Q;; representa sucesivamente a Ppefihe, Phtlpry Bht Y Hpt -

Por otra parte, sea ¢ € E,,, con v; € H,, (Figura 5.10). Entonces

d(ve(u),u) = d(ve(vs), vi) + d(vi, u)
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Figura 5.10

Ademis si e = [v;,u] es d(ve(u),u) = 0. Denotando respectivamente a

d(ve(u),u) y a d(ve(vi),vi) por de(u) y de(vi), se tiene
S pudue(w) = Y (X pede(vi) + d(vi, w)w, ()

ehteEu . vi€EHy eGEu
Z pht,uhtdht(u) ( Z pel‘e 'Ut +d(’l)1, ) Z peﬂe)
ent€EE ‘UuGHu eeEu CeEu.‘
37 predne(u)’ = Y ( D pede(vi)?+2d(vi, u) Y pede(vi)+d(vi,u)’w (Ev.'))
ent€EBy vi€H, eEE,,'- eGE.,‘

Por dltimo, el cdlculo de zp,(u, V3,), zm(u) y 2 (u) se puede hacer mediante las
relaciones (1.3), (1.4), (1.5) y (1.6) utilizadas en el algoritmo AUX/V(T).

Efectuando un recorrido sobre las aristas de T en direccion a la raiz, las
expresiones anteriores proporcionan al final de esta primera pasada todos los
valores asociados a cada vértice u sobre V, y E,, asi como los valores globales
sobre T'. En efecto, ya que si v, es la rafz y H, = {uy,...,u,} los hijos de v,, al
finalizar la pasada hacia v, se dispone de

Z th, V_7=1,s

Cht GEMJ

por tanto los valores de E Q@n: se obtienen aplicando (5.27) a H,.
eMEE
De igual forma, para cada [u,v] € E los valores asociados a u sobre todo
el arbol T se resumen como

Z Qne(u), [u,v]€E

Cht EE

donde Qp:(u) denota indistintamente a predpe(u), prepinedie(u), y Predns(u)?.
Una vez efectuado el recorrido anterior hacia la raiz, su calculo se completa me-
diante una segunda pasada hacia atrds sobre todas las aristas de T', desde la raiz
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hacia la primera arista en el postorden. A continuacién se describe la relacién

que se ha de utilizar para calcular z pitdis(u) en el paso hacia atras; las demads
e €F
se obtienen de forma aniloga.

Para las aristas [uj,v,], u; € H, se tiene

> predne(uj) = > phtdht(uj)'*‘i:( > pht(dht(uk)+d(ukauj))+pkrdlcr(uj))

ent€E 3ht€Euj ”::; 3ht€Euk

pero si k # j es dir(u;) = ly,u; ¥ d(ur,uj) = d(ug,v,) + l,q;, resultando

S () = X (X pudueu) + 3 lomw(Bu)

en€E uk€Hr ep€Ey; o
3

8

+ lvru,' Z(wE(E‘Uuk) + pkr)

k=1_
k#j

Continuando con la pasada hacia atrds, para cualquier otra arista [u,v] tal que
v ¢ H, los valores relativos a u se obtienen a partir de los correspondientes a v

como sigue

Z phtdht(u) = Z phtdht(v) + luv(wg - 2wE(Eu) - puv)
ent€E ent€E

A partir de todo lo expuesto se desarrolla el siguiente algoritmo para el

problema de la 1-varianza continua en una red arbol.

ALGORITMO 1/VC/(T)

Paso 0
Calcular todos los valores asociados a cada vértice u € V utilizando las
relaciones anteriores en el algoritmo AUX/V(T).
Sea Z suficientemente grande, =} = 0, [u*,v*] = 0.
Seleccionar ey = [u,v] (primera arista en postorden).

Paso 1
Calcular B, (u), C,(u), B,(uv) mediante (5.24) a (5.26).
Obtener z,(z) mediante (5.22) y (5.23).
Resolver el problema min{z,(z), z € [0,l..]}. Sea z}(u,v) el minimo.
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Paso 2
Si z,(z}(u,v)) < Z, entonces:
* Hacer Z <— z,(z}(u,v)), z} +— z}(u,v), [u*,v"] +— [u,v].
Si quedan aristas de E sin examinar, entonces:
* Seleccionar [u,v] (siguiente arista en postorden).
x Ir al paso 1.
En caso contrario, parar. Los valores de Z, z¥, [u*,v*] constituyen la

solucion.

COMPLEJIDAD

La fase previa (paso 0) requiere dos pasadas sobre todas las aristas del
arbol, asi como ir amontonando los cdlculos obtenidos en cada avance relativos a

cada arista hasta completar ambas pasadas. Su complejidad es O(n).

En los pasos 1 a 2 se calcula en tiempo constante la funcién z,(z) sobre
cada arista de T, y se resuelve el correspondiente subproblema. Puesto que en
total se resuelven n — 1 subproblemas, la complejidad de esta fase es O(n) si las
funciones de densidad son uniformes. En tal caso, la complejidad resultante del

algoritmo es O(n).



Capitulo 6
Caminos de minima varianza

Uno de los elementos que intervienen en la clasificacion de los problemas de loca-
lizacién en redes es la forma o estructura del servicio (o servicios) a ser localizado.
En los problemas tratados hasta ahora en esta memoria, asi como en la mayor
parte de los problemas estudiados en teoria de localizacion, se asume que los

servicios se pueden modelizar como puntos aislados de la red.

Cuando el tipo de servicio a localizar no es lo suficientemente pequeiio
respecto a su entorno para poder ser representado por un punto, el problema
planteado es de localizacién dimensional, o de estructuras dimensionales, (también
denominado localizacién de servicios extensos por Mesa y Boffey [42]). Para mo-
delizar el servicio se requiere una estructura tipo camino, ciclo, arbol o red. El
interés en el estudio de este tipo de problemas esta motivado por situaciones
reales en donde se persigue la localizacién de oleoductos, rutas de evacuacién,
lineas de transporte de pasajeros o mercancias, rutas para transporte de mate-
riales peligrosos, etc. A este respecto el trabajo de Mesa [41] explora una amplia

gama de aplicaciones que pudieran tener estos modelos.

Las estructuras mas utilizadas en los problemas de localizacién dimen-
sional son del tipo camino, ciclo y arbol, y los criterios aplicados son una extension
de los correspondientes en localizacién puntual a las medidas centro, mediana,
centroide y problemas cubrimiento. Sin embargo, €l paso de localizar puntual-
mente a la localizacién de estructuras no es una mera extension, sino que supone

en muchas ocasiones la consideracién de problemas mucho mas complejos, tanto a

185
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la hora de obtener propiedades como en los aspectos computacionales. Un ejemplo
de lo anterior lo constituye el que aunque los problemas de localizacién puntual
1-centro y 1-mediana sobre redes generales (ciclicas) tienen complejidad polino-
mial, los correspondientes a la localizacién del camino-centro y camino-mediana

(también llamado core) en este tipo de redes son NP-duros.

La localizacién de estructuras dimensionales se inicia con los trabajos de
Slater [56, 57] sobre caminos centrales, donde se introducen los conceptos de
camino-centro, camino-mediana y camino-centroide como sigue: dada una red
N(V,E) tal que la demanda se produce en los vértices de la red, para cada
camino P de la red, Slater define

o la excentricidad de P como e(P) = max d(vi, P)

¢ la mediana de P (o suma de distancias) como

S(P)= Y d(v;,P)

v, €V

e el peso de rama b(P) como el cardinal méximo de los conjuntos de vértices

de los componentes de N\ P, esto es

b(P) = max {|{N.NV|: N, es componente de N\ P}

El camino-centro es aquel de minimo cardinal entre todos los caminos de minima
excentricidad. Un camino-mediana (core) es un camino de minima suma entre
todos los caminos de la red. El camino-centroide (o espina) es el de minimo
cardinal entre los que minimizan el peso de rama.

Una definicién diferente del camino-centro se debe a Hedetniemi et al. [25],
en donde la minimalidad respecto al cardinal del conjunto de vértices del camino
se sustituye por la minimalidad respecto a la inclusién de conjuntos, aunque am-
bas definiciones coinciden sobre redes arbol. Las anteriores definiciones suponen
que la demanda se distribuye uniformemente en todos los vértices: la red es no
ponderada. Para redes ponderadas se ha de sustituir d(v;, P) por w;d(v;, P) en

S(P), y en la expresién de b(P), el peso de cada componente: w(N.) = Y w;
viEN,
sustituye a su cardinal.
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La localizacién del camino-mediana en redes arbol es resuelta mediante
un algoritmo lineal por Morgan and Slater [48]. Peng et al. [51] simplifican el
anterior algoritmo y extienden el problema a la localizacién de arboles-mediana
con exactamente k hojas. Los algoritmos de Slater [57] y Hedetniemi et al. [25] lo-
calizan en tiempo lineal el camino-centro sobre redes drbol, y asimismo Slater [57]

da un algoritmo lineal para el problema del camino centroide en arboles.

Otras extensiones del problema surgen al considerar restricciones sobre la
longitud del camino o subdrbol a localizar, (Minieka [43]), o bien problemas de
cobertura (Kim et al. [30, 31], Kincaid et al. [34]). Este dltimo tipo de problemas
consiste en localizar la estructura dimensional (arbol o subred) J C N de minima

longitud que cubra a todos los puntos de demanda:

min {(J)
d(v,-,.])gr;, i=1,...,n

En el articulo de Mesa y Boffey [42] se clasifican y recopilan todos los trabajos
existentes en la literatura sobre localizaciéon no puntual. La mayoria de los pro-
blemas descritos son resolubles en tiempo polinomial en redes arbol o redes tipo
cactus, pero son NP-duros en redes generales, como se demuestra en el trabajo de
Hakimi et al. [17], donde se analiza la complejidad computacional de una amplia

coleccién de problemas de localizacién dimensional.

Todos los problemas tratados responden bien a modelos cobertura, bien
a modelos donde se aplican y combinan los operadores min o max con las fun-
ciones e(-), S(:) y b(), con o sin restricciones. Sin embargo, no se ha investigado
el desarrollo de problemas de localizacién de estructuras aplicando criterios de
igualdad. La utilizacién de estos criterios en la localizacién dimensional daria
lugar a un amplio tipo de problemas (segin el criterio aplicado, la forma del
servicio a localizar, el tipo de red subyacente, la existencia o no de restricciones)

cuyo estudio esta todavia inexplorado.

En este capitulo se pretende una introduccién a este tipo de problemas

extendiendo el criterio varianza a la localizacién de caminos.
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6.1 Formulacion del problema y complejidad

Sea N(V, E) una red conexa no dirigida de sistema normalizado de pesos, con
V]| =ny|E| =m,y (v1,...,vs) €l vector demanda situado en los nodos de
la red, y sea P(z1,22) C N un camino enlazando los puntos z;,z; de N. Para
cada y € N la distancia d(y,P) = min{d(y,z) : = € P}. Siz,z, € V, y
V(P) = PNV entonces d(y, P) = min{d(y,v): v € V(P)}.

La funcién mediana de P sobre un subconjunto V' C V se define como
Zm(P, V’) = Z w,-d(v,', P)
v, eV
donde z,,(P) denota a z,(P,V).

Definicién 6.1.1 Para cada camino P de N se define la varianza de P como

z(P) = Y wild(vi, P) = zm(P)]?

v eV

Extendiendo la definicién de z,(:)(-) a P como 2 (P) = > wid(vi, P)?, es in-
v EV
mediato comprobar que z,(P) = 2{3)(P) — z,,(P)>%.

El problema del camino de minima varianza no restringido consiste en
localizar un camino P* C N tal que z,(P*) < z,(P), para todo camino P C N.

En tal caso se dira que P* es un camino de minima varianza.

La ausencia de restricciones sobre la longitud implica que los puntos ex-

tremos del camino de minima varianza son vértices de N. Si
P(N) = {P(vi,v;) : P es camino de N}

es el conjunto de todos los caminos de N cuyos puntos extremos son vértices, el

problema (no restringido) de camino de minima varianza se puede formular como
Pl D)

En el siguiente teorema se prueba que el problema del camino de minima varianza

es NP-duro incluso cuando la red es bastante simple. La demostracién se basara

en reducir el problema del camino hamiltoniano (conocido como NP-completo)

al anterior problema.
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Definiciéon 6.1.2 Un camino hamiltoniano en N es un camino simple que con-

tiene a todos los vértices de N.

El problema de decision del camino hamiltoniano se plantea como sigue: dada una
red N(V, E), jexiste o no un camino hamiltoniano en N?. Garey y Johnson [12]
demostraron que este problema es NP-completo, y su correspondiente problema
de bisqueda es NP-duro.

Teorema 6.1.3 El problema del camino de minima varianza en una red N(V, E)
es NP-duro, incluso si en la red considerada todos los ejes tienen igual longitud

y todos los vértices igual peso.

. ‘s 1

Demostracion: Sea V = {vy,...,v,} el conjunto de vértices de N, con w(v;) = —,
n

Vi=1,...,n,y|E| = m. Sesupondrd, sin pérdida de generalidad, que la longitud

comin de todos los ejes de F es 1.

Sea la red N (V, E) cuyos vértices tienen igual peso y sus ejes igual longi-
tud, construida a partir de N de la siguiente manera:
El conjunto de vértices ¥V = V U V; U V4, donde los vértices de V; y de V4 son

réplicas de los vértices de V, tal que

Vi=1l,...,n,v; € V;siysolosiv; €V, 7=1,2

1

Claramente, [V| = 3n, y el peso comin de todos los vértices de V es w(?) = e

El conjunto de ejes E = EU E’ donde E’ ests formado por ejes que enlazan cada

vértice v; € V con sus dos réplicas v;;, v;2, esto es
! ! / y —
E' = {e}; = [vi,vi1], €} = [vi,via), i =1,...,n}

Entonces |E| = m 4 2n, y puesto que todos los ejes tienen igual longitud, se tiene
I(&)=1,Vée E.

En la figura 6.1 (b) se muestra la red N obtenida a partir de la red ele-
mental N de 6.1 (a).
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(3] !
(%] V4 V2 V4

V3 (2
(a) (b)
Figura 6.1

Considérese el siguiente problema de decisién: dado B > 0, ;jexiste algiin
camino P C N tal que %,(P) < B? (donde Zs(:) denota la funcién varianza
sobre N ). Para un determinado valor de B se probara la equivalencia de este
problema y el problema del camino hamiltoniano: se demostraréd que existe un

camino hamiltoniano P en N si y sélo si P es camino de minima varianza en N
tal que z,(P) = 2/9.

Sea P un camino hamiltoniano en N, que por comodidad se supondra
P = {vy,...,v,}. Sobre la red N es |V(P)| = n, y |V\V(P)| = 2n, por tanto

- 1 - 2n 2
Zm(P)=§—T;E d('U,P)=-3';=§
eV

y analogamente

- 1 2 1 2
Z(P) = 3~ > (§)2+§; > (1—5)2=§
YEV(P) veV\V(P)

Sea P(N) el conjunto de todos los caminos simples enlazando vértices distintos
de N. Claramente, YP' € P(N) se verifica |V(P')] < n + 2. Se trata de probar
que VP’ € P(N), es %,(P') > %,(P), para lo cual se consideraran los tres casos
posibles que pueden darse para el cardinal de P': |V(P')| < n, [V(P')|=ny

IV(P')| > n.

e Si |V(P')| < n, al menos dos vértices de V\V(P’) aumentan en una unidad
la distancia comin de los demads respecto de P’, y por tanto aumenta el
valor de la funcién varianza. Como ejemplo se construyen sobre la red de
la figura 6.1 (b) tres posibles caminos P’ con |V(P’)| = 3, los cuales se

muestran en la figura 6.2 (a), (b) y (c), con trazo negro mas marcado. En
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6.2 (a) exactamente dos vértices se situdn a distancia 2. En 6.2 (b) hay 4
vértices a distancia 2, y el resto de los que no estidn en P’ estén a distancia
1. En 6.2 (c) hay dos vértices a distancia 3, cinco a distancia 2, y dos a
distancia 1.

U1 V1 (%]
U2 Vyq Lp) V4 V2 Vg

(a) (b) (c)

Figura 6.2

Se comprobard que Z,(P’) > Z,(P) incluso en el caso mas favorable para P,
el cual sucede cuando |V (P')| = n—1, y de los 2n+1 vértices de V\V(P),

hay 2 vértices a distancia 2, y los 2n — 1 restantes a distancia 1. Entonces

2n — 1 4 2 1 1
z. N = —_— = = - =2z —_
Zn(P) = 3 T3 -37% zm(P)+n
analogamente
~pn _ n-—1 Iz 2n -1 _ 142
G(P) = ——(zn(P)+ =) +=— (1= 2(P) - )
2 1\2
+ 3(2—44Py-;)

Sustituyendo z,,(P) por su valor y desarrollando los cuadrados, resulta

5(P) =

-1,4 1 4 2n—-1,1 1 2
- ( )+ = Q+§—g)

3n 9+~+3n 3n

+§% ;——)
1 /4n—44+2n -1+ 32 1 —142n-142
() ()

2 (2n——2 2n+1— )

3n
1 9 1 2 1
= Gt mm=gtRls

SI’—‘
~
QOl[\D
||

%,(P)

e Si |V(P')] = n = |V(P)| no siendo P’ camino hamiltoniano en N, entonces

P’ comparte n — 1 vértices comunes con P, supongase que son vy,...,Un-1,
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siendo el restante vértice o bien de V; o bien de V;, por tanto P’ es del tipo:
P' = {vi;,v1,...,0n_1}, 0 bien P’ = {vy,...,0,_1,0n-1;} para j = 1,2.
En cualquiera de los casos, de los 2n vértices de V\V(P’), 2n — 2 se sitdan
a distancia 1, y exactamente dos vértices a distancia 2 con lo que, por un

razonamiento similar al del apartado anterior se concluiria que z,(P') >
zs(P).

o Sin+4 1< |V(P')| £n+2sucede lo mismo. En efecto, si |[V(P')| = n + 2,
entonces P’ contiene todos los vértices de P y sus vértices extremos son
vértices de V; y/o de V4. Por tanto P’ es del tipo P’ = {v1;,v1,- .., UnVnk},
con j,k = 1,2. En cualquier caso los 2n — 2 vértices restantes se sitian a

distancia 1 de P’, resultando
2n—-2 2 2 2

En(P)= T S = e = (P -

obteniéndose para la varianza se P’ en N:

-~ +2,2 2 2n —2 2 2
R v
n+38+2n — n+2+2n—
- 5( 3In )+9n2( 3n )
4 2n—-2—-2n—-4
+ %( 3n )

2 2 2 2
= §‘+§;”‘(1—5)>§—23(P)

ya que en una red ciclica, es n > 3. Analogo resultado se obtendria en el
caso |V(P')|=n+1.

De todo este razonamiento se concluye que el camino P es de minima varianza
en N,y es Z,(P) = 2/9.

Reciprocamente, un camino P de minima varianza en N tal que Z,(P) =
2/9 debe contener a n vértices de N y situar a los 2n vértices restantes a distancia
comin 1, ya que segun se acaba de ver, cualquier otra disposicién aumenta el
valor de la varianza. Pero dada la construccién de N, esto sélo es posible si los n
vértices que pertenecen a P son los n vértices de V, lo que implica que P es un

camino hamiltoniano en N.

De la equivalencia entre ambos problemas se concluye que el problema del
camino de minima varianza es NP-duro, esto es, se puede resolver mediante un
algoritmo en tiempo polinomial si y sélo si P = NP. ]
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En el caso de que la red considerada sea una red arbol T'(V, E), el problema
del camino de minima varianza es de tipo combinatorio, y se puede resolver en

. . . . n(n —1 )
tiempo polinomial: basta examinar cada uno de los ( ) caminos de Ty
seleccionar como 6ptimo aquel en el que la funciéon varianza alcance el menor
valor. La complejidad de este procedimiento exhaustivo es O(n?®), ya que para

cada camino P considerado, la obtencién del valor de z,(P) requiere evaluar

(2
¥4

. (P) ¥ zm(P) mediante una pasada sobre todos los vértices del arbol.

6.2 Una aproximacion lineal al problema sobre

una red arbol

Los problemas de encontrar el camino centro y el camino mediana en una red
arbol se resuelven mediante sendos algoritmos lineales. El propésito de esta
seccién es disponer de un algoritmo de similar complejidad (esto es, lineal) para
proporcionar una solucién aproximada al problema del camino de minima varian-

za sobre una red arbol.

El algoritmo que se propone es de tipo avido, y se inicia con un camino que
contiene a un determinado punto. A este camino se le van afiadiendo progresiva-
mente aristas hasta que no puede ser prolongado. En cada iteracion del algoritmo
se actualiza la solucién caso de ser necesario. Como se vera mas adelante, el al-
goritmo tiene una complejidad promedio lineal, y proporciona la solucién exacta

en la mayoria de los casos examinados.

Los algoritmos lineales que resuelven, respectivamente, los problemas de
los caminos centro y mediana se basan en ciertas propiedades de las funciones

excentricidad y mediana. Dichas propiedades son:

e Camino-centro: unicidad y anidamiento. En una red arbol, el camino centro

P es tnico y contiene a la solucién z del problema puntual del 1-centro.

¢ Camino-mediana: mazrimalidad. En una red érbol el camino mediana P,
es maximal, esto es, enlaza dos vértices de grado 1 (vértices punta) de T'.
Esto es consecuencia de que la funcién mediana es decreciente respecto a
la inclusién de caminos en P(T'): dados P, P’ € P(T), si P C P’ entonces
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2m(P) > 2m(P").

Sin embargo el camino centro no tiene por qué ser maximal, y el camino mediana
no tiene por qué ser tnico ni contener a la 1-mediana (puntual) de T'. Segiin estas

propiedades los algoritmos correspondientes operan como sigue:

o Camino-centro (Slater [57], Hedetniemi et al. [25]): el algoritmo parte del
centro puntual z} y va afiadiendo progresivamente aristas situadas en las
ramas conteniendo los vértices mas distantes, hasta que no se produzca

mejora.

e Camino-mediana (Morgan y Slater [48]): efectuando dos barridos de T,
el algoritmo calcula, para cada vértice v no punta de T, el mejor camino

maximal conteniendo a v.

Analizando el comportamiento de la funcién varianza sobre P(T') respecto de las

tres propiedades antes citadas: unicidad, anidamiento y maximalidad, se tiene:

¢ El camino de minima varianza no tiene por qué ser maximal, como se deduce
del hecho de que la funcidn z,(-) no es decreciente respecto de la inclusién de
conjuntos en P(T'): dados P, P’ € P(T), P C P’ no implica z,( P) > z,(P").
Un ejemplo de esto se obtuvo en la demostracién del teorema 6.1.3, cuando
sobre la red N se compar6 el camino P’ de n + 2 vértices con el camino
hamiltoniano P, resultando P C P’y z,(P) = 2/9 < z,(P').

¢ El comportamiento del camino de minima varianza respecto del anidamiento
y unicidad no esta resuelto de forma definitiva, y es una cuestién que per-

manece abierta.

Sin embargo, en un estudio empirico realizado sobre 600 arboles generados
aleatoriamente la propiedad de anidamiento se verificé en todos los casos ob-
servados: para ello se examinaron arboles de 25, 30, 35, 40, 45, y 50 vértices
(generados mediante el algoritmo ARBOL). De cada tipo se generaron 100
casos, y en cada uno de ellos se calculé el punto de minima varianza z* (me-
diante el algoritmo 1/VAR/T') y el camino de minima varianza Ps";mm) (por

el procedimiento exhaustivo). En todos los casos se obtuvo z; € P;‘(mm)
(véase la tabla 6.1).
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Basdndose en estos resultados, el algoritmo que se propone opera como
sigue: se selecciona como solucién inicial el menor camino P* que contiene al
(a los) punto(s) de minima varianza z%, y se parte de un camino de trabajo
P = P;. En cada iteracidn del proceso se afiade una arista mejor (segin un
determinado criterio) al camino de trabajo P, y se sustituye P* por el camino P
si z;(P) < z,(P;). El algoritmo termina cuando no es posible prolongar P.

La siguiente cuestion es el criterio que selecciona a la arista mejor que
debe ser afiadida al camino de trabajo en cada iteracién del algoritmo. Para ello
se analizara la relacion existente entre la varianza de P y las varianzas relativas

en cada una de las componentes conexas T; que se obtienen eliminando P de T.

Sea P € P(T) tal que P = {u,uy,...,u,,v}, y sean Ty,..., T} las compo-
nentes conexas (subérboles) obtenidas al desconectar T eliminando los vértices y

las aristas de P. Sea T el subarbol consistente en el camino P, (figura 6.3)

I

Figura 6.3
Sea V; = {v: € V : v, € T;} el conjunto de vértices de la componente
i-ésima, 1 = 0,...,k, y w(V}) = Z w; su peso. Asimismo, TV denota a la
weV;

componente conexa de sistema de pesos normalizado, esto es, de sistema de pesos

Wy

{w‘{v = w(‘/')) vt e ‘/l}
La mediana relativa de P en T; es la funcién mediana de P en TV, definida por
1
Y, — N =— > (P.T:
Zm(P, T")R ut;Vi w, d(vt7P) w(‘/,)zm( ’ 1)

k
Proposicién 6.2.1 Se verifica: zu(P) =Y w(Vi)zm(P, T:)r.
i=1
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Demostracién: De las definiciones de zp,(P) y 2 (P, T:)r se sigue

k k

am(P)= 3 wid(v,P) =Y (3 wid(ve, P)) = 3 w(Vi)zm(P, Ti)r
n€eV\V =1 v eV; =1
donde se ha utilizado que w; = wM w(V;), Vv, € V,. O

Aniélogamente la definicién puntual de varianza relativa se extiende a caminos

como sigue: La varianza relativa de P en T; es la varianza de P en T,-N dada por

@(P,T)r= Y. wl[dv, P) = 2n(P,T)]"
n€EV;

Teorema 6.2.2 La varianza de P en T es la suma de la mediana de las varianzas

relativas de P y de la varianza de las medianas relativas, esto es

k 2
=" w(Vi)z(P, T))r + Zw(V [2m(P, T:)r — 2m(P)] (6.1)

=1 =0

Demostracion: La varianza relativa de P sobre cada componente T; verifica la

siguiente relacion

t(P,T)R =Y. w[d(v, P) = zn(P)]? = (2m(p, T)r — 2m(P))

neV;

En efecto, sumando y restando z,,(P) en la expresién de z,( P, T:)r se tiene

WP T)r = Y w[d(v, P) = 2n(P) = (zm(P,T:)r = 2m(P))]”

= X o'l P) = (PP + (an(P, T)r = 2n(P))’
— 2(em(P, TR — 2m(P))( X wld(ve, P) = 2m(P) 3 wl)

v €V; v €V

la conclusién es inmediata, ya que 3_,,ev; wid(ve, P) = z,(P, Ti)R Y Svev WY =
1. Despejando en dicha relacion el primer sumando del segundo miembro resulta

> wl[d(ve, P) — zm(P)[* = 2,(P, TR + (#m(P, T:)r — 2m(P))”
v€EV; ‘
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Sustituyendo esta expresion en z,(P):

%(P) = 3 wd(v, P) — zm(P Z( > wlw(V)[d(ve, P — zm(P)]?)

eV =0 weV;
k

= Y u(¥) X wl'ld(w, P) - am(P)P
=0 v EV;

= > w( (z,,(P T)r+ [2m(P,Ti)R — Zm(P)]Z)

‘l=

o

k

= Y w(V)z(P,To)r + 3 w(Vi)[zm(P, Ti)R — 2m(P)]?

i=1 1=0

-

ya que z4(P,To)r = 0. o

En el algoritmo que se propone sélo se puede prolongar el camino de
trabajo P hacia componentes que enlazan con alguno de los vértices extremos
de P: u o v. El criterio de seleccién opera afadiendo la arista correspondiente
a la componente de mayor varianza relativa. Si bien de esta forma se reduce el
nimero de caminos examinados, pueden producirse desviaciones con respecto al
camino 6ptimo, ya que la prolongacién actia fundamentalmente sobre el primer
sumando de (6.1).

La rutina de seleccién es como sigue: sean gr(u), gr(v) los grados res-
pectivos de los vértices extremos u, v de P, y sean I, = {u1,...,ugrw)-1}, fo =
- {v1,...,Ygr(v)-1} los respectivos conjuntos de vértices adyacentes a u y adyacentes
a v, no pertenecientes a P y en los cuales estan enraizadas las componentes T,

u; € I, y To,;, vi € I, tal que ninguna componente contiene vértices de P.
Fase de Seleccién
Calcular I! C I, tal que para cada u, € I, se verifique
2s(P, Ty, )r = max {z,(P, Ty,)R, u; € L.}

Si I consta de un tdnico elemento u,, seleccionar u,.

En caso contrario calcular I C I, tal que para cada u, € I se verifique
!

zs(P, Tu,)r = max{z,(P,Ty,)r,u; € I,}.

* Si I” consta de un Wnico elemento u,, seleccionar u,.

* En caso contrario, seleccionar arbitrariamente u, € I,.
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(Analogamente se procede para seleccionar v, € I,,).

El siguiente resultado establece una relacién entre las varianzas del camino

P y el camino prolongado P'.

Teorema 6.2.3 Sea P(u,v) un camino enlazando los vértices u,v de T. Sea
Ty, = (Va,, Ey;) la componente coneza de T' correspondiente al subdrbol enraizado
en el vértice v; adyacente a v, tal que v; ¢ P. Si P’ = P U [v,v] es el camino

obtenido anadiendo la arista [v,v;] al camino P, se verifica
2(P') = 2(P) + 1, w(Vo Jw(Ver) + 2o, (2m(P)w(Vi) = 2m(P, Vi) (6:2)
donde V,, = V\V,,.

Demostracidn: Sea P’ = PU [v,v;], (figura 6.4). Claramente, si v; € V se verifica

d(vn, P') = d(v, P), siv, €V,
DT dvy, P) = Ly, sivi €V,

v
,>U_*K """"" T
V4

Figura 6.4

aplicando esta relacion se obtiene de forma inmediata
ZM(P’) = zm(P) — w(Vi,) o (6.3)
Sustituyendo esta igualdad en el desarrollo de z,(P’) resulta:

z(P) = 3 wld(v, P) = zm(P) + w(V3)lou]*

vcEW,-

+ > wld(ve, P) — z2m(P) — w(Vi )b ]* = 3 wild(vy, P) — zm(P)]
ve €V, nevy,;

+ Zv wi[d(vs, P) — zm(P))? + I3, w(V, Jw(V, ) [w(Vi,) + w(V5,)]

+ 2 w(Vo) (2m(P, Vi) = 2m(PYu(V2,)
— 2y w(V) (2m(P, Vi) = zm( PYu(Vi)
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simplificando términos opuestos y utilizando que w(V,,) + w(V,,) = 1 se tiene
2(P) = 2,(P) + 1, w(Va)w(Vir) + 2o (2m( P, V) ( Vi) = 2m(P, Vi (Vo)
y como 2,,(P, V) = 2n(P) = 2(P, Vi) y w(V5,,) = 1—w(V4,), el iltimo paréntesis
se puede expresar
2m(P, Vo )w(Va,) = 2m(P, Vi Jw(Viy) = 2m(PYw(V4,) — 2m(P, V4,)

lo que concluye la demostracion. m]

Para cada componente T, correspondiente al vértice extremo v de P se verifica

z2m(P, Vi) = 2m(v, Vi) = Z wed(v, vy)

'Utevv,'

1
Y z2m(P,Ty,)r = —W—) zZm(v, V4;). Andlogamente la varianza relativa de P sobre

cada componente T, se puede obtener directamente mediante la relacién

(2
z,. (v, Vi) zm(v, VN2
R P, T-u~ — m LA 1 .
w(P L= ) (64
En efecto, ya que
ZS(PaTw)R = ZS(UaTW)R= Z w{V[d(v7vi)_zm(v,%i)R]2
UtGVVi
= e S wld(v,9) — (v V)P
= w(%i)wevv‘ t y Ut w(Vw)zm y Yo,
1 zm(v, Vo)
= wed(v, v,)? + wy (it )?
ay &g, wede®+ 3w R)
Zm(v, Vi)
& v )
agrupando términos y teniendo en cuenta que zo (v, V,,) = > wd(v,v)? se
‘UtGVW

obtiene la relacién (6.4).

Para el célculo de las relaciones (6.2), (6.3) y (6.4) se necesita disponer de

un conjunto de valores auxiliares asociados a cada vértice v € V, dados por:
(2 (2) .
2m() Zm (V) 2m(v, Vi), 2m (v, Viy), w(Ve,), i=1,... ,gr(v)

donde T,,: = 1,...,gr(v) son los subédrboles enraizados en cada uno de los
vértices v; adyacentes a v. Estos valores auxiliares pueden ser calculados previa-
mente en tiempo O(n) mediante el algoritmo AUX / V(T).
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6.2.1 Algoritmo

A continuacion se desarrolla el algoritmo para obtener una aproximacién al camino

de minima varianza sobre una red arbol.

ALGORITMO CAMINO/T

Paso 0
Calcular los valores auxiliares asociados a cada v € V mediante el algo-
ritmo AUX/V(T).
Obtener el punto de minima varianza z} de T mediante el algoritmo

1/VAR/T.

Paso 1
Si z?% es interior a una arista [u, v], entonces:
* Hacer P} = [u,v].
* Calcular Z} = z,(P;) aplicando (6.1).
En caso contrario (z} =v} € V):
* Hacer u = v} = v, Py = {v}, ZF = z,(z?).
Hacer P +— P; (primer camino de trabajo), z,( P) +— Z:.
Si gr(u) = gr(v) =1, ir al paso 7.

Paso 2
Si |V(P)| > 2, seleccionar u, € I,, v, € I, (segin se describe en fase de
seleccién).
En caso contrario (|V(P)| =1):
* Hacer I, = I,.
* Seleccionar v,y) € 1.
* Seleccionar v,(;) € I,\{vp)}.

Paso 3
Si|[V(P)| > 2:
* Si z,(P,Ty,)r # 2:(P,T,,)r, entonces
* * Seleccionar h € {up,v,} tal que

Z,(P, Th)R = max{z,(P, Tu,,)Ra Za(P, Tvq)R}
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* En caso contrario:

* % Seleccionar A tal que
2m (P, Th)r = max{zm(P, Tu,)rs 2m(P, Ty, )R}

Si también estos dos valores coinciden, seleccionar arbitrariamente h €
{up, ve}.
En caso contrario (|V(P)| =1):
* Seleccionar (con igual criterio) h € {v,(1), vp(2)}-
* Sea h el vértice no seleccionado.
+ Hacer I, «— L\{h}, u, «— h, z,(P, T.,)r +— z(P,T})R,
Zm(P, Ty, )R ¢— 2m(P, T};)rR-

Paso 4
Si |[V(P)]| > 2:
* Hacer P' «— P U [u,up) si h = up, (P' +— P U [v,v] si h =v,).
Si |[V(P)|=1:
* Hacer P’ +— P U [u, h].
Sea h +— h (vértice afiadido).
Calcular z,,(P’) mediante (6.3), z,(P') mediante (6.2).
Si 2,(P') < Z}, actualizar P; «— P', Z; = z,(P').

Paso 5
Actualizacién del camino de trabajo:
* Si|V(P)| > 2, hacer P +— P', u — uyp, si h = up, (v +— vy, si
h = vy).
* Si|V(P)|=1, hacer P +— P', v «— h.
Si gr(u) = gr(v) =1, ir al paso 7.
En caso contrario, calcular el conjunto de vértices I; (adyacentes al

vértice k afiadido).

Paso 6
Si || > 0, entonces:
* Seleccionar u, € I, si h=u (vg € I si h = v) segiin fase de seleccién.
En caso contrario:
* Hacer z,(P,T;)r =0, zn(P, T;)r = 0.
Ir al paso 3.
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Paso 7

Parar. Z; y el camino P; constituyen la solucién aproximada.

6.2.2 Ejemplo

Considérese el arbol de la figura 6.5, correspondiente a un modelo propuesto por
Slater [57], caracterizado por una simetria estructural y por la descompensacién
en el grado de los vértices. En el ejemplo propuesto se consideran iguales los

pesos de todos los vértices e iguales a 1 las longitudes de todos las aristas.

as az a1 Z bl b2 b3
*
xs
Ui U % v (]
. y .
® [ ]
®
U100 V100
Figura 6.5

El punto de minima varianza z* se sitia en la arista [z,y] a distancia 0.633005
de z, y el valor de la varianza minima es z,(z}) = 0.0635703. A continuacién se

aplicard el algoritmo anterior para obtener el camino de minima varianza.

Etapa 1
Pr =z,y],y Z; = z,(P;) = 0.06585034.
Primer camino de trabajo P = P’ = [z,y].

Etapa 2
I, = {a1,b1}, e I, = {u,v}.
2s(P, Ty )R = 25(P, Ty, )r = 0.022131519. Puesto que también la mediana
relativa es la misma, se selecciona uno de los dos, sea a;.
2,(P,T,)r = zs(P,T,)r = 0.018816. Por la misma razén que antes, sea u el
seleccionado.
Hacer h = a,, ya que 2z,(P, Ty, )r = max{z,(P, T,,)r, zs(P, Tu)r}
Prolongar P = P U [z,a1] = P(y,a1).
Como z,(P) = 0.0791156 > Z;, no varia P;.
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Etapa 3
L, = {as} ¥ 2,(P, Ts,)r = 0.01185374.
Como max{z,(P, Ta, )R, 2s(P, Tu)r} = 2s(P,T.)R, hacer h = u.
Prolongar P = P U [y, u] = P(u,a,).
Como z,(P) = 0.297052155 > Z?, el camino P; no se modifica.

Etapa 4
L= {uii=1,...,100} y z(P, Tu)r = 0.0047392.
Como max{z,(P, Ty, )R, 2s(P, Tu;)r} = 2s(P, Ta, )R, hacer h = a3.
Prolongar P = P U [a3,a1] = P(az,u).
z,(P) = 0.3060317 > Z7, luego P; no se modifica.

Etapa 5
I, = {as}, v 25(P,Tas)r = 0,0047392 = z,(P,T,)r- Como también
z2m(P,Ta)R = 2m(P,Ty;)R, seleccionar arbitrariamente h € {as,ui,i =

1,...,100}. Sea h = as.
Prolongar P = P U [a3, a2] = P(as,u).
Como z,(P) = 0.3152154 > Z}, el camino P; no se modifica.

Etapa 6
Como gr(a3) = 1, sélo se puede prolongar P por u.
Puesto que z,(P, T,;)r = 0.0047392,Vi = 1,...,100, y también coinciden
las medianas relativas, seleccionar arbitrariamente h € {u;,i = 1,...,100}.
Sea h = u;.
Prolongar P = P U [u,u;1] = P(a3,u1).
Como z,(P) = 0.324353 > Z?, el camino P; no se modifica.

Final
Parar, ya que gr(as) = gr(u1) = 1.
El camino ptimo proporcionado por el algoritmo es Py = [z,y], y el valor
correspondiente de la funcién objetivo es Z7 = z,(P;") = 0.06585034.

Ademas la solucién obtenida es exacta, ya que el camino de minima varianza es

P* = [z,y] como se puede comprobar de forma exhaustiva.
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6.2.3 Analisis de la complejidad

El paso 0, (célculo de los valores auxiliares y obtencién del punto de minima
varianza) se efectua en tiempo O(n).

En los pasos 1 y 2 se selecciona el primer camino de trabajo y se calculan
los valores maximos de las varianzas relativas sobre el conjunto de todas las
componentes conexas enraizadas en vértices adyacentes a los vértices extremos
de P. La complejidad de esta fase es O(n) ya que en el peor de los casos hay
O(n) vértices adyacentes sobre los que efectuar el célculo.

Los pasos 3 a 6 se ejecutan tantas veces como aristas tenga el camino de
trabajo al final del algoritmo. La seleccién del vértice que prolonga P, el célculo
de la varianza y la actualizacion de P; si procede se efectian en tiempo constante.
La complejidad computacional de esta fase la aporta el paso 6, ya que en él se
calcula el méaximo sobre el conjunto de varianzas relativas de las componentes
conexas correspondientes al vértice prolongado: Si dicho vértice fue v, el maximo
de un conjunto de gr(v) — 1 elementos se calcula en tiempo O(gr(v)). Por tanto
si P es el camino de trabajo final, de m, = |V(P)| — 1 aristas, correspondiente
a un determinado arbol T, el esfuerzo computacional requerido por el algoritmo

sobre T es
max{O(n),0(g,m,)}
donde g, = max{gr(v;) : v; € V(P)}.

Si m, € O(n), los vértices de P tienen muy bajo grado de conexién y por
tanto es muy pequefio el valor de g, y reciprocamente: si g, € O(n) el camino
P tendrd pocas aristas, (como sucede en el ejemplo anterior: g, = 100, pero
m, = 6). Por tanto se puede considerar que g,m, € O(cn), donde c representa

el valor de m,, si g, € O(n), o bien de g,, si m, € O(n).

De todo lo anterior se concluye que la complejidad computacional del

algoritmo es

O(cn)

Si bien depende del valor de ¢, la complejidad computacional resultante del algo-
ritmo es, en promedio, lineal.
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6.2.4 Experiencia computacional

En la tabla 6.1 se muestran los resultados producidos por este algoritmo sobre
arboles aleatoriamente generados. De cada tipo de arbol T'(n) se examinaron 100
casos, y en cada uno de ellos se calculé el camino de minima varianza por el pro-

cedimiento exhaustivo, y el camino aproximado mediante el anterior algoritmo.

La primera fila de la tabla (encabezada por z;; € P;‘(emw) ) recoge el nimero
de casos para los que se obtuvo la pertenencia del punto de minima varianza z; al

camino de minima varianza (exhaustivo) Py En la segunda fila (encabezada

exacto) ©

por P; = Pr aparece el nimero de veces que la solucién aproximada
(exacto) S(aprox)

coincidioé con la exacta.

n=25|n=30|n=35|n=40 | n =45 | n =50

sie P 100 | 100 | 100 [ 100 | 100 | 100
oy = P; 87 84 85 82 84 81
(exacto) (aprox)
Tabla 6.1

6.2.5 Discusidén

Para introducir posibles modificaciones en el algoritmo se han estudiado algunos
casos concretos en los que la solucién producida no es coincidente con la éptima,

al objeto de detectar las causas de la desviacién y poderlas corregir (o atenuar).
CASO 1

Corresponde al 4rbol de la figura 6.6, en el cual:

e El camino éptimo (procedimiento exhaustivo) es

P ={10,7,11,3,9,4,1,14,5}

S(exacto)
e El camino aproximado es

P =1{10,7,11,3,9,4,1,15,13}

S(aprox)
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Figura 6.6

En una de las etapas de la ejecucidn del algoritmo, se tienen los siguientes
resultados parciales:

Ocupante 6ptimo: P = {11,3,9,4,1}.

Camino de trabajo: P = {11,3,9,4,1}
que como se ve, son coincidentes. Al seleccionar la rama sobre la que efectuar
la prolongacion, el algoritmo selecciona la rama correspondiente al vértice 15,
y obtiene el camino prolongado P’ «— P U [1,15]. Ademds z,(P') < z,(P),
procediéndose a la actualizacién: P} +— P'.

La prolongacién por esta rama, si bien mejora la varianza del ocupante
6ptimo, no es la mejor, ya que descarta la rama correspondiente al vértice 14 (en

donde se introduce la solucién exacta) de posteriores prolongaciones.
CASO 2

Es el arbol de la figura 6.7. Las soluciones producidas por los algoritmos
exhaustivo y aproximado son:

e El camino 6ptimo (procedimiento exhaustivo) es

Pr={1,2,8,19,13,14}

3(exacto)
e El camino aproximado es

Pr =1{2,8,19}

S(aprox)



6.2. Una aproximacion lineal al problema sobre una red drbol 207

17

14

Figura 6.7

Los resultados parciales obtenidos en una de las etapas del algoritmo son:

Ocupante éptimo: Py = {2,8,19}.

Camino de trabajo: P = {2,8,19}
La siguiente prolongacién se efectia por la rama correspondiente al vértice 4:
P' «+— P U[19,4], y como z,(P') > z,(P) = z,(P;}), no se actualiza el ocupante
éptimo P;. A pesar de ello la prolongacion sigue por dicha rama, y posteriormente
por la rama correspondiente al vértice 11 de forma que el dltimo camino de trabajo
considerado por el algoritmo es P = {5,11,2,8,19,4,10}.

En este caso el algoritmo prolonga el camino sobre una rama que no pro-

duce mejora, y descarta de posteriores prolongaciones la rama buena.

Estas observaciones sugieren la conveniencia de, en cada prolongacion,
considerar mas ramas para evitar descartes prematuros. En este sentido se pueden
introducir varias modificaciones (si bien suponen un aumento de la complejidad

del algoritmo):

e Una de ellas consiste en considerar, para cada vértice extremo u, v, del
camino de trabajo P, las dos ramas (si las hay) de mayor varianza relativa,

y efectuar la prolongacién atendiendo a uno de los siguientes criterios:

1. Ordenar las ramas decrecientemente segiin las varianzas relativas. Sila
prolongacién por la rama de mayor varianza relativa no produce mejora
de la varianza, seleccionar la siguiente y, si ésta tampoco mejora, la
siguiente, y asi hasta la dltima. Si en ninguna rama se produce mejora,
o bien se selecciona la primera, o bien la que produzca menor aumento

de la varianza.
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2. O bien prolongar por aquella rama que produzca mayor disminucién

de la varianza.

e Otra posibilidad es en cada iteracién, calcular las dos mejores prolonga-
ciones de cada vértice extremo. Prolongar sobre la rama seleccionada y
estudiar si una nueva prolongacién a partir de esta iltima mejora (o no) la
varianza de las prolongaciones precedentes no seleccionadas para, si no hay

mejora, retroceder a la situacidn previa y efectuar nueva seleccién.
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