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1.4. Triángulo de Lie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
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Introducción

El objetivo de la teoŕıa de Sistemas Dinámicos es el estudio de los modelos

de evolución de los fenómenos naturales. Dicho estudio trata de representar la

evolución de los sistemas en un cierto espacio (denominado espacio de estados

o de fases), donde el conocimiento de ciertos objetos geométricos resulta clave

para la comprensión de las posibles evoluciones del sistema (véanse por ejemplo

Guckenheimer y Holmes [38], Kuznetsov [43], Wiggins [65]).

En una gran diversidad de disciplinas (entre los que podemos citar la

electrónica, mecánica, qúımica, bioloǵıa, medicina...), existen magnitudes que

sirven para describir los correspondientes fenómenos cuyas derivadas respec-

to al tiempo se expresan en función del estado y, eventualmente, del tiempo.

Esto da lugar a modelos matemáticos de esos fenómenos que se traducen en

ecuaciones diferenciales. En un sentido amplio, el objetivo de la teoŕıa de Sis-

temas Dinámicos es determinar la estructura del conjunto de soluciones de la

ecuación diferencial.

En concreto, si denotamos el correspondiente estado del sistema en un

cierto instante de tiempo t mediante una variable x(t) (que podŕıa tomar

valores vectoriales), la evolución con el tiempo de x(t) viene descrita por una

ecuación diferencial ordinaria de la forma

dx(t)

dt
= F(t,x(t)).

Nos centraremos en esta memoria en el caso de sistemas autónomos, que son

aquellos de la forma
dx(t)

dt
= F(x(t)),

es decir, en los que el segundo miembro no depende expĺıcitamente de t.
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2 Introducción

La variable x(t) se mueve en un cierto espacio, denominado espacio de fases

o espacio de estados. Las gráficas de las soluciones de este tipo de sistemas

pueden interpretarse como curvas en el espacio de estados. Según el contexto,

a veces se tratará de obtener la solución concreta que en un instante inicial

tome un valor dado; otras veces se especifican condiciones de contorno que

relacionan el estado inicial y el final; también se pueden buscar soluciones

periódicas o cuasi-periódicas, o que tengan un comportamiento dado cuando t

tiende a +∞ o −∞.

El principal objetivo de la Teoŕıa de Sistemas Dinámicos es determinar

cómo queda estructurado el espacio de estados por las curvas solución. Una he-

rramienta clásica para clasificar todas las trayectorias de un sistema dinámico

y con ello obtener una foliación del espacio de estados mediante las soluciones,

es la búsqueda de integrales primeras, es decir, funciones que son constantes

sobre todos los puntos de una solución (problema de la integrabilidad de un sis-

tema dinámico). Cuando el sistema depende de parámetros, debemos analizar

cómo cambia esa estructura al variar los parámetros.

Las soluciones más simples son las constantes (puntos fijos, o estacionarios,

o de equilibrio), dados por dx(t)
dt

= 0. Con frecuencia, éstas son las únicas

soluciones que pueden ser conocidas con precisión en las aplicaciones.

Otro tipo de soluciones sencillas son las periódicas, que vuelven al punto

inicial después de un cierto tiempo T , denominado periodo. Las gráficas de las

soluciones periódicas describen trayectorias que son curvas cerradas.

La suma de dos soluciones periódicas de periodos inconmensurables cons-

tituye el caso más simple de solución cuasi-periódica. Este tipo de soluciones

se mueven sobre un toro.

Un punto fundamental para entender la dinámica de un sistema es la loca-

lización en el espacio de estados de distintos objetos invariantes. Entre ellos,

tienen una especial relevancia los que tienen direcciones de entrada y de sa-

lida. La intersección de las correspondientes variedades invariantes dan lugar

a soluciones homoclinas (cuando las dos variedades corresponden a un mismo

objeto) o soluciones heteroclinas (cuando las dos variedades corresponden a

objetos distintos).

La determinación de la estructura topológica global de las curvas solución
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en el espacio de estados puede resultar inabordable en la práctica. Lo mis-

mo ocurre cuando el sistema depende de parámetros y pretendemos analizar

cómo cambia esa estructura al variar los parámetros, es decir, caracterizar los

fenómenos de bifurcación.

Un planteamiento menos ambicioso es limitar el estudio de la dinámica

de un sistema a un entorno de un cierto elemento cŕıtico; o bien analizar las

bifurcaciones locales de la familia de sistemas, es decir, los posibles cambios

que se produzcan en la estructura del espacio de órbitas, en un entorno de

un cierto elemento cŕıtico y, además, considerando que los parámetros vaŕıan

localmente en un entorno de un cierto valor.

En este caso, se han desarrollado distintas técnicas que simplifican el pro-

blema en cuestión. Algunas de ellas, que no se tratarán en esta memoria, pro-

porcionan un medio sistemático para la reducción de la dimensión del espacio

de estados del problema en estudio: la técnica de las variedades de centros, o

el método de Lyapunov–Schmidt.

Otras técnicas están encaminadas a la simplificación de la expresión anaĺıti-

ca del campo vectorial F(x) del sistema. La más importante de ellas es la

reducción a forma normal. La idea básica de la teoŕıa de formas normales es

usar cambios de variables para simplificar tanto como sea posible las expresio-

nes anaĺıticas de las ecuaciones diferenciales. Más concretamente, en el sistema

reducido obtenido v́ıa variedad de centros, se pretende eliminar aquellos térmi-

nos no lineales que no son esenciales para la determinación del comportamiento

dinámico o la conducta de bifurcación local.

Tradicionalmente, las mencionadas simplificaciones se obtienen a través de

transformaciones en las variables de estado, es decir, mediante el uso de C∞-

conjugación (equivalencia orbital). Para ciertos tipos de problemas, es posible

considerar las mejoras proporcionadas por el uso de transformaciones no sólo

en las variables de estado sino también en el tiempo, a través del proceso

denominado C∞-equivalencia.

Nos centraremos en esta memoria en el estudio de formas normales para

equilibrios en sistemas autónomos. Estos constituyen los atractores más senci-

llos de tales sistemas. Mediante el estudio local de los equilibrios se consigue,

en muchas situaciones, detectar la presencia de comportamientos dinámicos de
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mayor complejidad: atractores periódicos, cuasiperiódicos y aperiódicos.

Consideremos un equilibrio del sistema dx
dt

= F(x). La primera etapa en el

proceso de simplificación de la expresión anaĺıtica del sistema consiste en la

simplificación de la parte lineal del sistema, lo que se consigue mediante un

cambio lineal adecuado.

La simplificación en los términos no lineales se alcanza grado a grado:

si hacemos un cambio no lineal de coordenadas de la forma identidad mas

términos de grado k, es fácil comprobar que los términos hasta grado k − 1

de F(x) no se ven alterados, mientras que los de grado k cambian de forma

lineal a través del denominado operador homológico de grado k, que se define

a través del producto de Lie en el que interviene la parte lineal del sistema.

El primer problema que surge aqúı es estudiar si es posible transformar el

sistema en uno lineal mediante cambios del tipo mencionado. Ello es posible si

las correspondientes ecuaciones homológicas resultan ser compatibles. Si éste

no es el caso, existirán ciertos términos no lineales que no podremos eliminar.

No obstante, mediante una elección adecuada del cambio siempre podremos

eliminar en los términos de orden k de F(x) la parte que está en la imagen

del operador homológico. En este sentido, la simplificación en los términos no

lineales consiste en reducir los términos de orden k de nuestro sistema a un

subespacio complementario a la imagen (co-rango) del operador homológico.

Es importante señalar que las simplificaciones anteriormente indicadas de-

penden de la parte lineal del sistema, la cual determina el operador homológi-

co. Por otra parte, la consideración de la solución general de la ecuación ho-

mológica permite introducir ciertos grados de libertad en el procedimiento de

reducción a forma normal. Aśı, en la forma normal a orden superior apare-

cerán ciertas constantes arbitrarias que, seleccionadas adecuadamente pueden

proporcionar simplificaciones adicionales.

A la hora de estudiar dichas simplificaciones adicionales, es preciso tener en

cuenta la información que proporcionan los términos no lineales. Se llega aśı al

concepto de forma hipernormal (también denominada forma normal única).

Aunque ya Takens era consciente de esta posibilidad de simplificación, no es

hasta los trabajos de Ushiki donde aparece expĺıcitamente desarrollado este

concepto en algunos casos concretos.
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Un aspecto importante a considerar en la Teoŕıa de Formas Normales es

el desarrollo de procedimientos de computación eficientes para su uso en siste-

mas concretos. Los cambios de variables de la forma identidad más términos no

lineales fueron introducidos inicialmente por Poincaré en el estudio de ecuacio-

nes diferenciales, utilizados más tarde por Dulac y Liapunov, y desarrollados

posteriormente por Birkhoff. En los años sesenta, y en el marco de la teoŕıa

de perturbaciones hamiltonianas, Hori y Garrido introducen las transforma-

ciones de Lie como una herramienta potente para la realización de cambios de

variables. Las mejoras introducidas posteriormente por Deprit [24] conducen a

un procedimiento general recursivo y adecuado para la computación algebrai-

ca (véase Meyer & Schmidt, [52]). Al principio de los años setenta Kamel y

Henrard, lo extienden al caso no hamiltoniano (véase Chow & Hale [20]).

La interpretación de los cambios de variables conducentes a formas norma-

les en términos de las transformaciones de Lie ha estado reservada fundamen-

talmente al dominio de la mecánica celeste y los sistemas hamiltonianos. En

los trabajos de Takens [59], Ushiki [62] y Algaba et. al. [1, 2], dicho enfoque es

utilizado en el estudio de bifurcaciones de sistemas generales, concretamente

para el cálculo de formas normales de bifurcaciones de equilibrios de codimen-

sión menor o igual que tres. Los dos primeros autores no explotan todas las

posibilidades que ofrece el método de Lie, puesto que no llegan a hacer uso de

la formulación recursiva desarrollada por Deprit [24]. Aśı, sus procedimientos

son dif́ıcilmente trasladables a un algoritmo efectivo de computación simbólica,

por lo que no parecen ser aplicables al cálculo de formas normales de sistemas

espećıficos. Los métodos de Deprit [24] śı son aprovechados por los últimos

autores que presentan algoritmos que, por sus caracteŕısticas (recursividad,

optimización del costo computacional y reducción de la complejidad operati-

va) están espećıficamente adaptados a la computación simbólica, lo que hace

que sea posible su utilización en problemas de cierta relevancia (dimensión

alta, complejidad de los datos...).

El método de las transformaciones de Lie no es solamente un procedimien-

to computacionalmente efectivo para llevar a cabo los cambios de variables;

constituye además una herramienta valiosa para obtener resultados nuevos en

la teoŕıa de formas normales. A este respecto, en los trabajos de Ushiki [62] y
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Algaba et. al. [1, 2, 3, 4] se analizan las posibilidades de una mayor simplifi-

cación en los términos no lineales de las ecuaciones normalizadas de distintos

problemas de bifurcación; esto lleva al concepto de forma hipernormal (véase

Baider [13]).

En este método no es necesario conocer expĺıcitamente el cambio: bas-

tará conocer el denominado generador de la transformación, con el que se

construye una sucesión de funciones, que pueden disponerse en un esquema

triangular (en el denominado triángulo de Lie). La fila k–ésima del triángulo

de Lie plasma los efectos sobre el sistema de los cambios que se hicieron pre-

viamente para reducir el sistema a forma normal hasta grado k. Además, en

cada etapa se aprovechan los cálculos realizados previamente, debido a que el

esquema que usamos es recursivo.

La utilización de dicha formulación recursiva (véase Algaba et. al. [1, 8])

capacita para abordar las cuestiones de formas hipernormales con mayor ge-

neralidad. Una generalización de este enfoque, considerando desarrollos cua-

sihomogéneos, puede encontrarse en los siguientes trabajos de Algaba et. al.

[5, 6, 7].

Después de esta breve introducción histórica, pasamos ya a describir la or-

ganización y contenidos de la presente memoria. Los resultados de la teoŕıa

local de bifurcaciones que hacen referencia a formas normales son revisados

en el Caṕıtulo 1 que está organizado como sigue: tras un breve resumen de

la teoŕıa de formas normales clásicas, introducimos los conceptos de la teoŕıa

de formas normales cuasihomogéneas bajo C∞-conjugación y C∞-equivalencia.

Describimos el método de las transformaciones de Lie cuasihomogéneas para

ambas relaciones de equivalencia, que dará lugar a la llamada forma hiper-

normal (que proporciona la máxima simplificación). Asimismo se describe el

triángulo de Lie cuasihomogéneo, que conduce a un método computacional

eficiente para el cálculo de dicha forma hipernormal. Hacemos uso del poliedro

de Newton para seleccionar un tipo convenientemente y aplicar formas norma-

les de paso cero (concepto análogo al de forma canónica de Jordan en el caso

lineal). Por último, aplicamos estas técnicas para el cálculo de la forma normal

bajo C∞-equivalencia de una singularidad de Takens-Bogdanov.

En lo que respecta a los aspectos computacionales, es conocida la expresión
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de la forma normal bajo conjugación mediante técnicas de Lie. En este caṕıtu-

lo se adaptan estas técnicas al caso de equivalencia orbital y se construyen

algoritmos recursivos, que nos permiten cálculos eficientes de formas normales

incluyendo generadores temporales.

En el resto de la memoria hemos abordado el estudio de algunos problemas

relativos a campos planos. El Caṕıtulo 2 está dedicado al estudio del tipo

topológico de singularidades en el plano.

En la actualidad hay varios problemas abiertos en la teoŕıa de formas nor-

males. Entre ellos, podemos citar los que se refieren a aspectos puramente

algebraicos: encontrar la forma normal más simple (forma hipernormal) utili-

zando grado cuasihomogéneo, forma normal bajo conjugación, bajo equivalen-

cia, forma normal a orden cero (simplificaciones a primer orden con el objeto

de encontrar la parte principal más simple), forma normal con parámetros. Por

otra parte, se encuentran los problemas computacionales, al tratar de imple-

mentar estos métodos en algoritmos eficientes.

Otro problema abierto es el de determinar la forma de seleccionar los co-

rangos que definen la forma normal de manera apropiada, para caracterizar

de forma clara algunos aspectos relativos a la singularidad, como por ejemplo

la integrabilidad, la reversibilidad, la monodromı́a, el problema centro-foco,

etc. En este sentido, hemos obtenido algunos resultados utilizando el hecho

de que todo campo cuasihomogéneo se puede descomponer en una parte con

divergencia nula (que llamamos parte conservativa) y otra cuya divergencia

coincide con la del campo (denominada parte disipativa).

En el caso de los campos planos, la parte conservativa es un campo hamil-

toniano y la parte disipativa está determinada por la divergencia del campo.

Esta descomposición se describe en la Sección 2.2, y será fundamental en éste

y en el resto de los caṕıtulos. La Sección 2.3 está dedicada a estudiar pro-

piedades de los polinomios cuasihomogéneos. En la Sección 2.4 se consideran

los diferentes tipos de blow-up, mientras que el problema de la monodromı́a

se trata en la Sección 2.5. Las Secciones 2.6 y 2.7 contienen condiciones nece-

sarias y suficientes de determinación topológica. El resultado más notable de

este caṕıtulo es la descripción, en la Sección 2.8, de un algoritmo para el pro-

blema de monodromı́a. Aunque el problema de monodromı́a fue resuelto por
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Medvedeva [51], consideramos que nuestro algoritmo aporta ciertas mejoras:

utiliza la información no sólo de la parte conservativa, como en el algoritmo

de Medvedeva [51], sino también de la parte disipativa; también en nuestro

caso no es preciso el estudio de posibles direcciones de entrada asociadas a

factores triviales de h (factores x o y). En las Secciones 2.9 y 2.10 se aplica el

algoritmo a algunas familias de campos, incluyendo el caso nilpotente, que ya

fue resuelto por Andreev [10]. El caṕıtulo finaliza con la Sección 2.11, donde

la obtención de una forma normal adecuada permite llevar a cabo el estudio

de la monodromı́a de un sistema nilpotente generalizado.

En el Caṕıtulo 3 estudiamos caracteŕısticas dinámicas de sistemas cuasiho-

mogéneos. Concretamente, estudiamos la reversibilidad, la integrabilidad y el

problema de centro para sistemas planos cuasihomogéneos. Una condición ne-

cesaria para que un campo plano general presente alguna de las caracteŕısticas

mencionadas es que su primer término cuasihomogéneo también la posea. En

este sentido, los resultados de este caṕıtulo sientan las bases para resolver los

mencionados problemas para campos planos en general.

Después de una introducción, en la Sección 3.2 se calculan formas canónicas

de campos cuasihomogéneos, basándonos en sus partes conservativa y disipa-

tiva. En la Sección 3.3, caracterizamos la reversibilidad de campos cuasiho-

mogéneos, e incluimos un ejemplo de un campo hamiltoniano no reversible.

La Sección 3.4 está dedicada al problema de centro de campos planos cua-

sihomogéneos, que generaliza el estudio realizado por Collins [23] para campos

homogéneos. En la Sección 3.5 hemos caracterizado la integrabilidad en térmi-

nos de las partes conservativa y disipativa. Concretamente, hemos obtenido

que el campo cuasihomogéneo es integrable si la función de Hamilton de la

parte conservativa es no degenerada (en el sentido de que todos sus factores

irreducibles son simples en el campo complejo), y los residuos del cociente de

la función de Hamilton con la divergencia en cada uno de dichos factores es un

cierto número racional. Además, hemos descrito la integrabilidad en términos

de los exponentes de Kowalevskaya, en la ĺınea de los trabajos de Yoshida [66],

Tsygvintsev [61] y Llibre & Zang [46].

En el Caṕıtulo 4 se caracteriza la integrabilidad anaĺıtica de campos pla-

nos generales, en condiciones genéricas sobre la parte conservativa de su primer
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término cuasihomogéneo. De hecho, hemos estudiado el caso de campos cuya

primer término cuasihomogéneo es conservativo y su función de Hamilton es

no degenerada. El resultado principal se presenta en la Sección 4.2, y establece

que un campo cuasihomogéneo es integrable anaĺıticamente si es conjugado a

un campo con divergencia nula. Además, en este caso, su forma normal se pue-

de obtener mediante cambios de variables cuyos generadores son disipativos.

Además, se obtiene como corolario el conocido resultado de Strozyna y Zoladek

[57] que asegura que los centros nilpotentes son anaĺıticamente integrables si,

y sólo si, son formalmente equivalentes a su primer término cuasihomogéneo.

Finalizamos el caṕıtulo aplicando los resultados obtenidos en la caracterización

de la integrabilidad de una familia de campos nilpotentes generalizados.

La idea de separar cada componente cuasihomogénea en una parte conser-

vativa y otra disipativa, y el hecho de que el corchete de Lie en cierta medida

respete esta separación, nos permite trabajar con un operador homológico

triangular por bloques. Esto hace posible el análisis de formas normales bajo

equivalencia orbital para campos planos cuyo primer término cuasihomogéneo

sea hamiltoniano con función de Hamilton no degenerada, siendo éste el pro-

blema principal que se aborda en el Caṕıtulo 5 de la memoria.

La expresión de la forma normal bajo equivalencia orbital está determinada

por los co-rangos de ciertos operadores lineales escalares, cuyo comportamiento

ćıclico ha permitido determinar una forma normal bajo equivalencia orbital a

orden infinito. Esta forma normal está especialmente adaptada para caracteri-

zar la integrabilidad (como se ve ya en el Caṕıtulo 4), aśı como para estudiar

el problema de centro (algunos resultados obtenidos en esta dirección no han

sido incluido en esta memoria por cuestiones de extensión) y el problema de

la reversibilidad, que actualmente estamos abordando.

El resultado principal de este último caṕıtulo es la caracterización de una

forma normal bajo equivalencia. El caṕıtulo se completa con algunas aplica-

ciones a ciertas singularidades nilpotentes, y nilpotentes generalizadas.
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Caṕıtulo 1

Teoŕıa de Formas Normales

En cualquier problema cient́ıfico es muy importante la elección de las va-

riables que utilizaremos para modelizar matemáticamente dicho problema. Un

paso crucial en el estudio de los mencionados problemas es utilizar, entre todas

las expresiones equivalentes, la más simple posible en algún sentido.

Por ejemplo, en el caso de las ecuaciones lineales, es bien conocido que

las variables más adecuadas son aquellas que representan las coordenadas de

cualquier vector respecto a una base formada por autovectores y autovectores

generalizados.

En el marco de los sistemas dinámicos modelados por sistemas de ecua-

ciones diferenciales no lineales, la teoŕıa de las formas normales se ocupa de

determinar las expresiones más simples.

La teoŕıa de las formas normales es una herramienta básica para el estu-

dio de diversos problemas en ecuaciones diferenciales: bifurcaciones, análisis

de estabilidad,... La idea principal de esta teoŕıa es el uso de transformaciones

próximas a la identidad para eliminar, en la expresión anaĺıtica del campo vec-

torial, los términos que no son esenciales en el comportamiento dinámico o de

bifurcaciones. De esta manera, se obtienen sistemas canónicos que representan

una clase amplia de sistemas, desechando estos términos no esenciales.

A lo largo de esta memoria, consideraremos un sistema autónomo

ẋ = F(x), x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, (1.0.1)

donde F es un campo vectorial suficientemente diferenciable (usualmente C∞)

11
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tal que F(0) = 0, de forma que tenemos un punto de equilibrio en el origen.

Antes de presentar la teoŕıa clásica de formas normales daremos algunas

definiciones y conceptos que serán de utilidad posteriormente.

1.1. Preliminares

Las notaciones y propiedades que vienen a continuación son bien conocidas

y se pueden ver, por ejemplo, en Chua & Kokubu [22], Golubitsky & Shaeffer

[36], etc.

Denotaremos por Hn
j el espacio vectorial de los campos vectoriales con n

componentes polinomiales homogéneas en n variables de grado j.

Definimos el corchete de Lie de dos campos vectoriales diferenciables F,G :

Rn → Rn mediante:

[F,G](x) = DF(x) · G(x) −DG(x) · F(x), ∀x ∈ Rn

Esta operación interna en el espacio de los campos vectoriales diferenciables,

tiene las siguientes propiedades:

Bilinealidad: Sean a1, a2, b1, b2 ∈ R y F1,F2,G1,G2 campos vectoriales

diferenciables. Entonces se cumple:

[a1F1 + a2F2, b1G1 + b2G2] = a1b1[F1,G1] + a1b2[F1,G2] + a2b1[F2,G2]

+a2b2[F2,G2].

Antisimetŕıa: Dados dos campos vectoriales F y G, se tiene:

[F,G] = −[G,F]

Identidad de Jacobi: Dados tres campos vectoriales diferenciables F,G,H

se tiene:

[[F,G],H] + [[G,H],F] + [[H,F],G] = 0

Si F ∈ Hn
k y G ∈ Hn

l , entonces [F,G] ∈ Hn
k+l−1.
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Denominamos germen a cualquier función F ∈ C∞(V0; R
n) definida en algún

entorno V0 del origen de Rn. Denotaremos V0 al espacio de los gérmenes que

se anulan en 0, es decir, F ∈ V0 si existe un entorno V0 del origen de Rn tal

que F ∈ C∞(V0; R
n) y F(0) = 0.

Dado un germen F, llamaremos k-jet de F en 0, y lo denotaremos por J kF,

al polinomio de Taylor de F alrededor de x = 0 de grado k. Análogamente

denotaremos por Fk(x) = J kF(x) − J k−1F(x) ∈ Hn
k a la parte homogénea

de grado k del mencionado desarrollo de Taylor. A continuación definimos

los conceptos de C∞-conjugación y C∞-equivalencia, que serán básicos en el

desarrollo de esta memoria.

Diremos que F,G ∈ V0 son C∞-conjugados si existe un difeomorfismo Φ ∈
V0 que transforma el sistema ẋ = F(x) en el sistema ẏ = G(y), es decir, si

G(y) = [DΦ(y)]−1 · F(Φ(y)). En este caso, escribiremos G = Φ ∗ F.

Análogamente, diremos que F,G ∈ V0 son C∞-equivalentes (orbitalmente

equivalentes) si existe un difeomorfismo Φ ∈ V0 y existe un germen escalar µ

que no se anula en todo un entorno del origen tal que G = µ · (Φ ∗ F). Es

decir, el sistema ẋ = F(x) se transforma en el sistema y′ = G(y), mediante el

cambio de las variables de estado x = Φ(y) y el cambio de variable temporal

dependiente de las variables de estado dado por dT/dt = 1/µ(y), donde hemos

denotado d/dt = ˙ y d/dT =′. Es obvio que la dinámica local de dos sistemas

C∞-equivalentes es la misma.

1.2. Formas normales clásicas

La teoŕıa clásica de formas normales de Poincaré se aplica a sistemas con

parte lineal no nula y utiliza transformaciones cercanas a la identidad para

eliminar términos no esenciales en la dinámica local.

Supongamos que el campo vectorial está escrito en sus términos homogéneos,

mediante su serie de Taylor. Si denotamos A = DF(0) a la matriz jacobiana

en el origen, el sistema (1.0.1) se escribe en la forma:

ẋ = Ax +
∑

j≥2

Fj(x), (1.2.2)
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donde Fj ∈ Hn
j denota el término de grado j del desarrollo de Taylor del

campo vectorial F, (en particular los términos lineales serán denotados como

F1(x) = Ax).

Consideremos el cambio de variables

x = Φ(y).

Supondremos que Φ(0) = 0, con el objeto de conservar el equilibrio en el

origen, y denotaremos a la parte lineal por DΦ(0) = B. Aśı, el campo vectorial

transformado es

ẏ = G(y) = (DΦ(y))−1F(Φ(y)), y ∈ Rn. (1.2.3)

Es trivial comprobar que G(0) = 0 y además DG(0) = B−1AB.

El procedimiento de simplificación (también denominado normalización) se

realizará grado a grado. El primer paso de normalización actúa sobre el grado

menor y puede lograrse por medio de transformaciones lineales x = Φ(y) = By

de forma que la matriz de linealización A se reduce a la forma normal de

Jordan, (a veces, también es útil considerar la forma normal de Frobenius).

Para simplificar los términos de grado k ≥ 2 en (1.2.2), consideraremos la

transformación próxima a la identidad

x = Φ(y) = y + Pk(y),

con Pk ∈ Hn
k . El sistema transformado es

ẏ = (I +DyPk(y))−1A (y + Pk(y)) +
∑

j≥2

(I +DyPk(y))−1 Fk (y + Pk(y))

= G(y) = Ay +
∑

j≥2

Gj(y). (1.2.4)

Es fácil probar (véase Guckenheimer & Holmes [38]) que el campo vectorial no

cambia hasta orden k − 1 (i.e., J k−1G = J k−1F), y a orden k es

Gk(y) = Fk(y) − (DyPk(y)Ay − APk(y)) .

Esta expresión sugiere definir el llamado operador homológico:

LA
k : Hn

k −→ Hn
k

Pk 7−→ LA
k (Pk), (1.2.5)
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donde LA
k (Pk(x)) = DxPk(x)Ax −APk(x).

Es fácil probar que la aplicación LA
k es lineal y su expresión en función del

corchete de Lie viene dada por

LA
k (Pk) = [Pk, A].

Puesto que Gk = Fk − LA
k (Pk), podŕıamos tratar de seleccionar Pk de forma

que LA
k (Pk) = Fk, con lo cual tendŕıamos Gk = 0, es decir, eliminaŕıamos los

términos de grado k. No obstante, en general no es posible elegir Pk como he-

mos mencionado puesto que la ecuación lineal anterior puede ser incompatible.

Sin embargo, siempre podemos proceder como exponemos a continuación:

Fijemos un subespacio complementario CorLA
k al espacio imagen Im

(
LA

k

)

del operador lineal LA
k ; esto es, Hn

k = Im
(
LA

k

)
⊕ Cor

(
LA

k

)
. Aśı, podemos

descomponer Fk = Fr

k + Fc

k, donde Fr

k ∈ Im
(
LA

k

)
y Fc

k ∈ Cor
(
LA

k

)
. Entonces,

siempre existe Pk ∈ Hn
k que cumple la ecuación homológica

LA
k (Pk) = Fr

k. (1.2.6)

De esta forma, obtenemos

Gk = Fk − LA
k (Pk) = Fc

k ∈ Cor
(
LA

k

)
.

Es decir, hemos simplificado Fk eliminando la parte de la imagen del operador

homológico. Si repetimos el razonamiento para cada k = 2, 3, . . ., podemos

conseguir Gk ∈ Cor
(
LA

k

)
, para todo k ≥ 2. Usando ahora una versión del

teorema de Borel, obtenemos el teorema de la forma normal (véase, e.g., Van-

derbauwhede [63]):

Teorema 1.2.1 Existe un C∞-difeomorfismo Φ, cumpliendo Φ(0) = 0 y DΦ(0) =

I, tal que el cambio de variables x = Φ(y) transforma (1.2.2) en (1.2.4) donde

Gk ∈ Cor
(
LA

k

)
, para todo k ≥ 2.

En este caso, decimos que el sistema (1.2.4) es una forma normal para el sistema

(1.2.2).

La ecuación homológica (1.2.6) (y por tanto, las correspondientes formas

normales) se basan en la parte lineal del campo vectorial (véanse Takens [59],
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Chow & Hale [20], Guckenheimer & Holmes [38], Elphick et al. [28], Iooss &

Adelmeyer [41], Chow et al. [21]). Esta ecuación lineal no tiene, en general,

solución única, ya que podŕıa depender de términos arbitrarios que pertenecen

al núcleo del operador homológico. Por lo tanto, en la expresión de Pk podŕıan

aparecer constantes arbitrarias que se trasladarán a la forma normal de orden

mayor que k. Estas constantes se pueden utilizar, dependiendo de la forma de

los términos no lineales, para obtener otras simplificaciones en la forma normal

(véanse Ushiki [62], Chua & Kokubu [22], Baider [12], Algaba et al. [2], y otros

trabajos dedicados a casos especiales: véase referencias en Algaba et al. [3]).

Resumamos este procedimiento de dos etapas para obtener simplificaciones

en el campo vectorial: En primer lugar, usamos la parte lineal de F para de-

terminar las simplificaciones que se consiguen a través del teorema de la forma

normal, y posteriormente, tenemos en cuenta los términos no lineales, para

obtener simplificaciones adicionales en la forma normal clásica.

Con la perspectiva que adoptaremos en la siguiente sección, el procedimien-

to anterior de dos etapas puede, en algunos casos, convertirse en uno con una

única etapa, porque el uso de desarrollos casi homogéneos permite conside-

rar de una sola vez tanto términos lineales como no lineales (monomios con

diferentes grados pueden tener el mismo grado cuasihomogéneo).

Otra cuestión a tratar es la elección del subespacio complementario Cor
(
LA

k

)
,

ya que éste no es único. Elphick et al. [28], presentan un método general para

conseguir un posible subespacio complementario, definiendo un producto esca-

lar adecuado en Hn
k . Sin embargo, diversos problemas (integrabilidad, proble-

ma centro-foco, reversibilidad...) podŕıan requerir el uso de otros subespacios

complementarios más adecuados en cada caso.

1.3. Formas normales cuasihomogéneas

En las técnicas utilizadas para la determinación del tipo topológico de

una singularidad se utilizan escalados en las variables (blow-up), de la forma

xi → εtixi con ti ∈ N, (véase Brunella-Miari [17]). Aplicando dicho escalado
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en las variables, el sistema original se transforma en:

ẋ = Fr(x)εr + Fr+1(x)εr+1 + · · ·

donde los términos Fk(x) son cuasihomogéneos.

Nuestro primer objetivo es extender las ideas de la teoŕıa de formas norma-

les para campos vectoriales desarrollados en términos casi homogéneos. Como

veremos, ya no será necesario suponer que la parte lineal de F sea no nula

(véase Algaba et. al. [6]). Algunos trabajos ya han utilizado ideas similares,

en el caso de la singularidad Takens-Bogdanov bajo C∞-conjugación (véanse

Baider & Sanders [14], Kokubu et al. [42], Wang et al. [64]). En estos trabajos,

las formas normales se obtienen por medio de transformaciones próximas a la

identidad en las variables de estado (C∞-conjugación).

Los resultados de esta sección, que están publicados (véase Algaba et. al.

[5]), desarrollan las formas normales bajo C∞-conjugación y C∞-equivalencia.

Comenzamos con algunas definiciones y notaciones necesarias.

1.3.1. Notaciones y preliminares

Llamaremos tipo a un vector t = (t1, t2, . . . , tn), con ti ∈ N (aqúı, N es el

conjunto de los números naturales sin incluir el cero, mientras N0 denotará el

conjunto de los números naturales incluyendo el cero). También denotaremos

|t| = t1 + t2 + · · ·+ tn.

Usaremos notaciones de multi-́ındices: un ı́ndice múltiple es un elemento

a = (a1, . . . , an) ∈ Nn
0 . Escribiremos los monomios como xa = xa1

1 · · ·xan
n .

Finalmente, la base canónica de Rn será denotada como {e1, . . . , en}.
Los campos vectoriales suficientemente diferenciables serán nuestro objeto

de estudio. Estos campos pueden ser desarrollados formalmente en términos

de la siguiente base canónica:

B = {xaej : a ∈ Nn
0 , 1 ≤ j ≤ n} .

El calificativo formal hace referencia a que no abordamos cuestiones acerca de

la convergencia de las correspondientes series.
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Una función escalar f se dice cuasihomogénea del tipo t y grado k si sus

monomios xa satisfacen

a1t1 + a2t2 + · · ·+ antn = k.

El espacio vectorial de las funciones casi homogéneas en n variables de tipo t

y grado k se denotará Pt
k.

Un campo vectorial F = (F1, F2, . . . , Fn) se dice cuasihomogéneo del tipo t y

grado k si sus componentes Fj ∈ P
t
k+tj

para todo j = 1, 2, . . . , n. Denotaremos

por Qt
k el espacio vectorial de los campos vectoriales casi homogéneos de tipo

t y grado k.

Hay una caracterización alternativa para las funciones y los campos vecto-

riales cuasihomogéneos, utilizando la siguiente matriz:

E =




εt1 0 · · · 0

0 εt2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · εtn



.

Proposición 1.3.2 (a) La función f es cuasihomogénea del tipo t y grado

k si, y sólo si:

f(Ex) = εkf(x). (1.3.7)

(b) El campo vectorial F es cuasihomogéneo del tipo t y grado k si, y sólo si:

F(Ex) = εkEF(x). (1.3.8)

Veamos a continuación algunas definiciones relativas al poliedro de Newton.

1.3.2. El poliedro de Newton

Como vimos anteriormente, el campo xaej ∈ B con a = (a1, · · · , an) ∈ Nn
0 ,

1 ≤ j ≤ n pertenece a Qt
k si, y sólo si, xa ∈ Pt

k+tj
, lo cual es cierto si

a1t1 + a2t2 + · · ·+ antn = k + tj . (1.3.9)
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Si denotamos u = (1, 1, . . . , 1) ∈ Nn
0 , la relación (1.3.9) se puede escribir más

brevemente como (a + u− ej) · t = k+ |t|, donde · denota el producto escalar

eucĺıdeo en Rn. Entonces:

Qt
k = span {xaej ∈ B : (a + u − ej) · t = k + |t|, j = 1 · · · , n} .

Para representar cada monomio de B sobre Nn
0 , consideraremos la aplicación

R : B −→ Nn
0

xaej → a + u− ej.

Al punto de Nn
0 imagen mediante R de xaej se le llama punto soporte de dicho

monomio. El poliedro de Newton de un campo F es el subconjunto de Nn
0

formado por todos los puntos soportes de los monomios de F.

El siguiente resultado proporciona una representación geométrica del es-

pacio vectorial Qt
k sobre su conjunto soporte (véanse Bruno [18], Dumortier

[16]).

Proposición 1.3.3 Se cumplen las siguientes propiedades:

1. R no es inyectiva. De hecho, dado a ∈ Nn
0 , todos los monomios xa−u+ejej

(j = 1, . . . , n) son aplicados en el mismo punto a del poliedro de Newton.

Más aún:

a) Si a ∈ Nn
0 tiene justamente una coordenada igual a cero: ai =

0 (i.e., si pertenece a un plano coordenado), entonces R−1(a) =

{xa−u+eiei}.

b) Si a ∈ Nn
0 tiene al menos dos coordenadas iguales a cero, entonces

R−1(a) = ∅.

c) Si todas las coordenadas de a ∈ Nn
0 son no nulas, entonces

R−1(a) =
{
xa−u+e1e1,x

a−u+e2e2, . . . ,x
a−u+enen

}
.

2. R aplica el espacio Qt
k sobre los puntos de Nn

0 que pertenecen al hiper-

plano a · t = k + |t|.
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Quizás la mejor forma de definir el poliedro de Newton es la propuesta por

Dumortier en [26], trabajando con la 1-forma dual de un campo vectorial F

dado.

Para un campo vectorial F =
∑n

j=1 Fj
∂

∂xj
, su 1-forma dual es la 1-forma

ω = iFΩ, con Ω = dx1 ∧ · · · ∧ dxn; esto es

ω =

n∑

i=1

(−1)i−1Fidx1 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxn.

Tomamos ahora

J∞ω =

n∑

i=1

∑

α1+···+αn≥1

(−1)i+1F i
α1,···,αn

xα1
1 · · ·xαn

n dx1 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxn.

El soporte de ω (o F) se define como:

S :

{
n⋃

i=1

⋃

α1+···+αn≥1

(α1 + 1, · · · , αi−1 + 1, αi, αi+1 + 1, · · · , αn + 1)
∣∣F i

α1,···,αn
6= 0

}
.

El poliedro de Newton de ω o de F es la envolvente convexa Γ del conjunto

P =
⋃

(q1,···,qn)∈S

{
(q1, · · · , qn) + Rn

+

}
.

El diagrama de Newton de ω o de F es la unión γ de las caras compactas γk

de Γ.

La parte principal de ω o de F es:

ω∆ =

n∑

i=1

∑

(α1,···,αn)∈γ

(−1)i+1F i
α1,···,αn

xα1
1 · · ·xαn

n dx1 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxn.

La Figura 1.1 muestra los términos del desarrollo de un campo plano res-

pecto al tipo t = (1, 2). Los soportes de cada uno de los términos se encuentran

en rectas paralelas, cuyo vector normal es (1, 2).

A continuación, resumimos algunas propiedades que usaremos más adelan-

te.
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Figura 1.1: Representación de los campos vectoriales cuasihomogéneos del tipo

(1, 2) y grados −2,−1, 0, 1, . . .

1.3.3. Propiedades

Lema 1.3.4 Sea f ∈ Pt
k. Entonces, su gradiente ∇f verifica:

∇f(Ex) = εkE−1∇f(x).

Demostración: Es suficiente diferenciar (1.3.7).

Lema 1.3.5 Sea F ∈ Qt
k. Entonces: DF(Ex) = εkEDF(x)E−1.

Más aún, la columna j de la matriz DF es un campo vectorial cuasiho-

mogéneo del tipo t y grado k − tj.

Demostración: Para conseguir la primera igualdad, es suficiente diferenciar

(1.3.8). Además, la columna j de DF(x) es

DF(Ex)ej = εkEDF(x)E−1ej = εkEDF(x)ε−tjej = εk−tjEDF(x)ej .

El resultado se sigue del apartado (b) de la Proposición 1.3.2.

Lema 1.3.6 Sean F ∈ Qt
k, G ∈ Qt

l . Entonces: [F,G] ∈ Qt
k+l.
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Demostración: Se tiene que:

[F,G](Ex) = DF(Ex)G(Ex) −DG(Ex)F(Ex)

= εkEDF(x)E−1εlEG(x) − εlEDG(x)E−1εkEF(x)

= εk+lE (DF(x)G(x) −DG(x)F(x)) = εk+lE[F,G](x).

Basta utilizar el apartado (b) de la Proposición 1.3.2 para completar la de-

mostración.

Lema 1.3.7 Sean µ ∈ Pt
k, F ∈ Qt

l . Entonces, µF ∈ Qt
k+l.

Demostración: Tenemos

µ(Ex)F(Ex) = εkµ(x)εlEF(x) = εk+lEµ(x)F(x).

De nuevo, usando el apartado (b) de la Proposición 1.3.2, conseguimos el re-

sultado.

Lema 1.3.8 Sean f ∈ Pt
k, F ∈ Qt

l . Entonces, ∇f · F ∈ P
p

k+l.

Demostración: Aplicando el Lema 1.3.4, obtenemos ∇f(Ex) = εkE−1∇f(x).

Por tanto,

∇f(Ex) · F(Ex) = εk(∇f(x))TE−1εrEF(x) = εr+k∇f(x) · F(x).

Aplicando el apartado (a) de la Proposición 1.3.2, obtenemos el resultado.

El siguiente es una versión del teorema de Euler para el caso cuasihomogéneo.

Lema 1.3.9 Sea f ∈ Pt
k y D0 = (t1x1, t2x2, · · · , tnxn)T ∈ Qt

0. Entonces

∇f · D0 = kf.

Demostración: Por ser f ∈ Pt
k es f(Ex) = εkf(x), derivando respecto a ε se

tiene que

∇f(Ex) · (DεE)x = kεk−1f(x).

tomando ε = 1 se tiene el resultado.
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Lema 1.3.10 Sea Fk ∈ Qt
k. Entonces div (Fk) ∈ Pt

k.

Demostración: Utilizando el Lema 1.3.5 se tiene:

div (Fk) (Ex)
def
= tr (DFk (Ex)) = tr

(
εkEDFk(x)E−1

)

= εktr (DFk(x)) = εkdiv (Fk) (x)

Lema 1.3.11 Dados dos campos vectoriales F, G, y una función escalar µ

suficientemente diferenciables, se tiene [µF,G] = (∇µ · G)F + µ[F,G].

Demostración: Se demuestra fácilmente utilizando la definición del corchete

de Lie.

Lema 1.3.12 Sea Fk ∈ Qt
k y D0 = (t1x1, t2x2, · · · , tnxn)T ∈ Qt

0. Entonces,

[Fk,D0] = kFk. En particular, si F0 ∈ Qt
0 entonces [F0,D0] = 0.

Demostración: Sea [Fk,D0] ej , la componente j-ésima del corchete de Lie,

j = 1, · · · , n. Utilizando el Lema de Euler 1.3.9 se tiene:

[Fk,D0] ej = ∇Fkej · D0 −∇D0ej · Fk = (k + tj)Fkej − tjFkej = kFkej

1.3.4. Formas normales bajo C∞-conjugación

La teoŕıa de formas normales puede aplicarse a campos vectoriales desa-

rrollados en términos cuasihomogéneos del tipo t y grados sucesivos. La idea

clave se resume en el siguiente diagrama conmutativo:



24 1 Teoŕıa de Formas Normales

ẋ = F(x) ẏ = G(y)

Ẋ = E−1F(EX) =
∑

j≥r

Fj(X)εj Ẏ =
∑

j≥r

Gj(Y)εj = E−1G(EY)-

-

6

?

x = y+
∑

k≥r

Pk(y)

x = EX

X = Y+
∑

k≥r

Pk(Y)εk

y = EY, (ε = 1)

Para adaptar el procedimiento que determina las formas normales usando los

términos cuasihomogéneas de grados sucesivos, en primer lugar incluimos un

parámetro ε por medio del escalado x = EX, con X ∈ Rn. Aśı, conseguimos

el sistema Ẋ = E−1F(EX). Desarrollando en potencias de ε, podemos escribir

este sistema en la forma

Ẋ = Fr(X)εr + Fr+1(X)εr+1 + · · · , (1.3.10)

donde es fácil probar que Fj ∈ Qt
j . Notemos que tomando ε = 1 en (1.3.10),

conseguimos desarrollar el sistema (1.0.1)) en términos respecto al tipo t:

ẋ = Fr(x) + Fr+1(x) + · · · . (1.3.11)

Nota 1: Las funciones homogéneas son cuasihomogéneas de tipo t = (1, 1, · · · , 1).

No obstante, el grado es una unidad menor que el grado homogéneo. En

otras palabras, para el tipo u = (1, 1, · · · , 1) se tiene Qu
k−1 = Hn

k , ∀k.

Nota 2: El grado r del primer término respecto a un tipo t, es un número

entero. No tiene porqué ser un número natural. Por ejemplo, si en un

campo plano con una singularidad nilpotente

ẋ = y + a2,0x
2 + a1,1xy + a0,2y

2 + · · · ,
ẏ = b2,0x

2 + b1,1xy + b0,2y
2 + · · ·
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consideramos el tipo t = (1, 50), entonces el campo F del sistema se

escribe desarrollado respecto a dicho tipo como: F = F−48 + F−47 + · · ·
donde F−48(x, y) = (0, b20x

2)T , F−47(x, y) = (0, b30x
3)T , · · ·, F0(x, y) =

(0, b50,0x
50)T , F1(x, y) = (a2,0x

2, b51,0x
51 + b1,1xy)

T , · · ·

Una vez que el sistema (1.3.10) ha sido reducido a forma normal, es suficiente

deshacer el escalado con y = EY, y tomar ε = 1 para obtener la forma normal.

A continuación, describimos como proceder para obtener una forma normal

para el sistema (1.3.11). Si aplicamos la transformación x = y +Pk(y), donde

Pk ∈ Qt
k siendo k ≥ 1, el sistema transformado es

ẏ = G(y) = (I +DPk(y))−1
∑

i≥r

Fi (y + Pk(y)) ,

y puede ser expresado en sus términos cuasihomogéneos:

ẏ = Gr(y) + Gr+1(y) + · · · , (1.3.12)

siendo Gj(y) ∈ Qt
j , para todo j ≥ r. Se tiene el siguiente resultado:

Proposición 1.3.13 Con la anterior notación:

Gj(y) = Fj(y), para j = r, r + 1, . . . , r + k − 1,

Gr+k(y) = Fr+k(y) − (DPk(y)Fr(y) −DFr(y)Pk(y)) .

Demostración: Tenemos

G(Ey) = (I +DPk(Ey))−1
∑

j≥r

Fj (Ey + Pk(Ey))

=
(
E
(
I + εkDPk(y)

)
E−1

)−1
∑

j≥r

EεjFj

(
y + εkPk(y)

)

= E
(
I − εkDPk(y) + ε2k (DPk(y))2 − · · ·

)∑

j≥r

εjFj

(
y + εkPk(y)

)
.

Además:

Fj

(
y + εkPk(y)

)
= Fj(y) +DFj(y)Pk(y)εk + O

(
εk+1

)
.
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Por tanto:

E−1G(Ey) =
(
I − εkDPk(y) + ε2k (DPk(y))2 − · · ·

)∑

j≥r

εjFj

(
y + εkPk(y)

)

=
(
I − εkDPk(y)

)∑

j≥r

εj
(
Fj(y) +DFj(y)Pk(y)εk

)

+O
(
εr+k+1

)

=
∑

j≥r

εj
(
Fj(y) +DFj(y)Pk(y)εk

)
− εr+kDPk(y)Fr(y)

+O
(
εr+k+1

)

= Fr(y)εr + Fr+1(y)εr+1 + · · ·+ Fr+k−1(y)εr+k−1

+ (Fr+k(y) +DFr(y)Pk(y) −DPk(y)Fr(y)) εr+k

+O
(
εr+k+1

)
.

El anterior resultado sugiere definir el siguiente operador homológico:

Lr+k : Qp

k −→ Qp

r+k

Pk → Lr+k(Pk),

donde Lr+k(Pk)(y)) = DPk(y)Fr(y) −DFr(y)Pk(y).

Notemos que el anterior operador sólo depende del primer término Fr, y

puede ser expresado en términos del corchete de Lie: Lr+k(Pk) = [Pk,Fr]. Esta

expresión muestra que es lineal.

La Proposición 1.3.13 afirma que los términos cuasihomogéneos hasta orden

r + k − 1 no cambian, y el término de orden r + k en el campo vectorial

transformado es:

Gr+k = Fr+k − [Pk,Fr] = Fr+k − Lr+k(Pk).

Siguiendo las mismas ideas que en la teoŕıa clásica de formas normales, es

posible anular en ese término la parte que pertenece a la imagen del operador

lineal Lr+k, seleccionando adecuadamente Pk.

Realizando sucesivamente los cambios descritos anteriormente para k =

1, 2, · · ·, y usando el teorema de Borel, obtenemos el siguiente resultado:
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Teorema 1.3.14 El sistema (1.3.11) es formalmente conjugado a (1.3.12),

donde Gr+k pertenece a un subespacio complementario al espacio imagen del

operador lineal Lr+k, para todo k ≥ 1.

1.3.5. Formas normales bajo C∞-equivalencia

Además de usar C∞-conjugación (transformaciones en las variables de esta-

do) mostraremos en esta memoria las ventajas que se tienen cuando utilizamos

también transformaciones en el tiempo (C∞-equivalencia). Como en el caso de

la conjugación, la forma normal obtenida se basa en la información conteni-

da en el primer término cuasihomogéneo Fr. La idea clave se resume en el

siguiente diagrama conmutativo:

ẋ =
∑

j≥r

Fj(x)

x′ =
∑

j≥r

F̃j(x) y′ =
∑

j≥r

Gj(y)

X′ =
∑

j≥r

F̃j(X)εj Y′ =
∑

j≥r

Gj(Y)εj-

-

?

6

?

Z
Z

Z
Z

Z
Z

Z
Z

Z
Z

Z
Z

Z
Z~

dt

dT
= 1 −

∑

i≥1

µi(x)

x = y +
∑

i≥1

Pi(y)

x = EX

X = Y +
∑

i≥1

Pi(Y)εi

y = EY
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Si partimos del sistema (1.3.11), y aplicamos el cambio en el tiempo dt
dT

=

1 − µk(x), con µk ∈ Pt
k, obtenemos el sistema

dx
dT

= x′ = Fr(x) + · · · + Fr+k−1(x) + (Fr+k(x) − µk(x)Fr(x)) + · · · ,

El Lema 1.3.7, garantiza que este sistema está desarrollado en términos cua-

sihomogéneos de tipo t y grados sucesivos (de forma análoga al sistema (1.3.11)).

A continuación, para obtener la forma normal aplicamos la transformación

x = y + Pk(y), que proporciona

y′ = Gr(y) + · · ·+ Gr+k−1(y) + Gr+k(y) + · · · . (1.3.13)

Usando ahora la Proposición 1.3.13, se tiene que Gr = Fr, Gr+1 = Fr+1, · · ·,
Gr+k−1 = Fr+k−1 y

Gr+k = Fr+k − µk Fr − [Pk,Fr] = Fr+k − (µk Fr + Lr+k(Pk)) .

Esto sugiere definir el operador homológico bajo C∞-equivalencia:

Lr+k : Qp

k × P
p

k −→ Qp

r+k

(Pk, µk) → Lr+k(Pk, µk) = µk Fr + [Pk,Fr].

Si ahora definimos el operador lineal

Mr+k : P
p

k −→ Qp

r+k (1.3.14)

µk → µk Fr,

podemos escribir:

Lr+k(Pk, µk) = Lr+k(Pk) +Mr+k(µk).

Por otra parte, el Lema 1.3.8 hace posible definir el siguiente operador lineal

que será útil en lo que sigue:

`k : P
t
k−r −→ P

t
k (1.3.15)

µk−r → ∇µk−r · Fr.

Se tiene el siguiente resultado:
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Proposición 1.3.15

(a) Im(Lr+k) = Im(Mr+k ◦ `k) + Lr+k(Cor(Mk)),

(b) Im(Mr+k) = Im(Mr+k ◦ `k) +Mr+k(Cor(`k)),

donde Cor(·) denota cualquier subespacio complementario al espacio imagen

Im(·), del correspondiente operador lineal.

Demostración:

(a) Sea Pr+k ∈ Im(Lr+k). Entonces, existe Pk ∈ Qp

k tal que Pr+k = [Pk,Fr].

Como Qt
k = Im(Mk)

⊕
Cor(Mk), podemos escribir Pk = Pr

k +Pc

k, donde

Pr

k ∈ Im(Mk) y Pc

k ∈ Cor(Mk). Sea µk−r ∈ Pt
k−r tal que Pr

k = µk−r Fr.

Entonces:

Pr+k = [Pr

k,Fr] + [Pc

k,Fr] = [µk−r Fr,Fr] + [Pc

k,Fr].

Aplicando ahora el Lema 1.3.16, se tiene:

Pr+k = (∇µk−r · Fr)Fr + µk−r [Fr,Fr] + [Pc

k,Fr]

= (∇µk−r · Fr)Fr + [Pc

k,Fr] = Mr+k(`k(µk−r)) + Lr+k(P
c

k).

Esto prueba la igualdad.

(b) Probaremos que Im(Mr+k) ⊆ Im(Mr+k ◦ `k) + Mr+k(Cor(`k)). La otra

inclusión es trivial.

Sea Pr+k ∈ Im(Mr+k). Entonces, existe µk ∈ P
t
k tal que Pr+k = µk Fr.

Como Pt
k = Im(`k)

⊕
Cor(`k), podemos decomponer µk = µrk+µck, donde

µrk ∈ Im(`k) y µck ∈ Cor(`k). Sea µk−r ∈ Pt
k−r tal que µrk = ∇µk−r · Fr.

Entonces:

Pr+k = µk Fr = µrk Fr + µck Fr = (∇µk−r · Fr)Fr + µck Fr

= Mr+k(`k(µk−r)) +Mr+k(µ
c

k).
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Podemos determinar la imagen del operador homológico bajo C∞-equivalencia

a partir de la proposición anterior, ya que

Im(Lr+k) = Im(Lr+k) + Im(Mr+k).

Sin embargo, esta suma no es directa. Esto se debe a que hay elementos en

Qt
r+k que pueden ser eliminados con transformaciones en las variables de es-

tado aśı como en el tiempo. Es importante separar las simplificaciones que se

consiguen por medio de cambios de variables en las variables de estado con

aquellas conseguidas mediante cambios en el tiempo.

Proposición 1.3.16 Im(Lr+k) = Mr+k(Cor(`k)) + Im(Lr+k).

Demostración: Sea Pr+k ∈ Im(Lr+k). Entonces, existen Pk ∈ Qt
k, µk ∈ Pt

k

tales que Pr+k = µk Fr + [Pk,Fr].

Como Pt
k = Im(`k)

⊕
Cor(`k), podemos escribir µk = µrk + µck donde µrk ∈

Im(`k) y µck ∈ Cor(`k). Sea µk−r ∈ Pt
k−r tal que `k(µk−r) = ∇µk−r · Fr = µrk.

Se tiene:

Pr+k = µck Fr + (∇µk−r · Fr)Fr + [Pk,Fr]

= µck Fr + µk−r [Fr,Fr] + [µk−rFr,Fr] + [Pk,Fr]

= µck Fr + [Pk + µk−r Fr,Fr] = Mr+k(µ
c

k) + Lr+k(Pk + µk−r Fr).

Por tanto, Im(Lr+k) ⊆Mr+k(Cor(`k)) + Im(Lr+k).

La otra inclusión es similar.

Nota: La suma anterior, en general, no es directa. En concreto, consideremos

el tipo t = (1, 2) y el sistema plano ẋ = F =
∑∞

j=r Fj , donde Fj ∈ Qt
j ,

Fr = (y,−x3)T , r = 1. Sea h = x4 + 2y2 ∈ Pt
4 una integral primera de ẋ = F1,

entonces hF1 ∈ Im (L5)∩M5 (Cor (`4)), ya que hF1 = L5

(
−h(x, y)(x, 2y)T

)
=

M5 (h), siendo h ∈ Cor (`4)

Del anterior resultado, deducimos que, en el análisis de las simplificaciones

proporcionadas por el cambio de variables en el tiempo, es suficiente tomar

µk ∈ Cor(`k). Es decir, la inclusión de otros términos en µk (pertenecientes a

Im(`k)), sólo afectarán a Im(Lr+k), y estos términos pueden ser simplificados
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usando C∞-conjugación (i.e., podemos conseguir estas simplificaciones sin usar

µk). Esta restricción sobre la forma de seleccionar µk facilita en gran manera

el análisis de la forma normal (véase la última sección dedicada a analizar el

caso Takens-Bogdanov).

Debido a estas consideraciones modificamos la anterior definición del ope-

rador homológico bajo C∞-equivalencia como sigue:

Lr+k : Qt
k × Cor(`k) −→ Qt

r+k

(Pk, µk) → Lr+k(Pk, µk) = µk Fr + [Pk,Fr].

De nuevo usando ideas de la teoŕıa clásica de formas normales, es posible

eliminar la parte que pertenece al espacio imagen del operador lineal Lr+k,

seleccionando (Pk, µk) adecuadamente. Aśı, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.3.17 El sistema (1.3.11) es formalmente equivalente a (1.3.13),

donde Gr+k pertenece a un subespacio complementario del espacio imagen del

operador lineal Lr+k, para todo k ≥ 1.

1.4. Triángulo de Lie

En esta sección mostramos el papel de las transformaciones de Lie en la

teoŕıa de las formas normales, prestando atención en los aspectos computacio-

nales. A finales de los años 60, varios autores (Hori, Garrido, Gröbner, Knapp,

. . . ) presentaron un enfoque a la obtención de formas normales basada en

transformaciones de Lie, dedicada principalmente a la mecánica celeste y a los

sistemas hamiltonianos (véanse Chow & Hale [20], Lichtenberg & Lieberman

[45]). Las mejoras aportadas por Deprit [24] perfeccionaron el método creando

un procedimiento recursivo, apto para la computación algebraica.

Varios autores han utilizado el método de las transformaciones de Lie para

obtener formas normales (véanse Takens [59], Ushiki [62]). Posteriormente, este

método ha sido considerado junto con la formulación recursiva de Deprit para

conseguir algoritmos espećıficamente adaptados a la computación simbólica

(véanse Freire et al. [29], Gamero et al. [31, 32, 33]). Esta forma de proceder

también ha sido efectiva en la caracterización de la forma hipernormal (véanse
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Algaba et al. [1, 2]). En esta sección, presentaremos los principales resultados

de este método (en sus dos vertientes, computacional y teórica).

La ventaja del procedimiento recursivo basado en las transformaciones de

Lie es que tenemos el control del efecto de las transformaciones de normaliza-

ción en los términos de mayor orden.

Hacemos notar que, por los Lemas 1.3.6 y 1.3.7, es posible conseguir un

procedimiento computacionalmente efectivo para el cálculo de la forma normal

usando desarrollos cuasihomogéneos tanto bajo C∞-conjugación como equiva-

lencia, basado en el triángulo de Lie (véase Chow & Hale [20]).

1.4.1. Triángulo de Lie bajo C∞-conjugación

Consideremos un campo vectorial U ∈ C∞ en un entorno del origen tal

que U(0) = 0. Aplicaremos en el sistema (1.3.11) el cambio de variables x =

u(y, ε), donde u es la única solución del problema

∂

∂ε
u(y, ε) = U(u(y, ε)), u(y, 0) = y, (1.4.16)

esto es, u es el flujo del sistema autónomo generado por U. Por esta razón, U

se denomina generador del cambio.

La idea clave de toda esta formulación es que resulta posible la determina-

ción del campo transformado a partir de F y de U, sin necesidad de calcular

expĺıcitamente u; es decir, podremos determinar el campo transformado sin

conocer directamente el cambio de variables efectuado.

El campo transformado G depende del generador U en la siguiente forma,

(véase Algaba et al. [2]):

G(y, ε) = F(y) +
∑

n≥1

T n
U(F)

εn

n!
, (1.4.17)

donde TU(F) = [F,U], y T n
U(F) = TU◦

n· · · ◦TU(F). En nuestro análisis uti-

lizamos (1.4.17) tomando ε = 1. Observamos que el término cuasihomogéneo

de orden r + k en el campo transformado es:

Gr+k = Fr+k + [F,U]r+k +
1

2!
[[F,U],U]r+k

+
1

3!
[[[F,U],U] ,U]r+k + · · · ,

(1.4.18)



1.4 Triángulo de Lie 33

donde el sub́ındice indica el correspondiente término cuasihomogéneo.

Escribiendo U = U1+U2+· · · como suma de sus términos cuasihomogéneos

se tendŕıa:

[F,U]r+k =
k∑

j=1

[Fr+k−j,Uj ]

[[F,U],U]r+k =
k−1∑

j=1

[[F,U]r+k−j,Uj]

...

Observemos que en el generador U no hemos incluido el término cuasiho-

mogéneo de grado cero: U0. Esto es debido a que supondremos que partimos

de un campo F cuyo primer término cuasihomogéneo está ya ”simplificado”.

A este proceso de simplificación del primer término cuasihomogéneo lo llama-

remos forma normal de paso cero y será tratado más adelante en la Sección

1.5.1.

Para obtener Gr+k construimos la sucesión de funciones {Vr+k,l} definidas

de forma recursiva como:

Vr+k,0 = Fr+k, k ≥ 0,

Vr+k,l =
k+1−l∑

j=1

[Vr+k−j,l−1 ,Uj], para l = 1, · · · , k. (1.4.19)

Esta sucesión puede organizarse en el siguiente esquema triangular, (llamado

triángulo de Lie):

Vr,0

Vr+1,0 Vr+1,1

Vr+2,0 Vr+2,1 Vr+2,2

...
...

...
. . .

Vr+k,0 Vr+k,1 Vr+k,2 · · · Vr+k,k

...
...

...
...

...
. . .

(1.4.20)

Es necesario hacer notar que el elemento de la columna i y fila (k + 1)

depende exclusivamente de los primeros k − i + 2 elementos de la columna
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i− 1. Usando las ecuaciones (1.4.18) obtenemos:

Gr+k =

k∑

l=0

1

l!
Vr+k,l = Fr+k +

k∑

l=1

1

l!
Vr+k,l. (1.4.21)

El siguiente resultado, fácil de probar, establece que los elementos de cada fila

del triángulo de Lie son cuasihomogéneos del mismo grado.

Proposición 1.4.18 Vr+k,l ∈ Qt
r+k para todo l = 0, 1, · · · , k. En particular

Gr+k ∈ Qt
r+k.

En este esquema triangular triangular, las filas están organizadas de acuerdo

al grado cuasihomogéneo y las columnas de acuerdo al número de veces que ha

sido aplicado el corchete de Lie. En la primera columna está el campo original,

en la segunda los corchetes de Lie simples, en la tercera los dobles corchetes

de Lie, etc. En este sentido, si consideramos que los generadores Uj son libres,

(esto es, podemos expresarlos con coeficientes indeterminados), podemos decir

que en la primera columna del triángulo de Lie están los términos que no tienen

parámetros, en la segunda los que dependen linealmente de los parámetros, en

la tercera, términos que dependen de forma cuadrática de los parámetros, etc.

Aśı, si queremos definir operadores homológicos lineales debemos restringirnos

a la primera y segunda columnas.

Este triángulo de Lie difiere del original propuesto por Chow & Hale, [20];

ambos triángulos contienen el sistema original en la primera columna pero son

diferentes en la forma de construir la sucesión y en la forma de expresar el

sistema transformado.

La principal ventaja de esta nueva formulación del triángulo de Lie radica

en que puede ser adaptado al caso de equivalencia orbital, como veremos en la

próxima subsección.

1.4.2. Triángulo de Lie bajo C∞-equivalencia

Para calcular la forma normal bajo C∞-equivalencia, en primer lugar apli-

camos al sistema (1.3.11) un cambio de variables en el tiempo
dt

dT
= 1−µ(x),

donde µ ∈ C∞ en un entorno del origen y µ(0) = 0. Obtenemos aśı el sistema

dx
dT

= x′ = F∗(x) = F∗
r(x) + · · · + F∗

r+k(x) + · · · . (1.4.22)
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Si escribimos µ = µ1 +µ2 + · · ·, con µj ∈ Cor (`j) para todo j ≥ 1, véase el

Teorema 1.3.17, entonces los términos del sistema transformado (1.4.22) son:

F∗
r(x) = Fr(x)

F∗
r+k(x) = Fr+k(x) −

k∑

j=1

µj(x)Fr+k−j(x), para k = 1, 2, · · ·

A continuación, aplicamos un cambio de variables con generador U, resul-

tando
dy
dT

= y′ = G(y) = Gr(y) + · · ·+ Gr+k(y) + · · · . (1.4.23)

Para calcular Gr+k, construimos la sucesión de funciones
{
V∗

r+k,l

}
definidas

de forma recursiva mediante:

V∗
r,0 = F∗

r = Fr,

V∗
r+k,0 = F∗

r+k = Fr+k −
k∑

j=1

µjFr+k−j, para k ≥ 1,

V∗
r+k,l =

k+1−l∑

j=1

[V∗
r+k−j,l−1 ,Uj], para l = 1, · · · , k.

Esta sucesión puede organizarse análogamente al esquema triangular anterior.

Es fácil deducir que:

Gr+k =
k∑

l=0

1

l!
V∗

r+k,l

Para encontrar el campo transformado, comenzamos separando los efectos

del cambio de variables en las variables de estado y los del tiempo.

Todo el triángulo de Lie está determinado por la primera columna y por

los términos del generador espacial U1,U2, · · · ,Uk−1, · · ·. De esta forma, el

elemento Gr+k del campo transformado está determinado por la fila k del

triángulo de Lie similar a (1.4.20), pero construido con los elementos de la

primera columna V∗
r+j,0.

Para ello, definimos:

V∗
r+j,0 = Vr+j,0 + Wr+j,0, j ≥ 0,
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donde

Vr+j,0 = Fr+j , Wr,0 = 0, Wr+j,0 = −
j∑

i=1

µiFr+j−i.

Debido a la linealidad del corchete de Lie, podemos encontrar el campo trans-

formado a orden k como la suma de las filas k de dos triángulos de Lie:

Por una parte por el triángulo definido por el esquema recursivo:

Vr+k,0 = Fr+k k ≥ 0,

Vr+k,l =
k+1−l∑

j=1

[Vr+k−j,l−1 ,Uj], 1 ≤ l ≤ k.
(1.4.24)

Por otra parte, por el triángulo definido por la siguiente sucesión de

campos:

Wr,0 = 0,

Wr+k,0 = −
k∑

j=1

µjFr+k−j, k ≥ 1,

Wr+k,l =
k+1−l∑

j=1

[Wr+k−j,l−1 ,Uj], 1 ≤ l ≤ k.

(1.4.25)

El triángulo de Lie (1.4.24) está determinado por los términos cuasihomogéneos

del campo original, Fr+j , y por los generadores espaciales U1, · · · ,Uk−1, · · ·.
Este triángulo recoge los efectos de la C∞-conjugación. Sus elementos serán

siempre denotados como Vr+j,l y nos referiremos a él como triángulo de Lie.

Por otra parte el segundo triángulo (1.4.25) depende de los generadores es-

paciales U1, · · · ,Uk−1, · · ·; de los términos cuasihomogéneos del campo ini-

cial, Fr, · · · ,Fr+k, · · · y de los generadores temporales µ1, · · · , µk−1, · · ·. Este

triángulo es el que introduce los efectos de la C∞-equivalencia. Sus elementos

serán denotados como Wr+j,l.

En particular se tiene:

Gr+k =

k∑

l=0

1

l!
V∗

r+k,l = V∗
r+k,0 + V∗

r+k,1 +

k∑

l=2

1

l!
V∗

r+k,l
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= Vr+k,0 + Wr+k,0 + Vr+k,1 + Wr+k,1 +
k∑

l=2

1

l!
V∗

r+k,l

= Fr+k −
k∑

j=1

µjFr+k−j +

k∑

j=1

[Vr+k−j,0 ,Uj] + Wr+k,1 +

k∑

l=1

1

l!
V∗

r+k,l

=

[
Fr+k −

k−1∑

j=1

µjFr+k−j +

k−1∑

j=1

[Vr+k−j,0 ,Uj] + Wr+k,1 +

k∑

l=1

1

l!
V∗

r+k,l

]

+[Fr,Uk] − µkFr.

Aśı, si denotamos

Qr+k = Fr+k −
k−1∑

j=1

µjFr+k−j +

k−1∑

j=1

[Vr+k−j,0 ,Uj] + Wr+k,1 +

k∑

l=1

1

l!
V∗

r+k,l,

se tiene

Gr+k = Qr+k −Lr+k(Uk, µk),

donde Qr+k depende de Fr, · · · ,Fr+k, de los generadores espaciales U1, · · · ,Uk−1

y de los temporales µ1, · · · , µk−1. Por tanto, usando ideas propias de la teoŕıa

de las formas normales, podemos seleccionar Uk, µk con el objeto de simplificar

el término de grado r + k.

Estas ideas proporcionan un algoritmo apropiado para la computación

simbólica, consistente en construir la sucesión V∗
r+k,l en cada fila, separar en

dicha fila el operador homológico bajo equivalencia y el elemento Qr+k. Una

vez que resolvamos la ecuación homológica, añadimos los términos no conside-

rados en V∗
r+k,0 y V∗

r+k,1. Los principales pasos de este algoritmo se resumen

en el siguiente esquema:

Definir V∗
r,0 = Fr.

Para k ≥ 1

Definir

V∗
r+k,0 = Fr+k −

k−1∑

j=1

µjFr+k−j,
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V∗
r+k,1 =

k−1∑

j=1

[V∗
r+k−j,0 ,Uj ],

V∗
r+k,l =

k+1−l∑

j=1

[V∗
r+k−j,l−1 ,Uj], 2 ≤ l ≤ k.

Computar El término cuasihomogéneo de la forma normal de grado

r + k:

Gr+k = ProyCor(Lr+k)

(
k∑

l=0

1

l!
V∗

r+k,l

)
,

donde Cor (Lr+k) denota un subespacio complementario al espacio

imagen de Lr+k, seleccionado previamente.

Obtener Uk, µk, a partir de la ecuación homológica:

Lr+k(Uk, µk) = ProyIm(Lr+k)

(
k∑

l=0

1

l!
V∗

r+k,l

)
. (1.4.26)

Actualizar

V∗
r+k,0 = V∗

r+k,0 − µkFr,

V∗
r+k,1 = V∗

r+k,1 + [Fr,Uk].

Al igual que en la teoŕıa de las formas normales, a veces el procedimiento per-

mite simplificaciones adicionales, haciendo hipótesis adecuadas sobre términos

cuasihomogéneos de orden superior. De hecho, si Ker (Lr+k) 6= {0} la ecuación

homológica (1.4.26) no tiene una solución única, (la solución está determinada

salvo términos arbitrarios del núcleo de Lr+k). Aśı, en la correspondiente fila

del triángulo de Lie pueden aparecer constantes arbitrarias, que pueden ser

seleccionadas para conseguir mayores simplificaciones en los términos cuasiho-

mogéneos de orden superior. Este problema será objeto de estudio en la última

sección.

1.5. Elección del tipo

En las secciones anteriores hemos desarrollado las técnicas de formas nor-

males aplicadas al caso cuasihomogéneo y también hemos desarrollado la técni-
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ca del triángulo de Lie para desarrollos casi homogéneos. En principio, el

tipo t puede seleccionarse arbitrariamente. El caso más frecuente es tomar

t = (1, . . . , 1), en cuyo caso Qt
k coincide con el espacio de los campos vectoria-

les homogéneos de grado k+1. Como ya sabemos el tipo caracteriza el primer

término cuasihomogéneo del campo, Fr, cuya información será determinante

para obtener la forma normal.

De esta forma tenemos todo un abanico de posibilidades a la hora de elegir

un primer término. La pregunta obvia es: ¿qué tipo es el más adecuado?. El

sentido de la adecuación no está claro. Puede haber varios criterios.

Uno de ellos podŕıa ser un tipo que haga mı́nimo el número de cambios de

variables que dejan invariante el primer término cuasihomogéneo, más adelante

lo llamaremos núcleo a paso cero. Es interesante conseguir este mı́nimo ya que

estos cambios de variables contienen parámetros libres que intervienen en forma

no lineal en términos de orden superior.

Otro criterio puede ser tomar un tipo que minimize las dimensiones de los

co-rangos.

Otro más geométrico, podŕıa ser elegir un tipo asociado a una de las ca-

ras compactas del poliedro de Newton del campo vectorial F. Esta quizás sea

la elección más natural, ya que bajo ciertas hipótesis, el primer término cua-

sihomogéneo puede determinar el tipo topológico de la singularidad (véanse

Brunella & Miari [17], Dumortier [16]).

1.5.1. Forma normal de paso cero

Si consideramos un sistema con parte lineal no nula, el primer paso de la

teoŕıa de formas normales clásicas, (que como hemos comentado corresponde

a elegir el tipo (1, 1, · · · , 1)), consiste en transformar el sistema mediante un

cambio lineal para llevar la matriz de la linealización a forma canónica (de

Jordan, de Frobenius, ...). Nuestro objetivo ahora es generalizar este paso al

caso cuasihomogéneo que incluirá al caso de parte lineal nula.

Para ello fijemos un tipo t = (t1, t2, · · · , tn) y consideremos el sistema
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(1.3.11):

ẋ = Fr(x) +
∑

j≥1

Fr+j(x).

Aplicando sobre dicho sistema un cambio de variables en un entorno del

origen x = P0(y), con P0 ∈ Q̃t
0 = {P0 ∈ Qt

0 | det (DP0(0)) 6= 0}, obtenemos

un nuevo sistema:

ẏ = (DP0)
−1(y)Fr(P0(y)) + (DP0)

−1(y)
∑

j≥1

Fr+j(P0(y)).

Si expresamos este sistema en términos cuasihomogéneos:

ẏ = Gr(y) + Gr+1(y) + · · · , (1.5.27)

obtenemos

Gr+j(y) = (DP0)
−1(y)Fr+j(P0(y)) ∈ Qt

r+j , j = 0, 1, 2, . . .

Definimos the operador homológico a paso cero como:

L
(0)
r+k : Q̃t

0 −→ Qt
r+k

P0 → L
(0)
r+k(P0) = (DP0)

−1 · Fr+k ◦ P0,

siendo k ≥ 0. Notemos que el anterior operador no es lineal. Es posible eli-

minar en Gr la parte que pertenece al rango del operador L
(0)
r , seleccionando

P0 adecuadamente. Los cambios de variable temporal que afectan al primer

término casi homogéneo se reducen a un simple escalado, por lo que no son úti-

les para eliminar ningún elemento del primer término, Fr. Igualmente ocurre

con los cambios de variables de estado del tipo x = Dy donde D es una matriz

diagonal, (escalados en las variables de estado). A los cambios de variables de

grado cero que no sean cambio de escala los llamaremos no triviales.

Hay también que destacar que algunos cambios de variables de grado cero

no triviales dejan invariante el primer término, esto es: Gr = L
(0)
r (P0(y)) = Fr,

y se pueden utilizar para anular términos de orden superior.

Seŕıa deseable elegir un tipo de forma que no existan, o minimicen, los cam-

bios de variables de grado cero no triviales que dejen invariante Fr. Otra carac-

teŕıstica a tener en cuenta es minimizar los núcleos del operador homológico
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que obtiene la forma normal. Al tratar numerosos ejemplos hemos encontrado

que en la medida de que Fr tenga más monomios, los núcleos del operador

homológico son de menor dimensión. Algo análogo ocurre con los cambios de

variables de grado cero que dejan invariante Fr, cuantos más monomios tenga

Fr, menos cambios de variables de grado cero no triviales que dejen invariante

Fr habrá.

La forma hipernormal, esto es, la máxima simplificación a orden infinito, se

consigue con cualquier elección del tipo. Sin embargo esto no se tiene cuando se

pretende obtener la máxima simplificación a orden (N). Seŕıa deseable tomar

el tipo

t0 = mı́n
t∈Nn

{
dim

(
N−rt⊕

k=1

Ker (Lrt+k)

)}
,

donde rt es el grado cuasihomogéneo del primer término del campo F respecto

al tipo t.

La situación ideal seŕıa aquella en que dim
(
Ker

(
L(1)

r+k

))
= 0, para todo

k; en cuyo caso la forma hipernormal coincidiŕıa con la forma normal.

1.5.2. Ejemplo

A modo de ejemplo veamos la elección del tipo para el sistema

ẋ = y + a20x
2 + a11xy + a02y

2 + · · · , (1.5.28)

ẏ = b20x
2 + b11xy + b02y

2 + · · · donde b20 6= 0.

Consideraremos diversos tipos:

(a) tipo homogéneo

Tomando el tipo homogéneo, el sistema se escribe como:

(
ẋ

ẏ

)
=

(
y

0

)
+

(
a20x

2 + a11xy + a02y
2

b20x
2 + b11xy + b02y

2

)
+ · · ·

En la figura 1.2 están representados los diferentes campos homogéneos.

Los cambios de variables de grado cero u = α1x+α2y, v = β1x+β2y, con

α1β2−α2β1 6= 0, que dejan invariante el primer término F0 = (y, 0)T son
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Figura 1.2: Representación de los campos vectoriales cuasihomogéneos de tipo

(1, 1) y grados 0, 1, . . .

aquellos tales que β1 = 0 y β2 = α1, α1 6= 0. Por tanto, dichos cambios

de variables son u = x+ α2y, v = y.

(b) tipo t = (1, 3)

Tomando el tipo t = (1, 3), el sistema se escribe como:
(
ẋ

ẏ

)
=

(
0

b20x
2

)
+

(
0

b30x
3

)
+

(
a20x

2

b40x
4 + b11xy

)
+ · · ·

(Véase Figura 1.3).

Los cambios de variables de grado cero: u = α1x, v = β1x
3 + β2y, con

α1β2 6= 0, que dejan invariante el primer término cuasihomogéneo F−1 =

(0, b20x
2)T son aquellos tales que β2 = α2

1, α1 6= 0. Por tanto dichos

cambios son u = x, v = β1x
3 + y.

(c) tipo t = (2, 3)

Tomando el tipo t = (2, 3), el sistema se escribe como:
(
ẋ

ẏ

)
=

(
y

b20x
2

)
+

(
a20x

2

b11xy

)
+

(
a11xy

b30x
3 + b02y

2

)
+ · · ·
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Figura 1.3: Representación de los campos vectoriales cuasihomogéneos de tipo

(1, 3) y grados −1, 0, 1, 2, . . .

(véase Figura 1.4).

Los cambios de variables de grado cero u = α1x, v = β2y, (con α1β2 6= 0)

que dejan invariante el primer término cuasihomogéneo F1 = (y, b20x
2)T

son aquellos tales que β2 = α1 = 1. Por tanto, dichos cambios son todos

triviales.

Nota: Como se puede apreciar, el tipo más adecuado es t = (2, 3) no sólo

porque coincide con el tipo de la parte principal del sistema (1.6), sino también

porque con esta elección no existen cambios de variables de grado cero que

dejen invariante el primer término cuasihomogéneo.

En la siguiente sección veremos que la elección de este tipo también reduce el

tamaño de los co-rangos que caracterizan la correspondiente forma normal.



44 1 Teoŕıa de Formas Normales

••

•

•

•

•

•

•

•

•

•

e

•

•

•

e

e

•

•

•

e

•

•

•

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

QQ

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
QQ

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

QQ

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

QQ

Q
Q

Q
Q

QQ

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

QQ Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
QQ

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

QQ

Q
Q

Q
Q

QQ

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
QQ

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

QQ

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
QQ

(
0

1

) (
0

x

) (
0

x
2

) (
0

x
3

) (
0

x
4

) (
0

x
5

)

(
1

0

)
(

x

y

) (
x

2

xy

) (
x

3

x
2
y

) (
x

4

x
3
y

) (
x

5

x
4
y

)

(
y

0

)
(

xy

y
2

) (
x

2
y

xy
2

) (
x

3
y

x
2
y

2

) (
x

4
y

x
3
y

2

) (
x

3
y

x
4
y

2

)

(
y

2

0

)
(

xy
2

y
3

) (
x

2
y

2

xy
3

) (
x

3
y

2

x
2
y

3

)

(
y

3

0

)
(

xy
3

y
4

)

Figura 1.4: Representación de los campos vectoriales cuasihomogéneos de tipo

(2, 3) y grados 1, 2, . . .

1.6. Estudio de un caso de la singularidad de

Takens-Bogdanov

Vamos a aplicar las ideas de la teoŕıa de formas normales cuasihomogéneas

al sistema (1.5.28), bajo la hipótesis b20 6= 0. Mediante un escalado, podemos

conseguir b20 = 1.

Es bien conocido que una forma normal de la singularidad Takens-Bogdanov

es de la forma:

ẋ = y,

ẏ =

∞∑

l=2

(
alx

l + blx
l−1y

)
.

(1.6.29)

Veremos que la forma normal, usando desarrollos cuasihomogéneos, resulta ser

más simple que la anterior.

Si fijamos el tipo t = (2, 3), la parte principal cuasihomogénea es F1 =

ye1 + x2e2, cuyo grado es r = 1 (véase Figura 1.5).

Notemos que F1 es un campo vectorial hamiltoniano, con función de Ha-
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Figura 1.5: poĺıgono de Newton de campos vectoriales cuasihomogéneos de tipo

(2, 3) y grados 1, 2, . . .

milton h(x, y) = 1
6
(2x3 − 3y2). En lo que sigue, denotaremos

u = 2x3 − 3y2.

También, denotaremos D0 = 2xe1 +3ye2. Es fácil probar que D0 es un campo

vectorial cuasihomogéneo del tipo t y grado 0. Más aún, se puede comprobar

que [D0,F1] = −F1.

Es fácil ver que el desarrollo cuasihomogéneo del campo vectorial respecto

del tipo t = (2, 3) es:
(
ẋ

ẏ

)
=

(
y

x2

)
+

(
a20x

2

b11xy

)
+

(
a11xy

b30x
3 + b02y

2

)

+

(
a30x

3 + a02y
2

b21x
2y

)
+

(
a21x

2y

b40x
4 + b12xy

2

)
+ · · ·

De hecho, se puede comprobar que las bases canónicas de los espacios Qt
k son:

Qt
6l = span

{
x3j+1y2l−2je1; x

3jy2l−2j+1e2 : j = 0, . . . , l
}
,

Qp

6l+1 = span
{
x3jy2l−2j+1e1; x

3j+2y2l−2je2 : j = 0, . . . , l
}
,

Qt
6l+2 = span

{
x3j+2y2l−2je1; x

3j+1y2l−2j+1e2 : j = 0, . . . , l
}
,

Qt
6l+3 = span

{
x3j+1y2l−2j+1e1; x

3jy2l−2j+2e2 : j = 0, . . . , l; x3l+3e2

}
,

Qt
6l+4 = span

{
x3jy2l−2j+2e1; x

3j+2y2l−2j+1e2 : j = 0, . . . , l; x3l+3e1

}
,

Qt
6l+5 = span

{
x3j+2y2l−2j+1e1; x

3j+1y2l−2j+2e2 : j = 0, . . . , l; x3l+4e2

}
.

(1.6.30)
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Más aún, para las funciones escalares cuasihomogéneas del tipo t tenemos las

siguientes bases:

Pt
6l = span

{
x3jy2l−2j : j = 0, . . . , l

}

= span
{
x3jul−j : j = 0, . . . , l

}
,

Pt
6l+1 = span

{
x3j+2y2l−2j−1 : j = 0, . . . , l − 1

}

= span
{
x3j+2yul−j−1 : j = 0, . . . , l − 1

}
,

Pt
6l+2 = span

{
x3j+1y2l−2j : j = 0, . . . , l

}

= span
{
x3j+1ul−j : j = 0, . . . , l

}
,

Pt
6l+3 = span

{
x3jy2l−2j+1 : j = 0, . . . , l

}

= span
{
x3jyul−j : j = 0, . . . , l

}
,

Pt
6l+4 = span

{
x3j+2y2l−2j : j = 0, . . . , l

}

= span
{
x3j+2ul−j : j = 0, . . . , l

}
,

Pt
6l+5 = span

{
x3j+1y2l−2j+1 : j = 0, . . . , l

}

= span
{
x3j+1yul−j : j = 0, . . . , l

}
.

(1.6.31)

1.6.1. Forma normal bajo C∞-conjugación

Para analizar el operador homológico bajo C∞-conjugación:

Lk : Qt
k−1 −→ Qt

k

Pk−1 → [Pk−1,F1] ,

el procedimiento es como sigue: En primer lugar, seleccionaremos bases ade-

cuadas en Qt
k−1, Qt

k. A continuación, computaremos la imagen de un elemento

arbitrario de Qt
k−1 (expresado en la base seleccionada). Entonces, obtenemos

Ker(Lk). Usando que

dim(Cor(Lk)) = dim(Qt
k) − dim(Qt

k−1) + dim(Ker(Lk)), (1.6.32)

computaremos la dimensión de Cor(Lk). En todos los casos, esta dimensión

resultará ser cero o uno. En el primer caso, deducimos que Cor(Lk) = {0}.
Si la dimensión es uno, basta determinar un elemento que no pertenezca a la

imagen del operador homológico para obtener Cor(Lk).

Analizaremos en primer lugar los casos k = 2, 3:
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Caso k = 2: En lugar de la base dada en (1.6.30), tomamos:

Qt
1 = span

{
F1; x

2e2

}
, Qt

2 = span {xD0; xye2} .

Los elementos en Qt
1 son de la forma

P1 = αF1 + βx2e2. (1.6.33)

Es fácil probar que

L2(P1) = β
2
xD0 − 7β

2
xye2.

Entonces, Ker(L2) = span {F1}. De (1.6.32) concluimos que dim(Cor(L2)) =

1. Presentamos dos posibles subespacios complementarios al espacio ima-

gen de L2:

Cor1(L2) = span {xD0} , y Cor2(L2) = span {xye2} .

Caso k = 3: Tomando las bases:

Qt
2 = span

{
xD0; x

2e1

}
, Qt

3 = span
{
xF1; x

3e2; ue2

}
,

podemos escribir los elementos en Qt
2 como

P2 = αxD0 + βx2e1. (1.6.34)

Después de algunos cálculos, obtenemos

L3(P2) = (3α + 2β)xF1 − αue2 − 4βx3e2.

De esta expresión, deducimos que Ker(L3) = span {0} y usando (1.6.32)

se tiene que dim(Cor(L3)) = 1. Es fácil probar que dos espacios comple-

mentarios a Im(L3) son

Cor1(L3) = span {ue2} , y Cor2(L3) = span
{
x3e2

}
.

Caso k = 6l + 1, con l ≥ 1: En lugar de las bases canónicas, tomamos

las siguientes bases:

Qt
6l = span

{
x3j+1yul−j−1F1 : j = 0, . . . , l − 1; ulD0;

x3jyul−je2 : j = 0, . . . , l

}
,

Qt
6l+1 = span

{
x3jul−jF1 : j = 0, . . . , l; x3j+2ul−je2 : j = 0, . . . , l

}
.
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Entonces, podemos escribir los elementos de Qt
6l como

P6l = p6l(x, y)F1 + αulD0 + q6l(x, y)e2, (1.6.35)

donde p6l(x, y) =
∑l−1

j=0 αjx
3j+1yul−j−1, q6l(x, y) =

∑l
j=0 βjx

3jyul−j.

Después de algunos cálculos, obtenemos

L6l+1 (p6l(x, y)F1) = α0

3
ulF1 +

l−1∑

j=1

αj−5αj−1

3
x3jul−jF1 − 5αl−1

3
x3lF1,

L6l+1

(
ulD0

)
= ulF1,

L6l+1 (q6l(x, y)e2) =

l−1∑

j=0

(j + 1)(βj+1 − 2βj)x
3j+2ul−je2

−2(l + 1)βlx
3l+2e2 +

l∑

j=0

βjx
3jul−jF1.

Por tanto:

L6l+1(P6l) =
(

α0

3
+ α+ β0

)
ulF1 +

l−1∑

j=1

αj−5αj−1+3βj

3
x3jul−jF1

+3βl−5αl−1

3
x3lF1 +

l−1∑

j=0

(j + 1)(βj+1 − 2βj)x
3j+2ul−je2 − 2(l + 1)βlx

3l+2e2.

A partir de esta expresión obtenemos fácilmente que Ker(L6l+1) = span {0},
y usando (1.6.32) obtenemos dim(Cor(L6l+1)) = 0. Es decir:

Cor(L6l+1) = span {0} .

Caso k = 6l + 2, con l ≥ 1: Tomando las bases:

Qt
6l+1 = span

{
x3jul−jF1 : j = 0, . . . , l; yule1;

x3j+3yul−j−1e1 : j = 0, . . . , l − 1

}
,

Qt
6l+2 = span

{
x3j+2yul−j−1F1 : j = 0, . . . , l − 1; xulD0;

x3j+2ul−je1 : j = 0, . . . , l

}
.

Entonces, podemos escribir los elementos de Qt
6l+1 como

P6l+1 = p6l+1(x, y)F1 + αyule1 + q6l+1(x, y)e1, (1.6.36)
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donde p6l+1(x, y) =
∑l

j=0 αjx
3jul−j, q6l+1(x, y) =

∑l−1
j=0 βjx

3j+3yul−j−1.

Después de algunos cálculos, obtenemos

L6l+2 (p6l+1(x, y)F1) = −
l−1∑

j=0

3(j + 1)αj+1x
3j+2yul−j−1F1,

L6l+2

(
yule1

)
= 2

3
xulD0 − 7

3
x2ule1,

L6l+2 (q6l+1(x, y)e1) = 5β0

3
x2ule1 +

l−1∑

j=1

(3j+5)βj−(6j+7)βj−1

3
x3j+2ul−je1

− (6l+13)βl−1

3
x3l+2e1 +

l−1∑

j=0

2βjx
3j+2yul−j−1F1.

Por tanto:

L6l+2(P6l+1) = −7α−5β0

3
x2ule1 +

l−1∑

j=1

(3j+5)βj−(6j+7)βj−1

3
x3j+2ul−je1

− (6l+13)βl−1

3
x3l+2e1 + 2α

3
xulD0

+

l−1∑

j=0

(2βj − 3(j + 1)αj+1) x
3j+2yul−jF1.

Utilizando esta expresión obtenemos que Ker(L6l+2) = span
{
ulF1

}
. Y

de (1.6.32) deducimos que dim(Cor(L6l+2)) = 1. De la misma expresión

es fácil deducir que dos espacios complementarios al espacio imagen del

operador homológico son

Cor1(L6l+2) = span
{
xulD0

}
, y Cor2(L6l+2) = span

{
x3l+1ye2

}
.

Caso k = 6l + 3, con l ≥ 1: Tomando las bases:

Qt
6l+2 = span

{
x3j+2yul−j−1F1 : j = 0, . . . , l − 1; xulD0;

x3j+2ul−je1 : j = 0, . . . , l

}
,

Qt
6l+3 = span

{
x3j+1ul−jF1 : j = 0, . . . , l;

x3jul−j+1e2 : j = 0, . . . , l + 1

}
.

Entonces, podemos escribir los elementos de Qt
6l+2 como

P6l+2 = p6l+2(x, y)F1 + αxulD0 + q6l+2(x, y)e1, (1.6.37)
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donde p6l+2(x, y) =
∑l−1

j=0 αjx
3j+2yul−j−1, q6l+2(x, y) =

∑l
j=0 βjx

3j+2ul−j.

Después de algunos cálculos, obtenemos

L6l+3 (p6l+2(x, y)F1) = −2α0

3
xulF1 +

l−1∑

j=1

(6j+1)αj−1−(3j+2)αj

3
x3j+1ul−jF1

+(6l + 1)αl−1x
3l+1F1,

L6l+3

(
xulD0

)
= 3xulF1 − ul+1e2,

L6l+3 (q6l+2(x, y)e1) =

l∑

j=0

(3j + 2)βjx
3j+1ul−jF1

−
l+1∑

j=1

(3j + 1)βj−1x
3jul−j+1e2.

Por tanto:

L6l+3(P6l+2) = 9α−2α0+6β0

3
xulF1

+

l−1∑

j=1

(6j+1)αj−1−(3j+2)αj+3(3j+2)βj

3
x3j+1ul−jF1

+ ((6l + 1)αl−1 + (3l + 2)βl) x
3l+1F1

−αul+1e2 −
l+1∑

j=1

(3j + 1)βj−1x
3jul−j+1e2.

De esta expresión obtenemos que Ker(L6l+3) = span {0}. Usando (1.6.32),

obtenemos dim(Cor(L6l+3)) = 1, y dos espacios complementarios a Im(L6l+3)

son:

Cor1(L6l+3) = span
{
ul+1e2

}
, y Cor2(L6l+3) = span

{
x3l+3e2

}
.

Caso k = 6l + 4, con l ≥ 0: Tomando las bases:

Qt
6l+3 = span

{
x3j+1ul−jF1; x

3jul−j+1e2 : j = 0, . . . , l; x3l+3e2

}
,

Qt
6l+4 = span

{
x3jyul−jF1; x

3jul−j+1e1 : j = 0, . . . , l; x3l+3e1

}
,

podemos escribir los elementos de Qt
6l+3 como

P6l+3 = p6l+3(x, y)F1 + q6l+3(x, y)e2, (1.6.38)
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donde p6l+3(x, y) =
∑l

j=0 αjx
3j+1ul−j, q6l+3(x, y) =

∑l+1
j=0 βjx

3jul−j+1.

Después de algunos cálculos, obtenemos

L6l+4 (p6l+3(x, y)F1) =

l∑

j=0

(3j − 1)αjx
3jyul−jF1,

L6l+4 (q6l+3(x, y)e2) = −
l∑

j=0

3(j + 1)βj+1x
3jyul−jF1

+

l∑

j=0

((2j + 1)βj − (j + 1)βj+1) x
3jul−j+1e1

+(2l + 3)βl+1x
3(l+1)e1.

Por tanto:

L6l+4(P6l+3) = −
l∑

j=0

((3j + 1)βj+1 − (3j − 1)αj)x
3jyul−jF1

+
l∑

j=0

((2j + 1)βj − (j + 1)βj+1)x
3jul−j+1e1

+(2l + 3)βl+1x
3(l+1)e1.

De esta expresión es fácil probar que Ker(L6l+4) = span {0}, y utilizando

(1.6.32) deducimos que dim(Cor(L6l+4)) = 0, por tanto

Cor(L6l+4) = span {0} .

Caso k = 6l + 5, con l ≥ 0: Tomando las bases:

Qt
6l+4 = span

{
x3jyul−jF1; x

3jul−j+1e1 : j = 0, . . . , l; x3l+3e1

}
,

Qt
6l+5 = span

{
x3j+2ul−jF1; x

3j+1ul−j+1e2 : j = 0, . . . , l; x3l+4e2

}
,

podemos escribir los elementos de Qt
6l+4 en la forma

P6l+4 = p6l+4(x, y)F1 + q6l+4(x, y)e1, (1.6.39)

donde p6l+4(x, y) =
∑l

j=0 αjx
3jyul−j, q6l+4(x, y) =

∑l+1
j=0 βjx

3jul−j+1.
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Después de algunos cálculos, obtenemos

L6l+5 (p6l+4(x, y)F1) = −
l−1∑

j=0

((2j + 1)αj − (j + 1)αj+1) x
3j+2ul−jF1

−(2l + 1)αlx
3l+2F1,

L6l+5 (q6l+4(x, y)e1) = −
l∑

j=0

3(j + 1)βj+1x
3j+2ul−jF1

+

l+1∑

j=0

(3j + 2)βjx
3j+1ul−j+1e2.

Por tanto:

L6l+5(P6l+4) = −
l−1∑

j=0

((2j + 1)αj − (j + 1)αj+1 + 3(j + 1)βj+1) x
3j+2ul−jF1

− ((2l + 1)αl + 3(l + 1)βl+1)x
3l+2F1

+

l+1∑

j=0

(3j + 2)βjx
3j+1ul−j+1e2.

De esta expresión resulta Ker(L6l+5) = span {0}. Además de (1.6.32)

probamos que dim(Cor(L6l+5)) = 0, y entonces

Cor(L6l+5) = span {0} .

Caso k = 6l + 6, con l ≥ 0: En este último caso, tomando las bases:

Qt
6l+5 = span

{
x3j+2yul−j−1F1 : j = 0, . . . , l − 1;

x3j+1y2ul−je2 : j = 0, . . . , l; xul+1e2

}
,

Qt
6l+6 = span

{
x3j+1yul−jF1 : j = 0, . . . , l; ul+1D0;

x3jyul−j+1e2 : j = 0, . . . , l + 1

}
,

podemos escribir los elementos de Qt
6l+5 en la forma

P6l+5 = p6l+5(x, y)F1 + q6l+5(x, y)e2 + αxul+1e2, (1.6.40)

donde p6l+5(x, y) =
∑l

j=0 αjx
3j+2ul−j, q6l+5(x, y) =

∑l
j=0 βjx

3j+1y2ul−j.
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Después de algunos cálculos, obtenemos

L6l+6 (p6l+5(x, y)F1) = −
l∑

j=0

(3j + 2)αjx
3j+1yul−jF1,

L6l+6 (q6l+5(x, y)e2) =

l∑

j=0

βjx
3j+1yul−jF1 + β0

3
yul+1e2

+

l∑

j=1

(3j+1)βj−(6j+5)βj−1

3
x3jyul−j+1e2

− (6l+11)βl

3
x3(l+1)ye2,

L6l+6

(
xul+1e2

)
= 1

2
ul+1D0 − 5

2
yul+1e2.

Por tanto:

L6l+6(P6l+5) = −
l∑

j=0

((3j + 2)αj − βj)x
3j+1yul−jF1 + α

2
ul+1D0

−15α−2β0

6
yul+1e2 +

l∑

j=1

(3j+1)βj−(6j+5)βj−1

3
x3jyul−j+1e2

− (6l+11)βl

3
x3(l+1)ye2.

A partir de esta expresión, obtenemos Ker(L6l+6) = span {0}. Además

dim(Cor(L6l+6)) = 1 (véase (1.6.32)), y dos espacios complementarios al

espacio imagen del operador homológico son

Cor1(L6l+6) = span
{
ul+1D0

}
, y Cor2(L6l+6) = span

{
x3l+3ye2

}
.

Utilizando cada uno de los espacios complementarios al espacio imagen del

operador homológico (Cor1 y Cor2), determinados en cada uno de los casos

considerados anteriormente, conseguimos diferentes formas normales. En el

primer caso, tenemos:

Teorema 1.6.19 Una forma normal para el sistema (1.5.28) bajo C∞-conjugación

es:
(
ẋ

ẏ

)
=

(
y

x2

)
+

∞∑

l=0

(
clxu

lD0 + c′lu
l+1e2 + c′′l u

l+1D0

)
. (1.6.41)
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En el segundo caso, tenemos:

Teorema 1.6.20 Una forma normal para el sistema (1.5.28) bajo C∞-conjugación

es:

ẋ = y, (1.6.42)

ẏ = x2 +

∞∑

l=0

(
b3l+2x

3l+1y + a3l+3x
3l+3 + b3l+4x

3l+3y
)
.

Comparando la anterior forma normal con (1.6.29), observamos que el número

de monomios ha sido reducido en gran medida.

1.6.2. Forma normal bajo C∞-equivalencia

Aplicaremos las anteriores ideas para el caso de la singularidad Takens-

Bogdanov considerada en la Subsección 1.6.1. Como comentamos en la Sección

1.3.5, en primer lugar calculamos un espacio complementario al espacio imagen

del operador lineal

`k−1 : P
t
k−2 −→ P

t
k−1

fk−2 → ∇fk−2 · F1.

Como antes, escribiremos los elementos de Pt
k−2 usando las bases dadas en

(1.6.31). A continuación, calculamos la imagen de un elemento arbitrario, y

entonces obtenemos el núcleo de `k−1. Como

dim(Cor(`k−1)) = dim(Pt
k−1) − dim(Pt

k−2) + dim(Ker(`k−1)), (1.6.43)

conocemos dim(Cor(`k−1)), el cual resulta ser siempre cero o uno. En este

último caso, obtenemos Cor(`k−1) encontrando un elemento que no pertenezca

a Im(`k−1).

Caso k = 2: Este caso es trivial porque Pt
0 = span {1}, Pt

1 = {0}.
Entonces: Ker(`1) = span {0}, y

Cor(`1) = span {0} .
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Caso k = 3: Ahora, Pt
1 = {0} y Pt

2 = span {x}. Es fácil mostrar que

Cor(`2) = span {x} .

Caso k = 6l + 1, con l ≥ 1: Los elementos arbitrarios en Pt
6l−1 son de

la forma µ6l−1(x, y) =
∑l−1

j=0 γjx
3j+1yul−j−1. Después de algunos cálculos,

obtenemos:

`6l(µ6l−1(x, y)) = −γ0

3
ul +

l−1∑

j=1

(6j−1)γj−1−4γj

3
x3jul−j +

(6l−1)γl−1

3
x3l.

De aqúı, deducimos que Ker(`6l) = {0}. Utilizando (1.6.43), se tiene

dim(Cor(`6l)) = 1. Puesto que ul no pertenece a Im(`6l), un espacio

complementario al espacio imagen de `6l es

Cor(`6l) = span
{
ul
}
.

Caso k = 6l + 2, con l ≥ 1: Podemos escribir los elementos de Pt
6l en la

forma µ6l(x, y) =
∑l

j=0 γjx
3jul−j. En este caso, se obtiene

`6l+1(µ6l) =

l−1∑

j=0

3(j + 1)γj+1x
3j+2yul−j−1.

Entonces, Ker(`6l+1) = span
{
ul
}
. Además, utilizando (1.6.43), deduci-

mos que dim(Cor(`6l+1)) = 0, por lo que

Cor(`6l+1) = span {0} .

Caso k = 6l + 3, con l ≥ 1: podemos escribir los elementos de Pt
6l+1

como µ6l+1(x, y) =
∑l−1

j=0 γjx
3j+2yul−j−1. Después de algunos cálculos, se

obtiene

`6l+2(µ6l+1) = −2γ0

3
xul +

l−1∑

j=1

(6j+1)γj−1−(3j+2)γj

3
x3j+1ul−j + (6l−1)γl−1

3
x3l+1.

En consecuencia Ker(`6l+2) = {0}. Por lo tanto, dim(Cor(`6l+2)) = 1. Co-

mo xul no pertenece al espacio Im(`6l+2), concluimos que un subespacio

complementario a Im(`6l+2) es

Cor(`6l+2) = span
{
xul
}
.
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Caso k = 6l + 4, con l ≥ 0: Los elementos de Pt
6l+2 se pueden escribir

como µ6l+2(x, y) =
∑l

j=0 γjx
3j+1ul−j. En este caso obtenemos

`6l+3(µ6l+2) =

l∑

j=0

(3j + 1)γjx
3jyul−j.

A partir de aqúı, resulta Ker(`6l+3) = span {0}. Por tanto dim(Cor(`6l+3)) =

0, y entonces

Cor(`6l+3) = span {0} .

Caso k = 6l + 5, con l ≥ 0: Los elementos en Pt
6l−1 son de la forma

µ6l+3(x, y) =
∑l

j=0 γjx
3jyul−j. En este caso, obtenemos

`6l+4(µ6l+3) =
l−1∑

j=0

((2j + 1)γj − (j + 1)γj+1) x
3j+2ul−j + (l + 1)γlx

3l+2.

Utilizando esta expresión, podemos comprobar que Ker(`6l+4) = {0}.
Además, dim(Cor(`6l+4)) = 0, y por tanto

Cor(`6l+4) = span {0} .

Caso k = 6l + 6, con l ≥ 0: podemos escribir los elementos en Pt
6l−1

como µ6l+4(x, y) =
∑l

j=0 γjx
3j+2ul−j. En este caso:

`6l+5(µ6l+4) =
l∑

j=0

(3j + 2)γjx
3j+1yul−j.

A partir de aqúı deducimos que Ker(`6l+5) = span {0}, y por tanto

dim(Cor(`6l+5)) = 0. Es decir;

Cor(`6l+5) = span {0} .

Una vez hemos determinado Cor(`k−1), estudiamos el operador homológico

bajo C∞-equivalencia:

Lk : Qt
k−1 × Cor(`k−1) −→ Qt

k

(Pk−1, µk−1) → Lk−1 (Pk−1) + µk−1 F1.
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Con este fin, escribimos Pk−1 como en la subsección previa y expresamos µk−1

en las bases anteriores de Cor(`k−1). Una vez hemos expresado (Pk−1, µk−1)

convenientemente, calculamos su imagen. Esto permite determinar Ker(Lk).

Usando que

dim(Cor(Lk)) = dim(Qt
k) − dim(Qt

k−1) − dim(Cor(`k−1))

+dim(Ker(Lk)),
(1.6.44)

podemos hallar un subespacio complementario a Im(Lk). Analizamos los dife-

rentes casos:

Caso k = 2: escribimos P1 como en (1.6.33) y µ1 = 0 ∈ Cor(`1).

Entonces, los operadores homológicos bajo C∞-equivalencia L6l+2 y C∞-

conjugación L6l+2 coinciden en este caso. En particular, deducimos que

Ker(L2) = span {(F1, 0)}, y también que dos subespacios complementa-

rios son

Cor1(L2) = span {xD0} , y Cor2(L2) = span {xye2} .

Caso k = 3: escribimos P2 como en (1.6.34) y µ2 = γx ∈ Cor(`2).

Después de algunos cálculos, obtenemos

L3(P2, µ2) = (3α + 2β + γ)xF1 − αue2 − 4βx3e2.

De esta expresión, obtenemos Ker(L3) = {(0, 0)}. Usando (1.6.44), de-

ducimos que dim(Cor(L3)) = 0, aśı que

Cor(L3) = {0} .

Caso k = 6l + 1, con l ≥ 1: Ahora, escribimos P6l como en (1.6.35) y

µ6l = γul ∈ Cor(`6l). Es fácil ver que

L6l+1(P6l, µ6l) =
(

α0

3
+ α+ β0 + γ

)
ulF1 +

l−1∑

j=1

3βj+αj−5αj−1

3
x3jul−jF1,

+
3βl−5αl−1

3
x3lF1 +

l−1∑

j=0

(j + 1)(βj+1 − 2βj)x
3j+2ul−je2

−2(l + 1)βlx
3l+2e2.
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De esta expresión, obtenemos Ker(L6l+1) = span
{(
ulD0,−ul

)}
. Tam-

bién, de (1.6.44), resulta dim(Cor(L6l+1)) = 0, y entonces

Cor(L6l+1) = {0} .

Caso k = 6l + 2, con l ≥ 1: Escribimos P6l+1 como en (1.6.36) y

µ6l+1 = 0 ∈ Cor(`6l+1). Por tanto, el operador homológico bajo C∞-

equivalencia L6l+2 coincide con el de C∞-conjugación. En particular, de-

ducimos Ker(L6l+2) = span
{(
ulF1, 0

)}
, y dos subespacios complemen-

tarios son

Cor1(L6l+2) = span
{
xulD0

}
, y Cor2(L6l+2) = span

{
x3l+1ye2

}
.

Caso k = 6l+3, con l > 0: Escribimos P6l+2 como en (1.6.37) y µ6l+2 =

γxul ∈ Cor(`6l+2). Tras algunos cálculos, obtenemos

L6l+3(P6l+2, µ6l+2) = 9α−2α0+6β0+3γ
3

xulF1

+
l−1∑

j=1

(6j+1)αj−1−(3j+2)αj+3(3j+2)βj

3
x3j+1ul−jF1

+ ((6l + 1)αl−1 + (3l + 2)βl) x
3l+1F1 − αul+1e2

−
l+1∑

j=1

(3j + 1)βj−1x
3jul−j+1e2.

De esta expresión, deducimos que Ker(L6l+3) = {(0, 0)}. Además, de

(1.6.44) se obtiene dim(Cor(L6l+3)) = 0, y entonces

Cor(L6l+3) = {0} .

Casos k = 6l + 4, 6l + 5, 6l + 6, con l ≥ 0: En estos últimos tres casos,

tenemos Cor(`k) = {0}. Entonces, Lk coincide con Lk, y podemos utilizar

los cálculos anteriores. En particular, deducimos Ker(Lk) = {(0, 0)}, en

las tres situaciones. Más aún,

Cor(L6l+4) = Cor(L6l+5) = {0} ,

mientras que dos espacios complementarios a Im(L6l+6) son

Cor1(L6l+6) = span
{
ul+1D0

}
, y Cor2(L6l+6) = span

{
yx3l+3e2

}
.
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Utilizando cada uno de estos espacios complementarios, conseguimos diferentes

formas normales bajo C∞-equivalencia.

Teorema 1.6.21 Una forma normal para el sistema (1.5.28) utilizando C∞-

equivalencia es:

(
ẋ

ẏ

)
=

(
y

x2

)
+

∞∑

l=0

(
c6l+1xu

lD0 + c6l+6u
l+1D0

)
. (1.6.45)

Teorema 1.6.22 Una forma normal para el sistema (1.5.28) utilizando C∞-

equivalencia es:

ẋ = y (1.6.46)

ẏ = x2 +

∞∑

l=0

(
b3l+2x

3l+1y + b3l+4x
3l+3y

)
.

Comparando (1.6.46) y (1.6.45) con (1.6.42) y (1.6.41), podemos ver las ven-

tajas de utilizar C∞-equivalencia. De hecho, podemos observar que usando

C∞-equivalencia conseguimos eliminar una tercera parte más de los términos.
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Caṕıtulo 2

Determinación topológica de

campos planos

Todo este caṕıtulo está dedicado a la determinación topológica de cam-

pos planos. Consideraremos un tipo t = (t1, t2) y un sistema anaĺıtico plano

desarrollado en grados sucesivos respecto al tipo t de la forma:
(
ẋ

ẏ

)
= F(x, y) =

∞∑

j=0

Fr+j(x, y), (2.0.1)

donde F = (P,Q)T y Fr+j(x, y) = (Pr+j+t1(x, y), Qr+j+t2(x, y))
T ∈ Qt

r+j,

F(0) = 0 y 0 es un equilibrio aislado del sistema (2.0.1).

El problema de la determinación topológica fue resuelto por Brunella &

Miari [17], excepto el caso monodrómico. Otro problema clásico en el estudio

de las singularidades de sistemas de ecuaciones diferenciales anaĺıticas en el

plano es caracterizar cuando un punto singular es de tipo centro-foco (un pun-

to singular es de tipo centro-foco si es un foco o un centro), en lo que sigue nos

referiremos a este problema como el problema centro-foco o el problema de mo-

nodromı́a. Desde luego, si la parte lineal del punto singular es no degenerada,

la caracterización es bien conocida. Cuando la parte lineal es degenerada pero

no idénticamente cero, el problema ha sido resuelto (véase Andreev [10]). La

principal dificultad para resolver el problema de monodromı́a aparece cuan-

do el punto singular tiene parte lineal idénticamente cero. Aunque este caso

fue resuelto por Medvedeva [51], nuestro enfoque aporta mejoras tanto en el

61
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aspecto teórico como en el computacional, ya que presentamos un algoritmo

más simple, que utiliza información tanto de la parte conservativa como de la

disipativa del sistema.

2.1. Preliminares

Notaciones y definiciones

Escribiremos las componentes del campo F en la forma P (x, y) =
∑
aijx

iyj−1,

Q(x, y) =
∑
bijx

i−1yj. Por completitud volvemos a definir los mismos

conceptos dados en la Subsección 1.3.2, ahora en el caso plano. El soporte

de F, supp(F), es el conjunto de pares (i, j)T tales que (aij , bij)
T 6= (0, 0).

Los puntos (i, j)T pertenecientes a supp(F) lo denominaremos puntos

soporte. Al vector (aij , bij)
T lo denominaremos vector de coeficientes del

punto soporte (i, j)T . El exponente de un punto soporte (i, j)T es la

cantidad
{

bij

aij
, si aij 6= 0;

∞, si aij = 0.

Consideramos el conjunto

⋃

(i,j)T ∈supp(F)

(
(i, j)T + R2

+

)
,

donde R2
+ es el cuadrante positivo. La envolvente convexa de este conjun-

to se denomina poĺıgono de Newton del campo vectorial F y su frontera

consiste de dos rayos no acotados y una ĺınea poligonal, (pudiendo ésta

reducirse a un solo punto). La ĺınea poligonal Γ se llama diagrama de

Newton del campo vectorial F. Los segmentos (acotados o no) de Γ se

llaman caras. Los puntos que unen las caras de Γ y sus puntos finales son

llamados vértices del diagrama de Newton.

Si la frontera del poĺıgono de Newton de F contiene un rayo no acotado

que no pertenece a ningún eje coordenado, decimos que es una cara no

acotada del poĺıgono de Newton.
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Los vértices del diagrama de Newton que no pertenecen a ningún eje

coordenado se llaman interiores.

Sea ` una cara del diagrama de Newton Γ y sea m ∈ Q su pendiente.

Si 1
m

= t1
t2

con t1, t2 ∈ N0, el tipo t = (t1, t2) se denomina tipo asociado

a la cara ` y t1
t2

exponente de `. El exponente de una cara no acotada

horizontal (vertical) se define como ∞ (0 respectivamente) y su tipo

como (0, 1) ((1, 0) respectivamente). El exponente de un vértice V es el

exponente de su punto soporte y lo denotaremos αV .

Dado un vértice interior V , denotaremos `, ˜̀ las caras adyacentes a V su-

perior e inferior (pueden ser no acotadas) respectivamente de exponentes

α` y α˜̀ respectivamente.

Si h(x, y) es una función escalar entonces denotaremos por Xh al campo

hamiltoniano que tiene por función de Hamilton h. Más concretamente,

Xh = (−∂h
∂y
, ∂h

∂x
)T . Si h(x, y) ∈ Pt

k entonces Xh ∈ Qt
k−|t|.

Denotaremos por ∧ el producto cuña definido sobre dos campos planos

F,G como F ∧ G = (Fe1)(Ge2) − (Fe2)(Ge1).

Se deduce directamente de la definición que si F ∈ Qt
k y G ∈ Qt

l entonces

F ∧G ∈ Pt
k+l+|t|.

Si p, q son polinomios en las variables x e y, entonces se define el parénte-

sis de Poisson como {p, q} = − ∂q
∂y

∂p
∂x

+ ∂q
∂x

∂p
∂y

, por tanto {p, q} = Xq∧Xp =

∇p · Xq.

Denotaremos por D0 el campo cuasihomogéneo del tipo t y grado cero

definido como D0 = (t1x, t2y)
T .

Si P es una proposición denotamos por χP ∈ {0, 1} y toma el valor 1 si

P es cierto y el valor 0 en caso contrario.

Lema 2.1.23 Sean p ∈ Pt
k y q ∈ Pt

l . Entonces {p, q} ∈ Pt
k+l−|t|

Demostración: {p, q} = ∇p · Xq, el resultado se obtiene utilizando el Lema

1.3.8.
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2.2. Descomposición conservativa-disipativa

A continuación demostramos que, fijado un tipo t, cualquier campo cua-

sihomogéneo de un determinado grado se puede descomponer de manera única

como suma de dos campos cuasihomogéneos del mismo tipo y grado que el

campo original: uno con divergencia nula y el otro con divergencia igual a la

del campo original. Esta descomposición, que generaliza a las dadas para el

caso homogéneo por Baider [14] y Collins [23], será concretada a continuación.

Utilizando el Lema 1.3.10, definimos los operadores lineales

dk : Qt
k −→ P

t
k

Pk −→ 1
k+|t|div (Pk) ,

Dk : P
t
k −→ Qt

k

µk −→ µkD0,

y los subespacios:

Ct
k = Ker (dk) =

{
Pk ∈ Qt

k : div (Pk) = 0
}
,

Dt
k = Im (Dk) =

{
Pk ∈ Qt

k : Pk = µkD0

}
.

Es trivial probar que Dk es inyectivo y por tanto Dt
k es isomorfo a Pt

k. También

es fácil ver que Ct
k es isomorfo a los campos hamiltonianos cuasihomogéneos de

grado k, Hamk.

Los elementos que pertenecen a Ct
k serán llamados conservativos, mientras

los elementos en Dt
k diremos que son disipativos.

Denotemos a la matriz canónica simpléctica como J =

(
0 −1

1 0

)
. Recor-

demos que esta matriz satisface J−1 = JT = −J (en particular, J2 = −I).
Denotemos también J∇h = Xh al campo hamiltoniano con función de Hamil-

ton h.

Definimos los operadores lineales:

ck+|t| : Qt
k −→ P

t
k+|t|

Pk → 1
k+|t|D0 ∧ Pk,

Ck : P
t
k+|t| −→ Ct

k ⊂ Qt
k

µk+|t| → Xµk+|t|
,

Observemos que ck+|t|(Pk) es el producto escalar de D0 con un vector ortogonal

a Pk . También, Ck(µk+|t|) es un vector ortogonal a ∇µk+|t| (en particular, su

divergencia es cero, por lo que Ck(µk+|t|) ∈ Ct
k).
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Proposición 2.2.24 Ck es un isomorfismo.

Demostración: Ck es inyectivo ya que si µ ∈ Ker (Ck) debe cumplir ∇µ =

0, por lo que µ es constante, y la única constante que pertenece a Pt
k+|t| es

justamente µ = 0.

Ck es sobreyectivo, porque para cada Pk ∈ Ct
k (i.e., div (Pk) = 0), existe

µ ∈ Pt
k+|t| tal que Pk = Xµ. Por tanto D0 ∧ Pk = ∇µ · D0 = (k + |t|)µ, y

entonces Pk = Xµ = XPk∧D0
k+|t|

= Ck

(
ck+|t| (Pk)

)
.

Consideramos ahora los operadores lineales:

Πd
k : Qt

k −→ Dt
k ⊂ Qt

k

Pk → Dk ◦ dk (Pk) ,

Πc
k : Qt

k −→ Ct
k ⊂ Qt

k

Pk → Ck ◦ ck+|t| (Pk) .

Hemos usado el super-́ındice d porque la parte disipativa preserva la divergen-

cia de Pk. También, el super-́ındice c denota que esta parte es conservativa,

(tiene divergencia cero).

La siguiente proposición prueba que estos operadores son proyecciones. En

particular, estos operadores se utilizarán para descomponer cualquier campo

Pk ∈ Qt
k como suma de un campo vectorial conservativo más otro disipativo.

Proposición 2.2.25 Se tienen los siguientes resultados:

(a) Πd
k y Πc

k son involuciones, i.e.:
(
Πd

k

)2
= Πd

k, y (Πc
k)

2 = Πc
k.

(b) Qt
k = Ct

k

⊕Dt
k. Más aún, Πc

k + Πd
k = idQt

k
.

Demostración: En primer lugar afirmamos que dk ◦ Dk and ck+|t| ◦ Ck son

operadores identidad. Concretamente:

dk ◦Dk (µ) = dk (µD0) = 1
k+|t|div (µD0) = 1

k+|t| (∇µ · D0 + µdiv (D0))

= 1
k+|t| (kµ+ µ|t|) = µ,

ck+|t| ◦ Ck (µ) = 1
k+|t|D0 ∧ Xµ = 1

k+|t|∇µ · D0 = µ.

A continuación probamos las afirmaciones de la Proposición.
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(a) Utilizando las anteriores propiedades obtenemos:

(
Πd

k

)2
= Dk ◦ dk ◦Dk︸ ︷︷ ︸

id

◦dk = Dk ◦ dk = Πd
k,

(Πc
k)

2 = Ck ◦ ck+|t| ◦ Ck︸ ︷︷ ︸
id

◦ck+|t| = Ck ◦ ck+|t| = Πc
k.

(b) Sea Pk ∈ Qt
k, y escribimos Pd

k = Πd
k (Pk) = Dk (div(Pk)) = 1

k+|t|div(Pk)D0.

Entonces:

div
(
Pd

k

)
= div

(
1

k+|t|div(Pk)D0

)

= ∇
(

1
k+|t|div(Pk)

)
· D0 + 1

k+|t|div(Pk)div(D0)

= k 1
k+|t|div(Pk) + 1

k+|t|div(Pk)|t| = div(Pk).

Denotamos Pc
k = Pk −Pd

k. Entonces:

div(Pc
k) = div

(
Pk − Πd

k (Pk)
)

= div
(
Πd

k

(
Pk − Πd

k (Pk)
))

= div
(
Πd

k (Pk) −
(
Πd

k

)2
(Pk)

)
= 0.

Más aún, Pc
k = Πc

k (Pk) porque Πc
k

(
Πd

k(Pk)
)

= 0.

Esto prueba que Qt
k = Ct

k + Dt
k. Además, Ct

k ∩ Dt
k = {0}, porque si

Pk ∈ Dt
k con Pk = 1

k+|t|µkD0, entonces:

div (Pk) = div
(

1
k+|t|µkD0

)
= 1

k+|t| (∇µk · D0 + µkdiv (D0))

= kµk+|t|µk

k+|t| = µk.

Si además, Pk ∈ Ct
k, entonces div (Pk) = 0, esto es µk = 0. Luego Pk = 0.

Nota: Dado Fk ∈ Qt
k, la Proposición 2.2.25 nos permite escribir

Fk = Xhk+|t|
+ µkD0, (2.2.2)

con µk = div(Fk)
k+|t| ∈ Pt

k y hk+|t| = D0∧Fk

k+|t| ∈ Pt
k+|t|.

En este caṕıtulo, y por brevedad, denotaremos µ = µr y h = hr+|t|.

En lo que sigue, denotamos Fc = Πc
k(F), Fd = Πd

k(F
d), para cualquier

F ∈ Qt
k.
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2.3. El espacio vectorial Pt
k y sus propiedades

El espacio vectorial de los polinomios homogéneos es bien conocido. Por

ejemplo, cualquier polinomio homogéneo de grado 4 se expresa como p4 =

α0x
4+α1x

3y+α2x
2y2+α3xy

3+α4y
4 y aśı podemos asegurar que su dimensión es

5. Para los polinomios cuasihomogéneos estas cuestiones son más complicadas.

Consideremos, por ejemplo, el tipo t = (3, 7). Se tiene que

Pt
1 = 0, Pt

2 = 0, Pt
3 = 〈x〉 , Pt

4 = 0, Pt
5 = 0,

Pt
6 = 〈x2〉 , Pt

7 = 〈y〉 , Pt
8 = 0 Pt

9 = 〈x3〉 , Pt
10 = 〈xy〉 ,

Pt
11 = 0, Pt

12 = 〈x4〉 , Pt
13 = 〈x2y〉 , Pt

14 = 〈y2〉 , Pt
15 = 〈x5〉 ,

Pt
16 = 〈x3y〉 , Pt

17 = 〈xy2〉 , Pt
18 = 〈x6〉 , Pt

19 = 〈x4y〉 , Pt
20 = 〈x2y2〉 ,

Pt
21 = 〈x7, y3〉 , · · ·

Se puede apreciar que, para algunos grados, el espacio vectorial se reduce al

vector cero. Para otros, la dimensión sigue pautas más complejas. El propósito

de este apartado es proporcionar bases adecuadas del espacio vectorial Pt
k

(véase el Lema 2.3.26), que utilizaremos en el resto de esta memoria. También

describiremos algunas propiedades de dim (Pt
k).

Dado el tipo t = (t1, t2) con t1, t2 ∈ N, primos entre śı, definimos el conjunto

It = {k = k1t1 + k2t2 + k3t1t2 ∈ N0 : k1 < t2, k2 < t1, k1, k2, k3 ∈ N0} .

Notemos que, si k ∈ It, entonces los enteros no negativos k1, k2, k3 son

únicos ya que si existieran dos ternas de números k
(1)
3 , k

(1)
2 , k

(1)
1 y k

(2)
3 , k

(2)
2 , k

(2)
1

que verificaran las condiciones entonces, se tendŕıa (k
(1)
1 − k

(2)
1 )t1 = [(k

(2)
3 −

k
(1)
3 )t1 + (k

(2)
2 − k

(1)
2 )]t2. Por ser t1, t2 primos entre śı y 0 ≤ k

(i)
1 < t2, i = 1, 2

seŕıa k
(1)
1 = k

(2)
1 y por tanto |k(2)

3 − k
(1)
3 |t1 = |k(1)

2 − k
(2)
2 |. Como 0 ≤ k

(i)
2 < t1,

i = 1, 2 se llega a que 0 ≤ |k(1)
2 − k

(2)
2 | < t1, de donde k

(2)
3 = k

(1)
3 y k

(2)
2 = k

(1)
2 .

Por otra parte, puede comprobarse que la suma de dos elementos de It

también pertenece a It.

Los elementos de It corresponden a conjuntos no triviales Pt
k. Concreta-

mente, si Pt
k 6= {0}, entonces para cualquier monomio xmyn ∈ Pt

k tenemos

mt1 + nt2 = k. Si escribimos m = m̃t2 + k1 con 0 ≤ k1 < t1, n = ñt1 + k2

con 0 ≤ k2 < t2, tenemos k = (m̃ + ñ)t1t2 + k2t2 + k1t1 y k pertenece a It.
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Rećıprocamente, si k ∈ It entonces k = k1t1 + k2t2 + k3t1t2 y xk3t2+k1yk2 es el

monomio con mayor exponente en x. El resto de monomios en Pt
k se obtienen

de forma fácil a partir de él.

El siguiente Lema resume estos resultados, proporcionando una base del

espacio vectorial Pt
k.

Lema 2.3.26 Sea k ∈ N0 y t = (t1, t2). Entonces:

(a) P
t
k = {0}, si k /∈ It, P

t
0 = span {1}.

(b) Pt
k = span

{
xk1+t2(k3−j)yk2+t1j : j = 0, . . . , k3

}
, si k ∈ It \ {0}.

Este Lema nos permite escribir cualquier polinomio cuasihomogéneo de tipo t

y grado k ∈ It como

pk(x, y) = xk1yk2

k3∑

j=0

αjx
t2(k3−j)yjt1, (2.3.3)

y por tanto

dim
(
P

t
k

)
= k3 + 1. (2.3.4)

Además, pk(x, y) tiene asociado otro polinomio homogéneo phom
k de grado k3

en las variables X = xt2 , Y = yt1 :

pk(x, y)
def
= xk1yk2phom

k (X, Y ) (2.3.5)

Esta expresión nos permite factorizar pk(x, y) de la siguiente manera: Su-

pongamos que αk3 = · · · = αk3−l+1 = 0 y αk3−l 6= 0. Entonces pk(x, y) =

xk1yk2X l
∑k3−l

j=0 αj(Y/X)j. Si λj ∈ C son las ráıces del polinomio
∑k3−l

j=0 αj(Y/X)j,

llegamos a la mencionada factorización:

pk(x, y) = αk3−lx
k1+lt2yk2

k3−l∏

j=1

(yt1 − λjx
t2), λj ∈ C (2.3.6)

Utilizando (2.3.6) se tiene una expresión de h en producto de factores irre-

ducibles sobre C[x, y]. Además, utilizando un escalado, podemos suponer que

el coeficiente ĺıder de h en la variable y sea uno, esto es:

h(x, y) = xmxymy

m∏

j=1

(yt1 − λjx
t2)mj , (2.3.7)
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donde m,mx, my ∈ N0; mj ∈ N para j = 1, · · · , m; λj ∈ C \ {0} para 1 ≤ j ≤
m, y λi 6= λj para i 6= j. En lo que sigue denotaremos h =

∏k
j=1 f

mj

j donde

fj(x, y) serán factores irreducibles de la forma x, y o bien yt1 − λjx
t2 .

Análogamente se obtiene una expresión de h en producto de factores irre-

ducibles sobre R[x, y]:

h(x, y) = xmxymy

M∏

j=1

(yt1 − ãjx
t2)mj

N∏

j=1

[
(yt1 − ajx

t2)2 + b2jx
2t2
]nj , (2.3.8)

donde ahora nj ∈ N para j = 1, · · · , N ; ãj ∈ R \ {0} para 1 ≤ j ≤M y ãi 6= ãj

para i 6= j, aj , bj ∈ R, bj 6= 0 para j = 1, · · · , N , (aj , bj) 6= (ai, bi) para i 6= j.

Dado un determinado tipo, t = (t1, t2), con t1, t2,∈ N, t1 ≤ t2 y primos

entre śı, la primera cuestión que nos planteamos es mostrar que Pt
k 6= {0}

para todo k suficientemente grande. Para el tipo t = (3, 7), ya hemos visto al

principio de esta sección que Pt
k 6= {0} para k ≥ 11. El siguiente lema recoge

este resultado.

Lema 2.3.27 Dados k, t1, t2 ∈ N con t1, t2 primos entre si y k > t1t2 − t1 − t2

entonces k ∈ It.

Demostración: Al ser t1, t2 primos entre si, por la identidad de Bezout, existen

m,n ∈ N tales que 1 = mt2−nt1. Además, podemos elegirlos tales que m < t1,

n < t2. Observemos que m < t1 ya que, en caso contrario existen m̃, h ∈ N con

m̃ < t1 y tales que m = m̃+ ht1. Como todos los pares (m+ ht1, n+ ht2), con

h ∈ Z, cumplen también la identidad de Bezout, basta tomar el natural m más

pequeño que es menor que t1. Por ser m < t1 entonces mt2 = 1 + nt1 < t1t2,

por lo que también se tiene n < t2.

Consideremos ahora k = k̃3t1t2 + r con r < t1t2. Entonces, utilizando otra

vez la identidad de Bezout, obtenemos k = k̃3t1t2 + rmt2 − rnt1. Si tomamos

rm = ht1+ r̃, con 0 ≤ r̃ < t1, se obtiene k = r̃t2−at1 con a = rn−ht2−k̃3t2. Si

probamos que a ≤ 0 se pueden encontrar los valores de k3, k2, k1 que permiten

asegurar que k ∈ It. Ahora bien, por hipótesis se sabe que k = r̃t2 − at1 >

(t1 − 1)t2 − t1, por lo que (t1 − 1 − r̃)t2 + (a− 1)t1 < 0. Como t1 − 1 − r̃ ≥ 0,

deducimos que a ≤ 0, como queŕıamos demostrar.



70 2 Determinación topológica de campos planos

Lema 2.3.28 Si s ∈ N, k ∈ N0, entonces

dim
(
P

t
k+st1t2

)
= dim

(
P

t
k

)
+ s

Demostración:

(a) Si k /∈ It, se tiene que dim (Pt
k) = 0. Además, por el Lema 2.3.27, ha de

ser k ≤ t1t2 − t1 − t2. Por lo tanto: st1t2 < k + st1t2 ≤ (s + 1)t2t1 −
t2 − t1 = (s − 1)t2t1 + (t1 − 1)t2 + (t2 − 1)t1, de donde k + st1t2 ∈ It y

dim
(
Pt

k+st1t2

)
= s.

(b) Si k = 0 el resultado es trivial

(c) Si k ∈ It \ {0}, entonces se verifica k+ st2t1 = (k3 + s)t1t2 + k2t2 + k1t1 y

por lo tanto será dim
(
Pt

k+st1t2

)
= k3 + 1 + s = dim (Pt

k) + s.

El siguiente lema nos muestra como afectan los cambios de variables de grado

cero a un sistema cuasihomogéneo.

Lema 2.3.29 Sea Fr ∈ Qt
r, Fr = Xh + µD0. El cambio de variables de grado

cero:

u = α3x+ α1χ{t2=1}y
t1,

v = α2χ{t1=1}x
t2 + α4y,

(2.3.9)

con ∆ =
[
α3α4 − α1α2χ{t=(1,1)}

]
6= 0, transforma el sistema ẋ = Fr(x) en

(u̇, v̇)T = F̃r = Xh̃ + µ̃D0 donde:

h̃(u, v) = ∆h(x, y),

µ̃(u, v) = µ(x, y)

Demostración: Calculemos en primer lugar la función de Hamilton de la parte

conservativa del nuevo sistema:

h̃(u, v) = 1
r+|t|D0 ∧ F̃r = t1uv

′ − t2vu
′

= 1
r+|t|

[
t1(α3x+ α1χ{t2=1}y

t1)(t2α2χ{t1=1}x
t2−1ẋ+ α4ẏ)

−t2(α2χ{t1=1}x
t2 + α4y)(α3ẋ+ t1α1χ{t2=1}y

t1−1ẏ)
]

= 1
r+|t|

[
α3α4 − α1α2χ{t=(1,1)}

]
(t1xẏ − t2yẋ)

= ∆h(x, y)
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Teniendo en cuenta que el cambio inverso es

x = α4

∆
u− α1α

1−t1
4 χ{t2=1}

∆
vt1 ,

y = −α2α
1−t2
3 χ{t1=1}

∆
ut2 + α3

∆
v,

la divergencia del nuevo campo es:

div
(
F̃r

)
= ∂u̇

∂u
+ ∂v̇

∂v
= α3

∂ẋ
∂u

+ t1α1χ{t2=1}y
t1−1 ∂ẏ

∂u
+ t2α2χ{t1=1}x

t2−1 ∂ẋ
∂v

+ α4
∂ẏ
∂v

= α3
∂ẋ
∂x

∂x
∂u

+ α3
∂ẋ
∂y

∂y
∂u

+ t1α1χ{t2=1}y
t1−1 ∂ẏ

∂x
∂x
∂u

+ t1α1χ{t2=1}y
t1−1 ∂ẏ

∂y
∂y
∂u

+t2α2χ{t1=1}x
t2−1 ∂ẋ

∂x
∂x
∂v

+ t2α2χ{t1=1}x
t2−1 ∂ẋ

∂y
∂y
∂v

+ α4
∂ẏ
∂x

∂x
∂v

+ α4
∂ẏ
∂y

∂y
∂v

= α3α4

∆
∂ẋ
∂x

− t2α
2−t2
3 α2χ{t1=1}

∆
ut2−1 ∂ẋ

∂y
+

t1α4α1χ{t2=1}yt1−1

∆
∂ẏ
∂x

− α2α1χ{t=(1,1)}

∆
∂ẏ
∂y

−α2α1χ{t=(1,1)}

∆
∂ẋ
∂x

+
t2α3α2χ{t1=1}

∆
xt2−1 ∂ẋ

∂y
− t1α

2−t1
4 α1χ{t2=1}

∆
vt1−1 ∂ẏ

∂x
+ α3α4

∆
∂ẏ
∂y

=
α3α4−α2α1χ{t=(1,1)}

∆
∂ẋ
∂x

+
α3α4−α2α1χ{t=(1,1)}

∆
∂ẏ
∂y

+
t2α2α

2−t2
3 χ{t1=1}[(α3x)t2−1−ut2−1]

∆
∂ẋ
∂y

+
t1α

2−t1
4 α1χ{t2=1}[(α4y)t1−1−vt1−1]

∆
∂ẏ
∂x

= div (Fr)

El siguiente lema trata sobre las simetŕıas de los polinomios y campos cuasiho-

mogéneos.

Corolario 2.3.30 Sea Fr ∈ Qt
r, Fr = Xh + µD0. Al aplicar el cambio u =

(−1)σ1x, v = (−1)σ2y, σ1, σ2 ∈ {0, 1}, el sistema ẋ = Fr(x) se transforma en

(u̇, v̇)T = Gr(u, v), con Gr = Xg + λD0. Siendo

a) λ(u, v) = µ((−1)σ1u, (−1)σ2v) y g(u, v) = (−1)σ1+σ2h((−1)σ1u, (−1)σ2v).

Además el factor real irreducible yt1 − ãxt2 de h(x, y) se transforma en

vt1 − (−1)σ1t+σ2t1 ãut2.

b) Si Fr(x) = (axmyn−1, bxm−1yn)T , entonces Gr(u, v) = (−1)(m+1)σ1+(n+1)σ2Fr(u, v).

Demostración:

a) Basta aplicar el Lema 2.3.29
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b) Se deduce del apartado anterior y de que h(x, y) = b−a
m+n+2

xmvn y µ(x, y) =
ma+nb
m+n+2

xm−1yn−1.

2.4. Diferentes tipos de blow-up

Las técnicas de blowing-up utilizan cambios de variables que expanden el

equilibrio no hiperbólico en una curva sobre la cual se tienen un número finito

de singularidades, cuyo tipo topológico se determina a través del Teorema de

Hartman-Grobman. Estos cambios de variables serán en general singulares, ya

que transforman una curva en un punto. Sin embargo, fuera del equilibrio los

cambios son difeomorfismos. El ejemplo más simple es el cambio a coordenadas

polares. Aqúı daremos presentaremos de ellos.

Comenzamos en primer lugar con los blow-up trigonométricos, que son una

generalización de los cambios en coordenadas polares. Con este fin, definimos

en primer lugar las funciones trigonométricas generalizadas Cs(θ) y Sn(θ).

Éstas son las soluciones del problema de valor inicial:
(

dCs(θ)
dθ

dSn(θ)
dθ

)
=

(
−2t1Sn2t1−1(θ)

2t2Cs2t2−1(θ)

)
con Cs(0) = 1, Sn(0) = 0. (2.4.10)

Si denotamos H(x, y) = x2t2 + y2t1 , se cumple que Cs(θ), Sn(θ) son las solu-

ciones de un sistema hamiltoniano con función de Hamilton H y como XH es

un centro, estas funciones son periódicas con periodo mı́nimo T , cumpliendo

la ecuación Cs2t2(θ) + Sn2t1(θ) = 1.

Proposición 2.4.31 El sistema (2.0.1), mediante el cambio

x = ut1Cs(θ),

y = ut2Sn(θ),
(2.4.11)

u > 0, θ ∈ [0, T ), (blow-up trigonométrico generalizado respecto al tipo t =

(t1, t2)), se transforma en

u′ = u
∑

j≥0

[
−h′r+j+|t|(θ) + 2t1t2µr+j(θ)

]
uj,

θ′ =
∑

j≥0(r + j + |t|)hr+j+|t|(θ)u
j.

(2.4.12)
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donde (′= d
dτ

), dt = 2t1t2
ur dτ , Cs(θ), Sn(θ) son las soluciones de (2.4.10) y

f(θ) = f(Cs(θ), Sn(θ)) para f igual a hr+j+|t| o µr+j.

Además este cambio transforma la región {0 ≤ u ≤ ε, 0 ≤ θ < T} en el

entorno del origen

{
(x, y) ∈ R2

∣∣∣∣x2t2 + y2t1 ≤ ε
1

2t1t2

}

Demostración: Derivando (2.4.11) respecto al tiempo resulta:

ẋ = t1u
t1−1Cs(θ)u̇+ ut1 dCs(θ)

dθ
θ̇,

ẏ = t2u
t2−1Sn(θ)u̇+ ut2 dSn(θ)

dθ
θ̇.

Lo que equivale a la ecuación vectorial

ẋ =
1

u
D0u̇+

1

u2t1t2−|t|XH θ̇.

Por lo tanto

1

u
D0 ∧XH u̇ = ẋ ∧XH ,

1

u2t1t2−|t|D0 ∧XH θ̇ = D0 ∧ ẋ,

donde D0 ∧XH = t1x (2t2x
2t2−1) − t2y (−2t1y

2t1−1) = 2t1t2u
2t1t2 .

Además, utilizando (2.2.2), se tiene ẋ =
∑

j≥r

[
Xhj+|t|

+ µjD0

]
, y en con-

secuencia:

ẋ ∧ XH =
∑

j≥r

[
Xhj+|t|

∧XH(x, y) + 2t1t2u
2t1t2µj(x, y)

]
,

D0 ∧ ẋ =
∑

j≥r

D0 ∧Xhj+|t|
(x, y).

Por otra parte, tenemos, para cada j ≥ r:

D0 ∧ Xhj+|t|
(x, y) = ∇hj+|t|(x, y) · D0 = (j + |t|)hj+|t|(x, y)

= (j + |t|)uj+|t|hj+|t|(Cs(θ), Sn(θ))

def
= (j + |t|)uj+|t|hj+|t|(θ),

µj(x, y) = ujµj(Cs(θ), Sn(θ))
def
= ujµj(θ)

Xhj+|t|
∧XH(x, y) = −∂hj+|t|

∂y
∂H
∂x

(x, y) +
∂hj+|t|

∂x
∂H
∂y

(x, y) =
{
H, hj+|t|

}
(x, y)
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Lema 2.1.23
= uj+2t1t2

{
H, hj+|t|

}
(Cs(θ), Sn(θ))

= uj+2t1t2
[
−∂hj+|t|(Cs(θ),Sn(θ))

∂Sn(θ)
∂H(Cs(θ),Sn(θ))

∂Cs(θ)

+
∂hj+|t|(Cs(θ),Sn(θ))

∂Cs(θ)
∂H(Cs(θ),Sn(θ))

∂Sn(θ)

]

= −uj+2t1t2h′j+|t|(θ).

De aqúı, deducimos que el campo transformado es:

2t1t2u
2t1t2−1u̇ = ur+2t1t2

∑

j≥0

[
−h′r+j+|t|(θ) + 2t1t2µr+j(θ)

]
uj,

2t1t2u
|t|θ̇ = ur+|t|

∑

j≥0

(r + j + |t|)hr+j+|t|(θ)u
j,

para u > 0. Realizando el escalado en el tiempo dt = 2t1t2
ur dτ , obtenemos el

resultado.

Nota: Hemos de hacer notar también que dichos cambios no alteran el sentido

de las órbitas, ya que dt
dτ
> 0.

Proposición 2.4.32 El sistema (2.0.1), mediante el cambio x = ut1, y =

ut2 ȳ, (blow-up direccional respecto al tipo t = (t1, t2) en la dirección y), se

transforma en

u′ = u
∞∑

j=0

Pr+j+t1(1, ȳ)u
j,

ȳ′ =
∞∑

j=0

(r + |t| + j)hr+j+|t|(1, ȳ)u
j.

(2.4.13)

donde (′= d
dτ

), dt = t1
urdτ .

Además este cambio transforma la región
{

0 ≤ u ≤ δ, − 1
ε1

≤ ȳ ≤ 1
ε2

}
en

{
0 ≤ x ≤ δt1 , − 1

ε1
x

t2
t1 ≤ y ≤ 1

ε2
x

t2
t1

}
.

Demostración: Al aplicar el blow-up direccional resulta:

(
ẋ

ẏ

)
=

1

u
D0u̇+

(
0

ut2

)
˙̄y,
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por tanto

(
ẋ

ẏ

)
∧
(

0

ut2

)
= 1

u
D0∧

(
0

ut2

)
u̇, D0∧

(
ẋ

ẏ

)
= D0∧

(
0

ut2

)
˙̄y.

En consecuencia

u̇ = 1
t1ut1−1 ẋ = 1

t1ut1−1

∞∑

j=0

Pr+t1+j(u
t1 , ut2 ȳ) = ur+1

t1

∞∑

j=0

Pr+t1+j(1, ȳ)u
j,

˙̄y = 1
t1u|t|

∞∑

j=0

(r + |t| + j)hr+|t|+j(u
t1 , ut2 ȳ) = ur

t1

∞∑

j=0

(r + |t| + j)hr+|t|+j(1, ȳ)u
j.

Aplicando el reescalado en el tiempo dt = t1
ur dτ , se obtiene el resultado.

Proposición 2.4.33 El sistema (2.0.1), mediante el cambio x = ut1 x̄, y = ut2

(blow-up direccional respecto al tipo t = (t1, t2) en la dirección x), se transfor-

ma en

u′ = −u
∞∑

j=0

Qr+j+t2(x̄, 1)uj,

x̄′ =

∞∑

j=0

(r + |t| + j)hr+j+|t|(x̄, 1)uj,

(2.4.14)

donde (′= d
dτ

), dt = t2
urdτ .

Además este cambio transforma la región
{

0 ≤ u ≤ δ, − 1
ε1

≤ x̄ ≤ 1
ε2

}
en

{
− 1

ε1
y

t1
t2 ≤ x ≤ 1

ε2
y

t1
t2 , 0 ≤ y ≤ δt2

}
.

Demostración: Al aplicar el blow-up direccional resulta:
(
ẋ

ẏ

)
=

1

u
D0u̇+

(
ut1

0

)
˙̄x.

Por tanto

(
ẋ

ẏ

)
∧
(
ut1

0

)
= 1

u
D0∧

(
ut1

0

)
u̇, D0∧

(
ẋ

ẏ

)
= D0∧

(
ut1

0

)
˙̄x.

De esta forma, obtenemos

u̇ = − 1
t2ut2−1 ẏ = − 1

t2ut2−1

∞∑

j=0

Qr+t2+j(u
t1 x̄, ut2) = −ur+1

t2

∞∑

j=0

Qr+t2+j(x̄, 1)uj,

˙̄x = 1
t2u|t|

∞∑

j=0

(r + |t| + j)hr+|t|+j(u
t1 x̄, ut2) = ur

t2

∞∑

j=0

(r + |t| + j)hr+|t|+j(x̄, 1)uj.
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Aplicando el reescalado en el tiempo dt = t2
ur dτ , se obtiene el resultado.

Veamos a continuación el último blow-up que utilizaremos. Este blow-up se

utiliza para caracterizar la existencia de órbitas, y = f(x), del sistema (2.0.1)

que entran o salen del origen cumpliendo
{
ε1x

α˜̀ ≤ y ≤ 1
ε2
xα`

}
, donde α˜̀ y α`

son los exponentes de las caras adyacentes, inferior y superior respectivamente,

de un vértice interior del diagrama de Newton de (2.0.1). Por esta razón a este

blow-up lo llamaremos Blow-up de vértices.

Proposición 2.4.34 Sea V un vértice interior del diagrama de Newton del

sistema (2.0.1). Sean t = (t1, t2) y s = (s1, s2), con α` ≤ t2
t1
< s2

s1
≤ α˜̀ y

hrt+|t|(x, y), hrs+|s|(x, y) las funciones de Hamilton de las partes conservativas

de los primeros términos del campo respecto a los tipo t y s respectivamente.

Si hrt+|t|hrs+|s| 6≡ 0, el blow-up x = ut1s2vt1s1, y = ut2s2vt1s2 y una reparame-

trización en el tiempo, convierten el sistema (2.0.1) en:

u′ = −u
[

t1(rs+|s|)
s2(rt+|t|)

c̃j0

ci0
uj0ds2 + u(j0+1)ds2Φ1(u

ds2) + vt1Φ2(u
s2, vt1)

]
,

v′ = v
[
vi0dt1 + v(i0+1)dt1Ψ1(v

dt1) + us2Ψ2(u
s2, vt1)

] (2.4.15)

donde d = t1s2 − t2s1 ∈ N, i0 = mı́n {0 ≤ i |ci 6= 0}, j0 = mı́n {0 ≤ j |c̃j 6= 0},
siendo ci, c̃j los coeficientes de las funciones hrt+|t|(x, y), hrs+|s|(x, y) respecti-

vamente, ordenadas de mayor a menor exponente en x,y respectivamente.

Además, este cambio transforma la región {0 ≤ u ≤ δ1, 0 ≤ v ≤ δ2} en{
ε1x

s2

s1 ≤ y ≤ 1
ε2
x

t2
t1

}
donde δ

t1s2(
s2

s1
− t2

t1
)

1 = 1
ε1

, δ
t1s1(

s2

s1
− t2

t1
)

2 = 1
ε2

.

Demostración: Aplicando el blow-up x = ut1s2vt1s1 , y = ut2s2vt1s2 se tiene:

(
ẋ

ẏ

)
= s2

u
Dtu̇+ t1

v
Dsv̇,

donde Dt = (t1x, t2y)
T y Ds = (s1x, s2y)

T . Por tanto

Dt ∧
(
ẋ

ẏ

)
= t1

v
Dt ∧Dsv̇ = t1(t1s2−t2s1)u|t|s2v|s|t1

v
v̇,

(
ẋ

ẏ

)
∧ Ds = s2

u
Dt ∧Dsu̇ = s2(t1s2−t2s1)u|t|s2v|s|t1

u
u̇.
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Aśı tenemos:

u̇ = −u∑∞
j=0

rs+|s|+j
s2

hrs+|s|+j(u
t1s2vt1s1, ut2s2vt1s2),

v̇ = v
∑∞

j=0
rt+|t|+j

t1
hrt+|t|+j(u

t1s2vt1s1, ut2s2vt1s2).
(2.4.16)

Por otra parte como t2
t1
< s2

s1
, se tiene que d = t1s2 − t2s1 ∈ N y por tanto

hrs+|s|+j(u
t1s2vt1s1 , ut2s2vt1s2) =

(
ut2vt1

)rs+|s|+j
hrs+|s|+j

(
ud, 1

)
,

hrt+|t|+j(u
t1s2vt1s1 , ut2s2vt1s2) = (us2vs1)rt+|t|+j hrt+|t|+j

(
1, vd

)
.

Sea (α
(j)
1 , α

(j)
2 ) el punto soporte del campo Frs+|s|+j(x, y) con menor abscisa. El

resto de puntos soportes serán de la forma (α
(j)
1 + is2, α

(j)
2 − is1), i = 1, · · · k̃j

para algún k̃j ∈ N. Sean (ã
(j)
i , b̃

(j)
i )T , i = 0, 1, · · · k̃j los vectores de coeficientes

asociados a cada uno de los anteriores puntos soportes. Aplicando (2.3.3) se

tiene hrs+|s|+j(u
d, 1) = udα

(j)
1
∑k̃j

i=0 c̃
(j)
i uids2, siendo c̃

(j)
i = s1b̃

(j)
i − s2ã

(j)
i para

cada i. Además rs + |s| + j = s1α
(j)
1 + s2α

(j)
2 De forma análoga sea (β

(j)
1 , β

(j)
2 )

el punto soporte del campo Frt+|t|+j(x, y) con menor ordenada. El resto de

puntos soporte serán de la forma (β
(j)
1 − it2, β

(j)
2 + it1), i = 1, · · · , kj para

algún kj ∈ N. Sean (a
(j)
i , b

(j)
i )T , i = 0, 1, · · · , kj los vectores de coeficientes

asociados a cada uno de los anteriores puntos soportes. Aplicando (2.3.3) se

tiene hrt+|t|+j(1, v
d) = vdβ

(j)
2
∑kj

i=0 c
(j)
i vidt1 , siendo c

(j)
i = t1b

(j)
i −t2a(j)

i para cada

i. Además rt + |t| + j = t1β
(j)
1 + t2β

(j)
2 .

Por tanto se tiene:

hrs+|s|+j(u
t1s2vt1s1 , ut2s2vt1s2) = u(rs+|s|+j)t2+(t1s2−t2s1)α

(j)
1 v(rs+|s|+j)t1

k̃j∑

i=0

c̃
(j)
i uids2

= u(t1α
(j)
1 +t2α

(j)
2 )s2v(rs+|s|+j)t1

k̃j∑

i=0

c̃
(j)
i uids2,

hrt+|t|+j(u
t1s2vt1s1 , ut2s2vt1s2) = u(rt+|t|+j)s2v(rt+|t|+j)s1+(t1s2−t2s1)β

(j)
2

kj∑

i=0

c
(j)
i vidt1

= u(rt+|t|+j)s2v(s1β
(j)
1 +s2β

(j)
2 )t1

kj∑

i=0

c
(j)
i vidt1 .

Además, como el punto soporte (α
(j)
1 , α

(j)
2 )T para j ≥ 0 pertenece al poĺıgono

de Newton, podemos definir γ̃j = t1α
(j)
1 + t2α

(j)
2 − (rt + |t|) ∈ N0. Razonando
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análogamente podemos también definir γj = s1β
(j)
1 + s2β

(j)
2 − (rs + |s|) ∈ N0

para j ≥ 0. Aśı se tiene:

hrs+|s|+j(u
t1s2vt1s1, ut2s2vt1s2) = u(rt+|t|)s2v(rs+|s|)t1uγ̃js2vjt1

k̃j∑

i=0

c̃
(j)
i uids2,

hrt+|t|+j(u
t1s2vt1s1, ut2s2vt1s2) = u(rt+|t|)s2v(rs+|s|)t1ujs2vγjt1

kj∑

i=0

c
(j)
i vidt1

Es fácil ver que si (a, b)T es el vector de coeficientes del vértice V y (m,n)

es su punto soporte entonces para j = 0 es α
(0)
1 = m, β

(0)
2 = n y por tanto

γ0 = γ̃0 = 0, ã
(0)
0 = a

(0)
0 = a, b̃

(0)
0 = b

(0)
0 = b. rt + |t| = t1m + t2n y rs + |s| =

s1m+ s2n. Aśı el sistema (2.4.16) después de aplicar la reparametrización en

el tiempo dt/dτ = 1
u(rt+|t|)s2v(rs+|s|)t1

, resulta:

u̇ = −u
[

rs+|s|
s2

∑k̃0

i=0 c̃
(0)
i uids2 + vt1

∑∞
j=1

rs+|s|+j
s2

uγ̃js2v(j−1)t1
∑k̃j

i=0 c̃
(j)
i uids2

]
,

v̇ = v
[

rt+|t|
t1

∑k0

i=0 c
(0)
i vidt1 + us2

∑∞
j=1

rt+|t|+j
t1

u(j−1)s2vγjt1
∑kj

i=0 c
(j)
i vidt1

]

como hrt+|t|hrs+|s| 6≡ 0 entonces existen i0 = mı́n
{

0 ≤ i ≤ k0

∣∣∣c(0)i 6= 0
}

y j0 =

mı́n
{

0 ≤ j ≤ k̃0

∣∣∣c̃(0)j 6= 0
}

. Denotando ci0 = c
(0)
i0

, c̃j0 = c̃
(0)
j0

y aplicando de

nuevo la reparametrización en el tiempo dt/dτ = t1
(rt+|t|)ci0

se tiene el resultado.

Nota: La proposición anterior también es válida cuando alguna cara adya-

cente al vértice interior es no acotada. En ese caso será α` = t2
t1

= 0 con

(t1, t2) = (1, 0) o bien, α˜̀ = s2

s1
= +∞ con (s1, s2) = (0, 1). Sin embargo, no

es aplicable a vértices en los ejes del poĺıgono de Newton ya que por ejem-

plo, si consideramos un vértice V = (0, n + 1)T en el eje de ordenadas del

poĺıgono de Newton. Su cara adyacente superior es el eje de ordenadas con

tipo (t1, t2) = (1, 0). Aśı, hr+|t| ≡ 0. Análogamente ocurre para vértices en el

eje de abscisas del poĺıgono de Newton.

Nota: Dado un vértice interior V del diagrama de Newton del sistema (2.0.1),

si consideramos los tipos t = (t1, t2), s = (s1, s2) asociados a las caras adya-

centes a V , esto es, α` = t2/t1, α˜̀ = s2/s1 la constante c̃j0/ci0 que aparece
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en la Proposición (2.4.34) está uńıvocamente determinada por V y el sistema.

Esta constante será de utilidad en lo sucesivo, la denotaremos βV . Su cálculo

expĺıcito es:

βV =
c̃j0

ci0
,

i0 = mı́n {0 ≤ i ≤ k |ci 6= 0} ,
j0 = mı́n

{
0 ≤ j ≤ k̃ |c̃j 6= 0

} (2.4.17)

Siendo ci, (c̃j) los coeficientes de la función de Hamilton hrr+|t|(x, y), (hrs+|s|(x, y))

de la parte conservativa de la cara superior (inferior) adyacente a V , ordena-

dos de mayor a menor exponente en x, (y). Además se tiene que cumplir

hrt+|t|hrs+|s| 6≡ 0.

Concretamente si (m,n) es el soporte de V , t = (t1, t2) y s = (s1, s2)

son los tipos de las caras adyacentes a V , superior e inferior respectivamente,

esto es, α` = t2
t1
< s2

s1
= α˜̀. (a, b)T 6= (0, 0)T el vector de coeficientes de V .

Sean (m − it2, n + it1), ((m + js2, n − js1)), i = 0, 1, · · ·k (j = 0, 1, · · · k̃)
los puntos soportes de la cara superior (inferior) adyacente a V ordenados

de mayor a menor abscisa (ordenada). Sean (ai, bi)
T , i = 0, 1, · · ·k, ((ãj , b̃j)

T ,

j = 0, 1, · · · k̃) los vectores de coeficientes asociados a cada uno de los puntos

soportes de la cara superior (inferior) adyacente al vértice V . En particular es

a = a0 = ã0, b = b0 = b̃0. Entonces se tienen las siguientes expresiones

hrt+|t|(x, y) =
∑k

i=0 cix
m−it2yn+it1 ,

hrs+|s|(x, y) =
∑k̃

j=0 c̃jx
m+js2yn−js1,

(2.4.18)

donde ci = t1bi − t2ai, i = 0, 1, · · ·k y c̃j = s1b̃j − s2ãj, j = 0, 1, · · · , k̃.

Nota: Hacemos notar que no puede ser i0j0 > 0 ya que para dos tipos distintos

t y s y un vector de coeficientes (a, b) 6= (0, 0) no se pueden anular a la vez las

cantidades c0 = t1b− t2a, c̃0 = s1b− s2a.

2.5. El Problema de la monodromı́a

Uno de los problemas clásicos en la teoŕıa cualitativa de sistemas diferen-

ciales anaĺıticos en el plano es el estudio del retrato de fases local en torno
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a una singularidad, para caracterizar cuando un punto es un foco o un cen-

tro. Este problema es llamado problema de monodromı́a o también problema

centro-foco.

Para el estudio de este problema, es conveniente aplicar al sistema (2.0.1)

el cambio a coordenadas polares generalizadas (2.4.11). Aśı cualquier órbita

(x(t), y(t)) del sistema (2.0.1) definida en un entorno del origen se transfor-

ma en un órbita (u(t), θ(t)) del sistema (2.4.12) definida en la región W =

{(u, θ) |0 < u < ε, 0 ≤ θ < T }, con ε suficientemente pequeño, siendo T el pe-

riodo de la funciones Cs(θ), Sn(θ) (véase (2.4.10)).

Definición 2.5.35 Sea U ⊂ R2 un entorno de (0, 0), t = (t1, t2) un tipo y

sea γ : (0,+∞) ⊂ R → U un curva anaĺıtica. Decimos que γ(t) es una órbita

caracteŕıstica de (2.0.1) respecto al tipo t. Si cumple:

γ(t) es una órbita del sistema (2.0.1).

ĺımt→+∞ u(t) = 0,

Existe ĺımt→+∞ θ(t) ∈ [0, T ).

Hacemos notar que γ debe ser anaĺıtica ya que es una órbita del sistema dife-

rencial anaĺıtico (2.0.1). Para considerar órbitas que tiendan al origen cuando

t→ −∞ bastaŕıa realizar un cambio de signo en el tiempo.

Definición 2.5.36 Una dirección caracteŕıstica de (2.0.1) respecto al tipo t =

(t1, t2) es un vector (x, y) ∈ E1
t , con E1

t =

{
(x, y) ∈ R2

∣∣∣∣∣
x2t2 + y2t1 = 1

hr+|t|(x, y) = 0

}
.

Nota: Si (x, y) ∈ E1
t , entonces existe un único θ∗ ∈ [0, T ) tal que x =

Cs(θ∗), y = Sn(θ∗). Abusando del lenguaje, a veces llamaremos a θ∗ dirección

caracteŕıstica.

Proposición 2.5.37 Supongamos que hr+|t| 6≡ 0, y sea γ(t) = (x(t), y(t))T

una órbita caracteŕıstica de (2.0.1) respecto al tipo t, θ∗ = ĺımt→∞ θ(t). En-

tonces θ∗ es una dirección caracteŕıstica de (2.0.1) respecto al tipo t. Además,

se tiene una, y sólo una, de las siguientes posibilidades:
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Si θ∗ = T
4
, 3T

4
, entonces y es un factor de hr+|t|(x, y) y ĺımt→+∞

y(t)t1

x(t)t2
= 0.

Si θ∗ = 0, T
2
, entonces x es un factor de hr+|t|(x, y) y ĺımt→+∞

y(t)t1

x(t)t2
=

±∞ .

Si θ∗ 6= 0, T
4
, T

2
, 3T

4
, entonces existe ã ∈ R \ 0 tal que yt1 − ãxt2 es un

factor de hr+|t|(x, y), siendo ĺımt→+∞
y(t)t1

x(t)t2
= ã.

Demostración: Al aplicar el blow-up trigonométrico generalizado descrito en

la Proposición 2.4.31, toda órbita caracteŕıstica de (2.0.1) se convierte en una

solución de (2.4.12) tal que ĺımt→∞(u(t), θ(t)) = (0, θ∗) donde θ∗ ∈ [0, T ). Por

tanto, esta solución tiende a algún equilibrio en el eje invariante, y puesto que

hr+|t| 6≡ 0 debe ser hr+|t|(θ
∗) = 0.

Si θ∗ = 0 ó T
2
, entonces Cs(θ∗) = 0 y por tanto x es un factor de hr+|t|(x, y),

siendo en este caso ĺımt→+∞
y(t)t1

x(t)t2
= ±∞.

Si θ∗ = T
4

ó 3T
4

, entonces Sn(θ∗) = 0, por tanto y es un factor de hr+|t|(x, y),

siendo en este caso ĺımt→+∞
y(t)t1

x(t)t2
= 0.

Si θ∗ 6= 0, T
4
, T

2
, 3T

4
, entonces ã = Snt1 (θ∗)

Cst2(θ∗)
6= 0,±∞, y por tanto yt1 − ãxt2 es

un factor de hr+|t|(x, y), siendo en este caso ĺımt→+∞
y(t)t1

x(t)t2
= ã.

Nota: El rećıproco de esta proposición no es cierta. Por ejemplo, el sistema

ẋ = y(x2+xy−y2), ẏ = y2(2x+y)+x5 no posee órbitas caracteŕısticas respecto

a ningún tipo t y sin embargo śı posee direcciones caracteŕısticas respecto a

cualquier tipo t. Este hecho se probará más adelante.

Nota: Como sabemos, toda órbita caracteŕıstica tiene asociada una dirección

caracteŕıstica respecto a un tipo t. La Proposición 2.5.37 garantiza que toda

órbita caracteŕıstica tiene asociado un factor de la función de Hamilton del

primer término cuasihomogéneo Fr. Por esta razón, diremos que la órbita

caracteŕıstica está asociada al factor f(x, y) de hr+|t|, donde f(x, y) = y si

cumple ĺımt→+∞
y(t)t1

x(t)t2
= 0, f(x, y) = x si cumple ĺımt→+∞

y(t)t1

x(t)t2
= ±∞, o

f(x, y) = yt1 − ãxt2 si ĺımt→+∞
y(t)t1

x(t)t2
= ã.

Si localmente no existen órbitas del sistema (2.0.1) que tiendan al origen cuan-

do t→ ±∞, entonces el sistema (2.0.1) poseerá un centro en el origen. La otra
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posibilidad, (esto es, un punto singular con infinitas órbitas periódicas en un

entorno que se acumulan en él pero que no llenan completamente dicho en-

torno), corresponderá a un equilibrio tipo centro-foco y no puede darse para

sistemas anaĺıticos, (véanse Il’yashenko [40] y Écalle [27]).

A continuación consideramos el caso de que existan soluciones que tiendan

al origen cuando t→ ∞.

Teorema 2.5.38 Localmente, cualquier órbita del sistema anaĺıtico (2.0.1)

que tienda al origen cuando t → ∞ verifica una y sólo una de las siguientes

posibilidades:

a) La órbita tiende al origen en forma espiral y, en este caso, todas las órbitas

tienden al origen en forma espiral (foco).

b) La órbita es una órbita caracteŕıstica de (2.0.1) respecto a cualquier tipo.

Demostración: Como dijimos al principio de esta sección, localmente, las

órbitas (x(t), y(t)) del sistema (2.0.1), se transforman mediante el cambio

(2.4.11) en órbitas (u(t), θ(t)) del sistema (2.4.12) definidas en la región W =

{(u, θ) |0 < u < ε, 0 ≤ θ < T }.
Veamos en primer lugar que las únicas posibilidades son: ĺımt→∞ θ(t) =

θ∗ ∈ [0, T ), o bien ĺımt→∞ θ(t) = ±∞. En caso contrario la solución (x(t), y(t)

tiende al origen en forma oscilatoria. Esto ocurre cuando el conjunto Θ =

{θ(t) |t ∈ [0,+∞)} es acotado y existen θ1, θ2 ∈ [0, T ), θ1 < θ2, tales que

θ1 = ĺımt→∞ ı́nf(θ(t)), θ2 = ĺımt→∞ sup(θ(t)). Esto implica que existen infinitos

equilibrios en el segmento u = 0, θ ∈ (θ1, θ2). Como el sistema es anaĺıtico

debe ser hr+|t|(θ) ≡ 0. Si en el sistema (2.4.12) reparametrizamos el tiempo

obtenemos el siguiente sistema equivalente

u′ = 2t1t2µr(θ) + u
∑

j≥1

[
−h′r+j+|t|(θ) + 2t1t2µr+j(θ)

]
uj−1,

θ′ =
∑

j≥1(r + j + |t|)hr+j+|t|(θ)u
j−1.

Como µr 6≡ 0 ya que en caso contrario seŕıa Fr ≡ 0, existe un número finito

de valores de θi, i = 1, · · · , k para los cuales µr(θi) = 0. Sea θ∗ ∈ [0, T ) tal

que θ1 < θ∗ < θ2 y θ∗ 6= θi, i = 1, · · · , k, entonces (u, θ) = (0, θ∗) no es un

equilibrio. En un entorno de (u, θ) = (0, θ∗), las órbitas atraviesan el eje u = 0
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transversalmente. Por el teorema de existencia y unicidad la órbita (u(t), θ(t))

no puede oscilar entorno a θ = θ∗ de donde obtenemos la contradicción.

Si ĺımt→∞ θ(t) = θ∗ ∈ [0, T ), se tiene el caso b).

Si ĺımt→∞ θ(t) = ±∞, entonces no existen órbitas u(θ) del sistema (2.4.12)

que tiendan a un punto del segmento u = 0, 0 ≤ θ < T , y sólo existe un

número finito de órbitas que cumplen u(0) = u(T ) en la región W , ya que en

caso contrario seŕıa un centro. Tomando ε suficientemente pequeño, cualquier

órbita cumplirá u(0) 6= u(T ) en la región W . Por el teorema de existencia y

unicidad de soluciones, debe cumplirse u(0) < u(T ) (foco repulsivo) o bien

u(0) > u(T ) (foco atractivo). En ambos casos se tiene a).

Nota: El anterior teorema nos permite asegurar que el tipo no influye en que

una órbita sea caracteŕıstica o no. Esto hace posible la siguiente definición:

Definición 2.5.39 El origen es un punto singular monodrómico para el sis-

tema (2.0.1) si no posee órbitas caracteŕısticas.

2.6. Condiciones suficientes de determinación

topológica

Proposición 2.6.40 El sistema

ẋ = x
[
λym + ym+1Φ1(y) + xΦ2(x, y)

]
,

ẏ = y2n+1 + y2n+2Ψ1(y) + xΨ2(x, y),

con λ ∈ R y n,m ∈ N0 posee órbitas que tienden al origen cuando t → ±∞
distintas del eje invariante x = 0.

Demostración: La dinámica local del eje invariante x = 0 es repulsiva. Debido

a que la potencia menor en y de ẏ tiene exponente impar y utilizando el

teorema de Malgrange, existirá al menos una curva de isoclinas horizontales

con multiplicidad impar y = fh(x). Consideremos las dos curvas de isoclinas

verticales más próximas a y = fh(x) y situadas a ambos lados (éstas existen
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ya que al menos hay dos isoclinas verticales, el eje x = 0 para x > 0 y para

x < 0). Por ser la multiplicidad de y = fh(x) impar, las componentes verticales

del campo a ambos lados de la isoclina horizontal son de direcciones opuestas.

Mediante un cambio podemos suponer que la isoclina horizontal es y = x

y las isoclinas verticales son y = 1
2
x y y = 2x. También podemos suponer

(cambiando el signo del tiempo, si fuese preciso) que sobre la isoclina vertical

y = 1
2
x la dirección del campo es (0, 1) y sobre y = 2x es (0,−1).

Si suponemos que la dirección del campo sobre y = x es (1, 0) entonces

todas las órbitas comprendidas entre los rayos y = x, y = 2x tienden al origen

cuando t → −∞. Si por el contrario la dirección del campo sobre y = x es

(−1, 0) entonces todas las órbitas comprendidas entre los rayos y = x, y = 2x

tienden al origen cuando t→ +∞.

Proposición 2.6.41 El sistema

ẋ = λ1y
2m−1 + y2mΦ1(y) + xΦ2(x, y),

ẏ = λ2x
2n−1 + x2nΨ1(x) + yΨ2(x, y),

con λ1, λ2 ∈ R λ1λ2 6= 0, n,m ∈ N y λ2

λ1
> 0, posee órbitas que tienden al

origen cuando t→ ±∞.

Demostración: Reparametrizando el tiempo, el sistema se transforma en:

ẋ = y2m−1 + y2mΦ1(y) + xΦ2(x, y),

ẏ = λ2

λ1
x2n−1 + x2nΨ1(x) + yΨ2(x, y).

Probaremos que el sistema no es monodrómico, para lo cual comprobaremos

que existen dos tipos respecto de los cuales la velocidad angular del sistema

transformado mediante el cambio a coordenadas polares generalizadas (2.4.11)

tiene distinto signo.

Respecto al tipo t = (2m−2, 1), el primer término del campo es F1(x, y) =

(y2m−1, 0)T y la función de Hamilton de su parte conservativa es h2m(x, y) =

−y2m, de manera que θ̇ = −Sn2m(θ) ≤ 0.
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Tomando ahora el tipo t = (1, 2n − 2), el primer término del campo es

F1(x, y) =
(
0, λ2

λ1
x2n−1

)T

y la función de Hamilton de su parte conservativa es

h2n(x, y) = λ2

λ1
x2n. En consecuencia θ̇ = λ2

λ1
Cs2n(θ) ≥ 0.

Por tanto el sistema no es monodrómico, como se queŕıa demostrar.

Proposición 2.6.42 Sea el sistema

ẋ = −x,
ẏ = y

[
λyn + yn+1Ψ1(y) + xΨ2(x, y)

]
,

con 0 6= λ ∈ R y n ∈ N.

Si λ < 0, entonces existen órbitas caracteŕısticas en el primer cuadrante

distintas a los ejes y si λ > 0 las únicas órbitas caracteŕısticas son los ejes

invariantes. Además, si existen órbitas caracteŕısticas distintas a los ejes, éstas

son de la forma y = τ(x), con ĺımx→0
τ(x)

x1/n = +∞, para todo n ∈ N.

Demostración: Existe una única isoclina vertical x = 0 con dinámica atractiva.

La isoclina horizontal y = 0 tiene dinámica atractiva si λ < 0, o repulsiva si

λ > 0. Si no existe ninguna otra isoclina horizontal, el primer cuadrante es

un único sector y se cumple el enunciado. Si existen más isoclinas horizontales

en el primer cuadrante, todas deben tener la misma dinámica que la isoclina

y = 0, ya que en caso contrario, debeŕıa existir entre cada una de las isoclinas

horizontales con distinta dinámica una isoclina vertical, lo cual no es posible.

De esta forma la dinámica horizontal del campo siempre es la misma, hacia la

derecha si λ > 0 o hacia la izquierda si λ < 0, de donde obtenemos el resultado.

En cuanto a la forma de la solución, ésta debe ser tangente a la variedad

de centros x = 0. Si suponemos que es de tipo potencial: x = λ1y
γ + o (yγ),

con γ ∈ R, γ > 0, entonces λ1γλy
γ+n = −λ1y

γ, lo cual es imposible, de donde

obtenemos el resultado.

Proposición 2.6.43 Sea hr+|t| ∈ Pt
r+|t| la función de Hamilton asociada al

primer término Fr del sistema (2.0.1). Si hr+|t| 6≡ 0 y no posee factores reales

de la forma x, y o yt1 − ãjx
t2 , (véase (2.3.6)), entonces el origen del sistema

(2.0.1) es monodrómico.
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Demostración: En el caso en que hr+|t|(θ) no se anule, aplicando al sistema

(2.4.12) la reparametrización en el tiempo dt = (r+ |t|)hr+|t|(θ)dτ , obtenemos

el sistema:

u̇ = u
∑∞

j=0 u
j
[
− h′

r+j+|t|
(θ)

(r+|t|)hr+|t|(θ)
+ 2t1t2

µr+j(θ)

(r+|t|)hr+|t|(θ)

]
,

θ̇ = 1 +
∑∞

j=1

(r+j+|t|)hr+j+|t|(θ)

(r+|t|)hr+|t|(θ)
uj,

(aqúı hemos vuelto a denotar u̇ = du
dτ

y θ̇ = dθ
dτ

). Es fácil comprobar que no

existen equilibrios en el eje u = 0, y por lo tanto el equilibrio del sistema (2.0.1)

es monodrómico.

Proposición 2.6.44 Sean µr ∈ Pt
r y hr+|t| ∈ Pt

r+|t| los polinomios asociados

al primer término Fr del sistema (2.0.1). Entonces, se tiene:

a) Si hr+|t| ≡ 0 y µr 6≡ 0, el origen es un nodo: todas las órbitas de (2.0.1)

se acercan o alejan del origen.

b) Si hr+|t| 6≡ 0 y posee algún factor f(x, y) de la forma x, y o yt1 − ãjx
t2

(véase (2.3.8)) con orden de multiplicidad impar, entonces existen órbitas

caracteŕısticas de(2.0.1) asociadas al factor f(x, y).

c) Si hr+|t| 6≡ 0 y posee algún factor f(x, y) de la forma x, y o yt1 − ãjx
t2 con

orden de multiplicidad par, y tal que f(x, y) no sea factor de µr, entonces

existen órbitas caracteŕısticas de (2.0.1) asociadas al factor f(x, y).

d) Si hr+|t| 6≡ 0 y posee algún factor f(x, y) de la forma x, y o yt1 − ãjx
t2

con orden de multiplicidad 2m, tal que sea factor de µr(x, y) con orden

de multiplicidad 2n siendo 1 ≤ n < m, entonces existen órbitas carac-

teŕısticas de (2.0.1) asociadas al factor f(x, y).

e) Si hr+|t| 6≡ 0 y posee algún factor f(x, y) de la forma x, y o yt1 − ãjx
t2

con orden de multiplicidad 2m tal que sea factor de µr(x, y) con orden

de multiplicidad n ≥ 2m o bien con orden de multiplicidad 2n − 1 con

1 ≤ n < m, y tal que f(x, y) no sea factor de hr+|t|+1, entonces existen

órbitas caracteŕısticas de (2.0.1) asociadas al factor f(x, y).
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Demostración:

a) En el caso hr+|t| ≡ 0, el sistema (2.4.12), después de reparametrizar el

tiempo, queda:

u̇ = 2t1t2µr(θ) +
∑∞

j=1

[
−h′r+j+|t|(θ) + 2t1t2µr+j(θ)

]
uj,

θ̇ = u
∑∞

j=1(r + j + |t|)hr+j+|t|(θ)u
j−1.

En un entorno de (u, θ) = (0, θ), para cualquier valor de θ que no anule

µr(θ), es una caja de flujo.

b) Para éste y los restantes apartados consideraremos θ0 una ráız de hr+|t|(θ).

El cambio α = θ−θ0 lleva el equilibrio (u, θ) = (0, θ0) del sistema (2.4.12)

al origen de coordenadas. Podemos escribir, para todo j ≥ 0:

(r + |t| + j)hr+|t|+j(α) =
∞∑

i=0

c
(j)
i αi, c

(0)
0 = 0,

2t1t2µr+j(α) =
∞∑

j=0

d
(j)
i αi.

El sistema (2.4.12), en las nuevas coordenadas (u, α), resulta:

u̇ = u
∑

j≥0

[∑
i≥0(d

(j)
i − i+1

r+|t|+j
c
(j)
i+1)α

i
]
uj,

α̇ =
∑

i≥1 c
(0)
i αi +

∑
j≥1

[∑
i≥0 c

(j)
i αi

]
uj.

(2.6.19)

En este caso, si suponemos que es una ráız de orden impar de hr+|t|, se

tiene: c
(0)
0 = · · · = c

(0)
2j = 0 y c

(0)
2j+1 6= 0 para j ≥ 0. El resultado se obtiene

aplicando la Proposición 2.6.40.

c) Sea θ = θ0 una ráız de hr+|t|(θ) de multiplicidad 2m > 1, esto es, c
(0)
0 =

· · · = c
(0)
2m−1 = 0 y c

(0)
2m 6= 0. Si c

(j)
0 = 0 para todo j ≥ 0, entonces el

eje α = 0 es invariante para el sistema (2.6.19). Por tanto, f(x, y) = 0

es una curva invariante del sistema (2.0.1) y se verifica el enunciado ya

que el origen es un equilibrio aislado. En caso contrario, sea p el menor

entero positivo tal que c
(p)
0 (0) 6= 0. Si supongamos que θ = θ0 no es ráız
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de µr, se tiene d
(0)
0 6= 0. En resumen, se tiene: c

(1)
0 = · · · = c

(p−1)
0 = 0,

c
(0)
1 = · · · = c

(0)
2m−1 = 0 y d

(0)
0 c

(p)
0 c

(0)
2m 6= 0. Aśı, el sistema (2.6.19) resulta:

u̇ = d
(0)
0 u+ αuΨ1(α) + u2Ψ2(u, α),

α̇ = c
(0)
2mα

2m + α2m+1Φ1(α) + c
(p)
0 up + uαΦ2(u, α) + up+1Φ3(u, α).

Considerando ahora el tipo t = (1, p), el primer término del sistema

(2.6.19) es F0 = (d
(0)
0 u, c

(p)
0 up)T siendo hp+1(u, α) = 1

p+1
u(c

(p)
0 up−pd(0)

0 α).

El resultado se tiene aplicando el apartado b) anterior al factor simple

c
(p)
0 up − pd

(0)
0 α.

d) Supongamos que θ = θ0 es una ráız de hr+|t|(θ) con orden de multiplicidad

2m y ráız de µr(θ) con orden de multiplicidad 2n, con 1 ≤ n < m. En

esta situación, se tiene: c
(0)
0 = · · · = c

(0)
2n+1 = 0, d

(0)
0 = · · · = d

(0)
2n−1 = 0 y

d
(0)
2n 6= 0. Aśı, el sistema (2.6.19) resulta:

u̇ = d
(0)
2nα

2nu+ α2n+1uΨ1(α) + u2Ψ2(u, α),

α̇ = α2n+2Φ1(α) + uΦ2(u, α).

Tomando el tipo t = (2n+ 1, 1), su primer término es

F2n(u, α) = (d
(0)
2nα

2nu, 0)T ,

siendo

h4n+2(u, α) = − 1
4n+2

d
(0)
2nα

2n+1u.

Como aparece el factor real α2n+1, y tiene multiplicidad impar, aplicando

el apartado b) se obtiene el resultado.

e) Supongamos que θ = θ0 es una ráız de hr+|t|(θ) con orden de multiplicidad

2m y ráız de µr(θ) con orden de multiplicidad 1 ≤ n0, n0 6= 2m − 1.

Consideramos las siguientes situaciones, según el orden de multiplicidad

n0:

e1) Si n0 = n ≥ 2m, entonces: c
(0)
0 = · · · = c

(0)
2m−1 = 0, d

(0)
0 = · · · =

d
(0)
2m−1 = 0 y c

(0)
2m 6= 0. Además, c

(1)
0 6= 0. Aśı, el sistema (2.6.19)
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resulta:

u̇ = − 2m
r+|t|c

(0)
2mα

2m−1u+ α2muΨ1(α) + u2Ψ2(u, α),

α̇ = c
(0)
2mα

2m + α2m+1Φ1(α) + c
(1)
0 u+ uαΦ2(u, α) + u2Φ3(u, α).

Tomando el tipo t = (2m, 1), su primer término es

F2m−1(u, α) = (− 2m
r+|t|c

(0)
2mα

2m−1u, c
(0)
2mα

2m + c
(1)
0 u)T ,

siendo

h4m(u, α) = 1
2
u
[(

1 + 1
r+|t|

)
c
(0)
2mα

2m + c
(1)
0 u
]
.

Como posee un factor real simple, aplicando el apartado b), se

obtiene el resultado.

e2) Si n0 = 2n−1 < 2m−1, entonces: c
(0)
0 = · · · = c

(0)
2n = 0, d

(0)
0 = · · · =

d
(0)
2n−2 = 0 y d

(0)
2n−1 6= 0. Además, c

(1)
0 6= 0. Aśı, el sistema (2.6.19)

resulta:

u̇ = d
(0)
2n−1α

2n−1u+ α2nuΨ1(α) + u2Ψ2(u, α),

α̇ = α2n+2Φ1(α) + c
(1)
0 u+ uαΦ2(u, α) + u2Φ3(u, α).

Tomando el tipo t = (2n, 1), su primer término es

F2n−1(u, α) = (d
(0)
2n−1α

2n−1u, c
(1)
0 u)T ,

siendo

h4n(u, α) = 1
4n
u
[
−d(0)

2n−1α
2n + 2nc

(1)
0 u
]
.

Como posee un factor real simple, aplicando el apartado b), se

obtiene el resultado.

Proposición 2.6.45 Sea V un vértice del diagrama de Newton del sistema

(2.0.1), cuyo soporte es (m,n). Entonces, existen órbitas caracteŕısticas dis-

tintas de los ejes cuando se cumple alguna de las siguientes condiciones :
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a) El eje x = 0 no es invariante y m es impar.

b) El eje y = 0 no es invariante y n es impar.

Demostración: Sea (a, b) el vector de coeficientes del vértice V . Siempre es

posible elegir un tipo t = (t1, t2) tal que α` <
t2
t1
< α˜̀ y t1b−t2a 6= 0. Por tanto

Fr(x, y) = (axmyn−1, bxm−1yn)T , siendo hr+|t|(x, y) = (t1b− t2a)x
myn 6≡ 0.

Si el eje x = 0 no es invariante y m es impar, hr+|t|(x, y) posee el factor x

con orden de multiplicidad impar. Por la Proposición 2.6.44 b) deducimos que

existen órbitas caracteŕısticas asociadas al factor x no invariante. Por lo tanto,

la órbita es distinta de los ejes. La demostración del apartado b) es análoga.

Proposición 2.6.46 Sea V un vértice interior del diagrama de Newton. Sean

t = (t1, t2) y s = (s1, s2) con α` ≤ t2
t1
< s2

s1
≤ α˜̀. Si αV ∈

(
t2
t1
, s2

s1

)
, entonces

existen órbitas caracteŕısticas del sistema (2.0.1) en el primer cuadrante, de-

finidas como y = f(x) con ε1x
s2/s1 ≤ y ≤ 1

ε2
xt2/t1 , 0 < εi ∈ R para i = 1, 2.

Por el contrario, si αV /∈
[

t2
t1
, s2

s1

]
, no existen soluciones de este tipo.

Demostración: Sea (a, b)T el vector de coeficientes de V . Entonces, se cumple

que αV ∈
(

t2
t1
, s2

s1

)
si y sólo si ab 6= 0 y s1b−s2a

t1b−t2a
< 0. Por tanto, al aplicar

la Proposición 2.4.34 con los tipos t, s, el sistema (2.0.1) se transforma en

(2.4.15) siendo i0 = 0, j0 = 0, c̃0 = s1b− s2a, c0 = t1b− t2a y t1(rs+|s|)
s2(rt+|t|)

c̃j0

ci0
< 0.

Por tanto, el origen de este sistema es un nodo, existiendo infinitas órbitas

caracteŕısticas definidas en el primer cuadrante. Éstas órbitas se transforman,

mediante el correspondiente blow-down, en órbitas caracteŕısticas del sistema

(2.0.1) definidas en el primer cuadrante y comprendidas en el sector ε1x
s2/s1 ≤

y ≤ 1
ε2
xt2/t1 .

Si αV /∈
[

t2
t1
, s2

s1

]
el origen del sistema (2.4.15) es un punto de silla, y las

únicas órbitas caracteŕısticas son los ejes invariantes. Por tanto, no existen

órbitas caracteŕısticas del sistema (2.0.1) como las anteriormente especificadas.
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Proposición 2.6.47 Sea V un vértice interior del diagrama de Newton. Sean

t = (t1, t2) y s = (s1, s2), los tipos de las caras adyacentes a V , esto es,

α` = t2
t1
< s2

s1
= α˜̀. Sean hrt+|t|, hrs+|s| las funciones de Hamilton de las partes

conservativas asociadas a dichas caras. Si hrt+|t|hrs+|s| 6≡ 0 y βV > 0 (véase

(2.4.17)), entonces no existen órbitas caracteŕısticas del sistema (2.0.1) en el

primer cuadrante definidas como y = f(x) con ε1x
α˜̀ ≤ y ≤ 1

ε2
xα` , 0 < εi ∈ R

para i = 1, 2. Por el contrario, si βV < 0, las mencionadas órbitas śı existen.

Además, si βV < 0, las órbitas caracteŕısticas y = f(x) con ε1x
α˜̀ ≤ y ≤

1
ε2
xα` , 0 < εi ∈ R para i = 1, 2 son de la forma:

a) y = λxγ + o(xγ), donde 0 < λ ∈ Q+ y γ ∈ Q con α˜̀ ≤ γ ≤ α`, si

i0 = j0 = 0.

b) y = xα`τ(x) + o(xα`τ(x)), con ĺımx→0
τ(x)

x1/n = +∞ para todo n ∈ N, si

i0 > 0.

c) x = yα˜̀τ(y)+o(yα˜̀τ(y)), con ĺımy→0
τ(y)

y1/n = +∞ para todo n ∈ N, si j0 > 0.

Demostración: Aplicando el blow-up de la Proposición 2.4.34 con los tipos t y

s asociados a las caras adyacentes del vértice V , obtenemos el sistema (2.4.15).

Por otra parte, por la Nota de la Definición 2.4.17 se cumple que i0j0 = 0. Apli-

cando la Proposición 2.6.42, se obtiene que si βV < 0 el sistema (2.4.15) posee

órbitas caracteŕısticas en el primer cuadrante distinta de los ejes, mientras que

si βV > 0 las únicas órbitas caracteŕısticas son los ejes invariantes. Mediante

el correspondiente blow-down, las órbitas caracteŕısticas del sistema (2.4.15)

distintas de los ejes se transforman en órbitas caracteŕısticas en el primer cua-

drante del sistema (2.0.1), comprendidas en el sector

{
ε1x

s2

s1 ≤ y ≤ 1
ε2
x

t2
t1

}
,

de donde obtenemos el resultado.

A continuación, veremos la forma de las órbitas caracteŕısticas si βV < 0.

a) Si i0 = j0 = 0, entonces el sistema (2.4.15) es un nodo orbitalmente equi-

valente a

u′ = −u
[

t1(s1m+s2n)
s2(t1m+t2n)

βV + uΦ1(u) + vΦ2(u, v)
]
,

v′ = v.
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Aplicando la Proposición 2.6.42, se llega al resultado cambiando x por

y.

b) Si i0 > 0, entonces debe ser j0 = 0 y el sistema (2.4.15) es orbitalmente

equivalente a

u′ = −u,
v′ = v

[
s2(t1m+t2n)
t1(s1m+s2n)

1
βV
vi0dt1 + v(i0+1)dt1Ψ1(v) + uΨ2(u

s2, vt1)
]
.

Aplicando la Proposición 2.6.42, se llega al resultado.

c) Si j0 > 0 debe ser i0 = 0, y el sistema (2.4.15) es orbitalmente equivalente

a

u′ = −u
[

t1(s1m+s2n)
s2(t1m+t2n)

βV u
j0ds2 + u(j0+1)ds2Φ1(u) + vt1Φ2(u

s2, vt1)
]
,

v′ = v.

Aplicando la Proposición 2.6.42, se llega al resultado cambiando x por

y.

Nota: De ahora en adelante, llamaremos órbitas caracteŕısticas definidas en

el primer cuadrante asociadas al vértice V aquellas de la forma y = f(x) tal

que ε1x
α˜̀ ≤ y ≤ 1

ε2
xα` , 0 < εi ∈ R para i = 1, 2.

La anterior proposición determina la existencia de órbitas caracteŕısticas del

sistema (2.0.1) en el primer cuadrante asociadas al vértice V . Para aplicarla

a órbitas caracteŕıstica asociadas a vértices pero situadas en otros cuadrantes,

tenemos que aplicar los siguientes cambios de variables: u = (−1)σ1x, v =

(−1)σ2y, donde σ1 = 0, σ2 = 1 (cambiamos el cuarto por el primer cuadrante),

σ1 = 1, σ2 = 0 (cambiamos el segundo por el primer cuadrante) o σ1 = σ2 = 1

(cambiamos el tercer por el primer cuadrante). Tras estos cambios, cambiará el

valor de βV . Denotaremos β
(σ1,σ2)
V el valor de esta constante después de aplicar

dicho cambio.

El siguiente lema encuentra la relación que existe entre βV y β
(σ1,σ2)
V .
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Lema 2.6.48 Sea V un vértice interior del diagrama de Newton del siste-

ma (2.0.1) para el que las funciones de Hamilton de las partes conservativas

asociadas a las caras adyacentes a V no son idénticamente nulas. Entonces

β
(σ1,σ2)
V = (−1)i0(t1σ2+t2σ1)+j0(s1σ2+s2σ1)βV .

Demostración: Sea (m,n) el soporte del vértice V y t, s los tipos de las caras

adyacentes a V superior e inferior, respectivamente. Si las funciones de Hamil-

ton asociadas a las caras adyacentes al vértice V , expresadas en (2.4.18), cum-

plen hrt+|t|hrs+|s| 6≡ 0, entonces existen los valores i0, j0 definidos en (2.4.17).

Aplicando el apartado b), del Lema 2.3.30 se tiene que

β
(σ1,σ2)
V =

(−1)(m+j0s2+1)σ1+(n−j0s1+1)σ2 c̃j0

(−1)(m−i0t2+1)σ1+(n+i0t1+1)σ2ci0

= (−1)(j0s2+i0t2)σ1+(j0s1+i0t1)σ2 c̃j0

ci0

= (−1)i0(t1σ2+t2σ1)+j0(s1σ2+s2σ1)βV

Dado un vértice V , si βV > 0 sabemos que no existen órbitas caracteŕısticas

asociadas al vértice V definidas en el primer cuadrante. La siguiente propo-

sición es una consecuencia del lema anterior, y determina condiciones para

que existan órbitas caracteŕısticas asociadas al vértice V definidas en otros

cuadrantes diferentes del primero.

Proposición 2.6.49 Sea V un vértice interior del diagrama de Newton del

sistema (2.0.1), con βV > 0. Entonces:

a) Si σ1 = 1, σ2 = 0 y j0s1 + i0t1 es impar, existen órbitas caracteŕısticas del

sistema (2.0.1) en el segundo cuadrante asociadas al vértice V .

b) Si σ1 = 0, σ2 = 1 y j0s2 + i0t2 es impar existen órbitas caracteŕısticas del

sistema (2.0.1) en el cuarto cuadrante asociadas al vértice V .

c) Si σ1 = σ2 = 1 y i0(t1 + t2) + j0(s1 + s2) es impar existen órbitas carac-

teŕısticas del sistema (2.0.1) en el tercer cuadrante asociadas al vértice

V .
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2.7. Condiciones necesarias de no monodromı́a

Definición 2.7.50 Una función y = τ(x) se dice flat en el origen si ĺımx→0
τ(x)
xn =

0 para todo n ∈ N.

Proposición 2.7.51 Si el sistema (2.0.1) posee una solución y = τ(x) con

τ(x) una función flat en el origen, entonces el eje y = 0 es invariante.

Demostración: Probémoslo por reducción al absurdo. Supongamos que el eje

y = 0 no es invariante. Entonces, existe k ∈ Z+ y bk 6= 0 tal que el sistema

(2.0.1) se puede escribir como

(
ẋ

ẏ

)
=

(
P (x, y)

bkx
k + xk+1g1(x) + yg2(x, y)

)
,

donde P (0, 0) = g2(0, 0) = g1(0) = 0 y bk 6= 0. Imponiendo que y = τ(x) sea

una solución resulta:

0 = ẏ − τ ′(x)ẋ = bkx
k + xk+1g1(x) + τ(x)g2(x, τ(x)) − τ ′(x)P (x, τ(x))

De aqúı, deducimos que el coeficiente de la potencia menor en x del segundo

miembro de la anterior igualdad debe ser cero, concretamente, bk = 0. Lo cual

es contradictorio.

Definición 2.7.52 Diremos que una órbita caracteŕıstica es flat en el origen

con el eje y = 0, (x = 0) si es de la forma y = τ(x), (x = τ(y)), donde τ es

una función flat en el origen.

Proposición 2.7.53 Si el sistema (2.0.1) posee una órbita caracteŕıstica en

el primer cuadrante que no sea flat con x = 0 o y = 0, entonces se tiene una,

y sólo una, de las siguientes situaciones:

c1) Existe una cara del diagrama de Newton de (2.0.1) con tipo t = (t1, t2)

tal que hrt+|t|(x, y) ≡ 0 y la órbita es de la forma y = ãx
t2
t1 +o(x

t2
t1 ), para

cierto ã ∈ R \ 0.
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c2) Existe una cara del diagrama de Newton de (2.0.1) con tipo t = (t1, t2),

un ã ∈ R \ 0 tal que hrt+|t|(x, y) 6≡ 0, yt1 − ãxt2 es factor de hrt+|t|(x, y)

y la órbita es de la forma y = ãx
t2
t1 + o(x

t2
t1 ).

v1) Existe un vértice interior V del diagrama de Newton del sistema (2.0.1)

tal que j0 > 0, βV < 0 y la órbita es de la forma y = xα`τ(x)+o(xα`τ(x)),

con ĺımx→0 τ(x) = 0 y ĺımx→0
τ(x)

x1/n = +∞ para todo n ∈ N.

v2) Existe un vértice interior V del diagrama de Newton del sistema (2.0.1)

tal que i0 > 0, βV < 0 y la órbita es de la forma x = y
1
α˜̀τ(y)+o(y

1
α˜̀τ(y)),

con ĺımy→0 τ(y) = 0 y ĺımy→0
τ(y)

y1/n = +∞ para todo n ∈ N.

v3) Existe un vértice interior V del diagrama de Newton del sistema (2.0.1)

tal que i0 = j0 = 0, βV < 0 y la órbita es de la forma y = λxb/a +o(xb/a),

siendo (a, b)T el vector de coeficientes de V con ba 6= 0.

Demostración: Sea (x(t), y(t))T una órbita caracteŕıstica del sistema (2.0.1) en

el primer cuadrante que no sea flat con ninguno de los ejes. Podemos suponer,

sin perdida de generalidad, que la órbita se acerca al origen cuando t→ +∞.

Definimos los conjuntos:

Ω =
{

0 ≤ t2
t1
∈ Q : ĺımt→+∞

yt1

xt2
= 0
}
,

Θ =
{

0 ≤ t2
t1
∈ Q : ĺımt→+∞

yt1

xt2
= +∞

}
,

Θ̄ =
{

0 ≤ t1
t2
∈ Q : ĺımt→+∞

xt2

yt1
= 0
}

Observemos que Ω 6= ∅, ya que ĺımt→+∞ y(t) = 0 y por tanto 0 ∈ Ω. Ω

está acotado superiormente, ya que en caso contrario para todo n ∈ N existiŕıa
t2
t1

∈ Ω tal que n < t2
t1

. Aśı, ĺımt→+∞
yt1

xt2
= 0 y por tanto |y(t)| < |x(t)|

t2
t1 <

|x(t)|n. Esto implica que la órbita caracteŕıstica, y = f(x), es una función flat

con el eje y = 0, caso excluido.

Denotemos por α∗ al supremo del conjunto Ω. Aplicando el mismo razo-

namiento (cambiando x por y, t1 por t2) se tendŕıa que Θ̄ 6= ∅ y está acotado

superiormente. Denotemos por 1
β∗

al supremo de Θ̄. Es fácil deducir que Θ 6= ∅
y que posee ı́nfimo, que resulta ser β∗.
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Es evidente que α∗ ≤ β∗, ya que en caso contrario seŕıa Ω ∩ Θ 6= ∅, lo cual

es imposible.

No puede ser α∗ < β∗, ya que en ese caso es posible elegir un tipo t =

(t1, t2) tal que α∗ < t2
t1
< β∗ y hr+|t| 6≡ 0. Por la Proposición 2.5.37, hay

tres posibilidades: t2
t1

∈ Ω (que es imposible), t2
t1

∈ Θ (también imposible) y

por último que exista ã ∈ R \ 0 tal que yt1 − ãxt2 es factor de hr+|t|(x, y),

siendo ĺımt→+∞
yt1

xt2
= ã, que tampoco es posible ya que tomando un s2

s1
> 0,

cumpliendo α∗ < s2

s2
< t2

t1
se tiene ĺımt→+∞

ys2

xs1
= 0 que contradice el hecho de

que α∗ = sup(Ω).

Entonces, se cumple α∗ = β∗.

No puede ser que α∗ = 0 ya que en ese caso sup
(
Θ̄
)

= 1
β∗ = ∞, lo cual es

contradictorio con que Θ̄ está acotado superiormente.

Distinguiremos los casos de que α∗ ∈ Ω, α∗ ∈ Θ o α∗ /∈ Ω ∪ Θ.

Si α∗ = t2
t1

∈ Ω es irreducible, consideramos el vértice V del diagrama

de Newton de (2.0.1) tal que α` ≤ α∗ < α˜̀. Veamos que α∗ = αV . En

caso contrario, existen dos fracciones irreducibles α` ≤ t
(0)
2

t
(0)
1

<
s
(0)
2

s
(0)
1

< α˜̀

tales que α∗ ∈
[

t
(0)
2

t
(0)
1

,
s
(0)
2

s
(0)
1

]
y αV /∈

[
t
(0)
2

t
(0)
1

,
s
(0)
2

s
(0)
1

]
. Pero esto es imposible por

la Proposición 2.6.46.

V debe ser un vértice interior del poĺıgono de Newton, ya que en caso

contrario, αV = 0 o αV = ∞. Pero sin embargo α∗ = αV y 0 < α∗ <∞.

Aplicando el blow-up direccional x = ut1, y = ut2 ȳ, según la Proposición

2.4.32 obtenemos una órbita caracteŕıstica (u(t), ȳ(t)) del sistema (2.4.13)

definida en el primer cuadrante. No obstante, como α∗ = sup(Ω), para

todo n ∈ N se cumple ĺımt→+∞
yt1

xt2+1/n = +∞. En las nuevas variables, se

tiene que ĺımt→+∞
ȳ

u1/n = +∞. Por tanto, existe una solución del sistema

(2.4.13), distinta de la solución trivial, u = 0, que cumple ȳ > u1/n en un

entorno del origen. Aśı, la solución del sistema original será: y > x
t2
t1

+
1

nt1

para todo n ∈ N, y por tanto, podemos expresarla como y = x
t2
t1 τ(x)

donde ĺımt→+∞ τ(x) = 0 y ĺımt→+∞
τ(x)

x1/n = +∞ para todo n ∈ N.

Probemos ahora que αV = α` = t2
t1

. En caso contrario αV 6= t2
t1

, y se

tendŕıa t1b− t2a 6= 0. Aplicando al sistema (2.0.1) el blow up direccional
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x = ut1, y = ut2 ȳ, después de reparametrizar el tiempo, llegamos al

sistema (2.4.13)

u′ = u[aȳn0−1 + · · ·],
ȳ′ = (bt1 − at2)ȳ

n0 + · · · .

Puesto que t1b − t2a 6= 0 se tiene que V ′ = (1, n0), soporte del campo

(auȳn0−1, (bt1 − at2)ȳ
n0)T , es el vértice superior del diagrama de Newton

del sistema (2.4.13), siendo αV ′ = bt1−at2
a

6= 0. Por tanto, existe n ∈ N tal

que αV ′ /∈
[
0, 1

n

]
. Aplicando la Proposición 2.6.46, no existen soluciones

del sistema (2.4.13) con 1
ε
u1/n < ȳ, lo cual es contradictorio.

En resumen, αV = α` = t2
t1

, y por tanto c0 = t1b − t2a = 0. Es decir:

i0 = 0, j0 > 0.

Observemos que βV < 0, ya que en otro caso, por la Proposición (2.6.47),

no existiŕıan órbitas caracteŕısticas definidas en el primer cuadrante com-

prendidas en el sector ε1x
α˜̀ ≤ y ≤ 1

ε2
xα` . Esto es contradictorio y por

tanto se tiene v1).

Si α∗ = s2

s1
∈ Θ irreducible, cambiando x por y se prueba el resultado

v2).

Si α∗ /∈ Ω ∪ Θ, existe un ã ∈ R\0 tal que ĺımt→∞
yt1

xt2
= ã

• Supongamos que existe una cara tal que α∗ = α` = t2
t1

∈ Q irre-

ducible. Si hr+|t| ≡ 0, se tendŕıa el resultado c1). Si hr+|t| 6≡ 0,

aplicando la Proposición 2.5.37, para el tipo t = (t1, t2), se tendŕıa

que yt1 − ãxt2 es factor de hr+|t|(x, y), y por tanto se tiene el resul-

tado c2).

• Si α∗ no coincide con el exponente de ninguna cara del diagrama

de Newton del sistema (2.0.1), entonces existe un vértice V tal que
t2
t1

= α` < α∗ < α˜̀ = s2

s1
.

Ahora se cumple que α∗ = αV ya que en caso contrario, existiŕıan

dos fracciones irreducibles α` <
t
(0)
2

t
(0)
1

< α∗ <
s
(0)
2

s
(0)
1

< α˜̀ tales que

αV /∈
[

t
(0)
2

t
(0)
1

,
s
(0)
2

s
(0)
1

]
, pero esto es imposible por la Proposición (2.6.46).
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Aśı, si (a, b)T es el vector de coeficientes de V , se tiene α∗ = αV ∈
(α`, α˜̀). Esto implica t2

t1
< b

a
< s2

s1
, y por tanto ab 6= 0 y s1b−s2a

t1b−t2a
< 0.

En definitiva ab 6= 0, i0 = j0 = 0 y βV < 0, de donde obtenemos el

resultado v3).

Para estudiar la monodromı́a del sistema (2.0.1), es necesario descartar la

existencia de órbitas caracteŕısticas en cada uno de los cuadrantes. Para ello,

con el cambio u = (−1)σ1x, v = (−1)σ2y, llevamos cada uno de los cuadrantes

al primero y aplicamos los criterios para el primer cuadrante. Sin embargo, para

el caso de órbitas caracteŕısticas asociadas al vértice V , la existencia de órbitas

caracteŕısticas en otros cuadrantes distintos del primero obliga la existencia de

factores reales de multiplicidad impar de alguna función de Hamilton asociada

a las caras adyacentes a dicho vértice, o bien a que alguna de las componentes

del soporte de V no sea par, lo cual simplifica el estudio de la monodromı́a de

un punto singular. Todo lo anterior está recogido en la siguiente proposición.

Proposición 2.7.54 Supongamos que el sistema (2.0.1) no posee ningún eje

invariante o bien el eje x = 0 es invariante y, en este caso, el sistema está de-

finido en el semiplano x > 0. Sea V un vértice del diagrama de Newton del

sistema (2.0.1) con soporte (m,n). Supongamos que hrt+|t|hrs+|s| 6≡ 0, donde

hrt+|t|(x, y), hrs+|s|(x, y) son respectivamente las funciones de Hamilton aso-

ciadas a las caras superior e inferior adyacentes a V . Si βV > 0 y existen

órbitas caracteŕısticas del sistema (2.0.1) asociadas al vértice V , entonces se

cumple alguna de las siguientes condiciones:

a) n es impar.

b) El eje x = 0 no es invariante y m es impar.

c) Existe algún factor real, distinto de un eje invariante, de multiplicidad im-

par de alguna de las funciones hrt+|t|(x, y), hrs+|s|(x, y).

Demostración: Como βV > 0, por la Proposición 2.6.47, si existen órbitas

caracteŕısticas asociadas al vértice V , éstas deben estar en un cuadrante dis-

tinto del primero. Por tanto, para algún σ1, σ2 ∈ {0, 1}, σ1 + σ2 > 0, debe ser
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β
(σ1,σ2)
V < 0. Por el Lema 2.6.48, obtenemos que i0(t1σ2 +t2σ1)+j0(s1σ2 +s2σ1)

debe ser impar.

Supongamos que n es par, ya que en caso contrario se cumple a).

Debe ser i0 + j0 > 0, ya que si i0 = j0 = 0, entonces β
(σ1,σ2)
V > 0. Además,

por la nota que sigue a la ecuación (2.4.18), debe ser i0j0 = 0.

Si i0 = 0, j0 > 0, entonces j0(s1σ2 + s2σ1) debe ser impar. Por tanto, j0 y

s1σ2 + s2σ1 son impares.

Como hrs+|s| 6≡ 0, podemos escribir hrs+|s|(x, y) =
∑k̃

i=j0
c̃ix

m+is2yn−is1, con

j0 ≤ k̃, c̃j0 6= 0. Si denotamos l = máx
{
j0 ≤ i ≤ k̃ : c̃l 6= 0

}
, entonces la

factorización de hrs+|s|(x, y) dada en (2.3.8) resulta:

hrs+|s|(x, y) = c̃lx
m+j0s2yn−ls1

M∏

j=1

(ys1 − ãjx
s2)mj

N∏

i=1

[(ys1 − aix
s2)2 + b2ix

2s2 ]ni .

Si l es par. Como j0 es impar y n es par, considerando el máximo grado en x

de hrs+|s|(x, y), se tiene la igualdadm+ls2 = m+j0s2+
∑M

j=0mjs2+
∑N

i=0 2s2ni,

y como s2 > 0, se tiene:

(l − j0) =

M∑

j=0

mj +

N∑

i=0

2ni,

siendo impar el primer miembro de la igualdad por lo que existirá algún 1 ≤ j ≤
M tal que mj sea impar y se tiene el apartado c) para el factor (ys1 − ãjx

s2)mj .

Si l y s1 son impares. Como j0 es impar y n par, entonces se cumple c) ya

que hrs+|s| tiene el factor yn−ls1, no invariante, con multiplicidad impar.

Si l es impar, s1 par y el eje x = 0 no es invariante, debe ser s2 impar.

Podemos suponer m par ya que en caso contrario se tendŕıa b). Aśı tenemos

s1, m, n pares, s2, j0 impares. En este caso se tiene c) ya que xm+j0s2 es un

factor de hrt+|t|, no invariante, de multiplicidad impar .

Si l es impar, s1 es par y el eje x = 0 es invariante, entonces el único

cuadrante, distinto del primero, donde la órbita caracteŕıstica está definida es

el cuarto. Por tanto debe ser σ1 = 0, σ2 = 1. Aśı, s1 debe ser impar. Por tanto

este caso nunca se tiene.

Si j0 = 0, i0 > 0 el razonamiento se aplica ahora sobre hrt+|t| de forma

análoga.
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2.8. Un algoritmo para el problema de mono-

dromı́a

A continuación presentamos un algoritmo que caracteriza los sistemas mo-

nodrómicos. En primer lugar, exigimos que el sistema (2.0.1) verifique las si-

guientes tres condiciones:

A) Ningún eje es invariante.

B) Sean (ayn, 0)T y (0, bxm)T los vectores de coeficientes de los dos vértices

situados en los ejes, entonces ab < 0.

C) Las coordenadas de los puntos soporte de todos los vértices son pares.

Una vez que el sistema (2.0.1) cumple estas tres condiciones, llevamos a cabo

el siguiente proceso:

1) Los polinomios hr+|t| y µr asociados a cada cara del diagrama de Newton

del sistema (2.0.1) deben cumplir:

1a) hr+|t| 6≡ 0,

1b) Todo factor real de hr+|t|, excepto el factor u para los sistemas

(2.8.20), (2.8.21), deben tener orden de multiplicidad 2m y ser tam-

bién factor de µr con orden de multiplicidad un número impar menor

que 2m o bien, con orden de multiplicidad mayor o igual que 2m.

2) Para cada vértice interior V , se cumple: βV > 0.

3) Para cada factor real de hr+|t|(x, y), del tipo yt1 − ãxt2 , con ã 6= 0 que

cumpla 1b):

3a) Si t1 es impar, aplicamos el blow-up direccional x = ut1 , y = ut2(ȳ+

ã
1
t1 ), dt = t1

urdτ . De esta forma obtenemos el sistema:

u′ = u

∞∑

j=0

Pr+j+t1(1, ȳ + ã
1
t1 )uj,

ȳ′ =
∞∑

j=0

(r + |t| + j)hr+j+|t|(1, ȳ + ã
1
t1 )uj.

(2.8.20)
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3b) Si t1 es par, aplicamos el blow-up direccional x = ut1(x̄ + ã
− 1

t2 ),

y = ut2 , dt = t2
urdτ . Aśı, obtenemos el sistema:

u′ = −u
∞∑

j=0

Qr+j+t2(x̄+ ã
− 1

t2 , 1)uj,

x̄′ =

∞∑

j=0

(r + |t| + j)hr+j+|t|(x̄+ ã
− 1

t2 , 1)uj.

(2.8.21)

4) El vértice inferior del poĺıgono de Newton del sistema (2.8.20) o (2.8.21),

siempre pertenece al eje de abscisas.

5) Las ordenadas de los soportes de todos los vértices del sistema (2.8.20) o

(2.8.21) son pares.

6) Continuamos aplicando al sistema (2.8.20) o al (2.8.21) el criterio 1) y

siguientes.

Nota: Ya que el proceso de blow-up correspondiente al diagrama de Newton

es equivalente al múltiple σ-proceso, (Dumortier [25]), deducimos que, en el

caso de un punto singular aislado de un campo vectorial anaĺıtico, el proceso de

blow-up es finito y en consecuencia, el anterior proceso es finito: en un número

finito de pasos podemos decidir si el sistema es monodrómico o no.

Teorema 2.8.55 El sistema (2.0.1) es monodrómico si y sólo si verifica las

condiciones A), B), C) y en cada uno de los pasos del proceso finito se veri-

fican las condiciones 1), 2), 3), 4) y 5).

Demostración:

C.N. La condición A) es trivial. Como A) se cumple, existen los vértices

situados en ambos ejes del Poĺıgono de Newton del sistema. La condición

B) está probada en la proposición 2.6.41. La condición C) está probada

en la Proposición 2.6.45. La Proposición 2.6.44 prueba 1a) y 1b) para los

factores de hr+|t| que no sean invariantes. Si el factor de hr+|t|, distinto de

u, es invariante, como el sistema no posee una curva de puntos singulares

se tiene que el origen no es monodrómico. La Proposición 2.6.47 prueba
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la condición 2). La etapa 3) calcula nuevos sistemas mediante blow-up.

La condición 4) se cumple, ya que en caso contrario, se tendŕıa un eje

invariante, distinto de u = 0. Y por último la condición 5) está probada

en la Proposición 2.6.45

C.S. Probar que el anterior proceso caracteriza la monodromı́a de un campo

equivale a probar que si existe una órbita caracteŕıstica no se cumple

algunas de las condiciones del algoritmo.

Concretamente si la órbita caracteŕıstica es flat con el eje x o con el eje y,

entonces por la Proposición 2.7.51 algún eje es invariante y, por lo tanto,

se incumple la condición A).

Si existe una órbita caracteŕıstica en el primer cuadrante que no sea flat

con ninguno de los ejes, por la Proposición 2.7.53, esta órbita está aso-

ciada a un vértice interior V , o a una cara compacta del diagrama de

Newton.

Si la órbita esta asociada a un vértice interior V , entonces por los apar-

tados v1), v2) o v3) de la Proposición 2.7.53, se tiene βV < 0 y, por lo

tanto, no cumple la condición 2). Si está asociada a una cara, hay dos

posibilidades: hr+|t| ≡ 0, (caso c1) de la Proposición 2.7.53, en cuyo caso

no cumple la condición 1a), o bien hr+|t| 6≡ 0 y existe un ã ∈ R \ 0 tal

que la órbita caracteŕıstica esta asociada a yt1 − ãxt2 , factor de hr+|t|,

(caso c2) de la Proposición 2.7.53. A su vez, hay dos posibilidades: este

factor no cumple la condición 1b), o bien, śı la cumple. En este últi-

mo caso, aplicamos los cambios de variables descritos en la etapa 3) y

continuamos el procedimiento finito.

Si la órbita caracteŕıstica asociada a un vértice interior V , está definida

en otro cuadrante distinto del primero, al pasarlo al primer cuadrante

dicha órbita sigue estando asociada al mismo vértice del diagrama de

Newton y según la Proposición 2.7.54 esto obliga el incumplimiento de

alguna de las condiciones C) , 1b) o 5).

Si la órbita caracteŕıstica esta asociada a una cara compacta del diagrama

de Newton y está definida en otro cuadrante distinto del primero, al pa-



2.9 Ejemplos 103

sarlo al primer cuadrante mediante el cambio x = (−1)σ1u, y = (−1)σ2v

con σ1, σ2 ∈ {0, 1} se tienen las siguientes situaciones:

La nueva función de Hamilton es idénticamente nula. Aplicando el

apartado a) del Corolario 2.3.30, la función de Hamilton original

cumple hr+|t| ≡ 0, por lo que no se verifica la condición 1a).

La nueva función de Hamilton, gr+|t|, no es idénticamente nula y

existe un ã ∈ R \ 0 tal que la órbita caracteŕıstica está asociada

a vt1 − ãut2 , factor de gr+|t|(u, v). Aplicando de nuevo el apartado

a) del Corolario 2.3.30 se tiene que este factor se transforma en el

factor yt1 − ã(−1)σ2t1+σ1t2xt2 de hr+|t|(x, y) con el mismo orden de

multiplicidad. Además, al aplicar dicho cambio, este factor conserva

también el orden de multiplicidad como factor de la divergencia del

campo. Aśı, el factor que resulta del cambio de cuadrante cumple

la condición 1b) si y sólo si, el factor original cumple la misma

condición. En el caso de que la cumpla, aplicamos los cambios de

variables descritos en la etapa 3) y continuamos el procedimiento

finito.

2.9. Ejemplos

Los ejemplos que consideraremos a continuación han sido tratados previa-

mente por I. Garćıa [34]. Como se puede comprobar, la caracterización de la

monodromı́a que haremos a continuación, aplicando el Teorema 2.8.55, es más

simple que la realizada en el trabajo citado. El problema de la monodromı́a

para los sistemas nilpotentes fue resuelto inicialmente por Andreev en [10].

Posteriormente se resolvió de forma más sencilla en Álvarez & Gasull, [9] y

nosotros lo resolvemos de forma aún más breve. Por último, estudiamos el pro-

blema de monodromı́a para un sistema nilpotente generalizado. Este sistema

incluye a la familia dada por Medvedeva en [51].
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2.9.1. Monodromı́a de algunas familias simples

a) Centro lineal.

Sea el sistema ẋ = −y, ẏ = x. El diagrama de Newton de dicho sistema

posee una única cara compacta de tipo t = (1, 1), siendo la función de

Hamilton asociada a dicha cara h2(x, y) = x2 + y2. Esta función no tiene

factores reales, por lo que el origen de este sistema es monodrómico.

b) Foco lineal.

Sea el sistema ẋ = −y+λx, ẏ = x+λy, λ 6= 0. El poĺıgono de Newton de

dicho sistema posee una única cara compacta de tipo t = (1, 1) siendo la

función de Hamilton asociada a dicha cara h2(x, y) = x2+y2, que no tiene

factores reales, por lo que el origen de dicho sistema es monodrómico.

c) Silla lineal.

Sea el sistema ẋ = x+y, ẏ = x−y. El diagrama de Newton de dicho sis-

tema posee una única cara compacta de tipo t = (1, 1) siendo la función

de Hamilton asociada a dicha cara h2(x, y) = x2−2xy+y2 = (x−y)2. El

origen de dicho sistema no es monodrómico, ya que los coeficientes de los

soportes de los vertices exteriores no son de signos distintos, (condición

B) del algoritmo).

d) Nodo degenerado.

Sea el sistema ẋ = x2, ẏ = x + y. El diagrama de Newton de dicho

sistema posee un vértice interior V = (1, 1), soporte del campo (0, y), y

coordenadas impares por tanto no es monodrómico, (condición C) del

algoritmo).

e) foco repulsivo no lineal.

Sea el sistema ẋ = y(x2 + xy − y2), ẏ = y2(2x + y) + x5. Su diagrama

de Newton posee dos vértices exteriores V0 = (0, 4), V2 = (6, 0) soporte

de los campos (−y3, 0), (0, x5), respectivamente, y un vértice interior

V1 = (2, 2), soporte del campo (x2y, 2xy2), cuya cara adyacente superior

es del tipo (1, 1) y la inferior del tipo (1, 2). Como βV1 = 1
1
> 0 y
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los hamiltonianos asociados a las caras con tipos (1, 1), (1, 2) son h4 =

y2(x2 + y2) y h6 = x6 respectivamente, y éstos tienen todos sus factores

reales con multiplicidad par, el sistema es monodrómico.

Este resultado prueba que este sistema no posee órbitas caracteŕısticas,

como afirma la Nota dada inmediatamente después de la Proposición

2.5.37.

Veamos que el origen del sistema es un foco, para ello, denotamos F =

(x2y + xy2 − y3, 2xy2 + y3 + x5)T , y Z = (x2y − y3, 2xy2 + x5)T . Por

el mismo razonamiento anterior, el campo Z es monodrómico. Como

además es reversible al cambio x → −x, t → −t, el origen es un centro.

El producto F∧Z = F ·Z⊥ nos indica en cada punto el sentido de corte

de las ĺıneas de flujo del campo F con las órbitas del centro ẋ = Z. (Si en

un punto (x, y) es positivo, las ĺıneas de flujo salen de las órbitas cerradas

del centro y si son negativas, entran). En nuestro caso es

F ∧ Z = y2

(
x

y

)
∧ Z = y2(x6 + x2y2 + y4) ≥ 0

Por lo tanto, el origen del sistema es un foco repulsivo.

f) Un caso no lineal.

Sea el sistema ẋ = y(ax2 + bxy + cy2), ẏ = y2(ax + by) + dx5. Su dia-

grama de Newton posee dos vértices exteriores V0 = (0, 4), V2 = (6, 0),

soportes de los campos (cy3, 0), (0, dx5), respectivamente. Para que sea

monodrómico debe cumplirse dc < 0, (condición B) del algoritmo). Si

a = b = 0, el sistema sólo posee una única cara compacta del tipo (2, 3)

con función de Hamilton asociada h12 = dx6 − cy4. Como esta función

no tiene factores reales. el equilibrio es monodrómico. Si a = 0, b 6= 0

el diagrama de Newton del sistema posee el vértice V = (1, 3), soporte

del campo (bxy2, by3). Al ser las coordenadas impares, el equilibrio no

es monodrómico. Si a 6= 0 el único vértice interior es V = (2, 2), sopor-

te del campo (ax2y, axy2), siendo βV = −a
−c

. Para que sea monodrómi-

co, debe cumplirse ac > 0. Además hay dos caras compactas con tipos

(1, 1) y (1, 2), cuyas funciones de Hamilton asociadas son h4 = −cy4 y
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h6 = x2(dx4 − ay2) respectivamente, y sus divergencias asociadas son

µ2 = 4y(by + ax), µ3 = 4axy respectivamente. Como ac > 0 y cd < 0 se

tiene ad < 0 y, por tanto, lo únicos factores reales son x o y y ambos cum-

plen la condición 5) del algoritmo. Por tanto, el sistema es monodrómico.

En resumen: El origen del sistema es monodrómico si y sólo si se verifica

alguna de las siguientes condiciones:

i) cd < 0 y a = b = 0,

ii) cd < 0 y ac > 0.

En el caso ii), para b = 0 el origen del campo Z = (ax2y+cy3, axy2+dx5)

es un centro, ya que el origen es monodrómico y el campo Z es reversible

al cambio x → −x, t → −t. Además si denotamos F = (ax2y + bxy2 +

cy3, axy2 + by3 + dx5), se verifica:

F ∧ Z = by2

(
x

y

)
∧ Z = by2(dx6 − ay4).

Por tanto, si b > 0 es un foco repulsivo, mientras que si b < 0 es un foco

atractivo.

g) Otro caso no lineal.

Sea el sistema ẋ = bx2 + axy2 − by3 − x4, ẏ = 4bxy2 − ay3 + 2x5. Su dia-

grama de Newton posee dos vértices exteriores V0 = (0, 4), V2 = (6, 0),

soportes de los campos, (−by3, 0), (0, 2x5), respectivamente. Para que

sea monodrómico debe cumplirse b > 0, ( condición B) del algoritmo).

Si b > 0, existe un único vértice interior V1 = (2, 1), soporte del campo,

(bx2, 0)T . Como no tiene ambas coordenadas pares, no tenemos mono-

dromı́a.

h) Otro caso más no lineal

Sea el sistema ẋ = bx2y + axy2 − by3 − x4, ẏ = 4bxy2 − ay3 + 2x5, éste

ejemplo y el anterior únicamente difieren en que éste sistema tiene el

término bx2y en la primera componente y el anterior bx2. el diagrama

de Newton de este sistema posee dos vértices exteriores V0 = (0, 4),
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V2 = (6, 0), soporte de los campos, (−by3, 0), (0, 2x5), respectivamente.

Para que el origen sea monodrómico, debe cumplirse b > 0. En este caso

existe un único vértice interior V1 = (2, 2), soporte de (bx2y, 4bxy2) y

βV1 = 2b
3b
> 0. Además hay dos caras compactas, de tipos (1, 1) y (1, 2)

cuyas funciones de Hamilton asociadas son h4 = 3bx2y2 − 2axy3 + by4 =

by2[(y − a
b
x)2 + (3 − a2

b2
)x2]) y h6 = 2x2(x4 + by2), y sus divergencias

asociadas son µ2 = 10bxy y µ3 = 10bxy, respectivamente.

Si 3 − a2

b2
> 0, todos los factores reales cumplen la condición 5) del

algoritmo y, por tanto, el origen en el sistema es monodrómico. Si 3 −
a2

b2
< 0, h4 posee factores reales simples, y por tanto el origen no es

monodrómico. Si 3− a2

b2
= 0, se verifica que y− a

b
x es un factor doble de

h4, y no lo es de µ2. Por tanto, tampoco hay monodromı́a.

i) Un caso no polinomial,

Consideramos el sistema ẋ = a sen3 y + b sen5 y + cx7 cos y, ẏ = dx4 +

ey5 cos3 x+ f x6

1−x
. Al desarrollarlo en serie de potencias, obtenemos:

ẋ = ay3 + (b− a
2
)y5 + cx7 − 1

2
cx7y2 + 1

4!
cx7y4 + · · · ,

ẏ = dx4 + ey5 − 3
2
ex2y5 + fx6 + fx7 + · · · .

Si d 6= 0, su diagrama de Newton posee el vértices exterior V = (5, 0),

soporte de (0, dx4). Puesto que la primera coordenada es impar, el ori-

gen no es monodrómico. Si d = 0, f 6= 0, el vértice exterior V = (7, 0),

con soporte (0, fx6), y por tanto el origen tampoco es monodrómico. Si

d = f = 0, el eje y = 0 es invariante y por tanto tampoco se tiene mono-

dromı́a. En definitiva, el origen de este sistema nunca es monodrómico.

2.10. Problema de monodromı́a para el siste-

ma nilpotente

Decimos que el sistema (2.0.1) es nilpotente si la matriz DF(0) posee dos

autovalores igual a cero pero no es idénticamente nula. En unas coordenadas
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apropiadas, todo sistema nilpotente se puede escribir como:

ẋ = y +X1(x, y),

ẏ = Y1(x, y),
(2.10.22)

donde

X1(x, y) =
∑

i+j≥2Ai,jx
iyj Y1(x, y) =

∑
i+j≥2Bi,jx

iyj,

Antes de estudiar la monodromı́a de este sistema, aplicando nuestro méto-

do, enunciamos el Teorema probado por Andreev [10], el cual resuelve el pro-

blema de monodromı́a

Teorema 2.10.56 Consideremos el sistema (2.10.22), y supongamos que el

origen es una singularidad aislada. Definimos las funciones

f(x) := Y2(x, F (x)) = axα + O
(
xα+1

)
, a 6= 0, α ≥ 2y

φ(x) := div (y +X2(x, y), Y2(x, y))|y=F (x)

donde φ(x) = bxβ +O
(
xβ+1

)
, b 6= 0 y β ≥ 1, o φ(x) ≡ 0. La función y = F (x)

es la solución de y +X2(x, y) = 0 que pasa por el origen.

Entonces, el origen de (2.10.22) es monodrómico si y sólo si a es negativo,

α es un número impar (α = 2n − 1), y se cumple alguna de las siguientes

condiciones:

i) β > n− 1,

ii) β = n− 1 y b2 + 4an < 0,

iii) φ ≡ 0

En este Teorema, la monodromı́a queda caracterizada por el primer término

del desarrollo en serie de las funciones f(x), φ(x). Estos primeros términos son

los mismos que los primeros términos de las funciones f̃(x) y φ̃(x) de la forma

normal de Takens

ẋ = y,

ẏ = f̃(x) + φ̃(x)y,
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con f̃(x) = aα,0x
α(1+

∑
j=1 ãα,jx

j), con aα,0 6= 0 y φ̃(x) = bβ,0x
β
(∑∞

j=1 b̃β,jx
j
)

con bβ,0 6= 0 o bien φ̃ ≡ 0.

En resumen, Andreev [10] aplica el estudio a una pre forma normal, siste-

ma simplificado. Nosotros también partiremos de una forma normal obtenida

eligiendo los co-rangos en la parte disipativa. Esta forma de proceder tiene

ventajas, como veremos en los siguientes caṕıtulos, no sólo en el estudio de la

monodromı́a sino también en el estudio de la integrabilidad y el problema de

centro.

En el siguiente Lema calculamos una forma forma normal del sistema

(2.10.22).

Lema 2.10.57 El sistema (2.10.22) es formalmente C∞-conjugado al sistema:

ẋ = y + xβ+1Ψ1(x),

ẏ = y
(
xβ+1Ψ1(x)

)′
+ xαΦ1(x),

(2.10.23)

donde α, β ∈ N y

Ψ1(x) =
∑∞

i=0 bβ,ix
i Φ1(x) =

∑∞
i=0 aα,ix

i

con aα,0 6= 0 o Φ1 ≡ 0, bβ,0 6= 0 o Ψ1 ≡ 0.

Demostración: Para el cálculo de la forma normal, usaremos el tipo t = (2, 1).

Con esta elección el sistema (2.10.22) se escribe como ẋ = F−1 + F0 + · · ·
donde:

F−1 = (y, 0)T ,

F0 = (A0,2y
2, 0)T ,

F1 = (A0,3y
3 + A1,1xy,B0,2y

2)T ,
...

Usando la expresión (2.3.3) cualquier polinomio cuasihomogéneo p2l ∈ Pt
2l

se expresa como: p2l(x, y) =
∑l

j=0 ajx
l−jy2j. Además, p2l+1(x, y) = yp2l(x, y).

Es fácil comprobar que:

∇p2l · F−1 = y
∂p2l

∂x
= y

[
l−1∑

j=0

(l − j)ajx
l−1−jy2j

]
,

∇p2l+1 · F−1 = p2l∇y · F−1 + y∇p2l · F−1 =

l∑

j=1

(l + 1 − j)aj−1x
l−jy2j.
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Estas igualdades permiten obtener un subespacio complementario a la ima-

gen del operador homológico L2l+k−1 para l > 0, k = 0, 1. Recordemos que

dicho operador L2l+k−1 : Q2l+k → Q2l+k−1, está definido por L2l+k−1 (P2l+k) =

[P2l+k,F−1].

si expresamos P2l+k = (p2(l+1)+k, q2l+k+1)
T , obtenemos:

[P2l+k,F−1] =

(
∇p2(l+1)+k · F−1 − q2l+k+1

∇q2l+k+1 · F−1

)
.

Ahora, podemos obtener la imagen de un elemento arbitrario. Distinguimos

dos casos:

Caso k = 0. Expresamos p2(l+1) =
∑l+1

j=0 ajx
l+1−jy2j, q2l+1 = y

∑l
j=0 bjx

l−jy3j,

se obtiene

L2l−1 (P2l) =




y

[
l∑

j=0

[(l + 1 − j)aj − bj ]x
l−jy2j

]

∑l
j=1(l + 1 − j)aj−1x

l−jy2j


 ,

y podemos elegir un subespacio complementario de la forma

Cor (L2l−1) =

〈(
0

xl

)〉
, l > 0.

Caso k = 1. Expresamos p2(l+1)+1 = y
∑l+1

j=0 ajx
l+1−jy2j, q2l+2 =

∑l+1
j=0 bjx

l+1−jy2j,

obtenemos

L2l (P2l+1) =

(
−b0xl+1 +

∑l+1
j=1 [(l + 2 − j)aj−1 − bj ] x

l+1−jy2j

y
[∑l

j=0(l + 1 − j)bjx
l−jy2j

]
)
,

y podemos elegir un subespacio complementario de la forma

Cor (L2l+1) =

〈(
xl+1

(l + 1)xly

)〉
.

La forma normal que aparece en el enunciado es la que corresponde a esta

elección del co-rango.
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Proposición 2.10.58 El sistema (2.10.23) es monodrómico si y sólo si bα,0 <

0, donde α = 2α̃− 1 es impar y β + 1 ≥ α̃.

Demostración: Si Φ1 ≡ 0, el eje y = 0 es invariante, por lo tanto el sistema no

es monodrómico. En el caso aα,0 6= 0 hay tres puntos soportes que caracterizan

el diagrama de Newton:

V0 = (0, 2), vértice en el eje de ordenadas, soporte del campo (y, 0)T .

V2 = (α+1, 0), vértice en el eje de abscisas, soporte del campo (0, aα,0x
α).

V1 = (β + 1, 1), que puede no ser vértice interior, soporte del campo

(bβ,0x
β+1, (β + 1)bβ,0x

βy).

Si α es par, el sistema no es monodrómico ya que la abscisa de V2 es impar.

Por ello tomaremos α = 2α̃− 1 con α̃ ∈ N. Si bα,0 > 0, por el apartado C) del

Algoritmo de monodromı́a, el sistema no es monodrómico.

Si el vértice V1 fuese interior, el sistema tampoco seŕıa monodrómico, al

tener una ordenada impar. Esta situación se produce cuando β + 1 < α̃. Si

β + 1 ≥ α̃, el diagrama de Newton posee dos únicos vértices en los ejes:

V0 = (0, 2), V2 = (2α̃, 0) y una única cara compacta del tipo (1, α̃), cuyo

primer término cuasihomogéneo y su función de Hamilton asociada son:

Fα̃−1 = (y + aβ,0χ{β+1=α̃}x
β+1, α̃aβ,0χ{β+1=α̃}x

βy + bα,0x
α)T ,

h2α̃ = −α̃y2 + bα,0x
2α̃

Puesto que bα,0 < 0, el sistema siempre es monodrómico ya que los factores de

h2α̃ son complejos.

2.11. Problema de monodromı́a para un siste-

ma nilpotente generalizado

Anteriormente estudiamos la monodromı́a de un sistema nilpotente. Ahora

pretendemos hacer lo mismo para el caso de un sistema nilpotente generalizado.
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Diremos que el sistema (2.0.1) es nilpotente generalizado si en unas coor-

denadas apropiadas se puede escribir como:

ẋ = yn(1 +X1(y)) + xX2(x, y),

ẏ = Y1(x, y)
(2.11.24)

donde n ≥ 2 y X1, X2 y Y1 son funciones anaĺıticas con X1(0) = X2(0, 0) =

Y1(0, 0) = 0 y el desarrollo en serie de Y1(x, y) comienza al menos en términos

de segundo orden.

Si n = 2, el diagrama de Newton del sistema (2.11.24) posee el vértice

V = (0, 3), cuya ordenada es impar. por ello el origen no es monodrómico. Aśı,

n = 3 es el menor natural impar mayor que uno, para al cual tiene sentido

estudiar la monodromı́a del origen del sistema (2.11.24). Este será el objeto

de esta sección. Antes de abordar este problema necesitaremos caracterizar

la existencia de órbitas caracteŕısticas, distintas de x = 0, para un sistema

que tiene al eje x = 0 como eje invariante. Es el propósito de la siguiente

subsección.

2.11.1. Órbitas caracteŕısticas de un sistema con un eje

invariante

Consideramos el siguiente sistema, cuyo eje x = 0 es invariante.

ẋ = x [yX1(y) + xX2(x, y)] ,

ẏ = xY1(x) + yY2(x, y),
(2.11.25)

donde
X1(y) =

∑∞
i=0Aiy

i X2(x, y) =
∑

i,j≥0Ai,jx
iyj

Y1(x) =
∑∞

i=0Bix
i Y2(x, y) =

∑
i,j≥0Bi,jx

iyj,

con B0,1 6= 0.

El siguiente lema calcula la forma normal de este sistema.

Lema 2.11.59 El sistema (2.11.25) es formalmente C∞-equivalente al siste-

ma:

ẋ = x
[
A0y + χ{A0=0}x

γyΨ2(x) + xβΨ1(x)
]
,

ẏ = B0,1y
2 + yxβΦ1(x) + xαΦ2(x),

(2.11.26)
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donde α, β, γ ∈ N y

Ψ2(x) =
∑∞

i=0 aγ,ix
i Ψ1(x) =

∑∞
i=0 χ{A0(β+i)−B0,1 6=0}aβ,ix

i

Φ1(x) =
∑∞

i=0(β + i)aβ,ix
i Φ2(x) =

∑∞
i=0 bα,ix

i

con bα,0 6= 0 o Φ2 ≡ 0, aβ,0 6= 0 o Ψ1 ≡ Φ1 ≡ 0, aγ,0 6= 0 o Ψ2 ≡ 0.

Demostración: Para el cálculo de la forma normal usaremos el tipo t = (3, 1).

con este tipo el sistema (2.11.25) se escribe como ẋ = F1 + F2 + · · · donde:

F1 = (A0xy,B0,1y
2)T , F2 = (A1xy

2, B0x+B0,2y
3)T , ...

Usando la expresión (2.3.3) cualquier polinomio cuasihomogéneo p3l ∈ Pt
3l

y sus derivadas parciales respecto a x e y se expresan como:

p3l(x, y) =

l∑

j=0

ajx
l−jy3j,

∂p3l(x, y)

∂x
=

l∑

j=0

(l − j)ajx
l−j−1y3j =

l−1∑

j=0

(l − j)ajx
l−j−1y3j,

∂p3l(x, y)

∂y
=

l∑

j=0

3jajx
l−jy3j−1 = y2

l∑

j=1

3jajx
l−jy3(j−1) = y2

l−1∑

j=0

3(j + 1)aj+1x
l−1−jy3j,

En primer lugar hallaremos un subespacio complementario a Im (`3l+k+1) para

l ≥ 0, k = 0, 1, 2, donde

`3l+k+1 : P3l+k → P3l+k+1

p3l+k `3l+k+1 (p3l+k) = ∇p3l+k+1 · F1

Utilizaremos que p3l+k(x, y) = ykp3l(x, y) y también:

∇p3l · F1 = A0xy
∂p3l

∂x
+B0,1y

2∂p3l

∂y

= y

[
A0

l−1∑

j=0

(l − j)ajx
l−jy3j +B0,1

l−1∑

j=0

3(j + 1)aj+1x
l−1−jy3(j+1)

]

= y

[
A0la0x

l +
l−1∑

j=1

[A0(l − j) + 3jB0,1] ajx
l−jy3j + 3lB0,1aly

3l

]

= y

[
l−1∑

j=0

[A0(l − j) + 3jB0,1] ajx
l−jy3j + 3lB0,1aly

3l

]
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Caso k = 0 se tiene:

`3l+1 (p3l) = ∇p3l · F1

Utilizando la función caracteŕıstica se tiene:

Cor (`3l+1) =
〈
χ{A0(l−j)+3jB0,1=0}x

l−jy3j+1
〉l−1

j=0
∀l ≥ 0

Caso k = 1 se tiene:

`3l+2 (p3l+1) = ∇p3l+1 · F1 = p3l∇y · F1 + y∇p3l · F1 = B0,1y
2p3l + y∇p3l · F1

= y2

[
(A0l +B0,1)a0x

l +

l−1∑

j=1

[A0(l − j) + (3j + 1)B0,1] ajx
l−jy3j

+(3l + 1)B0,1aly
3l
]

= y2

[
l−1∑

j=0

[A0(l − j) + (3j + 1)B0,1] ajx
l−jy3j + (3l + 1)B0,1aly

3l

]

por tanto podemos tomar

Cor (`3l+2) =
〈
χ{A0(l−j)+3(j+1)B0,1=0}x

l−jy3j+2
〉l−1

j=0
∀l ≥ 0

Caso k = 2 se tiene:

`3(l+1) (p3l+2) = ∇p3l+2 · F1 = p3l∇y2 · F1 + y2∇p3l · F1 = 2B0,1y
3p3l + y2∇p3l · F1

= y3

[
(A0l + 2B0,1)a0x

l +

l−1∑

j=1

[A0(l − j) + (3j + 2)B0,1] ajx
l−jy3j

+(3l + 2)B0,1aly
3l
]

= y3

[
l−1∑

j=0

[A0(l − j) + (3j + 2)B0,1] ajx
l−jy3j + (3l + 2)B0,1aly

3l

]

=
l∑

j=1

[A0(l + 1 − j) + (3j − 1)B0,1] aj−1x
l+1−jy3j + (3l + 2)B0,1aly

3l

por tanto podemos tomar

Cor
(
`3(l+1)

)
=
〈
xl+1,

(
χ{A0(l+1−j)+3(j−1)B0,1=0}x

l+1−jy3j
)l

j=1

〉
∀l ≥ 0
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Ahora hallaremos una base de un subespacio complementario a Im (L3l+k+1)

para l ≥ 0, k = 0, 1, 2, donde

L3l+k+1 : Q3l+k × Cor (`3l+k) → Q3l+k+1

(P3l+k, µ3l+k) L3l+k+1 (P3l+k) = [P3l+k,F1] + µ3l+kF1

Teniendo en cuenta que P3l+k debe tener la misma simetŕıa que el cam-

po, por tanto debe tener el eje x = 0 como eje invariante. Aśı P3l+k =

(xp3l+k, q3l+k+1)
T , obteniéndose:

[P3l+k,F1] + µ3l+kF1 =

(
∇xp3l+k · F1 − A0yxp3l+k −A0xq3l+k+1 + A0xyµ3l+k

∇q3l+k+1 · F1 − 2B0,1yq3l+k+1 +B0,1y
2µ3l+k

)

=

(
x [∇p3l+k · F1 − A0q3l+k+1 + A0yµ3l+k]

∇q3l+k+1 · F1 − 2B0,1yq3l+k+1 +B0,1y
2µ3l+k

)

Caso k = 0. p3l =
∑l

j=0 ajx
l−jy3j, q3l+1 = y

∑l
j=0 bjx

l−jy3j, µ3l =∑l
j=0 ejx

l−jy3j y ej = χ{A0(l−j)+3(j−1)B0,1=0} para j = 1, · · · , l− 1, el = 0.

Aśı

L3l+1 (P3l, µ3l) =

(
x [∇p3l · F1 − A0yq3l + A0yµ3l]

∇q3l+1 · F1 − 2B0,1y
2q3l +B0,1y

2µ3l

)

por lo que

L3l+1 (P3l, µ3l) =(
xy

[
l∑

j=0

[[A0(l − j) + 3jB0,1]aj + A0(ej − bj)] x
l−jy3j

])
e1

+
(
y2
[∑l

j=0 [[A0(l − j) + (3j − 1)B0,1]bj +B0,1ej ] x
l−jy3j

])
e2

Entonces podemos elegir un subespacio complementario de la forma

Cor (L3l+1) =

〈(
χ{A0=0}x

l+1y

0

)〉
, l ≥ 0,

Caso k = 1. p3l+1 = y
∑l

j=0 ajx
l−jy3j, q3l+2 = y2

∑l
j=0 bjx

l−jy3j, µ3l+1 =

y
∑l−1

j=0 ejx
l−jy3j, con ej = χ{A0(l−j)+3jB0,1=0} para j = 0, · · · , l − 1 . Aśı

L3l+2 (P3l+1, µ3l+1) =

(
x [∇p3l+1 · F1 −A0y

2q3l + A0yµ3l+1]

∇q3l+2 · F1 − 2B0,1y
3q3l +B0,1y

2µ3l+1

)
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por lo que

L3l+2 (P3l+1, µ3l+1) =(
xy2

[∑l−1
j=0 [[A0(l − j) + (3j + 1)B0,1]aj + A0(ej − bj)] x

l−jy3j

+[(3l + 1)B0,1al − A0bl]y
3l
])

e1

+y3

[
l−1∑

j=0

[[A0(l − j) + 3jB0,1]bj +B0,1ej ]x
l−jy3j + 3lB0,1bly

3l

)
e2

Entonces podemos elegir un subespacio complementario de la forma

Cor (L3l+2) =

〈(
0

xl+1

)〉
, ∀l ≥ 0,

Caso k = 2. p3l+2 = y2
∑l

j=0 ajx
l−jy3j, q3(l+1) =

∑l+1
j=0 bjx

l+1−jy3j, µ3l+2 =

y2
∑l−1

j=0 ejx
l−jy3j donde ej = χ{A0(l−j)+3(j+1)B0,1=0} para j = 0, · · · , l− 1.

Aśı

L3(l+1) (P3l+2, µ3l+2) =

(
x
[
∇p3l+2 · F1 −A0q3(l+1) + A0yµ3l+2

]

∇q3(l+1) · F1 − 2B0,1yq3(l+1) +B0,1y
2µ3l+2

)

por lo que

L3(l+1) (P3l+2, µ3l+2) =(
x

[
−A0b0x

l+1 + y3

l−1∑

j=0

[[A0(l − j) + (3j + 2)B0,1]aj + A0(ej − bj+1)] x
l−jy3j

+ [(3l + 2)B0,1al −A0bl+1] y
3(l+1)

])
e1 +

(
y
[
[A0(l + 1) − 2B0,1]b0x

l+1

+y3
∑l−1

j=0 [[A0(l − j) + (3j + 1)B0,1] bj+1 +B0,1ej ] x
l−jy3j + (3l + 1)B0,1bl+1y

3(l+1)
])

e2

Entonces podemos elegir un subespacio complementario de la forma

Cor
(
L3(l+1)

)
=

〈(
axl+2

bxl+1y

)〉
, ∀l ≥ 0, con a[A0(l + 1) − 2B0,1] + bA0 6= 0

Una elección del co-rango que nos interesa es:

Cor
(
L3(l+1)

)
=

〈(
χ{A0(l+1)−B0,1 6=0}x

l+2

(l + 1)xl+1y

)〉
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Con esto se prueba el resultado.

Proposición 2.11.60 Sea ∆ = α̃2a2
β,0χ{B0,1−A0α̃=0}χ{β=α̃}−4bα,0(B0,1−α̃A0).

El sistema (2.11.26) no posee órbitas caracteŕısticas distintas de x = 0 si y

sólo si:

α = 2α̃ con α̃ ∈ N, β ≥ α̃, ∆ < 0 y
B0,1

A0
/∈ [0, α̃].

Demostración: Si Φ1 ≡ 0, el eje y = 0 es una órbita caracteŕıstica distinta

de x = 0. En el caso bα,0 6= 0 hay tres puntos soportes que caracterizan el

diagrama de Newton. V0 = (1, 2) asociado al campo (A0xy,B0,1y
2) vértice

interior, V2 = (α + 1, 0), asociado al campo (0, bα,0x
α), vértices en el eje y

V1 = (β + 1, 1) asociado al campo (aβ,0x
β+1, (β + 1)aβ,0x

βy) que puede no

ser vértice interior. En primer lugar hemos de eliminar el caso en que V1 sea

vértice interior pues el sistema tendŕıa órbitas caracteŕısticas distintas de x = 0

al tener ordenada impar. Esta situación se tiene cuando 2β < α. Si 2β ≥ α,

el diagrama de Newton posee un vértice en el eje V2 = (α + 1, 0), un vértice

interior V0 = (1, 2) y una única cara compacta del tipo (2, α) cuyo primer

término y su función de Hamilton son:

Fα = (A0xy + aβ,0χ{A0β−B0,1 6=0}χ{2β=α}x
β+1, B0,1y

2 + βaβ,0χ{2β=α}x
βy + bα,0x

α),

h2α+2 = x
[
(2B0,1 − αA0)y

2 + (2β − αχ{A0β−B0,1 6=0})aβ,0χ{2β=α}x
β+1y + 2bα,0x

α
]

Si α es impar, esto es, α = 2α̃− 1 entonces χ{2β=2α̃−1} = 0 y por tanto

h4α̃ = x
[
(2B0,1 − (2α̃− 1)A0)y

2 + 2bα,0x
2α̃−1

]

si (2B0,1 − (2α̃ − 1)A0) 6= 0, h4α̃ posee un factor real no trivial simple. De

aqúı deducimos que existen órbitas caracteŕısticas distintas de x = 0.

Si (2B0,1 − (2α̃− 1)A0) = 0 entonces

h4α̃ = 2bα,0x
2α̃

µ2α̃−1 = (A0 + 2B0,1)y

y el factor x de h4α̃ no lo es de µ2α̃−1 por lo tanto también existen órbitas

caracteŕısticas distintas de x = 0.
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Si α = 2α̃ entonces el tipo asociada a la cara compacta es (1, α̃) y la función

de Hamilton del primer término es:

h2α̃+1 = 2x
[
(B0,1 − α̃A0)y

2 + (β − α̃χ{A0β−B0,1 6=0})aβ,0χ{β=α̃}x
βy + bα,0x

2α̃
]

= 2x
[
(B0,1 − α̃A0)y

2 + α̃(1 − χ{A0α̃−B0,1 6=0})aβ,0χ{β=α̃}x
α̃y + bα,0x

2α̃
]

= 2x
[
(B0,1 − α̃A0)y

2 + α̃χ{B0,1−A0α̃=0}χ{β=α̃}aβ,0x
α̃y + bα,0x

2α̃
]
.

En resumen, la función de Hamilton, su discriminante y la divergencia del

primer término son:

h2α̃+1 = 2x
[
(B0,1 − α̃A0)y

2 + α̃χ{B0,1−A0α̃=0}χ{β=α̃}aβ,0x
α̃y + bα,0x

2α̃
]

∆ = α̃2a2
β,0χ{B0,1−A0α̃=0}χ{β=α̃} − 4bα,0(B0,1 − α̃A0)

µα̃ = (A0 + 2B0,1)y +
[
(α̃+ 1)χ{B0,1−α̃A0 6=0} + α̃

]
aβ,0χ{β=α̃}x

α̃

Si ∆ > 0 entonces h2α̃+1 posee dos factores reales simples no triviales por

lo que existen órbitas caracteŕısticas distintas de x = 0.

Si ∆ = 0 y aβ,0χ{B0,1−A0α̃=0}χ{β=α̃} = 0 es B0,1 = α̃A0 6= 0 y µα̃ = (2α̃ +

1)A0y + α̃aβ,0χ{β=α̃}x
α̃. Aśı es x el único factor de h2α̃+1 , no siendo x factor

de µα̃ por lo tanto existen órbitas caracteŕısticas distintas de x = 0.

Si ∆ = 0 y aβ,0χ{B0,1−A0α̃=0}χ{β=α̃} 6= 0 entonces β = α̃, B0,1 = α̃A0 6= 0,

aβ,0 6= 0 y h2α̃+1 = 2xα̃+1
[
α̃aβ,0y + bα,0x

α̃
]

posee un factor real simple por lo

tanto existen órbitas caracteŕısticas distintas de x = 0.

Si ∆ < 0, entonces h2α̃ posee ráıces complejas y no puede ser B0,1−α̃A0 = 0

ya que entonces seŕıa ∆ ≥ 0. Aśı se tiene
B0,1

A0
6= 0,

B0,1

A0
6= α̃. Por tanto si

0 <
B0,1

A0
< α̃ es βV0 < 0 y existen órbitas caracteŕısticas distintas de x = 0. Y

si
B0,1

A0
/∈ [0, α̃] no existen órbitas caracteŕısticas distintas de x = 0.

2.11.2. Caracterización de la monodromı́a para un sis-

tema nilpotente generalizado

En primer lugar calculamos una forma norma con co-rango disipativo para

hacer una simplificación previa del sistema.
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Lema 2.11.61 El sistema (2.11.24), con n = 3, es formalmente C∞-conjugado

al sistema:

ẋ = y3 + xδ+1y2Ψ1(x) + xγ+1yΨ2(x) + xβ+1Ψ3(x),

ẏ = y3
(
xδ+1Ψ1(x)

)′
+ xγy2Φ2(x) + xβyΦ3(x) + xαΦ4(x),

(2.11.27)

donde α, β, γ, δ ∈ N y

Ψ1(x) =
∑∞

i=0 aδ,ix
i Ψ2(x) =

∑∞
i=0 aγ,ix

i Ψ3(x) =
∑∞

i=0 aβ,ix
i

Φ4(x) =
∑∞

i=0 bα,ix
i Φ2(x) =

∑∞
i=0 bγ,ix

i, Φ3(x) =
∑∞

i=0 bβ,ix
i,

con bα,0 6= 0 o Φ4 ≡ 0,
[
a2

β,0 + b2β,0

]
6= 0 o Ψ3 ≡ Φ3 ≡ 0,

[
a2

γ,0 + b2γ,0

]
6= 0 o

Ψ2 ≡ Φ2 ≡ 0, aδ,0 6= 0 o bien Ψ1 ≡ 0,

Demostración: Para el cálculo de la forma normal usaremos el tipo t = (3, 1).

con este tipo el sistema (2.11.24) se escribe como ẋ = F0 + F1 + · · · donde:

F0 = (y3, 0)T , F1 = (a4,0y
4 + a1,1xy, b0,2y

2)T , ...

Usando la expresión (2.3.3) cualquier polinomio cuasihomogéneo p3l ∈ Pt
3l

y su derivada parcial respecto a x se expresa como:

p3l(x, y) =
l∑

j=0

ajx
l−jy3j,

∂p3l(x, y)

∂x
=

l∑

j=0

(l − j)ajx
l−j−1y3j =

l−1∑

j=0

(l − j)ajx
l−j−1y3j

Nos proponemos hallar una base de un subespacio complementario a Im (L3l+k)

para l ≥ 0, k = 0, 1, 2 no ambos nulos, donde

L3l+k : Q3l+k → Q3l+k

P3l+k L3l+k (P3l+k) = [P3l+k,F0]

Teniendo en cuenta que P3l+k = (p3(l+1)+k, q3l+k+1)
T y que p3l+k(x, y) = ykp3l(x, y)

es

[P3l+k,F0] =

(
∂p3(l+1)+k

∂x
y3 − 3y2q3l+k+1

∂q3l+k+1

∂x
y3

)
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Caso k = 0, 1. p3(l+1)+k = yk
∑l+1

j=0 ajx
l+1−jy3j, q3l+k+1 = yk+1

∑l
j=0 bjx

l−jy3j.

Aśı

L3l+k (P3l+k) =

(
y3+k

∑l
j=0(l + 1 − j)ajx

l−jy3j − 3y2yk+1
∑l

j=0 bjx
l−jy3j

y3+k+1
∑l−1

j=0(l − j)bjx
l−j−1y3j

)

=

(
yk
[∑l

j=0(l + 1 − j)ajx
l−jy3(j+1) − 3

∑l
j=0 bjx

l−jy3(j+1)
]

yk+1
∑l−1

j=0(l − j)bjx
l−j−1y3(j+1)

)

=

(
yk
∑l+1

j=1 [(l − j)aj−1 − 3bj−1]x
l+1−jy3j

yk+1
∑l

j=1(l + 1 − j)bj−1x
l−jy3j

)

Entonces podemos elegir un subespacio complementario de la forma

Cor (L3l+k) =

〈(
xl+1yk

0

)
,

(
0

xlyk+1

)〉
, l ≥ 0, k = 0, 1, l + k > 0

Caso k = 2. p3(l+1)+k(x, y) = y2
∑l

j=0 ajx
l−jy3j y q3l+k+1 =

∑l+1
j=0 bjx

l+1−jy3j.

Aśı

L3l+2 (P3l+2) =

(
y5
∑l

j=0(l + 1 − j)ajx
l−jy3j − 3y2

∑l+1
j=0 bjx

l+1−jy3j

y3
∑l

j=0(l + 1 − j)bjx
l−jy3j

)

=

(
y2
[∑l

j=0(l + 1 − j)ajx
l−jy3(j+1) − 3

∑l+1
j=0 bjx

l+1−jy3j
]

∑l
j=0(l + 1 − j)bjx

l−jy3(j+1)

)

=

(
y2
[
−3b0x

l+1 +
∑l+1

j=1 [(l + 2 − j)aj−1 − 3bj ]x
l+1−jy3j

]

∑l+1
j=1(l + 2 − j)bj−1x

l+1−jy3j

)

Entonces podemos elegir un subespacio complementario de la forma

Cor (L3l+2) =

〈(
axl+1y2

bxly3

)
,

(
0

xl+1

)〉
, (l + 1)a+ 3b 6= 0, l ≥ 0.

Una posible elección del co-rango puede ser Cor (L3l+k) =

〈(
0

xly3

)
,

(
0

xl+1

)〉

pero el que nos interesa es:

Cor (L3l+k) =

〈(
xl+1y2

(l + 1)xly3

)
,

(
0

xl+1

)〉
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Con esto se prueba el resultado.

Notas: En el sistema (2.11.27) consideraremos las siguientes restricciones:

a) α debe ser impar ya que en otro caso se tendŕıa un vértice (α + 1, 0) con

abscisa impar. Por tanto, el origen no seŕıa monodrómico.

b) Mediante un escalado podemos tomar bα,0 = −1 ya que en otro caso, por

la condición B) del algoritmo, el sistema (2.11.27) no es monodrómico.

La siguiente proposición, dada por Aranda en [11], será útil para caracterizar

la monodromı́a del sistema (2.11.27). Describe las distintas situaciones que se

tienen: ráıces complejas o reales, simples o múltiples de un polinomio de grado

cuatro. Para hallar el número de ráıces reales utiliza el método de Sturm y

para los casos de ráıces múltiples condiciones sobre la resultante.

Proposición 2.11.62 Sea el polinomio p4(z) = mz4 + pz3 + qz2 + rz + s con

ms 6= 0. Sean

Q = −8mq + 3p2

R = q2 − 3pr + 12ms

V2 =
1

3
(4mq −Q)R + 6msQ+ 2mrpq + 2m2(8sq − 9r2)

D4 = (r2 − 4sq)V2 − 3s2Q2 +
[pr

3
(6sq − r2) − 8sm(sq + r2)

]
Q

+8sm(8sm− rp)R− 4

3
r2m(6sm− rp)q −m2(9r4 + 512ms3 − 96rps2)

entonces p4(z) tiene las siguientes ráıces:

4 ráıces reales distintas si D4 > 0, V2 > 0 y Q > 0.

2 ráıces reales distintas y 2 complejas si D4 < 0.

4 ráıces complejas distintas si D4 > 0 y V2 ≤ 0 o Q ≤ 0.

1 ráız doble real y 2 simples reales si D4 = 0 y V2 > 0.

1 ráız doble real y 2 simples complejas si D4 = 0 y V2 < 0.
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1 ráız triple real y 1 simple real si D4 = V2 = R = 0 y Q 6= 0.

2 ráıces dobles reales si D4 = V2 = 0, Q > 0 y R 6= 0.

2 ráıces dobles complejas si D4 = V2 = 0, Q < 0 y R 6= 0.

1 ráız real cuádruple si D4 = V2 = Q = 0.

En el siguiente teorema estudiamos los casos de monodromı́a para el sistema

(2.11.27) con α impar y bα,0 = −1.

Teorema 2.11.63 Sean

∆i = (bβ,0 − (α̃− γ̃)aβ,0)
2χ{γ̃+α̃=β+1} + 4(bγ,0 − (α̃− γ̃)aγ,0),

∆1 = (2bγ,0 − (2α̂− 1)aγ,0)
2χ{2(α̂−1)=γ} − 8(2α̂− 1)

q = (bγ,0 − α̂aγ,0)χ{2α̂=γ+1}

r = (bβ,0 − α̂aβ,0)χ{3α̂=β+1}

V2 = 2α̂(2q3 − 8α̂q − 9α̂r2),

D4 = (4q + r2)V2 − α̂2(64q2 + 56r2q + 9r4 − 256α̂)

El origen del sistema (2.11.27) con ã0,0 = 1, bα,0 = −1, α = 2α̃ − 1 es

monodrómico si se verifican alguna de las siguientes condiciones:

m1) γ = 2γ̃ − 1, γ̃ ≤ δ + 1, 2γ̃ < α̃ ≤ β + 1 − γ̃,
bγ,0

aγ,0
/∈ [γ̃, α̃− γ̃], ∆i < 0 y

bγ,0 − γ̃aγ,0 < 0.

m2) γ = 2γ̃ − 1, γ̃ ≤ δ + 1, 2γ̃ < α̃ ≤ β + 1 − γ̃,
bγ,0

aγ,0
= γ̃ y ∆i < 0.

m3) γ = 2γ̃ − 1, γ̃ ≤ δ + 1, 2γ̃ < α̃ ≤ β + 1 − γ̃,
bγ,0

aγ,0
= α̃ − γ̃, ∆i = 0 y

bγ,0 − γ̃aγ,0 < 0.

m4) α̃
2

= mı́n
{
δ + 1, γ+1

6
, β+1

3
, α̃

2

}
, α̃ = 2α̂− 1, ∆1 < 0.

m5) α̃
2

= mı́n
{
δ + 1, γ+1

6
, β+1

3
, α̃

2

}
, α̃ = 2α̂, D4 > 0 y V2 ≤ 0 o q ≤ 0.

m6) α̃
2

= mı́n
{
δ + 1, γ+1

6
, β+1

3
, α̃

2

}
, α̃ = 2α̂, r = 0, γ + 1 = 2α̂ y bγ,0 =

−2
√
α̂ + α̂aγ,0.

En los siguientes casos el tipo topológico no está determinado



2.11 Problema de monodromı́a para un sistema nilpotente generalizado 123

d1) γ = 2γ̃−1, γ̃ ≤ δ+1, β+1 = α̃+γ̃, 2γ̃ < α̃, ∆i = 0, bγ,0−(α̃−γ̃)aγ,0 < 0,

bγ,0 − γ̃aγ,0 ≤ 0, (bβ,0 − (α̃− γ̃)aβ,0) 6= 0 y [bβ,0 + (γ̃ + α̃)aβ,0][bβ,0 − (α̃−
γ̃)aβ,0] − 4(bγ,0 + γ̃aγ,0) = 0.

d2) α̃
2

= mı́n
{
δ + 1, γ+1

6
, β+1

3
, α̃

2

}
, α̃ = 2α̂ − 1, γ = 2(α̂ − 1), ∆1 = 0, bγ,0 =

−2α̂−1
2
aγ,0 6= 0.

d3) α̃
2

= mı́n
{
δ + 1, γ+1

6
, β+1

3
, α̃

2

}
, α̃ = 2α̂, D4 = 0 y V2 > 0, bγ,0 − α̂aγ,0 < 0,

γ + 1 = 2α̂, bβ,0 − α̂aβ,0 6= 0, β + 1 = 3α̂ y 4α̂aδ,0χ{δ+1=α̂}λ
2 + 2(bγ,0 +

α̂aγ,0)λ+ bβ,0 + 3α̂aβ,0 = 0 con λ = −signo(r)

√
−q+

√
q2−20α̂

10α̂
.

d4) α̃
2

= mı́n
{
δ + 1, γ+1

6
, β+1

3
, α̃

2

}
, α̃ = 2α̂, r = 0, γ + 1 = 2α̂, bγ,0 = 3

√
α̂,

aγ,0 = 1√
α̂

y 4aδ,0χ{δ+1=α̂} + (bβ,0 + 3α̂aβ,0)χ{β+1=3α̂} = 0.

En estos casos, la monodromı́a del sistema (2.11.27) equivale a la no existencia

de órbitas caracteŕısticas distintas de x = 0 del sistema (2.11.26), problema

resuelto en la Proposición 2.11.60. El sistema (2.11.26) es C∞-equivalente al

sistema (2.11.25) que es obtenido a su vez al aplicar al sistema (2.11.27) los

siguientes blow-up:

d1) x = u y = uα̃−γ̃
(
ȳ + 2

bβ,0−(α̃−γ̃)aβ,0

)
, dt = dτ

uα̃+γ̃−1

d2) x = u2

(
x̄−

(
(2α̂−1)aγ,0

2

) 1
2α̂−1

)
, y = u2α̂−1, dt = dτ

u6α̂−5 .

d3) x = u, y = uα̂ (ȳ + λ), dt = dτ
u3α̂−1 .

d4) x = u, y = uα̂
(
ȳ ∓ 1√

α̂

)
, dt = dτ

u3α̂−1 , uno para cada signo.

En todos los demás casos el sistema (2.11.27) posee alguna órbita carac-

teŕıstica.

Demostración: Hay cuatro puntos soportes que caracterizan el diagrama de

Newton. V0 = (0, 4) y V4 = (2α̃, 0) vértices en los ejes y V3 = (β + 1, 1),

V2 = (γ+1, 2), V1 = (δ+1, 3) que pueden no ser vértices interiores. En primer

lugar hemos de eliminar los casos en que V1 o V3 son vértices interiores pues

en esos casos el sistema no es monodrómico al tener ordenadas impares.
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A) Si δ + 1 < mı́n
{

γ+1
2
, β+1

3
, α̃

2

}
entonces V1 es vértice interior por tanto el

sistema no es monodrómico ya que la ordenada de su soporte en impar.

B) Si β+1
3

= mı́n
{

γ+1
2
, β+1

3
, α̃

2

}
≤ δ + 1 entonces V3 es vértice interior, el

sistema tampoco es monodrómico ya que la ordenada de su soporte es

impar.

C) Si γ+1
2

≤ δ+ 1 y γ+1
2
< β+1

3
< γ+1

6
+ α̃

3
entonces también se tiene β+1

3
< α̃

2
.

En este caso V3 es vértice interior, el sistema tampoco es monodrómico

ya que la ordenada de su soporte es impar.

D) Si γ+1
2

≤ δ+ 1 y γ+1
2
< γ+1

6
+ α̃

3
≤ β+1

3
entonces también se tiene γ+1

2
< α̃

2
.

En este caso V2 = (γ + 1, 2) es el único vértice interior del diagrama de

Newton del sistema. Por tanto para que sea monodrómico debe ser γ

impar, γ = 2γ̃−1. Aśı las desigualdades son: γ̃ ≤ δ+1 y γ̃ < γ̃+α̃
3

≤ β+1
3

con 2γ̃ < α̃. El diagrama de Newton del sistema consta de un vértice

interior V2 con soporte (2γ̃, 2) y dos caras compactas de tipos (1, γ̃),

la superior, y (1, α̃ − γ̃), la inferior. La cara superior contiene el punto

soporte V1 si γ̃ = δ + 1 y la inferior contiene el punto soporte V3 si

γ̃ + α̃ = β + 1. Utilizaremos la función caracteŕıstica para describir de

forma cómoda todos los casos. Si denotamos Fs, Fi los primeros términos

del campo respecto a los tipos de las caras superior e inferior al vértice

V2, ãδ,0 = aδ,0χ{γ̃=δ+1}, b̃δ,0 = bδ,0χ{γ̃=δ+1}, ãβ,0 = aβ,0χ{γ̃+α̃=β+1} y b̃β,0 =

bβ,0χ{γ̃+α̃=β+1} se tiene:

Fs =
(
y3 + aδ,0χ{γ̃=δ+1}x

δ+1y2 + aγ,0x
2γ̃y, (δ + 1)aδ,0χ{γ̃=δ+1}x

δy3 + bγ,0x
2γ̃−1y2

)
,

Fi =
(
aγ,0x

2γ̃y + aβ,0χ{γ̃+α̃=β+1}x
β+1, bγ,0x

2γ̃−1y2 + bβ,0χ{γ̃+α̃=β+1}x
βy − x2α̃−1

)
.

Aśı mismo, denotando hi(x, y), ∆i, µi las funciones de Hamilton su dis-

criminante, y la divergencia de Fi y hs(x, y) la función de Hamilton de

Fs, se tiene:

4γ̃hs(x, y) = (bγ,0 − γ̃aγ,0)x
2γ̃y2 − γ̃y4 = −γ̃y2

[
y2 − bγ,0−γ̃aγ,0

γ̃
x2γ̃
]
,

2α̃hi(x, y) = (bγ,0 − (α̃− γ̃)aγ,0)x
2γ̃y2 + (bβ,0 − (α̃− γ̃)aβ,0)χ{γ̃+α̃=β+1}x

γ̃+α̃y − x2α̃

= −x2γ̃

[(
xα̃−γ̃ − (bβ,0−(α̃−γ̃)aβ,0)χ{γ̃+α̃=β+1}

2
y
)2

− ∆i

4
y2

]
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∆i = (bβ,0 − (α̃− γ̃)aβ,0)
2χ{γ̃+α̃=β+1} + 4(bγ,0 − (α̃− γ̃)aγ,0),

µi = (2γ̃aγ,0 + 2bγ,0)x
2γ̃−1y + ((γ̃ + α̃)aβ,0 + bβ,0)χ{γ̃+α̃=β+1}x

γ̃+α̃−1

= x2γ̃−1
[
2(bγ,0 + γ̃aγ,0)y + (bβ,0 + (γ̃ + α̃)aβ,0)χ{γ̃+α̃=β+1}x

α̃−γ̃
]

D1 Si ∆i > 0 o bγ,0 − γ̃aγ,0 > 0 el sistema no es monodrómico ya que las

funciones de Hamilton tienen ráıces simples.

D2 Si α̃− γ̃ < bγ,0

aγ,0
< γ̃ entonces βV2 < 0 y por tanto no es monodrómico.

D3 Si ∆i < 0, bγ,0 − γ̃aγ,0 < 0 y
bγ,0

aγ,0
/∈ [γ̃, α̃− γ̃] entonces el sistema es

monodrómico. Es la situación m1).

D4 Si ∆i < 0 entonces debe ser bγ,0 − (α̃− γ̃)aγ,0 < 0, si además suponemos

bγ,0 − γ̃aγ,0 = 0 resulta hs = −γ̃y4 y βV2 =
bγ,0−(α̃−γ̃)aγ,0

−γ̃
> 0. Verifican

todas las condiciones del algoritmo por lo que el sistema es monodrómico.

Es la situación m2).

D5 Si ∆i = 0 y bγ,0−(α̃−γ̃)aγ,0 = 0 entonces (bβ,0−(α̃−γ̃)aβ,0)χ{γ̃+α̃=β+1} = 0.

No puede ser bγ,0 − γ̃aγ,0 = 0. Si bγ,0 − γ̃aγ,0 > 0 el sistema no es mo-

nodrómico por D1. Si bγ,0− γ̃aγ,0 < 0 entonces hs posee ráıces complejas,

hi = −x2α̃ y βV2 = −1
bγ,0−γ̃aγ,0

> 0. Verifican todas las condiciones del al-

goritmo por lo que el sistema es monodrómico. Es la situación m3).

D6 Si ∆i = 0 y bγ,0 − (α̃ − γ̃)aγ,0 < 0, no puede ser positivo, entonces debe

ser (bβ,0 − (α̃− γ̃)aβ,0)χ{β+1=γ̃+α̃} 6= 0 por tanto (bβ,0 − (α̃− γ̃)aβ,0) 6= 0,

β+1 = γ̃+α̃ y hi posee el factor real doble no trivial y− 2
bβ,0−(α̃−γ̃)aβ,0

xα̃−γ̃.

Para que el sistema sea monodrómico es necesario que este factor lo sea de

la divergencia y que bγ,0−γ̃aγ,0 ≤ 0. Las condiciones bγ,0−(α̃−γ̃)aγ,0 < 0,

bγ,0 − γ̃aγ,0 ≤ 0 implican
bγ,0

aγ,0
/∈ (γ̃, α̃− γ̃). En resumen se tiene que

cumplir: ∆i = 0, bγ,0 − (α̃− γ̃)aγ,0 < 0, bγ,0 − γ̃aγ,0 ≤ 0, β + 1 = α̃ + γ̃,

(bβ,0 − (α̃− γ̃)aβ,0) 6= 0 y

[bβ,0 + (γ̃ + α̃)aβ,0][bβ,0 − (α̃− γ̃)aβ,0] − 4(bγ,0 + γ̃aγ,0) = 0

Para determinar si el sistema es monodrómico aplicamos el blow-up x =

u, y = uα̃−γ̃
(
ȳ + 2

bβ,0−(α̃−γ̃)aβ,0

)
, dt = dτ

uα̃+γ̃−1 . El sistema se transforma en
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(2.8.20) que tiene la forma del sistema (2.11.25) con A0 = aγ,0 y B0,1 =

bγ,0 − (α̃ − γ̃)aγ,0. La condición de monodromı́a del sistema (2.11.27)

equivale a la no existencia de órbitas caracteŕısticas del sistema (2.11.25).

Es la situación d1)

E) Caso α̃
2

= mı́n
{
δ + 1, γ+1

6
, β+1

3
, α̃

2

}
. El diagrama de Newton del sistema

consta de una única cara compacta del tipo (1, α̃). Esta cara contiene el

punto soporte V1 si δ + 1 = α̃
2
, al punto soporte V2 si γ + 1 = α̃, y al

punto soporte V3 si β+1
3

= α̃
2
.

Distinguiremos los casos α̃ par o impar, o lo que es lo mismo α̃ = 2α̂,

α̃ = 2α̂− 1 respectivamente con α̂ ∈ N.

E1 Caso α̃ = 2α̂ − 1, entonces el diagrama de Newton posee una única cara

compacta del tipo (2, 2α̂ − 1). Los puntos soportes V1 y V3 no pueden

pertenecer a dicha cara y el punto soporte V2 pertenece a la cara si
γ+1

2
= α+1

4
, esto es, γ = 2(α̂ − 1). Si F6α̂−5 es el primer término del

campo respecto al tipo (2, 2α̂− 1), se tiene:

F6α̂−5 =
(
y3 + aγ,0χ{2(α̂−1)=γ}x

2α̂−1y, bγ,0χ{2(α̂−1)=γ}x
2α̂−2y2 − x4α̂−3

)

Aśı mismo, denotando hr(x, y), ∆r, µr las funciones de Hamilton su dis-

criminante, y la divergencia de F6α̂−5, se tiene:

(8α̂− 4)h8α̂−4 = −(2α̂− 1)y4 + (2bγ,0 − (2α̂− 1)aγ,0)χ{2(α̂−1)=γ}x
2α̂−1y2

−2x4α̂−2,

= −2

[(
x2α̂−1 − (2bγ,0 − (2α̂− 1)aγ,0)χ{2(α̂−1)=γ}

4
y2

)2

− ∆1

16
y4

]
,

∆1 = (2bγ,0 − (2α̂− 1)aγ,0)
2χ{2(α̂−1)=γ} − 8(2α̂− 1),

µ6α̂−5 = (2bγ,0 + (2α̂− 1)aγ,0)χ{2(α̂−1)=γ}x
2(α̂−1)

E1a Si ∆1 > 0, hr posee factores reales simples por tanto no es monodrómico.

E1b Si ∆1 < 0, hr sólo posee factores complejos por tanto es monodrómico,

es la situación m4)
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E1c Si ∆1 = 0, entonces debe ser (2bγ,0 − (2α̂ − 1)aγ,0)χ{2(α̂−1)=γ} 6= 0,

esto es, γ = 2(α̂ − 1) y 2bγ,0 − (2α̂ − 1)aγ,0 6= 0. Además h8α̂−4 po-

see el factor doble real no trivial x2α̂−1 − 2bγ,0−(2α̂−1)aγ,0

4
y2. Para que el

sistema sea monodrómico es necesario que este factor lo sea de la di-

vergencia. En resumen se tiene que cumplir: ∆1 = 0, γ = 2(α̂ − 1),

bγ,0 = −2α̂−1
2
aγ,0 6= 0, y el factor real doble es x2α̂−1 +

(2α̂−1)aγ,0

2
y2. Para

determinar si el sistema es monodrómico es necesario realizar un blow-

up x = u2

(
x̄−

(
(2α̂−1)aγ,0

2

) 1
2α̂−1

)
, y = u2α̂−1, dt = dτ

u6α̂−5 . El sistema

se transforma en (2.8.21) que tiene la forma del sistema (2.11.25) con

A0 = 1 y B0,1 = −2. La condición de monodromı́a del sistema (2.11.27)

equivale a la no existencia de órbitas caracteŕısticas del sistema (2.11.25).

Es el caso descrito en d2)

E2 Caso α̃ = 2α̂, entonces el diagrama de Newton posee una única cara

compacta del tipo (1, α̂). Los puntos soportes V1 y V3 y V2 pertenecen a

dicha cara si δ + 1 = α̂, γ + 1 = 2α̂ y β + 1 = 3α̂ respectivamente. Si

denotamos F3α̂−1 el primer término del campo respecto al tipo (1, α̂), se

tiene:

F3α̂ =
(
y3 + aδ,0χ{α̂=δ+1}x

α̂y2 + aγ,0χ{2α̂=γ+1}x
2α̂y + aβ,0χ{3α̂=β+1}x

3α̂ ,

(δ + 1)aδ,0χ{α̂=δ+1}x
α̂−1y3 + bγ,0χ{2α̂=γ+1}x

2α̂−1y2

+bβ,0χ{3α̂=β+1}x
3α̂−1y − x4α̂−1

)

Si denotamos h4α̂(x, y), µ3α̂−1 las funciones de Hamilton y la divergencia

de F3α̂−1, se tiene:

4α̂h4α̂ = −α̂y4 + (bγ,0 − α̂aγ,0)χ{2α̂=γ+1}x
2α̂y2 + (bβ,0 − α̂aβ,0)χ{3α̂=β+1}x

3α̂y − x4α̂,

µ3α̂−1 = 4α̂aδ,0χ{α̂=δ+1}x
α̂−1y2 + 2(bγ,0 + α̂aγ,0)χ{2α̂=γ+1}x

2α̂−1y

+(bβ,0 + 3α̂aβ,0)χ{3α̂=β+1}x
3α̂−1

= xα̂−1
[
4α̂aδ,0χ{α̂=δ+1}y

2 + 2(bγ,0 + α̂aγ,0)χ{2α̂=γ+1}x
α̂y

+(bβ,0 + 3α̂aβ,0)χ{3α̂=β+1}x
2α̂
]

Utilizando la proposición 2.11.62 se tiene en nuestro caso

m = −α̂,
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p = 0,

q = (bγ,0 − α̂aγ,0)χ{2α̂=γ+1}

r = (bβ,0 − α̂aβ,0)χ{3α̂=β+1}

s = −1,

Q = 8α̂q,

R = q2 + 12α̂ 6= 0,

V2 = 2α̂(2q3 − 8α̂q − 9α̂r2),

D4 = (4q + r2)V2 − α̂2(64q2 + 56r2q + 9r4 − 256α̂)

E2a) Si D4 > 0, V2 > 0 y Q > 0 entonces h4α̂ posee cuatro factores reales

simples por lo tanto el sistema no es monodrómico.

E2b) Si D4 < 0 entonces h4α̂ posee dos factores complejos conjugados y dos

factores reales simples. El sistema no es monodrómico.

E2c) Si D4 > 0 y V2 ≤ 0 o q ≤ 0 entonces todos los factores de h4α̂ son

complejos y por tanto el sistema es monodrómico. Es el caso m5).

E2d) Si D4 = 0 y V2 > 0 entonces h4α̂ posee un factor real doble y dos factores

reales simples por tanto el sistema no es monodrómico.

E2e) Si D4 = 0 y V2 < 0 h4α̂ = −α̂
(
y4 − q

α̂
y2 − r

α̂
y + 1

α̂

)
posee un factor

real no trivial doble y dos factores complejos conjugados. Aśı h4α̂ =

−α̂ ((y − a)2 + b2) (y−λ)2. Por tanto igualando coeficientes debe ser a =

−λ, b2 = − q
α̂
−6λ2, q < 0 por lo que γ+1 = 2α̂, 2λ

(
8λ2 − q

α̂

)
= − r

α̂
luego

r 6= 0, signo(λ) = −signo(r) y β + 1 = 3α̂ y por último 5λ4 + q
α̂
λ2 + 1

α̂
.

Aśı el factor doble no trivial es y−λxα̂ con λ = −signo(r)

√
−q+

√
q2−20α̂

10α̂
.

Para que sea monodrómico el factor real debe serlo de µ3α̂−1. Por tanto

debe ser

4α̂aδ,0χ{δ+1=α̂}λ
2 + 2(bγ,0 + α̂aγ,0)λ+ bβ,0 + 3α̂aβ,0 = 0

Para determinar si el sistema es monodrómico aplicamos el blow-up

x = u, y = uα̂ (ȳ + λ), dt = dτ
u3α̂−1 .El sistema se transforma en (2.8.20)
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que tiene la forma del sistema (2.11.25) con A0 = ∂P3α̂(1,λ)
∂y

= 3λ2 +

2aδ,0χ{δ+1=α̂}λ+aγ,0) y B0,1 = 1
2!

∂24α̂h4α̂(1,λ)
∂y2 = −6α̂λ2 +(bγ,0− α̂aγ,0) < 0.

La condición de monodromı́a del sistema (2.11.27) equivale a la no exis-

tencia de órbitas caracteŕısticas del sistema (2.11.25). Es el caso d3).

E2f) Si D4 = V2 = R = 0 y Q 6= 0, h4α̂ posee un factor real no trivial triple y

otro real simple. En este caso el sistema no es monodrómico. Pero hemos

de notar que este caso no se tiene ya que siempre es R 6= 0.

E2g) Si D4 = V2 = 0, q > 0, h4α̂ posee dos factor reales no triviales dobles.

Las anteriores condiciones equivalen a r = 0, q = 2
√
α̂. Los factores

reales no triviales dobles son (y ± 1√
α̂
xα̂). Para que el sistema sea mo-

nodrómico ambos factores deben serlo de µ3α̂−1 lo cual implica aγ,0 = 1√
α̂

y 4aδ,0χ{δ+1=α̂} + (bβ,0 + 3α̂aβ,0)χ{β+1=3α̂} = 0. Para determinar si el sis-

tema es monodrómico aplicamos para cada factor y ± 1√
α̂
xα̂ el blow-up

x = u, y = uα̂
(
ȳ ∓ 1√

α̂

)
, dt = dτ

u3α̂−1 . El sistema se transforma en (2.8.20)

que tiene la forma del sistema (2.11.25) con A0 = ∓8
√
α̂aδ,0χ{δ+1=α̂} y

B0,1 = ±2
√
α̂. La condición de monodromı́a del sistema (2.11.27) equi-

vale a la no existencia de órbitas caracteŕısticas del sistema (2.11.25). Es

el caso d4).

E2h) Si D4 = V2 = 0, q < 0, h4α̂ posee dos factores complejos dobles. El

sistema es monodrómico. Las anteriores condiciones equivalen a r = 0,

q = −2
√
α̂, γ + 1 = 2α̂ y bγ,0 = −2

√
α̂ + α̂aγ,0. Es el caso m6).

E2i) Si D4 = V2 = q = 0, h4α̂ posee un factor real no trivial cuádruple. Esta

situación no se tiene ya que las condiciones D4 = V2 = q = 0 implican

q = r = 0 y α̂ = 0 lo cual es imposible.
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Caṕıtulo 3

Sistemas cuasihomogéneos

3.1. Introducción

Las ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales aparecen en muchas ra-

mas de las ciencias aplicadas. En el contexto de los sistemas planos, una de las

cuestiones básicas es el problema de la monodromı́a (tratado en el Caṕıtulo

2), el cual está relacionado con determinar si la aplicación de Poincaré esta

definida en un entorno del equilibrio. Cuando esto ocurre, el punto singular

es llamado monodrómico y, en el caso anaĺıtico, es un centro o un foco. Una

vez establecida la condición de punto singular monodrómico, el problema del

centro de Poincaré busca condiciones que decidan si un equilibrio monodrómi-

co es un centro o un foco. En otras palabras, tratamos de determinar cuando

todas las órbitas en un entorno del equilibrio son cerradas.

En tal caso, surge el problema de la integrabilidad: intentamos determinar

si el campo vectorial plano tiene una integral primera, esto es, un función que

permanece constante a lo largo de las trayectorias del sistema. La integrabili-

dad es una cuestión importante, ya que la existencia de una primera integral

determina completamente el retrato de fases del sistema.

Es bien conocido que la presencia de un centro anaĺıtico asegura la existen-

cia de integrales primeras locales de clase C∞ (véase Mazzi & Sabatini [50]).

En general, no es posible asegurar la existencia de integrales primeras anaĺıti-

cas locales, a menos que nos restrinjamos a un entorno reducido del equilibrio

131
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(véase Li et. al. [44])

En el caso no degenerado (esto es, cuando la parte lineal del equilibrio

es equivalente a (−y, x)T , un resultado de Poincaré establece que un sistema

anaĺıtico plano es un centro si y sólo si posee integrales primeras anaĺıticas.

En el caso degenerado hay dos situaciones a considerar: el caso nilpotente

y el que tiene parte lineal cero.

En el caso nilpotente, existen sistemas anaĺıticos con centro que no admi-

ten primeras integrales (véase Moussu [54]). La caracterización de centros y

sistemas con primeras integrales anaĺıticas se puede encontrar en Strozyna y

Zoladek [57].

Para el último caso, correspondiente a equilibrios con parte lineal cero,

se han realizado muy pocos avances. Las ideas presentadas en este caṕıtulo

podŕıan contribuir a entender este caso. De hecho, algunos de nuestros ejemplos

se enmarcan en esta situación.

Otro problema relacionado con los anteriores es el de la reversibilidad, es

decir, cuándo un campo vectorial es invariante a una involución en variables

de estado y al cambio de signo en el tiempo.

El objetivo de este caṕıtulo es el análisis del problema del centro, de la

reversibilidad y de la integrabilidad para una familia de ecuaciones diferencia-

les planas: aquellas cuyo campo vectorial es cuasihomogéneo. Como un caso

particular, nuestro estudio para el problema del centro incluye la situación

homogénea analizada por Collins [23].

3.1.1. Preliminares

Consideraremos un campo en el plano, de la forma

dx
dt

= Fr(x), donde x = (x, y) ∈ R2 (3.1.1)

siendo Fr un campo cuasihomogéneo del tipo (t1, t2) ∈ N2, t1, t2 primos entre

śı, y grado r. Tomaremos t1 ≤ t2 ya que en otro caso bastaŕıa aplicar el cambio

x→ y, y → x para estar en la situación deseada.

Utilizando la descomposición conservativa disipativa será Fr(x) = Xh(x)+
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µ(x)D0 donde µ ∈ Pt
r y h ∈ Pt

r+|t| siendo éste último polinomio

h(x, y) = xmxymy

m∏

j=1

(yt1 − λjx
t2)mj , (3.1.2)

donde m,mx, my ∈ N0; mj ∈ N para j = 1, · · · , m; λj ∈ C \ {0} para 1 ≤ j ≤
m, y λi 6= λj para i 6= j.

Lema 3.1.64 Sea h dada en (3.1.2), con mx = sxt2 + δx, my = syt1 + δy,

sx, sy ∈ N0 y δx, δy ∈ {0, 1}. Entonces:

µ(x, y) = x(t2−1)(1−δx)y(t1−1)(1−δy)µhom(xt2 , yt1), donde

µhom(X, Y ) =

sx+sy+(
∑m

j=1 mj)−2+δx+δy∑

j=0

djX
sx+sy+

∑m
j=1 mj−2+δx+δy−jY j .

Además se tiene que grad
(
Y δyhhom(1, Y )

)
− grad

(
µhom(1, Y )

)
= 2 − δx.

Demostración: Si mx = sxt2 + δx, my = syt1 + δy entonces r + |t| = δxt1 +

δyt2 + t1t2

[
sx + sy +

∑m
j=1mj

]
. De aqúı, se deduce:

r = t1(t2 − 1)(1 − δx) + t2(t1 − 1)(1 − δy) + t1t2

[
sx + sy − 2 + δx + δy +

m∑

j=1

mj

]
.

El resultado se obtiene aplicando de nuevo el Lema 2.3.26. Además:

2 − δx = δy + (sx + sy +
m∑

j=1

mj) − (sx + sy − 2 + δx + δy +
m∑

j=1

mj)

= grad
(
Y δyhhom(1, Y )

)
− grad

(
µhom(1, Y )

)
.

Lema 3.1.65 Sea Fr ∈ Qt
r irreducible (es decir, sus componentes no son

idénticamente nulas y no tienen factores comunes) y h dada en (3.1.2) con

mx = sxt2 + δx, my = syt1 + δy, sx, sy ∈ N0 y 0 ≤ δx < t2 y 0 ≤ δy < t1.

Entonces: δx, δy ∈ {0, 1}.
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Demostración: Se tiene r + |t| = δxt2 + δyt1 + t1t2

[
sx + sy +

∑m
j=1mj

]
. Si

1 < δx entonces x es factor múltiple de h y r = (δx − 1)t2 + (δy − 1)t1 +

t1t2

[
sx + sy +

∑m
j=1mj

]
, independientemente del valor de δy. Por el Lemma

2.3.26 obtendŕıamos que µ es también múltiplo de x, lo cual es contradictorio

ya que Fr no seŕıa irreducible. Aśı δx ∈ {0, 1}. De forma análoga, se prueba

que δy ∈ {0, 1}.

Lema 3.1.66 Sea Fr ∈ Qt
r irreducible y h dada por (3.1.2). Sea ηhom(X, Y ) =

µhom(X,Y )
XmxY my hhom(X,Y )

. Entonces:

a) Res
[

µ(x,1)
h(x,1)

, 0
]

= Res
[
ηhom(X, 1), 0

]
, si mx = 1.

b) Res
[

µ(1,y)
h(1,y)

, 0
]

= Res
[
ηhom(1, Y ), 0

]
, si my = 1.

c) Para cualquier λj, j = 1, · · · , m los t1 residuos de µ(1,y)
h(1,y)

en y = λ
1/t1
j coin-

ciden siendo:

Res
[

µ(1,y)
h(1,y)

, λ
1/t1
j

]
= 1

t1
Res

[
ηhom(1, Y ), λj

]

Demostración:

Si mx = 1, aplicando los Lemas 3.1.65 y 3.1.64, obtenemos

Res
[

µ(x,1)
h(x,1)

, 0
]

= ĺım
x→0

µhom(xt2 ,1)
hhom(xt2 ,1)

= ĺım
X→0

µhom(X,1)
hhom(X,1)

= Res
[
ηhom(X, 1), 0

]
.

Si my = 1, aplicando de nuevo los Lemas 3.1.65 y 3.1.64, obtenemos

Res
[

µ(1,y)
h(1,y)

, 0
]

= ĺım
y→0

µhom(1,yt1 )
hhom(1,yt1 )

= ĺım
Y →0

µhom(1,Y )
hhom(1,Y )

= Res
[
ηhom(1, Y ), 0

]
.

Antes de demostrar el último apartado, usando el Lema 3.1.65, obtene-

mos h(x, y) = xδxyδyhhom(xt2 , yt1), donde hhom(X, Y ) = XsxY sy
∏m

j=1(Y−
λjX)mj .

Sea j0 con 1 ≤ j0 ≤ m y λ
(s0)
j0

, 1 ≤ s0 ≤ t1 una de las t1 soluciones de

yt1 − λj0 = 0. Sea también ε un número real positivo suficientemente

pequeño tal que la curva cerrada Cj0,s0 =
{
z ∈ C

∣∣∣|z − λ
(s0)
j0

| = ε
}

no
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contenga en su interior a ningún λ
(s)
j con j 6= j0 y s 6= s0 y que la curva

cerrada Cj0, imagen de Cj0,s0 mediante la función f(z) = zt1 , no contenga

en su interior a ningún λj excepto a λj0. Entonces

Res
[

µ(1,y)
h(1,y)

, λ
(s0)
j0

]
= 1

2πI

∮

Cj0,s0

µ(1,z)
h(1,z)

dz = 1
2πI

∮

Cj0,s0

z(t1−1)(1−δy )µhom(1,zt1)

zδyhhom(1,zt1 )
dz

= 1
2πIt1

∮

Cj0,s0

t1zt1−1µhom(1,zt1)

zt1δy hhom(1,zt1 )
dz.

Aplicando el cambio w = zt1 , obtenemos:

Res
[

µ(1,y)
h(1,y)

, λ
(s0)
j0

]
= 1

2πIt1

∮

Cj0

µhom(1,w)

wδyhhom(1,w)
dw = 1

t1
Res

[
µhom(1,Y )

Y δy hhom(1,Y )
, λj0

]

= 1
t1

Res
[
ηhom(1, Y ), λj0

]
.

3.2. Formas canónicas

Lema 3.2.67 Sea el sistema (3.1.1) con Fr = Xh + µD0. Entonces existe

un cambio de variables de grado cero que transforma el sistema (3.1.1) en

(u̇, v̇)T = F̃r = Xh̃ + µ̃D0 donde:

a) h̃(u, v) = c(vt1 − ut2)nf

(
uλ

− 1
t1+t2 , vλ

1
t1+t2

)
, con c ∈ R \ {0}, si h(x, y) =

(yt1 − λxt2)nf(x, y), con λ 6= 0, n ∈ N.

b) h̃(u, v) = c[(vt1 − ãut2)2 + (−1)su2t2 ]mf
(

u

|bαt1
4 |1/t2

, v
α4

)
con c ∈ R \ {0}, si

h(x, y) = [(yt1 − axt2)2 + (−1)sb2x2t2 ]mf(x, y), con s ∈ {0, 1}, a, b ∈ R,

m ∈ N y b 6= 0.

c) h̃(u, v) = vn1(v − ut2)n2 f̃(u, v), si t = (1, t2) y h(x, y) = (y − λ1x
t2)n1(y −

λ2x
t2)n2f(x, y), con λ1, λ2 ∈ R, λ1 6= λ2, λ2 6= 0, n1 ∈ N y n2 ∈ N0,.

d) h̃(u, v) = [v2 + (−1)su2t2 ]mf( 1
|b|1/t2

u, v+ a
|b|1/t2

ut2), si t = (1, t2) y h(x, y) =

[(y−axt2)2 +(−1)sb2x2t2 ]mf(x, y) con s ∈ {0, 1}, a, b ∈ R, m ∈ N, b 6= 0.
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e) h̃(u, v) = un1vn2(v − u)n3 f̃(u, v), si t = (1, 1) y h(x, y) = (y − λ1x)
n1(y −

λ2x)
n2(y−λ3x)

n3f(x, y) con n1, n2 ∈ N, n3 ∈ N0, λ1, λ2, λ3 ∈ R, λ1(λ1−
λ2)(λ1 − λ3)(λ2 − λ3) 6= 0.

f) h̃(u, v) = un1vn2 [(v − ãu)2 + (−1)su2]
m
f̃(u, v), con ã ∈ R, si t = (1, 1)

y h(x, y) = (y − λ1x)
n1(y − λ2x)

n2 [(y − ax)2 + (−1)sb2x2]
m
f(x, y) con

s ∈ {0, 1}, n2, m ∈ N, n1 ∈ N0, λ1, λ2, a, b ∈ R, λ1(λ1 − λ2)b 6= 0.

g) h̃(u, v) = vn [v2 + (−1)su2]
m
f̃(u, v), si t = (1, 1) y

h(x, y) = (y−λx)n [(y − ax)2 + (−1)sb2x2]
m
f(x, y) con s ∈ {0, 1}, n,m ∈

N0, λ, a, b ∈ R y b [(λ− a)2 + (−1)sb2] 6= 0.

h) h̃(u, v) = [v2 + (−1)s1u2]
m1 [v2 + (−1)s2B2u2]

m2 f̃(u, v), 0 < B ∈ R, si t =

(1, 1) y h(x, y) = [(y − a1x)
2 + (−1)s1b21x

2]
m1 [(y − a2x)

2 + (−1)s2b22x
2]

m2 f(x, y),

con s1, s2 ∈ {0, 1}, m1, m2 ∈ N0, a1, a2, b1, b2 ∈ R, b1 > 0, b2 > 0,

(a1, b1) 6= (a2, b2) y además s1s2 = 0 o bién s1 = s2 = 1 y b1 + b2 <

|a2 − a1|.

Demostración: Para obtener el resultado aplicamos el Lemma 2.3.29 y el

cambio de variables de grado cero (2.3.9) con los siguientes valores:

a) α1 = α2 = 0, α3 = λ
1

t1+t2 y α4 = 1
α3

. Estos valores son posibles tomarlos

ya que t1 + t2 es impar.

b) α1 = α2 = 0, α3 = |bαt1
4 |1/t2 .

c) α1 = 0, α2 = −λ1 y α3 = α4 = 1. Aśı obtenemos h(x, y) = yn1 [y − (λ2 − λ1)x
t2 ]

n2 f̃(x, y)

y ahora aplicamos el resultado del apartado a).

d) α1 = 0, α2 = −a, α3 = |b|1/t2 , α4 = 1.

e) α1 = − 1
λ1

, α2 = −λ2 y α3 = α4 = 1. Aśı, obtenemos

h(x, y) = λ1−λ3

λ1−λ2
xn1yn2

(
y − λ1(λ2−λ3)

λ1−λ3
x
)
f̃(x, y). Aplicando ahora el apar-

tado a), se obtiene el resultado.

f) α1 = − 1
λ1

, α2 = −λ2 y α3 = α4 = 1. Aśı, obtenemos

h(x, y) = (λ1−a)2+b2

(λ1−λ2)2
xn1yn2

[(
y + 2λ1(b2+(λ1−a)(λ2−a))

b2+(λ1−a)2
x
)2

+ (−1)s λ2
1b2(λ1−λ2)2

(b2+(λ1−a)2)2
x2

]
f̃(x, y).

Aplicando ahora el apartado b), se obtiene el resultado.
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g) α1 = 0, α2 = −λ, α3 = 1, α4 = 1. Aśı, si denotamos A = (−1)sb2 + (λ −
a)2 6= 0, obtenemos h(x, y) = Amyn

[(
x+ λ−a

A
y
)2

+ (−1)sb2

A2 y2
]m

f(x, y +

λx). Aplicando ahora el cambio (2.3.9) con α3 = 1, α1 = λ−a
A

, α2 = 0 y

α4 = b
A
, se obtiene el resultado.

h) α1 = 0, α2 = −a1, α3 = b1, α4 = 1, por el apartado d) obtenemos que

h̃(u, v) = [v2 + (−1)s1u2]m1 [(v − au)2 + (−1)s2b2u2]m2 f̃(u, v), donde a =
a2−a1

b1
y b = b2

b1
. Si a = 0, ya tenemos el resultado.

Si a 6= 0, aplicando de nuevo el cambio (2.3.9) con α1 = α4 = 1, α2 =

(−1)s1+1A, α3 = A, A2 + (−1)s1 6= 0, resulta:

ĥ(u, v) =
[
(−1)s1 + A2

]m1 [v2 + (−1)s1u2]m1
{[

(1 + (−1)s1aA)2 + (−1)s2b2A2
]
v2

+2(−1)s1a
[
A2 − a2+(−1)s2 b2−(−1)s1

a
A− (−1)s1

]
uv

+
[
(A− a)2 + (−1)s2b2

]
u2
}m2

f̂(u, v).

Nos interesa hacer cero el coeficiente de uv en el segundo factor. Esto es,

buscamos las soluciones de la ecuación A2− a2+(−1)s2b2−(−1)s1

a
A−(−1)s1 =

0. Estos valores siempre existen si ∆ = (a2 + (−1)s2b2 − (−1)s1)2 +

4(−1)s1a2 > 0.

Si s1 = 0 se tiene ∆ > 0 y A2 + (−1)s1 > 0.

Si s1 = 1, ∆ = (a2 − 1 + (−1)s2b2)2 + 4(−1)s2b2. Por tanto, si además

s2 = 0, también se tiene ∆ > 0. Por otra parte, es fácil comprobar que

las soluciones A = A0 no anulan A2
0 + (−1)s1.

Si s1 = s2 = 1 y ∆ = (a2 − 1 − b2)2 − 4b2 > 0, lo cual (como b > 0)

equivale a 2b < |a2−1−b2|, que a su vez es equivalente a 2b < a2−1−b2
o −a2 + 1 + b2 < −2b. Esto es, (1 + b)2 < a2 lo que es equivalente a

1+ b < |a|, es decir, b1 + b2 < |a2 −a1|. Por otra parte es fácil comprobar

que los valores A = A0 no anulan A2
0 + (−1)s1, ya que en caso contrario

A0 = ±1 lo que implica |a ∓ 1| = b y como b < |a| − 1 se tendŕıa

1−|a| < a∓1 < |a|−1, por tanto 2−|a| < a < |a| o bien −|a| < a < |a|−2

y ninguna de dichas desigualdades posee solución.

En cada uno de estos casos basta elegir un valor A = A0 solución de
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dicha ecuación resultando:

ĥ(u, v) =
[
(−1)s1 + A2

0

]m1 [v2 + (−1)s1u2]m1 ×
{[

(a2 + (−1)s2b2)A2
0 + 2(−1)s1aA0 + 1

]
v2

+
[
A2

0 − 2aA0 + (−1)s2b2
]
u2
}m2 f̂(u, v).

Es posible también elegir A0 tal que no anule el coeficiente de v2 del

segundo factor, esto siempre es posible ya que ambas ecuaciones de se-

gundo grado no son proporcionales. Como el carácter real o complejo

de los factores no se modifica al aplicar dichos cambios, basta aplicar

posteriormente un escalado en el tiempo para obtener el resultado.

Nota: El anterior procedimiento no es más que una generalización de la forma

canónica de Jordan. Si consideramos el tipo homogéneo (t1, t2) = (1, 1) y un

sistema con parte lineal no nula, su primer término es F0 = (a1,0x+a0,1y, b1,0x+

b0,1y)
T siendo F0 = Xh + µD0, donde:

h(x, y) = 1
2

[
−a0,1y

2 + (b0,1 − a1,0)xy + b1,0x
2
]
,

µ(x, y) =
a1,0+b0,1

2
.

Sea ∆ = (b0,1 − a1,0)
2 + 4a0,1b1,0 el discriminante de h. Encontramos las si-

guientes situaciones:

Si ∆ > 0, a0,1 6= 0 entonces h(x, y) = −a0,1

2
(y − λ1x)(y − λ2x) con

λ1, λ2 ∈ R, λ1 6= λ2. Mediante el cambio u = y − λ1x, v = y − λ2x

llegamos a un sistema cuya primera componente es G0 = Xh̃ + µ̃D0,

donde h̃ = cuv, c 6= 0, µ̃ = d y por tanto G0 = ((d− c)u, (d+ c)v)T . Este

sistema tiene su parte lineal en forma canónica de Jordan con autovalores

distintos.

Si ∆ > 0 y a0,1 = 0, entonces (b0,1 − a1,0) es distinto de cero y h(x, y) =
b0,1−a1,0

2
x
(
y +

b1,0

b0,1−a1,0
x
)
. El cambio u = x, v = y +

b1,0

b0,1−a1,0
x conduce al

mismo campo anterior.
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Si ∆ = 0, a0,1 6= 0, entonces h(x, y) = −a0,1

2
(y−λx)2. Mediante el cambio

u = x, v = y − λx y posteriormente un cambio de escala en el tiempo

se consigue transformar el sistema en otro cuya primera componente

es G0 = Xh̃ + µ̃D0, donde h̃(u, v) = −1
2
v2, µ̃(u, v) = d. Aśı, se tiene

G0 = (du + v, dv)T y la parte lineal del sistema está en forma canónica

de Jordan.

Si ∆ = 0, a0,1 = 0, b1,0 6= 0, entonces h(x, y) = 1
2
b1,0x

2, y se obtiene el

mismo campo anterior cambiando x ↔ y.

Si ∆ = 0, a0,1 = 0, b1,0 = 0, entonces h ≡ 0 y, por tanto, la primera

componente del campo es F0 = a1,0(x, y)
T donde la matriz de la parte

lineal ya está en forma canónica de Jordan.

Si ∆ < 0, entonces a0,1b1,0 6= 0 y h(x, y) = −a0,1

2

[(
y − b0,1−a1,0

2a0,1
x
)2

− ∆
4a2

0,1
x2

]
.

El cambio u =
√
−∆

2a0,1
x, v = y − b0,1−a1,0

2a0,1
x, conduce a un sistema cuyo pri-

mer término es G0 = Xh̃ + µ̃D0, donde h̃(u, v) = c
2
[v2 + u2], c 6= 0 y

µ̃(u, v) = d. Aśı, tenemos que G0 = (du − cv, cu + dv)T , cuya matriz

de la parte lineal es una forma canónica de Jordan real con autovalores

complejos conjugados d± cI.

3.3. Reversibilidad

En esta sección nos planteamos analizar la reversibilidad del sistema (3.1.1).

A continuación recordamos algunas definiciones

Una involución es una función σ ∈ C∞(U0 ⊂ Rn,Rn), tal que σ ◦ σ = Id,

donde U0 es un entorno del origen.

Fix (σ) denota el conjunto de los puntos fijos de σ: Fix (σ) = {x ∈ U0 |σ(x) = x}.

Un sistema ẋ = F(x), x ∈ Rn es σ-reversible, si existe una involución σ,

σ(0) = 0, tal que σ∗F = −F.
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Un sistema ẋ = F(x) es reversible si es σ-reversible y dim (Fix (σ)) =

n− 1.

Un sistema ẋ = F(x), x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn es time-reversible a xi,

i = 1, · · · , n, si es Rxi
-reversible, donde

Rxi
(x1, · · · , xi−1, xi, xi+1, · · · , xn) = (x1, · · · , xi−1,−xi, xi+1, · · · , xn),

es decir, el cambio xi → −xi, t→ −t deja invariante el sistema.

Un sistema ẋ = F(x) es time-reversible cuando es time-reversible a xi

para algún i = 1, · · · , n

Nota: La condición σ∗F = −F es equivalente a Dσ(y) · F(y) = −F(σ(y)).

Lema 3.3.68 Consideremos las descomposiciones en componentes cuasiho-

mogéneas: F =
∑∞

j=r Fj, σ =
∑∞

j=i0
σj; Fj , σj ∈ Qt

j, con r, i0 ∈ Z. Enton-

ces, la ecuación Dσ(x) · F(x) = −F(σ(x)), mediante el escalado x = Ey,

E = diag (εt1 , · · · , εtn), se transforma en:

εi0

∞∑

i=0

εi
i∑

j=0

Dσi+i0(y) · Fr+j−i(y) = −
∞∑

j=0

εjFr+j

(
εi0

∞∑

i=0

εiσi+i0(y)

)
(3.3.3)

Demostración: Aplicando el escalado x = Ey se tiene:

Dσ(x) · F(x) = Dσ(Ey) · F(Ey) =

[ ∞∑

i=0

Dσi+i0(Ey)

][ ∞∑

j=0

Fr+j(Ey)

]

Por la Proposición 1.3.2 b) y el Lema 1.3.5 se tiene:

Dσ(x) · F(x) = E

[ ∞∑

i=0

εi+i0Dσi+i0(y)

]
E−1E

[ ∞∑

j=0

εr+jFr+j(y)

]

= εr+i0E

[ ∞∑

i=0

εiDσi+i0(y)

][ ∞∑

j=0

εjFr+j(y)

]

= εr+i0E

∞∑

i=0

εi

i∑

j=0

Dσi+i0(y) · Fr+j−i(y).
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Aplicando de nuevo la Proposición 1.3.2 b), tenemos por otra parte que:

F(σ(x)) = F(σ(Ey)) =

∞∑

j=0

Fr+j

( ∞∑

i=0

σi+i0(Ey)

)

=
∞∑

j=0

Fr+j

(
Eεi0

∞∑

i=0

εiσi+i0(y)

)
= E

∞∑

j=0

εr+jFr+j

(
εi0

∞∑

i=0

εiσi+i0(y)

)

= Eεr

∞∑

j=0

εjFr+j

(
εi0

∞∑

i=0

εiσi+i0(y)

)
.

Simplificando, obtenemos el resultado.

Lema 3.3.69 Sea F =
∑∞

j=r Fj σ-reversible, con σ =
∑∞

j=i0
σj, donde Fj , σj ∈

Qt
j, r, i0 ∈ Z.

Si i0 ≥ 0, entonces i0 = 0, σ0 es una involución y Fr es σ0-reversible.

Demostración: Teniendo en cuenta que σ ◦ σ = Id y la Proposición 1.3.2 b),

podemos escribir La ecuación Ey = x, como:

Ey = x = σ (σ(x)) = σ (σ(Ey)) =
∞∑

j=i0

σj

( ∞∑

i=i0

σi (Ey)

)

=
∞∑

j=i0

σj

(
E

∞∑

i=i0

εiσi (y)

)
= Eεi0

∞∑

j=0

εj+i0σj+i0

(
εi0

∞∑

i=0

εi+i0σi+i0 (y)

)
.

Por tanto, i0 = 0 e igualando los términos con menor grado en ε obtenemos

que σ0 (σ0(y)) = y.

Por otra parte, volviendo a aplicar el escalado x = Ey a ambos miembros

de la igualdad Dσ(x) · F(x) = −F(σ(x)) e igualando los coeficientes de la

menor potencia de ε en (3.3.3), se tiene Dσ0 · Fr(y) = −Fr (σ0(y)).

Lema 3.3.70 Sea σ una involución y Ψ un cambio de variables, ambos defini-

dos en un entorno del origen. Si F es σ-reversible entonces Ψ∗F es Ψ◦σ◦Ψ−1-

reversible.
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Demostración: Se cumple trivialmente que Ψ ◦ σ ◦ Ψ−1 es una involución.

Para probar el resultado hay que demostrar que Dσ̂(y)G(y) = −G(σ̂(y)),

donde σ̂ = Ψ ◦ σ ◦ Ψ−1, y = Ψ(x), G(y) = Ψ∗F(y), esto es, G(y) =

[DΨ(Ψ−1(y))]F(Ψ−1(y)). Ahora bien

Dσ̂(y)G(y) = D(Ψ ◦ σ ◦ Ψ−1)(y)DΨ(Ψ−1(y))F(Ψ−1(y))

= DΨ(σ ◦ Ψ−1(y))Dσ(Ψ−1(y))

Id︷ ︸︸ ︷
DΨ−1(y)DΨ(Ψ−1(y)) F(Ψ−1(y))

= DΨ(σ(x))Dσ(x)F(x) [F es σ-reversible]

= DΨ(σ(x))(−F(σ(x))) = −DΨ(σ ◦ Ψ−1(y))F(σ ◦ Ψ−1(y))

= −DΨ(Ψ−1 ◦ (Ψ ◦ σ ◦ Ψ−1)(y))F(Ψ−1 ◦ (Ψ ◦ σ ◦ Ψ−1)(y))

= −G(Ψ ◦ σ ◦ Ψ−1(y)) = −G(σ̂(y)).

A continuación damos una demostración constructiva, que usaremos posterior-

mente, de un corolario del Teorema de Montgomery-Bochner, (ver [53] página

206).

Teorema 3.3.71 Si F es σ-reversible, σ =
∑∞

j=0 σj, σj ∈ Qt
j, entonces el

cambio de variables

Ψ = 1
2
(Id+ σ0 ◦ σ),

verifica: Ψ =
∑∞

j=0 Ψj, Ψj ∈ Qt
j, Ψ0 = Id y además Ψ∗F es σ0-reversible.

Demostración: Utilizando el desarrollo σ =
∑∞

j=0 σj y la Proposición 1.3.2 b),

se tiene que Ψ =
∑∞

j=0 Ψj con Ψj ∈ Qt
j , Ψ(0) = 0 y Ψ0 = 1

2
(Id+ σ0 ◦ σ0). Por

el Lema 3.3.69, σ0 es una involución y Ψ0 = 1
2
(Id+ Id) = Id.

Además

Ψ ◦ σ(x) = 1
2
(σ(x) + σ0(x)) = 1

2
(σ0(x) + σ(x))

= σ0(Ψ(x)) = (σ0 ◦ Ψ)(x).

Por tanto, σ0 = Ψ◦σ◦Ψ−1, y aplicando el Lema 3.3.70 se completa el resultado.
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Teorema 3.3.72 Si F es σ0-reversible, σ0 ∈ Qt
0 y dim (Fix(σ0)) = k < n,

entonces existe Ψ0 ∈ Qt
0, det(DΨ0(0)) 6= 0, diag(DΨ0(0)) = diag(Id), tal que

(Ψ0)∗F es Rk-reversible, donde

Rk(x1, · · · , xn) = ((−1)i1x1, · · · , (−1)inxn),

ij ∈ {0, 1}, j = 1, · · · , n y
∑n

j=1 ij = n− k.

Demostración: Descomponemos σ0 =
∑s

i=1 σ
(ji)
0 , s ≥ 0, donde j1 < j2 < · · · <

js y σ
(ji)
0 ∈ Q(1,···,1)

ji
. Por ser el tipo homogéneo se tiene que j1 ≥ 0 y por el

Lema 3.3.69 es j1 = 0 y σ
(0)
0 involución.

Como F es σ0-reversible, aplicando el Teorema 3.3.71 se tiene que el cambio

Ψ̂ = 1
2
(Id + σ

(0)
0 ◦ σ0) verifica Ψ̂ ∈ Qt

0, si respecto al grado homogéneo es

Ψ̂ =
∑s

i=1 Ψ̂(ji) con Ψ̂(ji) ∈ Q(1,···,1)
ji

entonces j1 = 0 y Ψ̂(0) = Id. Además Ψ̂∗F

es σ
(0)
0 -reversible.

Como σ
(0)
0 es homogéneo de grado cero se tiene σ

(0)
0 (x) = Dσ

(0)
0 (0)x. Su-

pongamos que l coordenadas del tipo t valen uno, 0 ≤ l ≤ n, en el caso

particular l = n se tiene el tipo homogéneo. Para facilitar el razonamiento

podemos suponer que son las l primeras, esto es, t = (

l︷ ︸︸ ︷
1, · · · , 1, tl+1, · · · , tn).

Aśı

Dσ
(0)
0 (0) =




A

a1

. . .

an−l



,

como Dσ
(0)
0 (0) es involución se tiene que A es una matriz cuadrada l × l,

A2 = Id y ai = ±1 i = 1, · · · , n− l.

Por otra parte, si dim (Fix(σ0)) = k, entonces dim (Fix(Dσ0(0))) = k y, por

tanto, dim
(
Fix(Dσ

(0)
0 (0))

)
= k. Aśı, Dσ

(0)
0 (0) tiene el autovalor 1 con multi-

plicidad algebraica y geométrica igual a k. Como
(
Dσ

(0)
0 (0)

)2

= Id, se tiene

que el espectro deDσ
(0)
0 (0) es {±1}. Por tanto,Dσ

(0)
0 (0) es una matriz diagona-

lizable con autovalores 1 y −1 siendo k la multiplicidad algebraica de 1 y n−k
la del autovalor −1. Sea P una matriz de paso: diag ((−1)i1 , · · · , (−1)in) =
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P · Dσ(0)
0 (0) · P−1, con i1, · · · , in ∈ {0, 1}, i1 + · · · + in = n − k. Entonces,

Rk(x) = P ·Dσ(0)
0 (0) · P−1, siendo

P =




P̂

1
. . .

1



,

de donde Px ∈ Qt
0 ∩ Q(1,···,1)

0 . Aplicando el Lema 3.3.70, se tiene que (Ψ0)∗F

es Rk-reversible con Ψ0 = P ◦ Ψ̂ ∈ Qt
0. Además

det (Ψ0(0)) = det(P ) det
(
Ψ̂(0)

)
= det(P ) det

(
Ψ̂(0)(0)

)
= det(P ) 6= 0,

y como diag(P ) = diag(P̂ , 1, · · · , 1) y Ψ̂(0) = Id, para obtener diag(DΨ0(0)) =

(1, · · · , 1), basta elegir una base de los autovectores que forman las columnas

de P̂ con unos en su diagonal, lo cual es siempre es posible.

3.3.1. Reversibilidad de campos planos

Es lógico pensar que si un campo F es σ-reversible, esta condición impon-

ga alguna reversibilidad sobre su primer término. Pero este primer término

depende del tipo elegido. En resumen, supuesto que F es σ-reversible, preten-

demos encontrar un tipo t de forma que Fr, primer término cuasihomogéneo

de F respecto al tipo t, sea σ0-reversible. Con esto se tendrá una condición

necesaria de reversibilidad sobre el primer término de F. Para ello, intentare-

mos encontrar un tipo t respecto del cual el primer término cuasihomogéneo

de la involución σ tenga grado no negativo, en particular el tipo homogéneo

lo cumple. En estas condiciones el Lema 3.3.69 nos garantiza que el primer

término cuasihomogéneo de F es σ0-reversible.

El problema es que el tipo homogéneo en la mayoŕıa de los casos no es

el tipo de una cara compacta del diagrama de Newton de F. Seŕıa deseable

encontrar tipos asociados a caras compactas del diagrama de Newton de F

tales que los primeros términos cuasihomogéneos de la involución σ sean de

grado cero. Con este propósito enunciamos los siguientes resultados.
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Lema 3.3.73 Si σ es una involución, entonces el punto (1, 1) siempre perte-

nece a una cara del diagrama de Newton de σ.

Demostración: Como σ es una involución con σ(0) = 0, se tiene Dσ(0)2 = Id.

Aśı, desarrollando σ con respecto al grado homogéneo se tienen dos casos

posibles:

σ(x, y) = diag (sx,−sy) + · · · , con s = ±1,

σ(x, y) =

(
a b

c −a

)(
x

y

)
+ · · · , con a2 + bc = 1, bc 6= 0.

En el primer caso, el punto (1, 1) es un punto soporte del diagrama de Newton

de σ y en el segundo puede que no sea un punto soporte pero como bc 6= 0 los

puntos (0, 2) y (2, 0) son puntos soportes del diagrama de Newton de σ y por

tanto el punto (1, 1) está en la única cara compacta del diagrama de Newton

de σ.

Lema 3.3.74 Sea σ una involución. Existen dos números racionales no ne-

gativos ασ, βσ, 0 ≤ ασ ≤ 1 ≤ 1
βσ

≤ +∞ tales que para todo tipo t = (t1, t2)

con ασ ≤ t2
t1

≤ 1
βσ

, el grado del primer término cuasihomogéneo de σ respecto

al tipo t es cero.

Demostración: Por el Lema 3.3.73 se tiene que (1, 1) es siempre un punto que

pertenece al diagrama de Newton de σ. De esta forma, el diagrama de Newton

de σ consta a lo sumo de dos caras compactas, y cualquiera de ellas contiene al

punto (1, 1). Sea ασ el exponente de la cara superior, 0 < ασ ≤ 1 si la cara es

compacta y cero en otro caso. Sea también 1
βσ

el exponente de la cara inferior,

0 < βσ ≤ 1 si la cara es compacta y cero en otro caso.

Si ασ = βσ = 1, entonces el diagrama de Newton de σ posee una única cara

compacta de exponente 1 que además contiene al punto (1, 1). Por tanto, el

grado del primer término homogéneo de σ es cero, como se queŕıa demostrar.

Si ασ 6= βσ, entonces el diagrama de Newton de σ posee dos caras, pero pue-

de que no sean compactas. Si tomamos t = (t1, t2) con ασ ≤ t2
t1
≤ 1

βσ
, entonces

(1, 1) es también un punto soporte del primer término cuasihomogéneo de σ
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respecto al tipo t. De esta forma, el grado del primer término cuasihomogéneo

de σ respecto al tipo t es cero.

Lema 3.3.75 Sea F =
∑∞

j=0 Fr+j σ-reversible, con Fr+j ∈ Qt
r+j respecto a

un cierto tipo t.

a) Si ασ = βσ = 1 y tomamos el tipo t = (1, 1), entonces el diagrama de

Newton de Fr no se reduce a un único punto soporte.

b) Si 0 < ασ 6= βσ y tomamos el tipo t = (t1, t2) tal que t2
t1

= ασ, entonces el

diagrama de Newton de Fr no se reduce a un único punto soporte excepto

si el punto está en el eje de ordenadas.

c) Si 0 < βσ 6= ασ y tomamos el tipo t = (t1, t2) tal que t2
t1

= 1
βσ

, entonces el

diagrama de Newton de Fr no se reduce a un único punto soporte excepto

si el punto está en el eje de abscisas.

Demostración: Probemos por reducción al absurdo que el diagrama de New-

ton de Fr no se reduce a un único punto. En caso contrario, si (m0, n0)

es el único punto soporte con m0, n0 ∈ N0, entonces tendŕıamos que Fr =

(a0χ{n0>0}x
m0yn0−1, b0χ{m0>0}x

m0−1yn0)T , con a2
0 + b20 6= 0.

Según el Lema 3.3.73, el punto (1, 1) siempre pertenece a una cara del

diagrama de Newton de σ, sea o no vértice.

Si (1, 1) no es vértice, entonces el diagrama de Newton de σ posee una

única cara. Esta cara debe tener como vértices los puntos soportes (0, 2) y

(2, 0) y exponente igual a uno. Por tanto ασ = βσ = 1. Esta es la situación a).

Tomando el tipo t = (1, 1) asociado a la única cara compacta del diagrama de

Newton de σ, por el Lema 3.3.74 el grado del primer término homogéneo de σ

respecto al tipo t es cero y por el Lema 3.3.69 se tiene que σ0 es una involución

y Fr es σ0-reversible. Aśı, σ0(x, y) =

(
a b

c −a

)(
x

y

)
, con a2 + bc = 1,

bc 6= 0.

Se tiene que cumplir Dσ0 · Fr = −Fr ◦ σ0. Operando, obtenemos

Dσ0 · Fr(x, y) =

(
a b

c −a

)(
a0χ{n0>0}x

m0yn0−1

b0χ{m0>0}x
m0−1yn0

)
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=

(
aa0χ{n0>0}x

m0yn0−1 + bb0χ{m0>0}x
m0−1yn0

ca0χ{n0>0}x
m0yn0−1 − ab0χ{m0>0}x

m0−1yn0

)
,

Fr ◦ σ0(x, y) =

(
a0χ{n0>0}(ax+ by)m0(cx− ay)n0−1

b0χ{m0>0}(ax+ by)m0−1(cx− ay)n0

)
.

Como se puede comprobar nunca coinciden ya que bc 6= 0, y aśı llegamos a

una condradicción.

Probemos la afirmación del apartado c). La demostración del apartado b)

es análoga.

Si 0 < βσ, entonces la cara inferior del diagrama de Newton de σ es compac-

ta. Dicha cara consta de dos vértices: uno de ellos es (1, 1) y el otro (mσ +1, 0)

con mσ ∈ N.

Tomando el tipo t = (t1, t2) asociado a la cara compacta inferior del

diagrama de Newton de σ, esto es, t2
t1

= 1
βσ

, por el Lema 3.3.74 el gra-

do del primer término cuasihomogéneo de σ respecto al tipo t es cero y

por el Lema 3.3.69 se tiene que σ0 es una involución y Fr es σ0-reversible.

Aśı será σ0(x, y) = diag (−sx, sy + Axmσ) con A 6= 0 y s = ±1. Si s = 1

entonces mσ es impar.

Veamos que de nuevo no se cumple la igualdadDσ0·Fr(x, y) = −Fr (σ0(x, y)).

Ahora tenemos:

Dσ0 · Fr(x, y) =

(
−s 0

mσAx
mσ−1 s

)(
a0χ{n0>0}x

m0yn0−1

b0χ{m0>0}x
m0−1yn0

)

=

(
−sa0χ{n0>0}x

m0yn0−1

sb0χ{m0>0}x
m0−1yn0 +mσAa0χ{n0>0}x

mσ+m0−1yn0

)
,

−Fr (σ0(x, y)) = −Fr (−sx, sy + Axn0) = −
(
a0χ{n0>0}(−sx)m0(sy + Axmσ)n0−1

b0χ{m0>0}(−sx)m0−1(sy + Axmσ)n0

)
.

Como se puede comprobar, si A 6= 0 no son iguales, salvo cuando n0 = 0 y

(−s)m0−1 = s, para cualquier valor de A.

Definición 3.3.76 Sea F un campo, definimos

αF igual a 1 si no existe ninguna cara, compacta o no, con exponente

menor o igual que uno, y al máximo de los exponentes menores o iguales

a uno de las caras en el caso de que exista alguna.
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1
βF

igual a 1 si no existe ninguna cara, compacta o no, con exponente

mayor o igual a uno, y al mı́nimo de los exponentes mayores o iguales a

uno de las caras en el caso de que exista alguna.

Proposición 3.3.77 Sea F =
∑∞

j=r Fj σ-reversible, con σ =
∑∞

j=i0
σj, donde

Fj , σj ∈ Qt
j.

Si el tipo t = (t1, t2) verifica αF ≤ t2
t1
≤ 1

βF

, entonces se cumple: i0 = 0, σ0

es una involución y Fr es σ0-reversible.

Demostración: En primer lugar, vemos que 0 < αF (en caso contrario F tendŕıa

una cara compacta con exponente cero lo cual es contradictorio). Análogamen-

te, debe ser 0 < βF (en otro caso F tendŕıa una cara compacta con exponente

infinito lo cual también es contradictorio).

Veamos ahora que ασ ≤ αF. Si 0 < αF < ασ ≤ 1, tomando el tipo t =

(t1, t2) con t2
t1

= ασ no puede ser que Fr tenga un punto en el eje de ordenadas

como único punto soporte en el poĺıgono de Newton ya que αF < t2
t1

y por el

Lema 3.3.75 a), su diagrama de Newton tampoco puede reducirse a un único

punto soporte. Por tanto, existe una cara compacta con soporte t2
t1

≤ 1 y

exponente mayor que αF, lo cual es contradictorio.

Tampoco puede ser 0 < 1
βF

< 1
βσ

ya que, tomando el tipo t = (t1, t2) con
t2
t1

= 1
βσ

, Fr no tiene un punto en el eje de abscisas como único punto en su

diagrama de Newton, ya que 1
βF

< t2
t1

y por el Lema 3.3.75 b), su diagrama de

Newton tampoco puede reducirse a un único punto soporte. Por tanto, existe

una cara compacta con soporte t2
t1

≥ 1 y exponente menor que 1
βF

, lo cual es

contradictorio.

De esta forma, se cumple que ασ ≤ αF ≤ 1 ≤ 1
βF

≤ 1
βσ

. Aśı, para todo

t = (t1, t2) con αF ≤ t2
t1

≤ 1
βF

se tiene ασ ≤ t2
t1

≤ 1
βσ

y por el Lema 3.3.74 se

tiene que i0 = 0. Aplicando ahora el Lema 3.3.69, se tiene el resultado.

3.3.2. Reversibilidad de campos cuasihomogéneos pla-

nos

En esta subsección vamos a considerar sistemas cuasihomogéneos planos:

ẋ = F(x) = Fr(x), x ∈ R2, (3.3.4)
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donde Fr ∈ Qt
r.

Lema 3.3.78 Sea F = Fr ∈ Qt
r σ-reversible, con σ =

∑∞
i=i0

σi, σi ∈ Qt
i .

Entonces, i0 = 0, σ0 es una involución y Fr es σ0-reversible.

Demostración: Basta probar que se cumple αFr ≤ t2
t1

≤ 1
βFr

y el resultado se

tiene aplicando la Proposición 3.3.77.

Si el diagrama de Newton de Fr se reduce a un único punto soporte, en-

tonces αFr = βFr = 0, y por tanto αFr <
t2
t1
< 1

βFr
.

Si el diagrama de Newton de Fr no se reduce a un único punto soporte,

entonces su diagrama de Newton posee una única cara compacta, de exponente
t2
t1

, y puede que también contenga alguna cara no acotada, a lo sumo dos.

Si αFr = 0, entonces el diagrama de Newton de Fr posee una cara no

acotada vertical y otra compacta de exponente t2
t1

. Por tanto, αFr <
t2
t1
≤ 1

βFr
.

Si 0 < αFr < 1, entonces αFr = t2
t1

y se cumple αFr = t2
t1
< 1

βFr
.

Si αFr = 1 y t = (1, 1), entonces αFr = t2
t1
≤ 1

βFr
.

Si αFr = 1 < t2
t1

, entonces el diagrama de Newton de Fr posee un vértice

exterior superior y una cara compacta de exponente t2
t1

. Por tanto, αFr <
t2
t1
≤

1
βFr

.

Corolario 3.3.79 Sea F = Fr ∈ Qt
r reversible. Entonces, existe un cambio

de variables Ψ0 ∈ Qt
0 tal que diag(D(Ψ0(0)) = diag(Id) y Ψ0∗Fr es time-

reversible.

Demostración: Si Fr es σ-reversible con σ =
∑∞

i=i0
σi, σi ∈ Qt

i y dim (Fix (σ)) =

1, por el Lema 3.3.78 obtenemos i0 = 0, σ0 involución y Fr σ0-reversible. Apli-

cando el Teorema 3.3.72, se tiene que Fr es Rx-reversible o Ry-reversible.

Lema 3.3.80 Si |t| y r son impares, entonces (3.3.4) es time-reversible

Demostración: Aplicando la Proposición 1.3.2 b) a Fr ∈ Qt
r, se tiene que

Fr(diag((−1)t1 , (−1)t2)x) = (−1)rdiag((−1)t1 , (−1)t2)Fr(x). Por otra parte

como |t| es impar, o bien t1 es par y t2 impar, o al revés.
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Si t1 es impar y t2 par, se tiene Fr(diag(−1, 1)x) = −diag(−1, 1)Fr(x).

Aśı tomando Φ(x, y) = (−x, y) resulta Φ∗Fr = −Fr, esto es, ẋ = Fr es

time-reversible a x.

Si t1 es par y t2 impar, se tiene Fr(diag(1,−1)x) = −diag(1,−1)Fr(x).

Por el mismo razonamiento, se obtiene que ẋ = Fr es time-reversible a

y.

Lema 3.3.81 Sea Fr = Xh + µD0.

a) El sistema (3.3.4) es time-reversible a x si, y sólo si, h(−x, y) = h(x, y) y

µ(−x, y) = −µ(x, y).

b) El sistema (3.3.4) es time-reversible a y si, y sólo si, h(x,−y) = h(x, y) y

µ(x,−y) = −µ(x, y).

Demostración: Sólo probaremos el apartado a), el otro apartado se demuestra

de forma análoga.

Observemos que ẋ = Fr(x) es time-reversible a x si, y sólo si, diag(1,−1)Fr(x) =

Fr(diag(−1, 1)x). Si Fr = (P,Q)T , entonces ẋ = Fr(x) es time-reversible a x

si, y sólo si, P (−x, y) = P (x, y) y Q(−x, y) = −Q(x, y).

Veamos la condición necesaria. Supongamos que P (−x, y) = P (x, y) y

Q(−x, y) = −Q(x, y) entonces:

h(−x, y) = 1
r+|tD0(−x, y) ∧ Fr(−x, y) = 1

r+|t|(−t1xQ(−x, y) − t2yP (−x, y))
= 1

r+|t|(t1xQ(x, y) − t2yP (x, y)) = h(x, y),

µ(−x, y) = 1
r+|t|

(
∂P (−x,y)

∂(−x)
+ ∂Q(−x,y)

∂y

)
= 1

r+|t|

(
−∂P (x,y)

∂x
− ∂Q(x,y)

∂y

)
= −µ(x, y).

Ahora vemos la condición suficiente. Supongamos que h(−x, y) = h(x, y) y

µ(−x, y) = −µ(x, y) entonces:

P (−x, y) = −∂h(−x,y)
∂y

+ t1(−x)µ(−x, y) = −∂h(x,y)
∂y

+ t1xµ(x, y) = P (x, y),

Q(−x, y) = ∂h(−x,y)
∂(−x)

+ t2yµ(−x, y) = −∂h(x,y)
∂x

− t2yµ(x, y) = −Q(x, y).
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Lema 3.3.82 Sea Fr = Xh + µD0, con r par.

a) Si t2 es par, entonces el sistema (3.3.4) no es time reversible a x.

b) Si t1 es par entonces el sistema (3.3.4) no es time reversible a y.

Demostración: Por el Lema 3.3.81 basta probar que h(−x, y) 6= h(x, y) para

el apartado a) y h(x,−y) 6= h(x, y) para el b).

a) Como t2 es par, t1 debe ser impar y por tanto:

h(−x, y) = h((−1)t1 , (−1)t2y) = (−1)r+t1+t2h(x, y) = −h(x, y) 6= h(x, y).

b) Como t1 es par, t2 debe ser impar y por tanto:

h(x,−y) = h((−1)t1x, (−1)t2y) = (−1)r+t1+t2h(x, y) = −h(x, y) 6= h(x, y).

En los siguientes lemas usaremos la descomposición en factores irreducibles

sobre R[x, y] de h(x, y):

h(x, y) = xmxymy

M∏

j=1

(yt1 − λjx
t2)mj

N∏

j=1

[
(yt1 − ajx

t2)2 + b2jx
2t2
]nj , (3.3.5)

y los números asociados a h definidos por

α = mediana {λ1, · · · , λM , a1, · · · , aN , (0, si my > 0)} , (3.3.6)

β = mediana
{

1
λ1
, · · · , 1

λM
, 1

a1
, · · · , 1

aN
, (0, si mx > 0)

}
. (3.3.7)

Lema 3.3.83 Sean h, α y β dados por (3.3.5), (3.3.6) y (3.3.7) respectiva-

mente, se verifica:

a) Si h(−x, y) = h(x, y), entonces mx, M , N son pares y α = β = 0.

b) Si h(x,−y) = h(x, y), entonces my, M , N son pares y α = β = 0.

Demostración:
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b) Si h(x,−y) = h(x, y), se cumple ∂lh(x,−y)
∂yl = (−1)l ∂lh(x,y)

∂yl , l ∈ N0. Por tanto,

si λj es una ráız real o compleja de multiplicidad mj de h(1, y), entonces

−λj es también una ráız con la misma multiplicidad.

Aśı, M y N deben ser pares, α = β = 0 y

h(x, y) = xmxymy

M/2∏

j=1

[y2t1−λ2
jx

2t2 ]

N/2∏

j=1

[(y2t1+(a2
j+b

2
j )x

2t2)2−4a2
jx

2t2y2t1]nj .

De aqúı obtenemos h(x,−y) = (−1)myh(x, y). Por tanto, my debe ser

par.

a) Se obtiene con el mismo razonamiento, cambiando x por y.

Nota: El Lema 3.3.80 nos asegura que, si |t| y r son impares, el sistema

ẋ = Fr(x) es time-reversible. La siguiente proposición proporciona condiciones

necesarias de time-reversibilidad.

Proposición 3.3.84 (Condición necesaria de time-reversibilidad). Sea

Fr = Xh + µD0 con h dada en (3.3.5) y α, β dados en (3.3.6) y (3.3.7).

Si el sistema ẋ = Fr es time-reversible, entonces se cumple alguna de las

siguientes condiciones:

a) |t| y r son impares.

b) M y N son pares y α = β = 0. Además, mx es par si es time-reversible a

x y my es par si es time-reversible a y.

Demostración: Supongamos que no se cumple el apartado a).

Si |t| es par, entonces t1, t2 son impares. Por ser Fr time-reversible, se

cumple h(−x, y) = h(x, y) o bien h(x,−y) = h(x, y). El resultado se obtiene

aplicando el Lema 3.3.83.

Si r es par y t1 es par, entonces t2 es impar. Además, por el Lema 3.3.82,

obtenemos que Fr no puede ser time-reversible a y, por tanto, es time-reversible

a x. Aśı, obtenemos el resultado aplicando el Lema 3.3.83 a).
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Si r es par y t2 es par, entonces t1 es impar. Además, por el Lema 3.3.82,

obtenemos que Fr no puede ser time-reversible a x y, por tanto, es time-

reversible a y. El resultado se obtiene aplicando el Lema 3.3.83 b).

Proposición 3.3.85 (Condición necesaria y suficiente de reversibi-

lidad, caso homogéneo). Sea Fr = Xh + µD0 ∈ Q(1,1)
r , con µ(x, y) =∑r

j=0Djx
jyr−j y h(x, y) =

∑r+2
j=0 Cjx

jyr+2−j. Entonces:

Fr es lineal reversible si, y sólo si, existen b, c ∈ R, bc 6= 1 cumpliendo

alguna de las siguientes condiciones:

a)
2k+1∑

i=0

i∑

m1=0

(2k+1)!(r+1−2k)!i!(r+2−i)!
(2k+1−m1)!m1!(r−2k+1−i+m1)!(i−m1)!

Cib
i−m1c2k+1−m1 = 0, para k =

0, 1, · · · ,
⌊

r+2
2

⌋
y

2k∑

i=0

i∑

m1=0

(2k)!(r−2k)!i!(r−i)!
(2k−m1)!m1!(r−2k−i+m1)!(i−m1)!

Dib
i−m1c2k−m1 = 0,

para k = 0, 1, · · · ,
⌊

r
2

⌋
.

b)

2k+2∑

i=0

i∑

m1=0

(2k+2)!(r−2k)!i!(r+2−i)!
(2k+2−m1)!m1!(r−2k−i+m1)!(i−m1!

Cib
i−m1c2k+2−m1 = 0, para k = 0, 1, · · · ,

⌊
r+2
2

⌋
,

2k+1∑

i=0

i∑

m1=0

(2k+1)!(r−2k−1)!i!(r−i)!
(2k+1−m1)!m1!(r−2k−1−i+m1)!(i−m1)!

Dib
i−m1c2k+1−m1 = 0, para k =

0, 1, · · · ,
⌊

r
2

⌋
y r es impar.

Demostración: Por el Teorema 3.3.72, el sistema (3.1.1) es A-reversible, donde

A una involución lineal si, y sólo si, existe una matriz P no singular tal que

P∗Fr es time-reversible, siendo además diag (P ) = diag (Id).

Si aplicamos el cambio

(
x

y

)
= P

(
u

v

)
=

(
u+ bv

cu+ v

)
al campo Fr,

entonces P∗Fr = Xh∗ + µ∗D0 es time-reversible. Por el Lema 2.3.29, se tiene:

h∗(u, v) = (1 − bc)h(u + bv, cu+ v),

µ∗(u, v) = µ(u+ bv, cu+ v).

Por tanto:

∂uh
∗ = (∂x + c∂y)h,

∂vh
∗ = (b∂x + ∂y)h.
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De este modo h∗(u, v) es par en u si, y sólo si, para k = 0, 1, · · · ,
⌊

r+2
2

⌋
se

cumplen las siguientes condiciones equivalentes:

∂2k+1
u ∂r+2−(2k+1)

v h∗ = 0,

(∂x + c∂y)
2k+1(b∂x + ∂y)

r+2−(2k+1)h(x, y) = 0.

Puesto que

∂M
u ∂N

v = (∂x + c∂y)
M(b∂x + ∂y)

N

=

( ∑

m1+m2=M

(
M

m1

)
cm2∂m1

x ∂m2
y

)( ∑

n1+n2=N

(
N

n1

)
bn1∂n1

x ∂n2
y

)

=
∑

m1+m2=M

n1+n2=N

(
M

m1

)(
N

n1

)
bn1cm2∂m1+n1

x ∂m2+n2
y

=
M∑

m1=0

N∑

n1=0

(
M

m1

)(
N

n1

)
bn1cM−m1∂m1+n1

x ∂M+N−m1−n1
y ,

denotando i = m1 + n1, se obtiene:

∂M
u ∂N

v =

M∑

i=0

i∑

m1=0

(
M

m1

)(
N

i−m1

)
bi−m1cM−m1∂i

x∂
M+N−i
y .

Para completar la demostración, basta observar que ∂M
x ∂r+2−M

y h(x, y) =

M !(r + 2 −M)!CM .

La demostración para el resultado sobre reversibilidad respecto a y o sobre

los coeficientes de µ es análoga.

Proposición 3.3.86 (Condición necesaria y suficiente de reversibili-

dad, caso no homogéneo). Sea Fr = Xh + µD0 con h dada en (3.3.5) y α,

β dados en (3.3.6) y (3.3.7). Entonces:

a) Si t1, t2 > 1, el sistema (3.3.4) es reversible si, y sólo si, es time-reversible.

b) Si t1 = 1, t2 > 1, el sistema (3.3.4) es reversible si, y sólo si, el sistema

(u̇, v̇)T = Ψ∗(Fr)(u, v) es time-reversible, donde Ψ(u, v) = (x,−αxt2 +

y)T .
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c) Si t2 = 1, t1 > 1, el sistema (3.3.4) es reversible si, y sólo si, el sistema

(u̇, v̇)T = Ψ∗(Fr)(u, v) es time-reversible, donde Ψ(u, v) = (x−βyt1 , y)T .

Demostración: Supongamos que Fr es time-reversible o bien que existe un

cambio Ψ ∈ Qt
0 tal que Ψ∗Fr es time-reversible. Entonces, Fr es R1-reversible

en el primer caso con R1(x, y) = ((−1)i1x, (−1)i2y), i1, i2 ∈ {0, 1}, i1 + i2 = 1;

y en el segundo caso es σ-reversible, con σ = Ψ−1 ◦R1 ◦ Ψ.

Probemos ahora la condición necesaria. Si (3.3.4) es reversible, entonces

por el Corolario 3.3.79, existe un cambio de variables de grado cero u = x +

α1χ{t=(1,1)}y, v = α2χ{t=(1,t2)}x
t2 + y, que transforma el sistema (3.1.1) en otro

ẋ = F̃r = Xh̃ + µ̃D0 que es time-reversible.

Usando el Lema 2.3.29, se tiene que

h̃(u, v) =
[
1 − α1α2χ{t=(1,1)}

]
h(x, y), µ̃(u, v) = µ(x, y).

De esta forma:

a) Si t1, t2 > 1, el único cambio posible es la identidad, u = x, v = y. En

consecuencia, Fr es reversible sólo si es time-reversible

b) Si t1 = 1, t2 > 1, entonces el cambio u = x, v = α2x
t2 +y, transforma Fr en

un campo time-reversible, siendo el cambio inverso x = u, y = −α2u
t2+v.

De esta forma, se tiene:

h̃(u, v) = h(x, y) = h
(
u,−α2u

t2 + v
)

= umx(v − α2u
t2)my

M∏

j=1

(v − (α2 + λj)u
t2)mj ×

N∏

j=1

[(
v − (α2 + aj)u

t2
)2

+ b2ju
2t2
]nj

.

Aplicando la Proposición 3.3.84, se tiene α2 = −α.

c) El razonamiento es análogo al del apartado anterior.
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3.3.3. Aplicaciones

En esta subsección pretendemos caracterizar familias de campos reversibles.

Teorema 3.3.87 Sea el sistema ẋ = F22(x) con dado por:

F22(x) =

(
a0y

5 + a1x
5y2

b0x
4y3 + b1x

9

)
∈ Q(3,5)

22 .

Entonces: el campo F22 es reversible si, y sólo si, b0 = a1 = 0.

Demostración: Por la Proposición 3.3.86 a), el sistema es reversible si, y sólo

si, es time-reversible. Esto ocurre si, y sólo si, es time-reversible a x, esto es,

b0 = a1 = 0.

Nota: Existen centros cuasihomogéneos que no son reversibles. Un ejemplo

seŕıa el sistema hamiltoniano ẋ = Xh(x) donde h ∈ Pt
30 con t = (3, 5) siendo:

h(x, y) = (y3 − ax5)2 + x10 = y6 − 2ax5y3 + (a2 + 1)x10, a 6= 0,

el sistema
(
ẋ

ẏ

)
= Xh(x) =

(
−6y5 + 6ax5y2

−10ax4y3 + 10(a2 + 1)x9

)
,

es monodrómico y hamiltoniano por lo tanto centro y como se puede apreciar,

no es time-reversible. Por la Proposición 3.3.86 no puede ser reversible.

Teorema 3.3.88 Sea el sistema ẋ = F8(x) con

F8(x) =

(
a0y

3 + a1x
3y2 + a2x

6y + a3x
9

b0x
2y3 + b1x

5y2 + b2x
8y + b3x

11

)
∈ Q(1,3)

8

y definamos c0 = − 3
12
a0, c1 = b0−3a1

12
, c2 = b1−3a2

12
, c3 = b2−3a3

12
, c4 = b3

12
,

d0 = 3a1+3b0
12

, d1 = 6a2+2b1
12

, d2 = 9a3+b2
12

.

Entonces, el campo F8 es reversible en los siguientes casos:

a) c0 = c1 = d0 = 0, 2c2d2 − d1c3 = 0,

b) c0 6= 0 y d0 = 0, 4c0d2 − d1c1 = 0, c31 − 4c1c2c0 + 8c3c
2
0 = 0.
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Demostración: Observemos que F8 = Xh +µD0 con h(x, y) = c0y
4 + c1x

3y3 +

c2x
6y2 + c3x

9y + c4x
12 y µ(x, y) = d0x

2y2 + d1x
5y + d2x

8. Por el Corolario

3.3.79, si F8 es reversible entonces existe un cambio x = u, y = cu3 + v que lo

transforma en un campo time-reversible. Si F̃8 = Xh̃ + µ̃D0 es el nuevo campo,

se tiene:

h̃(u, v) = c0v
4 + (4c0c+ c1)u

3v3 + (6c0c
2 + 3c1c+ c2)u

6v2

+(4c0c
3 + 3c1c

2 + 2c2c+ c3)u
9v + (c0c

4 + c1c
3 + c2c

2 + c3c+ c4)u
12,

µ̃(u, v) = d0u
2v2 + (2d0c+ d1)u

5v + (d0c
2 + d1c+ d2)u

8.

Para que F̃8 sea time-reversible, debe existir c ∈ R tal que:

4c0c+ c1 = 0, (C1)

4c0c
3 + 3c1c

2 + 2c2c+ c3 = 0, (C2)

d0 = 0, (D1)

d0c
2 + d1c+ d2 = 0. (D2).

Si c0 = 0, de la condición (C1) se deduce que c1 = 0, y de (C2), (D2) se

deduce que 2c2d2 − d1c3 = 0. Con esto obtenemos el apartado a).

Si c0 6= 0, de la condición (C1) se deduce que c = − c1
4c0

. Sustituyendo este

valor en (C2) y (D2) se obtiene el apartado b).

Teorema 3.3.89 Consideremos el sistema ẋ = F1(x) con

F1(x) =

(
a0y

2 + a1xy + a2x
2

b0y
2 + b1xy + b2x

2

)
∈ Q(1,1)

1 ,

y denotemos c0 = −1
3
a0, c1 = b0−a1

3
, c2 = b1−a2

3
, c3 = b2

3
, d0 = a1+2b0

3
, d1 =

2a2+b1
3

.

Entonces, el campo F1 es reversible si,

0 = c0(c1d
2
1 − 2c2d1d0 + 3c3d

2
0)

3

−c1(c1d2
1 − 2c2d1d0 + 3c3d

2
0)

2(3c0d
2
1 − 2c1d1d0 + c2d

2
0)

+c2(c1d
2
1 − 2c2d1d0 + 3c3d

2
0)(3c0d

2
1 − 2c1d1d0 + c2d

2
0)

2

−c3(3c0d2
1 − 2c1d1d0 + c2d

2
0)

3.
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Demostración: Observamos que F1 = Xh + µD0, donde h(x, y) = c0y
3 +

c1xy
2 + c2x

2y + c3x
3 y µ(x, y) = d0y + d1x. Por el Corolario 3.3.79, si F1 es

reversible, entonces existe un cambio x = u+ bv, y = cu+ v que lo transforma

en un campo time-reversible. Si F̃1 = Xh̃ + µ̃D0 es el nuevo campo, se tiene:

h̃(u, v) = (c0 + bc1 + b2c2 + c3b
3)v3 + ((3c0 + 2c1b+ c2b

2)c+ c1 + 2c2b+ 3c3b
2)uv2

+(3c0c
2 + 2c1c + c2 + (c1c

2 + 2c2c+ 3c3)b)u
2v + (c0c

3 + c1c
2 + c2c+ c3)u

3,

µ̃(u, v) = (d0 + d1b)v + (d0c+ d1)u.

Si F̃1 es Ru-reversible, entonces:

(3c0 + 2c1b+ c2b
2)c+ c1 + 2c2b+ 3c3b

2 = 0, (C1u)

c0c
3 + c1c

2 + c2c+ c3 = 0, (C2u)

d0 + d1b = 0. (D1u)

En cambio, si es Rv-reversible obtenemos:

c0 + bc1 + b2c2 + c3b
3 = 0, (C1v)

3c0c
2 + 2c1c+ c2 + (c1c

2 + 2c2c+ 3c3)b = 0, (C2v)

d0c+ d1 = 0. (D1v)

Si d0 = d1 = 0, por el Lema 3.2.67 g), existe un cambio de grado cero que

convierte la función de Hamilton en time-reversible.

Si d0 = 0, d1 6= 0, la única opción para que F̃1 sea time-reversible es que

sea Ru-reversible. Por lo tanto, debe ser b = 0. Aśı, las condiciones que tiene

que cumplir son: 3c0c + c1 = 0, c0c
3 + c1c

2 + c2c+ c3 = 0; o equivalentemente

2c31 − 9c0c1c2 + 27c3c
2
0 = 0.

Si d0 6= 0 y d1 = 0, la única opción para que F̃1 sea time-reversible es

que sea Rv-reversible. Por lo tanto, debe ser c = 0. Las condiciones que deben

cumplirse son: c2 + 3c3b = 0, c0 + c1b + c2b
2 + c3b

3 = 0, o equivalentemente

2c32 − 9c0c3c2 + 27c23c0 = 0.

Si d0d1 6= 0 y F̃1 es Ru-reversible, obtenemos el valor de b en la ecuación

(D1u) y lo sustituimos en (C1u). La resolvente de (C1u) y (C2u), respecto

a la variable c, conduce a la ecuación del enunciado.
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Si d0d1 6= 0 y F̃1 es Rv-reversible, obtenemos el valor de c en la ecuación

(D1v) y lo sustituimos en (C2v). La resolvente de (C1v) y (C2v), respecto

a la variable b, da lugar al resultado.

La condición obtenida es sólo necesaria, pues la resolvente puede incluir

valores complejos de c, b que no están permitidos.

3.4. La condición para un centro o un foco

3.4.1. Determinación topológica

Como vimos en el Caṕıtulo 2, algunas de las propiedades del retrato de fases

de campos vectoriales cuasihomogéneos pueden ser convenientemente estable-

cidas usando la descomposición algebraica (2.2.2). La siguiente proposición

clasifica los diferentes tipos topológicos de un sistema plano cuasihomogéneo

en función de h y µ.

Proposición 3.4.90 Sean µ y h los polinomios cuasihomogéneos definidos en

(2.2.2) asociados al sistema (3.1.1). Entonces:

a) Si h ≡ 0 y µ ≡ 0, el sistema es trivial: todos los puntos son de equilibrio.

b) Si h ≡ 0 y µ 6≡ 0, el origen es un nodo: todas las órbitas de (3.1.1) se

acercan o alejan del origen.

c) Si h 6≡ 0 y h(x, y) posee factores reales del tipo x, y o yt1 − ãjx
t2, (véase

(2.3.8)), entonces las curvas x = 0, y = 0 o yt1 − ãjx
t2 = 0, respectiva-

mente son invariantes al flujo del campo (3.1.1).

d) Si h 6≡ 0 y h(x, y) no posee factores reales del tipo descrito en c), entonces

el origen del sistema (3.1.1) es monodrómico.

Demostración: Si aplicamos al sistema (3.1.1) el cambio a coordenadas polares

generalizadas (2.4.11) (descrito en la Proposición 2.4.31), obtenemos el sistema

u′ = [−h′(θ) + 2t1t2µ(θ)]u,

θ′ = (r + |t|)h(θ).
(3.4.8)
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Hemos de hacer notar también que dichos cambios no alteran el sentido de las

órbitas. ya que los valores utilizados en estas operaciones son estrictamente

positivos. A partir de este sistema deducimos todos los resultados:

a) Es trivial.

b) Si h ≡ 0 y µ 6≡ 0, podemos integrar el sistema (3.4.8), obteniendo:

θ(t) = θ0,

u(t) = u0e
2t1t2µ(θ0)t,

con lo cual se demuestra que es un nodo estrellado.

c) En este caso, atendiendo a la expresión (2.3.8), si h(x, y) posee los factores

reales x, y o yt1− ãjx
t2 , entonces h(θ) = 0 tendrá por soluciones Cs(θ0) =

0, Sn(θ0) = 0 o tg(θ0) = ãj respectivamente, con tg(θ) = Snt1(θ)

Cst2(θ)
.

Sea θ = θ0 una de ellas. Es evidente que la recta θ = θ0 es una recta

invariante del sistema (3.4.8). Deshaciendo el cambio, el factor en (x, y)

será una curva invariante del sistema original.

d) Si h 6≡ 0 y no existen factores reales como los descritos en c), entonces

h(θ) 6= 0 para todo θ ∈ [0, T ]. Además, como h es continua en [0, T ],

podemos asegurar que existe m > 0, tal que |h(θ)| > m, ∀θ ∈ [0, T ].

Cambiando el tiempo, obtenemos

u̇ =
[
− 1

r+|t|
h′(θ)
h(θ)

+ 2t1t2
r+|t|

µ(θ)
h(θ)

]
u,

θ̇ = 1,
(3.4.9)

con lo que queda probado el resultado.

Nota: El cambio de escala en el tiempo cambia el sentido de las órbitas

si h < 0, y no las cambia si h > 0.

Para el caso monodrómico, (apartado d) de la Proposición anterior), podemos

hallar condiciones de centro o foco, analizando la correspondiente aplicación
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de Poincaré. Integrando el sistema (3.4.9), obtenemos:

u(θ, u0) = u0e
− 1

r+|t|
∫ θ
0

h′(t)
h(t)

dt+
2t1t2
r+|t|

∫ θ
0

µ(t)
h(t)

dt
.

Aśı pues, la aplicación de Poincaré esta dada por

Π (u0) = u(T, u0) = u0e
− 1

r+|t|
∫ T
0

h′(θ)
h(θ)

dθ+
2t1t2
r+|t|

∫ T
0

µ(θ)
h(θ)

dθ
= u0e

signo(h)
2

r+|t|f0
,

donde

f0 = t1t2

∫ T

0

µ(Cs(θ),Sn(θ))
h(Cs(θ),Sn(θ))

dθ. (3.4.10)

La siguiente proposición caracteriza la monodromı́a y estabilidad del origen

del sistema (3.1.1).

Proposición 3.4.91 El origen del sistema (3.1.1) es un foco o un centro si,

y sólo si, el polinomio h(x, y) definido en (2.2.2), no tiene factores reales del

tipo x, y o yt1 − ãjx
t2 . Más aún, el origen es un centro global si, y sólo si,

f0 = 0; un foco inestable si hf0 > 0; o un foco estable si hf0 < 0.

3.4.2. Cálculo de f0

Es posible encontrar expresiones más simples para el valor de f0. Para ello

describiremos algunas propiedades de los polinomios cuasihomogéneos.

Lema 3.4.92 Si h(x, y) no posee factores reales del tipo x, y o yt1 − ãjx
t2,

(caso d) de la Proposición 3.4.90), entonces el grado de cuasihomogéneo de h,

r + |t|, es igual a 2Dt1t2 donde D ∈ N.

Demostración: Para que h(x, y) no contenga el factor x, usando (2.3.8) dedu-

cimos que mx = 0; para que no contenga el factor y debe ser my = 0, mientras

que si no contiene factores yt1 − ãjx
t2 , j = 1, · · · ,M debe ser M = 0. De esta

forma, r + |t| = 2t1t2
∑N

j=1 nj, de donde se sigue el resultado.

Nota: El polinomio µ(x, y) es de grado r y, por el lema anterior, se tiene

r = 2Dt1t2 − |t| = 2(D − 1)t1t2 + t2(t1 − 1) + t1(t2 − 1). En consecuencia:

µ(x, y) = xt2−1yt1−1µhom(X, Y ),

h(x, y) = hhom(X, Y ),



162 3 Sistemas cuasihomogéneos

donde µhom, hhom son polinomios homogéneos en las variables X e Y , de grados

2N − 2, 2N , respectivamente.

Lema 3.4.93 Las funciones Cs(θ), Sn(θ) (definidas en (2.4.11)) son periódi-

cas de periodo T , y verifican las siguientes propiedades:

a) Cs(θ) = −Cs(θ + T
2
) = −Cs(T

2
− θ) = Cs(−θ) y Sn(θ) = −Sn(θ + T

2
) =

Sn(T
2
− θ) = −Sn(−θ) para 0 ≤ θ < T

2
.

b) Cs2t2(θ) + Sn2t1(θ) = 1.

Demostración:

a) Basta comprobar que
(
−Cs(θ + T

2
),−Sn(θ + T

2
)
)
,
(
−Cs(T

2
− θ), Sn(T

2
− θ)

)

y (Cs(−θ),−Sn(−θ)) son soluciones del problema de valor inicial (2.4.10).

b) Es trivial, ya que las soluciones de (2.4.10) satisfacen la ecuación del ha-

miltoniano.

Veamos ahora una expresión más simple de f0.

Lema 3.4.94 Se tiene que

f0 =

{
2t1t2

∫ T/4

−T/4
µ(Cs(θ),Sn(θ))
h(Cs(θ),Sn(θ))

dθ, si |t| es par ,

0, si |t| es impar .

Demostración: Podemos expresar f0 como suma de dos integrales: f0 = I0+I1,

donde I0 = t1t2
∫ T/2

0
µ(Cs(θ),Sn(θ))
h(Cs(θ),Sn(θ))

dθ, I1 = t1t2
∫ T

T/2
µ(Cs(θ),Sn(θ))
h(Cs(θ),Sn(θ))

dθ. Realizando en

esta última integral el cambio θ = ξ + T
2

y aplicando el Lema 3.4.93 a),

obtenemos I1 = t1t2
∫ T/2

0
µ(−Cs(θ),−Sn(θ))
h(−Cs(θ),−Sn(θ))

dθ.

Del mismo modo, se tiene: Ii = t1t2
∫ T/2

0
µ((−1)iCs(θ),(−1)iSn(θ))
h((−1)iCs(θ),(−1)iSn(θ))

dθ = I
(0)
i +I

(1)
i ,

donde I
(0)
i = t1t2

∫ T/4

0
µ((−1)iCs(θ),(−1)iSn(θ))
h((−1)iCs(θ),(−1)iSn(θ))

dθ, I
(1)
i = t1t2

∫ T/2

T/4
µ((−1)iCs(θ),(−1)iSn(θ))
h((−1)iCs(θ),(−1)iSn(θ))

dθ,

donde i = 0, 1.

Realizando en esta última integral el cambio θ = T
2
−ξ y aplicando el Lema

3.4.93 a), obtenemos I
(1)
i = t1t2

∫ T/4

0
µ((−1)i+1Cs(θ),(−1)iSn(θ))
h((−1)i+1Cs(θ),(−1)iSn(θ))

dθ.
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Aśı: f0 =
∑1

i,j=0 I
(j)
i , siendo I

(j)
i = t1t2

∫ T/4

0
µ((−1)i+jCs(θ),(−1)iSn(θ))
h((−1)i+jCs(θ),(−1)iSn(θ))

dθ.

Por otra parte, por la cuasihomogeneidad, se tiene: µ((−1)t1Cs(θ),(−1)t2Sn(θ))
h((−1)t1Cs(θ),(−1)t2Sn(θ))

=
(−1)rµ(Cs(θ),Sn(θ))

(−1)r+|t|h(Cs(θ),Sn(θ))
. Por lo tanto:

Si t1 es par y t2 impar, obtenemos I
(1)
1 = −I(0)

0 , I
(0)
1 = −I(1)

0 y en conse-

cuencia f0 = 0.

Si t1 es impar y t2 par, entonces I
(1)
0 = −I(0)

0 , I
(0)
1 = −I(1)

1 y aśı: f0 = 0.

Si t1, t2 son impares, entonces I
(0)
1 = I

(0)
0 , I

(1)
0 = I

(1)
1 y por tanto

f0 = 2(I
(0)
0 + I

(1)
1 ). Por otra parte, aplicando a I

(1)
1 el cambio θ =

−ξ, y utilizando el apartado a) del Lema 3.4.93, se tiene que I
(1)
1 =

t1t2
∫ 0

−T/4
µ(Cs(θ),Sn(θ))
h(Cs(θ),Sn(θ))

dθ, de donde deducimos el resultado.

Proposición 3.4.95 Si |t| es par, entonces f0 =
∫∞
−∞

µhom(1,Y )
hhom(1,Y )

dY .

Demostración: Por el lema anterior:

f0 = 2t1t2

∫ T/4

−T/4

µ(Cs(θ),Sn(θ))
h(Cs(θ),Sn(θ))

dθ =

∫ T/4

−T/4

2t1t2Cst2−1(θ)Snt1−1(θ)µhom(Cst2(θ),Snt1 (θ))

hhom(Cst2(θ),Snt1 (θ))
dθ

=

∫ T/4

−T/4

2t1t2Cst2−1(θ)Snt1−1(θ)

Cs2t2 (θ)

µhom(1,Tg(θ))
hhom(1,Tg(θ))

dθ,

donde Tg(θ) = Snt1(θ)

Cst2 (θ)
.

Aplicando el cambio v = Tg(θ), y usando el apartado b) del Lema 3.4.93,

tenemos que:

dv =
2t1t2Snt1−1Cst2−1(θ)[Cs2t2(θ)+Sn2t1(θ)]

Cs2t2 (θ)
dθ = 2t1t2Snt1−1Cst2−1(θ)

Cs2t2 (θ)
dθ.

Por lo tanto:

f0 =

∫ ∞

−∞

µhom(1,v)
hhom(1,v)

dv.

Esta integral converge ya que deg
(
hhom

)
− deg

(
µhom

)
= 2 (véase la nota que

sigue al Lema 3.4.92).
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Corolario 3.4.96 Si |t| es par, entonces f0 = t1
∫∞
−∞

µ(1,y)
h(1,y)

dy.

Demostración: Aplicando el cambio v = yt1 a la expresión de f0 dada en la

Proposición 3.4.95, se obtiene:

f0 =

∫ ∞

−∞

t1yt1−1µhom(1,yt1 )
hhom(1,yt1 )

dy = t1

∫ ∞

−∞

µ(1,y)
h(1,y)

dy,

como se queŕıa demostrar.

Teorema 3.4.97 El origen del sistema (3.1.1) es un foco o un centro si, y

sólo si, el polinomio h(x, y) =
∏m

j=1(y
t1 − λjx

t2), (definido en (2.3.7)), tiene

ráıces λj, complejos no reales.

Además, el origen es un centro global si, y sólo si, |t| es impar o f0 = 0.

Si |t| es par, el origen es un foco inestable si hf0 > 0, o un foco estable si

hf0 < 0, donde:

f0 = −
∑

Im(λj )>0

hhom(1,λj)=0

Im
(
Res

[
µhom(1,y)
µhom(1,y)

, λj

])
. (3.4.11)

Demostración: Por el Lema 3.1.64, grad
(
hhom(1, Y )

)
−grad

(
µhom(1, Y )

)
= 2.

Por tanto, la integral dada en la expresión de f0 de la Proposición 3.4.95 es

convergente y f0 = 2πI
∑

Im(λj)>0 Res
[

µhom(1,y)
hhom(1,y)

, λj

]
(observemos que λj son

ráıces de hhom(1, y)).

Por otra parte, para cada λj es Res
[

µhom(1,y)
hhom(1,y)

, λj

]
= Res

[
µhom(1,y)
hhom(1,y)

, λj

]
, y

por el teorema de los residuos resulta:

0 =
∑

hhom(1,λj)=0

Res
[

µhom(1,y)
hhom(1,y)

, λj

]
= 2Re




∑

Im(λj )>0

hhom(1,λj)=0

Res
[

µhom(1,y)
hhom(1,y)

, λj

]

 .

En consecuencia:

f0 = 2πI


Re




∑

Im(λj )>0

hhom(1,λj)=0

Res
[

µhom(1,y)
hhom(1,y)

, λj

]

 + Im




∑

Im(λj )>0

hhom(1,λj)=0

Res
[

µhom(1,y)
hhom(1,y)

, λj

]

 I


 ,

de donde se obtiene el resultado.
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3.4.3. Ejemplos

Supongamos que |t| es par y que ẋ = Fr(x) es monodrómico. A partir del

Lema 3.4.92, obtenemos ẋ = Xh(x) + µ(x)D0, donde

µ(x, y) = xt2−1yt1−1
∑2N−2

j=0 djx
t2jyt1(2N−2−j),

h(x, y) =
∏N

j=1

[
(yt1 − ajx

t2)2 + b2jx
2t2
]
.

(3.4.12)

Aplicando un escalado, (véase el Lema 3.2.67), podemos suponer b1 = 1.

Además, por el mismo lema, si t2 = 1 podemos también suponer a1 = 0.

Si |t| es par, tenemos:

µhom(1, Y ) =
2D−2∑

j=0

djY
2D−2−j ,

hhom(1, Y ) =
[
(Y − a1)

2 + 1
]n1

N∏

j=2

[
(Y − aj)

2 + b2j
]nj ,

donde D =
∑N

j=1 nj . Estas expresiones son útiles en el cálculo de f0:

Caso D = 1 Se tiene

f0 = d0

2
, (3.4.13)

por tanto todos los centros son hamiltonianos.

Caso D = 2 Pueden darse dos casos:

Que hhom tenga ráıces complejas simples: hhom(1, Y ) = [(Y −a1)
2 +

1][(Y − a2)
2 + b22], en cuyo caso:

f0 =
[d0[a2

2+b22+b2(a2
1+1)]+d1(a1b2+a2)+d2(1+b2)]

2b2[(1+b2)2+(a1−a2)2]
. (3.4.14)

Como 1 + b2 6= 0, podemos asegurar que el sistema monodrómico

(3.4.12), cuya función de Hamilton de la parte conservativa tiene

cuatro ráıces complejas simples, es un centro si, y sólo si,

d2 = −d0[a2
2+b22+b2(a2

1+1)]+d1(a1b2+a2)

1+b2
.
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Que hhom posea ráıces complejas dobles: hhom(1, Y ) = [(Y − a1)
2 + 1]

2
,

en cuyo caso:

f0 =
d0(a2

1+1)+d1a1+d2

4
. (3.4.15)

Aśı, el sistema monodrómico (3.4.12), cuya función de Hamilton de

la parte conservativa posee dos ráıces complejas dobles, es un centro

si, y sólo si,

d2 = −d0(a
2
1 + 1) − d1a1.

Caso D = 3 Pueden presentarse tres situaciones:

Que todas las ráıces de hhom sean simples: hhom(1, Y ) = [(Y −a1)
2+

1][(Y − a2)
2 + b22][(Y − a3)

2 + b23], en cuyo caso:

f0 = p0d0+p1d1+p2d2+p3d3+p4d4

2b2b3[(b2+b3)2+(a2−a3)2][(a1−a2)2+(1+b2)2][(a1−a3)2+(1+b3)2]
,

donde

p0 = b2(a
2
3 + b23)

2[(a2 − a1)
2 + (b2 + 1)2] − 2[(1 + a2

1)
2a2b2 + (a2

2 + b22)
2a1]a3b3

+b3(a
2
3 + b23)[(a

2
2 + b22)

2 + 4b22(1 + a2
1) + b2(4a

2
2 + 4b22 + (1 + a2

1)
2)]

+(1 + a2
1)(a

2
2 + b22)(a

2
2 + b22 + b2(1 + a2

1))b3 + 2[a2
2 + b22 + b2(1 + a2

1)]
2b23,

p1 = 2b3[a
2
2 + b2(a

2
1 + 1) + b22][b3(a2 + a1b2) − a3(a1a2 − b2)]

+b3(a
2
3 + b23)[b

2
2(a2 + 2a1) + b2(a1(a

2
1 + 1) + 2a2) + a3

2]

+b2a3(a
2
3 + b23)[(a2 − a1)

2 + (b2 + 1)2] + (1 + a2
1)(a

2
2 + b22)(a2 + b2a1)b3,

p2 = 2(b2 − a1a2)(a2 + b2a1)a3b3 + b3(a
2
3 + b23)[a

2
2 + b22 + b2(a

2
1 + 1)]

+(1 + a2
1)(b2 + 1)(a2

2 + b22)b3 + b2[(a2 − a1)
2 + (b2 + 1)2]a2

3

+[b2(b
2
2 + (a2 + a1)

2 + 1) + 2a2
2 + 2b22(a

2
1 + 1)]b23,

p3 = +[b2a1(b
2
2 + a2

2 + 2b2) + a2(a
2
1 + 2b2 + 1)]b3 + b3(a

2
3 + b23)(a2 + b2a1)

+2(b2 + 1)b3[b3(a2 + b2a1) + a3(b2 − a1a2)] + b2a3[(a2 − a1)
2 + (b2 + 1)2],

p4 = b2[(a2 − a1)
2 + (b2 + 1)2] + b33(b2 + 1)

+[(a3 − a1)
2 + b2(a3 − a2)

2 + b32 + (2b2 + 1)2]b3 + 2(b2 + 1)2b23.

Como p4 > 0, el sistema monodrómico (3.4.12), cuya función de Ha-

milton de la parte conservativa tiene seis ráıces complejas simples,
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es un centro si, y sólo si,

d4 = −p0d0+p1d1+p2d2+p3d3

p4
.

Que hhom posea una ráız compleja doble y otra simple: hhom(1, Y ) =

[(Y − a1)
2 + 1]

2
[(Y − a2)

2 + b22]. Entonces:

f0 = p0d0+p1d1+p2d2+p3d3+p4d4

4b2[(a2−a1)2+(1+b2)2]2
, (3.4.16)

donde

p0 = 2(a2
2 + b22)

2 + b2(a
2
1 + 1)2(a2

1 − 2a1a2 + 4b2 + 1)

+b2(a
2
2 + b22)(a

2
1 + 5)(a2

1 + 1),

p1 = 2a2[b2(1 − a4
1) + b22 + a2

2] + a1b2(a
2
2 + b22)(3 + a2

1)

+a1(a
2
1 + 1)2b2 + 4a1(a

2
1 + 1)b22,

p2 = 2a2
2 − 2a1(a

2
1 − 1)a2b2 + b2(a

2
1 + 1)(a2

2 + b22 + a2
1 + 1)

+2(2a2
1 + 1)b22,

p3 = b2[2a2 + a1(3 + a2
1 + (a2 − a1)

2 + b22)] + 2a2 + 4a1b
2
2,

p4 = 2 + b2[(a2 − a1)
2 + b22 + 5] + 4b22.

Como p4 > 0, el sistema monodrómico (3.4.12), cuya función de

Hamilton de la parte conservativa tiene dos ráıces complejas simples

y dos dobles, es un centro si, y sólo si,

d4 = −p0d0+p1d1+p2d2+p3d3

p4
.

Que hhom posea ráıces complejas triples: hhom(1, Y ) = [(Y − a1)
2 + 1]

3
.

Entonces:

f0 =
4a1(3+a2

1)d0+3(1+a2
1)d1+2a1d2+d3

16
. (3.4.17)

Por tanto, el sistema monodrómico (3.4.12), cuya función de Ha-

milton de la parte conservativa tiene dos ráıces complejas triples, es

un centro si, y sólo si,

d3 = −4a1(3 + a2
1)d0 − 3(1 + a2

1)d1 − 2a1d2.
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3.5. Integrabilidad polinomial

Diremos que una función no constante H es una integral primera de ẋ =

F(x) en un subconjunto abierto U de R2, si H , no constante en U , es constante

sobre cada curva solución de ẋ = F(x). Claramente si H ∈ C1 (U) entonces

∇H ·F ≡ 0. En el caso de que exista una integral primera del sistema ẋ = F(x),

diremos que el sistema ẋ = F(x) es integrable. En este caso y por brevedad

también diremos que F es integrable y que H es una integral primera de F.

Diremos que F es integrable anaĺıticamente, formalmente, polinomialmente o

de clase C∞, si existe una integral primera H de ẋ = F(x) anaĺıtica, formal,

polinomial o de clase C∞ respectivamente. En lo que sigue supondremos al

menos que H ∈ C1 (U).

Para que un sistema ẋ = Fr(x)+· · · sea integrable, es preciso que ẋ = Fr(x)

lo sea. Es decir, la integrabilidad del primer término cuasihomogéneo de un

campo perturbado es condición necesaria para la integrabilidad del campo

perturbado. Por tanto, un primer paso en el problema de la integrabilidad

anaĺıtica de un campo es el análisis de la integrabilidad anaĺıtica de su primer

término.

El siguiente lema asegura que, si un sistema con un sólo término cuasiho-

mogéneo ẋ = Fr(x) posee una integral primera anaĺıtica o formal entonces

cada término cuasihomogéneo de dicha integral primera es una integral prime-

ra polinomial. Es decir la integrabilidad anaĺıtica de estos campos equivale a

la integrabilidad polinomial.

Lema 3.5.98 Sea H =
∑∞

i=mHi donde Hi ∈ Pt
i entonces H es una integral

primera formal del sistema ẋ = Fr(x) con Fr ∈ Qt
r si, y sólo si, para todo

i ≥ m, Hi es una integral primera polinomial.

Demostración: La condición suficiente es trivial. Probemos la condición nece-

saria. Si H es una integral primera, entonces

∇H · Fr =

∞∑

i=m

∇Hi · Fr ≡ 0.

Como para cada i ≥ m, ∇Hi · Fr ∈ Pt
i+r, comparando los términos cuasiho-

mogéneos de cada miembro de la anterior igualdad grado a grado, se llega a
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que ∇Hi · Fr ≡ 0, para todo i ≥ m.

En primer lugar nos planteamos cuándo un sistema con un sólo término

cuasihomogéneo ẋ = Fr(x) = (P (x, y), Q(x, y))T posee una integral primera

polinomial.

Consideraremos que Fr(0) = 0 ya que en otro caso el teorema de la caja

de flujo garantiza la existencia de una integral primera anaĺıtica en un entorno

del origen. También supondremos que las componentes de Fr son coprimas,

no tienen factores comunes. En caso contrario, si existe f ∈ Pt
r−s tal que

Fr = fFs entonces Fr es integrable si, y sólo si, lo es Fs. Dos casos par-

ticulares se tienen cuando P ≡ 0 o Q ≡ 0, ya que Fr(x, y) = Q(x, y)(0, 1)T ,

Fr(x, y) = P (x, y)(1, 0)T respectivamente y Fr en ambos casos es integrable ya

que y, x respectivamente son integrales primeras. Un campo vectorial con am-

bas componentes no idénticamente nulas y sin factores comunes lo llamaremos

irreducible, en caso contrario lo llamaremos reducible.

Consideremos la descomposición del campo cuasihomogéneo en sus partes

conservativa y disipativa: Fr = Xh+µD0 con µ ∈ Pt
r y h ∈ Pt

r+|t|. Sabemos que

si µ ≡ 0 entonces el campo es hamiltoniano y, por lo tanto, h es una integral

primera polinomial. Si h es constante, el campo µD0 es un campo radial, (véase

apartado b de la Proposición 3.4.90), y por tanto no posee integral primera.

En resumen, las hipótesis sobre el campo Fr = Xh +µD0 serán: Fr(0) = 0,

Fr irreducible, µ 6≡ 0, h 6≡ constante.

Observemos que el sistema (3.1.1) siempre posee una integral primera:

Usando el Lema 1.3.12 obtenemos [Fr,D0] = rFr. Por tanto, 1
r+|t|D0 ∧Fr = h

es un factor integrante inverso de (3.1.1), (véase Olver [55]). Además,H(x, y) =

f(x) +
∫ P (x,y)

h(x,y)
dy, donde ∂H

∂x
= −Q(x,y)

h(x,y)
es una integral primera de (3.1.1). En

general, H no está definida en el origen y por tanto no es una integral primera

anaĺıtica ni formal en el origen.

El siguiente lema aporta información sobre la forma y el grado de la integral

primera cuasihomogénea del campo cuasihomogéneo Fr.

Lema 3.5.99 El sistema (3.1.1) posee una integral primera polinomial si, y

sólo si, existe H ∈ Pt
r+s+|t| y f ∈ Pt

s con s > 0 tal que fFr = XH . Además

H = r+|t|
r+s+|t|fh.
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Demostración:

Condición necesaria. Sea H ∈ Pt
i una integral primera de Fr = (P,Q)T .

Entonces, ∇H · Fr = ∂H
∂x
P + ∂H

∂y
Q = 0. Como ninguna de las componentes

de Fr es nula, podemos escribir
−∂H

∂y
∂H
∂x

= P
Q

donde P ∈ P
t
r+t1 , Q ∈ P

t
r+t2 ,

∂H
∂y

∈ Pt
s+t1

y ∂H
∂x

∈ Pt
s+t2

. Como P y Q no tienen factores comunes, la fracción
P
Q

es irreducible, por lo que debe existir f ∈ Pt
s, s > 0 tal que −∂H

∂y
= fP y

∂H
∂x

= fQ. En consecuencia fFr = XH. Por tanto i = r + s+ |t| y

(r + s+ |t|)H = D0 ∧ (fFr) = fD0 ∧ Fr = f(r + |t|)h.

Condición suficiente. H es una integral primera polinomial de Fr puesto

que 0 ≡ ∇H · XH = ∇H · (fFr) = f∇H · Fr.

A continuación veremos la relación que existe entre las descomposiciones

de dos campos proporcionales. Notemos que los factores de proporcionalidad

del campo son factores de la función de Hamilton h de la parte conservativa.

Lema 3.5.100 Sea Fr = fFs con r > s, Fr = Xh+µD0 y Fs = Xgs+|t|
+νsD0.

Entonces:

h = s+|t|
r+|t|fgs+|t|,

µ = fνs + 1
r+|t|∇f ·Xgs+|t|

.

Demostración: Es un simple ejercicio:

h = 1
r+|t|D0 ∧ Fr = 1

r+|t|fD0 ∧ Fs = s+|t|
r+|t|fgs+|t|,

µ = 1
r+|t|div (Fr) = 1

r+|t|fdiv (Fs) + 1
r+|t|∇f · Fs

= s+|t|
r+|t|fνs + 1

r+|t|∇f · Xgs+|t|
+ r−s

r+|t|fνs

= fνs + 1
r+|t|∇f · Xgs+|t|

.

El siguiente resultado nos relaciona la existencia entre una integral primera

del sistema (3.1.1) y los polinomios cuasihomogéneos h y µ asociados a Fr.
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Teorema 3.5.101 Consideremos el sistema plano (3.1.1) con Fr irreducible,

y h 6≡ const. Entonces, el sistema (3.1.1) posee una integral primera polinomial

si, y sólo si, µ ≡ 0 o bien h =
∏k

j=1 fj donde fj ∈ Pt
sj

son factores irreducibles

sobre K[x, y], (donde K es R o C), k ≥ 2 y existen k números enteros no

negativos, n1, · · ·nk, no todos nulos, tales que

µ = − 1∑k
j=1(nj+1)sj

k∑

j=1

k∑

l=j+1

(nj − nl)
h

flfj
∇fj · Xfl

. (3.5.18)

Además, en ese caso,
∏k

j=1 f
nj+1
j es una integral primera polinomial de (3.1.1).

Demostración: Si µ ≡ 0, el sistema (3.1.1) es hamiltoniano y h es una integral

primera polinomial.

Supongamos que µ 6≡ 0 y Fr posee una integral primera polinomial: H ∈
Pt

M0
. Por el Lema 3.5.99, sabemos que existe f̃ ∈ Pt

M0−r−|t| tal que

f̃Fr = XH . (3.5.19)

Ésto se cumple si, y sólo si, div(f̃Fr) = 0. Por otra parte

div(f̃Fr) = ∇f̃ · Fr + f̃div(Fr) = ∇f̃ · Xh + (M0 − r − |t|)µf̃ + (r + |t|)µf̃.

Aśı, Fr es integrable si, y sólo si, existe f̃ ∈ Pt
M0−r−|t| tal que

∇f̃ ·Xh = −M0µf̃ . (3.5.20)

De (3.5.20) deducimos que f̃(x, y) = 0 es una curva invariante polinomial de Xh

que pasa por el origen. Aśı, si f1, f2, · · · , fk son todos los factores irreducibles

en K[x, y] de h: h =
∏k

j=1 f
mj

j , siendo fj ∈ Pt
sj

, mj enteros positivos con∑k
j=1mjsj = r + |t|, entonces f̃ tiene la expresión

f̃ =
k∏

j=1

f
nj

j , nj ∈ N0; j = 1, · · · , k;
k∑

j=1

nj > 0. (3.5.21)

Puesto que f̃ es un polinomio cuasihomogéneo real, se tiene que ni = nj si

fi = f̄j. Notemos que grad
(
f̃
)

= M0 − r − |t| =
∑k

j=1 sjnj .
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Aśı, el primer miembro de la igualdad (3.5.20) resulta:

∇f̃ ·Xh = ∇
(

k∏

j=1

f
nj

j

)
· Xh =

k∑

j=1

nj
∏k

j=1 f
nj
j

fj
∇fj · Xh

=

(
k∏

j=1

f
nj

j

)
k∑

j=1

nj
∇fj ·Xh

fj
= f̃

k∑

j=1

nj
∇fj ·Xh

fj
.

Sustituyendo en (3.5.20), el sistema (3.1.1) tiene una integral primera polino-

mial si, y sólo si,

µ = −
k∑

j=1

nj

r+|t|+
∑k

j=1 njsj

∇fj ·Xh

fj
. (3.5.22)

Probemos ahora que h tiene al menos dos factores irreducibles simples sobre

K[x, y]. Usaremos reducción al absurdo.

Supongamos que h fuera de la forma h = fm con m ≥ 1. Imponiendo

(3.5.22), se tendŕıa µ ≡ 0. Aśı llegamos a una contradicción.

Por otra parte, si h =
∏k

l=1 f
ml
l , con algún ml > 1, 1 ≤ l ≤ k, se tendŕıa:

Xh = X∏k
l=1 f

ml
l

=
k∑

l=1




k∏

j=1

j 6=l

f
mj

j


Xf

ml
l

=
k∑

l=1

mlf
ml−1
l




k∏

j=1

j 6=l

f
mj

j


Xfl

=

k∑

l=1

ml
h
fl
Xfl

=

(
k∏

j=1

f
mj−1
j

)
k∑

l=1

ml

∏k
j=1 fj

fl
Xfl

,

y para cualquier j = 1, · · · , k se tendŕıa:

∇fj · Xh =

(
k∏

j=1

f
mj−1
j

)
k∑

l=1
l 6=j

ml

∏k
j=1 fj

fl
∇fj · Xfl

.

Aśı, por (3.5.22), fml−1
l seŕıa un factor de h y de µ lo cual contradice que Fr

sea irreducible.

Por lo tanto, h =
∏k

j=1 fj con k ≥ 2, y en tal caso la igualdad (3.5.22)

queda:

µ = −
k∑

j=1

k∑

l=1
l 6=j

nj∑k
j=1(nj+1)sj

∏k
j=1 fj

flfj
∇fj · Xfl
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= − 1∑k
j=1(nj+1)sj

k∑

j=1

k∑

l=j+1

(nj − nl)
h

flfj
∇fj · Xfl

.

Por último, si H ∈ Pt
M0

es una integral primera polinomial de (3.1.1), se

llega a la ecuación (3.5.19). Utilizando esta ecuación y el Lema de Euler para

polinomios cuasihomogéneos obtenemos:

M0H = D0 ∧XH = D0 ∧ (f̃Fr) = f̃D0 ∧ Fr = (r + |t|)f̃h,

de donde obtenemos el resultado utilizando la expresión de f̃ dado en (3.5.21).

Nota: En la demostración hemos probado que si fi, fj son factores irreducibles

de h con fi = f̄j entonces ni = nj .

Corolario 3.5.102 (Condición necesaria de integrabilidad polinomial)

Consideremos el sistema plano (3.1.1) con Fr irreducible, µ 6≡ 0 y h 6≡ const.

Si el sistema (3.1.1) posee una integral primera polinomial, entonces la des-

composición de h en factores irreducibles sobre C[x, y] es

h(x, y) = cxδxyδy

m∏

i=1

(yt1 − λix
t2), (3.5.23)

con r + |t| = t1δx + t2δy + t1t2m, donde c 6= 0, δx, δy ∈ {0, 1}, λ1, · · · , λm

son números complejos distintos no nulos y δx + δy + m ≥ 2 (si δx = δy = 0

y λi ∈ C\R para i = 1, · · · , m entonces m ≥ 4). Si λi ∈ C\R para algún

i = 1, · · · , m, entonces existe j, 1 ≤ j ≤ m, j 6= i tal que λj = λ̄i.

En lo que sigue, supondremos que se tiene más de un factor y todos los factores

son simples. Concretamente, utilizando (2.3.6), se tiene:

Lema 3.5.103 Sea Fr ∈ Qt
r y h definido en (3.5.23). Entonces:

−δxRes
[
ηhom(X, 1), 0

]
+ δyRes

[
ηhom(1, Y ), 0

]
+

k∑

i=1

Res
[
ηhom(1, Y ), λi

]
= 0,

donde ηhom(X, Y ) = µhom(X,Y )

XδxY δy hhom(X,Y )
.
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Demostración: Utilizando el teorema de los residuos generalizado, se tiene:

Res
[
ηhom(1, Y ),∞

]
+ δyRes

[
ηhom(1, Y ), 0

]
+

k∑

i=1

Res
[
ηhom(1, Y ), λi

]
= 0.

Basta probar que

Res
[
ηhom(1, Y ),∞

]
= −δxRes

[
ηhom(X, 1), 0

]
.

Caso δx = 0. Por el Lema 3.1.64, para la función racional µhom(1,Y )

Y δy hhom(1,Y )
, se cum-

ple que el grado del denominador menos el grado del numerador es igual

a dos. Por lo tanto, Res
[
ηhom(1, Y ),∞

]
= 0, como se queŕıa demostrar.

Caso δx = 1. Por el Lema 3.1.64, para la función racional µhom(1,Y )

Y δy hhom(1,Y )
se cum-

ple que el grado del denominador menos el grado del numerador es igual

a uno. Por lo tanto, Res
[
ηhom(1, Y ),∞

]
= − ĺımY →∞

(
Y ηhom(1, Y )

)
.

Usando el Lema 3.1.65, como sx = sy = 0 y mj = 1 para j = 1, · · · , m,

se tiene que

ηhom(X, Y ) =
∑m−1+δy

j=0 djXm−1+δy−jY j

cXY δy
∏m

i=1(Y −λiX)
.

Por tanto:

Res
[
ηhom(X, 1), 0

]
= ĺım

X→0
Xηhom(X, 1) =

dm−1+δy

c
= ĺım

Y →∞
Y ηhom(1, Y )

= −Res
[
ηhom(1, Y ),∞

]
.

A continuación, enunciamos un teorema análogo al Teorema 3.5.101, que sim-

plifica la determinación de integrabilidad polinomial de un campo cuasiho-

mogéneo plano. Además, estas condiciones son óptimas para determinar en

una familia de campos planos cuasihomogéneos, aquellos que son integrables

polinomialmente.

Teorema 3.5.104 Sea Fr ∈ Qt
r irreducible y h dado en (3.5.23). Entonces:

el sistema (3.1.1) posee integral primera polinomial si, y sólo si, µ ≡ 0 o bien

existen nx, ny, ni, i = 1, · · · , m enteros no negativos, no todos nulos, tales que




Res
[
ηhom(X, 1), 0

]
= (nx+1)(r+|t|)−M0

t2M0
, si δx = 1,

Res
[
ηhom(1, Y ), 0

]
= − (ny+1)(r+|t|)−M0

t1M0
, si δy = 1,

Res
[
ηhom(1, Y ), λi

]
= − (ni+1)(r+|t|)−M0

M0
, i = 1, · · · , m,

(3.5.24)
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donde ηhom(X, Y ) = µhom(X,Y )

XδxY δy hhom(X,Y )
y M0 = t1(nx + 1)δx + t2(ny + 1)δy +

t1t2
∑m

j=1(nj + 1).

Además, en este caso, una integral primera de grado M0 es

H = x(nx+1)δxy(ny+1)δy

m∏

i=1

(yt1 − λix
t2)ni+1.

Demostración: Comenzamos probando la condición necesaria.

Si µ ≡ 0, el sistema es hamiltoniano y h es una integral primera polinomial.

Si µ 6≡ 0 y (3.1.1) tiene una integral primera polinomial, usando (3.5.23) y

(3.5.18) obtenemos:

µ(x, y) = −1
M0

[
(nx − ny)δxδy∇(x) · Xy

h(x,y)

xδxyδy

+

m∑

j=1

(nx − nj)δx∇(x)X(yt1−λjxt2)
h(x,y)

xδx (yt1−λjxt2)

+
m∑

j=1

(ny − nj)δy∇(y) · X(yt1−λjxt2 )
h(x,y)

yδy (yt1−λjxt2)

+
m∑

j=1

m∑

l=j+1

(nj − nl)∇(yt1 − λjx
t2)X(yt1−λlx

t2)
h(x,y)

(yt1−λjxt2)(yt1−λlx
t2)

]
.

Por tanto:

µ(x,y)
h(x,y)

= 1
M0

[
(nx − ny)δxδy

1
xδxyδy +

m∑

j=1

t1(nx − nj)δxy
t1−1 1

xδx (yt1−λjxt2)

+
m∑

j=1

t2λj(ny − nj)δyx
t2−1 1

yδy (yt1−λjxt2)

−
m∑

j=1

m∑

l=j+1

t1t2(nj − nl)(λj − λl)x
t2−1yt1−1 1

(yt1−λjxt2)(yt1−λlx
t2)

]
,

donde M0 = (nx + 1)δxt1 + (ny + 1)δyt2 +
∑m

j=1(nj + 1)t1t2.

Por otra parte, utilizando el Lema 3.1.65, se tiene que

µ(x,y)
h(x,y)

= x(t2−1)(1−δx)y(t1−1)(1−δy )µhom(xt2 ,yt1)

xδxyδy hhom(xt2 ,yt1)
= xt2−1yt1−1µhom(xt2 ,yt1)

xt2δxyt1δy hhom(xt2 ,yt1)

= xt2−1yt1−1ηhom(X, Y ).
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Aśı resulta:

ηhom(X, Y ) = 1
M0

[
(nx − ny)δxδy

1
XδxY δy +

m∑

j=1

t1(nx − nj)δx
1

Xδx (Y −λjX)

+

m∑

j=1

t2λj(ny − nj)δy
1

Y δy (Y −λjX)

−
m∑

j=1

m∑

l=j+1

t1t2(nj − nl)(λj − λl)
1

(Y −λjX)(Y −λlX)

]
.

A continuación, consideramos los siguientes casos.

Si δx = 1, tenemos que

Res
[
ηhom(X, 1), 0

]
= ĺım

X→0
Xηhom(X, 1) =

(nx−ny)δy+
∑m

j=1 t1(nx−nj)

M0

=
t1[(nx+1)−(nx+1)]δx+t2[(nx+1)−(ny+1)]δy+t1t2

∑m
j=1[(nx+1)−(nj+1)]

t2M0

= (nx+1)(r+|t|)−M0

t2M0
.

Análogamente, si δy = 1 tenemos

Res
[
ηhom(1, Y ), 0

]
= ĺım

Y →0
Y ηhom(1, Y ) =

(nx−ny)δx−
∑m

j=1 t2(ny−nj)

M0

=
−t1[(ny+1)−(nx+1)]δx−t2[(ny+1)−(ny+1)]δy−t1t2

∑k
j=1[(ny+1)−(nj+1)]

t1M0

= − (ny+1)(r+|t|)−M0

t1M0
.

Por último, para cada λi, 1 ≤ i ≤ m se tiene que:

Res
[
ηhom(1, Y ), λi

]
= ĺım

Y →λi

(Y − λi)η
hom(1, Y )

=
t1(nx−ni)δx+t2(ny−ni)δy−

∑m
j=1 t1t2(ni−nj)

M0

= − t1[(ni+1)−(nx+1)]δx+t2[(ni+1)−(ny+1)]δy+t1t2
∑m

j=1[(ni+1)−(nj+1)]

M0

= − (ni+1)[t1δx+t2δy+t1t2k]−M0

M0
= − (ni+1)(r+|t|)−M0

M0
.

Probemos ahora la condición suficiente. En primer lugar, probamos que si h

es de la forma (3.5.23), las condiciones (3.5.24) lo determinan uńıvocamente:
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Por el Lema 3.1.65, se tiene que

µ(x, y) = x(t2−1)(1−δx)y(t1−1)(1−δy)

m−2+δx+δy∑

j=0

djx
t2(m−2+δx+δy−j)yjt1.

Para determinar este polinomio, basta obtener el polinomio en una variable

µhom(1, Y ) =
∑m−2+δx+δy

j=0 djY
j, con Y = yt1. Para este propósito, necesitamos

el valor de µhom(1, Y ) en m− 1 + δx + δy nodos distintos (ténganse en cuenta

que una de las condiciones de (3.5.24), por el Lema 3.5.103, es consecuencia

de las restantes):

µhom(1, λi) = ĺım
Y →λi

µhom(1, Y ) = ĺım
Y →λi

(Y − λi)η
hom(1, Y ) ĺım

Y →λi

Y δy hhom(1,Y )
Y −λi

= Res
[
ηhom(1, Y ), λi

] d(Y δy hhom(1,Y ))
dY

∣∣∣∣
Y =λi

, para i = 1, · · · , m,

y, si δy = 1:

µhom(1, 0) = ĺım
Y →0

µhom(1, Y ) = ĺım
Y →0

Y ηhom(1, Y ) ĺım
Y →0

Y δy hhom(1,Y )
Y

= Res
[
ηhom(1, Y ), 0

]
hhom(1, 0).

En consecuencia, existe sólo un polinomio µhom(1, Y ) de grado m− 1+ δx + δy

que cumpla las condiciones (3.5.24).

Dado h, consideremos que µ̃ ∈ P
t
r cumpla la igualdad (3.5.18). Por el

teorema 3.5.101, se tiene que F̃r = Xh + µ̃D0 es integrable polinomialmente.

Por otra parte, su polinomio homogéneo asociado µ̃hom es de grado m−1+δx +

δy. Como hemos probado en la condición necesaria, también cumple (3.5.24),

y por lo tanto µ̃ = µ.

Notas:

1) Si λi = λ̄j , teniendo en cuenta que el residuo de µhom(1,Y )

Y δy hhom(1,Y )
en Y = λ̄j,

conjugado de λi, es el conjugado del residuo para λi. Puesto que ambos

residuos son reales, obtenemos ni = nj .

2) Por el Lema 3.5.103, obtenemos que una condición de las descritas en

(3.5.24) es dependiente de las restantes.
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3) Si el sistema ẋ = Fr(x) es monodrómico e integrable, es centro. Por otra

parte, utilizando el Teorema 3.5.104 y el Lema 3.5.103, sabemos que

Res
[
ηhom(1, Y ), λi

]
= − (r+|t|)(ni+1)−M0

M0
∈ Q.

Por tanto, aplicando el Teorema 3.4.97, también obtenemos la condición

de centro.

En la siguiente subsección exponemos los resultados obtenidos por algunos au-

tores respecto a la relación que existe entre los exponentes de Kowaleskaya y la

integrabilidad polinomial de un campo cuasihomogéneo, aśı como la expresión

de la condición de integrabilidad obtenida en el Teorema 3.5.104 en términos

de los exponentes de Kowalevskaya.

3.5.1. Integrabilidad y exponentes de Kowalevskaya

Esta subsección esta motivada por el trabajo de Llibre y Zhang en [46]

donde analizan la integrabilidad polinomial en términos de los llamados expo-

nentes de Kowalevskaya.

El interés para los sistemas cuasihomogéneos (3.1.1) se centra en la existen-

cia de soluciones particulares de la forma (x(t), y(t))T = (c1t
−t1 , c2t

−t2)T , donde

los coeficientes c = (c1, c2) ∈ C\ {0} están dados por la ecuación vectorial

Fr(c) + 1
r
D0(c) = 0. (3.5.25)

A estas soluciones se les llama balances del sistema (3.1.1).

Para cada balance c, se define la llamada matriz de Kowalevskaya

K(c) = D
(
Fr + 1

r
D0

)
(c).

Los autovalores de K(c) son llamados los exponentes de Kowalevskaya del ba-

lance c. Sophia Kowalevskaya introdujo la matrizK para obtener las soluciones

en serie de Laurent del movimiento de un cuerpo ŕıgido. Puede demostrarse

que siempre existe un exponente de Kowalevskaya igual a −1, cuyo autovector

asociado es 1
r
(t1c1, t2c2) (véase Tsygvintsev [61] y Yoshida [66]).



3.5 Integrabilidad polinomial 179

Furta [30] y Goriely [37] probaron independientemente la existencia de

una relación entre los exponentes de Kowalevskaya de sistemas polinomiales

cuasihomogéneos de dimensión n y el grado de sus integrales primeras poli-

nomiales cuasihomogéneas. Más tarde, Llibre & Zhang [46] proporcionan una

nueva relación que mejora los resultados dados en Furta [30] y Goriely [37].

Hasta donde conocemos, sólo Llibre & Zhang [46] y Tsygvintsev [61] han

caracterizado la integrabilidad de los sistemas planos cuadráticos utilizando sus

exponentes de Kowalevskaya. Entre los resultados de Llibre & Zhang [46], para

sistemas polinomiales cuasihomogéneos planos de grado uno, que generaliza al

dado por Tsygvintsev [61] para sistemas planos homogéneos cuadráticos, se

encuentra el siguiente:

Teorema 3.5.105 (Llibre & Zhang [46]) Consideramos el sistema (3.1.1)

de grado r = 1, con Fr irreducible. Entonces:

a) Si el sistema (3.1.1) tiene dos balances independientes con exponentes de

Kowalevskaya (−1, ρ1) y (−1, ρ2), el sistema (3.1.1) tiene una primera

integral polinomial cuasihomogénea de grado m ∈ N si, y sólo si, se

cumplen las siguientes condiciones:

ρ−1
1 + ρ−1

2 ≤ 1, mρ−1
i ∈ N, i = 1, 2.

b) Si el sistema (3.1.1) tiene un único balance independiente con exponentes

de Kowalevskaya (−1, ρ), ρ 6= 0, el sistema (3.1.1) tiene una integral

primera polinomial cuasihomogénea de grado m ∈ N si, y sólo si, se

cumplen las siguientes condiciones:

ρ−1 ≤ 1, mρ−1 ∈ N.

c) Si el sistema (3.1.1) no tiene balances o tiene infinitos balances indepen-

dientes, entonces no tiene integral primera polinomial cuasihomogénea.

Recientemente, Cairó & Llibre [?] han estudiado el caso de sistemas polino-

miales cuasihomogéneos planos de grado dos.

A continuación, mostramos los resultados que hemos obtenido respecto de

la relación que existe entre los exponentes de Kowalevskaya y la integrabilidad

polinomial.
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Comenzamos, en la siguiente proposición, calculando los balances del sis-

tema (3.1.1).

Proposición 3.5.106 Si c es un balance de (3.1.1), entonces h(c) = 0.

Además, si Fr es irreducible, se tiene:

a) Si x es factor de h, entonces r es múltiplo de t2 y existen r
t2

balances

c = (0, c2) con c
r/t2
2 = − t2

rQ(0,1)
.

b) Si y es factor de h, entonces r es múltiplo de t1 y existen r
t1

balances

c = (c1, 0) con c
r/t1
1 = − t1

rP (1,0)
.

c) Si yt1−λxt2 es un factor de h, entonces existen r balances c =
(
ut1, ut2λ1/t1

)

con ur = − t1
rP (1,λ1/t1)

.

Demostración: Cada balance c es una solución sobre C[x, y] de la ecuación

Fr(c) + 1
r
D0(c) = 0. Por tanto, (r + |t|)h(c) = D0(c) ∧ Fr(c) = D0(c) ∧[

Fr(c) + 1
r
D0(c)

]
= 0. Aśı, todo balance es solución de un factor irreducible

de h en el campo complejo.

Supongamos ahora que Fr = (P,Q)T es irreducible. También podemos

suponer que r+ |t| ∈ I, ya que en caso contrario por el apartado a) del Lema

2.3.26 seŕıa h ≡ const. Aśı, r+ |t| = k3t1t2 + k2t2 + k1t1, con 0 ≤ ki < t3−i − 1

para i = 1, 2. Es fácil probar que k1 = (t2 − 1)δ1 y k2 = (t1 − 1)δ2 con

δ1, δ2 ∈ {0, 1}, ya que en otro caso Fr posee el factor común x o y. Hemos de

hacer notar que si t2 = 1 suponemos δ1 = 0 y si t1 = 1 entonces δ2 = 0. Aśı:

r = [k3 − (1 − δ1) − (1 − δ2)]t1t2 + (1 − δ2)(t1 − 1)t2 + (1 − δ1)(t2 − 1)t1,

con k3 − (1 − δ1) ≥ 0 y k3 − (1 − δ2) ≥ 0, ya que de otra forma P o Q son

nulos. Para justificar esta última afirmación consideremos, por ejemplo, que

k3 − (1 − δ1) < 0. Entonces 0 ≤ k3 < 1 − δ1, aśı que k3 = δ1 = 0 y por tanto

r + t1 = −(1 − δ2)t2, con lo que P seŕıa nulo.

Por tanto, de la expresión de r y del Lemma 2.3.26 se tendŕıa:

P (c) = cδ11 c
(t1−1)(1−δ2)
2 P hom(ct21 , c

t1
2 ), Q(c) = c

(t2−1)(1−δ1)
1 cδ22 Q

hom(ct21 , c
t1
2 ),

donde P hom y Qhom son polinomios homogéneos de grado k3 − (1 − δ2) y k3 −
(1 − δ1) respectivamente.
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Ahora, analizamos tres casos que se corresponden con cada uno de los

posibles factores de h. Por la descomposición dada en (2.3.7), estos factores

sólo pueden ser de tres tipos: x, y o yt1 − λxt2 con λ ∈ C\ {0}.

Si x es factor de h(x, y) = t1xQ(x, y) − t2yP (x, y), entonces x es factor

de P (P (0, y) ≡ 0). Observamos que Q(0, 1) 6= 0, pues de otra forma x

seŕıa factor común de ambas componentes de Fr.

A continuación, calculamos el balance c = (0, c2) de (3.1.1). Como

P (0, c2) = 0, la primera ecuación de (3.5.25) para (0, c2) se satisface.

Por otra parte, vemos que (t2 − 1)(1− δ1) = 0 ya que si δ1 = 0 y t2 > 1,

seŕıa x factor común de P y deQ. Con este resultado, la segunda ecuación

de (3.5.25) resulta:

0 = cδ22 Q(0, 1)c
(k3−1+δ1)t1
2 + t2c2

r
= c2

[
c
t1(k3+δ1−1)−1+δ2
2 Q(0, 1) + t2

r

]
.

Además, r = t2[t1(k3 − 1 + δ1)− 1 + δ2] por lo que r es múltiplo de t2, y

por tanto c
r/t2
2 = − t2

rQ(0,1)
, con lo que deducimos el apartado a).

Si y es un factor de h(x, y) = t1xQ(x, y) − t2yP (x, y), entonces y es

un factor de Q (Q(x, 0) ≡ 0). Observemos P (1, 0) 6= 0, ya que en caso

contrario y seŕıa factor de ambas componentes de Fr. Como Q(c1, 0) = 0,

la segunda ecuación de (3.5.25) para (c1, 0) se satisface. Además, (t1 −
1)(1 − δ2) = 0, ya que en otro caso, δ2 = 0 y t1 > 1, se tendŕıa que

y es factor común de ambas componentes de Fr. Por tanto, la primera

ecuación de (3.5.25) resulta:

0 = cδ11 P (1, 0)c
(k3−1+δ2)t2
1 + t1c1

r
= c1

[
c
t2(k3−1+δ2)−1+δ1
1 P (1, 0) + t1

r

]
.

Además, r = t1[t2(k3 − 1 + δ2) − 1 + δ1], por lo que r es múltiplo de t1,

siendo c
r/t1
1 = − t1

rP (1,0)
. Aśı queda demostrado el apartado b).

Si yt1 − λxt2 es un factor de h, donde λ ∈ C\ {0}, entonces existe un

balance de la forma c = (c1, c2) =
(
ut1 , ut2λ1/t1

)
con u 6= 0, ya que

h(ut1 , ut2λ1/t1) = ur+|t|h(1, λ1/t1) = 0.

La primera ecuación de (3.5.25) viene dada por:

0 = P (ut1 , ut2λ1/t1) + t1ut1

r
= ut1

[
urP (1, λ1/t1) + t1

r

]
.
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Observemos que P (1, λ1/t1) 6= 0, ya que en caso contrario, por ser 0 =

h(1, λ1/t1) = t1Q(1, λ1/t1) − t2λ
1/t1P (1, λ1/t1), tendŕıamos Q(1, λ1/t1) = 0

y entonces yt1 − λxt2 seŕıa factor común de ambas componentes de Fr.

De esta forma, se deduce que ur = − t1
rP (1,λ1/t1 )

. La segunda ecuación de

(3.5.25), Q(c1, c2)+ t2c2
r

= 0, también se cumple ya que despejando Q en

la ecuación (r + |t|)h(x, y) = t1xQ(x, y) − t2yP (x, y) y sustituyendo en

la segunda ecuación de (3.5.25), resulta:

t1c1
[
Q(c1, c2) + t2c2

r

]
= (r + |t|)h(c1, c2) + t2c2

[
P (c1, c2) + t1c1

r

]
= 0.

Aśı demostramos el apartado c).

Falta probar que hay exactamente r balances. La primera componente

del balance es:

c1 = ut1 = r

√
(−1)t1 t

t1
1

rt1(P (1,λ1/t1 ))
t1
,

c2 = ut2λ1/t1 = λ1/t1 r

√
(−1)t2 t

t2
1

rt2(P (1,λ1/t1 ))
t2

= r

√
(−1)t2 t

t2
1 λr/t1

rt2λ(r+t1)/t1(P(λ−1/t2 ,1))
t2

= r

√
(−1)t2 t

t2
1

rt2λ(P(λ−1/t2 ,1))
t2
.

Puesto que
(
P
(
1, λ1/t1

))t1
y
(
P
(
λ−1/t2 , 1

))t2
están uńıvocamente deter-

minados por λ, se obtienen r balances.

En la siguiente proposición, obtenemos los exponentes de Kowalevskaya aso-

ciados a los balances de (3.1.1) a través de la función racional homogénea

ηhom(X, Y ) := µhom(X,Y )

XδxY δy hhom(X,Y )
que, a su vez, se construye a partir de las fun-

ciones µ y h.

Proposición 3.5.107 Sea Fr irreducible. Entonces, los exponentes de Kowa-

levskaya de los balances asociados a un factor de h son iguales.

Además, si h(x, y) = xmxymy
∏m

i=1(y
t1 − λix

t2)mi, con mx = sxt2 + δx,

my = syt1 + δy, δx, δy ∈ {0, 1}, sx, sy ∈ N0, λi ∈ C\ {0}. Entonces, se cumple:

a) ρx = r+|t|
r

[
1 + t2Res

[
ηhom(X, 1), 0

]]−1
si mx = 1; y ρx = 0 si mx > 1.
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b) ρy = r+|t|
r

[
1 − t1Res

[
ηhom(1, Y ), 0

]]−1
si my = 1; y ρy = 0 si my > 1.

c) ρi = r+|t|
r

[
1 − Res

[
ηhom(1, Y ), λi

]]−1
si mi = 1; y ρi = 0 si mi > 1,

i = 1, · · · , m,

donde ηhom(X, Y ) = µhom(X,Y )

XδxY δy hhom(X,Y )
, hhom(X, Y ) = XsxY sy

∏m
i=1(Y −λiX)mi y

ρx, ρy y ρi representan los exponentes de Kowalevskaya asociados a los factores

x, y y yt1 − λix
t2.

Demostración: Utilizando la descomposición de un campo en sus partes conservativa-

disipativa, se tiene:

Fr + 1
r
D0 = Xh +

[
µ+ 1

r

]
D0.

La traza de su diferencial es

[
−hxy + µxt1x+ µt1 + 1

r
t1 + hyx + µyt2y + µt2 + 1

r
t2
]

=
[
∇µ · D0 +

(
µ+ 1

r

)
|t|
]

=
[
rµ+ |t|µ+ 1

r
|t|
]

= (r + |t|)µ+ |t|
r
.

Aśı, para cada balance c, si ρ(c) es el autovalor distinto de −1 asociado

al balance c, se tiene que ρ(c) − 1 = tr(K(c)) = (r + |t|)µ(c) + |t|
r
, de donde

obtenemos

ρ(c) = (r + |t|)
[
µ(c) + 1

r

]
. (3.5.26)

Calculemos ahora los exponentes de Kowalevskaya asociados a los factores de

h.

Supongamos que x es un factor de h, esto es, existen balances de la for-

ma (0, c2). De la descomposición (2.2.2) se tiene hx(x, y) = Q(x, y) −
t2yµ(x, y). Como µ(0, c2) = c

r/t2
2 µ(0, 1) (ya que µ es un polinomio cua-

sihomogéneo de grado r respecto al tipo t), aplicando (3.5.26) y la Pro-

posición 3.5.106, obtenemos:

hx(0, 1) = Q(0, 1) − t2µ(0, 1) = Q(0, 1) − t2µ(0,c2)

c
r/t2
2

= Q(0, 1) + rµ(0, c2)Q(0, 1) = r
[
µ(0, c2) + 1

r

]
Q(0, 1)

= r
r+|t|ρxQ(0, 1),
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con Q(0, 1) 6= 0. Por tanto, todos los balances (0, c2) tienen los mismos

autovalores. Más aún, ρx = 0 si, y sólo śı, hx(0, 1) = 0, esto es, mx > 1.

En caso contrario, aplicando el Lema 3.1.66, se tiene:

1
ρx

= r
r+|t|

Q(0,1)
hx(0,1)

= r
r+|t|

hx(0,1)+t2µ(0,1)
hx(0,1)

= r
r+|t|

[
1 + t2Res

[
µ(x,1)
h(x,1)

, 0
]]

= r
r+|t|

[
1 + t2Res

[
ηhom(X, 1), 0

]]
.

Razonando de forma análoga, supongamos que y es un factor de h, esto

es, existen balances de la forma (c1, 0). De la descomposición (2.2.2), se

obtiene hy(x, y) = −P (x, y)+t1xµ(x, y). Como µ(c1, 0) = c
r/t1
1 µ(1, 0) (ya

que µ es un polinomio cuasihomogéneo de grado r respecto al tipo t),

aplicando (3.5.26) y la Proposición 3.5.106, obtenemos:

hy(1, 0) = −P (1, 0) + t1µ(1, 0) = −P (1, 0) + t1µ(c1,0)

c
r/t1
1

= −P (1, 0) − rµ(c1, 0)P (1, 0) = −r
[
µ(c1, 0) + 1

r

]
P (1, 0)

= − r
r+|t|ρyP (1, 0),

con P (1, 0) 6= 0. Por tanto, todos los balances (c1, 0) tienen los mismos

autovalores. Más aún, ρy = 0 si, y sólo śı, hy(1, 0) = 0, esto es, my > 1.

En caso contrario, aplicando el Lema 3.1.66, se tiene:

1
ρy

= − r
r+|t|

P (1,0)
hy(1,0)

= r
r+|t|

hy(1,0)−t1µ(1,0)
hy(1,0)

= r
r+|t|

[
1 − t1Res

[
µ(1,y)
h(1,y)

, 0
]]

= r
r+|t|

[
1 − t1Res

[
ηhom(1, Y ), 0

]]
.

Para finalizar, calculamos los exponentes ρi asociados al factor yt1−λix
t2 ,

donde λi ∈ C\ {0}, i = 1, · · · , m. De la descomposición (2.2.2) se tie-

ne hy(x, y) = −P (x, y) + t1xµ(x, y). También se cumple µ(c1, c2) =

µ(ut1, ut2λ
1/t1
i ) = urµ(1, λ

1/t1
i ). Aśı, usando la Proposición 3.5.106, ob-

tenemos:

hy(1, λ
1/t1
i ) = −P (1, λ

1/t1
i ) + t1µ(1, λ

1/t1
i ) = −P (1, λ

1/t1
i ) + t1µ(c1,c2)

ur

= −P (1, λ
1/t1
i ) − rµ(c1, c2)P (1, λ

1/t1
i )

= −r
[
µ(c1, c2) + 1

r

]
P (1, λ

1/t1
i ) = − r

r+|t|ρiP (1, λ
1/t1
i ),
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con P (1, λ
1/t1
i ) 6= 0. Por tanto, todos los balances (c1, c2) asociados al

mismo factor tienen el mismo exponente de Kowalevskaya. Más aún,

ρi = 0 si, y sólo śı, hy(1, λ
1/t1
i ) = 0, esto es, mi > 1. En caso contrario,

aplicando el Lema 3.1.66, se tiene:

1
ρi

= − r
r+|t|

P (1,λ
1/t1
i )

hy(1,λ
1/t1
i )

= r
r+|t|

hy(1,λ
1/t1
i )−t1µ(1,λ

1/t1
i )

hy(1,λ
1/t1
i )

= r
r+|t|

[
1 − t1Res

[
µ(1,y)
h(1,y)

, λ
1/t1
i

]]

= r
r+|t|

[
1 − Res

[
ηhom(1, Y ), λi

]]
.

A continuación, encontramos una relación entre los inversos de los expo-

nentes de Kowalevskaya del sistema (3.1.1), cuya parte conservativa está de-

terminada por h dada en (3.5.23).

Lema 3.5.108 Sea Fr irreducible y h dado en (3.5.23). Entonces

t1δx

ρx
+ t2δy

ρy
+

m∑

i=1

t1t2
ρi

= r.

Demostración: Utilizando en primer lugar el Lema 3.5.103 y posteriormente

r + |t| = grad (h) = t1δx + t2δy +mt1t2, obtenemos:

r = r − rt1t2
r+|t|

[
−δxRes

[
ηhom(X, 1), 0

]
+ δyRes

[
ηhom(1, Y ), 0

]

+

m∑

i=1

Res
[
ηhom(1, Y ), λi

]
]

= r
r+|t| [t1δx + t2δy +mt1t2] − rt1t2

r+|t|
[
−δxRes

[
ηhom(X, 1), 0

]

+δyRes
[
ηhom(1,Y ), 0

]
+

m∑

i=1

Res
[
ηhom(1, Y ), λi

]
]

= r
r+|t|

[
t1δx + t2t1δxRes

[
ηhom(X, 1), 0

]
+ t2δy − t1t2δyRes

[
ηhom(1, Y ), 0

]

+t1t2

m∑

i=1

(
1 − Res

[
ηhom(1, Y ), λi

])
]

= t1δx

ρx
+ t2δy

ρy
+

m∑

i=1

t1t2
ρi
.

La última igualdad se obtiene de la Proposición 3.5.107.
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En el siguiente teorema mostramos cómo son los exponentes de Kowalevska-

ya cuando el sistema (3.1.1) tiene una integral primera polinomial cuasiho-

mogénea. Este resultado generaliza a los obtenidos por Tsygvintsev [61] y

Llibre [46]. Llamamos la atención de que nuestros resultados generalizan a

cualquier grado los obtenidos por Llibre [46] en el Teorema 3.5.105 para r = 1.

Teorema 3.5.109 Sea Fr ∈ Qt
r irreducible. El sistema (3.1.1) posee integral

primera polinomial de grado M0 si, y sólo si, h tiene la forma dada por (3.5.23)

y existen nx, ny, ni, i = 1, · · · , m enteros no negativos, no todos nulos, que

cumplen

1
ρx

= r(nx+1)
M0

, 1
ρy

= r(ny+1)

M0
, 1

ρi
= r(ni+1)

M0
, i = 1, · · · , m,

donde ρx, ρy y ρi son los exponentes de Kowalevskaya distintos de −1 asociados

a los factores de h, x, y, yt1 − λix
t2 respectivamente, y M0 = t1(nx + 1)δx +

t2(ny + 1)δy + t1t2
∑m

j=1(nj + 1).

Demostración: La demostración se obtiene como consecuencia del Teorema

3.5.104 y de la Proposición 3.5.107. Del anterior Teorema obtenemos: M0 =

r + |t| + nxδxt1 + nyδyt2 +
∑k

j=1 njt1t2. Además:

Si δx = 1, entonces 1
ρx

= r
r+|t|

[
1 + t2

(r+|t|)(nx+1)−M0

t2M0

]
= r(nx+1)

M0
.

Si δy = 1, entonces 1
ρy

= r
r+|t|

[
1 + t1

(r+|t|)(ny+1)−M0

t1M0

]
= r(ny+1)

M0
.

Por último, 1
ρi

= r
r+|t|

[
1 + (r+|t|)(ni+1)−M0)

M0

]
= r(ni+1)

M0
.

3.6. Ejemplos

En esta sección, caracterizamos la integrabilidad polinomial de algunos sis-

temas cuasihomogéneos ẋ = Fr(x), con Fr ∈ Qt
r, irreducible. Comenzamos

estudiando los sistemas cuasihomogéneos nilpotentes, posteriormente consi-

deramos sistemas cuasihomogéneos nilpotentes generalizados para terminar

caracterizando los campos cuasihomogéneos integrables polinomialmente de

grado cero, uno y dos.
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Caso nilpotente, tipo (1, n), n ≥ 2. Consideremos el campo con sólo un

término cuasihomogéneo de grado n− 1:
(
ẋ

ẏ

)
= Fn−1 =

(
y + axn

b0x
n−1y + b1x

2n−1

)
, (3.6.27)

con a, b0, b1 ∈ R. En este caso, tenemos:

h(x, y) = −1
2

[
y2 − b0−na

n
xny − b1

n
x2n
]
,

µ(x, y) = b0+na
2n

xn−1.

Si b0 + na = 0, el campo es hamiltoniano y por tanto, integrable polinomial-

mente. En el caso b0 +na 6= 0, discutiremos la integrabilidad según el signo de

∆ = (b0 − na)2 + 4nb1:

Si ∆ < 0, el campo es monodrómico siendo h2n(x, y) = −1
2
(y− λxn)(y−

λxn), con λ ∈ C\R. Como posee un único factor irreducible sobre R[x, y],

por el Corolario 3.5.102, el sistema no es integrable.

Si ∆ = 0, entonces h(x, y) = −n(y − λxn)2, λ ∈ R. Como los factores

son múltiples, por el Corolario 3.5.102, Fn−1 es no integrable.

Si ∆ > 0, entonces h(x, y) = −1
2
(y−λ1x

n)(y−λ2x
n), donde λ1 6= λ2, λ1 =

(b0−na)+
√

∆
2n

, λ2 = (b0−na)−
√

∆
2n

, son ambos reales. Aplicando los cambios

de variables descritos en el Lema 3.2.67 y posteriormente aplicando un

escalado en el tiempo, podemos reducir el sistema a forma canónica, en

la que h(x, y) = y(y − xn) y µ(x, y) = dxn−1. Usando ahora el Teorema

3.5.104, el sistema (3.6.27) es integrable si, y sólo si, existen n1, n2 enteros

no negativos, no ambos nulos, tales que:

Res
[
ηhom(1, Y ), 1

]
= d = −2n(n2+1)−M0

M0

con M0 = n(n1 + n2 + 2).

Proposición 3.6.110 El sistema (3.6.27) es integrable polinomialmente si

b0 + na = 0 o bien si b0 + na 6= 0, ∆ = (b0 − na)2 + 4nb1 > 0.

En el segundo caso, dicho sistema es C∞-equivalente a (ẋ, ẏ)T = (−2y +

(d+ 1)xn, n(d− 1)xn−1y)T , siendo este sistema integrable polinomialmente si,

y sólo si, d = 1 − 2p
p+q

con p, q ∈ N, p+ q ≥ 2.
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Caso nilpotente, tipo (2, 2n + 1). Consideremos el campo con un sólo

término cuasihomogéneo de grado 2n− 1.

(
ẋ

ẏ

)
=

(
ay

bx2n

)
= F2n−1(x, y).

Si ab 6= 0, el sistema ẋ = F2n−1(x) es siempre integrable.

Caso nilpotente generalizado I, tipo (2, 3). Consideremos el campo cua-

sihomogéneo de grado 4:

(
ẋ

ẏ

)
=

(
y2 + Ax3

Bx2y

)
= F4(x, y), (3.6.28)

donde AB 6= 0 ( en otro caso es reducible a uno integrable). La función de

Hamilton de la parte conservativa y su divergencia son:

9h(x, y) = (2B − 3A)x3y − 3y3 = −3y(y2 − 2B−3A
3

x3),

9µ(x, y) = (3A+B)x2.

Si 3A+B = 0, es integrable por ser hamiltoniano.

Si 2B− 3A = 0, entonces h(x, y) = −1
3
y3. Como y es un factor múltiple,

por el Corolario 3.5.102, F4 es no integrable.

Si 2B − 3A 6= 0, entonces para que sea integrable se tiene que cumplir

Res
[
ηhom(1, Y ), 0

]
= 3A+B

2B−3A
= − (ny+1)9−M0

2M0
,

donde M0 = 3(ny + 1) + 6(n1 + 1). Por tanto: B = −3n1+1
ny+1

A

Proposición 3.6.111 El sistema (3.6.28) es integrable si, y sólo si, se cumple

alguna de las siguientes condiciones: AB = 0 o 3A+B = 0 o AB(3A+B) 6= 0

y B = −3p
q
A donde p, q ∈ N, p+ q ≥ 2.
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Caso nilpotente generalizado II, tipo (1, 3). Consideremos el campo

cuasihomogéneo de grado 8:
(
ẋ

ẏ

)
= Xh + µD0 = F8(x, y), (3.6.29)

donde:

12h(x, y) = −x12 − y4 = −
2∏

i=1

(y − λix
3)(y − λix

3),

12µ(x, y) = Ax8 +Bx5y + Cx2y2,

con λ1 = 1√
2
(1 + I), λ2 = −λ1.

Puede comprobarse que se cumplen las condiciones necesarias de integra-

bilidad. Para que sea integrable, se tiene que cumplir además:

Res
[
ηhom(1, Y ), λ1

]
=

A+Bλ1+Cλ2
1

(λ1−λ1)(λ1−λ2)(λ1−λ2)

=
√

2
8

(C − A) −
√

2
8

(A + C +
√

2B)I = − (n1+1)12−M0

M0
,

Res
[
ηhom(1, Y ), λ1

]
=

√
2

8
(C − A) +

√
2

8
(A+ C +

√
2B)I = − (n1+1)12−M0

M0
,

Res
[
ηhom(1, Y ), λ2

]
=

A+Bλ2+Cλ2
2

(λ2−λ1)(λ2−λ1)(λ2−λ2)

= −
√

2
8

(C − A) −
√

2
8

(A+ C −
√

2B)I = − (n2+1)12−M0

M0
,

donde M0 = 6(n1 +1)+6(n2 +1). De esta forma, obtenemos: B = 0, A = −C,

C = 2
√

2(n2−n1)
n1+n2+2

. Además, una integral primera es:

H(x, y) =
[
y2 +

√
2x3y + x6

]n1+1 [
y2 −

√
2x3y + x6

]n2+1

.

Proposición 3.6.112 El sistema (3.6.29) es integrable polinomialmente si, y

sólo si, B = 0, A = −C, C = 2
√

2p−q
p+q

con p, q ∈ N, p+ q ≥ 2.

A continuación, vamos a estudiar los sistemas cuasihomogéneos de grado cero

que son polinomialmente integrables.

3.6.1. Sistemas cuasihomogéneos de grado cero

Proposición 3.6.113 Sea Ft
0 ∈ Qt

0 irreducible con div (Ft
0) 6≡ 0 donde t =

(t1, t2) con t1 ≤ t2, coprimos. Entonces, ẋ = Ft
0(x) es polinomialmente inte-

grable si, y sólo si, t1 = 1 y existe un cambio de variables de grado cero y un
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escalado en el tiempo que lo transforma en G
(1,t2)
0 = ((d − 1)x, (1 + t2d)y)

T ,

con d = 1 − (t2 + 1) p
q+t2p

, p, q ∈ N y p+ q ≥ 2.

Demostración: Los campos cuasihomogéneos de grado cero del tipo t = (t1, t2)

con t1 ≤ t2, se estudiar en tres casos:

(a) t1 > 1. En este caso µ0 = div
(
F

(t1,t2)
0

)
≡ 0.

(b) t1 = 1, t2 > 1. En este caso se tiene F
(1,t2)
0 = (a1x, b1x

t2 + b2y)
T y, aśı:

h(x, y) = 1
t2+1

x [(b2 − t2a1)y + t2b1x
t2 ] y µ(x, y) = a1+b2

t2+1
. Observemos

que b2 − t2a1 6= 0, ya que en otro caso h seŕıa idénticamente cero o bien

tendŕıa factores múltiples. Por tanto, siempre es posible mediante un

cambio de variables, reducir nuestro campo a G
(1,t2)
0 con µ̃(x, y) = d y

cuya función de Hamilton de la parte conservativa es h̃(x, y) = xy. Por

tanto, G
(1,t2)
0 = ((d− 1)x, (1 + t2d)y)

T .

Este campo transformado, por el Teorema 3.5.104, es integrable si, y sólo

si, existen nx, ny ∈ N0, no ambos nulos, tales que Res
[
ηhom(1, Y ), 0

]
=

d = − (t2+1)(ny+1)−M0

M0
, donde M0 = (nx + 1) + t2(ny + 1). Esto es, debe

ser d = 1 − (t2 + 1) p
q+t2p

con p, q ∈ N, p+ q ≥ 2.

(c) t1 = t2 = 1. En este caso, se tiene F
(1,1)
0 = (a1x+a2y, b1x+b2y)

T , µ(x, y) =
a1+b2

2
y h(x, y) = 1

2
(b1x

2 +(b2−a1)xy−a2y
2). Sea ∆ = (b2−a1)

2 +4a2b1.

Si ∆ ≤ 0, h sólo posee dos factores complejos conjugados o uno real

doble por lo que no cumple la condición necesaria de integrabilidad. Si

∆ > 0, aplicando cambios de variables (véase el Lema 3.2.67) se puede

conseguir un nuevo campo G
(1,1)
0 tal que µ̃(x, y) = d y h̃(x, y) = xy. Por

tanto, G
(1,1)
0 = ((d− 1)x, (d+ 1)y)T .

Este campo transformado, por el Teorema 3.5.104, es integrable si, y sólo

si, existen nx, ny ∈ N0, no ambos nulos, tales que Res
[
ηhom(1, Y ), 0

]
=

d = −2(ny+1)−M0

M0
, donde M0 = (nx + 1) + (ny + 1). Esto es, debe ser

d = 1 − 2 p
q+p

con p, q ∈ N, p+ q ≥ 2.
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3.6.2. Sistemas cuasihomogéneos de grado uno

Proposición 3.6.114 Sea Ft
1 ∈ Qt

1 irreducible con div (Ft
1) 6≡ 0 donde t =

(t1, t2) con t1 ≤ t2, coprimos. Entonces, ẋ = Ft
1(x) es polinomialmente inte-

grables si, y sólo si, existe un cambio de variables de grado cero y un escalado

en el tiempo, que lo transforma en:

G
(1,2)
1 = (−2y + (d+ 1)x2, 2(d− 1)xy)T , donde d = 1 − 2 p

q+p
y p, q ∈ N,

p+ q > 2.

G
(1,1)
1,a = ((d0 + 1)x2 + (d1 − 2)xy, (d0 − 2)xy + (d1 + 1)y2)T , donde d1 =

(ny−nx)+(n1−nx)

nx+ny+n1+3
, d0 = (nx−ny)+(n1−ny)

nx+ny+n1+3
, siendo nx, ny, n1 ∈ N0, nx + ny +

n1 ≥ 1.

G
(1,1)
1,b = (−3y2 + (d0 − 1)x2 + d1xy, (d0 + 2)xy + d1y

2)T , donde d1 = 0 y

d0 = 2(n1−ny)
ny+2n1+3

, siendo ny, n1 ∈ N0, ny + n1 ≥ 1.

Demostración: Distinguiremos cuatro casos:

(a) t1 > 1. En este caso div
(
F

(t1,t2)
1

)
≡ 0, por lo que no cumple las hipótesis.

(b) t1 = 1, t2 ≥ 3. En este caso F
(1,t2)
1 = (a1x

2, b1x
t2+1+b2xy)

T = x(a1x, b1x
t2+

b2y)
T es reducible, por lo tanto no lo estudiaremos.

(c) t1 = 1, t2 = 2. En este caso F
(1,2)
1 = (a1x

2 + a2y, b1x
3 + b2xy)

T , h(x, y) =
1
4
[−2a2y

2 + (b2 − 2a1)x
2y + b1x

4] y µ(x, y) = 2a1+b2
4

x. Sea ∆ = (b2 −
2a1)

2 +8a2b1. Si ∆ ≤ 0, h sólo posee dos factores complejos conjugados o

uno real doble, por lo que no cumple la condición necesaria de integrabi-

lidad. Si ∆ > 0, aplicando cambios de variables, (véase el apartado c) del

Lema 3.2.67), se puede conseguir un nuevo campo G
(1,2)
1 tal que µ̃(x, y) =

dx y h̃(x, y) = y(y−x2). Por tanto, G
(1,2)
1 = (−2y+(d+1)x2, 2(d−1)xy)T .

Este campo transformado, por el Teorema 3.5.104, es integrable si, y sólo

si, existen ny, n1 ∈ N0, no ambos nulos, tales que Res
[
ηhom(1, Y ), 0

]
=

−d = −4(ny+1)−M0

M0
, donde M0 = 2(ny + 1) + 2(n1 + 1). Esto es, debe ser

d = 1 − 2 p
q+p

con p, q ∈ N, p+ q > 2.
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(d) t1 = t2 = 1. En este caso F
(1,1)
1 = (a1x

2 +a2xy+a3y
2, b1x

2 +b2xy+b3y
2)T ,

h(x, y) = 1
3
[−a3y

3 + (b3 − a2)xy
2 + (b2 − a1)x

2y + b1x
3] y µ(x, y) = 2a1+b2

3
x+

a2+2b3
3

y. Para que sea integrable, todos los factores de h deben ser sim-

ples. Aśı, h debe tener tres factores reales simples distintos o un factor

real y dos factores complejos conjugados.

Si h(x.y) = −a3

3
(y − λ1x)(y − λ2x)(y − λ3x) con λ1, λ2, λ3 ∈ R y

distintos, aplicando cambios de variables, (véase el apartado f) del

Lema 3.2.67), se puede conseguir un nuevo campo G
(1,1)
1,a para el

que µ̃(x, y) = d0x + d1y y h̃(x, y) = xy(y − x). Por tanto, G
(1,1)
1,a =

((d0 + 1)x2 + (d1 − 2)xy, (d0 − 2)xy + (d1 + 1)y2)T .

Este campo transformado, por el Teorema 3.5.104, es integrable si,

y sólo si, existen nx, ny, n1 ∈ N0, no todos nulos, tal que

Res
[
ηhom(X, 1), 0

]
= d1 = 3(nx+1)−M0

M0
,

Res
[
ηhom(1, Y ), 0

]
= −d0 = −3(ny+1)−M0

M0
,

donde M0 = (nx + 1) + (ny + 1) + (n1 + 1). Esto es, debe ser

d1 = (ny−nx)+(n1−nx)
nx+ny+n1+3

y d0 = (nx−ny)+(n1−ny)
nx+ny+n1+3

con nx, ny, n1 ∈ N0,

nx + ny + n1 ≥ 1.

Si h(x, y) = −a3

3
(y − λx) [(y − ax)2 + b2x2] con λ, a, b ∈ R, b > 0,

aplicando cambios de variables, (véase el apartado g) del Lema

3.2.67), se puede conseguir un nuevo campo G
(1,1)
1,b para el que

µ̃(x, y) = d0x + d1y y h̃(x, y) = y(y2 + x2). Por tanto, G
(1,1)
1,b =

(−3y2 + (d0 − 1)x2 + d1xy, (d0 + 2)xy + d1y
2)T .

Este campo transformado, por el Teorema 3.5.104, es integrable si,

y sólo si, existen ny, n1 ∈ N0, no todos nulos, tal que

Res
[
ηhom(1, Y ), 0

]
= d0 = −3(ny+1)−M0

M0
,

Res
[
ηhom(1, Y ), I

]
= d0+d1I

−2
= −3(n1+1)−M0

M0
,

donde M0 = (ny + 1) + 2(n1 + 1). Esto es, debe ser d1 = 0 y

d0 = 2(n1−ny)
ny+2n1+3

con ny, n1 ∈ N0, ny + n1 ≥ 1.
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3.6.3. Sistemas cuasihomogéneos de grado dos

Proposición 3.6.115 Sea Ft
2 ∈ Qt

2 irreducible con div (Ft
2) 6≡ 0 donde t =

(t1, t2) con t1 ≤ t2, coprimos. Entonces, ẋ = Ft
2(x) es polinomialmente inte-

grable si, y sólo si, existe un cambio de variables de grado cero y un escalado

en el tiempo que lo transforma en:

G
(1,3)
2 = (−2y+(d+1)x3, 3(d−1)x2y)T , donde d = 1−2 p

q+p
con (p, q) ∈

N2 \ {(1, 1)}.

G
(1,2)
2,a = ((d0 −2)xy+(d1 +1)x3, (d0 +1)y2 +(2d1−3)x2y)T , donde d1 =

2(nx−ny)+2(nx−n1)
nx+2ny+2n1+5

y d0 = (ny−nx)+2(ny−n1)
nx+2ny+2n1+5

con (nx, ny, n1) ∈ N3
0\{(0, 0, 0)}.

G
(1,2)
2,b = ((d0 − 2)x2y + d1xy, 5x

4 + (d0 + 1)x2y + d1y
2)T , donde d0 = 0 y

d1 = 4(nx−n1)
nx+4n1+5

con (nx, n1) ∈ N2
0 \ {(0, 0)}.

G
(1,1)
2,a = ((d0−λ)x3 +(d1+2(λ+1))x2y+(d2−3)xy2, (d0+3λ)x2y+(d1−

2(λ+1))xy2+(d2+1)y3)T , λ ∈ R\ {0, 1} donde d2 = (nx−ny)+(nx−n1)+(nx−n2)
nx+ny+n1+n2+4

,

d1 = λ (nx−ny)+(n1−ny)+(n2−ny)

nx+ny+n1+n2+4
y d0 = −d1−d2+(1−λ) (nx−n1)+(ny−n1)+(n2−n1)

nx+ny+n1+n2+4

con (nx, ny, n1, n2) ∈ N4
0 \ {(0, 0, 0, 0)}.

G
(1,1)
2,b = ((d2 − 3)xy2 + (d1 + 4a)x2y + (d0 − (a2 + 1))x3, (d2 + 1)y3 +

(d1 − 4a)xy2 + (d0 + 3(a2 + 1))x2y)T , donde d2 = (nx−ny)+2(nx−n1)
nx+ny+2n1+4

, d0 =

(a2 + 1) (nx−ny)+2(n1−ny)
nx+ny+2n1+4

y d1 = −ad0+(3a2−1)d2

a2+1
con a ∈ R, (nx, ny, n1) ∈

N3
0 \ {(0, 0, 0)}.

G
(1,1)
2,c = (−4y3 + d2xy

2 + (d1 − 2(b2 + 1))x2y + d0x
3, d2y

3 + (d1 + 2(b2 +

1))xy2 + d0x
2y + 4b2x3)T , donde d2 = d0 = 0 y d1 = (b2 − 1)2(n1−n2)

n1+n2+2
con

b ∈ (0,+∞) \ {1}, (n1, n2) ∈ N2
0 \ {(0, 0)}.

En este caso, el origen es un centro si, y sólo si, d0 = 0. Por tanto, si

d0 = 0 y d1 6= (b2 − 1)2(n2−n1)
n1+n2+2

o d2 6= 0 se tienen centros no integrables.

Demostración: Distinguiremos seis casos:

(a) t1 > 2. En este caso, div
(
F

(t1,t2)
2

)
≡ 0, por lo que no verifica las hipótesis.

(b) t1 = 2. En este caso, F
(2,t2)
2 = (a1x

2, b1xy)
T = x(a1x, b1y)

T y por tanto es

reducible.
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(c) t1 = 1, t2 > 3. En este caso, F
(1,t2)
2 = (a1x

3, b1x
t2+2+b2x

2y)T = x2(a1x, b1x
t2+

b2y)
T y por tanto, es reducible.

(d) t1 = 1, t2 = 3. En este caso, F
(1,3)
2 = (a1x

3 +a2y, b1x
5 + b2x

2y)T , h(x, y) =
1
6
[−3a2y

2 + (b2 − 3a1)x
3y + b1x

6] y µ(x, y) = 3a1+b2
6

x2. Sea ∆ = (b2 −
3a1)

2 + 12a2b1. Si ∆ ≤ 0, h sólo posee dos factores complejos conju-

gados o uno real doble, por lo que no cumple la condición necesaria

de integrabilidad. Si ∆ > 0, aplicando cambios de variables, (véase

el apartado c) del Lema 3.2.67), se puede conseguir un nuevo cam-

po G
(1,3)
2 para el que µ̃(x, y) = dx2 y h̃(x, y) = y(y − x3). Por tanto,

G
(1,3)
2 = (−2y + (d+ 1)x3, 3(d− 1)x2y)T .

Este campo transformado, por el Teorema 3.5.104, es integrable si, y sólo

si, existen ny, n1 ∈ N0, no ambos nulos, tales que Res
[
ηhom(1, Y ), 0

]
=

−d = −6(ny+1)−M0

M0
, donde M0 = 3(ny + 1) + 3(n1 + 1). Esto es, debe ser

d = 1 − 2 p
q+p

con p, q ∈ N, p+ q > 2.

(e) t1 = 1, t2 = 2. En este caso F
(1,2)
2 = (a1x

3 + a2xy, b1x
4 + b2x

2y + b3y
2)T ,

h(x, y) = 1
4
x [(b3 − 2a2)y

2 + (b2 − 2a1)x
2y + b1x

4] y µ(x, y) = 3a1+b2
4

x2 +
a2+2b3

4
y. Para que F

(1,1)
2 sea integrable, todos los factores de h deben

ser simples. Aśı, h debe tener tres factores reales simples distintos o un

factor real y dos factores complejos conjugados. Sea ∆ = (b2 − 2a1)
2 −

4b1(b3 − 2a2). Si (b3 − 2a2) = 0, entonces h tiene el factor x múltiple.

Si ∆ = 0, h posee un factor real doble. Por tanto, sólo estudiaremos el

caso (b3 − 2a2)∆ 6= 0. Concretamente, si ∆ < 0, h posee el factor x y

dos factores complejos conjugados y si ∆ > 0, (b3 − 2a2) 6= 0, entonces h

posee el factor x y otros dos factores reales simples:

Si b3 − 2a2 6= 0 y h(x, y) = b3−2a2

4
x(y− λ1x

2)(y− λ2x
2) con λ1, λ2 ∈

R\ {0} , λ1 6= λ2, aplicando cambios de variables, (véase el apartado

c) del Lema 3.2.67), y un escalado en el tiempo, se puede conseguir

un nuevo campo G
(1,2)
2,a para el que µ̃(x, y) = d0x

2 + d1y y h̃(x, y) =

xy(y−x2). Por tanto G
(1,2)
2,a = ((d0 − 2)xy+ (d1 + 1)x3, (d0 +1)y2 +

(2d1 − 3)x2y)T .

Este campo transformado, por el Teorema 3.5.104, es integrable si,
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y sólo si, existen nx, ny, n1 ∈ N0, no todos nulos, tales que

Res
[
ηhom(X, 1), 0

]
= d1 = 5(nx+1)−M0

M0
,

Res
[
ηhom(1, Y ), 0

]
= −d0 = −5(ny+1)−M0

M0
,

donde M0 = (nx + 1) + 2(ny + 1) + 2(n1 + 1). Esto es, debe ser

d1 = 2(nx−ny)+2(nx−n1)
nx+2ny+2n1+5

y d0 = (ny−nx)+2(ny−n1)
nx+2ny+2n1+5

con nx, ny, n1 ∈ N0,

nx + ny + n1 ≥ 1.

Si b3 − 2a2 6= 0 y h(x, y) = b3−2a2

5
x [(y − ax2)2 + b2x4] con a, b ∈ R,

b > 0, aplicando cambios de variables, (véase el apartado d) del

Lema 3.2.67), y un escalado en el tiempo, se puede conseguir un

nuevo campo G
(1,2)
2,b para el que µ̃(x, y) = d0x

2 + d1y y h̃(x, y) =

x(y2 + x4). Por tanto, G
(1,2)
2,b = ((d0 − 2)x2y + d1xy, 5x

4 + (d0 +

1)x2y + d1y
2)T .

Este campo transformado, por el Teorema 3.5.104, es integrable si,

y sólo si, existen nx, n1 ∈ N0, no todos nulos, tales que

Res
[
ηhom(X, 1), 0

]
= d1 = 5(nx+1)−M0

M0
,

Res
[
ηhom(1, Y ), I

]
= d0+d1I

2I
= d1

2
− d0

2
I = −5(n1+1)−M0

M0
,

donde M0 = (nx + 1) + 4(n1 + 1). Esto es, debe ser d0 = 0 y

d1 = 4(nx−n1)
nx+4n1+5

con nx, n1 ∈ N0, nx + n1 ≥ 1.

(f) t1 = t2 = 1. En este caso F
(1,1)
2 = (a1x

3 + a2x
2y + a3xy

2 + a4y
3, b1x

3 +

b2x
2y+b3xy

2+b4y
3)T , µ(x, y) = 3a1+b2

4
x2+ 2a2+b2

4
xy+ a3+3b4

4
y2 y h(x, y) =

1
4
[−a4y

4 + (b4 − a3)xy
3 + (b3 − a2)x

2y2 + (b2 − a1)x
3y + b1x

4]. Para que

F
(1,1)
2 sea integrable, todos los factores de h deben ser simples. Aśı h debe

tener cuatro factores reales simples distintos, dos factores reales distin-

tos y dos factores complejos conjugados o bien dos factores complejos

distintos y sus conjugados.

Si h posee cuatro factores reales distintos, aplicando cambios de

variables, (véase el apartado e) del Lema 3.2.67), y un escalado en

el tiempo, se puede conseguir un nuevo campo G
(1,1)
2,a para el que

µ̃(x, y) = d0x
2 + d1xy + d2y

2 y h̃(x, y) = xy(y − x)(y − λx) con



196 3 Sistemas cuasihomogéneos

λ ∈ R\{0, 1}. Por tanto, G
(1,1)
2,a = ((d0−λ)x3 +(d1 +2(λ+1))x2y+

(d2 − 3)xy2, (d0 + 3λ)x2y + (d1 − 2(λ+ 1))xy2 + (d2 + 1)y3)T .

Este campo transformado, por el Teorema 3.5.104 es integrable si,

y sólo si, existen nx, ny, n1, n2 ∈ N0 no todos nulos tal que

Res
[
ηhom(X, 1), 0

]
= d2 = 4(nx+1)−M0

M0
,

Res
[
ηhom(1, Y ), 0

]
= d0

λ
= −4(ny+1)−M0

M0
,

Res
[
ηhom(1, Y ), 1

]
= d0+d1+d2

1−λ
= −4(n1+1)−M0

M0

donde M0 = (nx + 1) + (ny + 1) + (n1 + 1) + (n2 + 1). Esto es,

debe ser d2 = (nx−ny)+(nx−n1)+(nx−n2)
nx+ny+n1+n2+4

, d1 = λ (nx−ny)+(n1−ny)+(n2−ny)
nx+ny+n1+n2+4

y d0 = −d1 − d2 + (1− λ) (nx−n1)+(ny−n1)+(n2−n1)
nx+ny+n1+n2+4

con nx, ny, n1, n2 ∈
N0, nx + ny + n1 + n2 ≥ 1.

Si h posee dos factores reales distintos y dos complejos conjuga-

dos, aplicando cambios de variables, (véase el apartado f) del Le-

ma 3.2.67), se puede conseguir un nuevo campo G
(1,1)
2,b para el que

µ̃(x, y) = d0x
2 + d1xy + d2y

2 y h̃(x, y) = xy((y − ax)2 + x2) con

a ∈ R por tanto G
(1,1)
2,b = ((d2 − 3)xy2 + (d1 + 4a)x2y + (d0 − (a2 +

1))x3, (d2 + 1)y3 + (d1 − 4a)xy2 + (d0 + 3(a2 + 1))x2y)T .

Este campo transformado, por el Teorema 3.5.104, es integrable si,

y sólo si, existen nx, ny, n1 ∈ N0, no todos nulos, tal que

Res
[
ηhom(X, 1), 0

]
= d2 = 4(nx+1)−M0

M0
,

Res
[
ηhom(1, Y ), 0

]
= d0

a2+1
= −4(ny+1)−M0

M0
,

Res
[
ηhom(1, Y ), a+ I

]
= d0−(a2+1)d2+(ad0+(a2+1)d1+(3a2−1)d2)I

−2(a2+1)

= −4(n1+1)−M0

M0
,

donde M0 = (nx + 1) + (ny + 1) + 2(n1 + 1). Esto es, debe ser d2 =
(nx−ny)+2(nx−n1)

nx+ny+2n1+4
, d0 = (a2 + 1) (nx−ny)+2(n1−ny)

nx+ny+2n1+4
y d1 = −ad0+(3a2−1)d2

a2+1

con a ∈ R, nx, ny, n1 ∈ N0, nx + ny + n1 ≥ 1.

Si h posee dos factores complejos distintos y sus factores complejos

conjugados, aplicando cambios de variables, (véase el apartado h)

del Lema 3.2.67), se puede conseguir un nuevo campo G
(1,1)
2,c para



3.6 Ejemplos 197

el que µ̃(x, y) = d0x
2 + d1xy + d2y

2 y h̃(x, y) = (y2 + x2)(y2 + b2x2)

con b ∈ (0,+∞) \ {1}. Por tanto G
(1,1)
2,c = (−4y3 + d2xy

2 + (d1 −
2(b2 + 1))x2y + d0x

3, d2y
3 + (d1 + 2(b2 + 1))xy2 + d0x

2y + 4b2x3)T ,

b ∈ (0,+∞) \ {1}.
Este campo transformado, por el Teorema 3.5.104, es integrable si,

y sólo si, existen n1, n2 ∈ N0, no ambos nulos, tales que

Res
[
ηhom(1, Y ), I

]
= −d1+(d2−d0)I

2(b2−1)
= −4(n1+1)−M0

M0
,

Res
[
ηhom(1, Y ),−I

]
= −d1−(d2−d0)I

2(b2−1)
= −4(n1+1)−M0

M0
,

Res
[
ηhom(1, Y ), bI

]
= bd1−(d0−b2d2)I

2b(b2−1)
= −4(n2+1)−M0

M0
,

donde M0 = 2(n1 + 1) + 2(n2 + 1). Aśı, de la primera ecuación

obtenemos d2 − d0 = 0 y, por tanto, d1 = 2(b2 − 1) n1−n2

(n1+1)+(n2+1)
.

Sustituyendo estos valores en la tercera ecuación obtenemos d2 = 0.

En resumen: d2 = d0 = 0 y d1 = (b2 − 1)2(n1−n2)
n1+n2+2

con b ∈ (0,+∞) \
{1}, n1, n2 ∈ N0, n1 + n2 ≥ 1.

En este caso, aplicando el Teorema 3.4.97, el origen es un centro si,

y sólo śı, d0 = 0.



198 3 Sistemas cuasihomogéneos



Caṕıtulo 4

Integrabilidad de sistemas

planos

4.1. Introducción

Un método clásico para determinar el comportamiento cualitativo del plano

de fases de un sistema plano, en un entorno de un punto de equilibrio, consiste

en obtener una integral primera: una función no constante, definida en algún

subconjunto abierto, no vaćıo, de R2, la cual es constante a lo largo de las

curvas solución del sistema.

En este caṕıtulo estudiamos el problema de la integrabilidad (que consiste

en probar la existencia de integrales primeras) para una familia concreta de

sistemas planos: aquella que puede ser expresada como una perturbación de

un sistema cuasihomogéneo hamiltoniano con términos cuasihomogéneos de

mayor grado. Más aún, supondremos que la función de Hamilton satisface

alguna condición genérica; en concreto, que todos los factores irreducibles sobre

C[x, y] son simples. En todo este caṕıtulo, escribiremos el sistema de la forma:

ẋ = F(x) =
∞∑

j=0

Fr+j(x), (4.1.1)

donde x = (x, y)T ∈ R2, Fr+j ∈ Qt
r+j , Fr = Xh con h ∈ Pr+|t| teniendo sólo

factores simples en C[x, y], esto es h = xδxyδy
∏d

j=1(y
t1 − λjx

t2), con δx, δy ∈
{0, 1} y 0 6= λj ∈ C, λi 6= λj para i 6= j. Esta situación contiene, como caso
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particular, la perturbación de un silla lineal con traza cero, la perturbación de

un centro lineal, y los sistemas nilpotentes con primer término hamiltoniano.

etc.

Si existe una integral primera formal (o anaĺıtica) del anterior sistema,

entonces se dice que el sistema es integrable formalmente (anaĺıticamente). Un

resultado debido a Mattei & Moussu [49] afirma que, si F es anaĺıtico y posee

integral primera formal, entonces es integrable anaĺıticamente. Por tanto, el

análisis formal (sin entrar en cuestiones de convergencia) basta para analizar

tanto integrabilidad formal como la anaĺıtica. Por esta razón, de ahora en

adelante, sólo hablaremos de integrabilidad.

Es bien conocido que H es una integral primera de clase C1 si y sólo śı,

satisface ∇H ·F = 0 (a la que nos referiremos como ecuación de integrabilidad).

El principal resultado de este caṕıtulo se presenta en la Subsección 4.2.4.

Afirma, bajo algunas condiciones, que la integrabilidad es equivalente al carácter

conservativo módulo conjugación disipativa. Para obtener este resultado, desa-

rrollamos los conceptos de integral primera y de forma normal en el contexto

cuasihomogéneo.

Finalmente en la Sección 4.3 incluimos resultados prácticos sobre compu-

tación de formas normales cuasihomogéneas. Estos resultados se utilizarán

para determinar la integrabilidad de una familia concreta de sistemas planos

degenerados, cuyo análisis ha sido obtenido seleccionando el tipo t = (2, 3).

4.2. Integrabilidad y formas normales

La descomposición (2.2.2) se puede aplicar a cada término cuasihomogéneo

del desarrollo en serie del campo vectorial F del sistema (4.1.1).

Puesto que supondremos el primer término Fr del campo F es hamiltoniano

(esto es, que la parte disipativa es nula), podemos escribir Fr = Xh, para algún

h ∈ Pt
r+|t|. Más aún, supondremos que la factorización (2.3.7) para h sólo tiene

factores simples, esto se puede expresar como (3.5.23). Por tanto, si denotamos
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d = m+ δx + δy, la función de Hamilton se puede escribir como:

h(x, y) =

d∏

j=1

fj(x, y), con fj(x, y) = x, y o yt1 − λjx
t2 , (4.2.2)

(recordemos que λj son números complejos no nulos y distintos).

A continuación enunciamos un resultado que será utilizado en el resto de

la memoria y será útil para futuras referencias.

Lema 4.2.116 El tipo t puede elegirse de forma que el grado del primer

término cuasihomogéneo, Fr, del sistema (4.1.1) verifique: r + |t| ≥ t1t2.

Demostración: Si el diagrama de Newton del sistema (4.1.1) sólo posee un

único vértice con soporte (m,n), podemos tomar el tipo homogéneo, t = (1, 1).

En este caso, si el campo (axmyn−1, bxm−1yn)T es el campo cuyo soporte es el

vértice, se tiene que respecto al tipo homogéneo, su grado es r = m+n−1−1.

Aśı, r + |t| = m+ n ≥ t1t2 = 1.

Si el diagrama de Newton del sistema (4.1.1) posee más de un vérti-

ce, denotamos (m,n + p), (m + q, n) los soportes de dos vértices consecu-

tivos, con m,n ∈ N0 y p, q ∈ N. Sean F(1) = (a1x
myn+p−1, b1x

m−1yn+p)T ,

F(2) = (a2x
m+qyn−1, b2x

m+q−1yn)T los campos cuyos soportes son los vértices

anteriores. Si k = m.c.d(p, q), entonces el tipo de la cara asociada a dichos

vértices es t = (t1, t2) donde p = kt1, q = kt2. Aśı pues, F(1) y F(2) son parte

del primer término Fr. Por tanto, r = t1m + t2(n + t1k − 1) − t1, es decir,

r + |t| = kt1t2 + t1m+ t2n ≥ t1t2.

La primera parte de esta sección está dedicada a probar que, si el sistema

(4.1.1) admite integrales primeras, una de ellas tiene como término cuasiho-

mogéneo de menor grado igual a h.

4.2.1. Forma de las integrales primeras

Con objeto de describir la forma de una integral primera del campo (4.1.1),

utilizaremos la descomposición conservativa-disipativa expresando el sistema

(4.1.1) en la forma

ẋ = Fr +

∞∑

j=1

Fr+j = Xh +

∞∑

j=1

[
Xhr+j+|t|

+ µr+jD0

]
, (4.2.3)
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donde h ∈ Pt
r+|t|, y hr+|t|+j ∈ Pt

r+|t|+j, µr+j ∈ Pt
r+j para todo j ≥ 1.

Utilizaremos coordenadas polares generalizadas, para lo que considerare-

mos la función de Hamilton H(x, y) = x2t2 +λy2t1 , donde λ ∈ R+ es arbitrario.

Denotamos Cs(θ), Sn(θ) las soluciones del problema de valor inicial:

dx
dθ

= XH(x), x(0) = (0, 1)T . (4.2.4)

Notemos que ambas funciones son periódicas, y T denotará su periodo mı́nimo.

Más aún, es fácil probar que estas funciones cumplen la ecuación Cs2t2(θ) +

λSn2t1(θ) = 1.

La citada transformación es:

x = ut1Cs(θ),

y = ut2Sn(θ).
(4.2.5)

Además de esta transformación, aplicamos el escalado en el tiempo dt =
2t1t2
ur dτ . Entonces, el sistema (4.2.3) se transforma en:

u̇ = du
dτ

= −h′(θ)u+

∞∑

j=1

[
2t1t2µr+j(θ) − h′r+j+|t|(θ)

]
uj+1, (4.2.6)

θ̇ = dθ
dτ

= (r + |t|)h(θ) +
∞∑

j=1

(r + j + |t|)hr+j+|t|(θ)u
j,

donde hr+j+|t|(θ) = hr+j+|t|(Cs(θ), Sn(θ)), µr+j(θ) = µr+j(Cs(θ), Sn(θ)).

Lema 4.2.117 Sea U ∈ Pt
k una integral primera del sistema plano hamilto-

niano ẋ = Xh(x), donde h ∈ Pt
r+|t|. Entonces, U = γh

k
r+|t| , para algún γ ∈ R.

Demostración: Tomamos cualquier λ ∈ R+ tal que H(x, y) = x2t2 + λy2t1

no sea factor irreducible de h sobre R[x, y]. Si aplicamos el cambio (4.2.5),

entonces el sistema ẋ = Xh(x) se transforma en

u̇ = −h′(θ)u,
θ̇ = (r + |t|)h(θ).

(4.2.7)

Si U(x, y) es una integral primera de ẋ = Xh(x), entonces U(ut1Cs(θ), ut2Sn(θ)) =

ukU(θ) es una integral primera del sistema (4.2.7) (esta condición se tie-

ne debido a la cuasihomogeneidad de U). Por tanto, −kukU(θ)h′(θ) + (r +
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|t|)ukU ′(θ)h(θ) ≡ 0, esto es:

(r + |t|)h(θ)U ′(θ) − kh′(θ)U(θ) ≡ 0.

Integrando, conseguimos U r+|t|(θ) = βhk(θ), donde β es una constante de inte-

gración. Para obtener el resultado, es suficiente volver a las variables originales.

Corolario 4.2.118 Supongamos que h ∈ Pt
r+|t| viene dado por (4.2.2) (esto

es, su factorización sólo tiene factores simples). Si U ∈ Pt
k es una integral

primera de ẋ = Xh(x), entonces existe l ∈ N tal que U = γhl para algún

γ ∈ R.

Demostración: Substituyendo la expresión de h dada en (4.2.2) en el Lema

4.2.117, obtenemos U = γ
∏d

j=1 fj(x, y)
k

r+|t| . Para completar la demostración

es suficiente utilizar que U es un polinomio, esto garantiza la existencia de

l ∈ N tal que k = l(r + |t|) (recordemos que fj(x, y) = x, y o yt1 − λjx
t2).

Nuestro siguiente objetivo es encontrar una integral primera para el sistema

(4.1.1) (suponiendo que exista), hallando cada uno de sus términos cuasiho-

mogéneos. El primer término cuasihomogéneo se obtiene en el Teorema 4.2.120

que sigue. En su demostración hacemos uso del siguiente resultado de Seiden-

berg [56]:

Lema 4.2.119 Consideremos el sistema ẋ = λ1x+P (x, y), ẏ = λ2y+Q(x, y),

donde P (x, y), Q(x, y) = O (|x, y|2); λ1, λ2 son no nulos y cumplen λ2 6= nλ1

para todo n ∈ N. Entonces, hay exactamente una solución de la forma y −∑
i,j≥2 aijx

iyj = 0.

Teorema 4.2.120 Consideremos el sistema plano (4.1.1), donde el primer

término cuasihomogéneo es Fr = Xh, con h ∈ Pt
r+|t| dado en (4.2.2) (esto

es, su factorización sólo tiene factores simples). Supongamos que existe una

integral primera anaĺıtica (o formal) para el sistema (4.1.1). Entonces, una de

ellas es de la forma U = h + · · ·, donde los puntos indican términos cuasiho-

mogéneos de mayor grado.
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Demostración: De nuevo, suponemos que hemos transformado el sistema

(4.1.1) en (4.2.6).

Denotamos los equilibrios (reales o complejos) de este último sistema como

(u, θ) = (0, θj) j = 1, · · ·d. Observemos que θj son todas las ráıces, reales o

complejas, de h(θ) ya que hemos elegido λ tal que H(x, y) no sea un factor

de h ( si hubiéramos elegido H(x, y) como un factor de h, entonces este factor

podŕıa haber desaparecido ya que H(Cs(θ), Sn(θ)) = 1).

Los autovalores de la matriz de linealización del sistema (4.2.6) en el equi-

librio (u, θ) = (0, θj):

(
−h′(θj) 0

0 (r + |t|)h′(θj)

)
,

son no nulos (puesto que h′(θj) 6= 0 al ser los factores de h simples). En

consecuencia, podemos aplicar el Lema 4.2.119, el cual asegura la existencia de

una solución de la forma θ−θj +φ(j)(u, θ) = 0, con φ(j)(u, θ) = O (|u, θ − θj |2).
Por tanto, podemos escribir las integrales primeras del sistema (4.2.6) como

ψ(u, θ)um

d∏

j=1

(
θ − θj + φ(j)(u, θ)

)nj
,

para algún m,nj ∈ N, donde ψ(0, θj) 6= 0 para cada j = 1, · · · , d.
Deshaciendo la transformación (4.2.5), obtenemos una integral primera del

sistema (4.1.1):

U(x, y) = ψ(x, y)
d∏

j=1

[
fj(x, y) + φ̃(j)(x, y)

]nj

.

Si expresamos esta integral primera como suma de sus términos cuasiho-

mogéneos: U(x, y) =
∑∞

j=sUj(x, y), e igualamos el término de menor grado en

la ecuación de integrabilidad, entonces obtenemos que su término de menor

grado Us ∈ Pt
s es una integral primera de ẋ = Xh(x). Por el Corolario 4.2.118,

existe l ∈ N tal que Us(x, y) = γh(x, y)l. Esta igualdad tiene algunas conse-

cuencias. En primer lugar, deducimos que s = l(r+ |t|). Más aún, comparando

con la forma de la expresión de U , obtenemos m = s y nj = l para cada
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j = 1, · · · , d, y entonces:

U(x, y) = ψ(x, y)
d∏

j=1

(
fj(x, y) + φ̃(j)(x, y)

)l

,

donde ψ(0, 0) 6= 0. Más aún, cambiando el signo si es necesario, podemos

suponer ψ(0, 0) > 0. Si denotamos Ψ(x, y) = ψ(x, y)
1
l (que cumple Ψ(0, 0) 6= 0

y puede desarrollarse formalmente en sus términos cuasihomogéneos), entonces

podemos escribir:

U(x, y) =
(
Ψ(x, y)

(
h(x, y) + ψ̃(x, y)

))l

.

De aqúı, es inmediato probar que Ū(x, y) = h(x, y) + ψ̃(x, y) es otra integral

primera del sistema original.

4.2.2. Formas normales

Ahora vamos a determinar condiciones que impiden la integrabilidad for-

mal. Si el sistema (4.1.1) posee una integral primera formal, por el Teorema

4.2.120, una de ellas se puede tomar como: U = h+
∑∞

j=1 Ur+|t|+j, donde cada

Ur+|t|+j ∈ Pt
r+|t|+j. Igualando los términos cuasihomogéneos de grado 2r+|t|+1

en la ecuación de integrabilidad ∇U · F ≡ 0, resulta:

0 ≡ ∇Ur+|t|+1 · Xh + ∇h · Xhr+|t|+1
+ ∇h · (µr+1D0)

≡ ∇Ur+|t|+1 · Xh −∇hr+|t|+1 ·Xh + (r + |t|)hµr+1

≡ ∇
(
Ur+|t|+1 − hr+|t|+1

)
· Xh + (r + |t|)hµr+1.

La anterior igualdad puede ser escrita como:

`2r+|t|+1

(
Ur+|t|+1 − hr+|t|+1

)
+ (r + |t|)δ2r+|t|+1 (µr+1) ≡ 0, (4.2.8)

donde hemos utilizado los siguientes operadores lineales, el primero de ellos ya

definido en (1.3.15):

`k : Pt
k−r −→ Pt

k

µk−r → ∇µk−r · Xh.

δr+|t|+k : P
t
k −→ P

t
r+|t|+k

µk → hµk.



206 4 Integrabilidad de sistemas planos

Nota 1: En este caso, el operador `k puede ser definido en términos del

paréntesis de Poisson, concretamente `k (µk−r) = {h, µk−r}.

Nota 2: Hay un tipo de relación de conmutación para los anteriores operado-

res, que será de gran interés posteriormente. Concretamente:

`2r+|t|+k

(
δr+|t|+k (µk)

)
= δ2r+|t|+k (`r+k (µk)) . (4.2.9)

Se deduce fácilmente utilizando ∇h · Xh = 0.

Siguiendo las ideas de la teoŕıa de formas normales, descomponemos µr+1 =

µ
(1)
r+1 + µ

(2)
r+1, con µ

(1)
r+1 ∈ Im (`r+1) y µ

(2)
r+1 ∈ Cor (`r+1) (un subespacio comple-

mentario a Im (`r+1)). Entonces existe η1 ∈ Pt
1 tal que µ

(1)
r+1 = `r+1 (η1). De

(4.2.9), podemos escribir (4.2.8) como

`2r+|t|+1

(
Ur+|t|+1 − hr+|t|+1 + (r + |t|)hη1

)
+ (r + |t|)δ2r+|t|+1

(
µ

(2)
r+1

)
≡ 0.

Es posible que esta igualdad no se cumpla si existe µ
(2)
r+1 ∈ Cor (`r+1) tal que

δ2r+|t|+1

(
µ

(2)
r+1

)
6∈ Im

(
`2r+|t|+1

)
.

Se pueden obtener condiciones similares que impiden la integrabilidad a

orden cuasihomogéneo superior a 2r + |t| + 1 usando razonamientos análo-

gos, aunque los cálculos se vuelven cada vez más complicados. Para sortear

esta dificultad, aplicaremos al sistema (4.1.1) las técnicas de formas normales

descritas en el Caṕıtulo 1.

El procedimiento de la forma normal puede ser adaptado para el caso que

estamos considerando: esto es, el término cuasihomogéneo de menor grado Fr

es hamiltoniano.

La siguiente proposición describe como actúa el corchete de Lie sobre las

partes conservativa y disipativa de dos campos, aśı como, las partes conserva-

tiva y disipativa del resultado del producto de multiplicar un escalar por un

campo.

Proposición 4.2.121 Sea Fr = Xh + µD0, donde h ∈ Pt
r+|t|, µ ∈ Pt

r. Con-

sideremos Pk ∈ Qt
k y denotemos sus partes conservativa y disipativa como

Pc
k = Πc

k (Pk) = Xg ∈ Ct
k (donde g ∈ Pt

k+|t|), y Pd
k = Πc

k (Pk) = µkD0 ∈ Dt
k

(donde µk ∈ Pt
k). Entonces:
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(a) [Xg,Xh] = Cr+k (∇g · Xh) ∈ Ct
r+k.

(b) Πc
r+k (µkXh) = Cr+k

(
r+|t|

r+k+|t|µkh
)
, Πd

r+k (µkXh) = Dr+k

(
∇µk ·Xh

r+k+|t|

)
.

(c) Πd
r+k

([
Pd

k,Xh

])
= Dr+k

(
k+|t|

r+k+|t|∇µk · Xh

)
,

Πc
r+k

([
Pd

k,Xh

])
= Cr+k

(
− r(r+|t|)

r+k+|t|µkh
)
.

d)
[
Pd

k, µD0

]
= Dr+k ((k − r)µkµ).

Demostración:

(a) Un simple cálculo prueba que

[Xg,Xh] =

(
gxyhy − gyyhx − hxygy + hyygx

−gxxhy + gyxhx + hxxgy − hyxgx

)
=

(
− ∂

∂y
(−gxhy + gyhx)

∂
∂x

(−gxhy + gyhx)

)

= X−gxhy+gyhx = X∇g·Xh
= Cr+k (∇g · Xh) .

(b) Observemos que:

Πc
r+k (µkXh) = Cr+k ◦ cr+k+|t| (µkXh) = Cr+k

(
µkD0∧Xh

r+k+|t|

)

= Cr+k

(
r+|t|

r+k+|t|µkh
)
,

Πd
r+k (µkXh) = Dr+k ◦ dr+k (µkXh) = Dr+k

(
div(µkXh)
r+k+|t|

)

= Dr+k

(
∇µk·Xh

r+k+|t|

)

(c) Utilizando el Lema 1.3.11 y el apartado anterior, se tiene:

[
Pd

k,Xh

]
= [µkD0,Xh] = (∇µk · Xh)D0 + µk [D0,Xh]

= (∇µk ·Xh)D0 − rµkXh

= Dr+k (∇µk ·Xh) − r
r+k+|t|Dr+k (∇µk · Xh) − r(r+|t|)

r+k+|t|Cr+k (µkh)

= Dr+k

(
k+|t|

r+k+|t|∇µk · Xh

)
+ Cr+k

(
− r(r+|t|)

r+k+|t|µkh
)
.

d) En este caso:

[
Pd

k, µD0

]
= [µkD0, µD0] = (∇µk · (µD0))D0 + µk [D0, µD0]

= kµkµD0 − rµkµD0 = Dr+k ((k − r)µkµ)
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Nota 1: La Proposición anterior puede ser expresada en términos del parénte-

sis de Poisson, utilizando que

∇g · Xh =

(
−∂g
∂x

∂h

∂y
+
∂g

∂y

∂h

∂x

)
= {g, h} . (4.2.10)

Nota 2: En la demostración del apartado (b) de la anterior Proposición,

hemos demostrado que

µkXh = Dr+k

(
1

r+k+|t| {µk, h}
)

+ Ck

(
r+|t|

r+k+|t|µkh
)
. (4.2.11)

Pasamos a continuación a definir el operador homológico. En nuestro análisis,

identificaremos Qt
k = Dt

k

⊕ Ct
k ≡ Dt

k×Ct
k, a través de los operadores proyeccio-

nes Πc
k, Πd

k. Entonces, en el caso Fr = Xh = Fc
r, tenemos la siguiente expresión

para el operador homológico bajo C∞-conjugación:

Lr+k : Dt
k × Ct

k −→ Dt
r+k × Ct

r+k(
Pd

k,P
c
k

)
→ Lr+k

(
Pd

k,P
c
k

)
=
([

Pd
k,F

c
r

]d
,
[
Pd

k,F
c
r

]c
+ [Pc

k,F
c
r]
)
.

Si tomamos una base de Qt
k = Dt

k

⊕ Ct
k como la unión de una de Dt

k y

otra de Ct
k, llegamos a una representación matricial de Lr+k con la siguiente

estructura: 


[
Pd

k,F
c
r

]d
0

[
Pd

k,F
c
r

]c
[Pc

k,F
c
r]



.

Para eliminar términos disipativos, es suficiente tomar elementos en Dt
k. Esto

sugiere introducir el siguiente operador lineal:

Ld
r+k : Dt

k −→ Dt
r+k

Pd
k → Ld

r+k

(
Pd

k

)
=
[
Pd

k,F
c
r

]d
.

La siguiente proposición proporciona la expresión del operador homológico

Ld
r+k en términos del operador lineal escalar `r+k.
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Proposición 4.2.122 Sea Pd
k = µkD0 ∈ Dt

k. Entonces:

Ld
r+k

(
Pd

k

)
= Dr+k (`r+k(µk)) .

En particular,

(a) Im
(
Ld

r+k

)
= Dr+k (Im (`r+k)),

(b) Ker
(
Ld

r+k

)
= Dk (Ker (`r+k)).

Demostración: Es suficiente aplicar la Proposición 4.2.121 (c). Los apartados

(a), (b) son consecuencia de la inyectividad de los operadores Dk, Dr+k.

Teorema 4.2.123 Supongamos que el primer término cuasihomogéneo del

sistema (4.1.1) es Fr = Xh. Entonces, dicho sistema es C∞-conjugado (utili-

zando sólo cambios de variables de la forma identidad más términos disipati-

vos), al sistema:

ẋ = Xh(x) +

∞∑

j=1

Xgr+j+|t|
(x) +

∞∑

j=1

µr+j(x)D0(x) + τ(x), (4.2.12)

donde µr+j ∈ Cor (`r+j) para j ≥ 1, siendo τ un término flat.

Demostración: Es suficiente aplicar la Proposición 4.2.122, descomponiendo

cada término cuasihomogéneo en el sistema trasformado en la forma (2.2.2), y

el teorema de Borel (ver Hartman [39]).

Es importante hace notar que hemos expresado el operador homológico Lr+k

en términos del operador `r+k, el cual actúa sobre funciones escalares en lugar

de campos vectoriales.

El anterior teorema es válido para cualquier función de Hamilton cuasiho-

mogénea h. Más adelante, probaremos que el cálculo de los subespacios com-

plementarios al rango del operador homológico (y en consecuencia, el cálculo

de formas normales) se puede hacer de forma eficiente en el caso particular de

una función de Hamilton cuasihomogénea h con todos sus factores simples.
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4.2.3. El operador `r+k

Aqúı mostramos como determinar un subespacio complementario al rango

del operador lineal `r+k. En general, el cálculo de dicho subespacio para cual-

quier h y k es una tarea dif́ıcil. Sin embargo, esta tarea puede llevarse a cabo

si Fr = Xh ∈ Qt
r, donde h está dado en (4.2.2) (esto es, su factorización sólo

tiene factores simples).

El siguiente lema refleja un cierto carácter ćıclico de las dimensiones de los

espacios Pt
k.

Lema 4.2.124 Sea k ∈ N, r ∈ N0 tal que r + |t| = dt1t2 + δ2t2 + δ1t1 ≥ t1t2,

donde δi = 0 o 1, d ∈ N0. Si k − r ∈ It, entonces

dim
(
P

t
k+r+|t|

)
− dim

(
P

t
k+|t|

)
= dim

(
P

t
k

)
− dim

(
P

t
k−r

)
.

Demostración: Comenzamos el estudio distinguiendo los siguientes casos:

A) Si r + |t| = t1t2, como k − r ∈ It, aplicando el Lema 2.3.28 se tiene

dim
(
P

t
k+r+|t|

)
= 1 + dim

(
P

t
k

)
,

dim
(
P

t
k+|t|

)
= 1 + dim

(
P

t
k−r

)
,

de donde obtenemos el resultado.

B) Si r+ |t| > t1t2, aplicando el Lema 2.3.27 se tiene que r ∈ It. En concreto,

r = r3t1t2 + r2t2 + r1t1, y por tanto

r3 = d+ δ1 + δ2 − 2, r2 = (t1 − 1)(1 − δ2), r1 = (t2 − 1)(1 − δ1).

Por otra parte, como k − r ∈ It, existirán unos valores k3, k2, k1 ∈ N0

tales que

k − r = k3t2t1 + k2t2 + k1t1, 0 ≤ ki < t3−i, i = 1, 2.

También sabemos que |t|, r ∈ It. Utilizando la propiedad de que la suma

es una ley interna en el conjunto It, resulta que k, k + |t| y k + r + |t|
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pertenecen a It. En resumen, tenemos:

k − r = k3t2t1 + k2t2 + k1t1,

k = [k3 + r3]t2t1 + [k2 + r2]t2 + [k1 + r1]t1,

k + |t| = [k3 + r3]t2t1 + [k2 + r2 + 1]t2 + [k1 + r1 + 1]t1,

k + r + |t| = [k3 + 2r3]t2t1 + [k2 + 2r2 + 1]t2 + [k1 + 2r1 + 1]t1.

Aplicando (2.3.4) y el Lema 2.3.26 resulta:

dim
(
P

t
k+r+|t|

)
= k3 + 2r3 +

⌊
k2+2r2+1

t1

⌋
+
⌊

k1+2r1+1
t2

⌋
+ 1,

dim
(
P

t
k+|t|

)
= k3 + r3 +

⌊
k2+r2+1

t1

⌋
+
⌊

k1+r1+1
t2

⌋
+ 1,

dim
(
P

t
k

)
= k3 + r3 +

⌊
k2+r2

t1

⌋
+
⌊

k1+r1

t2

⌋
+ 1,

dim
(
P

t
k−r

)
= k3 + 1,

donde bxc es la parte entera de x. Si denotamos D = dim
(
Pt

k+r+|t|

)
−

dim
(
Pt

k+|t|

)
− dim (Pt

k) + dim
(
Pt

k−r

)
, entonces D = A1 + A2, donde

A3−i =
⌊

ki+2ri+1
t3−i

⌋
−
⌊

ki+ri+1
t3−i

⌋
−
⌊

ki+ri

t3−i

⌋
, i = 1, 2.

Si δi = 0, entonces ri = 0 y A3−i = 0. Si δi = 1, tenemos ri = t3−i − 1 y

también se obtiene A3−i = 0. En definitiva, D = 0.

Los siguientes resultados muestran algunas propiedades del núcleo del ope-

rador `r+k.

Lema 4.2.125 Consideremos k = l1(r + |t|) + l2 ∈ N donde 0 ≤ l2 < r + |t|.
Entonces:

Ker (`r+k) =

{ 〈
hl1
〉

si l2 = 0,

{0} en caso contrario

Demostración: Es suficiente usar que los elementos de Ker (`r+k) son las inte-

grales primeras cuasihomogéneas de grado k del sistema ẋ = Xh(x), y aplicar

el Corolario 4.2.118.
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Lema 4.2.126 Supongamos que k − r ∈ It \ {0}. Entonces:

dim
(
Cor

(
`k+r+|t|

))
= dim (Cor (`k)) .

Demostración: Notemos que

dim
(
Cor

(
`r+k+|t|

))
= dim

(
P

t
r+|t|+k

)
− dim

(
P

t
|t|+k

)
+ dim

(
Ker

(
`r+|t|+k

))
,

dim (Cor (`k)) = dim
(
P

t
k

)
− dim

(
P

t
k−r

)
+ dim (Ker (`k)) .

Usando (4.2.2), podemos escribir h(x, y) = xδxyδy
∏d

j=1(y
t1 − λjx

t2), donde

δx, δy = 0 o 1. Entonces: r+ |t| = dt1t2 + δyt2 + δxt1. Además, hemos elegido el

tipo t tal que r+ |t| ≥ t1t2, (véase el lema 4.2.116). Por tanto, el Lema 4.2.124

asegura: dim
(
Pt

r+|t|+k

)
−dim

(
Pt
|t|+k

)
= dim (Pt

k)−dim
(
Pt

k−r

)
. Para obtener

el resultado, como k − r ∈ N, basta aplicar el Lema 4.2.125.

Lema 4.2.127 Consideremos k ∈ It \ {0}. Si `r+k (µk) ∈ Im (δr+k), entonces

µk ∈ Im (δk).

Demostración: Si `r+k (µk) ∈ Im (δr+k), entonces existe ν ∈ Pt
r tal que {h, µk} =

hν. Utilizando la factorización (4.2.2), h =
∏d

j=1 fj, obtenemos:

{h, µk} =
{
fj

h
fj
, µk

}
= fj

{
h
fj
, µk

}
+ h

fj
{fj, µk} .

Como {h, µk} = hν, deducimos que {fj , µk} es múltiplo de fj.

Para probar que µk ∈ Im (δk), debemos probar que µk es múltiplo de h,

esto es, que es un múltiplo de fj para todo j = 1, · · · , d:
Si fj = x: Como {x, µk} es un múltiplo de x, obtenemos que ∂µk

∂y
es

múltiplo de x y por lo tanto µk es también múltiplo de x.

Si fj = y: Como {y, µk} es múltiplo de y, obtenemos que −∂µk

∂x
y µk son

también múltiplos de y.

Si fj = yt1−λxt2 : en este caso tenemos que {yt1 − λxt2 , µk} es un múltiplo

de yt1 − λxt2 . Para probar que µk también es un múltiplo de yt1 − λxt2 ,

basta utilizar que:

x
{
yt1 − λxt2 , µk

}
= x

[
∂µk

∂x

(
−t1yt1−1

)
+ ∂µk

∂y

(
−t2λxt2−1

)]

= −yt1−1
[
t1x

∂µk

∂x
+ t2y

∂µk

∂y

]
+ t2

∂µk

∂y

(
yt1 − λxt2

)

= −yt1−1kµk + t2
∂µk

∂y

(
yt1 − λxt2

)
.
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Lema 4.2.128 Sea k > 0. Entonces:

a) δr+k+|t| (Im (`k)) ⊂ `r+k+|t|
(
Im
(
δk+|t|

))
.

b) `r+k (Im (δk)) ⊂ δr+k

(
Im
(
`k−|t|

))
.

Demostración:

a) Consideremos µk ∈ Im (`k), (si Im (`k) = 0, la inclusión es cierta trivial-

mente). Entonces, existe µk−r ∈ Pt
k−r tal que `k (µk−r) = {h, µk−r} =

µk. De esta forma, δr+k+|t| (µk) = µkh = {h, µk−r}h = {h, µk−rh} =

`r+k+|t| (µk−rh).

b) Consideremos µk ∈ Im (δk) \ {0}, (de nuevo, si Im (δk) = 0 la inclusión es

cierta trivialmente). Entonces, existe µk−r−|t| ∈ Pt
k−r−|t| \ {0}, tal que

µk = µk−r−|t|h y por tanto:

`r+k (µk) = {h, µk} =
{
h, µk−r−|t|h

}
=
{
h, µk−r−|t|

}
h = `k−|t|

(
µk−r−|t|

)
h.

Lema 4.2.129 Sea k ∈ N. Entonces, es posible elegir Cor (`k) tal que Ker (`r+k) ⊂
Cor (`k).

Demostración: Si Ker (`r+k) = {0}, el resultado es evidente. En otro caso,

usando el Corolario 4.2.125 deducimos que k = l(r + |t|) y hl ∈ Ker (`r+k).

Probaremos que hl /∈ Im (`k) por reducción al absurdo. En caso contrario,

existiŕıa µk−r ∈ Pt
k−r \ {0}, tal que `k (µk−r) = hl ∈ Im (δk). Por el Lema

4.2.127, debe ser µk−r ∈ Im (δk−r), esto es, µk−r = µk−r−(r+|t|)h. Por tanto:

`k (µk−r) = `k
(
µk−r−(r+|t|)h

)
= `k−(r+|t|)

(
µk−r−(r+|t|)

)
h = hl.

De esta forma:

`(l−1)(r+|t|)
(
µ(l−1)(r+|t|)−r

)
= hl−1 ∈ Im

(
`(l−1)(r+|t|)

)
.
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Aplicando de forma reiterada este razonamiento, obtenemos que h ∈ Im
(
`r+|t|

)
,

y en consecuencia existe µ|t| ∈ Pt
|t| \ {0} tal que `r+|t|

(
µ|t|
)

= h. Por el Le-

ma 4.2.127, debe ser µ|t| ∈ Im
(
δ|t|
)
. Pero esto es imposible, ya que deg (h) =

(r + |t|) > |t| por tanto µ|t| ≡ 0 de donde se tiene la contradicción.

La siguiente proposición pone de relieve el comportamiento ćıclico del ope-

rador ` con periodo r + |t|.

Proposición 4.2.130 Supongamos que k − r ∈ It \ {0}, y denotemos por

Cor (`k) un subespacio complementario al rango del operador `k. Entonces:

Cor
(
`r+k+|t|

)
= δr+k+|t| (Cor (`k)) , (4.2.13)

es un subespacio complementario al rango de `r+k+|t|.

Demostración: Utilizando el Lema 4.2.126, obtenemos

dim
(
Cor

(
`r+k+|t|

))
= dim (Cor (`k)) = dim

(
δr+k+|t| (Cor (`k))

)
,

ya que δr+k+|t| es inyectivo. Para completar la demostración, basta probar

que hµk 6∈ Im
(
`k+r+|t|

)
para cada µk ∈ Cor (`k) \ {0}. De nuevo, usaremos

reducción al absurdo: si existiera µk ∈ Cor (`k) \ {0}, tal que δk+r+|t| (µk) =

hµk ∈ Im
(
`k+r+|t|

)
, entonces hµk = `k+r+|t|

(
νk+|t|

)
.

Por el Lema 4.2.127, se tiene que νk+|t| ∈ Im
(
δk+|t|

)
, esto es, existe νk−r ∈

P
t
k−r \ {0}, tal que νk+|t| = δk+|t| (νk−r), (hacemos notar que P

t
k−r no es el

subespacio trivial ya que k − r ∈ It \ {0}). De (4.2.9), obtenemos

`k+r+|t|
(
νk+|t|

)
= `k+r+|t|

(
δk+|t| (νk−r)

)
= δr+|t|+k (`k (νk−r)) .

Por tanto, hµk = h`k (νk−r) y tendŕıamos µk ∈ Im (`k), lo cual es contra-

dictorio.

4.2.4. Resultado Principal

El resultado principal de este caṕıtulo queda recogido en el siguiente teo-

rema.
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Teorema 4.2.131 Supongamos que el primer término cuasihomogéneo del

sistema (4.1.1) es Fr = Xh, donde h viene dado por (4.2.2) (esto es, su fac-

torización sólo tiene factores simples). Entonces, dicho sistema es integrable

si, y sólo si, es formalmente conjugado, con cambios de variables disipativos,

a un sistema con divergencia nula.

Demostración: La condición suficiente es trivial. Probemos la condición nece-

saria.

Si el sistema (4.1.1) posee integral primera formal, entonces su forma nor-

mal (4.2.12) (dada en el Teorema 4.2.123) también tiene integral primera for-

mal. Por el Teorema 4.2.120, una integral primera formal puede ser elegida del

tipo U = h +
∑∞

j=1Ur+|t|+j, siendo Ur+|t|+j ∈ Pt
r+|t|+j.

Denotemos la parte conservativa de la forma normal (4.2.12) como C =

Xh +
∑

j≥1 Xgr+|t|+j
, cuya función de Hamilton es g = h +

∑
j≥1 gr+|t|+j; y la

parte disipativa como D =
∑

j≥1 µr+jD0. Los sub́ındices denotarán el corres-

pondiente grado cuasihomogéneo. En particular, identificamos Ur+|t| ≡ h.

Debemos probar que D = 0, esto es, µr+j = 0 para todo j ≥ 1. Considera-

mos una serie formal F (g) = g +
∑

k≥2 akg
k, donde ak ∈ R son coeficientes a

determinar. Observemos que F (g) es también una integral primera del campo

C. Por último, denotamos V = U − F (g).

Como U es una integral primera del sistema (4.2.12), tenemos que

∇U · (C + D) = ∇(V + F (g)) · (C + D) = ∇V · C + ∇ (V + F (g)) · D = 0.

Considerando los términos cuasihomogéneos de grado 2r+ |t|+j en esta igual-

dad, encontramos:

j∑

k=0

(
∇Vr+|t|+k · Cr+j−k + ∇ (F (g) + V )r+|t|+k · Dr+j−k

)
= 0. (4.2.14)

Probaremos que µr+j = 0 por inducción. A la vez, veremos que podemos elegir

ak adecuadamente de forma que Vr+|t|+j = 0 para j ≥ 0.

Para j = 0, la afirmación anterior se verifica trivialmente.
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Supongamos que Vr+|t|+k = µr+k = 0 para k = 0, · · · , j − 1. Debemos

probar que Vr+|t|+j ≡ µr+j ≡ 0. Ahora, la ecuación (4.2.14) queda:

0 = ∇(F (g) + V )r+|t| · Dr+j + ∇Vr+|t|+j · Cr

= ∇h · (µr+jD0) + ∇Vr+|t|+j · Xh

= (r + |t|)hµr+j + `2r+|t|+j

(
Vr+|t|+j

)
.

Por la Proposición 4.2.130, obtenemos µr+jh ∈ Cor
(
`2r+|t|+j

)
. Entonces

µr+j ≡ 0 y Vr+|t|+j ∈ Ker
(
`2r+|t|+j

)
.

Por el Lema 4.2.125, observamos que Ker
(
`2r+|t|+j

)
es el espacio trivial

si j 6= l(r + |t|), ∀l ≥ 1; o bien Ker
(
`2r+|t|+j

)
=
〈
hl+1

〉
si j = l(r + |t|)

para algún l. En este último caso, podemos escribir Vr+|t|+j = γhl+1.

Más aún, Vr+|t|+j = Ur+|t|+j − (F (g))r+|t|+j donde Ur+|t|+j es conocido

y − (F (g))r+|t|+j contiene el término −al+1h
l+1. Basta entonces tomar

al+1 = −γ para obtener V(l+1)(r+|t|) = 0. De esta manera, completamos

la demostración.

De este teorema se deduce el siguiente resultado de Strozyna & Zoladek, [57]:

Corolario 4.2.132 El sistema (4.1.1), con Fr = Xh y h(x, y) = − 1
2n

(ny2 +

x2n), n ∈ N, es integrable si y sólo si es formalmente equivalente a ẋ = Xh(x).

Demostración: La condición suficiente es trivial, ya que si es formalmente

equivalente al sistema ẋ = Xh(x) y éste es integrable, el sistema original

también lo es.

Veamos ahora la condición necesaria. Si (4.1.1) es integrable, aplicando

el Teorema 4.2.131 se tiene que el sistema es formalmente conjugado a ẋ =

Xh(x) +
∑∞

j=1 Xg2n+j
(x), siendo H(x, y) = h(x, y) +

∑∞
j=1 g2n+j(x, y) una in-

tegral primera formal de este sistema reducido.

Por otra parte, Xxky ∈ Im (Lk−1), para todo k ∈ N, ya que:

[(
y

−x2n−1

)
,

(
0

−xk

)]
=

(
−xk

kxk−1y

)
= Xxky.
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Por tanto, el sistema (4.1.1) es formalmente conjugado a ẋ = Xh(x)+
∑∞

j=1 Xg̃2n+j
(x)

donde una integral primera no contiene los monomios xky, es decir, es de la

forma G(x, y) = h(x, y) + g̃2n+j(x, y) = − 1
2n

(ny2 + x2n) + y2f1(x, y) + x2nf2(x)

por tanto −G(x, y) = y2

2
(1− f1(x, y)) + x2n

2n
(1− f2(x)). Si aplicamos el cambio

Y = y√
2

√
1 − f1(x, y), X = x

2n√2n
2n
√

1 − f2(x), obtenemos un nuevo sistema

equivalente al original con integral primera H̄(X, Y ) = − 1
2n

(nY 2 +X2n). Co-

mo el sistema (Ẋ, Ẏ ) = XH̄(X, Y ) tiene la misma integral primera, ambos son

formalmente equivalentes.

Nota: Este corolario incluye, como caso particular, el conocido resultado de

Poincaré, que afirma que cualquier centro que sea perturbación anaĺıtica de un

centro lineal es integrable.

4.3. Aplicaciones

La aplicación de los anteriores resultados a un sistema concreto requiere un

método eficiente para calcular la forma normal (4.2.12), porque esto permite

determinar condiciones de integrabilidad basadas en la anulación de la parte

disipativa de dicha forma normal, esto es, la anulación de los elementos µr+j

que pertenecen a espacios complementarios al rango del operador `r+j.

La siguiente proposición es útil para determinar estos subespacios comple-

mentarios.

Proposición 4.3.133 Supongamos que el término cuasihomogéneo de menor

grado del sistema (4.1.1) es Fr = Xh, donde h viene dado en (4.2.2) (esto es,

su factorización sólo tiene factores simples). Consideramos k = (r+|t|)l1+l2 ∈
N con 0 ≤ l2 < r + |t|. Entonces,

Cor
(
`r+k+|t|

)
=





hl1+1 · Cor (`l2) , si l2 − r ∈ It \ {0} ,
hl1 · Cor

(
`r+|t|+l2

)
, si l2 − r 6∈ It \ {0} y l2 + |t| ∈ It,

hl1−1 · Cor
(
`2(r+|t|)+l2

)
, en otro caso.

Demostración: Si aplicamos de forma reiterada la Proposición 4.2.130, obte-

nemos Cor
(
`k+r+|t|

)
= hj · Cor

(
`(l1+1−j)(r+|t|)+l2

)
siempre que (l1 + 1 − j)(r +

|t|) + l2 − r ∈ It \ {0}.
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Si l2 − r ∈ It \ {0}, obtenemos el resultado para j = l1 + 1. Para l2 − r 6∈
It \ {0} pero r + |t| + l2 − r = l2 + |t| ∈ It \ {0}, el resultado se tiene para

j = l1. En otro caso, tenemos que 2(r+ |t|)+ l2−r = r+ |t|+ l2 + |t| ∈ It \{0},
ya que r + |t| ≥ t1t2 y por tanto 2(r + |t|) + l2 − r > t1t2 − |t|. Aplicando el

Lema 2.3.27 se llega al resultado para j = l1 − 1.

La Proposición 4.3.133 se utiliza en el siguiente teorema, que expresa la forma

normal formal disipativa bajo conjugación en una forma más cómoda.

Teorema 4.3.134 Supongamos que la primera componente cuasihomogénea

del sistema (4.1.1) es Fr = Xh, donde h viene dado en (4.2.2) (esto es, su

factorización sólo tiene factores simples). Denotamos

I = {k ∈ N0 | 0 ≤ k < r + |t|} ,
I1 =

{
k ∈ I

∣∣ k − r ∈ It \ {0}
}
,

I2 =
{
k ∈ I − I1

∣∣ k + |t| ∈ It
}
,

I3 = I − (I1 ∪ I2),

I4 = {k ∈ I | k > r} .

Entonces, una forma normal formal disipativa, es:

ẋ = Xh(x) +

∞∑

j=1

Xgr+|t|+j
(x) +

∑

k3∈I3

p
(0)
k3

(x) D0(x) +
∑

k4∈I4

pk4(x) D0(x) (4.3.15)

+
∞∑

l=1

[∑

k3∈I3

p
(l)
k3

(x)hl−1(x) +
∑

k2∈I2

p
(l)
k2

(x)hl(x) +
∑

k1∈I1

p
(l)
k1

(x)hl+1(x)

]
D0(x),

donde p
(0)
k3

∈ Cor
(
`r+|t|+k3

)
, pk4 ∈ Cor (`k4); y p

(l)
k3

∈ Cor
(
`2(r+|t|)+k3

)
, p

(l)
k2

∈
Cor

(
`r+k2+|t|

)
, p

(l)
k1

∈ Cor (`k1) para l ≥ 1.

Demostración: Basta aplicar el Teorema 4.2.123 y la Proposición 4.3.133.

Nota 1: Observemos que la caracterización de la anterior forma normal sólo

necesita el cálculo de un número finito de subespacios complementarios

al rango de `j.
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Nota 2: Como hemos visto, la presencia de algunos elementos no nulos pk4,

pk1 , pk2 o pk3 impide la integrabilidad formal del sistema (4.1.1).

Ahora, aplicamos nuestros resultados a algunos casos concretos de gran in-

terés. Consideramos sistemas nilpotentes con primer término cuasihomogéneo,

que incluyen como caso particular a perturbaciones de centros lineales y de

sillas lineales con divergencia nula. Terminamos estudiando la integrabilidad

de un sistema con parte lineal nula.

4.3.1. Singularidad Takens-Bogdanov de tipo t = (1, n)

Nuestro primer ejemplo corresponde a sistemas del tipo (4.1.1) cuyo primer

término cuasihomogéneo es de la forma Fr =

(
y + axn

bxny + cx2n−1

)
, donde n ≥ 1

está fijado, y además 4nc − (b − na)2 6= 0. El campo Fr es cuasihomogéneo

del tipo t = (1, n) y grado r = n − 1 y la función de Hamilton de la parte

conservativa de Fr es:

h(x, y) = 1
2n

(
cx2n + (b− na)xny − ny

)
= −1

2

[(
y − b−na

2n
xn
)2 − 4nc−(b−na)2

4n2 x2n
]
.

La hipótesis 4nc− (b− na)2 6= 0 se impone para que h(x, y) no tenga factores

múltiples. Si usamos cambio de variables v = y − b−na
2n

xn, u =

√
|4nc−(b−na)2|

2n
x,

podemos suponer que Fr =

(
y

σx2n−1

)
+ dxn−1

(
x

ny

)
, donde σ = ±1,

d ∈ R. Tomaremos d = 0 para estar en las condiciones del Teorema 4.2.131.

Por tanto, estudiaremos los sistemas de la forma:

(
ẋ

ẏ

)
=

(
y

σx2n−1

)
+ H.O.T., (4.3.16)

siendo σ = ±1. Notemos que el primer término cuasihomogéneo ha sido redu-

cido a Fn−1(x, y) =

(
y

σx2n−1

)
.

Si llamamos h(x, y) = 1
2

(
−y2 + σ

n
x2n
)
∈ Pt

2n, tenemos que Fn−1 = Xh.

Para calcular su forma normal. Hemos de analizar previamene el rango del

operador `n−1+k.
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Puesto que, en este caso:

I = {0, 1, · · · , 2n− 1} ,
I1 = {n, · · · , 2n− 1} ,
I2 = {0, 1, · · · , n− 1} ,
I3 = ∅,
I4 = I1,

debemos considerar las siguientes situaciones:

Caso k ∈ I1:

Si n ≤ k ≤ 2n− 2: tenemos Ker (`k) = {0}, Cor (`k) = span
{
xk
}
.

Si k = 2n − 1: escribimos µn(x, y) = α
(0)
0 xn + α

(1)
0 y ∈ P

t
n. Después

de algunos cálculos, obtenemos `2n−1 (µn) = σα
(1)
0 x2n−1 + nα

(0)
0 xn−1y.

Entonces: Ker (`2n−1) = {0}, y Cor (`2n−1) = {0}.

Caso k ∈ I2:

Si 0 ≤ k ≤ n − 2: escribimos µn+k+1(x, y) = α
(0)
0 xn+k+1 + α

(1)
0 xk+1y.

Tenemos

`2n+k (µn+k+1) =
σ(n+ 1 + k)

n
α

(1)
0 x2n+k + (n + k + 1)α

(0)
0 xn+ky

+(k + 1)α
(1)
0 xkh(x, y).

De aqúı, obtenemos que Ker (`2n+k) = {0} y Cor (`2n+k) = span
{
xkh
}
.

Si k = n− 1: escribimos µ2n(x, y) = α
(0)
0 x2n + α

(1)
0 xny + α

(2)
0 h. Tenemos

`3n−1 (µ2n) = 2σα
(1)
0 x3n−1 + 2nα

(0)
0 x2n−1y − 2nα

(1)
0 xn−1h.

En consecuencia, Ker (`3n−1) = {h} y Cor (`3n−1) = span {xn−1h}.
Del anterior análisis, obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 4.3.135 El sistema (4.3.16) es formalmente conjugado, utilizando

únicamente transformaciones disipativas, a:(
ẋ

ẏ

)
=

(
y

σx2n−1

)
+

∞∑

j=1

Xg2n+j
(x) (4.3.17)

+

2n−2∑

j=n

α
(0)
j xjD0 +

∞∑

l=1

2n−2∑

j=0

α
(l)
j x

jhl(x)D0.
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Nota: Si n = 1, para σ = −1 se tiene el caso perturbación de centro lineal y

para σ = 1 el caso perturbación de un silla lineal con divergencia nula.

4.3.2. Singularidad Takens-Bogdanov de tipo (2, 2n+ 1)

Nuestro segundo ejemplo corresponde a sistemas cuyo primer término cua-

sihomogéneo es Fr =

(
y

bx2n

)
, donde n ∈ N y b 6= 0. Este campo es del tipo

t = (2, 2n+ 1) y grado r = 2n− 1.

Mediante una adecuada reparametrización, podemos suponer b = 1, es

decir F2n−1 =

(
y

x2n

)
. Si denotamos h(x, y) = −1

2

(
y2 − 2

2n+1
x2n+1

)
∈ Pt

4n+2,

entonces, F2n−1 = Xh.

Para calcular la forma normal de sistemas de la forma
(
ẋ

ẏ

)
=

(
y

x2n

)
+ H.O.T., (4.3.18)

analizaremos previamente el rango del operador `2n−1+k. Notemos que, en este

caso:

I = {0, 1, · · · , 4n+ 1} ,
I1 = {2n+ 1, 2n+ 3, · · · , 4n+ 1} ∪ {4n} ,
I2 = {0, 2, · · · , 2n− 2} ∪ {1, 3, · · · , 2n− 1} ∪ {2n, 2n+ 2, · · · , 4n− 2} ,
I3 = ∅,
I4 = {2n, · · · , 4n− 1} .

Observamos que sólo necesitamos calcular Cor (`k) para k ∈ I1, k ∈ I4 y

Cor (`4n+2+k), para k ∈ I2.

Caso k ∈ I4:

Si k = 2n+ 2j, j = 0, 1, · · · , n− 1, tenemos que Pt
2j+1 = {0}. Por tanto,

Cor (`k) = Pt
k = 〈xn+j〉. Entonces:

Ker (`k) = {0} , Cor (`k) =
{
xn+j

}
.
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Si k = 2n + 1 + 2j, j = 0, 1, · · · , n − 1, Pt
2j+2 = {xj+1}. Por lo que

escribimos µ2j+2(x, y) = α
(j)
0 xj+1. Tenemos

`2n+1+2j (µ2j+2) = (j + 1)α
(j)
0 xjy.

De aqúı, hallamos que Im (`k) = 〈xjy〉. Entonces:

Ker (`k) = {0} , Cor (`k) = {0} .

Caso k ∈ I2:

Si k = 2j, 0 ≤ j ≤ n− 1, escribimos µ2n+3+k(x, y) = µ2n+1+2(j+1)(x, y) =

α
(j)
0 xj+1y. Operando, obtenemos que

`4n+2+k

(
µ2n+1+2(j+1)

)
= −2(j + 1)α

(j)
0 xjh+

(
1 + 2(j+1)

2n+1

)
α

(j)
0 x2n+j+1.

De aqúı, deducimos que

Ker (`4n+2+k) = {0} , Cor (`4n+2+k) = span
{
xjh
}
.

Si k = 2j−1, 1 ≤ j ≤ n−1, escribiendo µ2n+3+k(x, y) = µ2n+2+2j(x, y) =

α
(j)
0 xn+1+j , tras algunas operaciones obtenemos

`4n+2+k (µ2n+3+k) = (n+ 1 + j)α
(j)
0 xn+jy.

De aqúı, se deduce que

Ker (`4n+2+k) = {0} , Cor (`4n+2+k) = {0} .

Si k = 2n − 1, escribiendo µ2n+3+k(x, y) = µ4n+2(x, y) = α0x
2n+1 +

α1h(x, y), tras algunos cálculos obtenemos

`4n+2+k (µ2n+3+k) = (2n+ 1)α0x
2ny.

De aqúı, deducimos que

Ker (`4n+2+k) = {h} , Cor (`4n+2+k) = {0} .
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Si k = 2n+2j, 0 ≤ j ≤ n−1, escribiendo µ4n+3+2j(x, y) = µ2n+1+2(n+j+1)(x, y) =

α
(j)
0 xn+j+1y, tras algunas operaciones, llegamos a:

`4n+2+k (µ2n+3+k) =
(
1 + 2(n+j+1)

2n+1

)
α

(j)
0 x3n+j+1 − 2(n+ j + 1)α

(j)
0 xn+jh.

De aqúı, se deduce que

Ker (`4n+2+k) = {0} , Cor (`4n+2+k) = span
{
xn+jh

}
.

Caso k ∈ I1:

Si k = 2n+2j+1, 0 ≤ j ≤ n, escribiendo µk−(2n−1)(x, y) = µ2(j+1)(x, y) =

α
(j)
0 xj+1, tras algunos cálculos obtenemos

`k
(
µk−(2n−1)

)
= (j + 1)α

(j)
0 xjy.

De aqúı, deducimos que

Ker (`k) = {0} , Cor (`k) = {0} .

Si k = 4n, escribiendo µk−(2n−1)(x, y) = µ2n+1(x, y) = α0y, obtenemos

`k
(
µk−(2n−1)

)
= α0x

2n.

De aqúı, se deduce que

Ker (`k) = {0} , Cor (`k) = {0} .

Del anterior análisis, obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 4.3.136 El sistema (4.3.18) es formalmente conjugado, utilizando

únicamente transformaciones disipativas, a:

(
ẋ

ẏ

)
=

(
y

x2n

)
+

∞∑

j=1

Xg4n+2+j
+

n−1∑

j=0

α
(0)
j xn+jD0 +

∞∑

l=1

2n−1∑

j=0

α
(l)
j x

jhlD0.

(4.3.19)
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4.3.3. Un caso de singularidad nilpotente generalizada

La integrabilidad de sistemas con parte lineal nula ha sido poco tratada en

la literatura. Consideramos ahora un caso particular de este tipo de sistemas

correspondiente al tipo t = (2, 3). Observemos que en este caso D0(x, y) =

(2x, 3y)T .

El caso concreto que vamos a considerar es:
(
ẋ

ẏ

)
=

(
−y3 − 2ax3y

x5 + 3ax2y2

)
+

(
a0x

5 + a1x
2y2

b0x
4y + b1xy

3

)
+ · · · , (4.3.20)

donde a, ak, bk ∈ R.

El término cuasihomogéneo de menor grado es F7 = (−y3 − 2ax3y, x5 +

3ax2y2)T , teniendo grado r = 7. Este campo es hamiltoniano, con función de

Hamilton:

h(x, y) = 1
4
y4 + ax3y2 + 1

6
x6 = (1

2
y2 + ax3)2 + (1

6
− a2)x6 ∈ P

t
12.

Supondremos a 6= ± 1√
6
, ya que entonces la descomposición (4.2.2) para h sólo

tiene factores simples.

Como antes, para determinar una forma normal, necesitamos el análisis del

rango del operador:

`7+k : P
t
k −→ P

t
7+k

µk → ∇µk · F7.

Puesto que, en este caso

I1 = {9, 10, 11} , I2 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} ,
I3 = ∅, I4 = {8, 9, 10, 11} ,

a partir del Teorema 4.3.134, es suficiente calcular los subespacios complemen-

tarios al rango de `k, para 8 ≤ k ≤ 11 y `12+k para 0 ≤ k ≤ 8. Esto es una

tarea fácil (la cual conlleva algunos cálculos), que haremos usando las bases de

Pt
k dadas en el Lema 2.3.26 (b).

Caso k = 8 ∈ I4, escribiendo µ1(x, y) = 0 ∈ Pt
1, obtenemos que `8 (µ1) =

0. En consecuencia:

Cor (`8) = span
{
x4, xy2

}
.
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Caso k = 9 ∈ I4 ∩ I1, escribiendo µ2(x, y) = α2x ∈ Pt
2, obtenemos que

`9 (µ2) = −2α2ax
3y − α2y

3. En consecuencia:

Cor (`9) =
{
x3y
}
.

Caso k = 10 ∈ I4 ∩ I1, escribiendo µ3(x, y) = α3y ∈ Pt
3, obtenemos que

`10 (µ3) = α3x
5 + 3α3ax

2y2. En consecuencia:

Cor (`10) =
{
x2y2

}
.

Caso k = 11 ∈ I4 ∩ I1, escribiendo µ4(x, y) = α4x
2 ∈ Pt

4, obtenemos que

`11 (µ4) = −4α4ax
4y − 2α4xy

3. En consecuencia:

Cor (`11) =
{
x4y
}
.

Caso k = 0 ∈ I2, escribiendo µ5(x, y) = α5xy ∈ Pt
5 y después de algu-

nos cálculos, conseguimos: `12 (µ5) = 5
3
α5x

6 + 5α5ax
3y2 − 4α5h(x, y). En

consecuencia:

Cor (`12) = span
{
x3y2, h

}
.

Caso k = 1 ∈ I2, escribiendo µ6(x, y) = α
(1)
6 x3+α

(2)
6 y2 ∈ Pt

6 y después de

algunos cálculos, obtenemos: `13 (µ6) = −2(3aα
(1)
6 − α

(2)
6 )x5y − 3(α

(1)
6 −

2aα
(2)
6 )x2y3. Por ser 6a2 − 1 6= 0, se obtiene:

Cor (`13) = span {0} .

Caso k = 2 ∈ I2, escribiendo µ7(x, y) = α7x
2y ∈ Pt

7 y después de

algunos cálculos, obtenemos `14 (µ7) = 7
3
α7x

7 + 7aα7x
4y2 − 8α7xh. En

consecuencia:

Cor (`14) = span
{
x4y2, xh

}
.

Caso k = 3 ∈ I1, escribiendo µ8(x, y) = α
(1)
8 x4 + α

(2)
8 xy2 ∈ Pt

8 y después

de algunos cálculos, obtenemos `15 (µ8) = −8
3
(3aα

(1)
8 −α(2)

8 )x6y−4(α
(1)
8 −

2aα
(2)
8 )x3y3 − 4α

(2)
8 yh(x, y). Por ser 6a2 − 1 6= 0, se obtiene:

Cor (`15) = span {yh} .
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Caso k = 4 ∈ I2, escribiendo µ9(x, y) = α
(1)
9 x3y + α

(2)
9 y3 ∈ Pt

9 y después

de algunos cálculos, obtenemos `16 (µ9) = 3(α
(1)
9 −2aα

(2)
9 )x8 +3(3aα

(1)
9 +

(1 − 12a2)α
(2)
9 )x5y2 − 12(α

(1)
9 − 3aα

(2)
9 )x2h(x, y). Por ser 6a2 − 1 6= 0, se

obtiene:

Cor (`16) = span
{
x2h
}
.

Caso k = 5 ∈ I2, escribiendo µ10(x, y) = α
(1)
10 x

5 + α
(2)
10 x

2y2 ∈ Pt
10 y des-

pués de algunos cálculos, obtenemos `17 (µ10) = −10
3
(3aα

(1)
10 − α

(2)
10 )x7y −

5(α
(1)
10 − 2aα

(2)
10 )x4y3 − 8α

(2)
10 xyh(x, y). Por ser 6a2 − 1 6= 0, se obtiene:

Cor (`17) = span {xyh} .

Caso k = 6 ∈ I2, escribiendo µ11(x, y) = α
(1)
11 x

4y + α
(2)
11 xy

3 ∈ Pt
11 y

después de algunos cálculos, obtenemos `18 (µ11) = 11
3
(α

(1)
11 − 2aα

(2)
11 )x9 +

11
3
(3aα

(1)
11 +(1−12a2)α

(2)
11 )x6y2−4(4α

(1)
11 −11aα

(2)
11 )x3h(x, y)−4α

(2)
11 y

2h(x, y).

Por ser 6a2 − 1 6= 0, se obtiene:

Cor (`18) = span
{
x3h, y2h

}
.

Caso k = 7 ∈ I2, escribiendo µ12(x, y) = α
(1)
12 x

6 +α
(2)
12 x

3y2 +α
(3)
12 h(x, y) ∈

Pt
12 y después de algunos cálculos, obtenemos `19 (µ12) = −4(3aα

(1)
12 −

α
(2)
12 )x8y − 6(α

(1)
12 − 2aα

(2)
12 )x5y3 − 12α

(2)
12 x

2yh(x, y). Por ser 6a2 − 1 6= 0,

se obtiene:

Cor (`19) = span
{
x2yh

}
.

Caso k = 8 ∈ I2, escribiendo µ13(x, y) = α
(1)
13 x

5y + α
(2)
13 x

2y3 ∈ Pt
13 y

después de algunos cálculos, obtenemos `20 (µ13) = 13
3
(α

(1)
13 −2aα

(2)
13 )x10 +

13
3
(3aα

(1)
13 +(1−12a2)α

(2)
13 )x7y2−4(5α

(1)
13 −13aα

(2)
13 )x4h(x, y)−8α

(2)
13 xy

2h(x, y).

Por ser 6a2 − 1 6= 0 se obtiene:

Cor (`20) = span
{
x4h, xy2h

}
.

Utilizando ahora el Teorema 4.3.134, obtenemos el siguiente resultado:
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Teorema 4.3.137 El sistema (4.3.20) es formalmente conjugado, usando úni-

camente cambios de variables disipativos, a:
(
ẋ

ẏ

)
=

(
−y3 − 2ax3y

x5 + 3ax2y2

)
+

∞∑

j=1

Xg12+j
(x) +

∞∑

l=0

[(
α

(1)
12l+8x

4hl + α
(2)
8 xy2hl

)
D0

+α12l+9x
3yh(x, y)lD0 + α12l+10x

2y2h(x, y)lD0 + α12l+11x
4yh(x, y)lD0

+
(
α

(1)
12l+12h(x, y)

l+1 + α
(2)
12l+12x

3y2h(x, y)l
)

D0

+
(
α

(1)
12l+14xh(x, y)

l+1 + α
(2)
12l+14x

4y2h(x, y)l
)

D0 + α12l+15yh(x, y)
l+1D0

+α12l+16x
2h(x, y)l+1D0 + α12l+17xyh(x, y)

l+1D0

+
(
α

(1)
12l+18x

3h(x, y)l+1 + α
(2)
12l+18y

2h(x, y)l+1
)

D0

+α12l+19x
2yh(x, y)l+1D0

]
(4.3.21)

donde los sub́ındices de los coeficientes α indican el correspondiente grado cua-

sihomogéneo.

Nota: Como ya sabemos, la presencia de coeficientes α
(i)
12l+j con i = 1, 2 y

8 ≤ j ≤ 19, impide la integrabilidad formal.

4.4. Estudio de integrabilidad para algunas fa-

milias

Apliquemos ahora las formas normales calculadas anteriormente al análisis

de la integrabilidad de distintas familias.

4.4.1. Caso nilpotente

Consideremos la siguiente familia de campos vectoriales cuasihomogéneos

del tipo t = (1, 2):

(
ẋ

ẏ

)
=

(
y

σx3

)
+

(
a2x

3 + a1xy

b3x
4 + b2x

2y + b1y
2

)
, σ = ±1. (4.4.22)

Para σ = −1, el origen de este sistema es monodrómico y los sistemas inte-

grables serán por tanto centros integrables. En el trabajo de Chavarriga [19]
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se caracterizan los campos de esta familia que son integrables, y los centros

en el trabajo de Gasull & Torregrosa [35]. El siguiente resultado incluye, para

σ = −1, el obtenido en [19].

Teorema 4.4.138 El sistema (4.4.22) es integrable si, y sólo si, se verifica

una de las siguientes condiciones:

a) a1 + 2b1 = b2 + 3a2 = 0 (caso hamiltoniano).

b) a2 = b2 = 0 (reversible a y → −y, t→ −t).

c) b2 + 3a2 = a1 − b1 + σb3 = 6a2
2 + b1b3 + 2b23 = 0.

Demostración: El sistema (4.4.22) también puede escribirse como

(
ẋ

ẏ

)
= Xσ

4
x4−1

2
y2

+ Xc0x5+c1x3y+c2xy2 +
(
d0x

2 + d1y
)
D0,

siendo:

c1 = b2−2a2

5
, d0 = 3a2+b2

5
, c0 = b3

5
,

c2 = b1−2a1

5
, d1 = 2b1+a1

5
.

Utilizando la forma normal (4.3.17), para que tengamos integrabilidad, debe

anularse el siguiente coeficiente:

α
(1)
2 = d0.

Bajo la hipótesis d0 = 0, el siguiente coeficiente que debe anularse para que

tengamos integrabilidad es:

α
(1)
0 = d1c1(d1 − 5σc0 + 3c2).

El caso hamiltoniano descrito en a) aparece si d0 = d1 = 0.

Si d0 = c1 = 0, tenemos el caso reversible al cambio y → −y, t → −t
descrito en b). En esta situación, el sistema es integrable ya que, aplicando el

cambio u = x, v = y2, dt = dτ
y

, obtenemos el sistema:

du
dτ

= 1 + a1u,

dv
dτ

= 2σu3 + 2b3u
4 + 2b1v,
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que es integrable por el teorema de la caja de flujo.

Si d0 = 0, d1 = 5σc0−3c2, c1d1 6= 0, el siguiente coeficiente viene dado por:

α
(1)
1 = c1d1(6c

2
1 − 25c0c2).

De nuevo, debemos imponer que este coeficiente se anule para encontrar casos

de integrabilidad. El caso d0 = 0, d1 = 5σc0 − 3c2 y 6c21 − 25c0c2 = 0 aparece

recogido en el apartado c). Para comprobar que efectivamente es integrable,

parametrizamos mediante c1 = 25λc2, c0 = 150λ2c2, con λc2 6= 0. Obtenemos

aśı el campo:
(
ẋ

ẏ

)
=

(
y

σx3

)
+

(
−25λc2x

3 − 5c2(−150σλ2 + 1)xy

750λ2c2x
4 + 75λc2x

2y − 5c2(−300σλ2 + 1)y2

)
.

Este campo es integrable, ya que posee un factor integrante inverso: (1+v1x+

v2y + v3x
2)

1
A , donde v1 = −5c2(−300σλ2 + 1), v2 = 25σλc2v1, v3 = 15λv2 y

A = − 300σλ2−1
3(250σλ2−1)

.

4.4.2. Un caso nilpotente generalizado

Consideremos la familia:(
ẋ

ẏ

)
=

(
−y3 − 2ax3y

x5 + 3ax2y2

)
+

(
a0x

5 + a1x
2y2

b0x
4y + b1xy

3

)
+

(
a2x

4y + a3xy
3

b2x
6 + b3x

3y2 + b4y4

)
.

Si a2 < 1
6
, el sistema es monodrómico y los sistemas integrables serán por tanto

centros integrables. Si a2 > 1
6

el origen es un punto de silla hiperbólico, y si

a2 = 1
6

un punto de silla degenerado, con una variedad semihiperbólica.

Este sistema también puede escribirse como
(
ẋ

ẏ

)
= X1

6
x6+ax3y2+

1
4

y4
+
(
d0x

4 + d1xy
2
)
D0 + Xc0x5y+c1x2y3

+
(
d2x

3y + d3y
3
)
D0 + Xc2x7+c3x4y2+c4xy4 , (4.4.23)

siendo:

c0 = 2b0−3a0

13
, c1 = 2b1−3a1

13
, d0 = 5a0+b0

13
, d1 = 2a1+3b1

13
,

c2 = 2b2
14
, c3 = 2b3−3a2

14
, c4 = 2b4−3a3

14
, d2 = 2b3+4a2

14
, d3 = 4b4+a3

14
,

y D0 = (3x, 3y)T .
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Teorema 4.4.139 El sistema (4.4.23), con 6a2−1 6= 0 es integrable si, y sólo

si, se verifica una de las siguientes condiciones:

a) d0 = d1 = d2 = d3 = 0 (caso hamiltoniano).

b) d0 = d1 = c0 = c1 = 0, d2 = 2ad3, c3 = 4ac4, d3 6= 0 (caso reversible a

y → −y, t→ −t).

c) d0 = d1 = c2 = 0, d2 = −2
7
(6a2 − 25)c20, c1 = ac0, c3 = 1

14
(4a2 − 5)c20,

c4 = 1
7

4a2−5
a

c20, d3 = −1
7

6a2−25
a

c20, a(6a
2 − 25)c0 6= 0.

Demostración: Los dos primeros coeficientes de la forma normal (4.3.21),vienen

dados por:

α
(1)
8 = d0,

α
(2)
8 = d1.

Para encontrar casos de integrabilidad imponemos que ambos sean cero. En

esta situación, el siguiente coeficiente de la forma normal es:

α9 = d2 − 2ad3.

De nuevo, si este coeficiente se anula encontramos que el siguiente coeficiente

es:

α10 = d3(c1 − ac0).

La anulación de este coeficiente conduce a varios casos:

A) d3 = 0. Es el caso hamiltoniano descrito en el apartado a).

B) d3 6= 0, c1 = ac0. Ahora, el siguiente coeficiente es:

α11 = −c3 + 4ac4 − 1
2
(4a2 − 5)c20,

que se anula si c3 = 4ac4 − 1
2
(4a2 − 5)c20. En este caso, los siguientes

coeficientes son:

α
(1)
12 = (−d3 − 5c4 − 7c2 + 2ac20)c0,

α
(2)
12 = [7a(3c2 − 2c4) + 2(4a2 − 5)c20]c0.

La anulación simultánea de ambos coeficientes conduce a la siguiente

clasificación:
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B1) c0 = 0. Se trata de un campo reversible a y → −y, t→ −t:
(
ẋ

ẏ

)
=

(
−y3 − 2ax3y

x5 + 3ax2y2

)
+

(
4a(d3 − 2c4)x

4y + 2(d3 − 2c4)xy
3

7c2x
6 + 2a(3d3 + 8c4)x

3y2 + (3d3 + c4)y
4

)
.

El cambio v = (y2 + 2ax3)2, u = x, dt = 1
y(y2+2ax3)

dτ lo transforma en:
(
u′

v′

)
=

(
−1

4(1 − 6a2)u5

)
+

(
2(d3 − 2c4)u

28(c2 − 4a2c4)u
6 + 4(3d3 + c4)v

)
,

que es integrable por el teorema de la caja de flujo. Se trata del caso

descrito en el apartado b).

B2) c0 6= 0 y a = 0. En este caso, α
(2)
12 = −10c30, luego no es integrable.

B3) c0 6= 0 y a 6= 0, o equivalentemente:

c4 = 2
5
ac20 − 1

5
d3 − 7

5
c2,

c2 = − 12
203
ac20 − 2

29
d3 + 50

203a
c20

Para estos valores, los siguientes coeficientes de la forma normal son:

α
(1)
14 =

[
7ad3 + (6a2 − 25)c20

] [
(120a4 + 988a2 − 545)c20 − 112a(6a2 − 1)d3

]
,

α
(2)
14 =

[
7ad3 + (6a2 − 25)c20

] [
(146a4 − 43a2 + 45)c20 − 28a(6a2 − 1)d3

]
.

La única posibilidad para que estos coeficientes se anulen es que:

d3 = −6a2−25
7a

c20.

Observemos que, en este caso, debe ocurrir que 6a2 − 25 6= 0 puesto que

suponemos d3 6= 0. Para este valor de d3, resulta el campo:
(
ẋ

ẏ

)
=

(
−y3 − 2ax3y

x5 + 3ax2y2

)
+

(
−c0x5 − 3ac0x

2y2

5c0x
4y + 2ac0xy

3

)

+

(
−c20(4a2 − 15)x4y − 2(2a2−5)c20

a
xy3

−4c20(a
2 − 5)x3y2 − 2(a2−5)c20

a
y4

)
.

Un factor integrante inverso para este sistema es (1+v2x+v3y)
1
A , donde

A = a2−5
6a2−25

, v2 =
2Ac20(6a2−25)

a
, v3 =

2Ac30(6a2−25)

a
, si a2 6= 5.

Si a2 = 5, un factor integrante inverso es ev2x+v3y, donde v2 =
2c20(6a2−25)

a
,

v3 =
2c30(6a2−25)

a
. Este es el caso descrito en el apartado c).
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Caṕıtulo 5

Formas normales

conservativas-disipativas

5.1. Introducción

La idea subyacente en la teoŕıa de las formas normales es utilizar cambios

de variables para obtener otro campo equivalente más simple. El proceso de

simplificación consiste en eliminar los términos que pertenecen a la imagen del

operador homológico, para lo que debemos fijar un subespacio complementario

al espacio imagen del operador homológico, (co-rango del operador homológi-

co). En este sentido hay tantas formas normales de un campo como posibles

elecciones del mencionado subespacio complementario. Fijado un co-rango, al-

gunos autores se plantean el problema de obtener la máxima simplificación,

buscando las expresiones anaĺıticas con menos términos.

Otra posibilidad es seleccionar la forma normal que mejor se adapta a

nuestro problema: se trata, en definitiva, de elegir unas coordenadas que nos

proporcionen la máxima información dinámica del sistema. Veamos a conti-

nuación algunos ejemplos:

En el caso de una perturbación de un centro lineal, los co-rangos que se

eligen usualmente están generados por (x2 + y2)l

(
−y
x

)
, (x2 + y2)l

(
x

y

)
,

l ≥ 1. Estos co-rangos surgen de forma natural al escribir el sistema en variables

en forma compleja.

233
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Para la forma normal de la singularidad nilpotente, Takens [60] utilizó como

bases para los co-rangos (xl, 0)T , (0, xl)T , l ≥ 2, mientras que Bogdanov [15]

tomó como bases (0, xl)T , (0, xl−1y)T , l ≥ 2. Nosotros hemos elegido co-rangos

disipativos. Estos fueron utilizados por Baider & Sander ([14]) y posteriormente

por Loray ([48]), Strozyna & Zoladek ([58]).

Es importante señalar que una forma normal correspondiente a co-rangos

disipativos determina la integrabilidad formal del campo (véase el Caṕıtulo 4).

Sin embargo, en el problema de centro, es más conveniente eliminar el mayor

número de elementos conservativos, para posteriormente, aplicar cambios de

variables que no alteren éstos, y eliminar el máximo número de elementos

disipativos. En definitiva, cada problema requiere una forma normal adecuada.

Consideremos un campo plano, de la forma:

dx
dt

=

∞∑

j=r

Fj(x), donde x = (x, y) ∈ R2, (5.1.1)

siendo Fj ∈ Qt
j . Tomaremos t1 ≤ t2 ya que en otro caso bastaŕıa aplicar el

cambio x→ y, y → x para estar en la situación deseada.

Utilizando la descomposición conservativa disipativa, se tendrá:

Fr+j = Xhr+j+|t|
+ µr+jD0, con hr+j+|t| ∈ P

t
r+j+|t|, µr+j ∈ P

t
r+j.

Por brevedad denotaremos hr+|t| = h, µr = µ.

En este caṕıtulo obtendremos formas normales para sistemas (5.1.1) su-

poniendo que µ ≡ 0. El caso µ 6≡ 0 es significativamente más complejo y no

incluiremos los resultados por cuestión de brevedad.

5.2. Preliminares

En nuestro análisis, identificaremos Qt
k = Dt

k

⊕ Ct
k ≡ Dt

k × Ct
k, a través

de los operadores de proyección Πc, Πd. Además, denotaremos Πd ([P,F]) =

[P,F]d, y Πc ([P,F]) = [P,F]c.

El operador homológico bajo C∞-equivalencia:

Lr+k : Ct
k ×Dt

k × Cor (`k) −→ Ct
r+k ×Dt

r+k,
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está definido por

Lr+k

(
Pc

k,P
d
k, νk

)
=
(
[Pc

k,Fr]
c +
[
Pd

k,F
c
r

]c
+ (νkF

c
r)

c ,
[
Pc

k,F
d
r

]d
+
[
Pd

k,Fr

]d
+ (νkFr)

d
)
,

donde Pc
k = Xg, con g ∈ Pt

k+|t|, Pd
k = µkD0 con µk ∈ Pt

k y νk ∈ Cor (`k).

Utilizando la Proposición 4.2.121, la matriz de este operador lineal, respecto

de bases adecuadas, es:


 Cr+k

(
∇g · Xh + k(k+|t|)µg

r+|t|+k

)
Cr+k

(
− r(r+|t|)

r+|t|+k
µkh

)
Cr+k

(
(r+|t|)νkh

r+|t|+k

)

Dr+k

(
− r+|t|

r+|t|+k
∇µ ·Xg

)
Dr+k

(
(k+|t|)∇µk ·Xh

r+|t|+k
+ (k − r)µkµ

)
Dr+k

(
∇νk·Xh

r+|t|+k
+ νkµ

)

 Ct

r+k

Dt

r+k

Ct

k Dt

k Cor (`k)

El operador homológico bajo C∞-conjugación se obtiene simplemente con νk ≡
0.

Suponiendo que µ ≡ 0, es decir, si el término cuasihomogéneo de menor

grado Fr = Xh, es hamiltoniano, la matriz del operador Lr+k es la siguiente:


 Cr+k (∇g ·Xh) Cr+k

(
− r(r+|t|)

r+|t|+k
µkh
)

Cr+k

(
(r+|t|)νkh
r+|t|+k

)

0 Dr+k

(
(k+|t|)∇µk·Xh

r+|t|+k

)
Dr+k

(
∇νk·Xh

r+|t|+k

)

 Ct

r+k

Dt
r+k

Ct
k Dt

k Cor (`k)

La estructura de esta matriz sugiere cambiar el orden de los términos conser-

vativos, disipativos. Esto es, aplicaremos en primer lugar cambios de variables

disipativos con el propósito de eliminar términos disipativos, para posterior-

mente aplicar cambios de variables conservativos que no alteren los términos

disipativos. Es importante señalar que aunque esta estrategia difiere de la pro-

puesta para el problema de centro, las formas normales coinciden.

De esta forma, definimos

Lr+k : Dt
k × Cor (`k) × Ct

k −→ Dt
r+k × Ct

r+k,

mediante

Lr+k

(
Pd

k, νk,P
c
k

)
=
([

Pd
k,Fr

]d
+ (νkFr)

d + [Pc
k,Fr]

d ,
[
Pd

k,F
c
r

]c
+ (νkF

c
r)

c + [Pc
k,Fr]

c
)
,

donde Pc
k = Xg, con g ∈ Pt

k+|t|, Pd
k = µkD0 con µk ∈ Pt

k y νk ∈ Cor (`k).
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Utilizando las propiedades de la Proposición 4.2.121, la matriz del operador

Lr+k es:

 Dr+k

(
(k+|t|)∇µk·Xh

r+|t|+k

)
Dr+k

(
∇νk·Xh

r+|t|+k

)
0

Cr+k

(
− r(r+|t|)

r+|t|+k
µkh

)
Cr+k

(
(r+|t|)νkh
r+|t|+k

)
Cr+k (∇g ·Xh)


 Dt

r+k

Ct
r+k

Dt
k Cor (`k) Ct

k

5.2.1. C∞-Conjugación

El operador homológico bajo C∞-conjugación Lr+k se obtiene como antes,

imponiendo νk ≡ 0:

Lr+k : Dt
k × Ct

k −→ Dt
r+k × Ct

r+k(
Pd

k,P
c
k

)
→ Lr+k

(
Pd

k,P
c
k

)
=
([

Pd
k,F

c
r

]d
,
[
Pd

k,F
c
r

]c
+ [Pc

k,F
c
r]
)
.

A la vista de esta expresión, definimos

Ld
r+k : Dt

k −→ Dt
r+k

Pd
k → Ld

r+k

(
Pd

k

)
=
[
Pd

k,F
c
r

]d
,

Lc
r+k : Ker

(
Ld

k+r

)
× Ct

k −→ Ct
r+k(

Ṽd
k,P

c
k

)
→ Lc

r+k

(
Ṽd

k ,P
c
k

)
= [Pc

k,F
c
r] +

[
Ṽd

k ,F
c
r

]c
.

La siguiente proposición muestra que la simplificación de la forma normal

puede alcanzarse mediante dos cambios de variable: el primero anula términos

en Dt
k+r y el segundo no altera la parte disipativa.

Proposición 5.2.140 Im (Lr+k) = Im
(
Ld

r+k

)⊕
Im
(
Lc

r+k

)
.

Demostración: Tomamos una base de Qt
k = Dt

k

⊕ Ct
k como la union de una de

Dt
k y otra de Ct

k. La representación matricial del operador Lr+k en la anterior

base tiene la estructura:



[
Pd

k,F
c
r

]d
0

[
Pd

k,F
c
r

]c
[Pc

k,F
c
r]



.
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Podemos descomponer Dt
k = Dt

k

⊕
Ker

(
Ld

r+k

)
. Probemos que dim (Dt

k) ≤
dim

(
Dt

r+k

)
. Pueden darse las siguientes situaciones:

Si k /∈ I, entonces dim (Dt
k) = 0 y la desigualdad se cumple trivialmente.

Si k ∈ I y r + k /∈ I, entonces Dt
r+k es el espacio trivial. Por tanto

Dk = Ker
(
Ld

r+k

)
y aśı Dt

k también es el espacio trivial.

Si k, r+k ∈ I, entonces dim (Dt
k) ≤ dim (Dt

k) = dim (Pt
k) ≤ dim

(
Pt

r+k

)
=

dim
(
Dt

r+k

)
.

Tomando una base adecuada en Dt
k

⊕
Ker

(
Ld

k

)⊕ Ct
k, podemos representar

Lr+k matricialmente como:



[
Pd

k,F
c
r

]d
0 0

[
Pd

k,F
c
r

]c [
Ṽd

k,F
c
r

]c
[Pc

k,F
c
r]



,

donde la submatriz superior izquierda tiene rango máximo. Como dim (Dt
k) ≤

dim
(
Dt

r+k

)
, podemos utilizar la reducción por filas (que equivale a un cambio

de base) para obtener:



[
Pd

k,F
c
r

]d
0 0

0
[
Ṽd

k,F
c
r

]c
[Pc

k,F
c
r]



.

Esto prueba que Im (Lr+k) = Im
(
Ld

r+k

)
+ Im

(
Lc

r+k

)
. Además, la intersección

de los espacios imágenes de ambas aplicaciones es cero, pues Qt
k = Dt

k

⊕ Ct
k.

La siguiente proposición proporciona la expresión de la parte disipativa del

operador homológico Lr+k en términos del operador lineal escalar `r+k.

Proposición 5.2.141 Sea Pd
k = µkD0 ∈ Dt

k. Entonces:

Ld
r+k

(
Pd

k

)
= Dr+k (`r+k(µk)) .

En particular,
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(a) Im
(
Ld

r+k

)
= Dr+k (Im (`r+k)),

(b) Ker
(
Ld

r+k

)
= Dk (Ker (`r+k)).

Demostración: La expresión para Ld
r+k

(
Pd

k

)
es consecuencia del apartado (c)

de la Proposición 4.2.121. Los apartados (a), (b) se tienen porque los opera-

dores Dk, Dr+k son inyectivos.

El siguiente Teorema determina un subespacio complementario al espacio

imagen del operador homológico bajo C∞-conjugación Lr+k, en términos del

operador lineal escalar `r+k.

Teorema 5.2.142 Sea k ∈ N y supongamos que el primer término cuasiho-

mogéneo del sistema (5.1.1) Fr = Xh es hamiltoniano. Entonces:

(a) Cor (Lr+k) = Dr+k (Cor (`r+k))
⊕

Cr+k

(
Ĉor

(
`r+k+|t|

))
, donde Cor

(
`r+k+|t|

)
=

(
δr+k+|t| (Ker (`r+k)) ∩ Cor

(
`r+k+|t|

))⊕
Ĉor

(
`r+k+|t|

)
.

(b) Ker (Lr+k) =
{

(Dk(η̃k), Ck (g̃)) : η̃k ∈ Ker (`r+k) , g̃ ∈ Pt
k+|t|, `r+k+|t|(g̃) = r(r+|t|)

r+k+|t| η̃kh
}
.

Demostración: Sean Pc
k = Xg, P̃d

k = Dk (η̃k), g ∈ P
t
k+|t|, η̃k ∈ Ker (`r+k).

Aplicando la Proposición 4.2.121, tenemos

Lc
r+k

(
P̃d

k,P
c
k

)
= Cr+k (∇g · Xh) − r(r+|t|)

r+k+|t|Cr+k (η̃kh)

= Cr+k

(
`r+k+|t|(g) − r(r+|t|)

r+k+|t| η̃kh
)

def
= Cr+k

(
`cr+k+|t| (g, η̃k)

)
.

(a) Usando que Cr+k es un isomorfismo, Dr+k es inyectivo, y aplicando la

Proposición 5.2.141, obtenemos que un subespacio complementario a la

imagen de Lr+k es:

Cor (Lr+k) = Cor
(
Ld

r+k

)⊕
Cor

(
Lc

r+k

)
= Dr+k (Cor (`r+k))

⊕
Cor

(
Lc

r+k

)

= Dr+k (Cor (`r+k))
⊕

Cr+k

(
Cor

(
`cr+k+|t|

))
.

Por último, como Im
(
`cr+k+|t|

)
= Im

(
`r+k+|t|

)
+ δr+k+|t| (Ker (`r+k)), se

tiene: Cor
(
`cr+k+|t|

)
= δr+k+|t|

(
Ĉor

(
`r+k+|t|

))
.
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(b) Como Ker (Lr+k) = Ker
(
Lc

r+k

)
, es suficiente determinar Ker

(
`cr+k+|t|

)
.

Notemos que (g̃, η̃k) ∈ Ker
(
`cr+k+|t|

)
si, y sólo si, r(r+|t|)

r+k+|t|δr+k+|t| (η̃k) =

`r+k+|t| (g̃), de donde se deduce el resultado.

Nota : La determinación de Ker (Lr+k) es de utilidad para analizar la posi-

bilidad de obtener simplificaciones adicionales en el procedimiento de la

forma normal hacia la forma hipernormal.

5.2.2. C∞-Equivalencia

Para analizar el operador homológico bajo equivalencia Lr+k, adaptamos

las ideas desarrolladas anteriormente con el objeto de incluir los efectos de

las reparametrizaciones en el tiempo. Por la Proposición 1.3.16, es suficiente

restringir el dominio de Lr+k a Qt
k ×Cor (`k). Para que la matriz del operador

sea diagonal por bloques, escribimos el dominio y el espacio imagen de este

operador en una forma diferente:

Lr+k : Dt
k × Cor (`k) × Ct

k −→ Dt
r+k × Ct

r+k,

siendo

Lr+k

(
Pd

k, νk,P
c
k

)
=
([

Pd
k,F

c
r

]d
+ (νkF

c
r)

d , [Pc
k,F

c
r] +

[
Pd

k,F
c
r

]c
+ (νkF

c
r)

c
)
.

Ahora definimos los operadores:

Ld
r+k : Dt

k × Cor (`k) −→ Dt
r+k(

Pd
k, νk

)
→ Ld

r+k

(
Pd

k, νk

)
=
[
Pd

k,F
c
r

]d
+ (νkF

c
r)

d ,

Lc
r+k : Ker

(
Ld

r+k

)
× Ct

k −→ Ct
r+k(

P̃d
k, ν̃k,P

c
k

)
→ Lc

r+k

(
P̃d

k, ν̃k,P
c
k

)
= [Pc

k,F
c
r] +

[
P̃d

k,F
c
r

]c
+ (ν̃kF

c
r)

c .

Se tiene el siguiente resultado:
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Proposición 5.2.143 Im (Lr+k) = Im
(
Ld

r+k

)⊕
Im
(
Lc

r+k

)
.

Demostración: Seguimos un procedimiento análogo al de la Proposición 5.2.140.

Tomando una base adecuada, la matriz de Lr+k es:



[
Pd

k,F
c
r

]d
+ (νkF

c
r)

d 0

[
Pd

k,F
c
r

]c
+ (νkF

c
r)

c [Pc
k,F

c
r]



.

Escribimos Dt
k

⊕
Cor (`k) = D̃t

k

⊕
Ker

(
Ld

k

)
, donde D̃t

k denota un subespacio

complementario a Ker
(
Ld

k

)
. Notemos que dim

(
D̃t

k

)
≤ dim

(
Dt

r+k

)
.

Tomando una base adecuada en D̃t
k

⊕
Ker

(
Ld

r+k

)⊕ Ct
k, obtenemos una

representación matricial para Ld
r+k de la forma:




[
Pd

k,F
c
r

]d
0 0

[
Pd

k,F
c
r

]c Lc
r+k

(
Ker

(
Ld

r+k

))
[Pc

k,F
c
r]



.

Las columnas de la primera submatriz son linealmente independientes. Enton-

ces, usando reducción por filas, podemos transformar la anterior matriz en:



[
Pd

k,F
c
r

]d
0 0

0 Lc
r+k

(
Ker

(
Ld

r+k

))
[Pc

k,F
c
r]



.

Esto prueba que Im (Lr+k) = Im
(
Ld

r+k

)
+ Im

(
Lc

r+k

)
. Finalmente, la suma es

directa ya que Qt
k = Dt

k

⊕ Ct
k.

La siguiente proposición expresa la parte disipativa de Lr+k en términos

del operador lineal escalar `r+k.

Proposición 5.2.144 Sea k ∈ N, Pd
k = Dk (µk) ∈ Dt

k, νk ∈ Cor (`k). Enton-

ces:

Ld
r+k

(
Pd

k, νk

)
= Dr+k

(
`r+k

(
(k+|t|)µk+νk

r+k+|t|

))
.

Más aún:
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(a) Im
(
Ld

r+k

)
= Dr+k (Im (`r+k))

(
= Im

(
Ld

r+k

))
,

(b) Ker
(
Ld

r+k

)
=
{((

− 1
k+|t| ν̃k + η̃k

)
D0, ν̃k

)
: ν̃k ∈ Cor (`k) , η̃k ∈ Ker (`r+k)

}
.

Demostración: Aplicando los apartados (c) y (d) de la Proposición 4.2.121,

obtenemos

Ld
r+k

(
Pd

k, νk

)
=

[
Pd

k,F
c
r

]d
+ (νkF

c
r)

d

= Dr+k

(
`r+k(

k+|t|
r+k+|t|µk)

)
+Dr+k

(
`r+k(

1
r+k+|t|νk)

)

= Dr+k

(
`r+k

(
(k+|t|)µk+νk

r+k+|t|

))
.

De esta igualdad se obtiene trivialmente el apartado (a). Para probar el apar-

tado (b), notemos que
(
P̃d

k, ν̃k

)
∈ Ker

(
Ld

r+k

)
si, y sólo si (k + |t|)µ̃k + ν̃k ∈

Ker (`r+k), i.e., µ̃k = − 1
k+|t| ν̃k + η̃k, con η̃k ∈ Ker (`r+k).

El siguiente teorema determina una forma normal bajo equivalencia, basada

en el operador lineal escalar `r+k.

Teorema 5.2.145 Sea k ∈ N y supongamos que el primer término cuasiho-

mogéneo del sistema (5.1.1) Fr = Xh es hamiltoniano. Entonces:

(a) Cor (Lr+k) = Dr+k (Cor (`r+k))
⊕

Cr+k

(
Cor

(
`r+k+|t|

)
∩ Cor

(
δr+k+|t|

))
.

(b) Ker (Lr+k) =





(
Dk

(
ν̃k − η̃k

k+|t|

)
, ν̃k, Ck (g̃)

)
:

∇g̃Xh =
(

r(r+|t|)
r+k+|t| η̃k − r+|t|

k+|t| ν̃k

)
h,

η̃k ∈ Ker (`r+k) , ν̃k ∈ Cor (`k) ,

g̃ ∈ Pt
k+|t|




.

Demostración: Sean (P̃d
k, ν̃k) ∈ Ker

(
Ld

r+k

)
, con P̃d

k = Dk

(
− 1

k+|t| ν̃k + η̃k

)
, y

Pc
k = Ck (g), donde g ∈ Pt

k+|t|. Aplicando los apartados (a), (c) y (d) de la

Proposición 4.2.121, obtenemos

Lc
r+k

(
P̃d

k, ν̃k,P
c
k

)
= [Pc

k,F
c
r] +

[
P̃d

k,F
c
r

]c
+ (ν̃kF

c
r)

c

= Cr+k

(
`r+k+|t|(g)

)
− r(r+|t|)

r+k+|t|Cr+k

(
− 1

k+|t| ν̃kh + η̃kh
)

+Cr+k

(
r+|t|

r+k+|t| ν̃kh
)

= Cr+k

(
`r+k+|t|(g) − r(r+|t|)

r+k+|t| η̃kh+ r+|t|
k+|t| ν̃kh

)
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= Cr+k

(
`r+k+|t| (g) + δr+k+|t|

(
− r(r+|t|)

r+k+|t| η̃k + r+|t|
k+|t| ν̃k

))

def
= Cr+k

(
˜̀c
r+k+|t| (g, η̃k, ν̃k)

)
.

(a) Usando que Cr+k es un isomorfismo, Dr+k es injectivo, y aplicando la

Proposición 5.2.144, se obtiene:

Cor (Lr+k) = Cor
(
Ld

r+k

)⊕
Cor

(
Lc

r+k

)
= Cor

(
Ld

r+k

)⊕
Cor

(
Lc

r+k

)

= Dr+k (Cor (`r+k))
⊕

Cr+k

(
Cor

(
˜̀c
r+k+|t|

))
.

Utilizando el Lema 4.2.128 a) se deduce que δr+k+|t| (Im (`k)) ⊂ Im
(
`r+k+|t|

)

y por tanto:

Im
(

˜̀c
r+k+|t|

)
= Im

(
`r+k+|t|

)
+ δr+k+|t| (Ker (`r+k)) + δr+k+|t| (Cor (`k))

= Im
(
`r+k+|t|

)
+ Im

(
δr+k+|t|

)
,

y de aqúı obtenemos el resultado.

(b) Como Ker (Lr+k) = Ker
(
Lc

r+k

)
, es suficiente determinar Ker

(
˜̀c
r+k+|t|

)
.

Notemos que (η̃k, ν̃k, g̃) ∈ Ker
(

˜̀c
r+k+|t|

)
si, y sólo si

`r+k+|t| (g̃) = δr+k+|t|

(
r(r+|t|)
r+k+|t| η̃k − r+|t|

k+|t| ν̃k

)
.

Nota 1: Observemos que Lr+k y Lr+k determinan las mismas simplificaciones

en la parte disipativa. Sin embargo, en general, Lr+k consigue mayores

simplificaciones en la parte conservativa que Lr+k, ya que

Cor
(
`r+k+|t|

)
=

(
Cor

(
`r+k+|t|

)
∩ Cor

(
δr+k+|t|

))
⊕(

Cor
(
`r+k+|t|

)
∩ Im

(
δr+k+|t|

))
.

Por otra parte,

Cor
(
`r+k+|t|

)
∩ δr+k+|t| (Ker (`r+k)) ⊂ Cor

(
`r+k+|t|

)
∩ Im

(
δr+k+|t|

)
.

Por tanto, Cor
(
`r+k+|t|

)
∩ Cor

(
δr+k+|t|

)
⊂ Ĉor

(
`r+k+|t|

)
.
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Nota 2: La caracterización de Ker (Lr+k) es útil para conseguir simplifica-

ciones adicionales en la forma normal.

Teorema 5.2.146 Supongamos que el primer término cuasihomogéneo del

sistema (5.1.1) Fr = Xh es hamiltoniano, y los factores de la descomposición

(3.5.23) de h son simples. Entonces:

(a) Cor (Lr+k) = Dr+k (Cor (`r+k))
⊕

Cr+k

(
Ĉor

(
`r+k+|t|

))
,

donde Cor
(
`r+k+|t|

)
= Ker

(
`2r+k+|t|

)⊕
Ĉor

(
`r+k+|t|

)
, ∀k ∈ N.

(b) Ker (Lr+k) = Ck

(
Ker

(
`r+k+|t|

))
, ∀k ∈ N.

Demostración:

(a) Usando el Teorema 5.2.142, deducimos que

Cor (Lr+k) = Dr+k (Cor (`r+k))
⊕

Cr+k

(
Ĉor

(
`r+k+|t|

))
, donde Ĉor

(
`r+k+|t|

)

denota un subespacio complementario a δr+k+|t| (Ker (`r+k))∩Cor
(
`r+k+|t|

)

en Cor
(
`r+k+|t|

)
. Utilizando los Lemas 4.2.125 y 4.2.128 a) obtenemos

δr+k+|t| (Ker (`r+k)) = Ker
(
`2r+k+|t|

)
⊂ Cor

(
`r+k+|t|

)
, de donde obtene-

mos el resultado.

(b) El Teorema 5.2.142 muestra que los elementos de Ker (Lr+k) son de la for-

ma (Dk(η̃k), Ck (g̃)), con η̃k ∈ Ker (`r+k), g̃ ∈ Pt
k+|t| tales que `r+k+|t|(g) =

r(r+|t|)
r+k+|t| η̃kh. Utilizando los Lemas 4.2.125 y 4.2.128 a) obtenemos que

η̃kh ∈ δr+k+|t| (Ker (`r+k)) = Ker
(
`2r+k+|t|

)
⊂ Cor

(
`r+k+|t|

)
. Por otra

parte, `r+k+|t|(g) ∈ Im
(
`r+k+|t|

)
, luego debe ser η̃k = 0 y g̃ ∈ Ker

(
`r+k+|t|

)
.

Teorema 5.2.147 Supongamos que el primer término cuasihomogéneo del

sistema (5.1.1) Fr = Xh es hamiltoniano, donde h esta dado en (3.5.23),

(esto es, su factorización sólo posee factores simples). Entonces:

(a) Si k − r /∈ It:

Cor (Lr+k) = Dr+k (Cor (`r+k))
⊕

Cr+k

(
Cor

(
`r+k+|t|

)
∩ Cor

(
δr+k+|t|

))
,

Ker (Lr+k) =
{(
Dk (η̃k) ,

r(k+|t|)
r+k+|t| η̃k, 0

)
: η̃k ∈ Ker (`r+k)

}
.
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(b) Si k − r ∈ It:

Cor (Lr+k) = Dr+k (Cor (`r+k)) ,

Ker (Lr+k) =

{(
Dk (η̃k) ,

r(k+|t|)
r+k+|t| η̃k, Ck (g̃)

)
:

η̃k ∈ Ker (`r+k) ,

g̃ ∈ Ker
(
`r+k+|t|

)
}
.

Demostración: La expresión de Cor (Lr+k) para k− r /∈ It está incluida en el

Teorema 5.2.145.

Si k−r ∈ It, por el Lema 4.2.130 se tiene que Cor
(
`r+k+|t|

)
⊂ Im

(
δr+k+|t|

)
,

de donde obtenemos la expresión de Cor (Lr+k) dada en (b).

Por el Teorema 5.2.145, se tiene que los elementos de Ker (Lr+k) son de la

forma
(
Dk

(
η̃k − ν̃k

k+|t|

)
, ν̃k, Ck (g̃)

)
, donde η̃k ∈ Ker (`r+k), ν̃k ∈ Cor (`k), g̃ ∈

Pt
k+|t| y `r+k+|t| (g̃) = δr+k+|t|

(
r(r+|t|)
r+k+|t| η̃k − r+|t|

k+|t| ν̃k

)
. Aplicando el Lema 4.2.129,

se tiene que r(r+|t|)
r+k+|t| η̃k− r+|t|

k+|t| ν̃k ∈ Cor (`k), ya que Ker (`r+k) ⊂ Cor (`k). Usando

ahora el Lema 4.2.130 obtenemos que δr+k+|t| (Cor (`k)) ⊂ Cor
(
`r+k+|t|

)
, por

lo que `r+k+|t| (g̃) ∈ Cor
(
`r+k+|t|

)
∩ Im

(
`r+k+|t|

)
= {0}. Aśı g̃ ∈ Ker

(
`r+k+|t|

)

y ν̃k = r(k+|t|)
r+k+|t| η̃k, por tanto η̃k − ν̃k

k+|t| = k+|t|
r+k+|t| η̃k. Este es el resultado sobre el

núcleo dado en (b).

Por otra parte si g̃ ∈ Ker
(
`r+k+|t|

)
\ {0}. aplicando el Lema 4.2.125 debe

ser k + |t| = l1(r+ |t|) con l1 ∈ N y g̃ = hl1 . Aśı k − r = (l1 − 1)(r+ |t|) ∈ It,

por lo que si k − r /∈ It debe ser g̃ = 0 que es el enunciado sobre el núcleo del

apartado (a).

Lema 5.2.148 Sea k = (r + |t|)l1 + l2 ∈ N con 0 ≤ l2 < r + |t|. Entonces:

k − r /∈ It únicamente en uno de los siguientes casos:

(a) l2 − r /∈ It, l2 + |t| /∈ It, l1 = 1.

(b) l2 − r /∈ It, l1 = 0, l2 > 0.

Demostración: De la expresión (3.5.23), se deduce que r + |t| ∈ It. Usando

el Lema 4.2.116, se tiene también que r + |t| ≥ t1t2. Por otra parte: k − r =

l1(r + |t|) + l2 − r.

Si l2 − r ∈ It, como l1(r + |t|) ∈ It para l1 ≥ 0, se tiene que k − r ∈ It

(por ser la suma una ley interna en el conjunto It).
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Si l2 − r /∈ It y l1 ≥ 2, entonces

k − r = l1(r + |t|) + l2 − r = (l1 − 1)(r + |t|) + l2 + |t| > (l1 − 1)(r + |t|)
≥ r + |t| ≥ t1t2 > t1t2 − |t|.

Usando el Lema 2.3.27, se tendŕıa k − r ∈ It.

Si l2 − r /∈ It, l1 = 1, l2 + |t| ∈ It, entonces k − r = l2 + |t| ∈ It.

Los dos únicos casos que restan son los expresados en el enunciado. En el

caso (b), hemos de tener en cuenta que l2 > 0, ya que en otro caso k /∈ N.

Teorema 5.2.149 Supongamos que el primer término cuasihomogéneo del

sistema (5.1.1) Fr = Xh es hamiltoniano, donde h está dado en (3.5.23),

(esto es, su factorización sólo posee factores simples). Denotemos

I = {i ∈ N0 | 0 ≤ i < r + |t|} ,
I1 =

{
i ∈ I

∣∣ i− r ∈ It \ {0}
}
,

I2 =
{
i ∈ I − I1

∣∣ i+ |t| ∈ It
}
,

I3 = I − (I1 ∪ I2),

I4 = {i ∈ I | i > r} .

Entonces, una forma normal formal bajo equivalencia a paso uno es:

(
ẋ

ẏ

)
= Xh(x) +

∑

j2∈I2\{0}
Xqj2

(x) +
∑

j3∈I3

Xqj3
(x) (5.2.2)

+
∑

i4∈I4

pi4(x) D0 +
∑

i3∈I3

p
(0)
i3

D0 +
∞∑

l=1

[∑

i3∈I3

p
(l)
i3

(x) hl−1(x) D0

+
∑

i2∈I2

p
(l)
i2

(x) hl(x) D0 +
∑

i1∈I1

p
(l)
i1

(x) hl+1(x) D0

]
,

donde qj2 ∈ Cor
(
`r+|t|+j2

)
∩Cor

(
δr+|t|+j2

)
, qj3 ∈ Cor

(
`2(r+|t|)+j3

)
∩Cor

(
δ2(r+|t|)+j3

)
,

pi4 ∈ Cor (`i4), p
(0)
i3

∈ Cor
(
`r+|t|+i3

)
y p

(l)
i3

∈ Cor
(
`2(r+|t|)+i3

)
, p

(l)
i2

∈ Cor
(
`r+|t|+i2

)
,

p
(l)
i1

∈ Cor (`i1) para l ≥ 1.
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Además si k = l1(r + |t|) + l2 ∈ N con 0 ≤ l2 < r + |t| se tiene:

Ker (Lr+k) =





(
0, 0, Ck

(
hl1+1

))
si l2 = r,(

Dk

(
hl1
)
, r[l1(r+|t|)+|t|]

(l1+1)(r+|t|) h
l1 , 0
)

si l2 = 0,

(0, 0, 0) en otro caso.

Demostración: Basta usar el Teorema 5.2.147, combinandola con la Propo-

sición 4.3.133 para hallar los Cor (`r+k), la Proposición 5.2.148 para hallar

Cor
(
`r+k+|t|

)
∩ Cor

(
δr+k+|t|

)
en el caso k − r /∈ It y el Lema 4.2.125 para la

expresión de Ker (`r+k).

5.3. Forma normal de algunas familias

En esta sección, aplicaremos las ideas anteriores al cálculo de diferentes

formas normales en algunos casos particulares. Concretamente, consideraremos

una singularidad de tipo Takens-Bogdanov hamiltoniana. Este análisis incluye

como caso particular, la forma normal de una perturbación de un centro lineal

y de un punto de silla lineal con traza cero. También consideramos varios casos

de singularidades con parte lineal nula.

5.3.1. Singularidad de Takens-Bogdanov de tipo t = (1, n)

Nuestro primer ejemplo corresponde a la elección del tipo t = (1, n). Estu-

diamos perturbaciones del campo Fr = (y, σx2n−1)T , donde σ = ±1 y r = n−1.

De esta forma, el sistema (5.1.1) queda:

(
ẋ

ẏ

)
=

(
y

σx2n−1

)
+ H.O.T., (5.3.3)

siendo σ = ±1.

Observemos que Fn−1 = Xh es un campo hamiltoniano, con función de

Hamilton h(x, y) = 1
2n
σx2n − 1

2
y2 ∈ Pt

2n.

En la Sección 4.3.1 llevamos a cabo el estudio del rango del operador

`r+k, y obtuvimos que I1 = I4 = {n, n+ 1, · · · , 2n− 1}, I3 = ∅, I2 =
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{0, 1, · · · , n− 1}. Del mencionado estudio, se deduce, para k ∈ I2 \ {0}, que

Cor
(
`r+k+|t|

)
∩Cor

(
δr+k+|t|

)
= {0}. Aplicando el Teorema 5.2.149, obtenemos

el siguiente resultado:

Teorema 5.3.150 Una forma normal bajo equivalencia para el sistema (5.3.3)

es:
(
ẋ

ẏ

)
=

(
y

σx2n−1

)
+

2n−2∑

j=n

α
(0)
j xjD0 +

∞∑

l=1

2n−2∑

j=0

α
(l)
j x

jhl(x)D0. (5.3.4)

Además, Ker
(
L2(n−1)+2nl

)
= span {(0, 0,Xhl+1)}, l ∈ N0; Ker (Ln−1+2nl) =

span
{(
hlD0,

(n−1)(2nl+n+1)
2n(l+1)

hl, 0
)}

, l ∈ N; siendo Ker (Lr+k) el espacio trivial

en los restantes casos.

Nota: Si n = 1, para σ = −1 se tiene el caso perturbación de foco lineal

con divergencia nula y para σ = 1 el caso perturbación de un silla lineal con

divergencia nula. Se puede probar que, en este caso, la anterior es la forma

normal más simple que puede obtenerse.

5.3.2. Singularidad de Takens-Bogdanov de tipo t = (2, 2n+

1)

Consideremos el tipo t = (2, 2n+1) y estudiemos perturbaciones del campo

Fr = (y, x2n)T , donde n ∈ N y r = 2n− 1.

Por tanto, el sistema (5.1.1) se escribe como:
(
ẋ

ẏ

)
=

(
y

x2n

)
+ H.O.T. (5.3.5)

Observemos que, F2n−1 = Xh es un campo hamiltoniano con función de Ha-

milton h(x, y) = 1
2n+1

x2n+1 − 1
2
y2 ∈ Pt

4n+2.

El estudio del rango del operador `r+k, realizado en la Sección 4.3.2, mues-

tra que I1 = {2n+ 2j + 1 : 0 ≤ j ≤ n} ∪ {4n}, I2 = {j : 0 ≤ j ≤ 2n− 1} ∪
{2n+ 2j : 0 ≤ j ≤ n− 1}, I3 = ∅, I4 = {j : 2n ≤ j ≤ 4n+ 1}. Del menciona-

do estudio se deduce que Cor
(
`r+k+|t|

)
∩Cor

(
δr+k+|t|

)
= {0}, para k ∈ I2\{0}.

Aplicando el Teorema 5.2.149, obtenemos el siguiente resultado:
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Teorema 5.3.151 Una forma normal bajo equivalencia para el sistema (5.3.5)

es: (
ẋ

ẏ

)
=

(
y

x2n

)
+

n−1∑

j=0

α
(0)
j xn+jD0 +

∞∑

l=1

2n−1∑

j=0

α
(l)
j x

jhl(x)D0. (5.3.6)

Además, Ker
(
L4n−2+2(2n+1)l

)
= span {(0, 0,Xhl+1)}, l ∈ N0, Ker

(
L2n−1+2(2n+1)l

)
=

span
{(
hlD0,

(2n−1)(2(2n+1)l+2n+3)
2(2n+1)(l+1)

hl, 0
)}

, l ∈ N, y Ker (Lr+k) es el espacio tri-

vial en el resto de casos.

5.3.3. Singularidad con parte lineal nula

Consideremos una perturbación de un sistema cúbico, dada por:
(
ẋ

ẏ

)
=

(
y3 + 3µx2y

−x3 − 3µxy2

)
+

(
a0x

4 + a1x
3y + a2x

2y2 + a3xy
3 + a4y

4

b0x
4 + b1x

3y + b2x
2y2 + b3xy

3 + b4y
4

)
+· · ·

(5.3.7)

En este caso, el primer término cuasihomogéneo es F2 = (y3 + 3µx2y,−x3 −
3µxy2)T , del tipo t = (1, 1) y grado r = 2.

Tenemos que F2 = Xh es un campo vectorial hamiltoniano, con función de

Hamilton h(x, y) = −1
4
x4 − 1

4
y4 − 3

2
µx2y2 = −1

4
[(y2 + 3µx2)2 + (1 − 9µ2)x4] ∈

Pt
4. Exigimos que µ 6= ±1

3
, para que todos los factores de h sean simples.

Notemos que, en este caso, D0 = (x, y)T .

Como tenemos el tipo t = (1, 1), trabajaremos con términos homogéneos.

Esto es, Pt
k es el espacio de los polinomios escalares homogéneos de grado k.

Aplicando el Teorema 5.2.149, en este caso se tiene: I1 = I4 = {3}, I2 =

{0, 1, 2} y I3 = ∅. Aśı, sólo necesitamos calcular Cor (`k) para k = 3, Cor (`4+k)

para 0 ≤ k ≤ 2 y Cor (`4+k) ∩ Cor (δ4+k), para 1 ≤ k ≤ 2.

Caso k = 3 ∈ I1∩I4, escribiendo µ1(x, y) = α
(1)
0 x+α

(2)
0 y ∈ Pt

1. Tras algu-

nas operaciones obtenemos `3 (µ1) = −α(2)
0 x3 + 3α

(1)
0 µx2y − 3α

(2)
0 µxy2 +

α
(1)
0 y3, de donde

Cor (`3) = span
{
x2y, xy2

}
.

Caso k = 0 ∈ I2, escribiremos µ2(x, y) = α
(1)
0 x2 + α

(2)
0 xy + α

(3)
0 y2 ∈ Pt

2.

Usando un sistema de álgebra computacional, hemos obtenido:

`4 (µ2) = −2α
(2)
0 x4 + 2

(
3α

(1)
0 µ− α

(3)
0

)
x3y − 6α

(2)
0 µx2y2
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+2
(
α

(1)
0 − 3α

(3)
0 µ
)
xy3 − 4α

(2)
0 h(x, y).

Entonces, al ser µ 6= ±1
3
, se tiene que:

Cor (`4) = span
{
h(x, y), x2y2

}
.

Caso k = 1 ∈ I2, escribimos µ3(x, y) = α
(1)
0 x3 + α

(2)
0 x2y + α

(3)
0 xy2 +

α
(4)
0 y3 ∈ Pt

3. Después de algunos cálculos, obtenemos

`5 (µ3) = −3
(
α

(2)
0 − 3α

(4)
0 µ
)
x5 − 3

(
α

(3)
0 − 3α

(1)
0 µ
)
x4y

−3
(
3α

(2)
0 µ+

(
1 − 18µ2

)
α

(4)
0

)
x3y2 − 3

(
3α

(3)
0 µ− α

(1)
0

)
x2y3

−4
(
2α

(2)
0 − 9α

(4)
0 µ
)
xh(x, y) − 4α

(3)
0 yh(x, y).

Puesto que µ 6= ±1
3
, se tiene que:

Cor (`5) = span {xh(x, y), yh(x, y)} , Cor (`5) ∩ Cor (δ5) = {0} .

Caso k = 2 ∈ I2, si escribimos µ4(x, y) = α
(1)
0 x4 + α

(2)
0 x3y + α

(3)
0 x2y2 +

α
(4)
0 xy3 + α

(0)
1 h ∈ Pt

4. Tras algunos cálculos, obtenemos

`6 (µ4) = 4
(
3α

(4)
0 µ− α

(2)
0

)
x6 − 4

(
α

(3)
0 − 3α

(1)
0 µ
)
x5y

−4
(
3α

(2)
0 µ+

(
1 − 18µ2

)
α

(4)
0

)
x4y2 + 4

(
α

(1)
0 − 3α

(3)
0 µ
)
x3y3

+12
(
α

(2)
0 − 4α

(4)
0 µ
)
x2h(x, y) − 8α

(3)
0 xyh(x, y) − 4α

(4)
0 y2h(x, y).

Al ser µ 6= ±1
3
, tenemos:

Cor (`6) = span
{
x2h(x, y), xyh(x, y), y2h(x, y)

}
, Cor (`6)∩Cor (δ6) = {0}

Utilizando ahora el Teorema 5.2.149, deducimos el siguiente resultado:

Teorema 5.3.152 Una forma normal bajo equivalencia para el sistema (5.3.7)

es:(
ẋ

ẏ

)
=

(
y3 + 3µx2y

−x3 − 3µxy2

)
+

∞∑

l=0

(
α

(1)
4l+3x

2yhl(x)D0 + α
(2)
4l+3xy

2hl(x)D0

)

+

∞∑

l=0

[(
α

(1)
4l+4h

l+1(x) + α
(2)
4l+4x

2y2hl(x)
)

D0

+
(
α

(1)
4l+5xh

l+1(x) + α
(2)
4l+5yh

l+1(x)
)

D0 (5.3.8)

+
(
α

(1)
4l+6x

2hl+1(x) + α
(2)
4l+6xyh

l+1(x) + α
(3)
4l+6y

2hl+1(x)
)

D0

]
.
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Además, Ker (L4+4l) = span {(0, 0,Xhl+1)}, l ∈ N0, Ker (L2+4l) = span
{(
hlD0,

2l+1
l+1

hl, 0
)}

,

l ∈ N, siendo Ker (Lr+k) el espacio trivial en el resto de casos.

5.3.4. Otra singularidad con parte lineal nula

Consideremos el sistema:
(
ẋ

ẏ

)
=

(
−y3 − 2ax3y

x5 + 3ax2y2

)
+

(
a0x

5 + a1x
2y2

b0x
4y + b1xy

3

)
+ · · · , (5.3.9)

donde a, ak, bk ∈ R. Se trata de un desarrollo en términos cuasihomogéneo de

tipo t = (2, 3), cuyo término de menor grado es F7 = (−y3 − 2ax3y, x5 +

3ax2y2)T , teniendo grado r = 7. Este campo es hamiltoniano, con función de

Hamilton:

h(x, y) = 1
4
y4 + ax3y2 + 1

6
x6 = (1

2
y2 + ax3)2 + (1

6
− a2)x6 ∈ P

t
12.

Supondremos a 6= ± 1√
6
, ya que entonces la descomposición (3.5.23) para h sólo

tiene factores simples. Observemos que en este caso D0(x, y) = (2x, 3y)T .

El estudio sobre el rango del operador `r+k se llevó a cabo en la Subsección

4.3.3, donde obtuvimos I1 = {9, 10, 11}, I2 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} I3 = ∅ y

I4 = {8, 9, 10, 11}. Además, para k ∈ I2 \ {0} se tiene que Cor
(
`r+k+|t|

)
∩

Cor
(
δr+k+|t|

)
= {0}, excepto para k = 2, donde Cor (`14) ∩ Cor (δ14) =

span {x4y2}.
Utilizando ahora el Teorema 5.2.149, obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 5.3.153 Una forma normal bajo equivalencia para el sistema (5.3.9)

es:
(
ẋ

ẏ

)
=

(
−y3 − 2ax3y

x5 + 3ax2y2

)
+
(
α

(1)
8 x4 + α

(2)
8 xy2

)
D0 + β9Xx4y2 + α9x

3yD0

+
∞∑

l=0

[
α12l+10x

2y2hl(x)D0 + α12l+11x
4yhl(x)D0

+
(
α

(1)
12l+12h

l+1(x) + α
(2)
12l+12x

3y2hl(x)
)

D0 (5.3.10)

+
(
α

(1)
12l+14xh

l+1(x) + α
(2)
12l+14x

4y2hl(x)
)

D0 + α12l+15yh
l+1(x)D0

+α12l+16x
2hl+1(x)D0 + α12l+17xyh

l+1(x)D0



5.3 Forma normal de algunas familias 251

+
(
α

(1)
12l+18x

3hl+1(x) + α
(2)
12l+18y

2hl+1(x)
)

D0 + α12l+19x
2yhl+1(x)D0

+
(
α

(1)
12l+20x

4hl+1(x) + α
(2)
12l+20xy

2hl+1(x)
)

D0 + α12l+21x
3yhl+1(x)D0

]

donde los sub́ındices de los coeficientes α y β indican su grado cuasihomogéneo.

Además, Ker (L14+12l) = span {(0, 0,Xhl+1)}, l ∈ N0, Ker (L7+12l) =

span
{(
hlD0,

7(12l+5)
12(l+1)

hl, 0
)}

, l ∈ N, siendo Ker (Lr+k) el espacio trivial en el

resto de situaciones.
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homogeneous normal forms, Journal of Computational an Applied Mat-

hematics, 150 (2003), pp. 193–216.

[6] , Quasi-homogeneous normal forms for null linear part, Dynamics of

Continuous, Discrete and Impulsive Systems, 10 (2003), pp. 247–261.

[7] , An algorithm for computing quasi-homogeneous formal normal

forms under equivalence, Acta Applicandae Mathematicae, 80 (2004),

pp. 335–359.

[8] A. Algaba, E. Freire, E. Gamero, and A. J. Rodŕıguez-Luis,
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