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Introduccion

El objetivo de la teoria de Sistemas Dindmicos es el estudio de los modelos
de evolucion de los fenémenos naturales. Dicho estudio trata de representar la
evolucién de los sistemas en un cierto espacio (denominado espacio de estados
o de fases), donde el conocimiento de ciertos objetos geométricos resulta clave
para la comprensién de las posibles evoluciones del sistema (véanse por ejemplo
Guckenheimer y Holmes [38], Kuznetsov [43], Wiggins [65]).

En una gran diversidad de disciplinas (entre los que podemos citar la
electrénica, mecéanica, quimica, biologia, medicina...), existen magnitudes que
sirven para describir los correspondientes fendmenos cuyas derivadas respec-
to al tiempo se expresan en funcién del estado y, eventualmente, del tiempo.
Esto da lugar a modelos matematicos de esos fenémenos que se traducen en
ecuaciones diferenciales. En un sentido amplio, el objetivo de la teoria de Sis-
temas Dinamicos es determinar la estructura del conjunto de soluciones de la
ecuacion diferencial.

En concreto, si denotamos el correspondiente estado del sistema en un
cierto instante de tiempo ¢ mediante una variable x(¢) (que podria tomar
valores vectoriales), la evolucién con el tiempo de x(t) viene descrita por una

ecuacion diferencial ordinaria de la forma

dx(t)
5 = F(t,x(t)).

Nos centraremos en esta memoria en el caso de sistemas autéonomos, que son

aquellos de la forma
dx(t)
—— =F(x(t
W =R (1),

es decir, en los que el segundo miembro no depende explicitamente de .
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La variable x(t) se mueve en un cierto espacio, denominado espacio de fases
o espacio de estados. Las graficas de las soluciones de este tipo de sistemas
pueden interpretarse como curvas en el espacio de estados. Segun el contexto,
a veces se tratard de obtener la solucién concreta que en un instante inicial
tome un valor dado; otras veces se especifican condiciones de contorno que
relacionan el estado inicial y el final; también se pueden buscar soluciones
periddicas o cuasi-periddicas, o que tengan un comportamiento dado cuando ¢
tiende a 400 0 —o0.

El principal objetivo de la Teoria de Sistemas Dindmicos es determinar
cémo queda estructurado el espacio de estados por las curvas soluciéon. Una he-
rramienta clasica para clasificar todas las trayectorias de un sistema dinamico
y con ello obtener una foliacion del espacio de estados mediante las soluciones,
es la busqueda de integrales primeras, es decir, funciones que son constantes
sobre todos los puntos de una solucién (problema de la integrabilidad de un sis-
tema dindmico). Cuando el sistema depende de pardmetros, debemos analizar
cémo cambia esa estructura al variar los parametros.

Las soluciones més simples son las constantes (puntos fijos, o estacionarios,
dx(t)
dt
soluciones que pueden ser conocidas con precision en las aplicaciones.

o de equilibrio), dados por = 0. Con frecuencia, éstas son las unicas
Otro tipo de soluciones sencillas son las periédicas, que vuelven al punto

inicial después de un cierto tiempo 7', denominado periodo. Las gréaficas de las

soluciones periddicas describen trayectorias que son curvas cerradas.

La suma de dos soluciones periddicas de periodos inconmensurables cons-
tituye el caso mas simple de solucién cuasi-peridédica. Este tipo de soluciones
se mueven sobre un toro.

Un punto fundamental para entender la dindmica de un sistema es la loca-
lizacion en el espacio de estados de distintos objetos invariantes. Entre ellos,
tienen una especial relevancia los que tienen direcciones de entrada y de sa-
lida. La interseccién de las correspondientes variedades invariantes dan lugar
a soluciones homoclinas (cuando las dos variedades corresponden a un mismo
objeto) o soluciones heteroclinas (cuando las dos variedades corresponden a
objetos distintos).

La determinacion de la estructura topoldgica global de las curvas solucion
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en el espacio de estados puede resultar inabordable en la practica. Lo mis-
mo ocurre cuando el sistema depende de parametros y pretendemos analizar
coOmo cambia esa estructura al variar los parametros, es decir, caracterizar los
fenomenos de bifurcacién.

Un planteamiento menos ambicioso es limitar el estudio de la dindmica
de un sistema a un entorno de un cierto elemento critico; o bien analizar las
bifurcaciones locales de la familia de sistemas, es decir, los posibles cambios
que se produzcan en la estructura del espacio de érbitas, en un entorno de
un cierto elemento critico y, ademas, considerando que los parametros varian
localmente en un entorno de un cierto valor.

En este caso, se han desarrollado distintas técnicas que simplifican el pro-
blema en cuestion. Algunas de ellas, que no se trataran en esta memoria, pro-
porcionan un medio sistematico para la reduccién de la dimension del espacio
de estados del problema en estudio: la técnica de las variedades de centros, o
el método de Lyapunov—Schmidt.

Otras técnicas estan encaminadas a la simplificacion de la expresién analiti-
ca del campo vectorial F(x) del sistema. La mds importante de ellas es la
reduccion a forma normal. La idea basica de la teoria de formas normales es
usar cambios de variables para simplificar tanto como sea posible las expresio-
nes analiticas de las ecuaciones diferenciales. Mas concretamente, en el sistema
reducido obtenido via variedad de centros, se pretende eliminar aquellos térmi-
nos no lineales que no son esenciales para la determinacion del comportamiento
dindmico o la conducta de bifurcacion local.

Tradicionalmente, las mencionadas simplificaciones se obtienen a través de
transformaciones en las variables de estado, es decir, mediante el uso de C*>-
conjugacién (equivalencia orbital). Para ciertos tipos de problemas, es posible
considerar las mejoras proporcionadas por el uso de transformaciones no sélo
en las variables de estado sino también en el tiempo, a través del proceso
denominado C*-equivalencia.

Nos centraremos en esta memoria en el estudio de formas normales para
equilibrios en sistemas auténomos. Estos constituyen los atractores mas senci-
llos de tales sistemas. Mediante el estudio local de los equilibrios se consigue,

en muchas situaciones, detectar la presencia de comportamientos dinamicos de



4 Introduccion

mayor complejidad: atractores periddicos, cuasiperiodicos y aperiodicos.

Consideremos un equilibrio del sistema ‘fl—’t‘ = F(x). La primera etapa en el
proceso de simplificacion de la expresion analitica del sistema consiste en la
simplificacion de la parte lineal del sistema, lo que se consigue mediante un
cambio lineal adecuado.

La simplificacién en los términos no lineales se alcanza grado a grado:
si hacemos un cambio no lineal de coordenadas de la forma identidad mas
términos de grado k, es facil comprobar que los términos hasta grado k — 1
de F(x) no se ven alterados, mientras que los de grado k cambian de forma
lineal a través del denominado operador homoldgico de grado k, que se define
a través del producto de Lie en el que interviene la parte lineal del sistema.

El primer problema que surge aqui es estudiar si es posible transformar el
sistema en uno lineal mediante cambios del tipo mencionado. Ello es posible si
las correspondientes ecuaciones homoldgicas resultan ser compatibles. Si éste
no es el caso, existirdn ciertos términos no lineales que no podremos eliminar.
No obstante, mediante una eleccion adecuada del cambio siempre podremos
eliminar en los términos de orden k de F(x) la parte que estd en la imagen
del operador homoldgico. En este sentido, la simplificacion en los términos no
lineales consiste en reducir los términos de orden k de nuestro sistema a un
subespacio complementario a la imagen (co-rango) del operador homolégico.

Es importante senalar que las simplificaciones anteriormente indicadas de-
penden de la parte lineal del sistema, la cual determina el operador homolégi-
co. Por otra parte, la consideracion de la solucion general de la ecuacion ho-
molégica permite introducir ciertos grados de libertad en el procedimiento de
reduccién a forma normal. Asi, en la forma normal a orden superior apare-
ceran ciertas constantes arbitrarias que, seleccionadas adecuadamente pueden
proporcionar simplificaciones adicionales.

A la hora de estudiar dichas simplificaciones adicionales, es preciso tener en
cuenta la informacién que proporcionan los términos no lineales. Se llega asi al
concepto de forma hipernormal (también denominada forma normal unica).
Aunque ya Takens era consciente de esta posibilidad de simplificacién, no es
hasta los trabajos de Ushiki donde aparece explicitamente desarrollado este

concepto en algunos casos concretos.
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Un aspecto importante a considerar en la Teoria de Formas Normales es
el desarrollo de procedimientos de computacién eficientes para su uso en siste-
mas concretos. Los cambios de variables de la forma identidad mas términos no
lineales fueron introducidos inicialmente por Poincaré en el estudio de ecuacio-
nes diferenciales, utilizados mas tarde por Dulac y Liapunov, y desarrollados
posteriormente por Birkhoff. En los anos sesenta, y en el marco de la teoria
de perturbaciones hamiltonianas, Hori y Garrido introducen las transforma-
ciones de Lie como una herramienta potente para la realizacién de cambios de
variables. Las mejoras introducidas posteriormente por Deprit [24] conducen a
un procedimiento general recursivo y adecuado para la computacion algebrai-
ca (véase Meyer & Schmidt, [52]). Al principio de los anos setenta Kamel y

Henrard, lo extienden al caso no hamiltoniano (véase Chow & Hale [20]).

La interpretacion de los cambios de variables conducentes a formas norma-
les en términos de las transformaciones de Lie ha estado reservada fundamen-
talmente al dominio de la mecénica celeste y los sistemas hamiltonianos. En
los trabajos de Takens [59], Ushiki [62] y Algaba et. al. [1, 2], dicho enfoque es
utilizado en el estudio de bifurcaciones de sistemas generales, concretamente
para el célculo de formas normales de bifurcaciones de equilibrios de codimen-
sion menor o igual que tres. Los dos primeros autores no explotan todas las
posibilidades que ofrece el método de Lie, puesto que no llegan a hacer uso de
la formulacién recursiva desarrollada por Deprit [24]. Asi, sus procedimientos
son dificilmente trasladables a un algoritmo efectivo de computacion simbdlica,
por lo que no parecen ser aplicables al calculo de formas normales de sistemas
especificos. Los métodos de Deprit [24] si son aprovechados por los tltimos
autores que presentan algoritmos que, por sus caracteristicas (recursividad,
optimizacién del costo computacional y reduccion de la complejidad operati-
va) estdn especificamente adaptados a la computacién simbdlica, lo que hace
que sea posible su utilizacién en problemas de cierta relevancia (dimensién

alta, complejidad de los datos...).

El método de las transformaciones de Lie no es solamente un procedimien-
to computacionalmente efectivo para llevar a cabo los cambios de variables;
constituye ademas una herramienta valiosa para obtener resultados nuevos en

la teorfa de formas normales. A este respecto, en los trabajos de Ushiki [62] y
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Algaba et. al. [1, 2, 3, 4] se analizan las posibilidades de una mayor simplifi-
cacion en los términos no lineales de las ecuaciones normalizadas de distintos
problemas de bifurcacién; esto lleva al concepto de forma hipernormal (véase
Baider [13]).

En este método no es necesario conocer explicitamente el cambio: bas-
tara conocer el denominado generador de la transformacién, con el que se
construye una sucesiéon de funciones, que pueden disponerse en un esquema
triangular (en el denominado tridngulo de Lie). La fila k—ésima del tridngulo
de Lie plasma los efectos sobre el sistema de los cambios que se hicieron pre-
viamente para reducir el sistema a forma normal hasta grado k. Ademads, en
cada etapa se aprovechan los calculos realizados previamente, debido a que el
esquema que usamos es recursivo.

La utilizacién de dicha formulacién recursiva (véase Algaba et. al. [1, 8])
capacita para abordar las cuestiones de formas hipernormales con mayor ge-
neralidad. Una generalizacién de este enfoque, considerando desarrollos cua-
sihomogéneos, puede encontrarse en los siguientes trabajos de Algaba et. al.
5, 6, 7].

Después de esta breve introduccion historica, pasamos ya a describir la or-
ganizacion y contenidos de la presente memoria. Los resultados de la teoria
local de bifurcaciones que hacen referencia a formas normales son revisados
en el Capitulo 1 que esta organizado como sigue: tras un breve resumen de
la teoria de formas normales clasicas, introducimos los conceptos de la teoria
de formas normales cuasihomogéneas bajo C*°-conjugacién y C*°-equivalencia.
Describimos el método de las transformaciones de Lie cuasihomogéneas para
ambas relaciones de equivalencia, que dara lugar a la llamada forma hiper-
normal (que proporciona la maxima simplificacién). Asimismo se describe el
triangulo de Lie cuasihomogéneo, que conduce a un método computacional
eficiente para el calculo de dicha forma hipernormal. Hacemos uso del poliedro
de Newton para seleccionar un tipo convenientemente y aplicar formas norma-
les de paso cero (concepto andlogo al de forma canénica de Jordan en el caso
lineal). Por tltimo, aplicamos estas técnicas para el cdlculo de la forma normal
bajo C*°-equivalencia de una singularidad de Takens-Bogdanov.

En lo que respecta a los aspectos computacionales, es conocida la expresion
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de la forma normal bajo conjugacion mediante técnicas de Lie. En este capitu-
lo se adaptan estas técnicas al caso de equivalencia orbital y se construyen
algoritmos recursivos, que nos permiten calculos eficientes de formas normales
incluyendo generadores temporales.

En el resto de la memoria hemos abordado el estudio de algunos problemas
relativos a campos planos. El Capitulo 2 estd dedicado al estudio del tipo
topologico de singularidades en el plano.

En la actualidad hay varios problemas abiertos en la teoria de formas nor-
males. Entre ellos, podemos citar los que se refieren a aspectos puramente
algebraicos: encontrar la forma normal méas simple (forma hipernormal) utili-
zando grado cuasihomogéneo, forma normal bajo conjugacién, bajo equivalen-
cia, forma normal a orden cero (simplificaciones a primer orden con el objeto
de encontrar la parte principal mas simple), forma normal con pardmetros. Por
otra parte, se encuentran los problemas computacionales, al tratar de imple-
mentar estos métodos en algoritmos eficientes.

Otro problema abierto es el de determinar la forma de seleccionar los co-
rangos que definen la forma normal de manera apropiada, para caracterizar
de forma clara algunos aspectos relativos a la singularidad, como por ejemplo
la integrabilidad, la reversibilidad, la monodromia, el problema centro-foco,
etc. En este sentido, hemos obtenido algunos resultados utilizando el hecho
de que todo campo cuasihomogéneo se puede descomponer en una parte con
divergencia nula (que llamamos parte conservativa) y otra cuya divergencia
coincide con la del campo (denominada parte disipativa).

En el caso de los campos planos, la parte conservativa es un campo hamil-
toniano y la parte disipativa estd determinada por la divergencia del campo.
Esta descomposicién se describe en la Seccion 2.2, y serd fundamental en éste
y en el resto de los capitulos. La Seccion 2.3 esta dedicada a estudiar pro-
piedades de los polinomios cuasihomogéneos. En la Seccion 2.4 se consideran
los diferentes tipos de blow-up, mientras que el problema de la monodromia
se trata en la Seccién 2.5. Las Secciones 2.6 y 2.7 contienen condiciones nece-
sarias y suficientes de determinacion topoldgica. El resultado mas notable de
este capitulo es la descripcion, en la Seccién 2.8, de un algoritmo para el pro-

blema de monodromia. Aunque el problema de monodromia fue resuelto por
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Medvedeva [51], consideramos que nuestro algoritmo aporta ciertas mejoras:
utiliza la informacién no sélo de la parte conservativa, como en el algoritmo
de Medvedeva [51], sino también de la parte disipativa; también en nuestro
caso no es preciso el estudio de posibles direcciones de entrada asociadas a
factores triviales de h (factores x o y). En las Secciones 2.9 y 2.10 se aplica el
algoritmo a algunas familias de campos, incluyendo el caso nilpotente, que ya
fue resuelto por Andreev [10]. El capitulo finaliza con la Seccién 2.11, donde
la obtencién de una forma normal adecuada permite llevar a cabo el estudio

de la monodromia de un sistema nilpotente generalizado.

En el Capitulo 3 estudiamos caracteristicas dindmicas de sistemas cuasiho-
mogéneos. Concretamente, estudiamos la reversibilidad, la integrabilidad y el
problema de centro para sistemas planos cuasihomogéneos. Una condicién ne-
cesaria para que un campo plano general presente alguna de las caracteristicas
mencionadas es que su primer término cuasihomogéneo también la posea. En
este sentido, los resultados de este capitulo sientan las bases para resolver los
mencionados problemas para campos planos en general.

Después de una introduccion, en la Seccién 3.2 se calculan formas canénicas
de campos cuasihomogéneos, basandonos en sus partes conservativa y disipa-
tiva. En la Secciéon 3.3, caracterizamos la reversibilidad de campos cuasiho-
mogéneos, e incluimos un ejemplo de un campo hamiltoniano no reversible.
La Seccion 3.4 esta dedicada al problema de centro de campos planos cua-
sthomogéneos, que generaliza el estudio realizado por Collins [23] para campos
homogéneos. En la Seccién 3.5 hemos caracterizado la integrabilidad en térmi-
nos de las partes conservativa y disipativa. Concretamente, hemos obtenido
que el campo cuasihomogéneo es integrable si la funciéon de Hamilton de la
parte conservativa es no degenerada (en el sentido de que todos sus factores
irreducibles son simples en el campo complejo), y los residuos del cociente de
la funcion de Hamilton con la divergencia en cada uno de dichos factores es un
cierto nimero racional. Ademas, hemos descrito la integrabilidad en términos
de los exponentes de Kowalevskaya, en la linea de los trabajos de Yoshida [66],
Tsygvintsev [61] y Llibre & Zang [46].

En el Capitulo 4 se caracteriza la integrabilidad analitica de campos pla-

nos generales, en condiciones genéricas sobre la parte conservativa de su primer
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término cuasihomogéneo. De hecho, hemos estudiado el caso de campos cuya
primer término cuasihomogéneo es conservativo y su funcion de Hamilton es
no degenerada. El resultado principal se presenta en la Seccién 4.2, y establece
que un campo cuasihomogéneo es integrable analiticamente si es conjugado a
un campo con divergencia nula. Ademas, en este caso, su forma normal se pue-
de obtener mediante cambios de variables cuyos generadores son disipativos.
Ademas, se obtiene como corolario el conocido resultado de Strozyna y Zoladek
[57] que asegura que los centros nilpotentes son analiticamente integrables si,
y solo si, son formalmente equivalentes a su primer término cuasihomogéneo.
Finalizamos el capitulo aplicando los resultados obtenidos en la caracterizacion
de la integrabilidad de una familia de campos nilpotentes generalizados.

La idea de separar cada componente cuasihomogénea en una parte conser-
vativa y otra disipativa, y el hecho de que el corchete de Lie en cierta medida
respete esta separacion, nos permite trabajar con un operador homoldgico
triangular por bloques. Esto hace posible el analisis de formas normales bajo
equivalencia orbital para campos planos cuyo primer término cuasihomogéneo
sea hamiltoniano con funciéon de Hamilton no degenerada, siendo éste el pro-
blema principal que se aborda en el Capitulo 5 de la memoria.

La expresion de la forma normal bajo equivalencia orbital esta determinada
por los co-rangos de ciertos operadores lineales escalares, cuyo comportamiento
ciclico ha permitido determinar una forma normal bajo equivalencia orbital a
orden infinito. Esta forma normal esta especialmente adaptada para caracteri-
zar la integrabilidad (como se ve ya en el Capitulo 4), asi como para estudiar
el problema de centro (algunos resultados obtenidos en esta direccién no han
sido incluido en esta memoria por cuestiones de extensién) y el problema de
la reversibilidad, que actualmente estamos abordando.

El resultado principal de este ultimo capitulo es la caracterizacion de una
forma normal bajo equivalencia. El capitulo se completa con algunas aplica-

ciones a ciertas singularidades nilpotentes, y nilpotentes generalizadas.



10

Introduccién




Capitulo 1

Teoria de Formas Normales

En cualquier problema cientifico es muy importante la eleccion de las va-
riables que utilizaremos para modelizar mateméticamente dicho problema. Un
paso crucial en el estudio de los mencionados problemas es utilizar, entre todas
las expresiones equivalentes, la mas simple posible en algin sentido.

Por ejemplo, en el caso de las ecuaciones lineales, es bien conocido que
las variables mas adecuadas son aquellas que representan las coordenadas de
cualquier vector respecto a una base formada por autovectores y autovectores
generalizados.

En el marco de los sistemas dinamicos modelados por sistemas de ecua-
ciones diferenciales no lineales, la teoria de las formas normales se ocupa de
determinar las expresiones mas simples.

La teoria de las formas normales es una herramienta basica para el estu-
dio de diversos problemas en ecuaciones diferenciales: bifurcaciones, anélisis
de estabilidad,... La idea principal de esta teoria es el uso de transformaciones
préximas a la identidad para eliminar, en la expresién analitica del campo vec-
torial, los términos que no son esenciales en el comportamiento dinamico o de
bifurcaciones. De esta manera, se obtienen sistemas canénicos que representan
una clase amplia de sistemas, desechando estos términos no esenciales.

A lo largo de esta memoria, consideraremos un sistema auténomo
x =F(x), x=(x1,29,...,2,) € R", (1.0.1)
donde F es un campo vectorial suficientemente diferenciable (usualmente C*)

11
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tal que F(0) = 0, de forma que tenemos un punto de equilibrio en el origen.
Antes de presentar la teoria clasica de formas normales daremos algunas

definiciones y conceptos que seran de utilidad posteriormente.

1.1. Preliminares

Las notaciones y propiedades que vienen a continuacion son bien conocidas
y se pueden ver, por ejemplo, en Chua & Kokubu [22], Golubitsky & Shaeffer
[36], etc.

Denotaremos por HY el espacio vectorial de los campos vectoriales con n
componentes polinomiales homogéneas en n variables de grado j.

Definimos el corchete de Lie de dos campos vectoriales diferenciables F', G :

R"™ — R"™ mediante:
[F,G](x) = DF(x)-G(x)— DG(x) -F(x),vx € R"

Esta operacion interna en el espacio de los campos vectoriales diferenciables,

tiene las siguientes propiedades:

Bilinealidad: Sean aq, as,b1,b0 € Ry F1,Fy, G1, Gy campos vectoriales

diferenciables. Entonces se cumple:

[a1Fy 4+ aaF9, 011Gy + b2Ga] = a1b1[F1, Gi] + a102[F1, Ga] + a2b1 [F2, Go
+a2b2 [FQ, GQ]

Antisimetria: Dados dos campos vectoriales F' y G, se tiene:

[F,G] = —[G, F]

Identidad de Jacobi: Dados tres campos vectoriales diferenciables F, G, H

se tiene:

[[F,G],H] + [|[G,H],F] + [[H,F],G] =0

SiFeH}yGeH, entonces [F, G| € H},, 4.
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Denominamos germen a cualquier funcion F € C>(Vy; R™) definida en algin
entorno V), del origen de R™. Denotaremos V| al espacio de los gérmenes que
se anulan en 0, es decir, F € 1} si existe un entorno V, del origen de R" tal
que F € C*(Vy;R") y F(0) = 0.

Dado un germen F, llamaremos k-jet de F en 0, y lo denotaremos por J*F,
al polinomio de Taylor de F alrededor de x = 0 de grado k. Analogamente
denotaremos por Fi(x) = J*F(x) — J*'F(x) € H} a la parte homogénea
de grado k del mencionado desarrollo de Taylor. A continuacién definimos
los conceptos de C*°-conjugacién y C*°-equivalencia, que seran bésicos en el
desarrollo de esta memoria.

Diremos que F, G € V; son C*-conjugados si existe un difeomorfismo ¢ €
Vo que transforma el sistema x = F(x) en el sistema y = G(y), es decir, si
G(y) = [D®(y)] " - F(®(y)). En este caso, escribiremos G = ® « F.

Anélogamente, diremos que F, G € Vj son C*-equivalentes (orbitalmente
equivalentes) si existe un difeomorfismo ¢ € V; y existe un germen escalar
que no se anula en todo un entorno del origen tal que G = p - (¢ x F). Es
decir, el sistema x = F(x) se transforma en el sistema y’ = G(y), mediante el
cambio de las variables de estado x = ®(y) y el cambio de variable temporal
dependiente de las variables de estado dado por dT'/dt = 1/u(y), donde hemos
denotado d/dt ="y d/dT ='. Es obvio que la dindmica local de dos sistemas

C*>-equivalentes es la misma.

1.2. Formas normales clasicas

La teorfa clasica de formas normales de Poincaré se aplica a sistemas con
parte lineal no nula y utiliza transformaciones cercanas a la identidad para
eliminar términos no esenciales en la dindmica local.

Supongamos que el campo vectorial esta escrito en sus términos homogéneos,
mediante su serie de Taylor. Si denotamos A = DF(0) a la matriz jacobiana

en el origen, el sistema (1.0.1) se escribe en la forma:

x = Ax+)» F,(x), (1.2.2)

j>2
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donde F; € H7 denota el término de grado j del desarrollo de Taylor del

campo vectorial F, (en particular los términos lineales serdn denotados como

F,(x) = Ax).
Consideremos el cambio de variables
x = ®(y).
Supondremos que ®(0) = 0, con el objeto de conservar el equilibrio en el

origen, y denotaremos a la parte lineal por D®(0) = B. Asi, el campo vectorial

transformado es

y = G(y) = (D®(y)) 'F(®(y)), y € R". (1.2.3)

Es trivial comprobar que G(0) = 0 y ademéds DG(0) = B~'AB.

El procedimiento de simplificacién (también denominado normalizacion) se
realizara grado a grado. El primer paso de normalizaciéon actiia sobre el grado
menor y puede lograrse por medio de transformaciones lineales x = ®(y) = By
de forma que la matriz de linealizacién A se reduce a la forma normal de
Jordan, (a veces, también es 1til considerar la forma normal de Frobenius).
Para simplificar los términos de grado & > 2 en (1.2.2), consideraremos la

transformacion préxima a la identidad

x=®(y) =y + Pr(y),

con P € H}. El sistema transformado es

y = (I+DyPi(y) ' Ay + Pi(y)) + > _ (I + DyPi(y))” Fi(y + Pi(y))

J=2

= G(y) = Ay + > _G,(y). (1.2.4)

j>2
Es facil probar (véase Guckenheimer & Holmes [38]) que el campo vectorial no
cambia hasta orden k — 1 (i.e., 7¥1G = J*"'F), y a orden k es

Gi(y) = Fr(y) = (DyPr(y)Ay — APL(y)) .
Esta expresion sugiere definir el llamado operador homolégico:
L Hp — H}
Py — L (Py), (1.2.5)
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donde Li! (Py(x)) = DyPy(x)Ax — AP (x).
Es f4cil probar que la aplicacién L es lineal y su expresién en funcién del

corchete de Lie viene dada por
L (Py) = [Py, Al

Puesto que G = Fy, — Lf(Pk), podriamos tratar de seleccionar P;, de forma
que L (Py) = Fy, con lo cual tendriamos Gy = 0, es decir, eliminarfamos los
términos de grado k. No obstante, en general no es posible elegir P, como he-
mos mencionado puesto que la ecuacién lineal anterior puede ser incompatible.
Sin embargo, siempre podemos proceder como exponemos a continuacion:
Fijemos un subespacio complementario CorL;! al espacio imagen Im (L,f)
del operador lineal Li'; esto es, H}' = Im (Lj!) & Cor (Lj!). Asi, podemos
descomponer F;, = Ff + F, donde Fj, € Im (L;!) y F§ € Cor (L;!). Entonces,

siempre existe Py, € H} que cumple la ecuacion homoldgica
L (Py) = F%. (1.2.6)
De esta forma, obtenemos
Gy =F, — L} (P) = F§ € Cor (L)

Es decir, hemos simplificado F. eliminando la parte de la imagen del operador
homolégico. Si repetimos el razonamiento para cada k = 2,3,..., podemos
conseguir G, € Cor (L,‘f), para todo k£ > 2. Usando ahora una version del
teorema de Borel, obtenemos el teorema de la forma normal (véase, e.g., Van-

derbauwhede [63]):

Teorema 1.2.1 Exziste un C*®-difeomorfismo ®, cumpliendo ®(0) = 0 y DP(0) =
I, tal que el cambio de variables x = ®(y) transforma (1.2.2) en (1.2.4) donde
G, € Cor (L,f), para todo k > 2.

En este caso, decimos que el sistema (1.2.4) es una forma normal para el sistema
(1.2.2).
La ecuacién homolégica (1.2.6) (y por tanto, las correspondientes formas

normales) se basan en la parte lineal del campo vectorial (véanse Takens [59],
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Chow & Hale [20], Guckenheimer & Holmes [38], Elphick et al. [28], Iooss &
Adelmeyer [41], Chow et al. [21]). Esta ecuacién lineal no tiene, en general,
solucién tnica, ya que podria depender de términos arbitrarios que pertenecen
al nicleo del operador homolégico. Por lo tanto, en la expresion de Py, podrian
aparecer constantes arbitrarias que se trasladaran a la forma normal de orden
mayor que k. Estas constantes se pueden utilizar, dependiendo de la forma de
los términos no lineales, para obtener otras simplificaciones en la forma normal
(véanse Ushiki [62], Chua & Kokubu [22], Baider [12], Algaba et al. [2], y otros

trabajos dedicados a casos especiales: véase referencias en Algaba et al. [3]).

Resumamos este procedimiento de dos etapas para obtener simplificaciones
en el campo vectorial: En primer lugar, usamos la parte lineal de F para de-
terminar las simplificaciones que se consiguen a través del teorema de la forma
normal, y posteriormente, tenemos en cuenta los términos no lineales, para

obtener simplificaciones adicionales en la forma normal clasica.

Con la perspectiva que adoptaremos en la siguiente seccién, el procedimien-
to anterior de dos etapas puede, en algunos casos, convertirse en uno con una
Unica etapa, porque el uso de desarrollos casi homogéneos permite conside-
rar de una sola vez tanto términos lineales como no lineales (monomios con

diferentes grados pueden tener el mismo grado cuasihomogéneo).

Otra cuestion a tratar es la eleccién del subespacio complementario Cor (Lf) ,
ya que éste no es unico. Elphick et al. [28], presentan un método general para
conseguir un posible subespacio complementario, definiendo un producto esca-
lar adecuado en H}. Sin embargo, diversos problemas (integrabilidad, proble-
ma centro-foco, reversibilidad...) podrian requerir el uso de otros subespacios

complementarios mas adecuados en cada caso.

1.3. Formas normales cuasihomogéneas

En las técnicas utilizadas para la determinacion del tipo topoldgico de
una singularidad se utilizan escalados en las variables (blow-up), de la forma

x; — elix; con t; € N, (véase Brunella-Miari [17]). Aplicando dicho escalado
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en las variables, el sistema original se transforma en:
x=F,(x)e" + F,1(x)e" ™ + - -

donde los términos Fy(x) son cuasihomogéneos.

Nuestro primer objetivo es extender las ideas de la teoria de formas norma-
les para campos vectoriales desarrollados en términos casi homogéneos. Como
veremos, ya no sera necesario suponer que la parte lineal de F sea no nula
(véase Algaba et. al. [6]). Algunos trabajos ya han utilizado ideas similares,
en el caso de la singularidad Takens-Bogdanov bajo C*-conjugacién (véanse
Baider & Sanders [14], Kokubu et al. [42], Wang et al. [64]). En estos trabajos,
las formas normales se obtienen por medio de transformaciones proximas a la
identidad en las variables de estado (C*°-conjugacién).

Los resultados de esta seccién, que estan publicados (véase Algaba et. al.
[5]), desarrollan las formas normales bajo C*-conjugacién y C*-equivalencia.

Comenzamos con algunas definiciones y notaciones necesarias.

1.3.1. Notaciones y preliminares

Llamaremos tipo a un vector t = (t1,%s,...,t,), con t; € N (aqui, N es el
conjunto de los nimeros naturales sin incluir el cero, mientras Ny denotard el
conjunto de los nimeros naturales incluyendo el cero). También denotaremos
it| =t +to+ -+ Ly

Usaremos notaciones de multi-indices: un indice multiple es un elemento

Qn,
n

a = (ay,...,a,) € Nj. Escribiremos los monomios como x* = z{'---x
Finalmente, la base canénica de R™ sera denotada como {ey,...,e,}.

Los campos vectoriales suficientemente diferenciables seran nuestro objeto
de estudio. Estos campos pueden ser desarrollados formalmente en términos

de la siguiente base candnica:
B={x%;:aeNj1<j<n}.

El calificativo formal hace referencia a que no abordamos cuestiones acerca de

la convergencia de las correspondientes series.
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Una funcién escalar f se dice cuasihomogénea del tipo t y grado k si sus

monomios x? satisfacen
arty + asto + - -+ apt, = k.

El espacio vectorial de las funciones casi homogéneas en n variables de tipo t
y grado k se denotara P%.

Un campo vectorial F = (Fy, Fy, ..., F,) se dice cuasihomogéneo del tipo t y
grado k si sus componentes F}; € iPij para todo 7 = 1,2, ..., n. Denotaremos
por QF el espacio vectorial de los campos vectoriales casi homogéneos de tipo
t y grado k.

Hay una caracterizacion alternativa para las funciones y los campos vecto-

riales cuasihomogéneos, utilizando la siguiente matriz:

gt 0 0
0 etz 0
E = )
0 0 gln

Proposicién 1.3.2 (a) La funcidn [ es cuasihomogénea del tipo t y grado

k si, y solo si:

f(BEx) =" f(x). (1.3.7)
(b) El campo vectorial F es cuasihomogéneo del tipo t y grado k si, y sdlo si:
F(Ex) = e"EF(x). (1.3.8)

Veamos a continuacion algunas definiciones relativas al poliedro de Newton.

1.3.2. El poliedro de Newton

Como vimos anteriormente, el campo x*e; € B con a = (ay,---,a,) € N,

1 < j < n pertenece a Qj si, y sélo si, x* € P, , lo cual es cierto si

a1t1 +a2t2+---—|—antn = k?—l—t] (139)
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Si denotamos u = (1,1,...,1) € Ny, la relacién (1.3.9) se puede escribir mas
brevemente como (a+u—e;) -t =k + |t|, donde - denota el producto escalar

euclideo en R". Entonces:
Q; =span{x*e; € B:(a+u—e;)-t=k+t|,j=1---,n}.
Para representar cada monomio de B sobre N}, consideraremos la aplicacion

R : B—Nj
x%e; —a+u—e,.
Al punto de Nj imagen mediante R de x*e; se le llama punto soporte de dicho
monomio. El poliedro de Newton de un campo F es el subconjunto de Nj
formado por todos los puntos soportes de los monomios de F.
El siguiente resultado proporciona una representacién geométrica del es-
pacio vectorial Qf sobre su conjunto soporte (véanse Bruno [18], Dumortier

[16]).
Proposicién 1.3.3 Se cumplen las siguientes propiedades:

1. R no es inyectiva. De hecho, dado a € N, todos los monomios x* "*%e;
(7 =1,...,n) son aplicados en el mismo punto a del poliedro de Newton.

Mads aun:

a) Sia € Nj tiene justamente una coordenada igual a cero: a; =

0 (i.e., si pertenece a un plano coordenado), entonces R~'(a) =

{Xa—u—I—ei ei} .

b) Siae N tiene al menos dos coordenadas iguales a cero, entonces

R '(a) = 0.

c) Sitodas las coordenadas de a € N son no nulas, entonces

R7'(a) = {x* " e, x* " %2e,, .., x* " TOe, |

2. R aplica el espacio Qf sobre los puntos de NI que pertenecen al hiper-
plano a-t =k + [t].
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Quizas la mejor forma de definir el poliedro de Newton es la propuesta por
Dumortier en [26], trabajando con la 1-forma dual de un campo vectorial F

dado.

Para un campo vectorial F = 2?21 F; su 1-forma dual es la 1-forma

w =1pf), con  =dxy A--- Adx,; esto es

w = Z(_l)i_lﬂdxl/\"'/\gl\'i/\"'/\dl‘n.

=1

Tomamos ahora

n
JCw = Z Z (—1)i+1F(i17m7anx‘f‘1 ceeaprdry A ANdxp A N dag,.

i=1 a1t-Fan>1

El soporte de w (o F) se define como:

S{U U (al+1a"'aai—1+]—7ai7ai+1+1,"‘,Oén+1)}Foiél’m’an#O}'

i=1a1+-4an>1

El poliedro de Newton de w o de F es la envolvente convexa I' del conjunto

P= J {@ ) +R}.

(q1,+,qn)€S

El diagrama de Newton de w o de F es la unién v de las caras compactas 7
de T'.

La parte principal de w o de F es:

wa=d0 D (CDMEL et arda A N A A dy,

a1,,0n

=1 (a1,an)€y

La Figura 1.1 muestra los términos del desarrollo de un campo plano res-
pecto al tipo t = (1, 2). Los soportes de cada uno de los términos se encuentran
en rectas paralelas, cuyo vector normal es (1,2).

A continuacion, resumimos algunas propiedades que usaremos mas adelan-
te.
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QH1 QH2 QH3 QH4 QH5

Figura 1.1: Representacion de los campos vectoriales cuasihomogéneos del tipo
(1,2) y grados —2,—1,0,1,...

1.3.3. Propiedades
Lema 1.3.4 Sea f € Pi. Entonces, su gradiente V [ verifica:
Vf(Ex) ="E 'V f(x).
Demostracion: Es suficiente diferenciar (1.3.7). n
Lema 1.3.5 Sea F € Qf. Entonces: DF(Ex) = e* EDF(x)E~L.

Mas aun, la columna j de la matriz DF es un campo vectorial cuasiho-

mogéneo del tipo t y grado k — t;.

Demostracion: Para conseguir la primera igualdad, es suficiente diferenciar
(1.3.8). Ademas, la columna j de DF(x) es

DF(Ex)e; = e*EDF(x)E'e; = e*EDF (x)e Ye; = e* " EDF(x)e;.

El resultado se sigue del apartado (b) de la Proposicién 1.3.2. n

Lema 1.3.6 Sean F € Qf, G € Q. Entonces: [F,G] € Qf ;.
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Demostracion: Se tiene que:

[F,G](Ex) = DF(Ex)G(Ex)— DG(Ex)F(Ex)
= "EDF(x)E'¢'EG(x) — € EDG(x)E'e" EF (x)
= ¢ E(DF(x)G(x) — DG(x)F(x)) = "™ E[F, G](x).

Basta utilizar el apartado (b) de la Proposicién 1.3.2 para completar la de-

mostracién. n

Lema 1.3.7 Sean € Py, F € Q. Entonces, uF € Qf ;.
Demostracion: Tenemos
w(Ex)F(Ex) = " u(x)e' EF (x) = "M Ep(x)F(x).

De nuevo, usando el apartado (b) de la Proposicién 1.3.2, conseguimos el re-

sultado. ]

Lema 1.3.8 Sean f € P}, F € Q. Entonces, Vf-F € P} .

Demostracion: Aplicando el Lema 1.3.4, obtenemos V f(Ex) = e"E~1V f(x).

Por tanto,

Vf(Ex) -F(Ex) =c"Vf(x) E'<"EF(x) = ™V f(x) - F(x).
Aplicando el apartado (a) de la Proposicién 1.3.2, obtenemos el resultado. =
El siguiente es una version del teorema de Euler para el caso cuasihomogéneo.
Lema 1.3.9 Sea f € Pt y Do = (ty21, toxa, - -+, tyz,)T € QF. Entonces

Vf-Dyg=kf.

Demostracion: Por ser f € Pt es f(Ex) = ¥ f(x), derivando respecto a ¢ se

tiene que
Vf(Ex)- (D.E)x = ke" ' f(x).

tomando € = 1 se tiene el resultado. ]
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Lema 1.3.10 Sea Fy € Qf. Entonces div (Fy) € P.

Demostracion: Utilizando el Lema 1.3.5 se tiene:
. def k -1
div (Fy,) (Ex) = tr(DFy(Ex)) =tr ("EDF(x)E™")

= Mr (DF(x)) = div (Fy) (x)

Lema 1.3.11 Dados dos campos vectoriales ¥, G, y una funcion escalar p
suficientemente diferenciables, se tiene [uF, G| = (Vu - G)F + u[F, GJ.

Demostracion: Se demuestra facilmente utilizando la definicion del corchete
de Lie. -

Lema 1.3.12 Sea Fj, € QF y Dy = (ti71,tawa, -+, tyw,)T € QF. Entonces,
[F1, Do] = kFy. En particular, si Fg € Qf entonces [Fo, Dg| = 0.

Demostracion: Sea [Fj,Dg|e;, la componente j-ésima del corchete de Lie,

j =1,---,n. Utilizando el Lema de Euler 1.3.9 se tiene:

[Fk, Do] ej = Verj . DO — VDoej . Fk = (k’ + t]‘)erj — thkej = k?erj

1.3.4. Formas normales bajo C*-conjugacion

La teoria de formas normales puede aplicarse a campos vectoriales desa-
rrollados en términos cuasihomogéneos del tipo t y grados sucesivos. La idea

clave se resume en el siguiente diagrama conmutativo:
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x =F(x) X—y+ZPk y =Gl(y)
k>r
x = EX y=FEY, (¢=1)
X = E7'F(EX) =) F;(X)e’ Y =) G(Y ET'G(EY)
izr X =Y+> Py(Y)er =
k>r

Para adaptar el procedimiento que determina las formas normales usando los
términos cuasihomogéneas de grados sucesivos, en primer lugar incluimos un
pardmetro € por medio del escalado x = FX, con X € R". Asi, conseguimos
el sistema X = E~'F(EX). Desarrollando en potencias de &, podemos escribir

este sistema en la forma
X =F,(X)e" + F, (X)e ..., (1.3.10)

donde es fécil probar que F; € Q;. Notemos que tomando € = 1 en (1.3.10),

conseguimos desarrollar el sistema (1.0.1)) en términos respecto al tipo t:
x=F.x)+F1(x)+---. (1.3.11)

Nota 1: Las funciones homogéneas son cuasihomogéneas de tipot = (1,1,---,1).
No obstante, el grado es una unidad menor que el grado homogéneo. En

otras palabras, para el tipou = (1,1,---,1) se tiene Q} |, = H}, Vk.

Nota 2: El grado r del primer término respecto a un tipo t, es un nimero
entero. No tiene porqué ser un numero natural. Por ejemplo, si en un

campo plano con una singularidad nilpotente

T = y+ &2,0952 + a1y + a072y2 +ey
Y = by’ + biaxy + 50,292 +oee
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consideramos el tipo t = (1,50), entonces el campo F del sistema se
escribe desarrollado respecto a dicho tipo como: F = F 4, +F_47 + - --
donde F_yg(z,y) = (0,b207%)", F_sz(,y) = (0,b302%)", - -, Fo(z,y) =

(0, b50,0$50)T, Fl(l", 3/) = (a270x2, 551,09551 + b1,19€y)T7 o

Una vez que el sistema (1.3.10) ha sido reducido a forma normal, es suficiente
deshacer el escalado con y = EY, y tomar € = 1 para obtener la forma normal.

A continuacion, describimos como proceder para obtener una forma normal
para el sistema (1.3.11). Si aplicamos la transformacion x =y + Py (y), donde

P, e QZ siendo k£ > 1, el sistema transformado es

y=G(y)= (I +DPy(y)"" Y _Fi(y +Pi(y)),

i>r

y puede ser expresado en sus términos cuasihomogéneos:
y=G.(y)+Gi(y)+--, (1.3.12)
siendo G;(y) € Q;, para todo 5 > r. Se tiene el siguiente resultado:
Proposicién 1.3.13 Con la anterior notacion:
» Gi(y)=F;(y), paraj=r,r+1,....r+k—1,
n Grk(y) = Franly) — (DP(y)F.(y) — DF.(y)Pi(y)) -

Demostracion: Tenemos

G(Ey) = (I+DP(Ey)) ") F;(Ey+Py(Ey))

- (E(1+#P) 7)Y B (2 Puly)
= E(I-"DP(y) + e (DPy(y))* — ) D /F; (y + " Py(y)) -

jzr

Ademaés:

F; (y +£"Pi(y)) = Fi(y) + DF;(y)Pi(y)e" + O (1) .
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Por tanto:

E7'G(By) = (I-&"DPy(y)+e™ (DPy(y))*— )Y &F; (y +"Pi(y))

jzr

= (I -<"DPy(y)) Y& (F;(y) + DF;(y)Pi(y)e")

+O (€r+k+1) -
= Y& (Fi(y) + DF;(y)Pu(y)e") — ™" DPi(y)F.(y)

j=r
o) (€r+k+1)
= F,(y)e +Fon(y)e™ +- 4+ Frppa(y)e ™!
+ (Frik(y) + DF,(y)Pi(y) — DPi(y)F.(y)) e
+O (67‘+k‘+1) )

El anterior resultado sugiere definir el siguiente operador homoldgico:

Loyw @ QF — QSJrk

P, — Lr+k (Pk),

donde L, 1 (Py)(y)) = DPy(y)F,(y) — DF.(y)Pr(y).

Notemos que el anterior operador solo depende del primer término F,., y
puede ser expresado en términos del corchete de Lie: L., (Py) = [Py, F,]. Esta
expresion muestra que es lineal.

La Proposicién 1.3.13 afirma que los términos cuasihomogéneos hasta orden
r + k — 1 no cambian, y el término de orden r + k en el campo vectorial

transformado es:
Grw =Fopp — [Pr,Fo) = Fop — Ly (Py).

Siguiendo las mismas ideas que en la teoria clasica de formas normales, es
posible anular en ese término la parte que pertenece a la imagen del operador
lineal L, i, seleccionando adecuadamente Py.

Realizando sucesivamente los cambios descritos anteriormente para k =

1,2,---, y usando el teorema de Borel, obtenemos el siguiente resultado:
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Teorema 1.3.14 FEl sistema (1.5.11) es formalmente conjugado a (1.3.12),
donde G,y pertenece a un subespacio complementario al espacio imagen del

operador lineal L, 1y, para todo k > 1.

1.3.5. Formas normales bajo C*-equivalencia

Ademés de usar C*°-conjugacion (transformaciones en las variables de esta-
do) mostraremos en esta memoria las ventajas que se tienen cuando utilizamos
también transformaciones en el tiempo (C*°-equivalencia). Como en el caso de
la conjugacién, la forma normal obtenida se basa en la informacién conteni-
da en el primer término cuasihomogéneo F,. La idea clave se resume en el

siguiente diagrama conmutativo:

X =Y Fyx)

jzr

j=r

j>r
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Si partimos del sistema (1.3.11), y aplicamos el cambio en el tiempo j—; =

1 — pg(x), con py, € Tz, obtenemos el sistema
j_{)l(“ =x' = FT(X) +oee At Fr—i—k—l(x) + (Fr+k(X) — ,[,Lk(x) FT’(X)) +

El Lema 1.3.7, garantiza que este sistema estd desarrollado en términos cua-
sthomogéneos de tipo t y grados sucesivos (de forma andloga al sistema (1.3.11)).
A continuacién, para obtener la forma normal aplicamos la transformacién

x =y + Px(y), que proporciona
y/ = GT’(Y) +eeet Gr-i-k—l(y) + Gr-i-k(y) +e (1313)

Usando ahora la Proposicién 1.3.13, se tiene que G, = F,, G, .1 =F, 1, -+,

GrJrkfl = Fr+k71 y
G =Frpp — e Fr = [Py, F] = Fopy — (i Fr 4+ Ly (Py)) -

Esto sugiere definir el operador homolégico bajo C*-equivalencia:

Loy @ QxPL— QY
(Pr, i) = Loin(Pr, p) = pe By + [P, F.
Si ahora definimos el operador lineal
Mgy @ PP — QP (1.3.14)
pre — g For,

podemos escribir:

£r+k<Pk7 /'Lk> = LTJrk(Pk) + MrJrk(:uk)

Por otra parte, el Lema 1.3.8 hace posible definir el siguiente operador lineal

que sera ttil en lo que sigue:

b P — P (1.3.15)
Hg—r — V/ik—r . FT’

Se tiene el siguiente resultado:
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Proposicién 1.3.15

(a) Im(Lysp) = Im(Myik 0 £) + Ly (Cor(My)),

(b) Im(Mr+k) - Im(Mr-l—k © Ek) + MT-Hﬁ(Cor(Ek))J

donde Cor(-) denota cualquier subespacio complementario al espacio imagen

Im(-), del correspondiente operador lineal.

Demostracion:

(a) Sea P,;y € Im(L,;). Entonces, existe Py € OF tal que P,y = [Py, F,].

(b)

Como Qf = Im(M,,) @ Cor(My), podemos escribir P = P+ P, donde
P: € Im(M) y P§ € Cor(My). Sea uy_, € Pt tal que P = py_, F,.

Entonces:
Pr-l—k = [PZ, FT] + [P]f;a FT] = [,uk:—r FT) Fr] + [P]f;a FT]
Aplicando ahora el Lema 1.3.16, se tiene:

PrJrk = (v,ukfr : Fr) F, + Hi—r [Fra Fr] + [PZ;, Fr]
= (Vg F)Fo + [PLF] = Mg (G (pr—r)) + Loy r (PR).

Esto prueba la igualdad.

Probaremos que Im(M, ) C Im(M, 1, o ) + M, (Cor(¢)). La otra
inclusion es trivial.

Sea P, € Im(M,,). Entonces, existe u € Pt tal que P,y = i F,.

Como Pt = Im(¢x) @ Cor(¢,), podemos decomponer p, = puf+ p5, donde
pr € Im(4y) y p§ € Cor(€y). Sea ug—, € Pi_ tal que uf = Vg, - F,.

Entonces:

Pow = wF.=mF + 5 Fo =V - F)F, 4+ 0 F,
= My (Ce(pr—r)) + Mrii(p)-
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Podemos determinar la imagen del operador homolégico bajo C*°-equivalencia

a partir de la proposicién anterior, ya que
Im(£T+k) = Im(LT+k) + Im(MT+k)

Sin embargo, esta suma no es directa. Esto se debe a que hay elementos en

t
r+k

tado asi como en el tiempo. Es importante separar las simplificaciones que se

que pueden ser eliminados con transformaciones en las variables de es-

consiguen por medio de cambios de variables en las variables de estado con

aquellas conseguidas mediante cambios en el tiempo.
Proposicién 1.3.16 Im(L, ;) = M, x(Cor(¢y)) + Im(L, ).

Demostracion: Sea P,.j € Im(L,,). Entonces, existen Py € Qf ) € P
tales que P, = . F, + [Py, F,].

Como Pt = Im(¢y) @ Cor(¢;), podemos escribir uy = pi + p§ donde uf €
Im(¢) y pf € Cor(li). Sea py—, € Py, tal que lp(po—r) = Vitp—y - Fr = pij.

Se tiene:

Pr-l—k - ,ulf; Fr + (Vﬂk—r : FT) FT + [Pka FT]
- ,LL;; Fr + Hi—r [Fra FT] + [Mk—rFra FT] + [Pka FT]
= ,ulz Fr + [Pk + Hi—r FT‘7 Fr] = MrJrk (,ulz) + LrJrk(Pk + Hi—r Fr)

Por tanto, Im(L,1) C M, (Cor(¢x)) + Im (L, ).

La otra inclusién es similar. ]

Nota: La suma anterior, en general, no es directa. En concreto, consideremos
el tipo t = (1,2) y el sistema plano x = F = > F;, donde F; € Q,
F, = (y,—2%)T, r = 1. Sea h = ' + 2y € P! una integral primera de x = Fy,
entonces hF; € Im (Ls) N M5 (Cor (£4)), ya que hF; = Ls (—h(z, y)(z, 2y)T) =
Ms5 (h), siendo h € Cor ({4)

Del anterior resultado, deducimos que, en el andlisis de las simplificaciones
proporcionadas por el cambio de variables en el tiempo, es suficiente tomar
wr € Cor(¢g). Es decir, la inclusién de otros términos en py (pertenecientes a

Im(4;)), sélo afectaran a Im(L, ), y estos términos pueden ser simplificados
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usando C*>°-conjugacién (i.e., podemos conseguir estas simplificaciones sin usar
ir). Esta restriccion sobre la forma de seleccionar py facilita en gran manera
el andlisis de la forma normal (véase la tltima seccién dedicada a analizar el
caso Takens-Bogdanov).

Debido a estas consideraciones modificamos la anterior definicién del ope-

rador homolégico bajo C*-equivalencia como sigue:

Loy Qf x Cor(fy) — QF,
(P, pr) = Losu(Pr, i) = pu Fr + [Py, Fo .

De nuevo usando ideas de la teoria clasica de formas normales, es posible
eliminar la parte que pertenece al espacio imagen del operador lineal L, ,

seleccionando (P, ux) adecuadamente. Asi, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.3.17 FEl sistema (1.3.11) es formalmente equivalente a (1.3.13),
donde G, pertenece a un subespacio complementario del espacio imagen del

operador lineal L, ., para todo k > 1.

1.4. Triangulo de Lie

En esta seccién mostramos el papel de las transformaciones de Lie en la
teoria de las formas normales, prestando atencion en los aspectos computacio-
nales. A finales de los anos 60, varios autores (Hori, Garrido, Grébner, Knapp,
...) presentaron un enfoque a la obtencién de formas normales basada en
transformaciones de Lie, dedicada principalmente a la mecédnica celeste y a los
sistemas hamiltonianos (véanse Chow & Hale [20], Lichtenberg & Lieberman
[45]). Las mejoras aportadas por Deprit [24] perfeccionaron el método creando
un procedimiento recursivo, apto para la computacién algebraica.

Varios autores han utilizado el método de las transformaciones de Lie para
obtener formas normales (véanse Takens [59], Ushiki [62]). Posteriormente, este
método ha sido considerado junto con la formulacion recursiva de Deprit para
conseguir algoritmos especificamente adaptados a la computacion simbdlica
(véanse Freire et al. [29], Gamero et al. [31, 32, 33]). Esta forma de proceder

también ha sido efectiva en la caracterizacion de la forma hipernormal (véanse
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Algaba et al. [1, 2]). En esta seccién, presentaremos los principales resultados
de este método (en sus dos vertientes, computacional y tedrica).

La ventaja del procedimiento recursivo basado en las transformaciones de
Lie es que tenemos el control del efecto de las transformaciones de normaliza-
cién en los términos de mayor orden.

Hacemos notar que, por los Lemas 1.3.6 y 1.3.7, es posible conseguir un
procedimiento computacionalmente efectivo para el cdlculo de la forma normal
usando desarrollos cuasihomogéneos tanto bajo C*°-conjugacion como equiva-

lencia, basado en el triangulo de Lie (véase Chow & Hale [20]).

1.4.1. Triangulo de Lie bajo C*-conjugacién

Consideremos un campo vectorial U € C*> en un entorno del origen tal
que U(0) = 0. Aplicaremos en el sistema (1.3.11) el cambio de variables x =
u(y, ), donde u es la tnica solucién del problema
Ly ) = Utuly.2). uly.0)=y. (14.16)
esto es, u es el flujo del sistema auténomo generado por U. Por esta razon, U
se denomina generador del cambio.

La idea clave de toda esta formulacién es que resulta posible la determina-
cién del campo transformado a partir de F y de U, sin necesidad de calcular
explicitamente u; es decir, podremos determinar el campo transformado sin
conocer directamente el cambio de variables efectuado.

El campo transformado G depende del generador U en la siguiente forma,
(véase Algaba et al. [2]):

G(y,e) = F(y) + ZT{}(F)%, (1.4.17)
donde Ty(F) = [F, U], y T&(F) = Tyo --- oTy(F). En nuestro analisis uti-
lizamos (1.4.17) tomando € = 1. Observamos que el término cuasihomogéneo
de orden r + k en el campo transformado es:

1
Grow = Frpp +[F, Ul + 5 [[F. UL UL,

1 (1.4.18)

+§ H[F>U]’U] ’U]r—f—k: +oeey
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donde el subindice indica el correspondiente término cuasihomogéneo.
Escribiendo U = U;+Uy+- - - como suma de sus términos cuasihomogéneos

se tendria:

k
F,Ulsr = Y [Friuy, Uy

[[FaU]aU]H-k = Z[[FaU]rJrkfj’Uj]

Observemos que en el generador U no hemos incluido el término cuasiho-
mogéneo de grado cero: Uy. Esto es debido a que supondremos que partimos
de un campo F cuyo primer término cuasihomogéneo estd ya ”simplificado”.
A este proceso de simplificacién del primer término cuasihomogéneo lo llama-
remos forma normal de paso cero y sera tratado mas adelante en la Seccién
1.5.1.

Para obtener G, construimos la sucesién de funciones {V, 4} definidas

de forma recursiva como:

Vr—i—k;,O = Fr—l—k; k> 0,
k+1-1
Vr+k,l = Z [VrJrk,j,l,l s Uj], para [ = 1, Tty k. (1419)

j=1
Esta sucesion puede organizarse en el siguiente esquema triangular, (llamado

tridngulo de Lie):

Vr,O
Voo | Vigin

Vo0 | Vigo1 | Vigoo (1.4.20)

VrJrk,O VrJrk,l Vr+k,2 Vr+k,k

Es necesario hacer notar que el elemento de la columna i y fila (k + 1)

depende exclusivamente de los primeros k — i + 2 elementos de la columna
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i — 1. Usando las ecuaciones (1.4.18) obtenemos:

k k
1 1
Gr-l—k = E ﬁvr-l—k,l = Fr+k + g ﬁvr+k}7l~ (1421)
=0 =1

El siguiente resultado, facil de probar, establece que los elementos de cada fila

del triangulo de Lie son cuasihomogéneos del mismo grado.

Proposicién 1.4.18 V,;; € Qf., para todo | = 0,1,---, k. En particular
Gk € Qi

En este esquema triangular triangular, las filas estan organizadas de acuerdo
al grado cuasihomogéneo y las columnas de acuerdo al niimero de veces que ha
sido aplicado el corchete de Lie. En la primera columna esta el campo original,
en la segunda los corchetes de Lie simples, en la tercera los dobles corchetes
de Lie, etc. En este sentido, si consideramos que los generadores U; son libres,
(esto es, podemos expresarlos con coeficientes indeterminados), podemos decir
que en la primera columna del tridangulo de Lie estéan los términos que no tienen
parametros, en la segunda los que dependen linealmente de los pardametros, en
la tercera, términos que dependen de forma cuadratica de los parametros, etc.
Asi, si queremos definir operadores homoldgicos lineales debemos restringirnos
a la primera y segunda columnas.

Este triangulo de Lie difiere del original propuesto por Chow & Hale, [20];
ambos triangulos contienen el sistema original en la primera columna pero son
diferentes en la forma de construir la sucesién y en la forma de expresar el
sistema transformado.

La principal ventaja de esta nueva formulacién del triangulo de Lie radica
en que puede ser adaptado al caso de equivalencia orbital, como veremos en la

préoxima subseccion.

1.4.2. Triangulo de Lie bajo C*-equivalencia

Para calcular la forma normal bajo C*°-equivalencia, en primer lugar apli-

t
camos al sistema (1.3.11) un cambio de variables en el tiempo a7 1 — p(x),

donde p € C*™ en un entorno del origen y £(0) = 0. Obtenemos asi el sistema

B =X =F(x) =Fj(x) + -+ Fi (%) + - (1.4.22)
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Si escribimos p = 11 + pg + - - -, con p; € Cor (¢;) para todo j > 1, véase el

Teorema 1.3.17, entonces los términos del sistema transformado (1.4.22) son:

Fi(x) = F, (x) k

Frup (%) = Fron(x) = Y (0 F (%), parak=1,2,---
j=1
A continuacién, aplicamos un cambio de variables con generador U, resul-

tando
&=y =G(y) =Gly)+- -+ Gr(y) + . (1.4.23)

Para calcular Gy, construimos la sucesién de funciones { V7, , ;} definidas

de forma recursiva mediante:

* o x
r0 T Fr =F,,
k
* *
reko = Fr=Frp = mFry, para k>1,
Jj=1
k+1-1
* o * _
r+kl T E : [ T+k—j,l—17Uj], para | = 1, k.
Jj=1

Esta sucesion puede organizarse analogamente al esquema triangular anterior.

Es facil deducir que:

k
1 *
Gy = Z T
=0 "

Para encontrar el campo transformado, comenzamos separando los efectos
del cambio de variables en las variables de estado y los del tiempo.

Todo el triangulo de Lie esta determinado por la primera columna y por
los términos del generador espacial Uy, Uy, -+, Ug_q,---. De esta forma, el
elemento G,y del campo transformado estd determinado por la fila & del
tridngulo de Lie similar a (1.4.20), pero construido con los elementos de la
primera columna V[ .

Para ello, definimos:

* .
r+7,0 = Vr+j,0 + Wr+j,07 J Z 07
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donde

J
Vigjo=Fryj, Wig=0, W,pj9=— Z J75) R
i=1
Debido a la linealidad del corchete de Lie, podemos encontrar el campo trans-

formado a orden k£ como la suma de las filas k£ de dos tridangulos de Lie:

= Por una parte por el tridngulo definido por el esquema recursivo:

VrJrk,O = Fr+k k> 07

k+1-1
1.4.24
Vigkt = Z Visk—ji—1, U], 1<1<k. ( )

J=1

= Por otra parte, por el triangulo definido por la siguiente sucesion de

campos:

WT,O = 0,
k
W, k0 — = /‘LFT k—j> k> 1,
o ; T (1.4.25)
kil
Wik, = Z (Wik—ji—1,Uj], 1 <1<k,
j=1

El tridangulo de Lie (1.4.24) estd determinado por los términos cuasihomogéneos
del campo original, F,,;, y por los generadores espaciales Uy, -, Up_q,---.
Este triangulo recoge los efectos de la C*°-conjugacién. Sus elementos seran
siempre denotados como V,;; y nos referiremos a ¢l como triangulo de Lie.
Por otra parte el segundo tridngulo (1.4.25) depende de los generadores es-
paciales Uy, .-+, Ug_q,--+; de los términos cuasihomogéneos del campo ini-
cial, F,.,--- F, x,--- y de los generadores temporales 1, -, pr_1,---. Este
triangulo es el que introduce los efectos de la C*-equivalencia. Sus elementos
seran denotados como W, ;.

En particular se tiene:

* * * *
GT+k = Z ﬁ 4kl — Vr—i—k;,O + VT-{-k,l + Z ﬁ r+k,l
=0 =2
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k
1 *
= Voot Weiko+ Vigr1r + Wege1 + Z 71 Vrikl
=2

k k k
1 *
= Frpp— Y iFrpei+ D [Veiojo, Uil + Wogpr + > 71V
j=1 j=1 =1

k-1 k—1 k
1 *
Frin =D iFrony+ > [Veekjo U+ Wi+ ) 71V ki
j=1 j=1 1=1
+[Fra Uk] - ,uk:Fr

Asi, si denotamos

k—1 k—1 k
1 *
Qix=Frin =) wiFrin i+ Y Vo0, Ul + W+ ) AL
I=1 "~

i=1 j=1
se tiene
Grix = Qe — Lok (Us, pix),
donde Q,.,r dependede F,., - - - | F,,, de los generadores espaciales Uy, - - -, Uy_
y de los temporales pq, - - -, ur—1. Por tanto, usando ideas propias de la teoria

de las formas normales, podemos seleccionar Uy, . con el objeto de simplificar
el término de grado r + k.

Estas ideas proporcionan un algoritmo apropiado para la computacion
simbolica, consistente en construir la sucesion V7, en cada fila, separar en
dicha fila el operador homolégico bajo equivalencia y el elemento Q, ;. Una
vez que resolvamos la ecuacién homoldgica, anadimos los términos no conside-
rados en V], oy Vy, . Los principales pasos de este algoritmo se resumen

en el siguiente esquema:
Definir V7, =F,.
Para £ > 1

Definir

k—1

*

r+k0 T Fr+k_§ Wi Fr kg,
=1
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N

-1

:+k,1 = [ :—l—k—j,o ) Uj]a

<
Il

1

k+1-1

ikl = Z Vi1, U5, 2<I<k
J=1

Computar El término cuasihomogéneo de la forma normal de grado
r+ k:

k
-
Gr—l—k - PrOYCOr(LT+k) (Z ﬁVT-l-k,l) )
=0

donde Cor (£,;%) denota un subespacio complementario al espacio

imagen de L, , seleccionado previamente.

Obtener Uy, yuy, a partir de la ecuacion homoldgica:

k
1 *
Lrik(Uks px) = Proyc, ) (Z ﬁvr—f—k,l) : (1.4.26)
=0
Actualizar
riko = Viigo — teFo,

vkt = Vi T [F Ul

Al igual que en la teoria de las formas normales, a veces el procedimiento per-
mite simplificaciones adicionales, haciendo hipdtesis adecuadas sobre términos
cuasihomogéneos de orden superior. De hecho, si Ker (£,;) # {0} la ecuacién
homolégica (1.4.26) no tiene una solucién tnica, (la solucién esta determinada
salvo términos arbitrarios del ntcleo de £, ;). Asi, en la correspondiente fila
del triangulo de Lie pueden aparecer constantes arbitrarias, que pueden ser
seleccionadas para conseguir mayores simplificaciones en los términos cuasiho-
mogéneos de orden superior. Este problema sera objeto de estudio en la tltima

seccion.

1.5. Eleccién del tipo

En las secciones anteriores hemos desarrollado las técnicas de formas nor-

males aplicadas al caso cuasihomogéneo y también hemos desarrollado la técni-
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ca del tridngulo de Lie para desarrollos casi homogéneos. En principio, el
tipo t puede seleccionarse arbitrariamente. El caso mas frecuente es tomar
t = (1,...,1), en cuyo caso QF coincide con el espacio de los campos vectoria-
les homogéneos de grado k4 1. Como ya sabemos el tipo caracteriza el primer
término cuasihomogéneo del campo, F,., cuya informacién sera determinante

para obtener la forma normal.

De esta forma tenemos todo un abanico de posibilidades a la hora de elegir
un primer término. La pregunta obvia es: ;jqué tipo es el méas adecuado?. El

sentido de la adecuacién no esta claro. Puede haber varios criterios.

Uno de ellos podria ser un tipo que haga minimo el niimero de cambios de
variables que dejan invariante el primer término cuasihomogéneo, mas adelante
lo llamaremos nicleo a paso cero. Es interesante conseguir este minimo ya que
estos cambios de variables contienen parametros libres que intervienen en forma

no lineal en términos de orden superior.

Otro criterio puede ser tomar un tipo que minimize las dimensiones de los

CO-Tangos.

Otro més geométrico, podria ser elegir un tipo asociado a una de las ca-
ras compactas del poliedro de Newton del campo vectorial F. Esta quizas sea
la eleccion més natural, ya que bajo ciertas hipotesis, el primer término cua-
sihomogéneo puede determinar el tipo topoldgico de la singularidad (véanse
Brunella & Miari [17], Dumortier [16]).

1.5.1. Forma normal de paso cero

Si consideramos un sistema con parte lineal no nula, el primer paso de la
teorfa de formas normales clésicas, (que como hemos comentado corresponde
a elegir el tipo (1,1,---,1)), consiste en transformar el sistema mediante un
cambio lineal para llevar la matriz de la linealizacién a forma candnica (de
Jordan, de Frobenius, ...). Nuestro objetivo ahora es generalizar este paso al

caso cuasihomogéneo que incluiréd al caso de parte lineal nula.

Para ello fijemos un tipo t = (t1,t2,---,t,) y consideremos el sistema
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(1.3.11):

% = F,(0+ Y Fyx)

j>1
Aplicando sobre dicho sistema un cambio de variables en un entorno del
origen x = Py(y), con Py € Of = {Py € Qf | det (DP(0)) # 0}, obtenemos

un nuevo sistemas

y = (DPo) ' (y)F,(Po(y)) + (DPo) " (y) Y Frps(Poly

7>1

Si expresamos este sistema en términos cuasihomogéneos:

obtenemos

G,1j(y) = (DPo) "(y)F,4;(Poly)) € Qb j=0,1,2,...

Definimos the operador homoldgico a paso cero como:

Lg—)gk; : Q - QrJrk

P, — LY, (Py) = (DP;) ' - F,y 0 Py,

siendo k£ > 0. Notemos que el anterior operador no es lineal. Es posible eli-
minar en G, la parte que pertenece al rango del operador L,(~O), seleccionando
P, adecuadamente. Los cambios de variable temporal que afectan al primer
término casi homogéneo se reducen a un simple escalado, por lo que no son tti-
les para eliminar ningin elemento del primer término, F,. Igualmente ocurre
con los cambios de variables de estado del tipo x = Dy donde D es una matriz
diagonal, (escalados en las variables de estado). A los cambios de variables de
grado cero que no sean cambio de escala los llamaremos no triviales.

Hay también que destacar que algunos cambios de variables de grado cero
no triviales dejan invariante el primer término, esto es: G, = L,(«O)(Po(y)) =F,,
y se pueden utilizar para anular términos de orden superior.

Seria deseable elegir un tipo de forma que no existan, o minimicen, los cam-

bios de variables de grado cero no triviales que dejen invariante F,.. Otra carac-

teristica a tener en cuenta es minimizar los ntcleos del operador homoldgico



1.5 Eleccién del tipo 41

que obtiene la forma normal. Al tratar numerosos ejemplos hemos encontrado
que en la medida de que F, tenga mas monomios, los ntcleos del operador
homolégico son de menor dimension. Algo andlogo ocurre con los cambios de
variables de grado cero que dejan invariante F,., cuantos mas monomios tenga
F.., menos cambios de variables de grado cero no triviales que dejen invariante
F, habra.

La forma hipernormal, esto es, la maxima simplificacién a orden infinito, se
consigue con cualquier eleccion del tipo. Sin embargo esto no se tiene cuando se

pretende obtener la maxima simplificacion a orden (NN). Seria deseable tomar

N—rg
to = %’211;]12 {dlm (@ Ker (‘CTrHc)) } s

k=1

el tipo

donde 74 es el grado cuasihomogéneo del primer término del campo F respecto
al tipo t.
La situacién ideal seria aquella en que dim (Ker (ﬁg») = 0, para todo

k; en cuyo caso la forma hipernormal coincidiria con la forma normal.

1.5.2. Ejemplo

A modo de ejemplo veamos la eleccion del tipo para el sistema

i = Y+ ant® + anzy + apy’ + - -, (1.5.28)
y = b20$2 + bllfL'y -+ b02y2 + - donde bgo 7é 0.

Consideraremos diversos tipos:

(a) tipo homogéneo

Tomando el tipo homogéneo, el sistema se escribe como:

i Ao02 + a1y + agay?
' _ Y I 20 ) 112Y 023/2 1
Y 0 baox® + b1y + booy

En la figura 1.2 estan representados los diferentes campos homogéneos.

Los cambios de variables de grado cero u = ayx+ sy, v = 1+ FBoy, con

a1y —azf # 0, que dejan invariante el primer término Fy = (y, 0)7 son
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()
¥ y
0
() 22 ()
y? e oy 28
0
ry z’y 2Py zy 2Py
y y? oy’ 222 25y iy
0
x x? a3 ! Z°
( 1 > Y Ty %y 23y zty
0

(1)) () () () (3)

Figura 1.2: Representacion de los campos vectoriales cuasihomogéneos de tipo
(1,1) y grados 0,1, ...

aquellos tales que 1 = 0y (s = a1, a; # 0. Por tanto, dichos cambios

de variables son u =z 4+ awy, v = y.
(b) tipo t = (1,3)

Tomando el tipo t = (1, 3), el sistema se escribe como:

T 0 0 G/Q().CL'Q

] = - - +

Y boox? bsox® biz* + biizy
(Véase Figura 1.3).

Los cambios de variables de grado cero: u = a1z, v = Sz + By, con
a102 # 0, que dejan invariante el primer término cuasihomogéneo F_; =

(0, byox?)T son aquellos tales que B, = a2, a; # 0. Por tanto dichos

cambios son u = x, v = G1a® + y.

(c) tipo t = (2,3)

Tomando el tipo t = (2, 3), el sistema se escribe como:

T 00> ax
‘ _ Y |+ 20 I 311 Y N
Y baox biizy b3ox” + b2y
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<
w

o

< 1'y2 ) x2y2 > 1,3112 )
y3 nyi Izys

\ zy z2y 3y xty 23y
7 7 oy 2y iy

ow

y Ty T T T

S =

(1) ) () () (8) ()

Figura 1.3: Representacion de los campos vectoriales cuasihomogéneos de tipo
(1,3) y grados —1,0,1,2,. ..

(véase Figura 1.4).

Los cambios de variables de grado cero u = ayz, v = (Bay, (con a3y # 0)
que dejan invariante el primer término cuasihomogéneo Fy = (y, byz?)T
son aquellos tales que (3, = oy = 1. Por tanto, dichos cambios son todos

triviales.

Nota: Como se puede apreciar, el tipo mas adecuado es t = (2,3) no sélo
porque coincide con el tipo de la parte principal del sistema (1.6), sino también
porque con esta elecciéon no existen cambios de variables de grado cero que

dejen invariante el primer término cuasihomogéneo.

En la siguiente seccion veremos que la eleccion de este tipo también reduce el

tamano de los co-rangos que caracterizan la correspondiente forma normal.
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(1)) ) () () (3)

Figura 1.4: Representacion de los campos vectoriales cuasihomogéneos de tipo
(2,3) y grados 1,2, ...

1.6. Estudio de un caso de la singularidad de

Takens-Bogdanov

Vamos a aplicar las ideas de la teoria de formas normales cuasihomogéneas
al sistema (1.5.28), bajo la hipétesis byg # 0. Mediante un escalado, podemos
conseguir byy = 1.

Es bien conocido que una forma normal de la singularidad Takens-Bogdanov
es de la forma:

To=y,
. - _ 1.6.29
Yy = (alxl + by 1y) : ( )
1=2
Veremos que la forma normal, usando desarrollos cuasihomogéneos, resulta ser
mas simple que la anterior.

Si fijamos el tipo t = (2,3), la parte principal cuasihomogénea es F; =

ye; + z2ey, cuyo grado es r = 1 (véase Figura 1.5).

Notemos que F; es un campo vectorial hamiltoniano, con funcién de Ha-
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R
02) < = (g)

(B0 <~ = ()g

ey =—=(5) ()

(40) =——— > (x03)

w2 ~—— (3) ()

Figura 1.5: poligono de Newton de campos vectoriales cuasihomogéneos de tipo
(2,3) y grados 1,2, ...

milton h(z,y) = £ (22° — 3y?). En lo que sigue, denotaremos

1
6

u = 22% — 3%

También, denotaremos Dy = 2xe; 4 3ye,. Es facil probar que Dy es un campo
vectorial cuasihomogéneo del tipo t y grado 0. Mas atn, se puede comprobar
que [D(), Fl] = _Fl-

Es facil ver que el desarrollo cuasihomogéneo del campo vectorial respecto

del tipo t = (2, 3) es:

2

T _ Y 20T anry
Y z? biizy bsox® + booy?
azox® + agay? a9 T2y
bar 2%y biox? + bigzy?

De hecho, se puede comprobar que las bases canénicas de los espacios QF son:

& = span {g Ty ey ¥yt e, j=0,... 1},

P | = span {a¥y2-2tle,; gty ey j =0, I}

G = span {22 ey S ey 0L
gl+3 = span {xBijzl*szeﬁ Py =2t ey 1 j =0,...,1; $3l+3e2} ’ -
by = span {a¥y2 2 ey ¥t A2 e, - 5 =0, 1 ¥ Fe ),

t 342, 20—2j+1g . 341, 20A—24+2 . i . 3l44
Q61+5—span{xj+y Itley; atly j+82.j—0,...,l7l’+eg}.
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Maés aun, para las funciones escalares cuasihomogéneas del tipo t tenemos las

siguientes bases:

Pt = span{a¥y? ¥V :j=0,...,1}
= span {:pgjul_j :j:O,...,l},
Pt = span {a¥t2yUlj=0,... 1 -1}
= span {z¥yul 7t j=0,... 11},
P, = span{a¥Tly? 5 =0,... 1}
= span{z¥ ' j=0,...,1},
Pt s = span {a¥y? Ut j=0,...,1}
= span{x:gjyul*j:j:O,...,l},
Pty = span {2ty 5 =0,... 1}
= span{2¥ T2/ j=0,...,1},
Pt s = span {a¥tlyMUH 5 =0, ... 1}

= span {2¥ T yu! I 1 j=0,... 1},

(1.6.31)

1.6.1. Forma normal bajo C*-conjugacién

Para analizar el operador homoldgico bajo C*°-conjugacion:

Ly : QZ—I - QZ
Py — [Pr_1,F4],

el procedimiento es como sigue: En primer lugar, seleccionaremos bases ade-
cuadas en QF |, Q. A continuacién, computaremos la imagen de un elemento

arbitrario de Qf | (expresado en la base seleccionada). Entonces, obtenemos
Ker(Lg). Usando que

dim(Cor(Ly)) = dim(Q}) — dim(QJ_,) + dim(Ker(Ly)), (1.6.32)

computaremos la dimensién de Cor(Lg). En todos los casos, esta dimensién
resultard ser cero o uno. En el primer caso, deducimos que Cor(Lj) = {0}.
Si la dimensién es uno, basta determinar un elemento que no pertenezca a la
imagen del operador homolégico para obtener Cor(Ly).

Analizaremos en primer lugar los casos k = 2, 3:
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s Caso k = 2: En lugar de la base dada en (1.6.30), tomamos:
Q% = span {Fl; :c2e2} , Q% = span {xDg; zye,} .
Los elementos en Qf son de la forma
P, = aF, + 32%,. (1.6.33)
Es facil probar que
Ly (Py) = §$D0 — %xyeg.

Entonces, Ker(Ly) = span {F; }. De (1.6.32) concluimos que dim(Cor(Ly)) =
1. Presentamos dos posibles subespacios complementarios al espacio ima-

gen de Lo:

Cory(Ly) = span{xzDy}, y Cory(Lsy) = span{zyes}.

= (Caso k = 3: Tomando las bases:
Q} = span {xDO; xQel} , Q% =span {xFl; ey ueg} ,
podemos escribir los elementos en Q% como
P, = axDy + fz’e;. (1.6.34)
Después de algunos célculos, obtenemos
L3(P3) = (3a + 28)2F; — aue, — 437%e,.

De esta expresion, deducimos que Ker(L3) = span {0} y usando (1.6.32)
se tiene que dim(Cor(L3)) = 1. Es facil probar que dos espacios comple-

mentarios a Im(L;3) son
Cory(Ls) = span {ue,}, y Cors(L3) = span {z°e, } .
» Caso k=06l+1, conl > 1: En lugar de las bases candnicas, tomamos

las siguientes bases:

yutiey:j=0,...,1

Qo = span{

leﬂ = span {x3jul_jF1 1] = 0,...,l;x3j+2ul_je2 1] = 0,...,l}.

Iyl IR 5 =0,.. .1 — 1;u'Dy; }
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Entonces, podemos escribir los elementos de Qf, como
Pe = pei(r,y)F1 + au'Dy + ga(, y)es, (1.6.35)

donde pe(w, y) = Y2 aya Ly, gga,y) = Lo e yul~

Después de algunos célculos, obtenemos

-1
Loir1 (pau(z, y)F1) = 2Lu'Fy + Z %x:ﬁuzﬁ]_yl _ 5a§*1x3lF1,
j=1
L6l+1 (UZDo) — ulF17
-1
Lei1 (qa(z,y)er) = Z( 1)(Bys1 — 26;)2% 2l ey
§=0

l
—2([ + 1)ﬁlx31+2e2 + Zﬁijjulijll

§=0
Por tanto:
-1
Le1(Pa) = (% + o+ Go) u'Fy + Z 7ar5a§1+3ﬁj RVl O
j=1
-1
_|_73ﬁl—§al—1 {L‘glFl + Z(] + 1)(ﬁj+1 - Qﬁj)x3j+2ul_]e2 - Q(Z + 1)511‘3“_282
§=0

A partir de esta expresién obtenemos facilmente que Ker(Lg1) = span {0},
y usando (1.6.32) obtenemos dim(Cor(Lg1)) = 0. Es decir:

Cor(Lg4+1) = span {0} .

s Caso k =6l+ 2, con [ > 1: Tomando las bases:

ot = span 373jul_jF1 17 =0,....L; yulel;
6l+1 eIt3yylile;  j=0,...,1—1

ot = span $3j+2yul_j_1F1 J=0,..., -1 xulDo;
6142 w2yl e j=0,...,1

Entonces, podemos escribir los elementos de Qf,,; como

Poi1 = peir1 (7, y)F1 + ayuler + g1 (2, y)en, (1.6.36)
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donde pers1(w,y) = Yoj_g a7, qarya(,y) = 352y Bia¥ yul I,

Después de algunos célculos, obtenemos

-1
4 3542, 1—j—1
L6l+2 (p61+1(x,y)F1) = —23(j—|—1)aj+1x J+ yu J Fl,
§=0
Lo (yler) = 32Dy — Jaule,
-1
5 ! 3j45)8;—(65+7)Bj—1 342 1—i
Lorso (g1 (2, y)er) = Ha’y 61+Z(J )55 éj Bit 3742 1—jg,
j=1
-1
61-+13)8,_1 31 ; il
_( 3)61 1x3+2e1+225jx3]+2yu IR,
j=0
Por tanto:
-1
Lo2(Poy1) = —5%2%0'e; + Z (1000, (O Ts 1 3742y i g
j=1
_ (6l+1§)5171x3l+261 1 %O‘xulDO

1—
+) (28; = 3(j + Do) 2 Pyt Fy.
J

—_

Il
=)

Utilizando esta expresiéon obtenemos que Ker(Lg 2) = span {ulFl}. Y
de (1.6.32) deducimos que dim(Cor(Lg2)) = 1. De la misma expresion
es facil deducir que dos espacios complementarios al espacio imagen del

operador homoldgico son

Cory(Lgj42) = span {:pulDo} , v Corg(Lgi2) = span {xBl“yeg} )

= Caso k= 6l+ 3, con [ > 1: Tomando las bases:

¢ w32yt~ Ry L =0, 1 — 15 zu!D;
Qg0 = span ’

22l e 5 =0,...,1
o IR =0,
= span o , .
03 rIu ey j=0,...,1+1

Entonces, podemos escribir los elementos de Qf,, como

Poir2 = parro(2,y)F1 4+ azu'Do + gerr2(7, y)er, (1.6.37)
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donde pei12(z,y) = sz) a2, y) = Zé-:o B2l

Después de algunos célculos, obtenemos

-1
Lei+3 (poig2(z,y)F1) = —%%leFl + Z (Gﬁl)aj*gf(gjﬁ)aj DA Tl O
j=1
+(61 + D ay_ 123 Fy,
L61+3 (ZL‘UZDQ) = 31’UlF1 - ul+1e2,

!
Leits (qei2(z,y)er) = Z(&j +2)3;2* I F,

§=0
I4+1
=) (Bi+ 1Bz u T e,
j=1
Por tanto:
Lei13(Peiy2) = 7904—2050%50 zu'Fy
-1
+ Z (6J'+1)04g>1*(3J'43r2)aj+3(3j+2)5j x3j+1ul*j]_:‘1
j=1
+((6l + Vey_q + (31 +2)3) 2¥ T F,
I4+1
—ozul+1e2 — Z(?)j + 1)ﬁj_1x3jul_j+1e2.
j=1

De esta expresién obtenemos que Ker(Lg.3) = span {0}. Usando (1.6.32),
obtenemos dim(Cor(Lg.y3)) = 1, y dos espacios complementarios a Im(Lg3)

son:

Cory (Leiys) = span {u'"'es}, 'y Cora(Lgiss) = span {z% e, } .

s Caso k =6l+4, con [ > 0: Tomando las bases:

t _ YRR R B N NS . 3143
643 = span{xj uwFyx7u 7 ey =0, x eg},

t _ YT S Y B N S . 3143
fld = span{xjyu TFy 2%u ™7 e 1 j=0,...,Lx el},
podemos escribir los elementos de le 43 COMO

Poris = pers(z, y)F1 + qorgs(z, y)es, (1.6.38)
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donde pgy3(z,y) = Zé’:o a2 sz y) = Zij) Byl =i+t

Después de algunos célculos, obtenemos

I
Loi+a (peiys(z, y)F1) = (35 — Doz yu' 7 Fy,
=0
I
Loiva (gor3(z,y)e2) = — Z 3(j + 1)Bjsax¥yu'7F,
=0

I
+Z (27 +1)8; = (j + 1)Bj1) a¥u/ ey
j=0

+(2l + 3)Bl+1x3(l+1)el.
Por tanto:
l
Loa(Peos) = — > (37 + D — (3j — Do) a¥yu' 7 Fy
=0

!
+ (27 + DB = (G + D) a¥u ey
j=0

+(2l + 3)Bl+1x3(l+1)el .

De esta expresion es facil probar que Ker(Lg4) = span {0}, y utilizando
(1.6.32) deducimos que dim(Cor(Lg14)) = 0, por tanto

Cor(Lg4+4) = span {0} .

= Caso k= 6l+ 5, con [ > 0: Tomando las bases:

t _ 35, A= . 30, =il L . .3143
Qb1ia = span{x yu 'Fi; ¥ u e:)J=0,....;z el},

le+5 = span {173j+2ul_jF1;1’3j+1ul_j+1eg =0, .7l;$3l+4e2} ’
podemos escribir los elementos de Qf,,, en la forma
Perra = porra(z,y)F1 + qarra(r, y)er, (1.6.39)

donde pei14(z,y) = Zi‘:o a;xyut™, qeyaz,y) = Zéi) Biaul=It,
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Después de algunos célculos, obtenemos

-1
Lervs (Porra(z,y)F1) = — Z (27 + Doy — (5 + D) 2% 20 IF,
j=0

— (20 + Dayz®?Fy,
I

Loi+s (gor+a(z,y)e1) = — Z 3(j + 1) B 1™ Ul I,
=0
141
+ Z(Sj +2) 3% i ey,
=0
Por tanto:
-1
Lois(Pora) = =Y (25 + Dy = (j + Daga +3( + 1)8;41) 220 F,
=0
—((21 4+ Dy + 3(1 + 1) Brpy) 2%2F,
I+1
+ Z(?)j +2) 3%y ey,
=0

De esta expresién resulta Ker(Lg,s) = span{0}. Ademds de (1.6.32)

probamos que dim(Cor(Lg.5)) = 0, y entonces

Cor(Lg45) = span {0} .

Caso k =6l + 6, con [ > 0: En este tltimo caso, tomando las bases:

o ~ o 22 TR =0, 0= 1;

2Ty =IF c 5 =0, ..., Lyt Dy;
= span , , , ,
Iyt tley  j=0,... 1 +1

yulTley 15 =0,... L xultle,

t
Q6l+6

podemos escribir los elementos de le 45 en la forma
Pois = peris(2, Y)F1 + gerys (2, y)es + axu'tley, (1.6.40)

donde pei15(z,y) = Zé-:o ¥ s (L y) = Zé-:o Bty ul .
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Después de algunos célculos, obtenemos

l

Leiy6 (poi4s(z,y)F1) = _Z(3j+2)aj$3j+lyul*ij
Jj=0

Leit6 (qoi5(7, y)es) = Zﬁj AR TITc) (I 3yu

7 yu

+Z(3J+1)ﬂ] (6j45)8j—1 .35, I— j+1e2

61411
__( +3)ﬂzx U+J)y62’
Loiio (zues) = u'™'Do — Jyules.
Por tanto:
l
Lei16(Peiys) = Z (3j +2)ay — B3;) ¥ yuF, + $u' Dy
7=0
_ 15a— 2ﬁ0 e + Z (3j+1)B;— (6J+5)ﬁy 1x33yul j+1e2

_ (s )3 (z+1)ye2'
A partir de esta expresién, obtenemos Ker(Lg;6) = span {0}. Ademés
dim(Cor(Lgy6)) = 1 (véase (1.6.32)), y dos espacios complementarios al

espacio imagen del operador homolédgico son

3l+3

Cory(Lgi6) = span {ul“DO} , ¥ Cors(Lgs) = span {z*yey } .

Utilizando cada uno de los espacios complementarios al espacio imagen del
operador homoldgico (Cor; y Cory), determinados en cada uno de los casos
considerados anteriormente, conseguimos diferentes formas normales. En el

primer caso, tenemos:

Teorema 1.6.19 Una forma normal para el sistema (1.5.28) bajo C*®-conjugacion

€es.

< x ) — < 92 ) + Y (qru'Dy+ dutley + u't'Dyg) . (1.6.41)
l
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En el segundo caso, tenemos:

Teorema 1.6.20 Una forma normal para el sistema (1.5.28) bajo C*-conjugacion

es:

i =y, (1.6.42)

o
9 3141 3143 3143
y = x +E (b3r22™ 1y + A58 + byaa®y)
1=0

Comparando la anterior forma normal con (1.6.29), observamos que el nimero

de monomios ha sido reducido en gran medida.

1.6.2. Forma normal bajo C*-equivalencia

Aplicaremos las anteriores ideas para el caso de la singularidad Takens-
Bogdanov considerada en la Subseccién 1.6.1. Como comentamos en la Seccién
1.3.5, en primer lugar calculamos un espacio complementario al espacio imagen

del operador lineal

. t t
Ek:—l : :Pkd 9:])1971

fka - ka—z -Fy.

Como antes, escribiremos los elementos de Pt _, usando las bases dadas en
(1.6.31). A continuacién, calculamos la imagen de un elemento arbitrario, y

entonces obtenemos el nucleo de £;,_;. Como
dim(Cor(¢y_1)) = dim(P}_,) — dim(P}_,) + dim(Ker(fx_1)), (1.6.43)

conocemos dim(Cor(fx_1)), el cual resulta ser siempre cero o uno. En este
ultimo caso, obtenemos Cor({)_1) encontrando un elemento que no pertenezca
a Im(fk.,l)

» Caso k = 2: Este caso es trivial porque Pf = span {1}, Pt = {0}.
Entonces: Ker(¢;) = span {0}, y

Cor(¢;) = span{0}.
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» Caso k= 3: Ahora, Pt = {0} y P} = span {z}. Es facil mostrar que
Cor(ly) = span{z} .
» Caso k = 6l+ 1, con !> 1: Los elementos arbitrarios en P§,_; son de

la forma pg_1(x,y) = Z;;% Lyl

obtenemos:

. Después de algunos calculos,

-1
261(/161,1(% y)) = —'%Oul + Z wlﬁjulfj + %ZL‘BZ.

j=1
De aqui, deducimos que Ker({g) = {0}. Utilizando (1.6.43), se tiene
dim(Cor(¢g;)) = 1. Puesto que u' no pertenece a Im(fg), un espacio

complementario al espacio imagen de /g es

Cor(¢g;) = span {ul} :

m Caso k =6l+ 2, con [ > 1: Podemos escribir los elementos de iP'él en la
forma pg(z,y) = Zé’:o v;23u!=I. En este caso, se obtiene

I—

Cor1(per) = 3(j + 1)y a2 2yul

J

Entonces, Ker(lg1) = span {u'}. Ademds, utilizando (1.6.43), deduci-

mos que dim(Cor(4541)) = 0, por lo que

[y

Il
=)

Cor(lg4+1) = span {0} .

» Caso k = 60+ 3, con [ > 1: podemos escribir los elementos de P,

como figri1(7,y) = Zi.j) 7,23 2yu!=I=1 Después de algunos célculos, se
obtiene

-1 ‘
f6l+2(,u6z+1) _ —%xul + Z (63+1)w—g—(3j+2)w.7 3T (6l—13)w_1x3z+1'

j=1
En consecuencia Ker(¢g+2) = {0}. Por lo tanto, dim(Cor(¢g,12)) = 1. Co-
mo zu' no pertenece al espacio Im(£g ), concluimos que un subespacio

complementario a Im(4g2) es

Cor(lg42) = span {zu'} .
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m Caso k =6l+4, conl > 0: Los elementos de ngl 4o se pueden escribir

l . s
como figir2(2,y) = 3. 12¥ Tl 7. En este caso obtenemos

!
Corva(parsa) = Y _(3j + 1)yya®yu’™.
=0
A partir de aqui, resulta Ker(¢g43) = span {0}. Por tanto dim(Cor({g3)) =
0, y entonces
Cor(lg14+3) = span {0} .

m Caso k = 6l 4+ 5, con [ > 0: Los elementos en ngl_l son de la forma

perrs(z,y) = Zi’:o v;x¥yu!~I. En este caso, obtenemos

1—

Corra(pterrs) = Y (25 + 1)y — (7 + D) 2720 4 (14 1)y,
j

[y

Il
=)

Utilizando esta expresién, podemos comprobar que Ker(lg4) = {0}.

Ademas, dim(Cor(¢g14)) = 0, y por tanto
Cor(lg+4) = span {0} .

» Caso k = 6l + 6, con [ > 0: podemos escribir los elementos en P,

l . i
como pigrya(,y) = 325 v¥ 2!, En este caso:

l

Cors(porra) = Z(3j + 2)ya  yu! .
=0

A partir de aqui deducimos que Ker(45,5) = span{0}, y por tanto
dim(Cor(lg+5)) = 0. Es decir;

Cor(lg115) = span {0} .

Una vez hemos determinado Cor(f;_1), estudiamos el operador homoldgico
bajo C*-equivalencia:
,Ck : 271 X COI‘(gkfl) — QZ
(Pr—1, 1) = L1 (Pg—1) + p—1 F1.
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Con este fin, escribimos Pj_; como en la subseccién previa y expresamos fix_1
en las bases anteriores de Cor({;_1). Una vez hemos expresado (Py_1, fix—1)
convenientemente, calculamos su imagen. Esto permite determinar Ker(Ly).

Usando que

dim(Cor(Ly)) = dim(Q}) — dim(Q¢ ;) — dim(Cor(¢;_1))

' (1.6.44)
+dim(Ker(Ly)),

podemos hallar un subespacio complementario a Im(£Ly). Analizamos los dife-

rentes casos:

= Caso k = 2: escribimos Py como en (1.6.33) y py = 0 € Cor(¢y).
Entonces, los operadores homolégicos bajo C*-equivalencia Lg o v C*-
conjugacion Lg o coinciden en este caso. En particular, deducimos que
Ker(L£y) = span {(F,0)}, y también que dos subespacios complementa-

rios son

Cory(Ly) = span{zDg}, y Cory(Ly) = span {zyes} .

» Caso k = 3: escribimos Py como en (1.6.34) y po = vyo € Cor((y).

Después de algunos célculos, obtenemos
L3(Py, po) = (3a+ 28 + v)aF, — auey — 431%e,.

De esta expresién, obtenemos Ker(L3) = {(0,0)}. Usando (1.6.44), de-

ducimos que dim(Cor(L3)) = 0, asi que

Cor(L3) = {0}.

= Caso k =6l + 1, con [ > 1: Ahora, escribimos Pg como en (1.6.35) y
per = yu! € Cor({g). Es facil ver que

-1
Lor1(Pet psr) = (82 +a+fo+7) u'Fi+ Z 73ﬂj+a‘73_5a‘7_1$3jul7jF1>
j=1
-1
R ST Z(j + 1)(Bj41 — 28;)2% P ul ey
=0
—2(1 + 1) Bz’ ey,
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De esta expresion, obtenemos Ker(Lg 1) = span{(ulDO, —ul)}. Tam-
bién, de (1.6.44), resulta dim(Cor(Leg41)) = 0, y entonces

Cor(Lg41) = {0}.

Caso k = 6l + 2, con [ > 1: Escribimos Pg1 como en (1.6.36) y
ter1 = 0 € Cor(lgy1). Por tanto, el operador homolégico bajo C*-
equivalencia Lg 9 coincide con el de C*°-conjugacion. En particular, de-
ducimos Ker(Lg2) = span{(ulFl, O)}, y dos subespacios complemen-

tarios son

Cory(Lg42) = span {:pulDo} , v Corg(Lg12) = span {xgl“yeg} )

Caso k = 6+ 3, con | > 0: Escribimos P, como en (1.6.37) y ug12 =

yzu! € Cor(lg42). Tras algunos calculos, obtenemos

_ 9a—2ap+680+3 l
Lo 3(Peiya, pirre) = 52 au'Fy
-1
6j+1)0; 1 —(3j42)o;+3(3j4+2)8; _3j+1. 1—j
_|_§ : (65+1)aj—1—( J;r )oj +3Bj+2)0; .3j+1, 1 iF,

j=1
+ (61 + g1 + (31 +2)3) 2" T'Fy — au'te,
I+1
- Z(?)j + 1)ﬁj_1x3jul_j+1e2.
=1

De esta expresion, deducimos que Ker(Lgi3) = {(0,0)}. Ademads, de
(1.6.44) se obtiene dim(Cor(Lg43)) = 0, y entonces

Cor(Lg13) = {0}.

Casos k = 61 + 4,60 + 5,60 + 6, con [ > 0: En estos ultimos tres casos,
tenemos Cor(¢;) = {0}. Entonces, L, coincide con Ly, y podemos utilizar
los célculos anteriores. En particular, deducimos Ker(Ly) = {(0,0)}, en

las tres situaciones. Mas aun,
COI"(,C61+4) = COT(£61+5) = {0},
mientras que dos espacios complementarios a Im(Lg16) son

Cory(Lee) = span {u'"'Do}, y Cory(Lers) = span {yz* ey} .
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Utilizando cada uno de estos espacios complementarios, conseguimos diferentes

formas normales bajo C*°-equivalencia.

Teorema 1.6.21 Una forma normal para el sistema (1.5.28) utilizando C*-

equivalencia es:
T = y N l I+1
' - 2 | T Z (carrazu'Do + cygu' ™' Dy) . (1.6.45)
Y L 1=0

Teorema 1.6.22 Una forma normal para el sistema (1.5.28) utilizando C*-

equivalencia es:
T =y (1.6.46)

y = '+ Z (bs22™ 'y + bypaa™y)
1=0

Comparando (1.6.46) y (1.6.45) con (1.6.42) y (1.6.41), podemos ver las ven-
tajas de utilizar C*°-equivalencia. De hecho, podemos observar que usando

C*>-equivalencia conseguimos eliminar una tercera parte mas de los términos.
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Capitulo 2

Determinacion topologica de

campos planos

Todo este capitulo esta dedicado a la determinacién topoldgica de cam-
pos planos. Consideraremos un tipo t = (¢1,%2) y un sistema analitico plano

desarrollado en grados sucesivos respecto al tipo t de la forma:

( ) ) = Fla,y) = > Frisla.p). (2.01)
Y =0

donde F = (P.Q)" y Fryj(,y) = (Prajin (2, 9), Qrijins(,9)" € Qs
F(0) = 0 y 0 es un equilibrio aislado del sistema (2.0.1).

El problema de la determinacion topologica fue resuelto por Brunella &
Miari [17], excepto el caso monodrémico. Otro problema clésico en el estudio
de las singularidades de sistemas de ecuaciones diferenciales analiticas en el
plano es caracterizar cuando un punto singular es de tipo centro-foco (un pun-
to singular es de tipo centro-foco si es un foco o un centro), en lo que sigue nos
referiremos a este problema como el problema centro-foco o el problema de mo-
nodromia. Desde luego, si la parte lineal del punto singular es no degenerada,
la caracterizacién es bien conocida. Cuando la parte lineal es degenerada pero
no idénticamente cero, el problema ha sido resuelto (véase Andreev [10]). La
principal dificultad para resolver el problema de monodromia aparece cuan-
do el punto singular tiene parte lineal idénticamente cero. Aunque este caso

fue resuelto por Medvedeva [51], nuestro enfoque aporta mejoras tanto en el

61
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aspecto tedrico como en el computacional, ya que presentamos un algoritmo
mas simple, que utiliza informacién tanto de la parte conservativa como de la

disipativa del sistema.

2.1. Preliminares

Notaciones y definiciones

= Escribiremos las componentes del campo F en la forma P(x,y) = > a;;a'y’ ™,

Q(z,y) = > bjjz"tyl. Por completitud volvemos a definir los mismos
conceptos dados en la Subseccién 1.3.2, ahora en el caso plano. El soporte
de F, supp(F), es el conjunto de pares (i, )7 tales que (a;;, bi;)T # (0,0).
Los puntos (i, )T pertenecientes a supp(F) lo denominaremos puntos
soporte. Al vector (a;;,b;;)" lo denominaremos vector de coeficientes del
punto soporte (i,7)7 . El ezponente de un punto soporte (i,7)7 es la
cantidad

bij : .
{E’ si a;; #0;

oo, st a; =0.

= Consideramos el conjunto

U (GH"+R2),
(i,5)T €supp(F)
donde R? es el cuadrante positivo. La envolvente convexa de este conjun-
to se denomina poligono de Newton del campo vectorial F y su frontera
consiste de dos rayos no acotados y una linea poligonal, (pudiendo ésta
reducirse a un solo punto). La linea poligonal I' se llama diagrama de
Newton del campo vectorial F. Los segmentos (acotados o no) de I' se
llaman caras. Los puntos que unen las caras de I' y sus puntos finales son

llamados vértices del diagrama de Newton.

= Si la frontera del poligono de Newton de F contiene un rayo no acotado
que no pertenece a ningin eje coordenado, decimos que es una cara no

acotada del poligono de Newton.
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= Los vértices del diagrama de Newton que no pertenecen a ningin eje

coordenado se llaman interiores.

= Sea ¢ una cara del diagrama de Newton I' y sea m € Q su pendiente.
Si % = % con t1,ty € Ny, el tipo t = (¢1,%3) se denomina tipo asociado
ala cara (y % exponente de £. El exponente de una cara no acotada
horizontal (vertical) se define como oo (0 respectivamente) y su tipo
como (0,1) ((1,0) respectivamente). El exponente de un vértice V' es el

exponente de su punto soporte y lo denotaremos ay, .

= Dado un vértice interior V', denotaremos /¢, ¢ las caras adyacentes a V' su-
perior e inferior (pueden ser no acotadas) respectivamente de exponentes

oy y o respectivamente.

= Si A(z,y) es una funcién escalar entonces denotaremos por X, al campo
hamiltoniano que tiene por funciéon de Hamilton h. Més concretamente,

X, = (—%’ 9T Si h(z,y) € Pt entonces X, € Qz,m-

= Denotaremos por A el producto cuna definido sobre dos campos planos
F,G como F A G = (Fe;)(Gez) — (Fey)(Gey).

= Se deduce directamente de la definicién que si F € QF y G € QF entonces
FAGec Pt

k+1+(t|

= Si p, ¢ son polinomios en las variables x e y, entonces se define el parénte-
sis de Poisson como {p, ¢} = —g—g% + %g—ly’, por tanto {p, ¢} = X,AX, =
Vp - X,.

= Denotaremos por Dy el campo cuasihomogéneo del tipo t y grado cero
definido como Dy = (t1z, toy) L.

= Si P es una proposicién denotamos por xp € {0,1} y toma el valor 1 si

P es cierto y el valor 0 en caso contrario.

Lema 2.1.23 Sean p € P} y g € P}. Entonces {p,q} € P,

Demostracién: {p,q} = Vp-X,, el resultado se obtiene utilizando el Lema
1.5.8. [
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2.2. Descomposicion conservativa-disipativa

A continuaciéon demostramos que, fijado un tipo t, cualquier campo cua-
sihomogéneo de un determinado grado se puede descomponer de manera unica
como suma de dos campos cuasihomogéneos del mismo tipo y grado que el
campo original: uno con divergencia nula y el otro con divergencia igual a la
del campo original. Esta descomposicion, que generaliza a las dadas para el
caso homogéneo por Baider [14] y Collins [23], serd concretada a continuacion.

Utilizando el Lema 1.3.10, definimos los operadores lineales

dy : QF — Pt Dy : P — QO
P, — ﬁmdiv (Px), e — Do,

y los subespacios:

C; = Ker(dy) = {Py € Q} : div(Py) =0},

Es trivial probar que Dy, es inyectivo y por tanto D} es isomorfo a Pf. También
es facil ver que C! es isomorfo a los campos hamiltonianos cuasihomogéneos de
k p g
grado k, Hamy,.
Los elementos que pertenecen a Cf serdn llamados conservativos, mientras

los elementos en D} diremos que son disipativos.
. P 0 —1
Denotemos a la matriz canénica simpléctica como J = . Recor-

demos que esta matriz satisface J~' = J7 = —J (en particular, J* = —1I).
Denotemos también JVh = X}, al campo hamiltoniano con funciéon de Hamil-
ton h.

Definimos los operadores lineales:

. t t . t t t
Chalt] © Qp — Tk;ﬂt\ Cr - Tk—i—\t\ — G, C 9y
1
Pk - k+|t|DO A Pk7 Mg41t| — X,ukﬂtp

Observemos que ¢y | (Pg) es el producto escalar de Dy con un vector ortogonal
a Py, . También, Ci(ftr+4¢)) s un vector ortogonal a V(¢ (en particular, su

divergencia es cero, por lo que Ci(ptpt)) € CF).
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Proposicién 2.2.24 C} es un isomorfismo.

Demostracion: Cy es inyectivo ya que si p € Ker (Cy) debe cumplir Vi =

0, por lo que p es constante, y la tnica constante que pertenece a iPk +¢ ©8
justamente p = 0.

C}. es sobreyectivo, porque para cada Py € Cf (i.e., div (Py) = 0), existe
p € Ppipy tal que Py = X,. Por tanto Dy APy = V- Do = (k + [t))u, ¥

entonces Py = X, = Xpip, = Cj, (ck+|t| (Pk)) [ ]

kHt\

Consideramos ahora los operadores lineales:

mo ool —Dicg ool —cical
P, — Dy ody (Py), Py, — Cy o cppp (Pr).
Hemos usado el super-indice d porque la parte disipativa preserva la divergen-
cia de Pg. También, el super-indice ¢ denota que esta parte es conservativa,
(tiene divergencia cero).
La siguiente proposicién prueba que estos operadores son proyecciones. En

particular, estos operadores se utilizaran para descomponer cualquier campo

P € QF como suma de un campo vectorial conservativo mds otro disipativo.
Proposicion 2.2.25 Se tienen los siguientes resultados:

(a) TI¢ y IIS son involuciones, i.e.: (H%)2 =11, y (1I5)° = IIS.

(b) Qf =Ci@D}. Mds aun, TIj, + I, = idg: .

Demostracién: En primer lugar afirmamos que dj o Dy, and cjyp¢ © Cj son

operadores identidad. Concretamente:

dgo Dy (p) = dp (uDo) = kﬂt\le(uDo) i (V- Do + pdiv (Do)
= k+|t| (k,u—l—,u|t|)

Ck+|t| © Cr(p) = k+|t|DO N Xy V,u Do = p.

k+|t|

A continuacién probamos las afirmaciones de la Proposicion.
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(a) Utilizando las anteriores propiedades obtenemos:

(Hg)2 = DkodkODkOdk = Dkodk = H%,

id
(HZ)z — Ck; Ock+|t| OCk‘ OCkJr‘t‘ = Okock+‘t‘ — Hi
id
(b) SeaPy € Qf, y escribimos P = 11}, (Py,) = Dy (div(Py)) = 3div(Py)Do.

Entonces:

div(P) = div (Ldiv(Pk)DQ

= kk-}—\t\le(Pk) + k+|t|le(Pk)|t| = div(Py).
Denotamos PS¢ = P, — P{. Entonces:
div(P§) = div (Py — I} (Py)) = div (I} (P — I}, (P)))
= div (I} (Py) — ()" (Py)) = 0.
Més atn, P§ = II§ (Px) porque II{ (II{(Py)) = 0.
Esto prueba que Qf = Cf + D}. Ademds, Cf N Df = {0}, porque si

t _ 1 .
P, € D; con Py, = kaDO, entonces:

div(Py) = div (ﬁltlukDO) = k+|t| (Vg - Do + pxdiv (Dg))

kpgp+ltlpe
ko] Mk

Si ademds, Py, € Cf, entonces div (Py) = 0, esto es ux = 0. Luego Py = 0.

]
Nota: Dado Fy € Q¢ la Proposicién 2.2.25 nos permite escribir
Fr = X,y + Do, (2.2.2)
con py = dﬁi’f) € Py hiype) = k+|t|k € Phryg-

En este capitulo, y por brevedad, denotaremos p = p, y h = hy g

En lo que sigue, denotamos F¢ = II$(F), F¢ = II{(F9), para cualquier
Fe Q.
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2.3. El espacio vectorial P} y sus propiedades

El espacio vectorial de los polinomios homogéneos es bien conocido. Por
ejemplo, cualquier polinomio homogéneo de grado 4 se expresa como ps =
ot o 23y +asr®y? +aszy+asy? v asi podemos asegurar que su dimensién es
5. Para los polinomios cuasihomogéneos estas cuestiones son més complicadas.

Consideremos, por ejemplo, el tipo t = (3,7). Se tiene que

Pt — ), Pt — 0, P (1), PL—0, Pt — 0,
Pt = (2?), Pt = (y) PE=0 P = (2%, PY=(xy),
:Ph =0, ?11:2 = 2 ?11:5 = <$5> )

(@), P =(2%y), PL= ("),
jﬁifﬂ - <l’3 > ) ?11:7 = <£L‘y2> ’ ?11:8 = <$6> ) ?11:9 = <ZL‘4y> ’ ?12:0 = <$2y2> )

P = (27,97,

Se puede apreciar que, para algunos grados, el espacio vectorial se reduce al
vector cero. Para otros, la dimension sigue pautas mas complejas. El propdsito
de este apartado es proporcionar bases adecuadas del espacio vectorial P¢
(véase el Lema 2.3.26), que utilizaremos en el resto de esta memoria. También
describiremos algunas propiedades de dim (P}).

Dado el tipo t = (¢1,t3) con t1,ts € N, primos entre si, definimos el conjunto
Tt = {k = kit + koty + kgtltg € NO k< to, ko < t1, kl, kQ, kg € No} .

Notemos que, si k € Z*, entonces los enteros no negativos ki, ks, k3 son
unicos ya que si existieran dos ternas de niimeros kgl), kél), kil) y k§2), kg), kf)
que verificaran las condiciones entonces, se tendria (kf) - kf))tl = [(k;(f) -
k:él))tl + (k§2) — k;l))]tg. Por ser t1,%, primos entre si y 0 < k:f) <tg,1=1,2
serfa ki = k:?) y por tanto |k::(32) - k§1)|t1 = [k — k:§2)|. Como 0 < k;g) < ty,
i=1,2sellegaaque0 < \kél) — kéz)\ < 1, de donde k§2) = kél) y k2 = kY.

Por otra parte, puede comprobarse que la suma de dos elementos de Z*
también pertenece a Z°.

Los elementos de Z% corresponden a conjuntos no triviales Pt. Concreta-
mente, si P, # {0}, entonces para cualquier monomio z™y" € Pt tenemos
mt; + nty = k. Si escribimos m = mity + ky con 0 < k1 < t1, n = nty + ko

con 0 < ky < to, tenemos k = (m + n)t1ty + kots + kity y k pertenece a Z*.
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Reciprocamente, si k € It entonces k = kit + koty + kstits y a¥3t2TF1yk2 e5 el
monomio con mayor exponente en z. El resto de monomios en P se obtienen
de forma facil a partir de él.

El siguiente Lema resume estos resultados, proporcionando una base del

espacio vectorial Pt.
Lema 2.3.26 Sea k € Ny y t = (t1,t2). Entonces:
a) Pt = {0}, si k ¢ 7%, Pt = span {1}.
k 0
(b) Pt = span {akr+izte=iykettii . j =0 . k), si k€It {0}.

Este Lema nos permite escribir cualquier polinomio cuasihomogéneo de tipo t

y grado k € Z% como

D ( _ xlmykz Za xtQ(ks 7) ]t1 (2.3.3)

y por tanto
dim (P}) = ks+ 1. (2.3.4)

Ademds, pi(z,y) tiene asociado otro polinomio homogéneo pio™ de grado k3

en las variables X = z'2) Y = gy
def om
pr(ry) = aMyPpm(XY) (2.3.5)

Esta expresién nos permite factorizar py(x,y) de la siguiente manera: Su-
pongamos que Qg, = -+ = Qga+1 = 0y ag,—; # 0. Entonces pi(z,y) =
Fiyka X1 21“” o a;(Y/X)7.Si\; € Cson las raices del polinomio Zkiol o, (Y/X)7,
llegamos a la mencionada factorizacion:

kz—1
pr(2,y) = gy g™ T2y I_I(Qﬁ1 —M\z), N\, eC (2.3.6)

j=1
Utilizando (2.3.6) se tiene una expresién de h en producto de factores irre-
ducibles sobre C[z,y|. Ademads, utilizando un escalado, podemos suponer que

el coeficiente lider de h en la variable y sea uno, esto es:

m

hry) = amy™ [[@" = Na')™, (2.3.7)

J=1
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donde m, m;, m, € No; mj € Npara j=1,---,m; \; € C\ {0} paral < j <

m, y A # A\; para ¢ # j. En lo que sigue denotaremos h = H?Zl fjmj donde

fi(z,y) seran factores irreducibles de la forma x, y o bien y"* — X\;z".
Anélogamente se obtiene una expresiéon de h en producto de factores irre-

ducibles sobre R|x, y]:

M N
h(z,y) = amy™ [ [ —aa)™ [ ] 10" = ae)* +032°2]", (2.3.8)

j=1 j=1
donde ahoran; € Nparaj=1,---,N;a; € R\{0} paral <j < Mya; #a;
para i # j, a;,b; € R, b; # 0 para j =1,---, N, (a;,b;) # (a;,b;) para i # j.
Dado un determinado tipo, t = (t1,t2), con ty,t2, € N, t; < ty y primos
entre sf, la primera cuestién que nos planteamos es mostrar que P¢ # {0}
para todo k suficientemente grande. Para el tipo t = (3,7), ya hemos visto al
principio de esta seccién que Pt # {0} para k > 11. El siguiente lema recoge

este resultado.

Lema 2.3.27 Dados k,t1,t3 € N con ty,ts primos entre st y k > tito —t; — 19
entonces k € It.

Demostracion: Al ser tq,to primos entre si, por la identidad de Bezout, existen
m,n € N tales que 1 = mty —nt;. Ademas, podemos elegirlos tales que m < ty,
n < ty. Observemos que m < t; ya que, en caso contrario existen m, h € N con
m < t1 y tales que m = m + ht;. Como todos los pares (m + hty,n + hts), con
h € Z, cumplen también la identidad de Bezout, basta tomar el natural m maés
pequeno que es menor que ti. Por ser m < t; entonces mty = 1 + nty < tqts,
por lo que también se tiene n < ts.

Consideremos ahora k = l~€3t1t2 4+ r con r < tity. Entonces, utilizando otra
vez la identidad de Bezout, obtenemos k = 12:3t1t2 + rmty — rnt;. Si tomamos
rm = ht;{+7, con 0 < 7 < t1, se obtiene k = 7ty —at; con a = Tn—htg—lzfgtg. Si
probamos que a < 0 se pueden encontrar los valores de ks, ko, k1 que permiten
asegurar que k € Z*. Ahora bien, por hipdtesis se sabe que k = 7ty — at; >
(t; — 1)ty — t1, por lo que (t; — 1 —7)ta + (a — 1)t; < 0. Como t; — 1 —7 >0,

deducimos que a < 0, como queriamos demostrar. [ ]
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Lema 2.3.28 Sis € N, k € Ny, entonces
dim (P},,,,,) = dim (P}) + s
Demostracion:

(a) Sik ¢ I se tiene que dim (P) = 0. Ademads, por el Lema 2.3.27, ha de
ser k < tity — t; — to. Por lo tanto: stite < k + stite < (s + 1)tat; —
tQ — tl = (8 — 1)t2t1 + (tl — 1)t2 + (tz — 1)t1, de donde k& -+ Stltz c It y

dim (P,,,,.,) = s
(b) Si k=0 el resultado es trivial

(c) Sik eI\ {0}, entonces se verifica k + stot; = (k3 + s)tita + koto + kit1 y
por lo tanto serd dim (Pf,,, . ) = ks + 1+ s = dim (PE) + s.

]

El siguiente lema nos muestra como afectan los cambios de variables de grado

cero a un sistema cuasihomogéneo.

Lema 2.3.29 Sea F, € Q' F, = X, + uDy. El cambio de variables de grado

cero:
U = 3T+« —nyh,
W k=Y (2.3.9)
= QaX{H=1}T7 + oy,
con A = [ozgoz4 — 041042)({1;:(171)}] # 0, transforma el sistema x = F.(x) en

(1, 0)" = F, = X; + iDy donde:
h(u,v) = Ah(z,y),
filu,v) = p(z,y)

Demostracion: Calculemos en primer lugar la funcion de Hamilton de la parte

conservativa del nuevo sistema:

h(u,v) = ﬁDo AF, = tiur — tyou
= ﬁ [h(a:ﬂ + OélX{tgzl}ytl)(t2042)({t1=1}9€t2_1$' + ouy)
—ta(aax(n =132 + auy)(sd + troa X =13y 1Y)
= ﬁ [043064 — 061042X{t=(1,1)}] (tixy — tayd)

= Ah(z,y)
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Teniendo en cuenta que el cambio inverso es

1—t
a4, a1Qy " X{tg=1} !

N A )

1—tg
_ @2Q3  “X{t;=1} , t2 as
y = ———ax u +KU’

la divergencia del nuevo campo es:

div (Fr> = % + Z Oéaau + tiar X =13 y" - y + taaaX 1 =13 2" 18“ + ay
oz Oz —10y oz

10% Ox

—10i oz t2—10i Oy 9y Oz 9y 9y
+t2a2X{t1=1}x dx Ov + tQOéQX{tl:l}x Ay v pae! Oz dv o Oy Ov

2—19
_ osas 9i _ P29y aX{=1}

= 35,5, T 322 3y 3u 44 ?51061X{t2_1}3/ s0u T t1041X{t2_1}y 12—3%

to—19d + t1a4a1X{t2:1}yt1_l Oy 201X{t=(1,1)} 8y

A Ox A oy A ox A

Q201X {4=(1,1)} Ji + t20¢30¢2X{11:1}xt2—1@ . t10¢4 Laixqey—1y t1—18y +

A oz A dy A

2—t
Q304 — 021 X {t=(1,1)} d% Q34— X{t=(1,1)} Oy taazag 2X{t1:1}[(0¢31)

t2—17ut2—1]

0y

azoy 0Y

A Oy
oz

- A or T A dy A

2—t — —
tiag tarxgy=1y [(aay)1 T =011 gy
A oz

= div(F,)
]

El siguiente lema trata sobre las simetrias de los polinomios y campos cuasiho-

mogéneos.

Corolario 2.3.30 Sea F, € Qf, F, = X, + uDy. Al aplicar el cambio u =
(=1)7x, v = (=1)"%y, 01,09 € {0,1}, el sistema x = F,(x) se transforma en
(a,0)" = G,(u,v), con G, =X, + ADy. Siendo

a) Mu,v) = p((=1)"u, (=1)7v) y g(u,v) = (=1)7h((=1)"u, (=1)"v).
Ademds el factor real irreducible y"* — ax' de h(x,y) se transforma en

’Utl . (_1)01t+0'2t1 dUtQ

0y

b) SiF,(x) = (ax™y" ", ba™ y™)T, entonces G, (u,v) = (—1)m+hotthog (4 4),

Demostracion:

a) Basta aplicar el Lema 2.3.29
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b) Se deduce del apartado anterior y de que h(z,y) = mf’@izxmv” y u(z,y) =

ma+nb ,.m—1, n—1
m+n+2x Y :

2.4. Diferentes tipos de blow-up

Las técnicas de blowing-up utilizan cambios de variables que expanden el
equilibrio no hiperbélico en una curva sobre la cual se tienen un nimero finito
de singularidades, cuyo tipo topoldgico se determina a través del Teorema de
Hartman-Grobman. Estos cambios de variables serdn en general singulares, ya
que transforman una curva en un punto. Sin embargo, fuera del equilibrio los
cambios son difeomorfismos. El ejemplo mas simple es el cambio a coordenadas
polares. Aqui daremos presentaremos de ellos.

Comenzamos en primer lugar con los blow-up trigonométricos, que son una
generalizacién de los cambios en coordenadas polares. Con este fin, definimos
en primer lugar las funciones trigonométricas generalizadas Cs(6) y Sn(#).

Estas son las soluciones del problema de valor inicial:

dCb(@) _2t S 2t1—1 9
( dscfée) ) = < 1S () con Cs(0) =1, Sn(0) =0. (2.4.10)

2t2 CS%2 -t ((9)

o
Si denotamos H(x,y) = x*2 + 3?1 se cumple que Cs(#), Sn(#) son las solu-
ciones de un sistema hamiltoniano con funciéon de Hamilton H y como Xy es

un centro, estas funciones son periédicas con periodo minimo 7', cumpliendo
la ecuacion Cs*2(6) + Sn*"'(9) = 1.

Proposicién 2.4.31 El sistema (2.0.1), mediante el cambio

x =u"Cs(h),

t (2.4.11)
y = u"*Sn(0),

u>0,60¢€l0,T), (blow-up trigonométrico generalizado respecto al tipo t =

(t1,t2)), se transforma en

U= uy s |- ;~+j+ltl(‘9)+2t1t2MT+j(9)] W,

, (2.4.12)
0" = > is0(r+7+ [6) Iy (00
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donde ('= L), dt = 212dr, Cs(d), Su(f) son las soluciones de (2.4.10) y

f(e) = f(CS(Q)v SH(Q)) para f Zgual a hr+j+|t| 0 [ytj-
Ademas este cambio transforma la region {0 <u<e, 0<0<T} en el

_1
entorno del origen {(x, y) € R? (222 4yt < g2t

Demostracion: Derivando (2.4.11) respecto al tiempo resulta:

T = tlutl_le(é’)u—I—utl—dC;G(G)G’,
y = tgth_lsn(H)iL—i—th—dS;lée)é.

Lo que equivale a la ecuacion vectorial

. 1. 1
X = EDOU + u2t1t2—|t|

X 0.

Por lo tanto

1
—D()/\XHU = X/\XH>
u

Do AXpy = Dy Ax,

u2t1t27|t|

donde Dy A Xpr =ty (2022271) — toy (—2t1y*1 1) = 2t1tu?n 2,
Ademas, utilizando (2.2.2), se tiene x = ) [Xh

secuencia:

j>r e T MjDO]v y en con-

X A XH = Z |:th+\t\ VAN XH(x,y) + 2t1t2u2t1t2uj(x, y)] s

jzr

DyA% = Y DoAXy,, (z,y).

jzr

Por otra parte, tenemos, para cada j > r:

Do A Xy, (2,y) = Vhji(z,y) - Do = (j + [6))hjrie)(z, y)
= (G lthe? My (Cs(8), Su(9))
Gty 6),
ey = wp(Cs(0),5u(8) L un,(0)

Oh; Oh;
X, 0 A Xi(z,y) = — 5 B (2, y) + =5 G (2, y) = {H, Ry} (2, y)
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Lema 2.1.23 it {H, hj+|t|} (Cs(0),Sn(0))

_ ittt [_ Oh;y14/(Cs(8),5n(0)) 9H (Cs(6),5n(8))
dSn() dCs(0)

1 9hit141(Cs(0),0(0)) BH(CS(G),SH(G)):|
aCs(0) 5Sn(0)

_ _uj+2t1t2 h;+|t|(0)

De aqui, deducimos que el campo transformado es:

o tyuittz=ly = g2t Z [_ /r+j+\t\(9) +2t1t2,ur+j(9)] w,
j=0

2rtoul®d = W TN " (r G [6) R0 (0)0,
Jj=0
para u > 0. Realizando el escalado en el tiempo dt = QS—PdT, obtenemos el

resultado. ]

Nota: Hemos de hacer notar también que dichos cambios no alteran el sentido

de las érbitas, ya que j—i > 0.

Proposicién 2.4.32 El sistema (2.0.1), mediante el cambio x = u', y =
u2y, (blow-up direccional respecto al tipo t = (t1,t2) en la direccidn y), se

transforma en

u = UZPT-I—j-f—h(lag)uj)
J=° (2.4.13)
y = (r =+ 6]+ ) g e (1, )
=0
donde ('= &), dt = &dr.

Ademds este cambio transforma la region {O <u<é, —

VAN

|

IN

& =
——
Q

N

2 |-

t2

1) 15
{O<:p<5t1, Lyt <y<i:pt1}.
ST s SYS g

€1

Demostracion: Al aplicar el blow-up direccional resulta:

i 1 0 ).
y u u'>
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{ 0 0 i 0 3
por tanto v A =1DyA w, Do/ T = DoA Y.
y Ut2 u utg y Ut2

En consecuencia

[o¢] o0
- 1 . 1 2: t1 to—\ _ u'tl N\,
u = tlutl—lx = Luti-1 Pr+t1+j(u , U y) E— Pr+t1+j(1ay>u s

§=0 §=0
J o= i 16 Dhegeg (u't ug) = (4 6] 4 ) Ao (1, 9w
§=0 §=0
Aplicando el reescalado en el tiempo dt = %dT, se obtiene el resultado. [ ]

Proposicién 2.4.33 El sistema (2.0.1), mediante el cambio x = u"'T, y = u™
(blow-up direccional respecto al tipo t = (t1,t2) en la direccion x), se transfor-

ma en

ul = _UZQT+j+t2 (f, ]_)Uj7
0 770 (2.4.14)

.i', = (7“ + ‘t‘ + j)hT+j+‘t‘(j.7 1)UJ,
7=0

donde ('= &), dt = 2dr.

Ademds este cambio transforma la region {0 <u<y —

i1 51
1, 7. 1.7
{_aW STy, 0sy< 5t2}'

<z<

Ly
g |-

e

Demostracion: Al aplicar el blow-up direccional resulta:

! 1 t .
) = o[V )&
Y u 0
. t1 t1 . t1
Por tanto x Al = 1pyA “ i, DoA x = DyA “ z.
v 0 “ 0 Y 0

De esta forma, obtenemos

00 00
. _ 1 c 1 t1 = to\ __ urtl = i
u = ——t2ut2_1y = T hutz I E Qr+t2+j(u T,u ) - T T Qr+t2+j(x’ 1)U )
7=0 7=0
S
T

Bo= gm0 D) e (U u) = (4 (6] 4 ) ey (7, 1)
j=0 Jj=0
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Aplicando el reescalado en el tiempo dt = %dT, se obtiene el resultado. [ ]

Veamos a continuacion el ultimo blow-up que utilizaremos. Este blow-up se
utiliza para caracterizar la existencia de drbitas, y = f(x), del sistema (2.0.1)
que entran o salen del origen cumpliendo {glxo‘i <y< éx‘” }, donde a; y ay
son los exponentes de las caras adyacentes, inferior y superior respectivamente,
de un vértice interior del diagrama de Newton de (2.0.1). Por esta razon a este

blow-up lo llamaremos Blow-up de vértices.

Proposicién 2.4.34 Sea V' un vértice interior del diagrama de Newton del
sistema (2.0.1). Sean t = (t1,ta) y s = (s1,82), con oy < 2 < 2 < a5y
Prg416)(,Y), Pagris(, ) las funciones de Hamilton de las partes conservativas
de los primeros términos del campo respecto a los tipo t y s respectivamente.
Si Nyt it)heatis) Z 0, el blow-up x = u"*20"*1 |y = u?%20"*2 y una reparame-

trizacion en el tiempo, convierten el sistema (2.0.1) en:

W= s b D () + )]
,U/ = v |:,Ul'odt1 + ,U(i0+1)dt1 \I]l(vdtl) + USQLIJQ(U/SQ’ ,Utl)j|

donde d = 1152 —tes1 € N, jg =min{0 < i|¢; #0}, jo=min{0 < j|é; #0},
siendo ¢;, ¢; los coeficientes de las funciones by, j¢|(2,y), hry1js|(2,y) respecti-
vamente, ordenadas de mayor a menor exponente en x,y respectivamente.

Ademds, este cambio transforma la region {0 <u <d;, 0 <v <dy} en

to s2 12
52 t2 t1s9(32—2) tis1(T5—37)
{513:51 <y< éxtl} donde 5, * " =1L g, i1

e’ go "

Demostracién: Aplicando el blow-up x = u"520"151 ¢ = y'252¢9"152 ge tiene:

@
( ) = 2D+ 4D,
y

donde D¢ = (t12,toy)T v Dg = (812, s9y)T. Por tanto

D; A ( g ) = 4D A D = Alasetesgulteeh
y

u

< z ) ADy = 2D, ADgi = s2lise—tesuieding,
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Asi tenemos:

g _ TS'H H‘J t182,,t181 tosg, t152
U = —ud s T S Mg gs g (WSRO g2y he2),

_ rt+‘t‘+] . t182,,t181 tos2,,t152
= UZ; =0 1 hTt'HtH‘J(u vl yteaytee),

(2.4.16)

Por otra parte como t2 < , se tiene que d = tys9 — 257 € N y por tanto

t1s2,.t151 tos2

Prgtis)+g (W20

t1s2

phe) = (u”v“)rsﬂsm hrsists (u,1)

tQSQUt182> — (u82,031>7’t+|t|+j hrt-HtH-j (1’ Ud) ]

t1s1

e (i

Sea (04(1]), Qs )) el punto soporte del campo F,_g/+;(,y) con menor abscisa. El
resto de puntos soportes seran de la forma (o ) 4 1S9, (v (]) —is1),i=1,-- -kj
para algin k € N. Sean ( a,; b(J ) i=0,1,-- ~kj los vectores de coeficientes
asociados a cada uno de los anteriores puntos soportes. Aplicando (2.3.3) se

. (4
tiene hrs+\s\+j(ud,1) — ydo? f]oc(j) ZdSQ’ siendo C(]) — 5 bJ) (J)

para
cada i. Ademdas s + |s| +j = sloz(j) + So0vs U) De forma andloga sea ( h ,BQJ))
el punto soporte del campo F,, j¢+;(,y) con menor ordenada. El resto de
puntos soporte seran de la forma (ﬁfj) — ita, Bs ) 4 it1), i = 1,---,k; para
algin k; € N. Sean (agj),bgj))T, i = 0,1,---,k; los vectores de coeficientes
asociados a cada uno de los anteriores puntos soportes. Aplicando (2.3.3) se
tiene Ry, 1g45(1, v?) = p05” S i siendo 7 = 0% — 1,0l para cada
i. Ademas ry + [t| +j = tlﬁfj) + tgﬁéj)

Por tanto se tiene:

k;
i (4)
tis2, t1s1 ,,tas2, t152 _ rs+|s|+j)ta+(t1s2—t2s1)x rs+|s|+ zd32
Pupgr sl (2070 w2 )—u(s“]) ( Jar g (rstlsl+o)h E
k;
_ u(tla(J)thga(]) 524 (rs+|s|+j)t1 Z zdsz
=0
(J)
t1s2,,t181 l2s2,,t152 _ re+|t|+7) sz, (re+|t]+j)s1+(t1s2—t2s1) (J), idty
h"'t‘f"tH‘j(u v , U v ) — 'LL( [t]+4) ( t]+7) E c;v

K
. () o o ) N
_ u(Tt+|t|+J)82U(8151] +s285" )t1 E CEJ)’UZdtl.
=0

(4) (J)) paraj Z 0 pertenece al pOlngHO

Ademsds, como el punto soporte (a;”’, a

de Newton, podemos definir 7, = tloz(]) + ts0d) — (r¢ + |8]) € Ny. Razonando
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analogamente podemos también definir v; = 5189 4 5,89 — (rg + |s|) € Ny
para 7 > 0. Asi se tiene:

k;
t182,,t151 tosa, t152 _ (re+t])s2,,(rs+Is|)t1,,7582,,9t1 (J) idsg
Py pjs)y (W 2075 u252052) - =y v\’ w2y ¢ ,
=0
kj
. t182,.t181 toso ,  t152 . (T’t+|t|)52 (7’ +|S|)t1 js2 Yit1 (J) Zdtl
Py )45 (w2075 252052) - =y v\ u#20% ¢
=0

Es facil ver que si (a,b)” es el vector de coeficientes del vértice V' y (m,n)
es su punto soporte entonces para 7 = 0 es oz%o) =m, ﬁéo) = n y por tanto
Y = =0, d(()o) = a(()o) = a, 13(()0) = b(()o) =b. ry+|t| =tim+tonyre+|s| =

sym + sen. Asi el sistema (2.4.16) después de aplicar la reparametrizacién en

. 1 .

el tiempo dt/dT = ——rs, —marwn s resulta:

C rs+|s| N(O idsg t1 0o TsHs|+i, Fis2,,(i—1)t ki ~(5) idss
u o= - |: 52 Zz —0Ci +tv Z P AC) z—OCi U ,
N re+t] 0) zdtl s9 Tt‘HtH‘J j—1)s2,,vt1 J (4, idt,
b= v |yl Oy oy ye sty oDt S Py

como Ny ¢/ 45| Z 0 entonces existen ig =

C(O) # 0} Y Jo =
0) ~ ~(0)

6§»0) #+ 0}. Denotando ¢;, = ¢;7, ¢, = ¢ y aplicando de

0 ?

min{OSjSl;:O

nuevo la reparametrizaciéon en el tiempo dt/dr =

— U se tiene el resultado.
(re+1t])eqq

Nota: La proposicion anterior también es valida cuando alguna cara adya-
cente al vértice interior es no acotada. En ese caso serd a, = i—f = 0 con
(t1,22) = (1,0) o bien, a; = 2 = +oo con (s1,s2) = (0,1). Sin embargo, no
es aplicable a vértices en los ejes del poligono de Newton ya que por ejem-
plo, si consideramos un vértice V- = (0,n + 1) en el eje de ordenadas del
poligono de Newton. Su cara adyacente superior es el eje de ordenadas con
tipo (t1,t2) = (1,0). Asi, h,4j¢) = 0. Andlogamente ocurre para vértices en el

eje de abscisas del poligono de Newton.

Nota: Dado un vértice interior V' del diagrama de Newton del sistema (2.0.1),
si consideramos los tipos t = (¢1,%3), s = (s1, s2) asociados a las caras adya-

centes a V, esto es, ay = ty/t;, a; = s3/s1 la constante ¢;,/c;, que aparece
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en la Proposicién (2.4.34) esta univocamente determinada por V' y el sistema.
Esta constante sera de utilidad en lo sucesivo, la denotaremos fy,. Su calculo
explicito es:
By = 2=
ip = min{0<i<kl|e#0}, (2.4.17)
jo = min{ogj <kl #0}
Siendo ¢;, (¢;) los coeficientes de la funciéon de Hamilton h, ¢/ (2, y), (hrgyis)(,Y))
de la parte conservativa de la cara superior (inferior) adyacente a V', ordena-
dos de mayor a menor exponente en z, (y). Ademds se tiene que cumplir
haetie P v1s) 7 0
Concretamente si (m,n) es el soporte de V, t = (t1,t2) vy s = (81, 52)
son los tipos de las caras adyacentes a V', superior e inferior respectivamente,

esto es, ay = £ < 2 = oz (a,b)" # (0,0)7 el vector de coeficientes de V.

Sean (m — ity,n + ity), ((m + jsa,n — js1)), i = 0,1,---k (j = 0,1,---k)
los puntos soportes de la cara superior (inferior) adyacente a V' ordenados
de mayor a menor abscisa (ordenada). Sean (ag;, b;)7, i =0,1,---k, ((a;,b;)7,
7=0,1,-- ]Nﬂ) los vectores de coeficientes asociados a cada uno de los puntos
soportes de la cara superior (inferior) adyacente al vértice V. En particular es

a = ag = ag, b = by = by. Entonces se tienen las siguientes expresiones

_ k —it it
hrt-i—\t\(xa y) - Zi:o ™t Qyn—H Y

kg gmtisaym—j (2.4.18)
hrsHS\(xay) = Zj:ocj«Tm J82yn _]51’

dondeci:tlbl-—tgai,Z':O,l,'ukyéjzslgj—Sde,j:O,1,~--,le.

Nota: Hacemos notar que no puede ser 2pjy > 0 ya que para dos tipos distintos
t y s y un vector de coeficientes (a,b) # (0,0) no se pueden anular a la vez las

cantidades ¢ = t1b — taa, ¢y = s1b — sqa.

2.5. El Problema de la monodromia

Uno de los problemas clasicos en la teoria cualitativa de sistemas diferen-

ciales analiticos en el plano es el estudio del retrato de fases local en torno
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a una singularidad, para caracterizar cuando un punto es un foco o un cen-
tro. Este problema es llamado problema de monodromia o también problema
centro-foco.

Para el estudio de este problema, es conveniente aplicar al sistema (2.0.1)
el cambio a coordenadas polares generalizadas (2.4.11). Asi cualquier 6rbita
(x(t),y(t)) del sistema (2.0.1) definida en un entorno del origen se transfor-
ma en un orbita (u(t),0(t)) del sistema (2.4.12) definida en la region W =
{(u,0)]0 <u<e,0<80<T}, con e suficientemente pequeno, siendo 7" el pe-
riodo de la funciones Cs(f), Sn(f) (véase (2.4.10)).

Definicién 2.5.35 Sea U C R? un entorno de (0,0), t = (t1,t2) un tipo y
sea v : (0,4+00) C R — U un curva analitica. Decimos que y(t) es una drbita

caracteristica de (2.0.1) respecto al tipo t. Si cumple:
» Y(t) es una drbita del sistema (2.0.1).
v limy oo u(t) =0,
» Erxiste lim; ., o, 0(t) € [0,7).

Hacemos notar que v debe ser analitica ya que es una érbita del sistema dife-
rencial analitico (2.0.1). Para considerar 6rbitas que tiendan al origen cuando

t — —oo bastaria realizar un cambio de signo en el tiempo.

Definicién 2.5.36 Una direccion caracteristica de (2.0.1) respecto al tipo t =
:L.th _'_ y2tl —

(t1,t2) es un vector (z,y) € EL, con Bl =< (z,y) € R?
hr-i—\t\(xa y) =0

Nota: Si (z,y) € E}, entonces existe un tnico 6* € [0,7T) tal que r =
Cs(60%), y = Sn(#*). Abusando del lenguaje, a veces llamaremos a 6* direccién

caracteristica.

Proposicién 2.5.37 Supongamos que h,i ) # 0, y sea v(t) = (x(t),y(t))"
una drbita caracteristica de (2.0.1) respecto al tipo t, 0* = limy_, 0(t). En-
tonces 6% es una direccion caracteristica de (2.0.1) respecto al tipo t. Ademds,

se tiene una, y solo una, de las siquientes posibilidades:
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n Sif" =L 3L entonces y es un factor de hyy g (z,y) ylimy o igt 1.

t)t2

» S0 0% =0,L, entonces x es un factor de by (z,y) y Hmy 4o yL

x(t)t2
too .

n S0 0% # 0,2, L 3L entonces existe a € R\ 0 tal que y"* — az™ es un
'

factor de hyyq(2,y), siendo limy 4 i(—

t)tQ a.

Demostracion: Al aplicar el blow-up trigonométrico generalizado descrito en
la Proposicién 2.4.31, toda érbita caracteristica de (2.0.1) se convierte en una
solucién de (2.4.12) tal que limy, o (u(t),8(t)) = (0,6*) donde 6* € [0,T). Por
tanto, esta solucién tiende a algin equilibrio en el eje invariante, y puesto que
hripg) Z O debe ser A, q(0*) = 0.

Sif* =06 L, entonces Cs(6*) = 0y por tanto x es un factor de h,¢/(, ),
y()"

siendo en este caso lim; . 0E = +o0.
Si#* =L 6 3L entonces Sn(#*) = 0, por tanto y es un factor de h,/(, ),
t
siendo en este caso lim; . %;t; =0.
Sig*#£0,%, %, 2L entonces a = (832252*3 # 0, +00, y por tanto y'* — az'? es

y(t)"
z(t)t2

Qr

un factor de h,4¢(x,y), siendo en este caso lim; ;o = n

Nota: El reciproco de esta proposicion no es cierta. Por ejemplo, el sistema
1 = y(x®+xy—y?), v = y*(2z+y)+2° no posee érbitas caracteristicas respecto
a ningun tipo t y sin embargo si posee direcciones caracteristicas respecto a

cualquier tipo t. Este hecho se probara méas adelante.

Nota: Como sabemos, toda dérbita caracteristica tiene asociada una direccién

caracteristica respecto a un tipo t. La Proposicién 2.5.37 garantiza que toda

orbita caracteristica tiene asociado un factor de la funciéon de Hamilton del

primer término cuasihomogéneo F,. Por esta razon, diremos que la érbita

caracteristica estd asociada al factor f(z,y) de h,4p, donde f(x,y) = y si
()" y(H)"

cumple limHJroom =0, f(z,y) = x si cumple limHJFOOW = 400, 0
y()"

f(l‘7 y) = ytl —_ dl‘tQ S] ]_l/mt_,+oo Cl?(t)tQ e d

Si localmente no existen dérbitas del sistema (2.0.1) que tiendan al origen cuan-

do t — £o0, entonces el sistema (2.0.1) poseera un centro en el origen. La otra
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posibilidad, (esto es, un punto singular con infinitas 6rbitas periédicas en un
entorno que se acumulan en él pero que no llenan completamente dicho en-
torno), correspondera a un equilibrio tipo centro-foco y no puede darse para
sistemas analiticos, (véanse Il'yashenko [40] y Ecalle [27]).

A continuacién consideramos el caso de que existan soluciones que tiendan

al origen cuando t — oo.

Teorema 2.5.38 Localmente, cualquier drbita del sistema analitico (2.0.1)
que tienda al origen cuando t — oo verifica una y sélo una de las siguientes

posibilidades:

a) La orbita tiende al origen en forma espiral y, en este caso, todas las orbitas

tienden al origen en forma espiral (foco).
b) La orbita es una orbita caracteristica de (2.0.1) respecto a cualquier tipo.

Demostracion: Como dijimos al principio de esta seccion, localmente, las
6rbitas (z(t),y(t)) del sistema (2.0.1), se transforman mediante el cambio
(2.4.11) en érbitas (u(t),0(t)) del sistema (2.4.12) definidas en la region W =
{(v,0) |0 <u<e,0<0<T}.

Veamos en primer lugar que las tnicas posibilidades son: lim; .., 0(t) =
0* € 10,T), o bien lim;_,, 6(t) = £oo. En caso contrario la solucién (z(t), y(t)
tiende al origen en forma oscilatoria. Esto ocurre cuando el conjunto © =
{6(t) |t € [0,400)} es acotado y existen 61,0, € [0,T), 6; < 65, tales que
01 = limy_, o Inf(0(1)), 2 = lim;_,, sup(6(t)). Esto implica que existen infinitos
equilibrios en el segmento u = 0, § € (0,605). Como el sistema es analitico
debe ser h,. ¢ () = 0. Si en el sistema (2.4.12) reparametrizamos el tiempo

obtenemos el siguiente sistema equivalente

W= 2yt (0) FuY sy |l (0) + 2t1t2ur+j(e)] Wi,

0 = Yo (r g+ [t ()
Como pu, # 0 ya que en caso contrario seria F, = 0, existe un ntmero finito
de valores de 6;, 1 = 1,---, k para los cuales p,.(6;) = 0. Sea 6* € [0,T) tal
que 6y < 0" < Oy y 0* #0;,,1=1,--- k, entonces (u,0) = (0,0*) no es un

equilibrio. En un entorno de (u, #) = (0,60%), las érbitas atraviesan el eje u =0
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transversalmente. Por el teorema de existencia y unicidad la érbita (u(t), 6(t))
no puede oscilar entorno a # = #* de donde obtenemos la contradiccion.

Si limy . 0(t) = 6* € [0,T), se tiene el caso b).

Silimy_o 6(t) = 00, entonces no existen 6rbitas u(f) del sistema (2.4.12)
que tiendan a un punto del segmento u = 0,0 < § < T, y sélo existe un
numero finito de érbitas que cumplen u(0) = u(7) en la regién W, ya que en
caso contrario seria un centro. Tomando ¢ suficientemente pequeno, cualquier
érbita cumplird w(0) # u(7) en la regién W. Por el teorema de existencia y
unicidad de soluciones, debe cumplirse u(0) < u(7T") (foco repulsivo) o bien

u(0) > u(T) (foco atractivo). En ambos casos se tiene a). u

Nota: FEl anterior teorema nos permite asegurar que el tipo no influye en que

una orbita sea caracteristica o no. Esto hace posible la siguiente definicion:

Definicién 2.5.39 El origen es un punto singular monodromico para el sis-

tema (2.0.1) si no posee orbitas caracteristicas.

2.6. Condiciones suficientes de determinacion
topolodgica
Proposicion 2.6.40 FEl sistema

io= x [Ny +y" 0 (y) + 20s(z,y)]
g o= "y (y) + 2l (x,y),

con A € R yn,m € Ny posee drbitas que tienden al origen cuando t — 400

distintas del eje invariante x = 0.

Demostracion: La dinamica local del eje invariante x = 0 es repulsiva. Debido
a que la potencia menor en y de y tiene exponente impar y utilizando el
teorema de Malgrange, existira al menos una curva de isoclinas horizontales
con multiplicidad impar y = f;(x). Consideremos las dos curvas de isoclinas

verticales mas préoximas a y = f,(z) y situadas a ambos lados (éstas existen
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ya que al menos hay dos isoclinas verticales, el eje x = 0 para x > 0 y para
x < 0). Por ser la multiplicidad de y = f;(x) impar, las componentes verticales
del campo a ambos lados de la isoclina horizontal son de direcciones opuestas.
Mediante un cambio podemos suponer que la isoclina horizontal es y = x
y las isoclinas verticales son y = %x y y = 2z. También podemos suponer
(cambiando el signo del tiempo, si fuese preciso) que sobre la isoclina vertical
y = sz la direccién del campo es (0, 1) y sobre y = 2z es (0, —1).

Si suponemos que la direccién del campo sobre y = x es (1,0) entonces
todas las orbitas comprendidas entre los rayos y = x, y = 2z tienden al origen
cuando t — —oo. Si por el contrario la direccién del campo sobre y = x es
(—1,0) entonces todas las o6rbitas comprendidas entre los rayos y = x, y = 2z

tienden al origen cuando t — +oc. [ ]

Proposicién 2.6.41 El sistema

i o= ANy 4y (y) + 2P, y),
o= A+ 2P (z) + yUs(r, y),

con A, Ao € R\ #0, n,m € Ny :\\—f > 0, posee orbitas que tienden al

origen cuando t — $00.

Demostracion: Reparametrizando el tiempo, el sistema se transforma en:

i o= " PO (y) + 2Da(z, y),
g o= 24270 (2) + yVa(z,y).

Probaremos que el sistema no es monodrémico, para lo cual comprobaremos
que existen dos tipos respecto de los cuales la velocidad angular del sistema
transformado mediante el cambio a coordenadas polares generalizadas (2.4.11)
tiene distinto signo.

Respecto al tipo t = (2m—2, 1), el primer término del campo es Fy(z,y) =
2m=1 ()T

(y y la funcién de Hamilton de su parte conservativa es ho,(x,y) =

—y*™, de manera que § = —Sn*"(#) < 0.
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Tomando ahora el tipo t = (1,2n — 2), el primer término del campo es
T
Fi(z,y) = (O, i—ij"A) y la funcién de Hamilton de su parte conservativa es

hon(x,y) = :\\—fo”. En consecuencia 6 = :\\—fCSQ"(é’) > 0.

Por tanto el sistema no es monodrémico, como se queria demostrar. [ ]

Proposicién 2.6.42 Sea el sistema

r = -,
g o= y [\ +y T (y) + 2 Pa(z,y)],

con0#XeR yneN.

Si A < 0, entonces existen orbitas caracteristicas en el primer cuadrante
distintas a los ejes y st A > 0 las unicas orbitas caracteristicas son los ejes
mwvariantes. Ademds, si existen orbitas caracteristicas distintas a los ejes, éstas

son de la forma y = 7(x), con lim, g ;f—f}l = 400, para todo n € N,

Demostracion: Existe una unica isoclina vertical x = 0 con dindmica atractiva.
La isoclina horizontal y = 0 tiene dindmica atractiva si A < 0, o repulsiva si
A > 0. Si no existe ninguna otra isoclina horizontal, el primer cuadrante es
un tnico sector y se cumple el enunciado. Si existen més isoclinas horizontales
en el primer cuadrante, todas deben tener la misma dinamica que la isoclina
y = 0, ya que en caso contrario, deberia existir entre cada una de las isoclinas
horizontales con distinta dindmica una isoclina vertical, lo cual no es posible.
De esta forma la dindmica horizontal del campo siempre es la misma, hacia la
derecha si A > 0 o hacia la izquierda si A < 0, de donde obtenemos el resultado.

En cuanto a la forma de la solucion, ésta debe ser tangente a la variedad
de centros x = 0. Si suponemos que es de tipo potencial: x = A\jy” + o (y?),
con v € R, v > 0, entonces \{yA\y"™ = —\1y”, lo cual es imposible, de donde

obtenemos el resultado. ]

Proposicién 2.6.43 Sea h,4y € Tfnﬂﬂ la funcion de Hamilton asociada al
primer término F, del sistema (2.0.1). Si h.1 ) # 0 y no posee factores reales
de la forma x, y o y"* — a;a", (véase (2.53.6)), entonces el origen del sistema

(2.0.1) es monodrdémico.
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Demostracion: En el caso en que h,y(f) no se anule, aplicando al sistema
(2.4.12) la reparametrizacién en el tiempo dt = (r + |t|)h,4 ¢/ (6)dT, obtenemos

el sistema:

. o g AT C)) 0)
_ il +itlt] Hrj
u = u ZJ':O w ( (r-‘i-l‘glh)hrﬂt\((@g) + 2t (T+|t|)hr+\t\(6)] ’
)y oo (r+j+Ithhei e i
= 1+ 2 g ¢

(aqui hemos vuelto a denotar 4 = % y 6 = %). Es facil comprobar que no
existen equilibrios en el eje u = 0, y por lo tanto el equilibrio del sistema (2.0.1)

es monodrdémico. ]

Proposicién 2.6.44 Sean p, € P} y hyyp € PLy ) los polinomios asociados

al primer término F,. del sistema (2.0.1). Entonces, se tiene:

a) Sihyye =0y p. #0, el origen es un nodo: todas las érbitas de (2.0.1)

se acercan o alejan del origen.

b) Si h.yp # 0 y posee algin factor f(x,y) de la forma z, y o y" — a;z"
(véase (2.3.8)) con orden de multiplicidad impar, entonces existen orbitas

caracteristicas de(2.0.1) asociadas al factor f(x,y).

c) Sihyye # 0 y posee algin factor f(x,y) de la forma x, y o y" —a;z"* con
orden de multiplicidad par, y tal que f(x,y) no sea factor de u,, entonces

existen drbitas caracteristicas de (2.0.1) asociadas al factor f(x,y).

d) Sih.yp # 0y posee algin factor f(x,y) de la forma z, y o y" — a;z"
con orden de multiplicidad 2m, tal que sea factor de p.(x,y) con orden
de multiplictdad 2n siendo 1 < n < m, entonces existen orbitas carac-

teristicas de (2.0.1) asociadas al factor f(z,y).

e) Sihyyp # 0 y posee algun factor f(x,y) de la forma x, y o y"* — a;a"
con orden de multiplicidad 2m tal que sea factor de u,.(x,y) con orden
de multiplicidad n > 2m o bien con orden de multiplicidad 2n — 1 con
1 <n <m,ytal que f(x,y) no sea factor de h,i 41, entonces existen

orbitas caracteristicas de (2.0.1) asociadas al factor f(z,y).
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Demostracion:

a) En el caso h,y, = 0, el sistema (2.4.12), después de reparametrizar el

tiempo, queda:

o= 2bitope(0) + 3057 |~ (0) + 2t1t2ur+j(9)] w,
= uy 2 (r gt Ry (0)w

En un entorno de (u,f) = (0,0), para cualquier valor de § que no anule

1-(0), es una caja de flujo.

b) Para éste y los restantes apartados consideraremos ¢y una raiz de h,¢(6).
El cambio a = §—6; lleva el equilibrio (u, #) = (0, 6y) del sistema (2.4.12)

al origen de coordenadas. Podemos escribir, para todo j > 0:
(r + [t] 4 Dhrggas(@) = Do’ o) =0,
i=0

QtthMrJrj(Oé) = Z dZ(J)OéZ
7=0

El sistema (2.4.12), en las nuevas coordenadas (u, «), resulta:

U= uyisg [Zz‘zo(dz@) - rJfHHCEQl)M} W, (2.6.19)
' L= N 6.
a = Yl Cz( ol + 21 [Zi?o C’(J)a} s

En este caso, si suponemos que es una raiz de orden impar de h,4 ¢y, se

0 0
O .

aplicando la Proposiciéon 2.6.40.

tiene: ¢ =0y cg;-)ﬂ # 0 para 7 > 0. El resultado se obtiene

c) Sea 0 = 0y una raiz de h,¢(f) de multiplicidad 2m > 1, esto es, céo) =

- = céorgl_l =0y céon)L # 0. Si c(()j) = 0 para todo 7 > 0, entonces el
eje a = 0 es invariante para el sistema (2.6.19). Por tanto, f(x,y) = 0
es una curva invariante del sistema (2.0.1) y se verifica el enunciado ya

que el origen es un equilibrio aislado. En caso contrario, sea p el menor

entero positivo tal que c(()p )(O) # (. Si supongamos que 6 = 6y no es raiz
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de pu,., se tiene d(o) # 0. En resumen, se tiene: c(()l) == (p_l) =0,
0=... = cgi,)L =0y d co 02m # 0. Asi, el sistema (2.6. 19) resulta:
u = déo)u + aul¥(a) + u*Vy(u, a),
& = a4 oD () + PP + uads(u, o) + uP 05 (u, ).
Considerando ahora el tipo t = (1,p), el primer término del sistema

(2.6.19) es Fy = (d(o u CO uP)T siendo hyyq(u, a) = p+1u( & pd ).

El resultado se tiene aplicando el apartado b) anterior al factor simple
cép Jup — pdéo)oz

d) Supongamos que 6 = 6 es una raiz de h, ¢ (f) con orden de multiplicidad
2m y raiz de p,.(f) con orden de multiplicidad 2n, con 1 < n < m. En
esta situacion, se tiene: c(()o) == cgfl)ﬂ =0, d(()o) - = dgfl)_l =0y

dY) £ 0. Asf, el sistema (2.6.19) resulta:

u o= d(z?l)oz u+ 2"l (a) + vy (u, a),
a = a*® () + udy(u, a).

Tomando el tipo t = (2n 4 1,1), su primer término es

Fy,(u,a) = (d(zo)oz%u, O)T,

n

siendo

_ (0) 2n+1
hanyo(u, @) = 4n+2 dy,

2n+1

Como aparece el factor real a , v tiene multiplicidad impar, aplicando

el apartado b) se obtiene el resultado.

e) Supongamos que 6 = 6, es una raiz de h,4 () con orden de multiplicidad
2m y raiz de p,.(f) con orden de multiplicidad 1 < ng, ng # 2m — 1.

Consideramos las siguientes situaciones, segiin el orden de multiplicidad

No-
el) Sing =n > 2m entonces: céo) = ... = 0(2?7)1 1 =0, do) =
al(n)1 =0y c 7é 0. Ademas, Co) # 0. Asi, el sistema (2 6.19)
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resulta:
U —T+|t|c(2?7)1a2m_1u + & uV (o) + u? Wy (u, o),
@ = a1 oD (a) + u+ uady(u, o) + uPs(u, o).

Tomando el tipo t = (2m, 1), su primer término es

Fmel(U,Oé) = ( r+|t|cggzla2mflu’cg2r)1a2m_'_Cél)u)T’

siendo

h4m(u7 Q) = %U |:<1 + ri\t\) Cé?’ZL am + C(l)

Como posee un factor real simple, aplicando el apartado b), se

obtiene el resultado.

e2) Sing=2n—1 < 2m —1, entonces: c(()o) =...= cg‘; =0, d(o =
d(n) , =0yd n 1 # 0. Ademss, Co) # 0. Asi, el sistema (2 6. 19)
resulta:
= dé?l)_l(xz"’lu + & u¥y (o) + Uy (u, a),
a@ = o™ ®(a) + c(()l)u + ua®s (u, a) + u®3(u, a).

Tomando el tipo t = (2n, 1), su primer término es
FQn—l(ua OZ) (d2n 10[ lua C(()l)u)Ta

siendo

han(u,0) = tu —dé?l)_loz%—i—anél)u .

Como posee un factor real simple, aplicando el apartado b), se

obtiene el resultado.

Proposicién 2.6.45 Sea V' un vértice del diagrama de Newton del sistema
(2.0.1), cuyo soporte es (m,n). Entonces, existen drbitas caracteristicas dis-

tintas de los ejes cuando se cumple alguna de las siguientes condiciones :
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a) El eje x =0 no es invariante y m es impar.

b) El eje y = 0 no es invariante y n es impar.

Demostracion: Sea (a,b) el vector de coeficientes del vértice V. Siempre es
posible elegir un tipo t = (¢, t5) tal que ay < i—f < a;y tib—tsa # 0. Por tanto
F,(z,y) = (az™y" ", ba™ 1y™)T, siendo h,y¢(z,y) = (81b — taa)z™y™ # 0.

Si el eje = 0 no es invariante y m es impar, h, (2, y) posee el factor x
con orden de multiplicidad impar. Por la Proposicién 2.6.44 b) deducimos que
existen érbitas caracteristicas asociadas al factor x no invariante. Por lo tanto,
la 6rbita es distinta de los ejes. La demostracién del apartado b) es anéloga.

Proposicién 2.6.46 Sea V' un vértice interior del diagrama de Newton. Sean

t = (t1,t2) ys = (s1,82) con ay < i—f <2 <ap Siay € (i—f,z—f), entonces

existen orbitas caracteristicas del sistema (2.0.1) en el primer cuadrante, de-
finidas como y = f(x) con g,2%2/%1 < y < éx”/tl, 0<e €R parai =1,2.

Por el contrario, si ay ¢ [:—i, z—ﬂ , no existen soluciones de este tipo.

Demostracion: Sea (a,b)T el vector de coeficientes de V. Entonces, se cumple

que ay € (t—Q s—2> siy s6lo si ab # 0y $9=52¢ < (. Por tanto, al aplicar

t17 s1 t1b—tsa

la Proposicién 2.4.34 con los tipos t, s, el sistema (2.0.1) se transforma en

. . . ~ t1(rs+ Ci
(2.4.15) siendo 19 = 0, jo = 0, ég = $1b — s9a, co = t1b —ta 'y S;((THL';P)#E < 0.

Por tanto, el origen de este sistema es un nodo, existiendo infinitas érbitas

caracteristicas definidas en el primer cuadrante. Estas 6rbitas se transforman,
mediante el correspondiente blow-down, en érbitas caracteristicas del sistema
(2.0.1) definidas en el primer cuadrante y comprendidas en el sector £,2°%/*1 <
y < Lgta/tr

— &9

Siay ¢ [i—j, z—ﬂ el origen del sistema (2.4.15) es un punto de silla, y las
Unicas Orbitas caracteristicas son los ejes invariantes. Por tanto, no existen
érbitas caracteristicas del sistema (2.0.1) como las anteriormente especificadas.



2.6 Condiciones suficientes de determinacién topoldgica 91

Proposicién 2.6.47 Sea V' un vértice interior del diagrama de Newton. Sean
t = (t1,t2) y s = (s1,82), los tipos de las caras adyacentes a V', esto es,
ap = i—f < z—f = ay. Sean hyy ), hyoys| las funciones de Hamilton de las partes
conservativas asociadas a dichas caras. Si hy yjg)hrgrjs) Z 0 y By > 0 (véase
(2.4.17)), entonces no existen orbitas caracteristicas del sistema (2.0.1) en el
primer cuadrante definidas como y = f(x) con g1z <y < é:p‘”, 0<eg eR
para i = 1,2. Por el contrario, si By < 0, las mencionadas orbitas si existen.

Ademds, si By < 0, las drbitas caracteristicas y = f(x) con e1x% <y <

é:p‘”, 0<e €Rparai=1,2 son de la forma:

a) y = Ax7 4 o(z7), donde 0 < A € Q" yv € Q cona; < v < oy, si
iOIjOIO.

T(z) _
rl/n T

b) y = x%7(z) + o(x™7(x)), con lim, g +00 para todo n € N, si

19 > 0.

c) x =y%i7(y)+o(y*it(y)), conlim, ;1(—3/2 = +o00 para todon € N, si jo > 0.
Demostracion: Aplicando el blow-up de la Proposicién 2.4.34 con los tipos t y
s asociados a las caras adyacentes del vértice V', obtenemos el sistema (2.4.15).
Por otra parte, por la Nota de la Definicién 2.4.17 se cumple que 7gjo = 0. Apli-
cando la Proposicién 2.6.42, se obtiene que si By < 0 el sistema (2.4.15) posee
orbitas caracteristicas en el primer cuadrante distinta de los ejes, mientras que
si By > 0 las tnicas érbitas caracteristicas son los ejes invariantes. Mediante
el correspondiente blow-down, las 6rbitas caracteristicas del sistema (2.4.15)

distintas de los ejes se transforman en orbitas caracteristicas en el primer cua-
s2 ta
drante del sistema (2.0.1), comprendidas en el sector {519551 <y< éxtl },

de donde obtenemos el resultado.

A continuacién, veremos la forma de las orbitas caracteristicas si §y < 0.

a) Siip = jo = 0, entonces el sistema (2.4.15) es un nodo orbitalmente equi-
valente a
W = —u Bt g (1) 4 0Dy (u, v)
sa(tim+tan) 7V 1 2% )

v = .



92 2 Determinacion topoldgica de campos planos

Aplicando la Proposicién 2.6.42, se llega al resultado cambiando x por

y.

b) Si iy > 0, entonces debe ser j, = 0 y el sistema (2.4.15) es orbitalmente

equivalente a

v o= —u,

r sa(tim4ton) 1 dodt (io+1)dt s t
vo=v [tl(slm—i—sgn)ﬂvvo i 1\111(U)—|—U\I/2(U 27U1)] .

Aplicando la Proposicion 2.6.42, se llega al resultado.

c) Si jo > 0 debe ser ig = 0, y el sistema (2.4.15) es orbitalmente equivalente

ro_ t1(s1m+san) jodsa (jo+1)ds2 t1 S92 t1
uo= —u | ey By Dy (u) + v Py (u?,v)|

v = .

Aplicando la Proposicién 2.6.42, se llega al resultado cambiando x por

Y.

Nota: De ahora en adelante, llamaremos dérbitas caracteristicas definidas en
el primer cuadrante asociadas al vértice V' aquellas de la forma y = f(x) tal

que ;2% <y < éxa‘, 0<eg €Rparat=1,2.

La anterior proposiciéon determina la existencia de orbitas caracteristicas del
sistema (2.0.1) en el primer cuadrante asociadas al vértice V. Para aplicarla
a Orbitas caracteristica asociadas a vértices pero situadas en otros cuadrantes,
tenemos que aplicar los siguientes cambios de variables: u = (—1)7'z, v =
(—1)?%y, donde o1 = 0,09 = 1 (cambiamos el cuarto por el primer cuadrante),
o1 = 1,09 = 0 (cambiamos el segundo por el primer cuadrante) o o7 = 03 = 1
(cambiamos el tercer por el primer cuadrante). Tras estos cambios, cambiara el
valor de By . Denotaremos B‘(/J 172) o] valor de esta constante después de aplicar
dicho cambio.

El siguiente lema encuentra la relacion que existe entre Gy y ﬁ‘(/a 1.02),
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Lema 2.6.48 Sea V' un vértice interior del diagrama de Newton del siste-
ma (2.0.1) para el que las funciones de Hamilton de las partes conservativas
asociadas a las caras adyacentes a V no son idénticamente nulas. Entonces
B‘(/Jl,UQ) _ (_1)i0(t102+t201)+j0(5102+52‘71)ﬁv.

Demostracion: Sea (m,n) el soporte del vértice V' y t, s los tipos de las caras
adyacentes a V' superior e inferior, respectivamente. Si las funciones de Hamil-
ton asociadas a las caras adyacentes al vértice V, expresadas en (2.4.18), cum-
plen hy, yj¢)hry+js| Z 0, entonces existen los valores iy, jo definidos en (2.4.17).

Aplicando el apartado b), del Lema 2.3.30 se tiene que

(01,02) (—1)(m+j052+1)01+(n7j051+1)02E]-O _ (_1)(josg+i0t2)01+(josl+iot1)02@
0

\%4 - (71)(m*i0f2+1)01+("+i0f1+1)026i0 ci

o (_ 1)z’o(t102+t201)+j0(8102+8201)ﬁv

Dado un vértice V, si By > 0 sabemos que no existen érbitas caracteristicas
asociadas al vértice V' definidas en el primer cuadrante. La siguiente propo-
sicion es una consecuencia del lema anterior, y determina condiciones para
que existan drbitas caracteristicas asociadas al vértice V' definidas en otros

cuadrantes diferentes del primero.

Proposicion 2.6.49 Sea V un vértice interior del diagrama de Newton del

sistema (2.0.1), con By > 0. Entonces:

a) Siop =1, 09 =0y jos1 + iot1 es impar, existen orbitas caracteristicas del

sistema (2.0.1) en el sequndo cuadrante asociadas al vértice V.

b) Sioy =0, 03 =1 y jose + ioty es impar existen orbitas caracteristicas del

sistema (2.0.1) en el cuarto cuadrante asociadas al vértice V.

c) Siop =09 =1 yig(ty +ta) + jo(s1 + s2) es impar existen drbitas carac-
teristicas del sistema (2.0.1) en el tercer cuadrante asociadas al vértice

V.
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2.7. Condiciones necesarias de no monodromia

Definicién 2.7.50 Una funciony = 7(x) se dice flat en el origen silim,_ %fi)

0 para todo n € N.

Proposicion 2.7.51 Si el sistema (2.0.1) posee una solucion y = 7(x) con

7(z) una funcidn flat en el origen, entonces el eje y = 0 es invariante.

Demostracion: Probémoslo por reduccién al absurdo. Supongamos que el eje
y = 0 no es invariante. Entonces, existe k € Z* y b, # 0 tal que el sistema

(2.0.1) se puede escribir como

(3) = (i soten)
(] ba® + 2F gy (2) + ygo(z,y) )

donde P(0,0) = ¢2(0,0) = ¢1(0) = 0 y by # 0. Imponiendo que y = 7(x) sea

una solucién resulta:
0 = y—7(v)z= bt + xk+1gl(:p) +7(2)g2(x, 7(2)) — 7' (2) Pz, 7(x))

De aqui, deducimos que el coeficiente de la potencia menor en x del segundo
miembro de la anterior igualdad debe ser cero, concretamente, b, = 0. Lo cual

es contradictorio. ]

Definicién 2.7.52 Diremos que una orbita caracteristica es flat en el origen
con el ejey =0, (x =0) si es de la forma y = 7(z), (x = 7(y)), donde T es

una funcion flat en el origen.

Proposicion 2.7.53 Si el sistema (2.0.1) posee una drbita caracteristica en
el primer cuadrante que no sea flat con x =0 o y = 0, entonces se tiene una,

y solo una, de las siguientes situaciones:

cl) Existe una cara del diagrama de Newton de (2.0.1) con tzpo t = (t1,12)

tal que hy1pt/(z,y) = 0 y la orbita es de la formay = a:vtl +0(xt1) para
cierto a € R\ 0.
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c2) Euxiste una cara del diagrama de Newton de (2.0.1) con tipo t = (tq,12),
un a € R\ 0 tal que hy (2, y) §é 0, y" —az™ es factor de hpoy4)(x,y)
t2

y la orbita es de la forma y = axtl + o(zt).

v1) Eziste un vértice interior V' del diagrama de Newton del sistema (2.0.1)
tal que jo > 0, By < 0 y la drbita es de la formay = z*7(x)+o(x*1(x)),

con lim,_o7(z) =0 y lim,_o ;f—f)l = 400 para todo n € N.

v2) Eziste un vértice interior V del diagrama de Newton del sistema (2.0.1)
1 1

tal queio > 0, By < 0y la érbita es de la forma z = y®iT(y)+o(y*i7(y)),
()

con lim,_o7(y) =0 y lim,_.g ;ﬂ = 400 para todo n € N.
v3) Eziste un vértice interior V' del diagrama de Newton del sistema (2.0.1)
tal que iy = jo = 0, By < 0 y la drbita es de la forma y = x4 o(x%?),

siendo (a,b)” el vector de coeficientes de V' con ba # 0.

Demostracion: Sea (z(t),y(t))” una érbita caracteristica del sistema (2.0.1) en
el primer cuadrante que no sea flat con ninguno de los ejes. Podemos suponer,
sin perdida de generalidad, que la érbita se acerca al origen cuando t — +o00.

Definimos los conjuntos:

, t1
- OS%EQ:hthJFOO‘;ZTQ:O},
t1

0
o — O<t—2€@:limtﬂ+m%:+oo},

0< i—; €Q: llmt_,+oo z'2 :O}

@
I

Observemos que © # 0, ya que lim; ., y(t) = 0 y por tanto 0 € Q. Q
esta acotado superiormente, ya que en caso contrario para todo n € N existiria
# € Qtal que n < 2. Asi, lim; o % = 0 y por tanto |y(t)| < \yc(t)\i_i <
|z(t)|™. Esto implica que la 6rbita caracteristica, y = f(x), es una funcién flat
con el eje y = 0, caso excluido.

Denotemos por o al supremo del conjunto 2. Aplicando el mismo razo-
namiento (cambiando x por y, t1 por ;) se tendria que © # ) y estd acotado
superiormente. Denotemos por - al supremo de O. Es facil deducir que © # ()

y que posee infimo, que resulta ser (,.
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Es evidente que a* < f3,, ya que en caso contrario serfa QN O # (), lo cual
es imposible.

No puede ser a* < 3, ya que en ese caso es posible elegir un tipo t =
(t1,t2) tal que a* < 2 < B,y hyypg #Z 0. Por la Proposicién 2.5.37, hay

tres posibilidades: 2 € Q (que es imposible), 2 € © (también imposible) y

por tdltimo que exista @ € R\ 0 tal que y"* — az' es factor de h,qp(z, ),
siendo 1im;_, z% = a, que tampoco es posible ya que tomando un z—i > 0,
cumpliendo a* < z—i < i—f se tiene lim; . Z% = 0 que contradice el hecho de
que o = sup(2).

Entonces, se cumple o = j,.

No puede ser que a* = 0 ya que en ese caso sup ((:)) = ﬁ—l* = 00, lo cual es
contradictorio con que O esta acotado superiormente.

Distinguiremos los casos de que a* € Q, a* € © 0 a* ¢ QU O.

s Siaf = i—f € () es irreducible, consideramos el vértice V' del diagrama
de Newton de (2.0.1) tal que oy < o* < aj;. Veamos que o = ay. En
q 1 7 q 1%
0 0)
. . . . . t
caso contrario, existen dos fracciones irreducibles o, < t?—o) < S?—O) < a;
31

HO)

(0) 0) .(0)

t . .

tales que o* € tf—o), z?—o)} y ay ¢ Lf—o), Zf—o)} Pero esto es imposible por
1 1 1 1

la Proposicién 2.6.46.

V' debe ser un vértice interior del poligono de Newton, ya que en caso

contrario, oy = 0 0 ayy = 0. Pero sin embargo a* = ay y 0 < o < oco.

Aplicando el blow-up direccional x = u', y = u'{, segin la Proposicién

2.4.32 obtenemos una 6rbita caracteristica (u(t), y(t)) del sistema (2.4.13)

definida en el primer cuadrante. No obstante, como o* = sup({2), para
iy

d y _ .
todo n € N se cumple lim¢_, o =57 = +00. En las nuevas variables, se

= +00. Por tanto, existe una solucién del sistema
1/n

. , y
tiene que limy; . ;oo i

n

(2.4.13), distinta de la solucién trivial, u = 0, que cumple g > u'/™ en un

to 1

. , ., . . . , =+
entorno del origen. Asi, la solucion del sistema original serd: y > xt1 ' nt1
t2

para todo n € N, y por tanto, podemos expresarla como y = xt 7(x)

donde limy_ oo 7(x) =0 y limy_ ﬁ—ﬁ = 400 para todo n € N.

Probemos ahora que ay = oy = i—f En caso contrario ay # i—j, y se

tendria ¢1b — tea # 0. Aplicando al sistema (2.0.1) el blow up direccional
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x = u, y = u"y, después de reparametrizar el tiempo, llegamos al
sistema (2.4.13)

—no—1

W = ey 4
g o= (bt —at)g" + -

Puesto que t1b — taa # 0 se tiene que V' = (1,ny), soporte del campo
(aug™ =1, (bt; — aty)yg™)7T, es el vértice superior del diagrama de Newton
del sistema (2.4.13), siendo ayyr = #1292 =£ 0. Por tanto, existe n € N tal
que ay: ¢ [O, ﬂ Aplicando la Proposicién 2.6.46, no existen soluciones

del sistema (2.4.13) con %ul/ " < 9, lo cual es contradictorio.

En resumen, ay = oy = i—f, y por tanto ¢y = t1b — tea = 0. Es decir:

io =0, jo > 0.

Observemos que [ < 0, ya que en otro caso, por la Proposicién (2.6.47),
no existirian érbitas caracteristicas definidas en el primer cuadrante com-
prendidas en el sector e;x* < y < éx‘”. Esto es contradictorio y por

tanto se tiene v1).

» Sia* = 2 € O irreducible, cambiando x por y se prueba el resultado
v2).

t1

» Sia* ¢ QUO, existe un a € R\0 tal que lim;_,o, 45 =@

zt2
e Supongamos que existe una cara tal que o = oy = i—j € Q irre-
ducible. Si h,yj5) = 0, se tendria el resultado cl). Si hyyy # O,

aplicando la Proposicién 2.5.37, para el tipo t = (1, %), se tendria

to

que y* — azx™ es factor de h,44(x,y), y por tanto se tiene el resul-

tado c2).

e Si o no coincide con el exponente de ninguna cara del diagrama

de Newton del sistema (2.0.1), entonces existe un vértice V' tal que

S2

t—2:ozg<oz*<ozg:§.

t1
Ahora se cumple que o = ay ya que en caso contrario, existirian
(0) 0)
. . . t
dos fracciones irreducibles a, < t%—o) < af < % < oy tales que
1 S1

© (0
ay ¢ [Z?—O), 8?—0)} , pero esto es imposible por la Proposicién (2.6.46).
1 51
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Asi, si (a,b)” es el vector de coeficientes de V, se tiene a* = ay €
(o, o). Esto 1mphca 22 < , v por tanto ab # 0y ilz e <0.
En definitiva ab # 0, ig = jo = O v By < 0, de donde obtenemos el

resultado v3).

Para estudiar la monodromia del sistema (2.0.1), es necesario descartar la
existencia de Orbitas caracteristicas en cada uno de los cuadrantes. Para ello,
con el cambio u = (—1)7'z, v = (—1)7%y, llevamos cada uno de los cuadrantes
al primero y aplicamos los criterios para el primer cuadrante. Sin embargo, para
el caso de drbitas caracteristicas asociadas al vértice V', la existencia de orbitas
caracteristicas en otros cuadrantes distintos del primero obliga la existencia de
factores reales de multiplicidad impar de alguna funciéon de Hamilton asociada
a las caras adyacentes a dicho vértice, o bien a que alguna de las componentes
del soporte de V' no sea par, lo cual simplifica el estudio de la monodromia de

un punto singular. Todo lo anterior esta recogido en la siguiente proposicion.

Proposicién 2.7.54 Supongamos que el sistema (2.0.1) no posee ningin eje
wmvariante o bien el eje x = 0 es invariante y, en este caso, el sistema estd de-
finido en el semiplano x > 0. Sea V' un vértice del diagrama de Newton del
sistema (2.0.1) con soporte (m,n). Supongamos que hyeijghysyis) Z 0, donde
P t16)(2,Y), Prgyjs|(2,y) son respectivamente las funciones de Hamilton aso-
ciadas a las caras superior e inferior adyacentes a V. St By > 0 y existen
orbitas caracteristicas del sistema (2.0.1) asociadas al vértice V', entonces se

cumple alguna de las siguientes condiciones:
a) n es impar.
b) El eje x =0 no es invariante y m es impar.

c) Euiste algun factor real, distinto de un eje invariante, de multiplicidad im-

par de alguna de las funciones hy yi¢)(7,y), Prgyis) (2, Y).

Demostracion: Como [y > 0, por la Proposicién 2.6.47, si existen oOrbitas
caracteristicas asociadas al vértice V', éstas deben estar en un cuadrante dis-

tinto del primero. Por tanto, para algin oy, 09 € {0,1}, 01 + 09 > 0, debe ser
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(01,02)

% < 0. Por el Lema 2.6.48, obtenemos que ig(t109 +t201) + jo(S102 4 $207)
debe ser impar.
Supongamos que n es par, ya que en caso contrario se cumple a).

(01,02)

Debe ser ig + jo > 0, ya que si iy = jo = 0, entonces B > (0. Ademés,
por la nota que sigue a la ecuacién (2.4.18), debe ser igjo = 0.

Siig = 0, jo > 0, entonces jo(s102 + s907) debe ser impar. Por tanto, jo y
8109 + S901 son impares.

Como h, s Z 0, podemos escribir A, s(z,y) = Zf;jo G is29nTIs1 con
jo < k, ¢j, # 0. Si denotamos | = maéx {jo <i<k : @ O}, entonces la
factorizacién de h, 4 s/(z,y) dada en (2.3.8) resulta:

M

_ m-+josz, n—ls1 m
hrs-l—\s\(xa y) = qu Yy | | (y - a] !
j=1 z:l

— a;x%?)% + bipsm

::]2

Si [ es par. Como jy es impar y n es par, considerando el maximo grado en x
de Ry 1is/(7, ), se tiene la igualdad m+Is; = m+j052+2j]\/io ijQ"—Zﬁ\;O 289N,

y como sg > 0, se tiene:

l—jo ZmJ—FZQnZ,

siendo impar el primer miembro de la igualdad por lo que existira algin 1 < j <
3 3 S ~ S m;
M tal que m; sea impar y se tiene el apartado c) para el factor (y** —a;z*)™.

Sily s; son impares. Como jy es impar y n par, entonces se cumple c) ya
que h,4s tiene el factor y" 1 no invariante, con multiplicidad impar.

Si [ es impar, s; par y el eje x = 0 no es invariante, debe ser s, impar.
Podemos suponer m par ya que en caso contrario se tendria b). Asi tenemos
S1,Mm,n pares, Sz, jo impares. En este caso se tiene c) ya que x™170%2 es un
factor de h,, ¢, no invariante, de multiplicidad impar .

Si [ es impar, s; es par y el eje x = 0 es invariante, entonces el tnico
cuadrante, distinto del primero, donde la érbita caracteristica estd definida es
el cuarto. Por tanto debe ser o1 = 0, 05 = 1. Asi, s; debe ser impar. Por tanto
este caso nunca se tiene.

Si jo = 0, 49 > 0 el razonamiento se aplica ahora sobre h,, | de forma

andloga. n
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2.8. Un algoritmo para el problema de mono-

dromia

A continuacion presentamos un algoritmo que caracteriza los sistemas mo-
nodrémicos. En primer lugar, exigimos que el sistema (2.0.1) verifique las si-

guientes tres condiciones:
A) Ningun eje es invariante.

B) Sean (ay™, 0)7 y (0,bx™)T los vectores de coeficientes de los dos vértices

situados en los ejes, entonces ab < 0.

C) Las coordenadas de los puntos soporte de todos los vértices son pares.

Una vez que el sistema (2.0.1) cumple estas tres condiciones, llevamos a cabo

el siguiente proceso:

1) Los polinomios A,y y pr asociados a cada cara del diagrama de Newton

del sistema (2.0.1) deben cumplir:

1a) h,p g # 0,

1b) Todo factor real de h,.y, excepto el factor u para los sistemas
(2.8.20), (2.8.21), deben tener orden de multiplicidad 2m y ser tam-
bién factor de p, con orden de multiplicidad un niimero impar menor

que 2m o bien, con orden de multiplicidad mayor o igual que 2m.

2) Para cada vértice interior V', se cumple: By > 0.

to

3) Para cada factor real de h, g (z,y), del tipo y"* — ax'?, con a # 0 que

cumpla 1b):

3a) Sit; es impar, aplicamos el blow-up direccional = = u', y = u'2(y+
1

at), dt = Ldr. De esta forma obtenemos el sistema:

> 1.
o= wu Z Poij, (L,g+at ),
270 (2.8.20)

1
7y = (7 + [t + 5) gy (1,5 + atr ).
j=0
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1
3b) Si t; es par, aplicamos el blow-up direccional z = u*(Z + a t2),

y=uk, dt = Z—idT. Asi, obtenemos el sistemas:

s 1 )
u = —u Z Qr+j+t2 (:Z' +a t ) 1)U],
=0
0 1 ‘ (2.8.21)
T o= (r + [t] + )y (T +a 2, 1)’
=0

4) El vértice inferior del poligono de Newton del sistema (2.8.20) o (2.8.21),

siempre pertenece al eje de abscisas.

5) Las ordenadas de los soportes de todos los vértices del sistema (2.8.20) o

(2.8.21) son pares.

6) Continuamos aplicando al sistema (2.8.20) o al (2.8.21) el criterio 1) y

siguientes.

Nota: Ya que el proceso de blow-up correspondiente al diagrama de Newton
es equivalente al multiple o-proceso, (Dumortier [25]), deducimos que, en el
caso de un punto singular aislado de un campo vectorial analitico, el proceso de
blow-up es finito y en consecuencia, el anterior proceso es finito: en un ntimero

finito de pasos podemos decidir si el sistema es monodrémico o no.

Teorema 2.8.55 Fl sistema (2.0.1) es monodrémico si y solo si verifica las
condiciones A), B), C) y en cada uno de los pasos del proceso finito se veri-
fican las condiciones 1), 2), 3), 4) y 5).

Demostracion:

C.N. La condicién A) es trivial. Como A) se cumple, existen los vértices
situados en ambos ejes del Poligono de Newton del sistema. La condicién
B) esta probada en la proposicién 2.6.41. La condicién C) estd probada
en la Proposicién 2.6.45. La Proposicién 2.6.44 prueba 1a) y 1b) para los
factores de A, ¢ que no sean invariantes. Si el factor de h, ¢, distinto de
u, es invariante, como el sistema no posee una curva de puntos singulares

se tiene que el origen no es monodrémico. La Proposicién 2.6.47 prueba
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C.S.

la condicién 2). La etapa 3) calcula nuevos sistemas mediante blow-up.
La condicién 4) se cumple, ya que en caso contrario, se tendria un eje
invariante, distinto de u = 0. Y por tltimo la condicién 5) estd probada

en la Proposicion 2.6.45

Probar que el anterior proceso caracteriza la monodromia de un campo
equivale a probar que si existe una oOrbita caracteristica no se cumple

algunas de las condiciones del algoritmo.

Concretamente si la 6rbita caracteristica es flat con el eje x o con el eje y,
entonces por la Proposicién 2.7.51 algtn eje es invariante y, por lo tanto,

se incumple la condicién A).

Si existe una orbita caracteristica en el primer cuadrante que no sea flat
con ninguno de los ejes, por la Proposicién 2.7.53, esta dorbita esta aso-
ciada a un vértice interior V', o a una cara compacta del diagrama de

Newton.

Si la orbita esta asociada a un vértice interior V', entonces por los apar-
tados v1), v2) o v3) de la Proposicién 2.7.53, se tiene By < 0y, por lo
tanto, no cumple la condicién 2). Si estd asociada a una cara, hay dos
posibilidades: h, ¢ = 0, (caso c1) de la Proposicién 2.7.53, en cuyo caso
no cumple la condicién 1a), o bien h, ;) #Z 0 y existe un a € R\ 0 tal
que la drbita caracteristica esta asociada a y" — az'?, factor de hyyp),
(caso ¢2) de la Proposicién 2.7.53. A su vez, hay dos posibilidades: este
factor no cumple la condicién 1b), o bien, si la cumple. En este ulti-
mo caso, aplicamos los cambios de variables descritos en la etapa 3) y

continuamos el procedimiento finito.

Si la orbita caracteristica asociada a un vértice interior V', esta definida
en otro cuadrante distinto del primero, al pasarlo al primer cuadrante
dicha ¢rbita sigue estando asociada al mismo vértice del diagrama de
Newton y segin la Proposicion 2.7.54 esto obliga el incumplimiento de

alguna de las condiciones C) , 1b) o 5).

Si la 6rbita caracteristica esta asociada a una cara compacta del diagrama

de Newton y esta definida en otro cuadrante distinto del primero, al pa-
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sarlo al primer cuadrante mediante el cambio x = (—=1)7'u, y = (—1)72v

con 0y, 09 € {0, 1} se tienen las siguientes situaciones:

= La nueva funcion de Hamilton es idénticamente nula. Aplicando el
apartado a) del Corolario 2.3.30, la funcién de Hamilton original

cumple h,¢) = 0, por lo que no se verifica la condicién 1a).

= La nueva funcién de Hamilton, g,4¢, no es idénticamente nula y
existe un @ € R\ 0 tal que la drbita caracteristica estd asociada
a v" — au’, factor de g,1(u,v). Aplicando de nuevo el apartado
a) del Corolario 2.3.30 se tiene que este factor se transforma en el
factor y"* — a(—1)7"*"22" de h,4 (2, y) con el mismo orden de
multiplicidad. Ademaés, al aplicar dicho cambio, este factor conserva
también el orden de multiplicidad como factor de la divergencia del
campo. Asi, el factor que resulta del cambio de cuadrante cumple
la condicién 1b) si y solo si, el factor original cumple la misma
condicién. En el caso de que la cumpla, aplicamos los cambios de
variables descritos en la etapa 3) y continuamos el procedimiento

finito.

2.9. Ejemplos

Los ejemplos que consideraremos a continuacion han sido tratados previa-
mente por I. Garcia [34]. Como se puede comprobar, la caracterizaciéon de la
monodromia que haremos a continuacion, aplicando el Teorema 2.8.55, es mas
simple que la realizada en el trabajo citado. El problema de la monodromia
para los sistemas nilpotentes fue resuelto inicialmente por Andreev en [10].
Posteriormente se resolvié de forma més sencilla en Alvarez & Gasull, [9] y
nosotros lo resolvemos de forma atin més breve. Por 1ltimo, estudiamos el pro-
blema de monodromia para un sistema nilpotente generalizado. Este sistema

incluye a la familia dada por Medvedeva en [51].
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2.9.1. Monodromia de algunas familias simples

a) Centro lineal.

Sea el sistema & = —y, y = z. El diagrama de Newton de dicho sistema
posee una tunica cara compacta de tipo t = (1, 1), siendo la funcién de
Hamilton asociada a dicha cara hy(z,y) = 2 +y*. Esta funcién no tiene

factores reales, por lo que el origen de este sistema es monodrémico.

b) Foco lineal.

Sea el sistema & = —y+ Az, y = x+ Ay, A # 0. El poligono de Newton de
dicho sistema posee una tnica cara compacta de tipo t = (1, 1) siendo la
funcién de Hamilton asociada a dicha cara hy(z,y) = x?+%?, que no tiene

factores reales, por lo que el origen de dicho sistema es monodromico.

c) Silla lineal.

Sea el sistema © = x+vy, y = x —y. El diagrama de Newton de dicho sis-
tema posee una unica cara compacta de tipo t = (1, 1) siendo la funcién
de Hamilton asociada a dicha cara hy(z,y) = 22 —2xy+y* = (r—y)?. El
origen de dicho sistema no es monodromico, ya que los coeficientes de los
soportes de los vertices exteriores no son de signos distintos, (condicién
B) del algoritmo).

d) Nodo degenerado.

Sea el sistema & = 22, §y = z + y. El diagrama de Newton de dicho
sistema posee un vértice interior V' = (1, 1), soporte del campo (0,y), y
coordenadas impares por tanto no es monodrémico, (condicién C) del

algoritmo).

e) foco repulsivo no lineal.

Sea el sistema @ = y(z? + 2y — v?), ¥ = y*(2r + y) + 2°. Su diagrama
de Newton posee dos vértices exteriores Vy = (0,4), Vo = (6,0) soporte
de los campos (—3,0), (0,2°), respectivamente, y un vértice interior
Vi = (2,2), soporte del campo (z2y, 2zy?), cuya cara adyacente superior

es del tipo (1,1) y la inferior del tipo (1,2). Como £y, = 1 > 0y
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los hamiltonianos asociados a las caras con tipos (1,1), (1,2) son hy =
y*(2? + y?) y he = 2% respectivamente, y éstos tienen todos sus factores

reales con multiplicidad par, el sistema es monodromico.

Este resultado prueba que este sistema no posee érbitas caracteristicas,

como afirma la Nota dada inmediatamente después de la Proposicion

2.5.37.

Veamos que el origen del sistema es un foco, para ello, denotamos F =
(2%y + zy® — y3, 22y% + 2 + 25T, y Z = (2®y — o3, 22y + 2°)T. Por
el mismo razonamiento anterior, el campo Z es monodrémico. Como
ademas es reversible al cambio x — —x, t — —t, el origen es un centro.
El producto F AZ = F - Z* nos indica en cada punto el sentido de corte
de las lineas de flujo del campo F con las érbitas del centro x = Z. (Si en
un punto (z,y) es positivo, las lineas de flujo salen de las érbitas cerradas

del centro y si son negativas, entran). En nuestro caso es
z
FANZ = y2( ) NZ =y (2% + 2%y* +y*) > 0
Y

Por lo tanto, el origen del sistema es un foco repulsivo.

£) Un caso no lineal.

Sea el sistema @ = y(ax? + bry + cy?), v = y*(ax + by) + dz°. Su dia-
grama de Newton posee dos vértices exteriores Vy = (0,4), Vo = (6,0),
soportes de los campos (cy?,0), (0, dz®), respectivamente. Para que sea
monodrémico debe cumplirse de < 0, (condicién B) del algoritmo). Si
a = b =0, el sistema sélo posee una tnica cara compacta del tipo (2, 3)
con funcién de Hamilton asociada hys = dz% — cy*. Como esta funcién
no tiene factores reales. el equilibrio es monodrémico. Si a = 0, b # 0
el diagrama de Newton del sistema posee el vértice V = (1, 3), soporte
del campo (bxy?, by?). Al ser las coordenadas impares, el equilibrio no
es monodrémico. Si a # 0 el tnico vértice interior es V = (2,2), sopor-
te del campo (az?y,ary?), siendo [y = —2. Para que sea monodrémi-
co, debe cumplirse ac > 0. Ademas hay dos caras compactas con tipos

(1,1) y (1,2), cuyas funciones de Hamilton asociadas son hy = —cy? y
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he = 2*(dz* — ay?) respectivamente, y sus divergencias asociadas son
po = 4y(by + ax), uz = 4axy respectivamente. Como ac > 0y cd < 0 se
tiene ad < 0y, por tanto, lo inicos factores reales son x o y y ambos cum-

plen la condicién 5) del algoritmo. Por tanto, el sistema es monodrdémico.

En resumen: El origen del sistema es monodrémico si y sélo si se verifica

alguna de las siguientes condiciones:

i) cd<0ya=0=0,

ii) cd < 0y ac> 0.

En el caso ii), para b = 0 el origen del campo Z = (az?y+-cy?, axy?® +dx®)
es un centro, ya que el origen es monodrémico y el campo Z es reversible
al cambio x — —x, t — —t. Ademas si denotamos F = (az’y + bry? +

cy?, axy?® + by + dx®), se verifica:

FAZ = by2<x ) ANZ = by*(dx® — ay?).
Y

Por tanto, si b > 0 es un foco repulsivo, mientras que si b < 0 es un foco

atractivo.

g) Otro caso no lineal.

Sea el sistema @ = bx? + axy? — by — 2, y = 4bxy?® — ay® + 22°. Su dia-
grama de Newton posee dos vértices exteriores Vy = (0,4), Vo = (6,0),
soportes de los campos, (—by?,0), (0,2z°), respectivamente. Para que
sea monodrémico debe cumplirse b > 0, ( condicién B) del algoritmo).
Si b > 0, existe un tunico vértice interior V; = (2, 1), soporte del campo,
(bx?,0)T. Como no tiene ambas coordenadas pares, no tenemos mono-

dromia.

h) Otro caso mds no lineal

Sea el sistema @ = b’y + axy® — by — a2, y = 4bxy? — ay? + 225, éste
ejemplo y el anterior Unicamente difieren en que éste sistema tiene el
término bz?y en la primera componente y el anterior bz?. el diagrama

de Newton de este sistema posee dos vértices exteriores V5 = (0,4),
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Vy = (6,0), soporte de los campos, (—by3,0), (0,2x°), respectivamente.
Para que el origen sea monodrémico, debe cumplirse b > 0. En este caso
existe un tnico vértice interior V; = (2,2), soporte de (bx?y, 4bxy?) y
Oy, = g—z > 0. Ademés hay dos caras compactas, de tipos (1,1) y (1,2)
cuyas funciones de Hamilton asociadas son hy = 3bx%y? — 2axy® + by* =
by?[(y — $x)* + (3 — Z—z)xQ]) y he = 22%(z* + by?), y sus divergencias

asociadas son pe = 10bxy v pus = 10bxy, respectivamente.

Si3— Z—; > 0, todos los factores reales cumplen la condiciéon 5) del

algoritmo y, por tanto, el origen en el sistema es monodrémico. Si 3 —

a2
b2
monodrémico. Si 3 —

< 0, hy posee factores reales simples, y por tanto el origen no es
2
W
h4, y no lo es de py. Por tanto, tampoco hay monodromia.

= 0, se verifica que y — 7 es un factor doble de

i) Un caso no polinomial,

Consideramos el sistema @ = asen®y + bsen®y + cx” cosy, y = da* +

6 . .
ey’ cos*x + f 1= Al desarrollarlo en serie de potencias, obtenemos:

i = ay’+ (-9 +er’ —tea"yP 4+ LeaTyt+ oo,
gy = dr*+ey’ —3exy’ + fa¥ + faT 4.

Si d # 0, su diagrama de Newton posee el vértices exterior V = (5,0),
soporte de (0, dz*). Puesto que la primera coordenada es impar, el ori-
gen no es monodrémico. Si d = 0, f # 0, el vértice exterior V = (7,0),
con soporte (0, fx®), y por tanto el origen tampoco es monodrémico. Si
d= f=0,el eje y =0 es invariante y por tanto tampoco se tiene mono-

dromia. En definitiva, el origen de este sistema nunca es monodromico.

2.10. Problema de monodromia para el siste-

ma nilpotente

Decimos que el sistema (2.0.1) es nilpotente si la matriz DF(0) posee dos

autovalores igual a cero pero no es idénticamente nula. En unas coordenadas
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apropiadas, todo sistema nilpotente se puede escribir como:

= Yl(xay)a

donde

Xi(z,y) = Zi+_j22 Ai,jxiyj Yi(z,y) = Zprjzg Bi,jl'iyja

Antes de estudiar la monodromia de este sistema, aplicando nuestro méto-
do, enunciamos el Teorema probado por Andreev [10], el cual resuelve el pro-

blema de monodromia

Teorema 2.10.56 Consideremos el sistema (2.10.22), y supongamos que el

origen es una singularidad aislada. Definimos las funciones

f(@) == Ya(z,F(z)) =azx®+ O (2**"), a#0, a>2y
(]5(1') = div (y + Xg(l', y)a Yz(l', y))|y:F(z)

donde ¢(x) = bz’ +O (2°1), b £ 0y B> 1, 0 ¢(x) = 0. La funciony = F(z)
es la solucion de y + Xo(z,y) = 0 que pasa por el origen.

Entonces, el origen de (2.10.22) es monodrémico si y sélo si a es negativo,
a es un numero impar (o = 2n — 1), y se cumple alguna de las siguientes

condiciones:

i) f>n—1,

ii) B=n—1yb*+4an <0,
iii) ¢ =0

En este Teorema, la monodromia queda caracterizada por el primer término
del desarrollo en serie de las funciones f(x), ¢(z). Estos primeros términos son
los mismos que los primeros términos de las funciones f(z) y ¢(x) de la forma

normal de Takens
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con f(x) = Ao, 0T (14, Ao j27), cOn apo # 0y o(z) = bsor” (Z?; l;g,jxj>
con bgo # 0 o bien »=0.

En resumen, Andreev [10] aplica el estudio a una pre forma normal, siste-
ma simplificado. Nosotros también partiremos de una forma normal obtenida
eligiendo los co-rangos en la parte disipativa. Esta forma de proceder tiene
ventajas, como veremos en los siguientes capitulos, no sélo en el estudio de la
monodromia sino también en el estudio de la integrabilidad y el problema de
centro.

En el siguiente Lema calculamos una forma forma normal del sistema

(2.10.22).

Lema 2.10.57 FEl sistema (2.10.22) es formalmente C*-conjugado al sistema:
s B+1\y
ooy (@), (2.10.23)

y (770 (2)) + 2Py (2),

donde a,, 3 € N y

Uy(2) = 2o bgar’ 1(x) = 307, o’
con oo #0 0P =0, b390#0 0¥, =0.
Demostracion: Para el célculo de la forma normal, usaremos el tipo t = (2, 1).
Con esta eleccion el sistema (2.10.22) se escribe como x = F_; + Fo + - -
donde:
F—l = (y7 O)Ta
Fo = (Ao,zyza O)T7
Fi = (Aosy’ + Avizy, Boay®)',

Usando la expresién (2.3.3) cualquier polinomio cuasihomogéneo py € P

se expresa como: pa(x,y) = Y_ga;a Y% Ademsds, pyi (2, y) = ypu(z,y).

Es facil comprobar que:

-1
0 ] I
Vpau-F1 = y% =Y [Z(l —J)ajxl ' jy2]] )
=0
!
Vpoys1-Fo1 = pyVy-F_1 +yVpy -F_| = Z(l +1—f)aj_z"7y¥.

J=1



110 2 Determinacion topoldgica de campos planos

Estas igualdades permiten obtener un subespacio complementario a la ima-
gen del operador homolégico Lo, x—1 para [ > 0, £ = 0,1. Recordemos que
dicho operador Loy g1 : Qo — Qoryr—1, estd definido por Loy g1 (Poyix) =
[Paryr, F ).

si expresamos Pojix = (Dagi1)+4: q211k+1)" , Obtenemos:
Vpous1)+k - Fo1 = qoigrt
[Pog, Fa] = ) :
Vaorirer1 - Fa
Ahora, podemos obtener la imagen de un elemento arbitrario. Distinguimos

dos casos:

Caso k = 0. Expresamos py41) = e Oa] 1YY gy = yZ] o0 bj T

se obtiene

I
Loy (Py) — Y [Z[(Z +1—j)a; — bj]leyQJ] |

=0
S (41— f)aj qzl =iy

y podemos elegir un subespacio complementario de la forma

COT(LQl_l): << Ol >>, [ > 0.

Caso k = 1. Expresamos pyi+1)+1 =y ?;t ajxl+1_j92ja Q2142 = ?;t bj$l+1_jy2ja
obtenemos
—b :L,lJrl + Zl+1 [(l +9_ j)aj—l . b]] :L,lJrlijQj )

Lo (Pat1) = ( y [ijo(l +1- j)bjxl—jy%}

y podemos elegir un subespacio complementario de la forma

COI’ (L21+1) == < ( (l f:)xly ) > .

La forma normal que aparece en el enunciado es la que corresponde a esta

eleccién del co-rango. [ ]
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Proposicién 2.10.58 El sistema (2.10.23) es monodromico siy s6lo si by <

0, donde « =2a — 1 es impar y 5+ 1> a.

Demostracion: Si ®; =0, el eje y = 0 es invariante, por lo tanto el sistema no
es monodromico. En el caso a0 # 0 hay tres puntos soportes que caracterizan

el diagrama de Newton:
= 1 = (0,2), vértice en el eje de ordenadas, soporte del campo (y, 0)T.
» V5 = (a+1,0), vértice en el eje de abscisas, soporte del campo (0, a, 0z%).

= Vi = (B + 1,1), que puede no ser vértice interior, soporte del campo
(bg0z™, (B + 1)bs0z”y).

Si «r es par, el sistema no es monodrémico ya que la abscisa de V5 es impar.
Por ello tomaremos o« = 2& — 1 con & € N. Si b, > 0, por el apartado C) del
Algoritmo de monodromia, el sistema no es monodrémico.

Si el vértice V; fuese interior, el sistema tampoco seria monodromico, al
tener una ordenada impar. Esta situacién se produce cuando g+ 1 < a. Si
08+ 1 > @, el diagrama de Newton posee dos tnicos vértices en los ejes:
Vo = (0,2), Vo = (2&,0) y una tnica cara compacta del tipo (1,&), cuyo

primer término cuasihomogéneo y su funcion de Hamilton asociada son:

Fsir = (y + aﬁ,oX{ﬁ+1:a}$ﬁ+l, daﬂ,oX{ﬁH:a}xﬁy + ba,0$a)T,

h2d = —O~éy2—|—ba70.%'2d

Puesto que b, < 0, el sistema siempre es monodrémico ya que los factores de

hag son complejos. [

2.11. Problema de monodromia para un siste-

ma nilpotente generalizado

Anteriormente estudiamos la monodromia de un sistema nilpotente. Ahora

pretendemos hacer lo mismo para el caso de un sistema nilpotente generalizado.
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Diremos que el sistema (2.0.1) es nilpotente generalizado si en unas coor-

denadas apropiadas se puede escribir como:

T o= y"(1+Xi(y)) +2Xe(2,9),

i = Yiz.y) (2.11.24)

donde n > 2y Xj, X5 y Y; son funciones analiticas con X;(0) = X5(0,0) =
Y1(0,0) = 0 y el desarrollo en serie de Y;(x,y) comienza al menos en términos
de segundo orden.

Sin = 2, el diagrama de Newton del sistema (2.11.24) posee el vértice
V' = (0, 3), cuya ordenada es impar. por ello el origen no es monodrémico. Asi,
n = 3 es el menor natural impar mayor que uno, para al cual tiene sentido
estudiar la monodromia del origen del sistema (2.11.24). Este serd el objeto
de esta secciéon. Antes de abordar este problema necesitaremos caracterizar
la existencia de Orbitas caracteristicas, distintas de x = 0, para un sistema
que tiene al eje z = 0 como eje invariante. Es el propdsito de la siguiente

subseccién.

2.11.1. Orbitas caracteristicas de un sistema con un eje

invariante
Consideramos el siguiente sistema, cuyo eje x = 0 es invariante.

= zyXi(y) + 2 Xo(x,y)],

. (2.11.25)
g = aYi(z) +yYa(z,y),
donde
Xi(y) = X2 Aw' Xo(z,y) = 2050 Aty
Yi(z) = Y7 Bix® Ya(,y) = 32, jo0 Bija'y’,
con By, # 0.

El siguiente lema calcula la forma normal de este sistema.

Lema 2.11.59 El sistema (2.11.25) es formalmente C*-equivalente al siste-

ma:

& = x[Aoy + X{a=0y2 yPa(x) + 27V ()],

‘ ;A ’ (2.11.26)
y = Bo1y® +ya’®i(z) + 2°Ps(x),
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donde o, 3,7 € N gy

Wy(z) = D72 i’ Wy (2) = D770 X{Ao(B+i)—Bo, £0}03,iL"
y(z) = D2 (B4 1)agx’ Po(z) = D70 b’

conbayg#0 0P =0,0a30#0 0V =P =0, a,0#0 0V, =0.

Demostracion: Para el calculo de la forma normal usaremos el tipo t = (3, 1).
con este tipo el sistema (2.11.25) se escribe como x = F; + Fy + --- donde:
F, = (Ayzy, Bo,13/2)T7 Fy = (A19€y2a Box + 30,23/3)T7

Usando la expresién (2.3.3) cualquier polinomio cuasihomogéneo ps € P%,

y sus derivadas parciales respecto a x e y se expresan como:

l
pa(r,y) = Y ajtIyY,

§j=0
8p3l(:p,y) : . l—j—1, 3] — . I—j—1, 3§
T = Y= gty = (= fage Ty
§j=0 §j=0
Opsi(,y) l - l . . .
3lay7 — Zgjaljl,lija]fl — y2 3jajxl7]y3(]fl) — y2 3(] _I_ 1)alj+1l,l*1*]y3]7
j=0 j=1 j=0

En primer lugar hallaremos un subespacio complementario a Im (€3, ,,1) para
[>0,k=0,1,2, donde

O3 = Pagr — Paiprpr

D34k Usivir1 (Psi+k) = VDaiskt1 - Fy

Utilizaremos que psiyr(z,y) = y*ps (2, y) y también:

0 0
Vpy - F1 = Aoiﬂy%‘f‘Bo,lfﬁ
x oy
ro—1 -1
= [0S0 B S0+ st
L j=0 Jj=0

-1
=y AQZCLQ?LJ —f‘ Z [Ao(l — j) + SjBO’l] ajxl_jygj —f- 3[30’1a1y3l]

j=1

=
=y Z [Ao(l = j) + 3j Boa] ajz"7y* + 3530,1@931

Lj=0
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m Caso k = 0 se tiene:

U341 (p31) = Vpg-Fy

Utilizando la funcion caracteristica se tiene:
Cor (£3141) = (X{Ao(—)+3jBos=0} L~ 3J+1> V=0
m Caso k =1 se tiene:

Uyiyo (P3i41) = Vpng F, = p3Vy - F1 +yVps - F1 = Bo1y’pa + yVps - Fi

-1
= y2 (AOZ + Bovl)aol' + Z Ao(l — j) + (3] + 1)3071] aj:cl*]y J
L j=1
+(3l + 1)Bo,1aly3l}
[1—1
= y2 Z [A()(l — j) + (3] ‘f‘ ].)BQJ] ajxl_jygj —f- (3l —f- 1)Bo71aly3l
Lj=0

por tanto podemos tomar
_i 3iaanI-1
Cor (Czr42) = (X{ao(t-9)+3(+10Bos=0y T "y *2) VI =0
= Caso k = 2 se tiene:

C3041) (P3142) = Vp3l+2 Fi = puVy* - F1 +y*Vps - Fi = 2By 1y°ps + v’ Vps - Fy
-1

= y3 (AOZ + 23071)0,0.1' + Z Ao(l — j) + (3] + 2)B()71] a;T 7Jy3J

L =1

+(3l + Z)Bmalygl]

-1
= y3 Z [Ao(l — j) + (3] + Q)BO,l] ajxl_jy3j + (Sl + 2)30’1a1y3l]

Lj=0

l
= Z AO l + 1-— j ‘I‘ (3] — ].)BQJ] a]‘_lfL‘l+1 J (3l + 2)30 1a1y
7j=1

por tanto podemos tomar

Cor (63(1-#1)) - <$l+1’ (X{Ao(l+1—j)+3(j—1)Bo,1:O}xlﬂijyg])] 1> viz0
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Ahora hallaremos una base de un subespacio complementario a Im (L3;4x41)
paral >0, k=0,1,2, donde

Lapyer1 : Qapr X Cor (L) —  Qapps1

(Psigks th314k) Lsiiit1 (Psir) = [Paivr, F1] + painF1

Teniendo en cuenta que Pgy; debe tener la misma simetria que el cam-
po, por tanto debe tener el eje z = 0 como eje invariante. Asi Py =

T T A .
(Zp3i+k, gai+k+1)" , obteniéndose:

Vapsiyr - F1 — Aoyapsier — Aoxqsirr1 + Aoy fisier
Pk, Fi1] + pa o F1 = ( 3+ 1 0 31+ 0Lq31+k+1 0TY 31+

Vsisit - F1 = 2Bo1ygsisnit + Boay* sk

_ 2 [Vpsigr - F1 — Aogaiprsr + Aoypiaiss]
Vasiini1 - Fi = 2Bo1ygsisrt + Boiy s

» Caso k = 0. py = Zé-:o a;x"Iy¥, gy = yZﬁ:O b IyM, =
l i . .
ijo €j$l ]?JBJ Y €5 = X{Ao(1—5)+3(j—1)Bo,1=0} PaTa j = 1L---,0—1,¢=0.
Asi

Vazis1 - Fi — 2By 1y2qs + Boay* s

Vps-Fi1— A A
L3111 (P3z>,u31):< x[Vps - Fy 0yq3 + Aoy s )

por lo que
L1 (P, par) =
!
(xy > [[Ao(l = j) + 3jBoala; + Aole; — b)) 90”3/31 ) e

J=0

+ (7 [0 Mot = ) + (3 = 1)Boalby + Boaes) a9y | ) e

Entonces podemos elegir un subespacio complementario de la forma

I+1
COI' (£31+1) — << X{Aog}x y >> , l Z O,

» Caso k= 1. p3y41 = yZﬁZO aj«Tl_jygj, Qe = Y Z;:o bﬂl_jygj, H3ry1 =

l_ s . . ,
yzj:%) ejxl ]y3], CON € = X{Ao(I—j)+3jBo =0} Dara j = 0,---,1—1.Asi

2 [Vpsier - Fi = Aoy’aqs + Aoypz
£31+2(P3l+17,u3l+1):< [Vpsi1 - Fy 0Y~qs 0Yf3111]

Vsii2 - F1 — 2Bo1y%q3 + Bo1y* s
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por lo que

Lo (Paiy1, paiy1) =
<xy2 [Zé;t [[Ao(l = 7) + (35 + 1) Bola; + Ao(e; — b)) 'y
(31 + 1) Bo.1a; — Agbi]y®]) e

-1
+y3 Z [[Ao(l — j) -+ 3jBO71]bj + BO,lej] xlij:Sj + 3lBO7lbly31> €9
7=0

Entonces podemos elegir un subespacio complementario de la forma

0
Cor (£31+2) = << xl-l—l >>, Vi > O,

» Casok =2.p3y12 =1y Z] 0 @ Y gz = D000, b Iy gy =
) Z =06j T Ty* donde €5 = X{Ao(l—j)+3(j+1)Bo=0} Para j =0,---, [-1.
Asi

T [Vpsirs - F1 — Aogssn) + Aoyhisiso] )

Lsai1y (P, pgire) =
Vasus1) - F1 — 2Bo1yasas1) + Boy s

por lo que

Lsai1y (Paiga, psi2) =

-1
i

—A0b0$l+1 + y3 Z [[Ao(l - j) + (3] + 2)8071]0/]' + Ao(ej — bj+1)] xlij:Sj
+ [(3l + 2)3071(11 - AObl—i—l] y3(l+1)]) e + (y [[AQ(Z + ].) — QBO’l]b()ZL‘lJrl

=0
Iy Zz;lo [[Ao(l = 7) + (37 + 1)Boa] bj+1 + Boaej] ' 7y3 + (31 + 1)Bo,1bl+1y3(l+1)]> €

Entonces podemos elegir un subespacio complementario de la forma

bxl—i—ly

ax't?
Cor (£3(l+1)) = V>0, con alAo(l +1) — 2By ;] +bAy # 0

Una eleccion del co-rango que nos interesa es:

X{Ao(1+1)—Bo 20} & T2
Cor (L =
G << 1+ 1)aty >>
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Con esto se prueba el resultado. [ ]

Proposicién 2.11.60 Sea A = &20’%,0X{Bo,1ondZO}X{ﬁZd} _4601,0(80,1 —ONéAo)
El sistema (2.11.26) no posee orbitas caracteristicas distintas de v = 0 si y
solo si:

a=2cona €N, B>a A<0yZ¢0,a].

Demostracion: Si &1 = 0, el eje y = 0 es una oOrbita caracteristica distinta
de z = 0. En el caso byo # 0 hay tres puntos soportes que caracterizan el
diagrama de Newton. Vj = (1,2) asociado al campo (Agzy, Bo1y?) vértice
interior, V5 = (a + 1,0), asociado al campo (0, b, 0z®), vértices en el eje y
Vi = (8 + 1,1) asociado al campo (agex”, (B + 1)agez’y) que puede no
ser vértice interior. En primer lugar hemos de eliminar el caso en que V) sea
vértice interior pues el sistema tendria orbitas caracteristicas distintas de x = 0
al tener ordenada impar. Esta situacién se tiene cuando 23 < a. Si 28 > «,
el diagrama de Newton posee un vértice en el eje V5 = (a + 1,0), un vértice
interior Vy = (1,2) y una unica cara compacta del tipo (2, ) cuyo primer

término y su funcién de Hamilton son:

Fo = (Aoxy + as0X{a05-Bor£0} X{26=a} " ', Bo1y® + BagoX(26=a12”y + baoz®),
haats =  [(2Box — ado)y® + (26 — aX{ae8-Bo1#£0}) 4.0X (2601 " 1Y + 2ba 027
Si a es impar, esto es, a = 2a — 1 entonces x{23-2sa—1} = 0 y por tanto

h4d = X [(23071 — (26& — 1)A0)y2 + Qba’QIde_l}

si (2Bp1 — (2& — 1)Ap) # 0, has posee un factor real no trivial simple. De
aqui deducimos que existen érbitas caracteristicas distintas de x = 0.
Si(2Bp1 — (2a — 1)Ap) = 0 entonces
hia = 2ba 02"

foa—1 = (Ao+2Boq1)y

y el factor x de hyz no lo es de ps5—1 por lo tanto también existen orbitas

caracteristicas distintas de z = 0.
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Si o = 2@ entonces el tipo asociada a la cara compacta es (1, @) y la funcién

de Hamilton del primer término es:

hoat1 = 2z [(Bog — &Ao)y® + (B — GX{Aof—Bo120})A5.0X{5=a} 2" Y + baoz*®]
= 2z [(Bog — @Ao)y® + (1 — X{aa—Bo,#0})a5.0X{5=a} T + ba,0”"]
= 2z [(Bo,l — dAo)yQ -+ dX{BOJ,Aodzo}X{g:d}aﬁgl'&y -+ ba7ol’2d} .

En resumen, la funcion de Hamilton, su discriminante y la divergencia del

primer término son:

hoat1 = 2z [(Bog — ado)y” + GX{Bo.1—Aoa=0} X{3=a105,02"Y + ba,0z]
A = dQ@%,oX{Bo,lond:O}X{ﬁzd} — 4ba o (Bo,1 — &Ay)
e = (Ao+2Bo1)y + [(@+ 1)X(B,-anezo) + ] agox(p=ayz”

Si A > 0 entonces haogy1 posee dos factores reales simples no triviales por
lo que existen drbitas caracteristicas distintas de x = 0.

Si A =0y agox(Bo,-asa=0yX{s=a} = 0 es Boy = ado # 0y pa = (2a +
1) Aoy + dagoxs=ayz®. Asi es z el tnico factor de hogy1 , no siendo x factor
de pg por lo tanto existen orbitas caracteristicas distintas de x = 0.

Si A =0y agoX{By,—Aca=0}X{s=a} 7 0 entonces 3 = &, By1 = aAy # 0,
ago # 0y haay1 = 22°7! [Gag oy + banz®] posee un factor real simple por lo
tanto existen orbitas caracteristicas distintas de x = 0.

Si A < 0, entonces hos posee raices complejas y no puede ser By, —aAy =0

, , . By, Bo,1 ~ :
ya que entonces seria A > 0. Asi se tiene v # 0, . # &. Por tanto si

0< BAL(’: < a es Py, <0y existen érbitas caracteristicas distintas de x = 0. Y
si BAL; [0, @] no existen érbitas caracteristicas distintas de = 0. n

2.11.2. Caracterizacién de la monodromia para un sis-

tema nilpotente generalizado

En primer lugar calculamos una forma norma con co-rango disipativo para

hacer una simplificaciéon previa del sistema.
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Lema 2.11.61 FElsistema (2.11.24), conn = 3, es formalmente C*-conjugado

al sistema:

b o= P 4+ a0ty (2) + 2Ty WUy(x) + 2P, (),

2.11.27
P (2) () + 2ty (a) b aoya), )

donde o, 3,v,0 € N gy

Uyi(x) =Yg asa’ Wale) =320 ay 2" Wa(x) = 3072 agi’
Dy(z) = 32, bair’ Po(r) = i byt Py(x) = > o bg.ia’,

con bao #0 0 &4 =0, [afm + bfm] # 00V =d3 =0, [aiO + bg,o} #0 o
Uy =0y =0, aso # 0 o bien ¥y =0,

Demostracion: Para el calculo de la forma normal usaremos el tipo t = (3, 1).
con este tipo el sistema (2.11.24) se escribe como x = Fy + F; + -+ donde:
Fo = (v%,0)7, Fy = (as0y* + a117y, bo2y*) 7, ...

Usando la expresién (2.3.3) cualquier polinomio cuasihomogéneo py € P,

y su derivada parcial respecto a x se expresa como:

l
pa(zy) = Y aa'Iy¥,
=0

l -

Opsi(,y) Ny N
~or > (1= faga Ty =Y (1= flagat 7 yY

[y

Il
=)

J=0 J

Nos proponemos hallar una base de un subespacio complementario a Im (Lg; )

para l > 0, k=0, 1,2 no ambos nulos, donde

Lokt Qaive —  Qaitk
Psk Lsi ik (Paiik) = [Pk, Fol

Teniendo en cuenta que P34y, = (p3(1+1)+k, qgl+k+1)T y que p3l+k($, y) = ykpsz(x, y)

€S

OP3(1+1)+k 3

el o i A _ 3 2
[P3iyx, Fol] = ( oz Y Y q3l+k+1 )

0q314 k41,3

ox Y



120

2 Determinacién topoldgica de campos planos

l iy . L
= Casok =0, 1. pyyryen = ¥F Y 5o a9y, gy n = yF Yo bty

Asi

Ly (Pyix) = Y Zi‘zo(l +1-J)a $l_jy3‘ 3y?yh Tt Z] o b iy
3+k+1z (l —j)b pl—i— L3
7=0
k:-l—l Z (l —j)b xl ji— 1y3(j+1)
B kzlJrl [( )a/] L — 3bj 1] l+1—]y3]
= k+1 Z] 1(l+1 —j)b 1l'l jy

Entonces podemos elegir un subespacio complementario de la forma

+1,,k 0
Cor(L31+k):<<x0y ) ( lyk+1>>,l20,k20,1,l+k>0

l 4 . l i .
Caso k = 2. p3ar1y+x(2,9) = ¥* 20 a; 2" y¥ y gy = Z;:o bttty
Asi

y5 Zézo(l + 1 _ j)a/jxlij&]' 3y Zl+1 b xl+1*]’y3j
Lo (P3iy2) = 3l 1—j. 3j
Y ijo(l +1 _.7>be jy J
v’ [Z;:o(l +1-— j)ajxlij:S(jJrl) _3 2?:10 bjxl“*jy:”']
Dol 1= )byt IyP0e
[ o'+ S0 (142 — j)a;_1 — 3b)] xlﬂ_jy?’j}
Zl-f—l (l + 9 _ j)b l+1—jy3j

Entonces podemos elegir un subespacio complementario de la forma

axttly? 0
Cor (Lgj42) = << bxlyg ) , ( L >>,(Z+1)a+36750,l > 0.

0 0
Una posible eleccién del co-rango puede ser Cor (Lg; i) = ,
aly? 1

pero el que nos interesa es:

B l‘l+1y2 0
Cor (L) = << (1 + 1aly? ) ’ < s )>
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Con esto se prueba el resultado. [ ]

Notas: En el sistema (2.11.27) consideraremos las siguientes restricciones:

a) a debe ser impar ya que en otro caso se tendria un vértice (o + 1,0) con

abscisa impar. Por tanto, el origen no seria monodrémico.

b) Mediante un escalado podemos tomar b,o = —1 ya que en otro caso, por

la condicién B) del algoritmo, el sistema (2.11.27) no es monodrémico.

La siguiente proposicién, dada por Aranda en [11], serd ttil para caracterizar
la monodromia del sistema (2.11.27). Describe las distintas situaciones que se
tienen: raices complejas o reales, simples o multiples de un polinomio de grado
cuatro. Para hallar el nimero de raices reales utiliza el método de Sturm y

para los casos de raices multiples condiciones sobre la resultante.

Proposicién 2.11.62 Sea el polinomio py(z) = mz* +pz3 + 2> +rz+s con
ms # 0. Sean

Q = —qu —+ 32?2
R = q2 — 3pr + 12ms
1
Voo = S(4mg — Q)R+ 6msQ + 2mrpg + 2m* (8sq — 9r)

pr
3

4
+8sm(8sm — rp)R — grzm(6sm —rp)qg — m*(9r* + 512ms® — 96rps?)

Dy = (r* —4sq)Vy — 35°Q* + (6sq — 1) — 8sm(sq +1%)| Q
entonces py(z) tiene las siguientes raices:

» 4 raices reales distintas st Dy >0, Vo >0 y @ > 0.

= 2 raices reales distintas y 2 complejas si Dy < 0.

» 4 raices complejas distintas st Dy >0 y Vo <0 0@ <0.

1 raiz doble real y 2 simples reales st Dy =0 y V5 > 0.

1 raiz doble real y 2 simples complejas st Dy =0 y Vo, < 0.
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1 raiz triple real y 1 simple real si Dy =Vo = R=0 y Q # 0.

2 raices dobles reales si Dy =V, =0, Q >0y R # 0.

2 raices dobles complejas st Dy =Vy =0, Q <0y R #0.

1 raiz real cuadruple st Dy =V, =Q = 0.

En el siguiente teorema estudiamos los casos de monodromia para el sistema

(2.11.27) con « impar y b, o = —1.
Teorema 2.11.63 Sean

Ai ==
A =

(bs0 — (@ = F)ag0)*Xiz+a=p1y + 4(by0 — (@ = F)ay0),
(2by,0 — (26 — 1)ay0)*Xq2(a-1)=1} — 8(2a — 1)
qa = ( 0 — Qay, O)X{Q&:'y—f—l}
ro= (bgo — Gago)X{sa=p+1}
Va = 2&(2¢° — 84aq — 9ar?),
Dy = (4q+7*)Vy — &*(64¢* + 56r°q + 9r* — 2564)

El origen del sistema (2.11.27) con app = 1, bao = —1, @ = 2& — 1 es

monodromico si se verifican alguna de las siguientes condiciones:

ml) y=27-1,7<0+1,27<a<f+1-7 2 ¢[5,a-7), A <0y
b%O — ’N}/OJ%O < 0.

m2) y=27—-1,7<i+1,29<a<pf+1-7% b”—’OZiyAz‘<0-

7 ay,0

m3) y=2y-1,5<4d+1, 2’y<o~4§ﬁ—|—1—fy,z_ﬁ:@_ty7 A =0y
b—y,o—:}/a%o<0.

m4) 2 =min{§+1,2 2L a1 5 =241, A; <0.
m5)%—mm{(5+17+16 8}, a=24, Dy>0yV2<00q<0.
m6) § = min {6 +1, 55 B0 5}, d = 24, r = 0, v+ 1 = 24 y by =

—2\/_ + Oéa/%().

En los siguientes casos el tipo topologico no estd determinado
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dl) vy=27—-1,7<0+1, f+1=a+7,2y< a, A; =0, b%O—(d—’Ny)a%O <0,
byo —Fayo <0, (bgo — (@ —7F)ago) # 0y [bgo+ (7 + &)agp][bgo — (& —
F)ag o] — 4(by0 + Faq,0) = 0.

d2) %—m1n{5—|—1 ﬁl,ﬁ“ a} a=20—1,7v=2G—-1), A =0, b=

3 72
2a a707é0
d3) ¢ =min {6+ 1,7 B 4 G =24, D, =0y Vo> 0, byo— da,g <0,

v+1=2a, bgg — dagy #0,0+1=3avy 464@5,0X{5+1=d})‘2 + Q(b%o +

—q++/¢>—20&

Qay,0) A+ bgo + 3dagy =0 con A = —signo(r) oa

d4) & = min {0 +1, 52 B8V 5 = 24, 7 = 0, v + 1 = 24, by = 3V,
Uy = % y dasoX{s+1=a} + (bgo + 3dago)Xis+1=3a3 = 0.

En estos casos, la monodromia del sistema (2.11.27) equivale a la no existencia
de orbitas caracteristicas distintas de x = 0 del sistema (2.11.26), problema
resuelto en la Proposicion 2.11.60. El sistema (2.11.26) es C*-equivalente al
sistema (2.11.25) que es obtenido a su vez al aplicar al sistema (2.11.27) los

siguientes blow-up:

d1) fﬂ:uyzu&_&<ﬂ+m>,aﬁf=#

L )
d2) = = u? (a‘: - (%) _) y=ul dt = g
d3) r=u, y=u*(y+\), dt = u3a1
d4) z =u, y = u® <g F ﬁ) dt = 3a T, uno para cada signo.

En todos los demds casos el sistema (2.11.27) posee alguna orbita carac-

teristica.

Demostracion: Hay cuatro puntos soportes que caracterizan el diagrama de
Newton. Vo = (0,4) v V4 = (2&,0) vértices en los ejes y V3 = (8 + 1,1),
Vo=(v+1,2), Vi = (6 +1,3) que pueden no ser vértices interiores. En primer
lugar hemos de eliminar los casos en que V; o V3 son vértices interiores pues

en esos casos el sistema no es monodrémico al tener ordenadas impares.
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A) Si §+1 < min {7;1 el O‘} entonces V7 es vértice interior por tanto el

sistema no es monodromlco ya que la ordenada de su soporte en impar.

B) Si £ = min {2 2L 91 < 5+ 1 entonces V3 es vértice interior, el
sistema tampoco es monodrémico ya que la ordenada de su soporte es

impar.

C) SizH <f+1y 2 < % < VTH—l—% entonces también se tiene @ <3
En este caso V3 es vértice interior, el sistema tampoco es monodromlco

ya que la ordenada de su soporte es impar.

D) SiZ <d+1y2H < VH +4< ﬁ ! entonces también se tiene 22 < &
En este caso Vo = (v + 1, 2) es el unico vértice interior del diagrama de
Newton del sistema. Por tanto para que sea monodrémico debe ser v
impar, v = 27 — 1. Asi las desigualdades son: ¥ < d+1y 75 < wg—d < %
con 27 < a. El diagrama de Newton del sistema consta de un vértice
interior V5 con soporte (29,2) y dos caras compactas de tipos (1,7),
la superior, y (1,& — 7), la inferior. La cara superior contiene el punto
soporte V; si 4 = 0 + 1 y la inferior contiene el punto soporte V3 si
¥+ a = [ + 1. Utilizaremos la funcién caracteristica para describir de
forma cémoda todos los casos. Si denotamos F, F; los primeros términos
del campo respecto a los tipos de las caras superior e inferior al vértice
Va, G50 = 50X {5=5+1} bso = bs0X{3=6+1}> 48,0 = AB,0X{j+a=B+1} Y bgo =

bsoX{5+a=p+1} se tiene:

F, = (y + asoX{5= 6+1}!E +%09€ Ty, (5+1)a60X{7 6+1}$ y? +0b, IE%_lyQ)a
Fi = (ay02™y+ agoXisracsinn 2’ by 02 Y% + bgoXgracsrna’y — 2071
Asi mismo, denotando h;(z,y), A;, u; las funciones de Hamilton su dis-
criminante, y la divergencia de F; y hy(x,y) la funcién de Hamilton de

F,, se tiene:

hs(z,y) = (byo —Fay0)2”y* = Jy* = =79 [?ﬁ - wx”] :

2ahi(w,y) = (byo = (& = F)ay0)a®y* + (bso — (& = F)apo)X(5ra=pryr’ Oy —

-~ 2
o 25 a—~ (bg,o—(&@=%)ag,0)X{5+a=p+1} A; 2
= —x Y |:<.’L' v 5 ol Yy _ Ty

2a
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A; = (bgo— (@ —F)ago)*X(5+a=p+1y + 4(by0 — (@ —F)ayp),
i = (23ay0 4 2by0)” 'y + (7 + @)ago + bgo) X {5+a=p+1}T
= 7 [2(by0 + Fay0)y + (bo + (T + @)ago)X(5+a=p+132" ]

F+a—1

D1 Si A; > 00 b, —7ay0 > 0 el sistema no es monodrémico ya que las

funciones de Hamilton tienen raices simples.

D2 Sia—°9< 2”—2 < 7 entonces By, < 0y por tanto no es monodrémico.
s

D3 Si A, <0, byo—7Fa,0 < 0y ZZ—‘; ¢ [¥,a& — 7] entonces el sistema es

monodromico. Es la situacién m1).

D4 Si A; < 0 entonces debe ser b, g — (& — ¥)a, 0 < 0, si ademds suponemos
byo — Ya,0 = 0 resulta hy = —Jy* y By, = w > 0. Verifican
todas las condiciones del algoritmo por lo que el sistema es monodrémico.

Es la situacién m2).

D5 SiA; =0y byo—(@—7)ay,0 = 0 entonces (bgo—(—7)as,0)X(5+a=a+1} = 0.

No puede ser b, — Yayo = 0. Si by 9 — Ya,o > 0 el sistema no es mo-

nodrémico por D1. Si b, o —%a,o < 0 entonces hg posee raices complejas,

h; = —2*® y By, = ———=— > 0. Verifican todas las condiciones del al-
2 bw,O_'Ya'y,O

goritmo por lo que el sistema es monodrémico. Es la situacién m3).

D6 Si A; =0y by,o— (&—7)a,o0 <0, no puede ser positivo, entonces debe

ser (bgo — (& —Y)ago)x{p+1=5+ay 7 0 por tanto (bgo — (& —Y)age) # 0,
B4+1 = +a vy h; posee el factor real doble no trivial y— de_?
Para que el sistema sea monodrémico es necesario que este factor lo sea de
la divergencia y que b, g—*%a,, < 0. Las condiciones b, g —(&—7)a, < 0,
byo — Jay0 < 0 implican Z:—z ¢ (7,&—%). En resumen se tiene que
cumplir: A; =0, by o — (@ — Y)a,0 <0, byg —Ja,0 <0, f+1=a+7,

(bgo — (& —F)agp) #0y
[bg0 + (7 + &)agol[bso — (& — F)ago] — 4(by0 + Yay0) =0

Para determinar si el sistema es monodromico aplicamos el blow-up x =

w, y = ut7 <gj + M), dt = u&j‘z_l. El sistema se transforma en
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(2.8.20) que tiene la forma del sistema (2.11.25) con Ay = a0y Bo1 =
byo — (& — J)a, . La condicién de monodromia del sistema (2.11.27)
equivale a la no existencia de 6rbitas caracteristicas del sistema (2.11.25).

Es la situacién d1)

E) Caso % = min {5 +1, VTH, %, %} El diagrama de Newton del sistema

consta de una tdnica cara compacta del tipo (1, @). Esta cara contiene el
a

punto soporte V; si 6 +1 = §, al punto soporte V5 si v +1 = &, y al

s B+l _ &
punto soporte V3 si == = 2.

Distinguiremos los casos & par o impar, o lo que es lo mismo a = 24,

a = 2& — 1 respectivamente con & € N.

E1 Caso a = 2& — 1, entonces el diagrama de Newton posee una tnica cara
compacta del tipo (2,2& — 1). Los puntos soportes V; y V3 no pueden

pertenecer a dicha cara y el punto soporte V5 pertenece a la cara si

VTH = O‘T“, esto es, v = 2(& — 1). Si Fgs_5 es el primer término del

campo respecto al tipo (2,2& — 1), se tiene:

26—2,2

Foos = (47 + ay0xiaa-—0=m7""""y, byoxaa-1n=m2* "%y 1a-8)

T

Asi mismo, denotando h,(z,y), A, p. las funciones de Hamilton su dis-

criminante, y la divergencia de Fg4_5, se tiene:

(84 —4)hsa—1 = —(2a = 1)y* + (20,0 — (26 — 1)ay0)Xq2(a-1)= ™ y?
_21_40772
i 2by0 — (26 — 1)aq,0) Xg2(a-1)=1} 2N
— _2 20¢—1 _ ( '770 v, & vy 2 81 4
[(‘” 1 y AR
Al = (Qb%() - (Qd - 1)&770)2)({2(&_1):7} - 8(26[ - 1),

Hea—s = (2by0+ (24 — 1)%,0))({2(@-1):7}1132(5‘71)

Ela Si A; > 0, h, posee factores reales simples por tanto no es monodrémico.

El1b Si A; < 0, h, s6lo posee factores complejos por tanto es monodrémico,

es la situacién m4)
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Elc Si Ay = 0, entonces debe ser (20,0 — (2& — 1)ay,0)x{2(a-1)=y} # O,
esto es, v = 2(a@ — 1) y 2b,90 — (2& — 1)a,o # 0. Ademds hgs_4 po-

. s A1 2byo—(2a—1
see el factor doble real no trivial 22471 — Myz

. Para que el
sistema sea monodrémico es necesario que este factor lo sea de la di-
vergencia. En resumen se tiene que cumplir: Ay = 0, v = 2(& — 1),

2a-1 4 (2@*1)aw,oy2 Para.
5 .

byo = —L;lamo # 0, y el factor real doble es x
determinar sj el sistema es monodrémico es necesario realizar un blow-
up z = v |7 — <m>m ,y = ¥ dt = 2. El sistema
se transforma en (2.8.21) que tiene la forma del sistema (2.11.25) con
Ay =1y By; = —2. La condicién de monodromia del sistema (2.11.27)
equivale a la no existencia de érbitas caracteristicas del sistema (2.11.25).

Es el caso descrito en d2)

E2 Caso a@ = 2a, entonces el diagrama de Newton posee una unica cara
compacta del tipo (1, &). Los puntos soportes Vi y V3 y V5 pertenecen a
dicha carasi d +1 =&, v+ 1 =24y f+ 1 = 3& respectivamente. Si
denotamos F34_1 el primer término del campo respecto al tipo (1, &), se

tiene:

Fia = (y3 + aé,OX{a=5+1}$dy2 + a’y,OX{2d:7+1}172&y + a,@,oX{:«:a:ﬁH}xgd )

(6 + 1)a6,0X{d:5+1}x5‘_1y3 + b’y,OX{2d:'y+1}fL'2d_1y2

+bﬁ,0X{3&:ﬁ+1}9€3dfly - 354&71)

Si denotamos has(x,y), psa—1 las funciones de Hamilton y la divergencia
de F34_1, se tiene:
dahys = —ayt+ (byo — Gy 0) X f2amr s 122U + (bgo — Gag0) X 3ampsy @y — 2%,
pza—1 = 4dagoxia=siyr® Y + 2(byo + day0)Xp2a=y41y 7 Y
+(bgo + 3daso) X 3aprnr "
= 2% [4dasoX(azsr1y’ + 2(byo + G0y 0) X f26my+13 7Y

+(bg,0 + 3@&/370))({3&:/@_1}:[26‘]

Utilizando la proposicion 2.11.62 se tiene en nuestro caso
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p =0,

q¢ = (byo— Gay0)X(2a=111)
r = (bgo— Gago)X{3a=4+1}
s = —1,

Q = 8ag,

R = ¢#+12a#0,
Vo = 2&(2¢° — 8aq — 9ar?),
Dy = (4q+1r*)Vy — &2(64¢* + 56r°q + 9r* — 2564)

E2a) Si Dy > 0, V5 > 0y @ > 0 entonces hys posee cuatro factores reales

simples por lo tanto el sistema no es monodrémico.

E2b) Si Dy < 0 entonces hys posee dos factores complejos conjugados y dos

factores reales simples. El sistema no es monodrémico.

E2c) Si Dy > 0y Vo <00 g < 0 entonces todos los factores de hyg son

complejos y por tanto el sistema es monodrémico. Es el caso m5).

E2d) Si D, =0y V5 > 0 entonces hyg posee un factor real doble y dos factores

reales simples por tanto el sistema no es monodrémico.

E2e) Si D, =0y Vo < 0 hyg = —a (y4 — %yQ —Zy+ i) posee un factor
real no trivial doble y dos factores complejos conjugados. Asi hyy =
—a& ((y — a)* + b*) (y— )% Por tanto igualando coeficientes debe ser a =
—, b7 = —£—6X% ¢ < O porlo que y+1 = 24, 2\ (8/\2 — g) = —% luego

r # 0, signo(\) = —signo(r) y 8+ 1 = 3@ y por dltimo 5X* + A* + 7.
—q++/q? 206

104 :
Para que sea monodrémico el factor real debe serlo de j34_1. Por tanto

Asf el factor doble no trivial es y — Az® con A\ = —signo(r)

debe ser
40?(1570)({5_,_1:@}/\2 + Q(b%o + da%O))\ + bg,o + 35&&570 =0

Para determinar si el sistema es monodrémico aplicamos el blow-up

r=u,y=u(g+\), d = -2 El sistema se transforma en (2.8.20)

wda—1
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que tiene la forma del sistema (2.11.25) con Ag = ap%ém) = 3\ +

2 & N ~ A
20,5’0)({54_1:@})\—}-(1%0) y BO,I = %%ﬁ(m = —604/\2+ (b%() —Oéa%()) < 0.
La condicién de monodromia del sistema (2.11.27) equivale a la no exis-

tencia de orbitas caracteristicas del sistema (2.11.25). Es el caso d3).

E2f) SiDy=Vo,=R=0y Q # 0, hys posee un factor real no trivial triple y
otro real simple. En este caso el sistema no es monodromico. Pero hemos

de notar que este caso no se tiene ya que siempre es R # 0.

E2g) Si Dy = V5, =0, ¢ > 0, hys posee dos factor reales no triviales dobles.
Las anteriores condiciones equivalen a r = 0, ¢ = 2v/&. Los factores
reales no triviales dobles son (y + %xa) Para que el sistema sea mo-
nodrémico ambos factores deben serlo de p34—1 lo cual implica a., g = %

y dasoxs+1=a + (bgo + 3Gasp) X (s+1=3a) = 0. Para determinar si el sis-
tema es monodromico aplicamos para cada factor y + \/—x el blow-up
r=u,y=u® <g T f) dt = 3a r. El sistema se transforma en (2.8.20)
que tiene la forma del sistema (2.11.25) con Ay = :|Z8\/§a570)({5+1:d} y
By, = +2v/@. La condicién de monodromia del sistema (2.11.27) equi-
vale a la no existencia de drbitas caracteristicas del sistema (2.11.25). Es
el caso d4).

E2h) Si D, = Vo, = 0, ¢ < 0, haa posee dos factores complejos dobles. El
sistema es monodrémico. Las anteriores condiciones equivalen a r = 0,
g=—-2V&, v+1=2ay byo = —2V& + Gay . Es el caso m6).

E2i) Si D, =V, = q =0, hys posee un factor real no trivial cuddruple. Esta
situacién no se tiene ya que las condiciones Dy, = V, = ¢ = 0 implican

g=1r=0y a=0 lo cual es imposible.
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Capitulo 3

Sistemas cuasihomogéneos

3.1. Introduccion

Las ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales aparecen en muchas ra-
mas de las ciencias aplicadas. En el contexto de los sistemas planos, una de las
cuestiones basicas es el problema de la monodromia (tratado en el Capitulo
2), el cual esta relacionado con determinar si la aplicacién de Poincaré esta
definida en un entorno del equilibrio. Cuando esto ocurre, el punto singular
es llamado monodromico y, en el caso analitico, es un centro o un foco. Una
vez establecida la condicién de punto singular monodrémico, el problema del
centro de Poincaré busca condiciones que decidan si un equilibrio monodrémi-
co es un centro o un foco. En otras palabras, tratamos de determinar cuando

todas las érbitas en un entorno del equilibrio son cerradas.

En tal caso, surge el problema de la integrabilidad: intentamos determinar
si el campo vectorial plano tiene una integral primera, esto es, un funcién que
permanece constante a lo largo de las trayectorias del sistema. La integrabili-
dad es una cuestion importante, ya que la existencia de una primera integral
determina completamente el retrato de fases del sistema.

Es bien conocido que la presencia de un centro analitico asegura la existen-
cia de integrales primeras locales de clase C*> (véase Mazzi & Sabatini [50]).
En general, no es posible asegurar la existencia de integrales primeras analiti-

cas locales, a menos que nos restrinjamos a un entorno reducido del equilibrio

131
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(véase Li et. al. [44])

En el caso no degenerado (esto es, cuando la parte lineal del equilibrio
es equivalente a (—y,z)T, un resultado de Poincaré establece que un sistema
analitico plano es un centro si y s6lo si posee integrales primeras analiticas.

En el caso degenerado hay dos situaciones a considerar: el caso nilpotente
y el que tiene parte lineal cero.

En el caso nilpotente, existen sistemas analiticos con centro que no admi-
ten primeras integrales (véase Moussu [54]). La caracterizacién de centros y
sistemas con primeras integrales analiticas se puede encontrar en Strozyna y
Zoladek [57].

Para el ultimo caso, correspondiente a equilibrios con parte lineal cero,
se han realizado muy pocos avances. Las ideas presentadas en este capitulo
podrian contribuir a entender este caso. De hecho, algunos de nuestros ejemplos
se enmarcan en esta situacion.

Otro problema relacionado con los anteriores es el de la reversibilidad, es
decir, cuando un campo vectorial es invariante a una involucién en variables
de estado y al cambio de signo en el tiempo.

El objetivo de este capitulo es el andlisis del problema del centro, de la
reversibilidad y de la integrabilidad para una familia de ecuaciones diferencia-
les planas: aquellas cuyo campo vectorial es cuasihomogéneo. Como un caso
particular, nuestro estudio para el problema del centro incluye la situacién

homogénea analizada por Collins [23].

3.1.1. Preliminares

Consideraremos un campo en el plano, de la forma

& — F,(x), donde x = (z,y) € R? (3.1.1)

siendo F, un campo cuasihomogéneo del tipo (t1,ty) € N2, t1,t5 primos entre
si, y grado r. Tomaremos t; < t5 ya que en otro caso bastaria aplicar el cambio
r — Yy, y — x para estar en la situacion deseada.

Utilizando la descomposicién conservativa disipativa serd F,.(x) = Xj(x) +
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pi(x)Dg donde € Py y h € PL, ., siendo éste 1iltimo polinomio
hzy) = a™y™ [Jy" = Aa)™, (3.1.2)
j=1
donde m, my, m, € No; mj € Npara j=1,---,m; \; € C\ {0} paral <j <
m,y A # A, para i £ .

Lema 3.1.64 Sea h dada en (3.1.2), con m, = syty + 6y, my = Syt1 + 0y,
Suy Sy € No y 05,9, € {0,1}. Entonces:

M(xay) — l,(tQ—1)(1—595)y(tl—l)(l—éy)ﬂhom(l,tg7ytl)’ donde
5x+5y+(2;n:1 m;)—2+0z+0y
Iuhom (X, Y) _ Z deserserZ;’;l m;j =240z 40y =5y
7=0

Ademds se tiene que grad (Yvh™™(1,Y)) — grad (u"™(1,Y)) =2 — 4,.

Demostracion: Si m, = syta + 0y, my, = syt + 6, entonces r + [t| = 0.t +

dyta + tito [sx + 5y + Z;nzl m]} . De aqui, se deduce:

Sot sy =240, +0,+ > my
j=1

r=1ti(ty — 1)(1 = 8,) +ta(ts — 1)(1 = 8,) + tity

El resultado se obtiene aplicando de nuevo el Lema 2.3.26. Ademas:

2—0, = Oyt (Sat+sy+ Y my) = (52+ 5, —2+ 0, +06,+ > _my)

j=1 j=1

= grad (Yh"™(1,Y)) — grad (u"™(1,Y)) .

Lema 3.1.65 Sea F, € QF irreducible (es decir, sus componentes no son
idénticamente nulas y no tienen factores comunes) y h dada en (3.1.2) con
My = Sylo + 0y, My = Syt1 + 0y, 85,5, € Ng y 0 < 9, < to y 0 < 6, < ty.
Entonces: 04,6, € {0,1}.
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Demostracion: Se tiene r + [t| = 0,t0 + Oyt1 + ity [sx + s, + Z;ﬂ:l mj]. Si
1 < 0, entonces z es factor multiple de h y r = (0, — 1)ta + (§, — 1)t; +
tity [sx + 5y + 2211 mj], independientemente del valor de d,. Por el Lemma
2.3.26 obtendriamos que p es también multiplo de x, lo cual es contradictorio

ya que F,. no serfa irreducible. Asi d, € {0,1}. De forma andloga, se prueba
que 0, € {0,1}. n

Lema 3.1.66 Seca F, € QFf irreducible y h dada por (3.1.2). Sea n"™(X,Y) =
Mhom(x}y)

e Y o (X - Entonces:

a) Res [ZE:E 1) 0] Res [p™™(X, 1),0], si m, = 1.

b) Res [Zgy) 0] Res [n™™(1,Y),0], sim, = 1.

p(l,y)
h(1,y)

c) Para cualquier A\;, j =1,---,m los t; residuos de eny = /\]W1 coin-

ciden siendo:

s [f0°] = s

h(ly)’ "7
Demostracion:

= Si m, = 1, aplicando los Lemas 3.1.65 y 3.1.64, obtenemos

x, 1 hom :Dt271 hom X 1 om
Res [ZE 13 0] = lim 7hhomg t271§ lfm hhomgx1 Res [n"™(X,1),0] .

= S5i m, = 1, aplicando de nuevo los Lemas 3.1.65 y 3.1.64, obtenemos

(1,y) I 2 hom(y yt1) om(1,Y hom
Res [lft(l,z ’Oi| _ lel_{ré Zhom(l,ztl) }1/1_) hhom(l Y Res |: (1, Y), O] .

~

= Antes de demostrar el tltimo apartado, usando el Lema 3.1.65, obtene-
mos h(z,y) = 2%y’ h"™ ("2, y"), donde h*™ (X, Y) = XV [T, (Y —
A X))

(s0) , 1 < sg < t; una de las t; soluciones de

Seajocon1<jo<my)\
— Aj, = 0. Sea también ¢ un ntmero real positivo suficientemente

pequeﬁo tal que la curva cerrada Cj, 5, = {z eC ’\z — )\%0)\ = 5} no
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contenga en su interior a ningun /\5.8) con j # jo v s # So y que la curva

cerrada Cj, i

en su interior a ningin \; excepto a A;,. Entonces

imagen de Cj, 5, mediante la funcién f(z) = 2", no contenga

Res [

)\ 1 plz) g, 1 27 DU yhom (1,21) 4
)? 7o 2ml h(1,z) 2rl 20y phom (1 t1)
Cig.s0 Clo.so

1 tlztl—luhom(thl)d
= 10y phom (] ¢ Z.
2n Ity zt19y pho (17z 1)

70550

Aplicando el cambio w = 2!, obtenemos:

Res [0 \00] = f s dw = ARes | R0 |

)? "o 2rIty w% hhom (1,w) YOy phom(1Y)?
Jo

— %Res [nhom(l,Y),)\jo] :

3.2. Formas canodnicas

Lema 3.2.67 Sea el sistema (3.1.1) con F, = X, + pDy. Entonces existe
un cambio de variables de grado cero que transforma el sistema (3.1.1) en
(i, 0)" = F, = X; + iDy donde:

- 1 _1
a) h(u,v) = c(v —u2)"f (u)\_t1+t2,v)\t1+t2), con ¢ € R\ {0}, si h(z,y) =

(y" — X)) f(z,y), con A # 0, n € N.

b) h(u,v) = c[(v" — au’)? + (=1)%u®2]™ f (W, a%) con ¢ € R\ {0}, si
h(z,y) = [(y" — az®)? + (=1)°*2*2]" f(x,y), con s € {0,1}, a,b € R,
meN yb#0.

C) ﬁ(uav> = /Unl(/U - ut2)n2f(uav>7 sit = (17t2> ) h(.’L’,y) = (y - )‘1'%@)”1(3/ -
Aoz®2)" f(x,y), con A, Aa € R, Ay # Ao, Ao # 0, ny € N yny € N,

d) il(u, v) = [U +(=1)°u 2I‘Q]mf(|b|11/t2uvU"f_ |b|1a/t2 u?), sit=(1,t2) y h(z,y) =
[(y—ax)? 4+ (=1)*0*2*2]" f(z,y) cons € {0,1}, a,b € R, m € N, b # 0.
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e) h(u,v) = umv™ (v —u)" f(u,v), sit = (1,1) y h(z,y) = (y — \a)™ (y -
AQI»)TLQ(y_A?’x)TLSf(l.’y) con ni,ng € N; ns € NO; )\17 AQ) A3 € R; AI(Al -
A2) (A1 — A3) (A2 — A3) # 0.

£) h(u,v) = uv" [(v—au)® + (=1)*u?]" f(u,v), con @ € R, si t = (1,1)

y hwy) = (y = o)™ (y = o)™ [(y — ax)? + (=1)°0*2°]" f(z,y) con
S € {0, ].}, No, M € N, n; € NQ, Al, )\g,a,b S R, )\1()\1 - /\Q)b 7& 0.

g) h(u,v) =v" [ + (=1)u]" f(u,v), sit = (1,1) y
h(z,y) = (y=Az)" [(y — ax)* + (=1)°0%2*]" f(z,y) con s € {0,1}, n,m €
No, A, a,b € R y b[(A — a) + (~1)°b%] # 0.

h) h(u,v) = [v? + (—=1)* )™ [v® + (—1)*2B%?™ f(u,v), 0< BER, sit =
(1,1) yhle,y) = (g — )’ + (—)Ba2]™ [(y — aze)? + (—1)=63%]"™ (),
con s1,82 € {0,1}, my,me € No, ay,a9,b1,b0 € R, by > 0, by > 0,
(a1,b1) # (ag,by) y ademds s1s9 = 0 0 bién s = s = 1 y by + by <

|a2 —a1|.

Demostracion: Para obtener el resultado aplicamos el Lemma 2.3.29 y el

cambio de variables de grado cero (2.3.9) con los siguientes valores:

1
a) ap = ay =0, ag = \ittz y g = ais Estos valores son posibles tomarlos

ya que t1 + to es impar.

b) a1 =y =0, ag = [bag [V,

“ﬁz

(z,

c) a; =0,a3 = =\ yaz = ag = 1. Asf obtenemos h(x,y) = y™ [y — (Mg — Ap)x'2]™
y ahora aplicamos el resultado del apartado a).

d) oy =0, ay = —a, as = |[b|"/*, ay = 1.

= —X vy ag = a4 = 1. Asi, obtenemos

e) ar = —3-, a

h(z,y) = )\ iz My <y - ’\12%23)95) f(x,y). Aplicando ahora el apar-
tado a), se obtiene el resultado.
f) a = —)\i, g = —Ag y a3 = ay = 1. Asi, obtenemos
A1 —a)2 4> 21 (2 4+ (M1 —a) Ao —a A2b% (A1~ A2)? :
blay) = Syomys | (y+ Db o)y (1) s foy).

Aplicando ahora el apartado b), se obtiene el resultado.
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g) ay =0, a0 ==\, a3 = 1, ay = 1. Asi, si denotamos A = (—1)%0* + (A —
a)? # 0, obtenemos h(z,y) = A™y" [(x + %y) + & 1)%2 y2] flz,y+

Az). Aplicando ahora el cambio (2.3.9) con az =1, a; = 2%, ap =0y
oy = i", se obtiene el resultado.

h) g =0, ay = —ay, az3 = by, ay = 1, por el apartado d) obtenemos que
h(u,v) = [vz + (=1 u?]™[(v — au)? + (—=1)%2b2u?]™ f(u,v), donde a =
ety b= —. Si a = 0, ya tenemos el resultado.

Sia 7é 0, aplicando de nuevo el cambio (2.3.9) con oy = oy = 1, g =

(1)1 A, a3 = A, A2+ (—1)** # 0, resulta:

h(u,v) = [(=1)% + A2)™ >+ (1) )™ {[(1 + (—=1)"aA)® + (—1)b° 4%] v?
+2(—1)a |42 - SHECNN 4 (—1)31} w

a

+ [(A—a)® + (=1)%0"] 2}m2f (u,v)

Nos interesa hacer cero el coeficiente de uv en el segundo factor. Esto es,

. ., 2 59 b2 1)51
buscamos las soluciones de la ecuacién A2 — <=1 - 1) A—(—1)" =

0. Estos valores siempre existen si A = (a? + (=1)2b* — (=1)*1)? +
4(=1)*1a* > 0.

Si s; =0 se tiene A > 0y A%+ (—1)% > 0.

Sis; =1, A= (a® -1+ (=1)*2b?)% + 4(—1)*2b%. Por tanto, si ademas
ss = 0, también se tiene A > 0. Por otra parte, es facil comprobar que

las soluciones A = Ay no anulan A2 + (—1)%.

Sisi =8, =1y A= (a>—-1-0%)%—4b > 0, lo cual (como b > 0)
equivale a 2b < |a? — 1 —?|, que a su vez es equivalente a 2b < a? —1—b?
0o —a®+1+0b* < —2b. Esto es, (1+0)? < a® lo que es equivalente a
1+b < |al, es decir, by + by < |ag — aq|. Por otra parte es facil comprobar
que los valores A = Ay no anulan A2 + (—1)%, ya que en caso contrario
Ay = %1 lo que implica |a F1| = by como b < |a|] — 1 se tendria
—la|] < aF1 < |a|—1, por tanto 2—|a| < a < |a| o bien —|a| < a < |a|—

y ninguna de dichas desigualdades posee solucién.

En cada uno de estos casos basta elegir un valor A = Aj solucién de
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dicha ecuacién resultando:

hu,v) = [(=1)% + A2™ * + (= 1) u?™ x
{[(a®+ (=1)2b*)AF + 2(=1)"ado + 1] v
+ [4] — 2ad, + (—1)20°] u?}™ f( f(u,v)

Es posible también elegir Ay tal que no anule el coeficiente de v? del
segundo factor, esto siempre es posible ya que ambas ecuaciones de se-
gundo grado no son proporcionales. Como el caracter real o complejo
de los factores no se modifica al aplicar dichos cambios, basta aplicar

posteriormente un escalado en el tiempo para obtener el resultado.

Nota: El anterior procedimiento no es mas que una generalizacién de la forma
canénica de Jordan. Si consideramos el tipo homogéneo (¢1,t2) = (1,1) y un
sistema con parte lineal no nula, su primer término es Fy = (a1 0z+ao1y, b1 oz+
bo.1y)" siendo Fy = X}, + uDy, donde:

h(z,y) = % [—&0,13/2 + (bo,1 — a10)xy + 51,0952} )

plw,y) = mogs
Sea A = (by1 — a170)2 + 4ag,1b1 o el discriminante de h. Encontramos las si-

guientes situaciones:

= Si A > 0, apy # 0 entonces h(z,y) = =%+ (y — \a)(y — Agz) con
A, A2 € R, A; # Ao, Mediante el cambio u = y — Mz, v = y — \ox
llegamos a un sistema cuya primera componente es Go = Xj + Do,
donde h = cuv, ¢ # 0, i = d y por tanto Gg = ((d—c)u, (d+c)v)T. Este
sistema tiene su parte lineal en forma canénica de Jordan con autovalores

distintos.

» SiA>0yap; =0, entonces (bpy — ai) es distinto de cero y h(z,y) =
M <y—|— _buo ) El cambio u =z, v =y +

bo,1—a1,0

v x conduce al
0,1 — al

mismo campo anterior.
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» SiA=0,a0; #0, entonces h(z,y) = =%+ (y—Az)*. Mediante el cambio
u =z, v =1y — Ar y posteriormente un cambio de escala en el tiempo
se consigue transformar el sistema en otro cuya primera componente
es Gy = Xj + 1Dy, donde ﬁ(u,v) = —%112, f(u,v) = d. Asi, se tiene
Gy = (du + v,dv)T y la parte lineal del sistema estd en forma canénica

de Jordan.

" Si A =0, a0 =0,b #0, entonces h(z,y) = 3b102?, y se obtiene el

mismo campo anterior cambiando x < y.

» SiA=0,a,=0,b,=0,entonces h = 0y, por tanto, la primera
componente del campo es Fg = a;0(z,y)” donde la matriz de la parte

lineal ya estd en forma canénica de Jordan.

2
= SiA <0, entonces ag1bio # 0y h(z,y) = -5+ {(y - wx) 2 xZ].

2a0,1 - 4a(2)’1

. /= bo1—a . .

El cambio u = Y2z, v = y — 2290, conduce a un sistema cuyo pri-
2a0,1 7 2a0,1 )

mer término es Gy = Xj + iDy, donde h(u,v) = SP+u?], c#0y

f(u,v) = d. Asi, tenemos que Gy = (du — cv, cu + dv)T, cuya matriz
de la parte lineal es una forma canoénica de Jordan real con autovalores

complejos conjugados d £ cl.

3.3. Reversibilidad

En esta seccién nos planteamos analizar la reversibilidad del sistema (3.1.1).

A continuacién recordamos algunas definiciones

= Una involucién es una funcién o € C>*(Uy C R™,R"), tal que 0 oo = Id,

donde Uj es un entorno del origen.
= Fix (o) denota el conjunto de los puntos fijos de o: Fix (0) = {x € Uy |o(x) = x }.

= Un sistema x = F(x), x € R" es o-reversible, si existe una involucién o,
c(0) =0, tal que o,.F = —F.
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= Un sistema x = F(x) es reversible si es o-reversible y dim (Fix (o)) =

n— 1.
» Un sistema x = F(x), x = (21, --,2,) € R" es time-reversible a x;,
t=1,---,n,sies R, -reversible, donde
in('rla oy L1, Ly L1, 0 7$n) - (:L‘la ey Xg—1y —Xg, Li41,y 0t 0, :L‘n)a

es decir, el cambio z; — —x;, t — —t deja invariante el sistema.

» Un sistema X = F(x) es time-reversible cuando es time-reversible a z;

para algini=1,---,n

Nota: La condicién o,F = —F es equivalente a Do(y) - F(y) = —F(o(y)).

Lema 3.3.68 Consideremos las descomposiciones en componentes cuasiho-

mogéneas: F = 37 Fj, 0 = 37, 05, Fj,05 € QY conr,ig € Z. Enton-

Jj=to
ces, la ecuacion Do(x) - F(x) = —F(o(x)), mediante el escalado x = Evy,
E = diag (e, --- &™), se transforma en:

03 S Doy (y) - Fragaly) = = S £7F,, ( S o, <y>><3.3.3>
; =0 i=0

Demostracion: Aplicando el escalado x = Ey se tiene:

Do(x)-F(x) = Do(Ey)-F(Ey)= [ZD@HO(Ey)

=0

Z Fr-i-j (EY)
§=0

Por la Proposicién 1.3.2 b) y el Lema 1.3.5 se tiene:

Do(x)-F(x) = FE E'E

Z 5i+i0 Dgi—i—io (Y)
=0

zerﬂm(y)]
=0

[Z 5jFr+j (y)

eTOEY €Y Doitigy) - Fryjoily).
i—0  j=0

= ¢"tf

> €' Doy (y)
=0
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Aplicando de nuevo la Proposicién 1.3.2 b), tenemos por otra parte que:
F(o(x)) = F(o(Ey)) =) Frij (Z Ui+io(EY)>
5=0 i=0
= Z F,; (Eaio Z 0ty (y)) =F Z eF, <€i0 Z €'0ivi (y))
§=0 i=0 §=0 i=0
= FEe" Z eF, <€i0 Z €01, (y)) .
j=0 =0

Simplificando, obtenemos el resultado. [ ]

Lema 3.3.69 SeaF =} " F; o-reversible, cono =, o0;, dondeFj,0; €
Q;, T, i() € 7.

Si 19 > 0, entonces 1o = 0, o9 es una involucion y F, es og-reversible.

Demostracion: Teniendo en cuenta que o o 0 = Id y la Proposicién 1.3.2 b),

podemos escribir La ecuacion Ey = x, como:

By = x=0(o(x)=0(0(Ey) =Y 0, (ZamEy))

J=io

- i 0; (E i glo; (Y)> = Ee" i e 0014, <5i° i 0014, (Y)> :
j=0 1=0

Jj=to0 i=ig

=10

Por tanto, 7p = 0 e igualando los términos con menor grado en £ obtenemos
que oo (oo(y)) =y.

Por otra parte, volviendo a aplicar el escalado x = Fy a ambos miembros
de la igualdad Do(x) - F(x) = —F(o(x)) e igualando los coeficientes de la
menor potencia de € en (3.3.3), se tiene Doy - F,.(y) = —F, (00(y)). n

Lema 3.3.70 Sea o una involucion y W un cambio de variables, ambos defini-
dos en un entorno del origen. Si F es o-reversible entonces W,F es Wogo W1

reversible.
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Demostracién: Se cumple trivialmente que ¥ o o o ¥~ es una involucién.
Para probar el resultado hay que demostrar que Do(y)G(y) = —G(6(y)),
donde 6 = PoooVU 'l y = Ux), Gly) = V.F(y), esto es, G(y) =
[DY(VU~(y))|JF(¥!(y)). Ahora bien

Di(y)G(y) = D(¥ooo¥ ) (y)DU (¥ (y))F(¥ ' (y))

= D¥(o oW (y))Do(¥ ! (y) DY~ (y) DU(U~ (y)) F(¥\(y))
= DVU(o(x))Do(x)F(x) [F es o-reversible]

— DU(o(x))(~F(o(x)) = ~D¥(0 0 U~ (y))F(5 0 U (y))

= DYV 'o(Woool Hy))F(¥ 'o(Toool (y))

— G(Vooou(y) = ~G6(y)).

A continuacién damos una demostracion constructiva, que usaremos posterior-
mente, de un corolario del Teorema de Montgomery-Bochner, (ver [53] pagina
206).

Teorema 3.3.71 Si F es o-reversible, 0 = Y377 0, 0; € Qf, entonces el
cambio de variables
U =2(Id+og00),

verifica: ¥ = Z;io Uy, U € Q) Wy = Id y ademds W.F es og-reversible.
Demostracion: Utilizando el desarrollo o = Z;io o, y la Proposicion 1.3.2 b),
se tiene que W = Y777 W, con ¥; € QY W(0) =0y ¥y = 5(Id+ 0 0 gg). Por
el Lema 3.3.69, 0o es una involucién y o = £(Id + Id) = Id.

Adems3s

Too(x) = Ho(x) +00(x)) = Hoo(x) + o))
= 0o(¥(x)) = (00 0 ¥)(x).

Por tanto, 0g = WoooW !, y aplicando el Lema 3.3.70 se completa el resultado.
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Teorema 3.3.72 Si F es og-reversible, oy € Qf y dim (Fix(0g)) = k < n,
entonces existe Uy € QF, det(DW(0)) # 0, diag(DW(0)) = diag(Id), tal que
(Vo).F es Ry-reversible, donde

Rie(zy, - an) = (=1)xy, -, (=1)mz,),
i e{01} =1y ij=n—k

Demostracion: Descomponemos o =y ., a(gji), s>0,donde j; < jo < --- <

sy O'(()ji) € Qﬁ’m’l). Por ser el tipo homogéneo se tiene que j; > 0 y por el
Lema 3.3.69es j; =0y 0(()0) involucion.
Como F es og-reversible, aplicando el Teorema 3.3.71 se tiene que el cambio

U = %(Id + 0(()0) o gg) verifica U e Qf, si respecto al grado homogéneo es

v=>5" YU con WU € ng’m’l) entonces j; =0y U© = Id. Ademéss ¥,F

0 .
es aé )_reversible.

Como aéo) es homogéneo de grado cero se tiene aéo) (x) = DO'(()O)(O)X. Su-
pongamos que [ coordenadas del tipo t valen uno, 0 < | < n, en el caso

particular [ = n se tiene el tipo homogéneo. Para facilitar el razonamiento
l

podemos suponer que son las [ primeras, esto es, t = (1,---, 1, t41, -, tp).
Asi
A
a
Dol (0) = - ,
Ap—|

como Dac(]o)(O) es involucién se tiene que A es una matriz cuadrada [ x [,
A2=Idya;=+1i=1,---,n—1L.

Por otra parte, si dim (Fix(og)) = k, entonces dim (Fix(Do(0))) = k 'y, por
tanto, dim <FiX(DO'(()O)(0))> = k. Asi, DO'(()O)(O) tiene el autovalor 1 con multi-
plicidad algebraica y geométrica igual a k. Como (Da(go)(0)>2 = Id, se tiene
que el espectro de Da((]o) (0) es {£1}. Por tanto, DO'(()O) (0) es una matriz diagona-
lizable con autovalores 1 y —1 siendo k la multiplicidad algebraica de 1 y n—£k

la del autovalor —1. Sea P una matriz de paso: diag ((—1)",---,(—1)") =
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pP. DO'(()O)(O) - P71 con iy, ,i, € {0,1}, iy + -+ + i, = n — k. Entonces,
Ri(x) =P - Da(()o)(O) - P71 siendo

P

1

de donde Px € Qf N Q(Ol’m’l). Aplicando el Lema 3.3.70, se tiene que (¥q).F
es Rj-reversible con Vg = P o U c QB. Ademas

det (Wo(0)) = det(P)det (@(0)) — det(P) det (xiﬂO)(O)) = det(P) £ 0,

y como diag(P) = diag(P,1,---,1) y ¥© = Id, para obtener diag(D¥y(0)) =
(1,---,1), basta elegir una base de los autovectores que forman las columnas

de P con unos en su diagonal, lo cual es siempre es posible. ]

3.3.1. Reversibilidad de campos planos

Es légico pensar que si un campo F es o-reversible, esta condicion impon-
ga alguna reversibilidad sobre su primer término. Pero este primer término
depende del tipo elegido. En resumen, supuesto que F es o-reversible, preten-
demos encontrar un tipo t de forma que F,., primer término cuasihomogéneo
de F respecto al tipo t, sea op-reversible. Con esto se tendra una condicién
necesaria de reversibilidad sobre el primer término de F. Para ello, intentare-
mos encontrar un tipo t respecto del cual el primer término cuasihomogéneo
de la involucion o tenga grado no negativo, en particular el tipo homogéneo
lo cumple. En estas condiciones el Lema 3.3.69 nos garantiza que el primer
término cuasihomogéneo de F es op-reversible.

El problema es que el tipo homogéneo en la mayoria de los casos no es
el tipo de una cara compacta del diagrama de Newton de F. Seria deseable
encontrar tipos asociados a caras compactas del diagrama de Newton de F
tales que los primeros términos cuasihomogéneos de la involucion o sean de

grado cero. Con este propdsito enunciamos los siguientes resultados.
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Lema 3.3.73 Si o es una involucion, entonces el punto (1,1) siempre perte-

nece a una cara del diagrama de Newton de o.

Demostracion: Como o es una involucién con o(0) = 0, se tiene Do (0)? = Id.
Asi, desarrollando o con respecto al grado homogéneo se tienen dos casos

posibles:

o(x,y) = diag(sz,—sy)+---, cons = =+l1,

b
o(x,y) = (Z _a><;>+---, con a® 4 bc = 1,bc # 0.

En el primer caso, el punto (1, 1) es un punto soporte del diagrama de Newton
de o y en el segundo puede que no sea un punto soporte pero como bc # 0 los
puntos (0,2) y (2,0) son puntos soportes del diagrama de Newton de o y por
tanto el punto (1,1) estd en la tinica cara compacta del diagrama de Newton

de o. ]

Lema 3.3.74 Sea o una tnvolucion. Existen dos numeros racionales no ne-
gativos oy, By, 0 < a, <1 < ﬂi < 400 tales que para todo tipo t = (ty,ts)
ﬂi, el grado del primer término cuasithomogéneo de o respecto

al tipo t es cero.

con(xggi—ig

Demostracion: Por el Lema 3.3.73 se tiene que (1, 1) es siempre un punto que
pertenece al diagrama de Newton de 0. De esta forma, el diagrama de Newton
de o consta a lo sumo de dos caras compactas, y cualquiera de ellas contiene al

punto (1,1). Sea a, el exponente de la cara superior, 0 < o, < 1 si la cara es

1
Bo
0 < B, <1 sila cara es compacta y cero en otro caso.

compacta y cero en otro caso. Sea también —- el exponente de la cara inferior,

Si a, = B, = 1, entonces el diagrama de Newton de o posee una tnica cara
compacta de exponente 1 que ademds contiene al punto (1,1). Por tanto, el
grado del primer término homogéneo de o es cero, como se queria demostrar.

Si a, # (., entonces el diagrama de Newton de o posee dos caras, pero pue-
de que no sean compactas. Si tomamos t = (tl, tg) con o, < i—f < ﬁ%, entonces
(1,1) es también un punto soporte del primer término cuasihomogéneo de o
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respecto al tipo t. De esta forma, el grado del primer término cuasihomogéneo

de o respecto al tipo t es cero. [ ]

Lema 3.3.75 Sea F = Z;‘io F,.; o-reversible, con F,; € Q,tnﬂ- respecto a

un cierto tipo t.

a) St a, = B, = 1 y tomamos el tipo t = (1,1), entonces el diagrama de

Newton de F, no se reduce a un unico punto soporte.

b) Si0 < a, # B, y tomamos el tipo t = (t1,t2) tal que i—f = a,, entonces el
diagrama de Newton de F, no se reduce a un unico punto soporte excepto

st el punto esta en el eje de ordenadas.

c) Si0 < fB, # a, y tomamos el tipo t = (t1,ts) tal que i—f = ﬁ%, entonces el

diagrama de Newton de F,. no se reduce a un unico punto soporte excepto

si el punto esta en el eje de abscisas.

Demostracion: Probemos por reduccion al absurdo que el diagrama de New-
ton de F, no se reduce a un tnico punto. En caso contrario, si (mg,no)
es el Unico punto soporte con mg,ny € Ny, entonces tendriamos que F, =
(@0 X {no>03 ™ Y™, boX {mo=0y 2™ 1y™0) T, con af + b3 # 0.

Segin el Lema 3.3.73, el punto (1,1) siempre pertenece a una cara del
diagrama de Newton de o, sea o no vértice.

Si (1,1) no es vértice, entonces el diagrama de Newton de o posee una
unica cara. Esta cara debe tener como vértices los puntos soportes (0,2) y
(2,0) y exponente igual a uno. Por tanto a, = (3, = 1. Esta es la situacion a).
Tomando el tipo t = (1, 1) asociado a la tnica cara compacta del diagrama de
Newton de o, por el Lema 3.3.74 el grado del primer término homogéneo de o

respecto al tipo t es cero y por el Lema 3.3.69 se tiene que o es una involucién
a b x

y F, es og-reversible. Asi, og(z,y) = ( ) ( ) , con a? +bec = 1,
c —a Y

be # 0.

Se tiene que cumplir Dog - F,, = —F,. 0 g5. Operando, obtenemos

Doy - F,(z,y) = a b aOX{"0>0}xm0yn07l
0 r\4, c —a bOX{mo>0}me_1yn0
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_ [ 980X o0y ™Y 4 bboX (o0 Y™
CaOX >0y Y " — aboX >0} ’

a0 X {no >0} (A 4 by)™ (cx — ay)™ !
boX {mo>0} (ax + by)" ™! (cx — ay)™

mo—lyno

FV‘QOD(x7y>

Como se puede comprobar nunca coinciden ya que be # 0, y asi llegamos a
una condradiccion.

Probemos la afirmacién del apartado c). La demostracién del apartado b)
es andloga.

Si0 < [3,, entonces la cara inferior del diagrama de Newton de o es compac-
ta. Dicha cara consta de dos vértices: uno de ellos es (1,1) y el otro (m, +1,0)
con m, € N.

Tomando el tipo t = (t1,%) asociado a la cara compacta inferior del
diagrama de Newton de o, esto es, i—f = ﬁ%, por el Lema 3.3.74 el gra-
do del primer término cuasihomogéneo de o respecto al tipo t es cero y
por el Lema 3.3.69 se tiene que oy es una involucién y F, es op-reversible.
Asi serd og(z,y) = diag(—sz, sy + Ax™ ) con A # 0y s = +1. Sis =1

entonces m, es impar.

Veamos que de nuevo no se cumple la igualdad Dog-F,.(x,y) = —F, (0o(z,y)).

Ahora tenemos:
—S 0 A0 X {no>0 xmoynofl
Doy -F.(z,y) = » {no>0} v
mgAxma S boX{mO>0}lUm° yno
— 800X {no>0y "0y
SboX {mo>03 1Y + Mg AdoX fng>opz™ MOy

—F, (0o(z,y)) = —F,(—sz,sy+ Az"™)=— (

Como se puede comprobar, si A # 0 no son iguales, salvo cuando ng = 0y

(—s)™~1 = 5, para cualquier valor de A. u

Definicién 3.3.76 Sea F un campo, definimos

» ap igual a 1 si no existe nminguna cara, compacta o no, con erponente
menor o iqual que uno, y al maximo de los exponentes menores o iguales

a uno de las caras en el caso de que exista alguna.

A0 X {no>0} (—5T)™ (sy + Ax™7)
boX {me>03(—s2)™0 " (sy + Az™o )"0

no—1

) |
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. ﬁip wgual a 1 si no existe ninguna cara, compacta o no, con erponente

mayor o igqual a uno, y al minimo de los exponentes mayores o iguales a

uno de las caras en el caso de que exista alguna.

Proposicién 3.3.77 Sea F =} % F; o-reversible, con o =} =2, 0;, donde
Fj,O'j € Q;

Si el tipo t = (t1,t2) verifica ap < i—j < ﬁLF’
es una tnvolucion y ¥, es og-reversible.

entonces se cumple: ig = 0, oy

Demostracion: En primer lugar, vemos que 0 < ag (en caso contrario F tendria
una cara compacta con exponente cero lo cual es contradictorio). Andlogamen-
te, debe ser 0 < g (en otro caso F tendria una cara compacta con exponente
infinito lo cual también es contradictorio).

Veamos ahora que a, < ap. Si 0 < ap < a, < 1, tomando el tipo t =
(t1,ty) con i—f = a, no puede ser que F,. tenga un punto en el eje de ordenadas
como Unico punto soporte en el poligono de Newton ya que ag < i—f y por el
Lema 3.3.75 a), su diagrama de Newton tampoco puede reducirse a un tnico
punto soporte. Por tanto, existe una cara compacta con soporte i—f <ly
exponente mayor que ag, lo cual es contradictorio.

Tampoco puede ser 0 < ﬂLF
to 1

== 50 F. no tiene un punto en el eje de abscisas como tnico punto en su
o

diagrama de Newton, ya que ,ﬁLF < i—f y por el Lema 3.3.75 b), su diagrama de

< % ya que, tomando el tipo t = (¢1, ) con

Newton tampoco puede reducirse a un tnico punto soporte. Por tanto, existe

t2

1
i+ = 1y exponente menor que 5= lo cual es

una cara compacta con soporte e

contradictorio.
1 < ﬁip < ﬁi Asi, para todo
< ﬁi y por el Lema 3.3.74 se

De esta forma, se cumple que a, < ap

[eaVAY

¢
tiene que ig = 0. Aplicando ahora el Lema 3.3.69, se tiene el resultado. ]

t 1 .
t = (t1,t2) con ap < # < 5o se tiene a, <

-

3.3.2. Reversibilidad de campos cuasihomogéneos pla-

nos

En esta subseccion vamos a considerar sistemas cuasihomogéneos planos:

x =F(x) = F.(x), x¢€R? (3.3.4)
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donde F, € QF.

Lema 3.3.78 Sea F = F, € Q% o-reversible, con ¢ = > i, Ois 07 € ot

Entonces, ig =0, o¢ es una involucion y F,. es og-reversible.

Demostracion: Basta probar que se cumple ap, < i—f < # y el resultado se
tiene aplicando la Proposiciéon 3.3.77.

Si el diagrama de Newton de F, se reduce a un tnico punto soporte, en-

1
Br,

Si el diagrama de Newton de F, no se reduce a un tnico punto soporte,

tonces ap, = B, = 0, y por tanto ag, < % <

entonces su diagrama de Newton posee una tnica cara compacta, de exponente
i—f, y puede que también contenga alguna cara no acotada, a lo sumo dos.

Si ap, = 0, entonces el diagrama de Newton de F, posee una cara no

acotada vertical y otra compacta de exponente . Por tanto, ap, < # < ﬁi .
Si0 < ap, <1, entonces ap, = i—f y se cumple ap, = i—f < ﬂ%
: t 1
Siap, =1y t=(1,1), entonces ap, = 2 < e

Siap. =1 < 2 entonces el diagrama de Newton de F, posee un vértice
r t1 Y

exterior superior y una cara compacta de exponente i—f Por tanto, ap, < i—f <

1
Br, *

Corolario 3.3.79 Sea F = F, € Q,tn reversible. Entonces, existe un cambio
de variables Wy € Qf tal que diag(D(¥((0)) = diag(Id) y Vo, F, es time-

reversible.

0i,0; € Q¥ ydim (Fix (o)) =

1, por el Lema 3.3.78 obtenemos iy = 0, g involucion y F,. og-reversible. Apli-

Demostracion: SiF, es o-reversible cono = Y %,

cando el Teorema 3.3.72, se tiene que F, es R,-reversible o R -reversible. m

Lema 3.3.80 Si [t| y r son impares, entonces (3.3.4) es time-reversible

Demostracidn: Aplicando la Proposicién 1.3.2 b) a F, € Q) se tiene que
F,(diag((—1)", (=1)2)x) = (—1)"diag((—1)", (—1)2)F,(x). Por otra parte

como [t| es impar, o bien ¢; es par y ty impar, o al revés.
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» Si ¢y es impar y ¢y par, se tiene F,(diag(—1,1)x) = —diag(—1, 1)F,(x).
Asi tomando ®(z,y) = (—z,y) resulta ,F, = —F, esto es, x = F, es

time-reversible a x.
» Sit; es par y ty impar, se tiene F,(diag(1, —1)x) = —diag(1, —1)F,(x).
Por el mismo razonamiento, se obtiene que x = F, es time-reversible a

y.

Lema 3.3.81 Sea F, = X, + uDy.

a) Ll sistema (3.5.4) es time-reversible a x si, y sdlo si, h(—x,y) = h(z,y) y
p(=2,y) = =z, y).
b) El sistema (3.3.4) es time-reversible a y si, y solo si, h(x,—y) = h(x,y) y
plx, —y) = =z, y).
Demostracion: Soélo probaremos el apartado a), el otro apartado se demuestra
de forma andloga.
Observemos que x = F,.(x) es time-reversible a x si, y s6lo si, diag(1, —1)F,.(x) =
F,(diag(—1,1)x). Si F, = (P,Q)T, entonces x = F,(x) es time-reversible a x

si, y s6lo si, P(=x,y) = P(z,y) y Q(—2,y) = —Q(z,y).
Veamos la condicién necesaria. Supongamos que P(—z,y) = P(x,y) y

Q(—=z,y) = —Q(z,y) entonces:
h(—l', y) = ﬁDO(_'xa y) A FT(—.I', y) = 7~+1|t| (_tle(_'xa y) - t2yP(_x7 y))
= ﬁ(tle(xvy) —toP(ZL',y)) = h(l‘ay)v
— 1 8P(7‘Tv ) 8@(7337 ) — 1 8P(xv ) 8Q(x, ) —
,u(—:c,y) Y < 8(—w)y + Ay y) et (_ Bxy B Byy> - —/,L(l',y)
Ahora vemos la condicién suficiente. Supongamos que h(—x,y) = h(z,y) y

u(—x,y) = —u(x,y) entonces:

P(-z,y) = —2C80 4ty (—a)p(—x,y) = = L502 + tyap(z,y) = P(z,y),
Q-z,y) = Z5== 4 toyp(—x,y) = =20 — toyp(e,y) = —Q(z,y).
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Lema 3.3.82 Sea F,. = X, + uDyg, con r par.
a) Sity es par, entonces el sistema (3.3.4) no es time reversible a .

b) Sity es par entonces el sistema (3.3.4) no es time reversible a y.

Demostracion: Por el Lema 3.3.81 basta probar que h(—zx,y) # h(x,y) para
el apartado a) y h(x, —y) # h(x,y) para el b).

a) Como ts es par, t; debe ser impar y por tanto:
W=zy) = h(=1)" (=1)%y) = ()" "h(z,y) = —h(z,y) # h(z,y).
b) Como t; es par, ty debe ser impar y por tanto:
Wz, —y) = h((=1)"z, (=1)%y) = (=1)""""h(z,y) = —h(z,y) # h(z,y).
]

En los siguientes lemas usaremos la descomposicion en factores irreducibles
sobre R[z, y| de h(z,y):

hay) = 2™ y™ [J" = N2 [] (0" — aja')® + 032*2]", (3.3.5)

M N
J=1 J=1

y los nimeros asociados a h definidos por

a = mediana{\, -, A\, a1, -, an, (0, si my >0)}, (3.3.6)
_ - 1 11 1 :
g = medlana{ e oo (0, simg > 0)} . (3.3.7)

A17 7A]\J7a17

Lema 3.3.83 Sean h, a y 8 dados por (3.3.5), (3.3.6) y (3.3.7) respectiva-

mente, se verifica:
a) Si h(—x,y) = h(z,y), entonces m,, M, N son pares y o = 3 = 0.
b) Si h(z, —y) = h(z,y), entonces my, M, N son pares y o = 3 = 0.

Demostracion:
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b) Si h(z,—y) = h(z,y), se cumple %{y’fy) = (_1)181%(7;,31)’ [ € Ny. Por tanto,
si A\; es una raiz real o compleja de multiplicidad m; de h(1,y), entonces

—A; es también una raiz con la misma multiplicidad.

Asi, M y N deben ser pares, « =3 =0y

M/2 N/2
h(x,y) _ l,mxymy H[yQtl_)\?l,%g] H[(y2t1—I—(a?—l—b?)lzm)2—4a?$2t2y2t1]n'7.
j=1 j=1

De aqui obtenemos h(z,—y) = (—1)™h(z,y). Por tanto, m, debe ser

par.
a) Se obtiene con el mismo razonamiento, cambiando z por y.

Nota: El Lema 3.3.80 nos asegura que, si [t| y r son impares, el sistema
x = F,(x) es time-reversible. La siguiente proposicién proporciona condiciones

necesarias de time-reversibilidad.

Proposicién 3.3.84 (Condicién necesaria de time-reversibilidad). Sea
F, =X, + uDy con h dada en (3.3.5) y o, B dados en (3.5.6) y (3.5.7).
Si el sistema x = F,. es time-reversible, entonces se cumple alguna de las

siguientes condiciones:
a) t| y r son impares.

b) M y N son pares y a = 3 = 0. Ademds, m, es par si es time-reversible a

x y my es par si es time-reversible a y.

Demostracién: Supongamos que no se cumple el apartado a).

Si |t| es par, entonces t1, to son impares. Por ser F, time-reversible, se
cumple h(—z,y) = h(z,y) o bien h(x, —y) = h(z,y). El resultado se obtiene
aplicando el Lema 3.3.83.

Si r es par y t; es par, entonces ty es impar. Ademads, por el Lema 3.3.82,
obtenemos que F,. no puede ser time-reversible a y, por tanto, es time-reversible

a x. Asi, obtenemos el resultado aplicando el Lema 3.3.83 a).
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Si r es par y ty es par, entonces t; es impar. Ademads, por el Lema 3.3.82,
obtenemos que F, no puede ser time-reversible a x y, por tanto, es time-

reversible a y. El resultado se obtiene aplicando el Lema 3.3.83 b). ]

Proposicién 3.3.85 (Condicién necesaria y suficiente de reversibi-
lidad, caso homogéneo). Sea F, = X, + uDy € oMY con wlx,y) =
> im0 Djly™ y h(x,y) = ZHQC’:E] "t27J. Entonces:

F, es lineal reversible si, y sélo si, existen b,c € R, bc # 1 cumpliendo

alguna de las siguientes condiciones:

2k+1 4
(2k4+1)!(r4+-1-2K)!3! (r+2—14)! i—mi 2k+1-my _
a) Z Z (2k+1—m1)!mi!(r—2k+1—i+m1)!(i—mq)! Cb - 07 para k =
=0 m1=0
[
.. (2K)!(r—2K) 3! (r—i)! i—m1 2k; m1 __
0,17 Z Z (2k—m1)!mi!(r—2k—i+m1)!(i—mq)! Db - 07

=0 m1=0

parak:O,1,~~,L%J.

2k+2 4

b) Z Z (2k+2)!(r—2k)!3! (r+2—1)! Cibifmlc2k+27m1 — 0’ para k= O, 1’

(2k+2—m1)!mi l(r—2k—i+m)!(i—m1!

=0 m1=0
2k+1 4
(2k+1)!(r—2k—1)!3! (r—1)! i—mq 2k+1 mi __
: : : : (2k+1—m1)'mal(r—2k—1—i+m1)!(i—m1)! Db 0 para k=
=0 m1=0

0,1,---, L%J Yy roes impar.

Demostracion: Por el Teorema 3.3.72, el sistema (3.1.1) es A-reversible, donde
A una involucion lineal si, y sélo si, existe una matriz P no singular tal que
P.F, es time-reversible, siendo ademas diag (P) = diag (Id).

u u+bv

x
Si aplicamos el cambio < ) =P = al campo F,,
Y v Cu + v

entonces P.F,. = X« + p*Dy es time-reversible. Por el Lema 2.3.29, se tiene:
h*(u,v) = (1 —=bc)h(u+ bv,cu+ v),
w(u,v) = plu+ b, cu+v).
Por tanto:

O = (0, + cd,)h,
O,h* = (b, + 0,)h.
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r+2
2

De este modo h*(u,v) es par en u si, y sdlo si, para k = 0,1, -, L J se

cumplen las siguientes condiciones equivalentes:
aﬁk+la£+27(2k+1)h* _ 0’

(D + 0,)2K T (b0, + 0,)" 2 @D (2, y) = 0.

Puesto que

MY = (0, + c0,)M (b0, + 0,V

M N
mi1+mo=M my ni+ne=N n

M N
_ Z < ) < ) bz g™ +n1 a;nQ +n2

mytmg=n \ 1M1 n

ni+nas=N
M N
— E < M ) ( N ) bnch—mlaml-l—nlaM-‘rN—ml—nl
z : T y )
m1=0n1=0 my Ny
denotando 7 = my + nq, se obtiene:

M i
ooy = Y Y M N piomi rm g g,
ma 4

i=0 my=0 i —m
Para completar la demostracién, basta observar que M 8;*2*1‘4 hz,y) =
M!(r+2— M)\Cy.
La demostracion para el resultado sobre reversibilidad respecto a y o sobre

los coeficientes de p es analoga. ]

Proposicién 3.3.86 (Condiciéon necesaria y suficiente de reversibili-
dad, caso no homogéneo). Sea F, = X, + uDq con h dada en (3.3.5) y «,
B dados en (3.3.6) y (3.3.7). Entonces:

a) Sity,te > 1, el sistema (3.3.4) es reversible si, y sélo si, es time-reversible.

b) Sity =1, ty > 1, el sistema (3.53.4) es reversible si, y sdlo si, el sistema
(0, 0)7 = U, (F,)(u,v) es time-reversible, donde ¥(u,v) = (x, —az®? +
)"
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c) Sity =1, t; > 1, el sistema (3.3.4) es reversible si, y sélo si, el sistema
(0, 0)T = U,(F,)(u,v) es time-reversible, donde ¥ (u,v) = (x — By, y)T.

Demostracion: Supongamos que F,. es time-reversible o bien que existe un
cambio ¥ € Qg tal que U, F, es time-reversible. Entonces, F, es R;-reversible
en el primer caso con Ry (x,y) = ((—1)"x, (=1)2y), 41,1y € {0,1}, i1 +ip = 1;
y en el segundo caso es o-reversible, con 0 = U1 o R; o W,

Probemos ahora la condicién necesaria. Si (3.3.4) es reversible, entonces
por el Corolario 3.3.79, existe un cambio de variables de grado cero v = x +
QX {t=(1,1}Y, UV = &gx{t:(l,m)}xt? +y, que transforma el sistema (3.1.1) en otro
x=F, = X; + 1Dg que es time-reversible.

Usando el Lema 2.3.29, se tiene que
il(u’ U) = [1 - ala?X{t=(1,l)}] h(ZL‘, y)) /l(u’ U) = M(xv y)
De esta forma:

a) Si ty,ts > 1, el tnico cambio posible es la identidad, v = z, v = y. En

consecuencia, F, es reversible sélo si es time-reversible

b) Sit; = 1,15 > 1, entonces el cambio u = x, v = apx'? +y, transforma F,. en
un campo time-reversible, siendo el cambio inverso x = u, y = —apu2+v.

De esta forma, se tiene:

h(u,v) = h(z,y) = h (v, —au” + v)

M
= u™ (v — apu’®)™ H(v — (g + A\j)u'?)™ x
j=1
to 2 2 2to "
H [(v— (a2 + a;)u”)” + biu } .
j=1
Aplicando la Proposicion 3.3.84, se tiene ag = —a.

c) El razonamiento es andlogo al del apartado anterior.
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3.3.3. Aplicaciones
En esta subseccion pretendemos caracterizar familias de campos reversibles.

Teorema 3.3.87 Sea el sistema X = Fay(x) con dado por:

5 5,2
- apy” + a1y (3,5)
Fyp(x) = < boxly® + b2 ) € Q5.

Entonces: el campo Fog es reversible si, y solo si, by = a; = 0.

Demostracion: Por la Proposicién 3.3.86 a), el sistema es reversible si, y sélo
si, es time-reversible. Esto ocurre si, y sélo si, es time-reversible a z, esto es,

b0:a1:0. |

Nota: Existen centros cuasihomogéneos que no son reversibles. Un ejemplo

serfa el sistema hamiltoniano x = X,(x) donde h € Pk, con t = (3,5) siendo:
h(z,y) = (y*—az®)? +2'° = ¢® — 2a2°y® + (a® + 1)2°,a # 0,
el sistema
x —6y° + 6ax’y?
( g ) = Xl = ( —1Oax4yy3+ 10(a2y+ 1)2? ) ’
es monodrémico y hamiltoniano por lo tanto centro y como se puede apreciar,

no es time-reversible. Por la Proposicién 3.3.86 no puede ser reversible.

Teorema 3.3.88 Sea el sistema x = Fg(x) con

3 3,2 6 9
F (X) o aopy +a1x Yy + asx Yy + asx c (1,3)
8 - 8
boxy® + b1x’y? + boaSy + bga!!
_ 3 __ bo—3a _ bi—3a _ ba—3a __ b
y definamos cg = —i5a0, c1 = P, ¢ = AR, 3 = PR, o4 = 15,

_ 3a1+3bg __ 6a2+2b1 _ 9az+bo
dy = 12 = 12 ,dy = 12 -

Entonces, el campo Fg es reversible en los siguientes casos:
a) Co = C = do = 0, 2C2d2 — dng = 0,

b) Co 7é 0 Yy do = O, 400d2 — d101 = O, C:{’ — 4010200 + 8030(2) = 0.
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Demostracién: Observemos que Fg = X, + uDy con h(z,y) = coy* + c1z3y® +
cx0y? + 3%y + cyx? y p(x,y) = dor?y? + dizdy + dea®. Por el Corolario
3.3.79, si Fg es reversible entonces existe un cambio = u, y = cu® + v que lo
transforma en un campo time-reversible. Si Fg = Xj 4 1Dy es el nuevo campo,

se tiene:

h(u,v) = cov' + (dege + e1)uv® + (6coc® + 3eic + cp)ubv?
+(4coc® + 3e1? + 2ca¢ 4 c3)u’v + (coct + 16 + cac® + e+ cy)u'?,

f(u,v) = dou*v?® + (2doc + dy)uv + (doc® + dic + doy)u®.

Para que Fg sea time-reversible, debe existir ¢ € R tal que:

degc+¢4 = 0, (C1)

deoc® + 3c12 + 2cc+c3 = 0, (C2)
dy = 0, (D1)

doc* +dic+dy = 0.(D2)

Si ¢g = 0, de la condicién (C1) se deduce que ¢; = 0, y de (C2), (D2) se
deduce que 2cody — dicz = 0. Con esto obtenemos el apartado a).

Si ¢ # 0, de la condicién (C1) se deduce que ¢ = —=. Sustituyendo este
valor en (C2) y (D2) se obtiene el apartado b). u

Teorema 3.3.89 Consideremos el sistema X = Fy(x) con

apy? + a1xy + asx?
Fl(x) _ on 1Y 2 ) c ng)’
boy + bll'y + bzl'

1

b07a1 __ bi—as
3 €2 =

_ __ a1+2bp _
3 3 , C3 = 3 dO_ 7d1_

y denotemos ¢y = =, S

2a2+b1
=3

Entonces, el campo F1 es reversible si,

Qp, C1 =

0 = colcrdd — 2codydy + 3csdy)?
—c1(e1d? — 2cydidy + 3c3d3)*(3codt — 2¢yd1dy + cody)
+co(erdt — 2cydidy + 3esds) (3cods — 2¢1drdy + cad?)?
—c3(3cod] — 2¢1dydy + cod3)?.
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Demostracién: Observamos que F; = X, + puDy, donde h(z,y) = coy® +
c1ry? + cor?y + ez y p(x,y) = doy + dyz. Por el Corolario 3.3.79, si Fy es
reversible, entonces existe un cambio x = u + bv, y = cu + v que lo transforma

en un campo time-reversible. Si F; = Xj + 1Dy es el nuevo campo, se tiene:

h(u,v) = (co+ bey + bPcy + c3b®)v® + ((3co + 2¢1b + cab?)c + e1 + 2¢0b + 3e3b? ) uv®
+(3coc® + 2c1¢ 4 en + (c16* + 2¢9¢ + 3e3)b)uv + (coc® 4 e1¢® + cac + e3)u’,
f(u,v) = (do+ dib)v + (doc + dy)u.

Si F, es R,-reversible, entonces:

(3co + 2¢1b + cob?)c + ¢ + 2eb + 3csb® = 0, (Clu)
col® + e+ et ez = 0, (C2u)
d() + dlb = 0 (D]_ll)
En cambio, si es R,-reversible obtenemos:
co +bey +bPey +e3b® = 0, (Clv)
3coc® + 2¢1¢ + ¢y + (c16® 4+ 2e5¢ + 3e3)b = 0, (C2v)
d()C —|— d1 = 0 (D]_V)

Si dy = d; = 0, por el Lema 3.2.67 g), existe un cambio de grado cero que
convierte la funciéon de Hamilton en time-reversible.

Si dy = 0, di # 0, la tinica opcién para que F, sea time-reversible es que
sea R,-reversible. Por lo tanto, debe ser b = 0. Asi, las condiciones que tiene
que cumplir son: 3coc + ¢; = 0, coc® + ¢1¢? + cac + c3 = 0; 0 equivalentemente
2¢3 — 9coercy + 270303 =0.

Sidy # 0y dy = 0, la inica opcién para que F, sea time-reversible es
que sea R,-reversible. Por lo tanto, debe ser ¢ = 0. Las condiciones que deben
cumplirse son: ca + 3csb = 0, ¢o + c1b + cb? + c3b° = 0, o equivalentemente
2¢3 — 9coezcy + 270300 =0.

Sidody #0y F, es R,-reversible, obtenemos el valor de b en la ecuacién
(D1u) y lo sustituimos en (Clu). La resolvente de (Clu) y (C2u), respecto

a la variable ¢, conduce a la ecuacién del enunciado.
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Sidody # 0y F, es R,-reversible, obtenemos el valor de ¢ en la ecuacién
(D1v) y lo sustituimos en (C2v). La resolvente de (C1v) y (C2v), respecto
a la variable b, da lugar al resultado.

La condicién obtenida es sélo necesaria, pues la resolvente puede incluir

valores complejos de ¢, b que no estan permitidos. [ ]

3.4. La condicion para un centro o un foco

3.4.1. Determinacion topolégica

Como vimos en el Capitulo 2, algunas de las propiedades del retrato de fases
de campos vectoriales cuasihomogéneos pueden ser convenientemente estable-
cidas usando la descomposicién algebraica (2.2.2). La siguiente proposicion
clasifica los diferentes tipos topoldgicos de un sistema plano cuasihomogéneo

en funcién de h y p.

Proposicién 3.4.90 Sean p y h los polinomios cuasthomogéneos definidos en
(2.2.2) asociados al sistema (3.1.1). Entonces:

a) Sih=0ypu=0, el sistema es trivial: todos los puntos son de equilibrio.

b) Sih=0ypu#0, el origen es un nodo: todas las orbitas de (3.1.1) se

acercan o alejan del origen.

c) Sih#0yh(z,y) posee factores reales del tipo x, y o y"* — a;z™, (véase
(2.3.8)), entonces las curvas x =0, y =0 o y" — a;z® = 0, respectiva-

mente son invariantes al flujo del campo (3.1.1).

d) Sih#0 yh(x,y) no posee factores reales del tipo descrito en c), entonces

el origen del sistema (3.1.1) es monodrémico.

Demostracion: Siaplicamos al sistema (3.1.1) el cambio a coordenadas polares

generalizadas (2.4.11) (descrito en la Proposicién 2.4.31), obtenemos el sistema

v = [=h(0) + 2t1tap(0)] u,

(3.4.8)
0 = (r+[t)h(H).
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Hemos de hacer notar también que dichos cambios no alteran el sentido de las
orbitas. ya que los valores utilizados en estas operaciones son estrictamente

positivos. A partir de este sistema deducimos todos los resultados:
a) Es trivial.

b) Si h=0y p # 0, podemos integrar el sistema (3.4.8), obteniendo:

9(15) == (90,
U(t) — u0€2t1t2u(90)t’

con lo cual se demuestra que es un nodo estrellado.

c) En este caso, atendiendo a la expresién (2.3.8), si h(x,y) posee los factores

reales x, y o y" —a;x", entonces h(f) = 0 tendra por soluciones Cs(6y) =
_ Su1(0)
BRCEION

0, Sn(6p) = 0 o tg(dy) = a; respectivamente, con tg(f)

Sea 6 = 0y una de ellas. Es evidente que la recta § = y es una recta
invariante del sistema (3.4.8). Deshaciendo el cambio, el factor en (z,y)

sera una curva invariante del sistema original.

d) Sih # 0y no existen factores reales como los descritos en c), entonces
h(0) # 0 para todo 6 € [0,7]. Ademds, como h es continua en [0, 7],
podemos asegurar que existe m > 0, tal que |h(0)] > m, VO € [0,T].
Cambiando el tiempo, obtenemos

. 1 RO | 2tits p(0)
u = [_r—i—\t\ o) + r+1|t2|W)] U,
= 1

(3.4.9)

?

con lo que queda probado el resultado.

Nota: El cambio de escala en el tiempo cambia el sentido de las érbitas

si h < 0, y no las cambia si A > 0.

Para el caso monodrémico, (apartado d) de la Proposicién anterior), podemos

hallar condiciones de centro o foco, analizando la correspondiente aplicacién



3.4 La condicién para un centro o un foco 161

de Poincaré. Integrando el sistema (3.4.9), obtenemos:

f9 B (t 2t1t2 f@ /"L(t
(9 uo) = upe ’r‘+‘t‘ ’I"+|t| 0 h(t

Asi pues, la aplicacion de Poincaré esta dada por

T B (6) o1ty T M(G . _2
T (uo) = u(T, 1) = wuoe r+\t\f 76) O+ 73] Jo Rg)? qu“gno(h)rﬂt\fO’
donde
4 1(Cs(6),5n(6))
S n
Jo= tth/O 1(Cs(0),5n()) do. (3.4.10)

La siguiente proposicion caracteriza la monodromia y estabilidad del origen
del sistema (3.1.1).

Proposicién 3.4.91 FEl origen del sistema (3.1.1) es un foco o un centro s,
y solo si, el polmomio h(z,y) definido en (2.2.2), no tiene factores reales del
tipo x, y o y" — a;x. Mds ain, el origen es un centro global si, y sdlo si,

fo=0; un foco inestable si hfy > 0; o un foco estable si hfy < 0.

3.4.2. Calculo de f

Es posible encontrar expresiones mas simples para el valor de fy. Para ello

describiremos algunas propiedades de los polinomios cuasihomogéneos.

Lema 3.4.92 Si h(x,y) no posee factores reales del tipo x, y o y"* — a;z',
(caso d) de la Proposicion 3.4.90), entonces el grado de cuasihomogéneo de h,
r+ |t|, es igual a 2Dtty donde D € N.

Demostracion: Para que h(z,y) no contenga el factor =, usando (2.3.8) dedu-
cimos que m, = 0; para que no contenga el factor y debe ser m, = 0, mientras
que si no contiene factores y* — a;x*?, j =1,---, M debe ser M = 0. De esta

forma, r + |t| = 2t11s Zjvzl n;, de donde se sigue el resultado. m

Nota: El polinomio u(x,y) es de grado r y, por el lema anterior, se tiene
r = 2Dttty — |t| = 2(D — 1)tity + to(t1 — 1) + t1(t2 — 1). En consecuencia:

w(z,y) = 'y Thom(XY),
h(z,y) = h"™(X,Y),
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hom hom
s h

donde p son polinomios homogéneos en las variables X e Y, de grados

2N — 2, 2N, respectivamente.

Lema 3.4.93 Las funciones Cs(0), Sn(0) (definidas en (2.4.11)) son periddi-

cas de peritodo T, y verifican las siguientes propiedades:

a) Cs(0)
Sn(

—Cs(0+ L) = —Cs(L —0) = Cs(—0) y Sn(d) = —Sn(d + L) =
—6) = —Sn(—0) para 0 <6 < L

ML ||

b) Cs*() + Sn*'(0) = 1.
Demostracion:

a) Basta comprobar que (—Cs(6 + £), —Sn(6 + 1)), (=Cs(% — 6),Sn(% — 9))
y (Cs(—6), —Sn(—0)) son soluciones del problema de valor inicial (2.4.10).

b) Es trivial, ya que las soluciones de (2.4.10) satisfacen la ecuacién del ha-

miltoniano.

Veamos ahora una expresién mas simple de fj.

Lema 3.4.94 Se tiene que

T/4 p©(Cs(0),Sn(0 .
b= 24ty [~ /4 %d@, si |t] es par,
0, si|t| es impar .

Demostracion: Podemos expresar fy como suma de dos integrales: fy = I+ 17,

donde Iy = tita |, /2 %d@ I = tyts fT/2 %ﬁlﬁ(g%)dﬁ Realizando en
esta ultima 1ntegral el cambio 0 = ¢ —|— y aplicando el Lema 3.4.93 a),
T/2 p(—Cs(0) Sn(9 d9

obtenemos Iy = ity J, '~ Fiag) =

Del mismo modo, se tiene: I; = tth OT/2 ZEE B gzgzgg ; §§(§)>de = Z(O +Ii(1),
0 T/4 1((=1)¢Cs(6),(~1)iSn(0 1 _ T/2 p((=1)"Cs(0),(=1)"Sn(9))
donde I} = 111, h((—1)7Cs(0),(—1) Sn(e d@ I tlt?f T/4 h((—1)"Cs(6),(~1)*Sn(0 ))dQ,

donde i = 0, 1.
Realizando en esta tltima integral el cambio § = £ 5 —& y aplicando el Lema,

1) _ T/4 p((=D)*Cs(8),(=1) Sn(9
3.4.93 a), obtenemos I}’ = t1ls [, Z(( R ONENETO) d9
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. 1 j . T 4 1) Cs(0 )*Sn(0))
Ast: fo =312 Il-(j), siendo IZ-( = Lty [V ZEE glﬂ-csgogg 1)an§9 do.

Por otra parte, por la Cuasihomogeneldad, se tiene: ZEE_B;g:EZ;E_BE Sggg;; =
(=1)"11(Cs(6),5n(6))
(=1)" 1t h(Cs(6),Sn(0))

. Por lo tanto:

) = —[0(0), I(O) I( ) y en conse-

= Si ¢y es par y to impar, obtenemos ]1(

cuencia fy = 0.

(1) (0)

= Sit; es impar y t9 par, entonces [, ' = —1 19 = I(l)

1 y ast: fy = 0.

= Si t1, ty son impares, entonces ]1(0) = Iéo), ]él) = [1(1) y por tanto
fo = 2([80) + [1(1)). Por otra parte, aplicando a I\”) el cambio § =

—¢, y utilizando el apartado a) del Lema 3.4.93, se tiene que 11(1) =

tito fET /4 %d@ de donde deducimos el resultado.

Proposicién 3.4.95 Si [t| es par, entonces fo = ffooo ;ﬁjZZSQdY

Demostracion: Por el lema anterior:

T T/4
fo _ 2t1t2 / /4 1(Cs(0),Sn(0)) de / / 2t1tQCst2_1(G)Sntl_l(e)uhom(cstg (9)7Snt1 (0)) de
T4 h(Cs(0),Sn(6)) /4

hhom (Cst2(6),Sn1(0))

_ T/ 2t1t2Cst271(9)Sn*1—1(9) ,uhom(l,Tg(G))de
= T/4 Cs2t2 (9) hhom(l,Tg(G)) ?

donde Tg(f) = 22223;

Aplicando el cambio v = Tg(#), y usando el apartado b) del Lema 3.4.93,

tenemos que:

24115801~ 1CsP2 71 (6)[Cs22(0) +Sn2!1 (6)]

2t1t2Snf1~1Cst21(9
Cs2t2 (9) de — 12 ( )d6'

dv = Cs2%2 ()

Por lo tanto:

o © hom(Lv)
fO - /OO /}thom(lw) dv'

Esta integral converge ya que deg (hhom) — deg (,uhom) = 2 (véase la nota que
sigue al Lema 3.4.92). n
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Corolario 3.4.96 9i [t| es par, entonces fo =11 [ uly) g

—o0 h(Ly) YWY

Demostracién: Aplicando el cambio v = 3™ a la expresién de f, dada en la

Proposicién 3.4.95, se obtiene:

> t1—1,h (1 t ) & (1 )
t1y'1— om (1 yt1
Jo= / - hho'/’f(lvytl)y dy =t / Z ! y
— 00 —0o0

como se queria demostrar. [ ]

Teorema 3.4.97 FEl origen del sistema (3.1.1) es un foco o un centro si, y
slo si, el polinomio h(x,y) = [[}_,(y" — N\ja"?), (definido en (2.3.7)), tiene
raices \j, complejos no reales.

Ademds, el origen es un centro global si, y sdlo si, |t| es impar o fo = 0.
Si |t| es par, el origen es un foco inestable si hfy > 0, o un foco estable si
hfy <0, donde:

hom

Jo=— Z Im <Res [WM,AJ'D : (3.4.11)

Im(X;)>0
Rbom (1,);)=0

Demostracién: Por el Lema 3.1.64, grad (h"™(1,Y)) — grad (p"*™(1,Y)) = 2.

Por tanto, la integral dada en la expresién de fy de la Proposicion 3.4.95 es

convergente y fo = 2wl Zlm(/\j)>0 Res [Z:Z:ggg,)\]} (observemos que \; son
raices de hh™(1,y)).
hom(l

Por otra parte, para cada \; es Res [hhom :9) X} = Res [Z:Z:ggg,)\]}, y

por el teorema de los residuos resulta:

o hom(l ) o hom(l )
0 = Z Res [hhom(ly),)\ ] = 2Re Z Res [hhom(lz)’)‘ ]
hhom (1 ),)=0 Im(3)>0
hhom (1,)=0

En consecuencia:

hom
fo =27l | Re Z Res [hhom(l Y) A]:| + Im Z Res [hhomgvzg
Im()\ )>0 Im(k )>0
hhom(ly)\].):() Rhom (1] )\ )=0

de donde se obtiene el resultado. ]

Aj] Il
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3.4.3. Ejemplos

Supongamos que [t| es par y que x = F,(x) es monodrémico. A partir del
Lema 3.4.92, obtenemos x = X, (x) + p(x)Dg, donde

plz,y) = a2 lyh=t SN2 g gtady (2N =2)) ( |
’ = ! 3.4.12
h(l’,y) — H“;\le [(ytl _ aj$t2)2 + b?$2t2] .
Aplicando un escalado, (véase el Lema 3.2.67), podemos suponer b; = 1.

Ademsds, por el mismo lema, si t, = 1 podemos también suponer a; = 0.

Si |t| es par, tenemos:

2D-2

,uhom(L Y) _ Z deszzfj,
=0

YY) = [ = a)? 1] TI00 = ) 6]

Jj=2
N . o .
donde D = >’ j—1 1j. Estas expresiones son utiles en el calculo de fo:

Caso D =1 Se tiene

<9

Jo = 9 (3.4.13)
por tanto todos los centros son hamiltonianos.
Caso D = 2 Pueden darse dos casos:

= Que hM"™ tenga rafces complejas simples: h™(1,Y) = [(Y —a1)? +

1[(Y — as)? + b3], en cuyo caso:

. [do [a§+b§+b2 (a%Jrl)] +d1(a1ba+az)+dz(1+be )]
fo = 2b2[(14b2)?+(a1—az2)?]

(3.4.14)

Como 1+ by # 0, podemos asegurar que el sistema monodrémico
(3.4.12), cuya funcién de Hamilton de la parte conservativa tiene

cuatro raices complejas simples, es un centro si, y sélo si,

d — do [a3+b3+ba(a3+1)]+di (a1ba+az)
2= 1+b2 :




166 3 Sistemas cuasihomogéneos

= Que hhom posea raices complejas dobles: Bm(1,Y) = [(Y — ay)? + 17,

€Il CUuYyO Caso:

fo = Ddibidatd (3.4.15)

Asi, el sistema monodrémico (3.4.12), cuya funcién de Hamilton de
la parte conservativa posee dos raices complejas dobles, es un centro
si, y sélo si,

dy = —do(af + 1) — dyay.

Caso D = 3 Pueden presentarse tres situaciones:

= Que todas las raices de h'™ sean simples: h"°™(1,Y) = [(Y —a1)?+

(Y — ag)? + b3][(Y — a3)? + b3], en cuyo caso:

f — podo+p1di+pada+p3ds+pady
0 ™ 2bobs[(ba+b3)2+(az—a3)?][(a1—az)?+(1+b2)?][(a1—a3)2+(1+b3)?]’

donde

po = ba(a3 +03)%[(az — a1)® + (ba + 1)°] = 2[(1 + a7)?agby + (a5 + b3)*ar]asbs

+b3(aj + b3)[(a3 + b3)* + 4b3(1 + a) + ba(4a3 + 465 + (1 + a3)?))]

+(1 4 a3) (a3 + b3) (a5 + b3 + ba(1 + a7))bs + 2[a3 + b5 + by (1 + a})]?b3,
p1 = 2bslas + by(ad 4+ 1) + b3][bs(ag + a1by) — as(ayay — by)]

+bs(a3 + b3)[b3(az + 2a;) + by(ai(al + 1) + 2ay) + aj

+boaz(az + b3)[(az — a1)® + (by + 1)%] + (1 4+ a3) (a3 + b3) (ag + baay)bs,
p2 = 2(by — aay)(ay + byay)asbs + bs(a; + b3)[as + b3 + by(a? + 1)]

+(1+ af) (be + 1)(a3 + 03)bs + by(az — a1)* + (by + 1)°]a3

02 (02 + (ag + ar)? + 1) + 2a3 + 203(a? + 1)]b2,
ps = +[baar (b3 + a3 + 2by) + az(af + 2by + 1)]bs + bz(aj + b3)(az + baay)

+2(by + 1)bs[bs(as + baar) + az(bs — aras)] + baas[(as — a1)® + (b2 + 1)%,
pa = bof(ag —ay)?* + (by + 1) + b (by + 1)

+[(az — a1)? + ba(az — ag)® + by + (202 + 1)?]bs + 2(by + 1)%b3.

Como py > 0, el sistema monodrémico (3.4.12), cuya funcién de Ha-

milton de la parte conservativa tiene seis raices complejas simples,
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es un centro si, y solo si,

dy = __podo+pi1di+pada+psds
4= P4 :

= Que h"™ posea una rafz compleja doble y otra simple: A (1,Y) =
(Y —a)? + 1 [(Y — a2)? + b3]. Entonces:

podo+p1d1+p2da+p3d3+pady 3.4.16
fO abs[(ag—a1)2+(1+b2)2]2  ° ( o )

donde

po = 2(a3+03)* +ba(af +1)*(aF — 2araz + 4by + 1)
+ba(az + b3)(at + 5)(at + 1),

p1 = 2as[bo(1 —aj) + b3 + a3] + arby(a3 + b3)(3 + a?)
+ay(af + 1)%by + 4ay(a] + 1)b3,

pr = 2a3—2a1(al — 1V)agby + by(al +1)(a3 + b3 +a> +1)
+2(2a7 + 1)b3,

ps = bo[2ar + a1(3+af + (a2 — ar)® + b3)] + 2az + 4a, b3,

pr = 2+4bsf(az — ar)® + b3 + 5] + 4b3.

Como py > 0, el sistema monodrémico (3.4.12), cuya funcién de

Hamilton de la parte conservativa tiene dos raices complejas simples

y dos dobles, es un centro si, y sélo si,

dy = __podo+pi1di+p2da+p3ds
4 P4 ’

= Que hhom posea raices complejas triples: BPm(1,Y) = [(Y — ay)2 + 1]°.

Entonces:

f = 4a1(3+a?)do+3(1;ga?)d1+2“1d2+d3_ (3.4.17)

Por tanto, el sistema monodrémico (3.4.12), cuya funcién de Ha-
milton de la parte conservativa tiene dos raices complejas triples, es

un centro si, y sélo si,

d3 = —4&1(3 —+ a%)do — 3(1 —+ a%)dl — 2a1d2.
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3.5. Integrabilidad polinomial

Diremos que una funciéon no constante H es una integral primera de x =
F(x) en un subconjunto abierto U de R?, si H, no constante en U, es constante
sobre cada curva solucién de x = F(x). Claramente si H € C' (U) entonces
VH-F = 0. En el caso de que exista una integral primera del sistema x = F(x),
diremos que el sistema x = F(x) es integrable. En este caso y por brevedad
también diremos que F es integrable y que H es una integral primera de F.
Diremos que F es integrable analiticamente, formalmente, polinomialmente o
de clase C™, si existe una integral primera H de x = F(x) analitica, formal,
polinomial o de clase C*> respectivamente. En lo que sigue supondremos al
menos que H € C! (U).

Para que un sistema x = F,.(x)+- - - sea integrable, es preciso que x = F,.(x)
lo sea. Es decir, la integrabilidad del primer término cuasihomogéneo de un
campo perturbado es condicion necesaria para la integrabilidad del campo
perturbado. Por tanto, un primer paso en el problema de la integrabilidad
analitica de un campo es el analisis de la integrabilidad analitica de su primer
término.

El siguiente lema asegura que, si un sistema con un soélo término cuasiho-
mogéneo X = F,.(x) posee una integral primera analitica o formal entonces
cada término cuasihomogéneo de dicha integral primera es una integral prime-
ra polinomial. Es decir la integrabilidad analitica de estos campos equivale a

la integrabilidad polinomial.

Lema 3.5.98 Sea H = Y~ H; donde H; € Pt entonces H es una integral
primera formal del sistema x = F,.(x) con F,. € QF si, y sdlo si, para todo

1 >m, H; es una integral primera polinomaial.

Demostracion: La condicién suficiente es trivial. Probemos la condicién nece-
saria. Si H es una integral primera, entonces
o
VH-F, =) VH;-F, =0.
i=m
Como para cada i > m, VH; - F, € P!, | comparando los términos cuasiho-

mogéneos de cada miembro de la anterior igualdad grado a grado, se llega a
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que VH; - F, =0, para todo i > m. [ ]

En primer lugar nos planteamos cuando un sistema con un sélo término
cuasihomogéneo x = F,.(x) = (P(z,y), Q(x,y))T posee una integral primera
polinomial.

Consideraremos que F,.(0) = 0 ya que en otro caso el teorema de la caja
de flujo garantiza la existencia de una integral primera analitica en un entorno
del origen. También supondremos que las componentes de F, son coprimas,
no tienen factores comunes. En caso contrario, si existe f € Pt __ tal que
F, = fF, entonces F, es integrable si, y sélo si, lo es F,. Dos casos par-
ticulares se tienen cuando P =0 o0 Q = 0, ya que F,(z,y) = Q(z,v)(0,1)7,
F.(z,y) = P(x,y)(1,0)7 respectivamente y F, en ambos casos es integrable ya
que y, x respectivamente son integrales primeras. Un campo vectorial con am-
bas componentes no idénticamente nulas y sin factores comunes lo llamaremos
wrreducible, en caso contrario lo llamaremos reducible.

Consideremos la descomposicién del campo cuasihomogéneo en sus partes

t
r+|t|

si i = 0 entonces el campo es hamiltoniano y, por lo tanto, h es una integral

conservativa y disipativa: F,, = X, +uDg con p € Pty h € P Sabemos que
primera polinomial. Si & es constante, el campo pDy es un campo radial, (véase
apartado b de la Proposicién 3.4.90), y por tanto no posee integral primera.

En resumen, las hipdtesis sobre el campo F, = X;, 4+ uDg seran: F,.(0) = 0,
F, irreducible, pu # 0, h # constante.

Observemos que el sistema (3.1.1) siempre posee una integral primera:
Usando el Lema 1.3.12 obtenemos [F,., Dy| = rF,.. Por tanto, ﬁDo AF, =h
es un factor integrante inverso de (3.1.1), (véase Olver [55]). Ademads, H(z,y) =
flx)+ [ P@v) gy donde of — —Q@9) o5 g integral primera de (3.1.1). En

h(z,y) h(z,y)
general, H no esta definida en el origen y por tanto no es una integral primera

analitica ni formal en el origen.
El siguiente lema aporta informacion sobre la forma y el grado de la integral

primera cuasihomogénea del campo cuasihomogéneo F,.

Lema 3.5.99 El sistema (3.1.1) posee una integral primera polinomial si, y
sélo si, eriste H € Pt Wy fe Pt con s > 0 tal que fF, = Xy. Ademds

r+s+|t
_ _rltf
H = r+s+\t\fh'
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Demostracion:
Condicién necesaria. Sea H € P! una integral primera de F, = (P, Q).
Entonces, VH - F, = %—’ZP + %—Z = (0. Como ninguna de las componentes
oH
de F, es nula, podemos escribir 8;?}’ = donde Pe?,,. Qe?P,,
oz
BH ePt,y az € Pt,,,. Como Py @ no tienen factores comunes, la fraccion
g es irreducible, por lo que debe existir f € Pt s > 0 tal que —%* = fPy
22 = f@. En consecuencia fF, = Xp. Por tanto i =r + s+ |t| y
(r+s+|t))H = Do A (fF,) = fDo AF, = f(r + [t])h.
Condicion suficiente. H es una integral primera polinomial de F,. puesto
que 0=VH - -Xy=VH . (fF,)=fVH-F,. ]

A continuacién veremos la relacién que existe entre las descomposiciones
de dos campos proporcionales. Notemos que los factores de proporcionalidad

del campo son factores de la funciéon de Hamilton h de la parte conservativa.

Lema 3.5.100 Sea F, = fF; conr > s, F, = Xp+uDg y F, = Xgope TVsDo-
Entonces:
s+t
ho= TS ge
/’L = fVS 7.+‘t‘vf gs+m‘
Demostracion: Es un simple ejercicio:
1 st
h = r+|t|DO A F - Ht‘fDO A F - rmfgs-i-ItIa
_ 1 :
uo= H_'t'le(F ) = g fdiv (Fs) + Ht‘Vf
_ st
= ol t r+\t\vf Ko T e Vs
= fra+ r+\t\vf Xgeriel”
[ ]

El siguiente resultado nos relaciona la existencia entre una integral primera

del sistema (3.1.1) y los polinomios cuasihomogéneos h y p asociados a F,.
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Teorema 3.5.101 Consideremos el sistema plano (3.1.1) con F,. irreducible,
y h # const. Entonces, el sistema (3.1.1) posee una integral primera polinomial
si, y solo si, 4 =0 o bien h = Hle fj donde f; € ngj son factores irreducibles
sobre Kz, y], (donde K es R o C), k > 2 y existen k nimeros enteros no

negativos, ny, - - -ng, no todos nulos, tales que

k k
u = —722?:1(71”4_1)8‘7_ Z Z (TLj — nl)%nyfj . Xfl’ (3518)

j=1l=j+1
Ademds, en ese caso, szl f;7" es una integral primera polinomial de (3.1.1).

Demostracion: Sip =0, el sistema (3.1.1) es hamiltoniano y h es una integral
primera polinomial.
Supongamos que i Z 0 y F, posee una integral primera polinomial: H €

P4, Por el Lema 3.5.99, sabemos que existe fe P tal que

—r—[t|

fF, = Xy. (3.5.19)
Esto se cumple si, y s6lo si, div(fFr) = 0. Por otra parte
div(fF,) = V- Fr + fdiv(F,) = V- Xp + (Mo =7 = [t))f + (r + [t]) ]
Asi, F, es integrable si, y solo si, existe f € ?R/Io—r—\t\ tal que
Vf-X,=—Mopf. (3.5.20)

De (3.5.20) deducimos que f(z,y) = 0 es una curva invariante polinomial de X,

que pasa por el origen. Asi, si f1, fa,- -+, fr son todos los factores irreducibles

en Klz,y|] de h: h = Hle fjmj, siendo f; € ng, m; enteros positivos con
Zﬁle mjs; =7 + [t|, entonces f tiene la expresién

—.

r=117

k
fon; €Ny j=1,---,k; an > 0. (3.5.21)
j=1

1

J

Puesto que f es un polinomio cuasihomogéneo real, se tiene que n; = n; si
fi = f;. Notemos que grad <f) =My—1r—|t| = Z?Zl Sim;.
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Asi, el primer miembro de la igualdad (3.5.20) resulta:

! E o
Vi X, = V(Hffj>'xh:sz,lfjvfj'Xh

j=1
_ (an]>z Vf7Xh fz Vf7Xh

Sustituyendo en (3.5.20), el sistema (3.1.1) tiene una integral primera polino-

mial si, y sélo si,

k

= - nj ViXn
= Zl 7"+|t|+2]§:1 n;s; ]fj : (3.5.22)
]:

Probemos ahora que h tiene al menos dos factores irreducibles simples sobre
K[z, y]. Usaremos reduccién al absurdo.

Supongamos que h fuera de la forma h = f™ con m > 1. Imponiendo
(3.5.22), se tendria p = 0. Asi llegamos a una contradiccion.

Por otra parte, si h = Hle £, con algin m; > 1, 1 <[ <k, se tendria:

X, = Xy g —Z Hf”” Xflmlzzml frul fm] X,
1

FH - J#

k
2 Xy = (Hfm] )Zmiy}ffjxfw
=1

y para cualquier j = 1,---, k se tendria:
k k o
m;—1 .
Vii-Xn = (Hfj] )Zml T Vi X
j=1

=1
1]
Asf, por (3.5.22), £/~ ! serfa un factor de & y de p lo cual contradice que F,
sea irreducible.
Por lo tanto, h = H?Zl fj con k > 2,y en tal caso la igualdad (3.5.22)
queda:

k Kk

- _2227 1(n]+1 fzflgfjvfﬂ X

=1 I=1

I#j
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ko k
_ 1 L _h_ .
- Z§:1(”j+1)5j Z Z (nj nl)flfj Vf] X‘fl
j=1l=j+1
Por tltimo, si H € P4, es una integral primera polinomial de (3.1.1), se
llega a la ecuacién (3.5.19). Utilizando esta ecuacién y el Lema de Euler para

polinomios cuasihomogéneos obtenemos:
MyH = DoAXy=DyA(fF,) = fDyAF, = (r+[t])fh,

de donde obtenemos el resultado utilizando la expresién de f dado en (3.5.21).

Nota: En la demostracién hemos probado que si f;, f; son factores irreducibles

de h con f; = f; entonces n;, = n;.

Corolario 3.5.102 (Condicién necesaria de integrabilidad polinomial )
Consideremos el sistema plano (3.1.1) con F,. irreducible, ;1 #£ 0 y h # const.
Si el sistema (3.1.1) posee una integral primera polinomial, entonces la des-

composicion de h en factores irreducibles sobre Clz,y| es

m

hz,y) = ey [J" = \a®), (3.5.23)

i=1
con v+ [t| = t10, + 120, + titam, donde ¢ # 0, 6,,6, € {0,1}, A\, -, A\,
son nimeros complejos distintos no nulos y 6, + 0, +m > 2 (si §, = 6, =0
y A € C\R para i = 1,---,m entonces m > 4). Si \; € C\R para algin

it =1,---,m, entonces existe j, 1 < j <m, j#1 tal que \; = ;.

En lo que sigue, supondremos que se tiene mas de un factor y todos los factores

son simples. Concretamente, utilizando (2.3.6), se tiene:

Lema 3.5.103 Sea F, € Qf y h definido en (3.5.23). Entonces:
k

—d,Res [nhom(X, 1), 0] + d,Res [nhom(l, Y), 0] + ZRes [nhom(l, Y), /\i} =0,
i=1

- hom XY
donde 77h0 (X7 Y) = Xéxp;/%h(hom(;(:y)'
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Demostracion: Utilizando el teorema de los residuos generalizado, se tiene:

k
Res [nhom(l, Y), oo] + d,Res [nhom(l, Y), O] + Z Res [nhom(l, Y), )\Z-] =0.

i=1

Basta probar que

Res [n"™(1,Y), 00] = —6,Res [n"*™ (X, 1),0] .

phom (1Y)
Y 9y phom (1Y)’

ple que el grado del denominador menos el grado del numerador es igual

Caso 9, = 0. Por el Lema 3.1.64, para la funcién racional se cum-

a dos. Por lo tanto, Res [nhom(l, Y), oo} = 0, como se queria demostrar.

phom (1,Y)
Yoy hhom(l,Y)

ple que el grado del denominador menos el grado del numerador es igual
a uno. Por lo tanto, Res [n"™(1,Y), 00] = — limy_« (Y7"™(1,Y)).

Caso 0, = 1. Por el Lema 3.1.64, para la funcién racional se cum-

Usando el Lema 3.1.65, como s, = s, =0y m; =1 para j=1,---,m,

se tiene que
m—1+8y —1+6y—jvj
m d; Xm0y =iy
nhom(X’ Y) — Z]_o . .7m
eXYOUTT (Y- X)

Por tanto:

Res [1"°"(X,1),0] = lim Xy""(X,1) = “= = Jim Yy (1Y)

X—0 ¢ Y —oo

= —Res [n"™(1,Y), 0] .
]

A continuacién, enunciamos un teorema andlogo al Teorema 3.5.101, que sim-
plifica la determinacion de integrabilidad polinomial de un campo cuasiho-
mogéneo plano. Ademas, estas condiciones son éptimas para determinar en
una familia de campos planos cuasihomogéneos, aquellos que son integrables

polinomialmente.

Teorema 3.5.104 Sea F, € QF irreducible y h dado en (3.5.23). Entonces:

el sistema (3.1.1) posee integral primera polinomial si, y solo si, p =0 o bien

existen ng, ny, n;, © = 1,---,m enteros no negativos, no todos nulos, tales que
Res [TIhom(‘X'7 1)’ O} — (nx+1)l‘/(27“]\-l;[|0t|)—M0’ i 5$ _ 1’
Res [n"m(1,Y),0] = _ (Dt =Mo si 6, =1, (3.5.24)

t1 My
Res [nhom(l’ Y), Az} _ _(ni+1)(7]“\/'}‘()|t|)—Mo’ i=1,---,m,
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donde ho(X,Y) = — L XY) My = ti(n, + 1)8, + ta(n, + 1)5, +
n ) T X0zyd%yphom (X,Y) Y 0 = t1\Ng T 2 ny y

tita 3250 (ny +1).

Ademds, en este caso, una integral primera de grado M, es

Demostracion: Comenzamos probando la condicién necesaria.

m

H — x(nz+1)5zy(ny+l)5y H(ytl o )\ixt2>ni+1.

i=1

Si = 0, el sistema es hamiltoniano y h es una integral primera polinomial.

Sip #£ 0y (3.1.1) tiene una integral primera polinomial, usando (3.5.23) y
(3.5.18) obtenemos:

wz,y) =

Por tanto:

donde M, =

it | (e = 1)8,0,9(2) - X, 258

h(zx,
+ Z(nz = 13)8:V ()X (1 23,02 70y

h(z,
+Z b —1;)0,V(y) - X tl—)\jth)W—y)\)jth)

h(z.y)

—/\jx )X(y’f1 —Nz'2) (y

MLO (nz - + Ztl - TL] zytl_l

-1 1
+ Z t2)\j(ny — nj)(snytQ W

1
zo (yh —\;al2)

=YD titalny — ) (N = )2 Y e e

(nm + 1)5zt1 + (ny + 1)5yt2 + Z;nzl(nj + 1)t1t2

Por otra parte, utilizando el Lema 3.1.65, se tiene que

p(t2—1)(1— 6z)y(t1 1)(1— 5y)uhom(xt2 ytl) tgflytlfluhom

(zt2,y"1)

o yéy Rhom (gta yt1) rtodz ytléy Rhom (gta yt1)

— l't2_1yt1 lnhom (X, Y)

= 272) (y 1 Na'2)

I
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Asi resulta:
PNXY) = g | (e = )0yt + Y (e — 1) mm
j=1

+ > taAi(ny — ey
j=1

— Z Z tata(n; —m)(A; — )‘l)(Y—AjX)l(Y—)\lX)

j=1I=j+1

A continuacién, consideramos los siguientes casos.

= Si g, =1, tenemos que

Res [Uhom(X, 1)’ O} _ )1(1/210 X’I’]hom(X, 1) _ (nx—ny)éy—k%j::l t1(nz—nj)
et —(ne+1)]0z+t2[(na+1)—(ny+1)]dy+t1ta 3071 [(ne+1)—(n;+1)]
- to My

(ne+1)(r+t[)—Mo
to My .

» Andlogamente, si §, = 1 tenemos

Res [nhom(l’ Y), O] — )l/l,ino Ynhom(L Y) _ (nzfny)5z*%:/[;()n:1 ta(ny—n; )
[y D)= (ne+ D)8 —ta[(ny+1)—(ny +1)]8y —t1t2 5 [(ny+1)—(n;+1)]
- t1 My

(ny+ D) (r+[t))=Mo
t1 Mo ’

= Por tltimo, para cada A;, 1 < i < m se tiene que:

Res [nhom(l’ Y)7 )\z} = )ll,_I)I)I\(Y - )\i>77hom(1’ Y)
ot (ne _ni)6x+t2(ny_ni)6y_z;'n:1 t1ta(n;—ny)
= A
_ tlmit D) =(ne+ D]z +t2((ni+1) = (ny+ 1]y +t1t2 32704 [(ni+1)—(n; +1)]
= o
_ (A D)[t18x+ta0y+tatek]—Mo _ (ni+1)(r+[t])—Mo
- My - My :

Probemos ahora la condicion suficiente. En primer lugar, probamos que si h

es de la forma (3.5.23), las condiciones (3.5.24) lo determinan univocamente:



3.5 Integrabilidad polinomial 177

Por el Lema 3.1.65, se tiene que

m—2+6.+0dy
(t1—1)(1=6y) b2 (m—2402+0y—7)
Yy d]l' Yy

j=0

to—1)(1—6z)

p(z,y) = ' y Yt

Para determinar este polinomio, basta obtener el polinomio en una variable
phom(1,Y) = Z;:OHJH% d;Y7, con' Y = y". Para este propésito, necesitamos
el valor de x"™(1,Y) en m — 1 + &, + d, nodos distintos (ténganse en cuenta

que una de las condiciones de (3.5.24), por el Lema 3.5.103, es consecuencia

de las restantes):

hom _ . hom . hom . Y %y phom (1Y)
1,A) = lim 1,Y)= lim (Y — \; 1Y) lim ——~—+*

,U/ ( ? )\Z) YL/\,L ,UJ ( 9 ) YL/\,L( )\1>77 ( Y ) YL/\Z' Y-\
d(Youhhom (1Y)

Ve , parat=1,--- m,

Y=

= Res [nhom(la Y)7 /\z]
y, si 0, = 1:

hom _ hom _ e hom . YOyuphem(1y)
pr(1,0) = lim (1Y) = lim Yprot(LY) lim =22
= Res ["™(1,Y),0] h"™(1,0).

En consecuencia, existe sélo un polinomio p"™(1,Y) de grado m — 1+ 6, + 4,
que cumpla las condiciones (3.5.24).

Dado h, consideremos que gt € Pt cumpla la igualdad (3.5.18). Por el
teorema 3.5.101, se tiene que F, = X, + 1Dy es integrable polinomialmente.
Por otra parte, su polinomio homogéneo asociado ji"™ es de grado m —1+d, +
dy. Como hemos probado en la condicién necesaria, también cumple (3.5.24),

y por lo tanto i = pu. [ ]

Notas:

1) Si\ = j\j, teniendo en cuenta que el residuo de % en Y = j\j,
conjugado de \;, es el conjugado del residuo para \;. Puesto que ambos

residuos son reales, obtenemos n; = n;.

2) Por el Lema 3.5.103, obtenemos que una condicién de las descritas en

(3.5.24) es dependiente de las restantes.
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3) Si el sistema x = F,(x) es monodrémico e integrable, es centro. Por otra

parte, utilizando el Teorema 3.5.104 y el Lema 3.5.103, sabemos que

Por tanto, aplicando el Teorema 3.4.97, también obtenemos la condicién

de centro.

En la siguiente subseccion exponemos los resultados obtenidos por algunos au-
tores respecto a la relacion que existe entre los exponentes de Kowaleskaya y la
integrabilidad polinomial de un campo cuasihomogéneo, asi como la expresion
de la condicion de integrabilidad obtenida en el Teorema 3.5.104 en términos

de los exponentes de Kowalevskaya.

3.5.1. Integrabilidad y exponentes de Kowalevskaya

Esta subseccién esta motivada por el trabajo de Llibre y Zhang en [46]
donde analizan la integrabilidad polinomial en términos de los llamados expo-
nentes de Kowalevskaya.

El interés para los sistemas cuasihomogéneos (3.1.1) se centra en la existen-
cia de soluciones particulares de la forma (z(t), y(t))* = (c1t™%, cot=®)T | donde

los coeficientes ¢ = (¢, cz) € C\ {0} estan dados por la ecuacién vectorial
F,(c) + +Dy(c) = 0. (3.5.25)

A estas soluciones se les llama balances del sistema (3.1.1).

Para cada balance c, se define la llamada matriz de Kowalevskaya
K(c) =D (F, + 1Dy) (c).

Los autovalores de K (c) son llamados los ezponentes de Kowalevskaya del ba-
lance c. Sophia Kowalevskaya introdujo la matriz K para obtener las soluciones
en serie de Laurent del movimiento de un cuerpo rigido. Puede demostrarse
que siempre existe un exponente de Kowalevskaya igual a —1, cuyo autovector

asociado es *(tyc1,tacp) (véase Tsygvintsev [61] y Yoshida [66]).
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Furta [30] y Goriely [37] probaron independientemente la existencia de
una relacion entre los exponentes de Kowalevskaya de sistemas polinomiales
cuasihomogéneos de dimensién n y el grado de sus integrales primeras poli-
nomiales cuasihomogéneas. Mas tarde, Llibre & Zhang [46] proporcionan una
nueva relacién que mejora los resultados dados en Furta [30] y Goriely [37].

Hasta donde conocemos, sélo Llibre & Zhang [46] y Tsygvintsev [61] han
caracterizado la integrabilidad de los sistemas planos cuadraticos utilizando sus
exponentes de Kowalevskaya. Entre los resultados de Llibre & Zhang [46], para
sistemas polinomiales cuasihomogéneos planos de grado uno, que generaliza al
dado por Tsygvintsev [61] para sistemas planos homogéneos cuadraticos, se

encuentra el siguiente:

Teorema 3.5.105 (Llibre & Zhang [46]) Consideramos el sistema (3.1.1)

de grado r =1, con F, irreducible. Entonces:

a) Si el sistema (3.1.1) tiene dos balances independientes con exponentes de
Kowalevskaya (—1,p1) y (=1, p2), el sistema (3.1.1) tiene una primera
integral polinomial cuasithomogénea de grado m € N si, y solo si, se

cumplen las siguientes condiciones:

pit 4t <1, mpteN, i=1,2

b) Si el sistema (3.1.1) tiene un unico balance independiente con exponentes
de Kowalevskaya (—1,p), p # 0, el sistema (3.1.1) tiene una integral
primera polinomial cuasihomogénea de grado m € N si, y solo si, se

cumplen las siguientes condiciones:

p <1, mpteN.

c) Si el sistema (3.1.1) no tiene balances o tiene infinitos balances indepen-

dientes, entonces no tiene integral primera polinomial cuasihomogénea.

Recientemente, Cair6é & Llibre [?] han estudiado el caso de sistemas polino-
miales cuasihomogéneos planos de grado dos.

A continuacién, mostramos los resultados que hemos obtenido respecto de
la relacion que existe entre los exponentes de Kowalevskaya y la integrabilidad

polinomial.
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Comenzamos, en la siguiente proposicion, calculando los balances del sis-
tema (3.1.1).

Proposicién 3.5.106 Si c es un balance de (3.1.1), entonces h(c) = 0.

Ademas, si F, es irreducible, se tiene:

a) Si x es factor de h, entonces r es multiplo de ty y existen - balances
T/t
c = (0,¢c) con 02/ ? = ——TQ%J).
b) Si y es factor de h, entonces r es maltiplo de t; y existen ¢+ balances

_ r/t1 .t
c=(c1,0) concy ' = PO

c) Siy"'—\z'2 es un factor de h, entonces existen r balances c = (u'*, u'2A\/")

ro__ t1
conu = 77,]3(17)\1/,51).

Demostracion: Cada balance ¢ es una solucién sobre Clz,y] de la ecuacién
F.(c) + Dy(c) = 0. Por tanto, (r + [t[)h(c) = Dy(c) A F,(c) = Dy(c) A
[F,.(c) + 1Dyg(c)] = 0. Asi, todo balance es solucién de un factor irreducible
de h en el campo complejo.

Supongamos ahora que F, = (P, Q)T es irreducible. También podemos
suponer que r + |t| € Z, ya que en caso contrario por el apartado a) del Lema
2.3.26 serfa h = const. Asi, r + [t| = kstitay + kato + kyty, con 0 < k; < 3, — 1
para i = 1,2. Es facil probar que k; = (to — 1)1 y ko = (t1 — 1)d2 con
91,09 € {0,1}, ya que en otro caso F, posee el factor comiin z o y. Hemos de

hacer notar que si t = 1 suponemos d; = 0 y si t; = 1 entonces d, = 0. Asi:
r=lks — (1 =081) — (1 = d2)]tata + (1 — 02)(t1 — D)ta + (1 — 61)(ta — 1)y,

con k3 — (1 —01) >0y ks — (1 —32) > 0, ya que de otra forma P o ) son
nulos. Para justificar esta ultima afirmacién consideremos, por ejemplo, que
ks — (1 —d1) < 0. Entonces 0 < k3 < 1 — ¢y, asi que k3 = 6; = 0 y por tanto
r 4+t = —(1 — d2)ts, con lo que P serfa nulo.

Por tanto, de la expresién de r y del Lemma 2.3.26 se tendria:
P(c) = C({lcgh*l)(l*tsz)Phom(CtlQ’ Ct21), Q(c) = C§t2*1)0*51)cg2@hom(ct12’ Ct21),

donde P™ y Q"°m son polinomios homogéneos de grado ks — (1 — ds) y ks —

(1 — 61) respectivamente.
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Ahora, analizamos tres casos que se corresponden con cada uno de los
posibles factores de h. Por la descomposicion dada en (2.3.7), estos factores

s6lo pueden ser de tres tipos: z, y o ¥y — Az'2 con A € C\ {0}.

= Siz es factor de h(z,y) = tizQ(x,y) — tayP(z,y), entonces z es factor
de P (P(0,y) = 0). Observamos que Q(0,1) # 0, pues de otra forma x

seria factor comun de ambas componentes de F,.

A continuacién, calculamos el balance ¢ = (0,¢3) de (3.1.1). Como
P(0,c9) = 0, la primera ecuaciéon de (3.5.25) para (0,c2) se satisface.
Por otra parte, vemos que (to —1)(1 —0;) =0 yaquesi oy =0y ty > 1,
seria x factor comin de Py de (). Con este resultado, la segunda ecuacién
de (3.5.25) resulta:

T

0 = FQO, e M gt — gy [t TR0 1) 4 2]

Ademas, r = t3[t1 (ks — 14 61) — 1 + o] por lo que r es multiplo de to, y

¢
por tanto 5/ = —TQ%J),

con lo que deducimos el apartado a).

= Si y es un factor de h(z,y) = t1zQ(x,y) — toyP(x,y), entonces y es
un factor de @ (Q(x,0) = 0). Observemos P(1,0) # 0, ya que en caso
contrario y serfa factor de ambas componentes de F,.. Como Q(¢;,0) = 0,
la segunda ecuacién de (3.5.25) para (cq,0) se satisface. Ademas, (t; —
1)(1 — d9) = 0, ya que en otro caso, 0 = 0 y t; > 1, se tendria que
y es factor comun de ambas componentes de F,. Por tanto, la primera

ecuacién de (3.5.25) resulta:

r

0 = P(L0) R g e g [T p( ) 4 8]

Ademas, r = ty[ta(ks — 1 + d2) — 1 + 1], por lo que r es miltiplo de ¢y,

/ti bt
- rP(1,0)°

siendo c; Asi queda demostrado el apartado b).

= Si oyt — Az'2 es un factor de h, donde A € C\ {0}, entonces existe un
balance de la forma ¢ = (c1,c) = (u',u2AY") con u # 0, ya que
h(u't, w2 V) = oIt R(1, AV = 0.

La primera ecuacién de (3.5.25) viene dada por:

0 = Pul',u2AVh) + % =u" [u"P(1, AVt 4 bl
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Observemos que P(1, A1) # 0, ya que en caso contrario, por ser 0 =
h(1, A1) = ,Q(1, A1) — £, A0 P(1, \1/%) | tendriamos Q(1, \V/1) =0
y entonces y'* — Az’? serfa factor comin de ambas componentes de F,.

De esta forma, se deduce que u" = — La segunda ecuacion de

i1 /
rP(1, /)"
(3.5.25), Q(c1, c2) + 22 = 0, también se cumple ya que despejando @ en

la ecuacién (r + [t|)h(x,y) = t1zQ(z,y) — tayP(x,y) v sustituyendo en

la segunda ecuacién de (3.5.25), resulta:
thl [Q(Cl, CQ) + tQ%] = ('I" + ‘t‘)h(Cl, CQ) + tQCQ [P(Cl, C2) + m] = 0.

Asi demostramos el apartado c).

Falta probar que hay exactamente r balances. La primera componente

del balance es:

tlt
C et
! P(l ,\1/t1

12412 —1)t2¢t2zr/t1
g = utz)\l/tl — Al/t1 —r ( ) 1 :
P(1 )\1/t1 rta \(r+t1)/ty (P(,\*l/t271)) 2

_ ., (—1)t2)2
o rtzx(P(A=1/12,1))"2

Puesto que (P (1, )\1/'f1))t1 y (P (AVE, 1))1‘/2 estan univocamente deter-

minados por A, se obtienen r balances.

En la siguiente proposicion, obtenemos los exponentes de Kowalevskaya aso-

ciados a los balances de (3.1.1) a través de la funcién racional homogénea

hom (X V) 1= A& STXLY) ue, a su vez, se construye a partir de las fun-
n ) . X&zyéyhhom(X’Y) que, ) Yy p

ciones p y h.

Proposiciéon 3.5.107 Sea F, irreducible. Entonces, los exponentes de Kowa-
levskaya de los balances asociados a un factor de h son iguales.

Ademds, si h(z,y) = ™ y™ 2, (y"* — Na™)™, con my, = syt + 0y,
my = Syt1 + 0y, 0,0, € {0,1}, 55,8, € Ng, \; € C\{0}. Entonces, se cumple:

a) p, = rt‘t‘ [1 + t3Res [nhom(X, 1),0”71 simy=1;yp, =0 sim, > 1.
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b) py = r+|t] |:1 _ theS [nhom(l’y>’o]:|*1 si my — 1;. Y py =0 s7 my > 1.

T

T

c) pi = rt] [1—Res [nhom(l,Y),/\i]rl sim; = 1; yp; =0 st my > 1,

1=1,---,m,

hom m m
donde ™ (X, ) = gl phom (X, V) = Xy TT, (V= A X)™ g

Pz Py Y pi Tepresentan los exponentes de Kowalevskaya asociados a los factores

T,y Yyt — At
Demostracion: Utilizando la descomposicién de un campo en sus partes conservativa-
disipativa, se tiene:
F, + 1Dy =X, + [p+ 1] Do.
La traza de su diferencial es

[—hay + pati@ + pity + 2ty + hyy + pytoy + pta + 1to]
= [Vi- Do+ (n+7) [t]] = [rp+[tln+ 7[t]
= (r+thp+ 4.
Asi, para cada balance c, si p(c) es el autovalor distinto de —1 asociado

al balance c, se tiene que p(c) — 1 = tr(K(c)) = (r + [t])u(c) + %, de donde

obtenemos
p(c) = (r+t]) [pu(c) + 1] . (3.5.26)

Calculemos ahora los exponentes de Kowalevskaya asociados a los factores de
h.

= Supongamos que z es un factor de h, esto es, existen balances de la for-
ma (0,c). De la descomposicion (2.2.2) se tiene h,(z,y) = Q(x,y) —
toyu(x,y). Como (0, ce) = cg/tQM(O, 1) (ya que p es un polinomio cua-
sihomogéneo de grado r respecto al tipo t), aplicando (3.5.26) y la Pro-

posicion 3.5.106, obtenemos:

he(0,1) = Q(0,1) —tou(0,1) = Q(0,1) — %
= Q(0,1) +7u(0,¢2)Q(0,1) =7 [u(0,c2) + ;] Q(0,1)
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con Q(0,1) # 0. Por tanto, todos los balances (0, ¢3) tienen los mismos
autovalores. Mdas aun, p, = 0 si, y sélo si, h,(0,1) = 0, esto es, m, > 1.

En caso contrario, aplicando el Lema 3.1.66, se tiene:

1 _ T Q(Ovl) — T hz(071)+t H(Ovl) — T u(z,l)
e T ROD) = @D = [1 +toRes [h(z,n’OH
r hom
= T [1+ taRes [ (X, 1),0]] .

Razonando de forma analoga, supongamos que y es un factor de h, esto
es, existen balances de la forma (¢;,0). De la descomposicion (2.2.2), se
obtiene h,(z,y) = —P(z,y) +tizp(z,y). Como pu(c1,0) = cg/tlu(l, 0) (va
que 4 es un polinomio cuasihomogéneo de grado r respecto al tipo t),
aplicando (3.5.26) y la Proposicién 3.5.106, obtenemos:

hy(1,0) = —P(1,0) + ty(1,0) = —P(1,0) 4 1&ler)

r/t1
1

(
= —P(1,0) — ru(cy, 0)P(1,0) = —r [u(c1, 0) + 1] P(1,0)
= _#MPQP(L())’

con P(1,0) # 0. Por tanto, todos los balances (c¢;,0) tienen los mismos
autovalores. Mas aun, p, = 0 si, y sélo si, h,(1,0) = 0, esto es, m, > 1.

En caso contrario, aplicando el Lema 3.1.66, se tiene:

1 _ T P(LO) _ r h (170)_t /“L(LO) _ r H(lvy)
b T RGO — R hy@e) = [1_t1ReS [h(l,ywOH
r hom
= rlt' [1—t1R,eS [77 (1,Y),O:|] .

Para finalizar, calculamos los exponentes p; asociados al factor ' — \;z2,
donde A\; € C\ {0}, i = 1,---,m. De la descomposicién (2.2.2) se tie-
ne hy(z,y) = —P(x,y) + tizp(z,y). También se cumple p(cy,c2) =
,u(utl,ut?)\;/tl) = u’“u(l,)\i/tl). Asi, usando la Proposicién 3.5.106, ob-

tenemos:

h/y(]-)Ail/tl) — —P(lij/tl) +t1u(1’AZ1/t1) — _P(l’)\ll/tl) —l— tlu(’ljii’cﬂ
= —r[uleren) + 2] POLAY™) = —2mpP(LA),
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con P(l,/\il/tl) # 0. Por tanto, todos los balances (cy,cy) asociados al
mismo factor tienen el mismo exponente de Kowalevskaya. Mas atn,
pi = 0 si, y sélo si, hy(1, )\i/tl) = 0, esto es, m; > 1. En caso contrario,

aplicando el Lema 3.1.66, se tiene:

L v PONTY (ATt p(ly) \1/h
i TR R aATT, T Al — T [ — iRes [h(l,yMz‘ H
hom
= T [1— Res [n"™(1,Y), \]] .
| ]

A continuacién, encontramos una relacion entre los inversos de los expo-
nentes de Kowalevskaya del sistema (3.1.1), cuya parte conservativa esté de-
terminada por h dada en (3.5.23).

Lema 3.5.108 Sea F, irreducible y h dado en (3.5.23). Entonces

t15x t25y + E tita —

Demostracion: Utilizando en primer lugar el Lema 3.5.103 y posteriormente

r+ |t| = grad (h) = t10, + t20, + mt;ta, obtenemos:

ro= r— :il‘tt?‘ [—d,Res [n"™(X, 1),0] + §,Res [n"™(1,Y), 0]
+ Z Res [nhom(l, V), A\
i=1

= 7“+|t| [t15 +t25 +mt1t2] Ttth [ 0. RGS[ hom(X,].),O]

+0,Res [n hom(1,Y) +ZRes ("™ (1,Y), A
i=1

= om [t10, + tot10,Res [ (X, 1), 0] + 28, — t1t26,Res [n"™(1,Y), 0]

+Hats fj (1 = Res [p""(1,Y), M)]

i=1

— t15x _|_t25y +§ t1t2.

La ultima igualdad se obtiene de la Proposicion 3.5.107. ]
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En el siguiente teorema mostramos cémo son los exponentes de Kowalevska-
ya cuando el sistema (3.1.1) tiene una integral primera polinomial cuasiho-
mogénea. Este resultado generaliza a los obtenidos por Tsygvintsev [61] y
Llibre [46]. Llamamos la atencién de que nuestros resultados generalizan a

cualquier grado los obtenidos por Llibre [46] en el Teorema 3.5.105 para r = 1.

Teorema 3.5.109 Sea F, € QF irreducible. El sistema (3.1.1) posee integral
primera polinomial de grado My si, y sdlo si, h tiene la forma dada por (3.5.23)
Y existen ng,ny,, n;, © = 1,---,m enteros no negativos, no todos nulos, que

cumplen

1 _ r(ng+1) 1 r(ny+1) 1 _ r(ni41) i=1---.m
pz Mo 7 py Mo ° pi Mo 7 P

donde py, py y pi son los exponentes de Kowalevskaya distintos de —1 asociados
a los factores de h, x, y, y"* — \jx'™ respectivamente, y My = t1(n, + 1)0, +
ta(ny, +1)5, +tita 370, (ny + 1).

Demostracion: La demostracion se obtiene como consecuencia del Teorema
3.5.104 y de la Proposicién 3.5.107. Del anterior Teorema obtenemos: My =
T+ [t] + ngdats + nydyts + Zle njtity. Ademés:

= Sid, = 1, entonces p%c = r—:\t\ [1 1ty (rHtDi:X/[tl)_Mo] — T(Tz\ajfjl)'

_r [1 1ty (r+\t\)(ny+1)—M0i| _ r(ny—f—l)'

= Sid, =1, entonces — = r I o

=

= Por tultimo, — = o o

1 r (r+]t))(ni+1)—Mop) | _ r(n;+1)
b T [1 * } = :

3.6. Ejemplos

En esta seccion, caracterizamos la integrabilidad polinomial de algunos sis-
temas cuasihomogéneos x = F,.(x), con F, € QF irreducible. Comenzamos
estudiando los sistemas cuasihomogéneos nilpotentes, posteriormente consi-
deramos sistemas cuasihomogéneos nilpotentes generalizados para terminar
caracterizando los campos cuasihomogéneos integrables polinomialmente de

grado cero, uno y dos.
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Caso nilpotente, tipo (1,n),n > 2. Consideremos el campo con sélo un

término cuasihomogéneo de grado n — 1:

(9”) _ Fn1:<b y'l+a”b’ , 1), (3.6.27)
y 0" Y + by

con a, by, b; € R. En este caso, tenemos:

hz,y) = —1[y? — gy — B,
p(e,y) = btnegnt

Si by + na = 0, el campo es hamiltoniano y por tanto, integrable polinomial-
mente. En el caso by +na # 0, discutiremos la integrabilidad segun el signo de
A = (by — na)?® + 4nby:

= Si A <0, el campo es monodrémico siendo hay,(z,y) = —3(y — Az")(y —
Az™), con A € C\R. Como posee un tinico factor irreducible sobre Rz, y],

por el Corolario 3.5.102, el sistema no es integrable.

» Si A =0, entonces h(z,y) = —n(y — Az™)?, A € R. Como los factores

son miultiples, por el Corolario 3.5.102, F,,_; es no integrable.

= Si A > 0, entonces h(z,y) = —5(y—Aiz")(y—Aoz™), donde Ay # Ao, Ay =

(bo—na)+vVA Ny — (bo—na)—vVA
2n » A2 2n

de variables descritos en el Lema 3.2.67 y posteriormente aplicando un

, son ambos reales. Aplicando los cambios

escalado en el tiempo, podemos reducir el sistema a forma candnica, en
la que h(z,y) = y(y — 2") y p(x,y) = dz"~'. Usando ahora el Teorema
3.5.104, el sistema (3.6.27) es integrable si, y s6lo si, existen ny, ny enteros

no negativos, no ambos nulos, tales que:

Res [nhOm(l,Y),l} = d:_w

con My = n(ny + ng + 2).

Proposicién 3.6.110 FEl sistema (3.6.27) es integrable polinomialmente si
bo +na =0 o bien si by +na # 0, A = (by — na)? + 4nb, > 0.

En el sequndo caso, dicho sistema es C®-equivalente a (i,9)7 = (—2y +
(d+ 1)a",n(d — 1)a" ty)T, siendo este sistema integrable polinomialmente si,

yso/losi,dzl—% conp,q €N, p+q > 2.
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Caso nilpotente, tipo (2,2n + 1). Consideremos el campo con un sélo

término cuasihomogéneo de grado 2n — 1.

() - () e

Si ab # 0, el sistema x = Fy,_;(x) es siempre integrable.

Caso nilpotente generalizado I, tipo (2,3). Consideremos el campo cua-

sthomogéneo de grado 4:

T B y? + Ax3  Fu(s
(5) - (752 ) o o

donde AB # 0 ( en otro caso es reducible a uno integrable). La funcién de

Hamilton de la parte conservativa y su divergencia son:

Oh(z,y) = (2B —3A)z’y —3y° = =3y(y* — 255247),
Yu(z,y) = (3A+ B)a*

= Si 3A + B =0, es integrable por ser hamiltoniano.

» Si 2B —3A =0, entonces h(z,y) = —%y3. Como y es un factor multiple,
por el Corolario 3.5.102, F, es no integrable.

= Si 2B — 3A # 0, entonces para que sea integrable se tiene que cumplir

Res ["7(1,Y),0] = JAt8 = _(owtli-to

donde My = 3(n, + 1) + 6(n; + 1). Por tanto: B = —SZ;—EA
Proposicién 3.6.111 El sistema (3.6.28) es integrable si, y solo si, se cumple

alguna de las siguientes condiciones: AB =0 03A+B=00AB(3A+B)#0
y B = —3§A donde p,q € N, p+q > 2.
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Caso nilpotente generalizado II, tipo (1,3). Consideremos el campo

cuasihomogéneo de grado 8:

x
( . ) = Xj+ pDo = Fg(z,y), (3.6.29)
Y
donde:
2
12h(z,y) = —a2 —y*=— H(y — o) (y — Nz,
i=1

2u(z,y) = Az®+ B’y + C2?y?,

con )\1 = %(1 + ]), /\2 = —Al.

Puede comprobarse que se cumplen las condiciones necesarias de integra-
bilidad. Para que sea integrable, se tiene que cumplir ademas:
hom o A+BM +C\?
Res [n (1,Y), )\1} = (Aer)(/\lfAz)(AlﬁXz)
= L2(C—A) - 2(A+C+V2B)[ = -tz

My

Res [0"™(1,Y), \] = ¥2(C— A)+ E(A+ C + V2B) = —(miipzih,
Res [nhom(l,Y),)\

] = A4 BAa+CA2
2 (A2=A1)(A2—A1)(Az—X2)

na+1)12— My
= —L2(C—A) - L2(A+C~V2B)[ = -tz

Mo

donde My = 6(ny +1)+6(ny+1). De esta forma, obtenemos: B =0, A = —C,

_ 2v2(n2—n1) ‘ . . .
C==r"ry Ademsds, una integral primera es:

ni+1 na+1
H(z,y) = y2+\/§x3y+x6} ' [yz—ﬂx3y+x6 ’

Proposicién 3.6.112 FEl sistema (3.6.29) es integrable polinomialmente si, y
solo si, B=0, A=—-C, C:Q\/@;%Z conp,q €N, p+q>2.

A continuacién, vamos a estudiar los sistemas cuasihomogéneos de grado cero

que son polinomialmente integrables.

3.6.1. Sistemas cuasihomogéneos de grado cero

Proposicién 3.6.113 Sea ¥y € Of irreducible con div (Ff) # 0 donde t =
(t1,t2) con t; < ta, coprimos. Entonces, x = Fi(x) es polinomialmente inte-

grable si, y solo si, t; = 1 y existe un cambio de variables de grado cero y un
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escalado en el tiempo que lo transforma en G(Ol’tQ) = ((d — Dz, (1 + tod)y)”

cond=1—(ta+1) -, pgeNyp+qg=2.

)

Demostracion: Los campos cuasihomogéneos de grado cero del tipo t = (1, t2)

con t; < to, se estudiar en tres casos:
(a) t; > 1. En este caso po = div <F(()t1’t2)) = 0.

(b) t; = 1, t > 1. En este caso se tiene F(()l’tQ) = (a1, b1z + boy)T y, ast:

h(z,y) = 252ﬁ:zc [(by — taar)y + tabiz®] y u(x,y) = ‘;12%1’12 Observemos
que by — tea; # 0, ya que en otro caso h seria idénticamente cero o bien
tendria factores multiples. Por tanto, siempre es posible mediante un
) con fi(z,y) = d y
cuya funcién de Hamilton de la parte conservativa es iL(ZL’, y) = xy. Por
tanto, G = ((d — 1)z, (1 + t2d)y)7.

. . . 1
cambio de variables, reducir nuestro campo a Gé

Este campo transformado, por el Teorema 3.5.104, es integrable si, y solo
si, existen n,,n, € Ny, no ambos nulos, tales que Res [nhom(l, Y), 0] =
d = —LADlwtD=Mo - q4n46 D = (ng + 1) + ta(ny, + 1). Esto es, debe

My
serd=1—(tz+1)F-conpgeN, pt+qg=2.
(c) t; =ty = 1. En este caso, se tiene F(()l’l) = (mz+agy, bhx+by)’, p(z,y) =

uthe v p(z,y) = L(bia?+ (b —ar)zy — asy?). Sea A = (by —a1)* +4agby.
Si A < 0, h s6lo posee dos factores complejos conjugados o uno real
doble por lo que no cumple la condiciéon necesaria de integrabilidad. Si
A > 0, aplicando cambios de variables (véase el Lema 3.2.67) se puede
CONSEgUIr un Nuevo campo G(()l’l) tal que fi(z,y) = d y h(z,y) = xy. Por
tanto, G{"" = ((d — 1)z, (d + 1)y)7.

Este campo transformado, por el Teorema 3.5.104, es integrable si, y solo

si, existen n,,n, € Ny, no ambos nulos, tales que Res [nhom(l, Y), 0] =

d = _W, donde My = (n, + 1) + (n, + 1). Esto es, debe ser

—1_9p
d=1 2q+pconp,q€N,p+q22.
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3.6.2. Sistemas cuasihomogéneos de grado uno

Proposicién 3.6.114 Sea F% € QF irreducible con div (F%) # 0 donde t =
(t1,t2) con t; < ta, coprimos. Entonces, x = Ft(x) es polinomialmente inte-
grables si, y solo si, existe un cambio de variables de grado cero y un escalado

en el tiempo, que lo transforma en:

. Gﬁ”’ = (=2y + (d+ 1)22,2(d — 1)ay)T, donde d = 1 — 2& yp,q €N,
p+q>2.

= Gl = ((do + 1)2? + (dy = 2)ay, (do — 2)y + (dy + 1)y?)7, donde d; =

l,a
(y—na)t(m—nqe) g _ (a—ny)t(ma—ny)
ng+ny+ni1+3 7 Ng+ny+ni1+3
T Z 1.

, siendo ng,ny,n1 € Ny, ng +n, +

" Gg,;l) = (=3y?* + (do — 1)2* + dyzy, (do + 2)xy + d1y*)T, donde dy =0 y

dO _ 2(ni1—ny)

= S ona stendo ny,n1 € Ng, ny, +ny > 1.

Demostracion: Distinguiremos cuatro casos:

(a) t; > 1. En este caso div (thl’t2)> = 0, por lo que no cumple las hipdtesis.

(b) t; =1,ty > 3. En este caso Fgl’m) = (2%, by +boay)T = w(ayw, b2+

boy)T es reducible, por lo tanto no lo estudiaremos.

(c) t; =1, t; = 2. En este caso Fgl’Q) = (a12* + agy, b12® + boxy)T, h(z,y) =

=200y + (by — 2a1)2%y + bizt] y p(z,y) = 2220 Sea A = (b —
2a1)? +8asby. Si A < 0, h sélo posee dos factores complejos conjugados o
uno real doble, por lo que no cumple la condiciéon necesaria de integrabi-
lidad. Si A > 0, aplicando cambios de variables, (véase el apartado c) del

Lema 3.2.67), se puede conseguir un nuevo campo Ggm) tal que fi(x,y) =
dz y h(z,y) = y(y—a2). Por tanto, Ggm) = (=2y+(d+1)22,2(d—1)zy)T.

Este campo transformado, por el Teorema 3.5.104, es integrable si, y solo
si, existen n,,n; € Ny, no ambos nulos, tales que Res [nhom(l, Y), O] =
—d = —W, donde My = 2(n, + 1) +2(n; + 1). Esto es, debe ser
dzl—?ﬁ con p,q e N, p+qg > 2.
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(d) t; =ty = 1. En este caso Fgl’l) = (a1 2% + agzy + azy?, biw? + bywy + bsy?) 7,

h(z,y) = 3 [=asy® + (b — ag)zy® + (by — ar)a®y + bz’ y p(z, y) = 2520+
a2+2b3
3
ples. Asi, h debe tener tres factores reales simples distintos o un factor

y. Para que sea integrable, todos los factores de h deben ser sim-

real y dos factores complejos conjugados.

= Sih(ry) = =2y — Mx)(y — Aaz)(y — A3z) con A, Mg, A3 € Ry
distintos, aplicando cambios de variables, (véase el apartado f) del
Lema 3.2.67), se puede conseguir un nuevo campo Gf&l) para el
que fi(z,y) = dox + dyy y h(z,y) = zy(y — z). Por tanto, GSC’:) =
((do + 1)a? + (dy = 2)zy, (do — 2)xy + (di + 1)y*)".
Este campo transformado, por el Teorema 3.5.104, es integrable si,

y s6lo si, existen ng,, n,, n; € Ny, no todos nulos, tal que
Res [nhOm(X, 1),0] =d; = M’
Res [nhom(LY),()} = —dy = _M’

donde My = (ny + 1) + (n, + 1) + (n; + 1). Esto es, debe ser

d = (ny—ng)+(n1—ns) do = (e —ny)+(n1—ny)
1 ng+ny+ni+3 y o nz+ny+ni1+3

nx+ny+n1 Z 1.
= Sih(z,y) = —%(y — M) [(y — az)® + b°2%] con A\,a,b € R, b > 0,

aplicando cambios de variables, (véase el apartado g) del Lema
)

con ng,ny,n1 € Ny,

3.2.67), se puede conseguir un nuevo campo Gf{)l para el que
i(z,y) = dox + dyy y h(z,y) = y(y?> + x?). Por tanto, G(Sl’)l) =
(=3y> + (do — 1) + dyzy, (do + 2)zy + diy®)".

Este campo transformado, por el Teorema 3.5.104, es integrable si,

y s6lo si, existen n,,n; € Ny, no todos nulos, tal que

Res [nhOm(l,Y),O} =dy = _%w’

0

Res [nhom(ljy), ]} — dotglf — _3(”14]’\}3*]\40’

donde My = (ny, + 1) + 2(ny + 1). Esto es, debe ser dy = 0y
= 2(m-—ny)

0= 7 Tam g3 COM Ty, 1 € No, ny +n; > 1.
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3.6.3. Sistemas cuasihomogéneos de grado dos

Proposicién 3.6.115 Sea FY € QFY irreducible con div (F) # 0 donde t =
(t1,t2) con t; < ty, coprimos. Entonces, x = F5(x) es polinomialmente inte-
grable si, y solo si, existe un cambio de variables de grado cero y un escalado

en el tiempo que lo transforma en:
s GUY = (—2y+ (d+1)2%,3(d— 1)ay)7, donde d =1— 2 con (p,q) €
N\ {(1, D)}
= G5 = ((do —2):7cy—|— (dy+1)23, (do+ 1)y2 + (2d, — 3)22y)T, donde dy =

2(nz—ny)+2(nz—n (ny—ng)+2(ny—n1) 3
nx+2?:’by+2n1+51 y do = f;x+2ny+2nyl+51 con (ng,ny, n1) € Ng\{(0,0,0)}.

= G&P = ((do — 2)2y + dywy, 52* + (do + 12y + diy?)T, donde dy = 0 y
di = 28 con (n,, i) € N3\ {(0,0)}.

ng+4n1+5

= GOV = ((do— N2+ (di +2(\+ 1)) a2y + (do —3)zy?, (do+3N\) 22y + (dy —
2(A+1))zy*+(do+1)y*)7, A € R\ {0, 1} donde dy = Ce="ltremm)tlne—nz)

ng+ny+ni+nz+4
(ne—ny)+(n1—ny)+(n2—ny) N B (ne—n1)+(ny—n1)+(n2—n1)
dy = A ng+ny+nit+ng+4 ydo = —d d2+(1 )\) ng+ny+nit+ng+4

con (ng,ny,n1,n2) € Ng \ {(0,0,0,0)}.

= G5V = ((dy — 3)ay? + (di + 4a)a®y + (dy — (a® + 1))a®, (do + 1)y® +

(d — da)zy® + (do + 3(a? + 1))2%y)", donde dy = Le—tultBna) g, —

con a € R, (ng,ny,,n) €

Ng—n 2(n1—n ad, a“—1)d
(a + 1)( nz+?;L)y—tr2(n11+4y) Y dl = = O+L(12+1 i

N2\ {(0,0,0)}.

= G = (—4y® + dyry? + (dy — 2007 + 1)ty + doa®, doy® + (dy + 200 +
D)zy? + doxy + 4%2*)T, donde dy = dy = 0 y dy = (b* — 1) 222 con
be (0,+00)\ {1}, (n1,m2) € N\ {(0,0)}.

En este caso, el origen es un centro si, y solo si, dy = 0. Por tanto, si

do=0yd # (1 — )% o dy # 0 se tienen centros no integrables.

Demostracion: Distinguiremos seis casos:
(a) t; > 2. En este caso, div <F§t1’t2)> = 0, por lo que no verifica las hipdtesis.

(b) t; = 2. En este caso, Fg2’t2) = (ay2%, biey)? = x(a12, biy)? y por tanto es

reducible.
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c) t; = 1,ty > 3. En este caso, i) — a122, b1 222+ by?y) T = 2% (ar @, b2+
2

boy)T y por tanto, es reducible.

(d) t; =1, ty = 3. En este caso, F(21’3) = (a1 2% + agy, bi2® + box®y) T, h(z,y) =

% [—3agy? + (by — 3ay)x®y + b12%] y p(z,y) = 3‘”“’2 22 Sea A = (by —
3a1)? + 12asb;. Si A < 0, h sélo posee dos factores complejos conju-
gados o uno real doble, por lo que no cumple la condicion necesaria
de integrabilidad. Si A > 0, aplicando cambios de variables, (véase
el apartado c¢) del Lema 3.2.67), se puede conseguir un nuevo cam-
po G(l’g) para el que fi(z,y) = dz? y h(z,y) = y(y — 2*). Por tanto,
G = (=29 + (d + 1)28,3(d — 1)2%y)7.
Este campo transformado, por el Teorema 3.5.104, es integrable si, y s6lo
si, existen n,,n; € Ny, no ambos nulos, tales que Res[ hom (1Y), 0] =
—d = M donde My = 3(n, + 1) + 3(ny + 1). Esto es, debe ser
d_1—2 conp,qENp+q>2

(e) t1 =1t = 2 En este caso F(1’2) = (@123 + agzy, byt + by + bsy?)7T,

h(l’ y) [(b3 - 202)y + (b2 — 2&1)1‘ Y —+ blqj ] y M(%y) _ 3a1+b2 2 +

“2+2b3 (D) sea integrable, todos los factores de h deben

Y. Para que F;
ser simples. Asi, h debe tener tres factores reales simples distintos o un
factor real y dos factores complejos conjugados. Sea A = (by — 2a)? —
4by(bs — 2az). Si (bs — 2as) = 0, entonces h tiene el factor z multiple.
Si A = 0, h posee un factor real doble. Por tanto, sélo estudiaremos el
caso (bs — 2ag)A # 0. Concretamente, si A < 0, h posee el factor z y
dos factores complejos conjugados y si A > 0, (bs — 2as) # 0, entonces h

posee el factor x y otros dos factores reales simples:

n Sibs—2ay # 0y h(z,y) = B222(y — M\a?)(y — Aaz?) con Ay, \g €
R\ {0} , A1 # A2, aplicando cambios de variables, (véase el apartado
¢) del Lema 3.2.67), y un escalado en el tiempo, se puede conseguir

un nuevo campo Gélf) para el que ji(x,y) = dox® 4+ dyy vy hz,y) =

zy(y — x?). Por tanto G(1 D = ((do— 2)zy + (di + 1)2®, (do + 1)y +

(2d; — 3)x?y)T.

Este campo transformado, por el Teorema 3.5.104, es integrable si,
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y solo si, existen ng, ny,, n; € Ny, no todos nulos, tales que

Res ["™(X,1),0] = dy = S(ns+)=Mp
Res [nhom(LY),O} = —dy = _M’

donde My = (ny + 1) +2(ny, + 1) + 2(ny + 1). Esto es, debe ser

d = 2(ng—ny)+2(ng—n1)
1= nz+2ny+2n1+5

ny—na)+2(ny—n1)
ng+2ny+2n1+5

y dy = ( CON My, Ny, N1 € Ny,

m Siby—2as # 0y h(z,y) = 8222 [(y — ar?)? + b%z*] con a,b € R,
b > 0, aplicando cambios de variables, (véase el apartado d) del
Lema 3.2.67), y un escalado en el tiempo, se puede conseguir un
nuevo campo G(;l’f) para el que ji(z,y) = doz® + dyy v h(z,y) =
z(y* + z*). Por tanto, Ggl’f) = ((dy — 2)2%y + dyxy, 5z* + (do +
D2y + diy?)T.

Este campo transformado, por el Teorema 3.5.104, es integrable si,

y solo si, existen n,,n; € Ny, no todos nulos, tales que

Res [nhom(X,l),O} = dy = M)

Mo
Res ['"(1,Y), 1] = &gl =g —r = Xt

donde My = (n, + 1) + 4(ny + 1). Esto es, debe ser dy = 0y

— Anz—ni1)
d1 = m con Ny, Ny € NQ, Ny + Ny Z 1.

(f) t1 = t; = 1. En este caso Fél’l) = (@12 + ap2®y + azzy® + agy®, by +
boay+bswy® +bay®)", pu(w, y) = 222 y 2022 gy g 0adB0g2 g () =
1 [maay + (bs — ag)ay® + (b — az)a?y® + (ba — ar)x®y + bia?]. Para que

F(zl’l) sea integrable, todos los factores de h deben ser simples. Asi h debe
tener cuatro factores reales simples distintos, dos factores reales distin-
tos y dos factores complejos conjugados o bien dos factores complejos

distintos y sus conjugados.

= Si h posee cuatro factores reales distintos, aplicando cambios de

variables, (véase el apartado e) del Lema 3.2.67), y un escalado en
)

. . 1,1
el tiempo, se puede conseguir un nuevo campo Gga para el que

fi(z,y) = doz* + dyvy + doy® y h(z,y) = 2y(y — z)(y — Ax) con
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A € R\ {0,1}. Por tanto, ch’ll) = ((do— N2+ (di +2(A+1))z*y +
(dz = 3)xy?, (do + 3N\)2%y + (di — 2(A + 1))zy® + (d2 + 1)y°)".
Este campo transformado, por el Teorema 3.5.104 es integrable si,

y s6lo si, existen ng, ny, ni, ne € Ny no todos nulos tal que

Res [nhOm(X, 1),0} = dy= 4(ng+1)—Mo

MO Y
Res [nhom(l,Y)7()] — dTO _ _W7
Res [/ (1,Y),1] = defiuid — oot

donde My = (ny + 1) + (n, +1) + (ny + 1) + (n2 + 1). Esto es,
debe ser d2 — (nac_”y)'i‘(”ac_”l)'f‘(”ac_r@)’ dl — /\(”x_”y)+(”1_”y)+(”2_”y)

ng+ny+ni+na+4 ng+ny+ni+na+4
_ - . (ng—n1)+(ny—n1)+(na2—n1)
y do = d1 d2 + (1 )\) oty 1 tnatd COIl My, My, 101, N2 €

No, ng +ny +n1 +ng > 1.

Si h posee dos factores reales distintos y dos complejos conjuga-
dos, aplicando cambios de variables, (véase el apartado f) del Le-
)

ma 3.2.67), se puede conseguir un nuevo campo Gg{)l para el que
iz, y) = dox? + dywy + doy® y h(z,y) = zy((y — ax)?* + 2*?) con
a € R por tanto Gg,;l) = ((dy — 3)ay? + (d1 + 4a)2x?y + (do — (a* +
1))a2®, (dz + 1)y* + (di — da)zy® + (do + 3(a® + 1))a?y)".

Este campo transformado, por el Teorema 3.5.104, es integrable si,

y solo si, existen n,, n,,n; € Ny, no todos nulos, tal que

Res [n"™(X,1),0] = dy = 4(na+1)—My

MO )
Res [117(1,Y),0] = by = 4=,
Res [nhom(]., Y), a + I} — do*(a2+1)d2+(acﬁ)ié§2j&;)dl+(3a271)d2)1
—  _Amt+D-Mo
- MO ?

donde My = (ny +1) + (ny, + 1) +2(ny + 1). Esto es, debe ser dy =

(ne—ny)+2(nz—mn1) o ) (nz—ny)+2(n1—ny) . _ad0+(3a271)d2
netny+2ni+4 7 do = <a - 1) ne+ny+2n1+4 y di = a?+1

con a € R, ny,n,,ni € No, ny +n, +ny > 1.

Si h posee dos factores complejos distintos y sus factores complejos
conjugados, aplicando cambios de variables, (véase el apartado h)

del Lema 3.2.67), se puede conseguir un nuevo campo Gggl) para
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el que fi(x,y) = dox® + dizy + doy® v h(z,y) = (v + 22)(y* + b*2?)
con b € (0,+00) \ {1}. Por tanto Gg&l) = (—4y® + dozy* + (dy —
2(0% 4+ 1))2%y + dox?, doy® + (dy + 2(b> + 1))zy? + doz?y + 4b%23)T,
be (0,+00)\ {1}

Este campo transformado, por el Teorema 3.5.104, es integrable si,

y s6lo si, existen ny, ny € Ny, no ambos nulos, tales que

Res [nhom(L Y), ]} _ —d124(-1532_—1)do)1 _ _4(n1-;—v1[())—M0’

Res [nhom(L Y), —]] _ 7d127(l§§12771)do)1 _ _4(TL1<|]’\/}3*MO’
_ _p2 n _

Res [nhom(l’ Y), b[} _ bdy 25?[?2}1;12)1 __« 2J]rv1[()) MO’

donde My = 2(n; + 1) 4+ 2(ny + 1). Asi, de la primera ecuacién

ni—nsg
(n1+1)+(n2+1) "

Sustituyendo estos valores en la tercera ecuacién obtenemos dy = 0.
En resumen: dy = dy =0y dy = (b* — 1)% con b € (0,+00) \
{1}, Ny, Ng € No, ny + N9 > 1.

obtenemos dy — dy = 0y, por tanto, d; = 2(b* — 1)

En este caso, aplicando el Teorema 3.4.97, el origen es un centro si,

y solo si, dy = 0.
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Capitulo 4

Integrabilidad de sistemas

planos

4.1. Introduccion

Un método clasico para determinar el comportamiento cualitativo del plano
de fases de un sistema plano, en un entorno de un punto de equilibrio, consiste
en obtener una integral primera: una funcién no constante, definida en algin
subconjunto abierto, no vacio, de R?, la cual es constante a lo largo de las
curvas solucion del sistema.

En este capitulo estudiamos el problema de la integrabilidad (que consiste
en probar la existencia de integrales primeras) para una familia concreta de
sistemas planos: aquella que puede ser expresada como una perturbacion de
un sistema cuasihomogéneo hamiltoniano con términos cuasihomogéneos de
mayor grado. Mas atn, supondremos que la funcion de Hamilton satisface
alguna condicién genérica; en concreto, que todos los factores irreducibles sobre

Clx, y] son simples. En todo este capitulo, escribiremos el sistema de la forma:
X=F(x) =) Frx), (4.1.1)
j=0

donde x = (z,y)" € R?, F,y; € Q) ;, F. = X, con h € P,y teniendo sélo

¢ (y" — \z™), con 8,,0, €

factores simples en C[z,y], esto es h = x9=g% [T5-:

{0,1} y 0 # X\; € C, \; # \; para ¢ # j. Esta situacién contiene, como caso

199
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particular, la perturbacién de un silla lineal con traza cero, la perturbacién de
un centro lineal, y los sistemas nilpotentes con primer término hamiltoniano.

etc.

Si existe una integral primera formal (o analitica) del anterior sistema,
entonces se dice que el sistema es integrable formalmente (analiticamente). Un
resultado debido a Mattei & Moussu [49] afirma que, si F es analitico y posee
integral primera formal, entonces es integrable analiticamente. Por tanto, el
andlisis formal (sin entrar en cuestiones de convergencia) basta para analizar
tanto integrabilidad formal como la analitica. Por esta razén, de ahora en

adelante, solo hablaremos de integrabilidad.

Es bien conocido que H es una integral primera de clase C' si y sélo si,

satisface VH-F = 0 (a la que nos referiremos como ecuacién de integrabilidad).

El principal resultado de este capitulo se presenta en la Subseccion 4.2.4.
Afirma, bajo algunas condiciones, que la integrabilidad es equivalente al caracter
conservativo modulo conjugacion disipativa. Para obtener este resultado, desa-
rrollamos los conceptos de integral primera y de forma normal en el contexto

cuasihomogéneo.

Finalmente en la Seccién 4.3 incluimos resultados practicos sobre compu-
tacién de formas normales cuasihomogéneas. Estos resultados se utilizaran
para determinar la integrabilidad de una familia concreta de sistemas planos

degenerados, cuyo anélisis ha sido obtenido seleccionando el tipo t = (2, 3).

4.2. Integrabilidad y formas normales

La descomposicién (2.2.2) se puede aplicar a cada término cuasihomogéneo

del desarrollo en serie del campo vectorial F del sistema (4.1.1).

Puesto que supondremos el primer término F,. del campo F es hamiltoniano
(esto es, que la parte disipativa es nula), podemos escribir F,, = X},, para algin
h e [‘P:*—Ht\' Maés atin, supondremos que la factorizacion (2.3.7) para h sélo tiene
factores simples, esto se puede expresar como (3.5.23). Por tanto, si denotamos
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d =m + 0, + 0y, la funcién de Hamilton se puede escribir como:
d

h(z,y) = Hfj(x,y), con fi(z,y) =mzyoy"t — Nz, = (4.2.2)

Jj=1
(recordemos que A; son nimeros complejos no nulos y distintos).
A continuacion enunciamos un resultado que serd utilizado en el resto de

la memoria y sera tutil para futuras referencias.

Lema 4.2.116 FEl tipo t puede elegirse de forma que el grado del primer

término cuasihomogéneo, F.., del sistema (4.1.1) verifique: r + [t| > tits.

Demostracion: Si el diagrama de Newton del sistema (4.1.1) sélo posee un
unico vértice con soporte (m, n), podemos tomar el tipo homogéneo, t = (1, 1).
En este caso, si el campo (az™y™ !, ba™ 1y™)T es el campo cuyo soporte es el
vértice, se tiene que respecto al tipo homogéneo, su gradoesr =m+n—1—1.
Ast, r+t| =m+n>tit, = 1.

Si el diagrama de Newton del sistema (4.1.1) posee més de un vérti-
ce, denotamos (m,n + p), (m + ¢q,n) los soportes de dos vértices consecu-
tivos, con m,n € Ny y p,q € N. Sean F) = (g amyP=1 byamlyntp)T
F® = (aga™+ay"=1 by e 1y™)T los campos cuyos soportes son los vértices
anteriores. Si k = m.c.d(p, q), entonces el tipo de la cara asociada a dichos
vértices es t = (t1,1) donde p = kty, ¢ = kt,. Asi pues, FM) y F®) son parte
del primer término F,. Por tanto, r = tym + ta(n + t1k — 1) — t1, es decir,

T+ ‘t‘ = ]{]tltg —+ tlm —+ t2n > tltz. |

La primera parte de esta seccion esta dedicada a probar que, si el sistema
(4.1.1) admite integrales primeras, una de ellas tiene como término cuasiho-

mogéneo de menor grado igual a h.

4.2.1. Forma de las integrales primeras

Con objeto de describir la forma de una integral primera del campo (4.1.1),
utilizaremos la descomposicién conservativa-disipativa expresando el sistema
(4.1.1) en la forma

x = F,+Y Fyy=X+ > [XMM n MWDO] L (423)
j=1

J=1
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donde h € Ph, 1, ¥ oyt € Pryeyyr g € Phy; para todo j > 1.
Utilizaremos coordenadas polares generalizadas, para lo que considerare-
mos la funcién de Hamilton H(z,y) = 2?2 + \y**, donde A\ € R* es arbitrario.

Denotamos Cs(6), Sn(6) las soluciones del problema de valor inicial:

&= Xu(x), x(0) = (0,1)". (4.2.4)

Notemos que ambas funciones son periddicas, y T denotard su periodo minimo.
Maés atin, es facil probar que estas funciones cumplen la ecuacion Cs*2(6) +
ASn?t(9) = 1.

La citada transformacion es:

r = u"Cs(h),

550 (6), (4.2.5)

Ademas de esta transformacion, aplicamos el escalado en el tiempo dt =

2’2—de7’. Entonces, el sistema (4.2.3) se transforma en:

i o= E=—h(O)u+ Z 2ty tapiry5(0) — h;+j+‘t‘(9)] Wt (4.26)
j=1

0 = 9 =(r+[6)hO) + D (r+j+ [t hrsjre(0)0,
7j=1

donde iy jrie)(0) = Ryt i1t/ (Cs(0),50(0)), prs(0) = pr45(Cs(6), Sn(8)).

Lema 4.2.117 Sea U € Pt una integral primera del sistema plano hamilto-

_k
niano x = Xy(x), donde h € P* Entonces, U = yh"+tl | para algin v € R.

rt]

Demostracién: Tomamos cualquier A € RT tal que H(z,y) = z*2 + \y*nt
no sea factor irreducible de h sobre R[z,y|. Si aplicamos el cambio (4.2.5),

entonces el sistema x = X, (x) se transforma en

i = —K(O)u,

. (4.2.7)
6 = (r+[t)h(6).

Si U(x,y) es una integral primera de x = X,(x), entonces U (u Cs(6), u*>Sn(0))
ukU(0) es una integral primera del sistema (4.2.7) (esta condicién se tie-
ne debido a la cuasihomogeneidad de U). Por tanto, —ku*U(0)h'(0) + (r +
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1t)u*U'(0)h(0) = 0, esto es:
(r + 6RO (8) — kR (O)U(H) = 0.

Integrando, conseguimos U (9) = Bh*(6), donde 3 es una constante de inte-
gracion. Para obtener el resultado, es suficiente volver a las variables originales.

Corolario 4.2.118 Supongamos que h € fP;EHﬂ viene dado por (4.2.2) (esto
es, su factorizacion sdlo tiene factores simples). Si U € P es una integral
primera de x = X, (x), entonces existe | € N tal que U = ~h! para algin

v € R.

Demostracion: Substituyendo la expresién de h dada en (4.2.2) en el Lema
k

4.2.117, obtenemos U = 7H?:1 fi(x,y) . Para completar la demostracién
es suficiente utilizar que U es un polinomio, esto garantiza la existencia de

[ € N tal que k = I(r + |t]) (recordemos que f;j(z,y) = z,y 0y — A;z?). =

Nuestro siguiente objetivo es encontrar una integral primera para el sistema
(4.1.1) (suponiendo que exista), hallando cada uno de sus términos cuasiho-
mogéneos. El primer término cuasihomogéneo se obtiene en el Teorema 4.2.120
que sigue. En su demostraciéon hacemos uso del siguiente resultado de Seiden-
berg [56]:

Lema 4.2.119 Consideremos el sistema & = \yxz+ P(z,y), 1 = Ay+Q(z,y),
donde P(z,y),Q(x,y) = O (|z,y|?); A1, A2 son no nulos y cumplen Ay # n);

para todo n € N. Entonces, hay exactamente una solucion de la forma y —

oL -
Zi,ngawxy =U.

Teorema 4.2.120 Consideremos el sistema plano (4.1.1), donde el primer
término cuasihomogéneo es F,. = X, con h € [‘P‘;Ht\ dado en (4.2.2) (esto
es, su factorizacion sdlo tiene factores simples). Supongamos que existe una
integral primera analitica (o formal) para el sistema (4.1.1). Entonces, una de
ellas es de la forma U = h + - - -, donde los puntos indican términos cuasiho-

mogéneos de mayor grado.
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Demostracion: De nuevo, suponemos que hemos transformado el sistema
(4.1.1) en (4.2.6).

Denotamos los equilibrios (reales o complejos) de este tltimo sistema como
(u,0) = (0,6;) j = 1,---d. Observemos que #; son todas las raices, reales o
complejas, de h(f) ya que hemos elegido A tal que H(z,y) no sea un factor
de h ( si hubiéramos elegido H(x,y) como un factor de h, entonces este factor
podria haber desaparecido ya que H(Cs(#),Sn(6)) = 1).

Los autovalores de la matriz de linealizacién del sistema (4.2.6) en el equi-

librio (u,6) = (0,6,):
< —h'(0;) 0 )
0 (r+Ithr'e,) )

son no nulos (puesto que A'(f;) # 0 al ser los factores de h simples). En
consecuencia, podemos aplicar el Lema 4.2.119, el cual asegura la existencia de
una solucién de la forma 6 —0; + ¢V (u, §) = 0, con ¢V (u, 8) = O (Ju, — 6;|?).

Por tanto, podemos escribir las integrales primeras del sistema (4.2.6) como
d .
O(u, O)u™ [T (6 — 6+ 9 (u.0)"
j=1

para algin m,n; € N, donde ¢(0,6;) # 0 para cada j =1,---,d.
Deshaciendo la transformacion (4.2.5), obtenemos una integral primera del
sistema (4.1.1):

Uz,y) = ﬁ[f]xy ) + oYz, )]nj-

Jj=1

Si expresamos esta integral primera como suma de sus términos cuasiho-
mogéneos: U(z,y) = > 72 Uj(x,y), e igualamos el término de menor grado en
la ecuacién de integrabilidad, entonces obtenemos que su término de menor
grado Us € P! es una integral primera de x = X,(x). Por el Corolario 4.2.118,
existe [ € N tal que Us(x,y) = vh(z,y)". Esta igualdad tiene algunas conse-
cuencias. En primer lugar, deducimos que s = [(r + [t|). M&s ain, comparando

con la forma de la expresién de U, obtenemos m = s y n; = [ para cada
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j=1,---.d, y entonces:

Uz, f[ (f] z,y) q5(j)(x,y)>l,

J=1

donde 9(0,0) # 0. Mas adn, cambiando el signo si es necesario, podemos
1

suponer 1(0,0) > 0. Si denotamos ¥(x,y) = ¢ (x,y)7 (que cumple ¥(0,0) # 0

y puede desarrollarse formalmente en sus términos cuasihomogéneos), entonces

podemos escribir:

Ute.y) = (¥(a.y) (ha.y) +d(x.9)))

De aqui, es inmediato probar que U(x,y) = h(x,y) + ¥ (z,y) es otra integral

primera del sistema original. ]

4.2.2. Formas normales

Ahora vamos a determinar condiciones que impiden la integrabilidad for-
mal. Si el sistema (4.1.1) posee una integral primera formal, por el Teorema
4.2.120, una de ellas se puede tomar como: U = h + Zj’;l Uy 4t|+j, donde cada
Urijtj+j € PE bl Igualando los términos cuasihomogéneos de grado 2r+|t|+1

en la ecuacion de integrabilidad VU - F = 0, resulta:

0 = VUT—HtH-l . Xh + Vh- XhTHtHl + Vh - (ILI/TJrlDO)
= VUrHtHl - Xy — Vhr+\t\+1 - Xp + (7“ + |t|)h/lr+1
= V (Urtiejr1 — hospiar) - Xn + (7 + [t) gt

La anterior igualdad puede ser escrita como:
Corsiir (Unppeiar = hogpeiar) + (7 + [6) 02 p 41 (rp1) = 0, (4.2.8)

donde hemos utilizado los siguientes operadores lineales, el primero de ellos ya
definido en (1.3.15):

be o Poy — P Ortitler = Pp— ?r+\t\+k
Py — Vg« Xp,. pr — Ny
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Nota 1: En este caso, el operador ¢, puede ser definido en términos del

paréntesis de Poisson, concretamente £y (pg—r) = {h, p_r}-

Nota 2: Hay un tipo de relacién de conmutacion para los anteriores operado-

res, que sera de gran interés posteriormente. Concretamente:

Corsitin (Orrrorer (r)) = Oarieirn (Crgr (15)) - (4.2.9)
Se deduce facilmente utilizando VA - X} = 0.

Siguiendo las ideas de la teoria de formas normales, descomponemos i, 1 =

N1(~£21 + ugl, con ,ugl elm(lyq)y ugl € Cor (¢,41) (un subespacio comple-

(1)

mentario a Im (¢,,1)). Entonces existe ; € Pt tal que ,urlJrl = l,41(m). De

(4.2.9), podemos escribir (4.2.8) como

Coriee1 (Ursierer = hepeien + (0 [E)hm) + (7 + [£]) 041641 <M7(~%21> = 0

Es posible que esta igualdad no se cumpla si existe /M(iz1 € Cor (¢,11) tal que

024t +1 <u§2+)1> ¢ Im (£2r+\t\+1)-

Se pueden obtener condiciones similares que impiden la integrabilidad a
orden cuasihomogéneo superior a 2r + [t| + 1 usando razonamientos andlo-
gos, aunque los cédlculos se vuelven cada vez mas complicados. Para sortear
esta dificultad, aplicaremos al sistema (4.1.1) las técnicas de formas normales
descritas en el Capitulo 1.

El procedimiento de la forma normal puede ser adaptado para el caso que
estamos considerando: esto es, el término cuasihomogéneo de menor grado F,
es hamiltoniano.

La siguiente proposicion describe como actia el corchete de Lie sobre las
partes conservativa y disipativa de dos campos, asi como, las partes conserva-
tiva y disipativa del resultado del producto de multiplicar un escalar por un

campo.

Proposicién 4.2.121 Sea F, = X;, + uDo, donde h € P}, u € P;. Con-
sideremos Py € QY y denotemos sus partes conservativa y disipativa como
Py = 11§ (Py) = X, € C; (donde g € P, ). y P =T1I¢ (P},) = uxDo € D

(donde . € Pt ). Entonces:
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(a) [Xg,Xp]=Crx (Vg Xp) € Cliy

(b) TS, (1Xs) = Criy <r+%ﬂt‘ﬂkh), Iy, (1kXp) = Dy (fo’if\(th\)

(C) Hngk ([Pga Xh}) = Dr—i—k <Tf_};‘:|‘t|Vuk . Xh);
e, , ([PEX4]) = Crn <—:$,j+|ﬁ,|2‘ ukh>.

d) [Pfl,uDo] = Drsi ((k = 7)uep).

Demostracion:

(a) Un simple célculo prueba que

X, X,] = Jayhy = Gyyhe — haygy + hyyga _ _a% (—=gahy + gyhe)
g» = =
Geahy + Gy + Pasly = yeg 2 (—guhy + gyha)

= X_gachy+9yhx = XVQ'Xh = Yrtk (VQ ’ Xh) :

(b) Observemos que:

I, (eXn) = Crpk © Crpie (16Xn) = Crpg (u:flgﬁl)flh>
_ r4[t]
= CrJrk <7=|—T—|—\t\ukh> ,

T (X)) = Dy © dor (16X) = Dr <d;vj£li:;f\(t}\b))

_ Vipg-Xp
= Dry <r+k+|t|>

(c) Utilizando el Lema 1.3.11 y el apartado anterior, se tiene:
[P, Xs] = [mDo, Xn] = (Vi - Xp) Do + 1, [Do, X]
= (Vg - Xp) Do — rpa Xy
rke (Vi - Xn) = s Drer (Vi - X) — :Sf;ﬂt‘lt)‘ Crik (jrh)

k r(r
rtk (riﬂﬂvﬂk ' Xh) + Cryi <—r5r,ﬂt|?| Mkh) :

D
D

d) En este caso:

[P§, uDo] = [xDo, uDg] = (V. - (1Do)) Do + pux [Do, Dy
= kugpDo — rpgpuDo = Dyyy, (K — 1) pugefe)
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Nota 1: La Proposicion anterior puede ser expresada en términos del parénte-

sis de Poisson, utilizando que

dg Oh  dg Oh

Vg X = (———+

52 By 8_3/895) ={g,h}. (4.2.10)

Nota 2: En la demostraciéon del apartado (b) de la anterior Proposicion,

hemos demostrado que

Pasamos a continuacion a definir el operador homoldgico. En nuestro anélisis,
- : t _ t — Pty ot ; :

identificaremos Qf = Df @ C; = D} x C;, a través de los operadores proyeccio-
nes I1¢, I1¢. Entonces, en el caso F,, = X, = F¢, tenemos la siguiente expresion

para el operador homolégico bajo C*-conjugacion:

. Pt ot t t
Lipe @ Dy xC — Dy x Gy,

(P4, PS) — L,y (PLPS) = ([Pg,Fg]d, [P F]° + [ ;;,F;z]).

Si tomamos una base de Qf = D P CF como la unién de una de Df y
otra de Cf, llegamos a una representacién matricial de L, y; con la siguiente

estructura: .
[PLE] |0

[Py, Fs]" | [Pg, Fy)
Para eliminar términos disipativos, es suficiente tomar elementos en Df. Esto

sugiere introducir el siguiente operador lineal:

d . t t
Lr-i—k : Dk; Dr-i-k

Py L, (P}) = [PLE]"

La siguiente proposicién proporciona la expresién del operador homolégico

Ld

v en términos del operador lineal escalar £, .
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Proposicién 4.2.122 Sea P = 13Dy € Dt. Entonces:

LY, (PR) = Dy (i (i) -

En particular,

(a) Im (L§+k) = Dyyi (Im (£714)),
(b) Ker (Ld,,) = Dy (Ker ({,44)).

Demostracion: Es suficiente aplicar la Proposicién 4.2.121 (c). Los apartados

(a), (b) son consecuencia de la inyectividad de los operadores Dy, D,yr. =&

Teorema 4.2.123 Supongamos que el primer término cuasihomogéneo del
sistema (4.1.1) es ¥, = Xy. Entonces, dicho sistema es C*-conjugado (utili-
zando solo cambios de variables de la forma identidad mds términos disipati-

vos), al sistema:
= X0+ Xy 0+ s (Do) +7(x), (42.12)
j=1 j=1
donde pi,4; € Cor (,4;) para j > 1, siendo T un término flat.

Demostracion: Es suficiente aplicar la Proposicion 4.2.122, descomponiendo
cada término cuasihomogéneo en el sistema trasformado en la forma (2.2.2), y

el teorema de Borel (ver Hartman [39]). n

Es importante hace notar que hemos expresado el operador homoldgico L,
en términos del operador ¢, , el cual actia sobre funciones escalares en lugar
de campos vectoriales.

El anterior teorema es valido para cualquier funcién de Hamilton cuasiho-
mogénea h. Mas adelante, probaremos que el calculo de los subespacios com-
plementarios al rango del operador homoldgico (y en consecuencia, el célculo
de formas normales) se puede hacer de forma eficiente en el caso particular de

una funciéon de Hamilton cuasihomogénea h con todos sus factores simples.
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4.2.3. El operador 7,

Aqui mostramos como determinar un subespacio complementario al rango
del operador lineal /,, ;. En general, el cdlculo de dicho subespacio para cual-
quier h y k es una tarea dificil. Sin embargo, esta tarea puede llevarse a cabo
si F, =X, € Qf, donde h estd dado en (4.2.2) (esto es, su factorizacién sélo
tiene factores simples).

El siguiente lema refleja un cierto caracter ciclico de las dimensiones de los

espacios Pt.

Lema 4.2.124 Sea k € N, rc NO tal que r + |t| = dtltz + 52t2 + 51t1 > tltz,
donde 6 =0 01, d € Ny. Si k —r €I, entonces

Demostracion: Comenzamos el estudio distinguiendo los siguientes casos:
A) Sir+|t] = tita, como k —r € Z%, aplicando el Lema 2.3.28 se tiene

dim (?Z+r+|t|) = 1+ dim (P}),

de donde obtenemos el resultado.

B) Sir+[t| > t1ts, aplicando el Lema 2.3.27 se tiene que r € Z*. En concreto,
r = r3t1le + 19l + 1111, y por tanto

rs = d+51 —|—(52 —2, ro = (tl — 1)(1 —(52), r = (tz — 1)(1 —(51)

Por otra parte, como k — r € It existirdn unos valores ks, ko, k1 € Ny

tales que
k—r= k?gtgtl + k’gtg + k?ltl, 0< kfl < t3_5, 1= ]_,2

También sabemos que |t|,r € Z*. Utilizando la propiedad de que la suma

es una ley interna en el conjunto Z%, resulta que k, k + |t| y k +r + [t]
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pertenecen a Z®. En resumen, tenemos:

k—r = k?gtgtl + k’gtg + k?ltl,

k = [kg + Tg]tztl + [/fg + Tz]tz + [kl + Tl]tl,
k’—f-|t| = [k’g—f-?”g]tgtl—f-[k}g—l—?“g—l—1]t2+[k31+7“1+1]t1,
k?—l—?“—f-|t| = [k’g—f-??“g]tgtl‘l— [k?2+2T2+1]t2+ [k?1+2’f’1+1]t1

Aplicando (2.3.4) y el Lema 2.3.26 resulta:
ks + 21 + Lk2+fr2+l n {k1+2r1+1J 41,

S pserey e ptoet

ki+r
1t2 1J + 1’

dim (iPZ) = kg +r3+ {k2ZT2J +
) = k3 + 17
donde |z| es la parte entera de z. Si denotamos D = dim <Tz . +|t|)

dim (?Zﬂt‘) — dim (P%) + dim (P§_,), entonces D = A; + A,, donde

t3_; t3—; t3—i

As_; = \\ki+27’i+1J _ VH”—HJ _ {kﬁ-riJ L i=1,2.

Sid; =0, entonces r; =0y A3_; =0.Sid; =1, tenemos r; =t3 ;, — 1y
también se obtiene Az ; = 0. En definitiva, D = 0.

Los siguientes resultados muestran algunas propiedades del nticleo del ope-

rador £, .

Lema 4.2.125 Consideremos k = l;(r + [t|) + 1o € N donde 0 < Iy < r + |t].
Entonces:
<hl1> 51 lg = 0,

{0}  en caso contrario

Ker (€r+k) = {

Demostracion: Es suficiente usar que los elementos de Ker (¢,14) son las inte-
grales primeras cuasihomogéneas de grado k del sistema x = X;(x), y aplicar
el Corolario 4.2.118. |
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Lema 4.2.126 Supongamos que k —r € I\ {0}. Entonces:
dim (Cor (€j4r41¢))) = dim (Cor (¢4)) .
Demostracion: Notemos que

dim (Cor (£rpsp)) = dim (Prypepyp) — dim (Ply) + dim (Ker (ryjegin) )+
dim (Cor (¢;)) = dim (P}) — dim (P}_,) + dim (Ker (¢4)) .

Usando (4.2.2), podemos escribir h(z,y) = xdy% H?Zl(ytl — A;jz"?), donde

0z, 0y, = 0 0 1. Entonces: r+ |t| = dt to + dyts + 6,11. Ademds, hemos elegido el

tipo t tal que r+ [t| > t1t, (véase el lema 4.2.116). Por tanto, el Lema 4.2.124

asegura: dim <?£+|t|+k> —dim <’Prt|+k> = dim (P§) — dim (P_,). Para obtener

el resultado, como £ — r € N, basta aplicar el Lema 4.2.125. [ ]

Lema 4.2.127 Consideremos k € T8\ {0}. Si by (1) € Im (8,4), entonces

Demostracion: Sil,y (pr) € Im (6,4), entonces existe v € Pt tal que {h, ux} =
hv. Utilizando la factorizacién (4.2.2), h = H?Zl f;, obtenemos:

{h, e} = {fj%aﬂk} =fj {f%.;,u«k} + % s}
Como {h, u} = hv, deducimos que {f;, i} es multiplo de f;.
Para probar que p; € Im (J;), debemos probar que py es multiplo de h,
esto es, que es un multiplo de f; para todo j =1,---,d:

» Si f; = 2: Como {z,pu;} es un multiplo de x, obtenemos que %‘;“ es

multiplo de x y por lo tanto pu; es también multiplo de z.
» Si f; =y: Como {y, p} es multiplo de y, obtenemos que —%L; y g SOn

también multiplos de y.

» Sif; =y —Az™: en este caso tenemos que {y* — Az™2, yy} es un multiplo
de y" — \x™2. Para probar que p; también es un multiplo de y* — \z'2,

basta utilizar que:
x {ytl — )\xtQ,uk} = x [% (—tlytl_l) + %—"y’“ (—tg)\x”_l)]
= —yh ! [tlx% + tgy%—’;’“} + tgaaiy’“ (y" — Az'?)
= —y" ke, + tgaa% (ytl — )\x”) .
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Lema 4.2.128 Sea k > 0. Entonces:

a) Opphpfe) (T (k) C Crprpgey (T (Osgef)) -
b) Cypp (Im (61)) C Grpre (Im (Coyey) ).
Demostracion:

a) Consideremos py € Im (¢x), (si Im (¢x) = 0, la inclusién es cierta trivial-
mente). Entonces, existe u,_,. € Pt tal que O (—r) = {h, p—r} =
. De esta forma, 0p4pyie) () = ph = {h, pe—r} b = {h, p—rh} =
Criirre) (H—rh).

b) Consideremos puy € Im (;) \ {0}, (de nuevo, si Im (§;) = 0 la inclusién es
cierta trivialmente). Entonces, existe ju_,_jy € iPZ_T_M \ {0}, tal que

Hi = k—r—|g/h y por tanto:

O () = Ly oy = { g jgh} = {0y pe—r—ig) } b= Coj) (p—r—je)) h-

Lema 4.2.129 Sea k € N. Entonces, es posible elegir Cor (¢y) tal que Ker (¢,41) C
Cor (4y,).

Demostracion: Si Ker (¢,41) = {0}, el resultado es evidente. En otro caso,
usando el Corolario 4.2.125 deducimos que k = I(r + |t]) y il € Ker (¢, 14).
Probaremos que h' ¢ Im (¢;) por reduccién al absurdo. En caso contrario,
existirfa pp_, € P¢_\ {0}, tal que € () = h' € Im (). Por el Lema
4.2.127, debe ser pix—, € Im (04—,), esto es, pig—r = flh—r—(r+¢))h- Por tanto:

O (ptr—r) = O, (ptr—r—rt e ) = Comrsptl) (amr—qrriep) b = A
De esta forma:

-1
Lol (Ba-verieh—r) = h' ™" € Tm (Canyeipep) -
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Aplicando de forma reiterada este razonamiento, obtenemos que h € Im (€T+|t|),
y en consecuencia existe fiy € T"‘t‘ \ {0} tal que £, (Mltl) = h. Por el Le-
ma 4.2.127, debe ser ¢ € Im (5|t|). Pero esto es imposible, ya que deg (h) =

(r+ |t]) > [t| por tanto ¢ = 0 de donde se tiene la contradiccion. n

La siguiente proposicion pone de relieve el comportamiento ciclico del ope-

rador ¢ con periodo r + |t].

Proposicién 4.2.130 Supongamos que k —r € I\ {0}, y denotemos por

Cor (¢x) un subespacio complementario al rango del operador ly. Entonces:

Cor (£r+k+|t|) = 57-+k+‘t‘ (COI' (gk)) s (4213)

es un subespacio complementario al rango de £y ).

Demostracion: Utilizando el Lema 4.2.126, obtenemos
dim (Cor (¢, 44p¢)) = dim (Cor (¢)) = dim (8,441 (Cor (€1)))

ya que Opyp4j¢| s inyectivo. Para completar la demostracién, basta probar
que hpy, € Im (ﬁkﬂﬂt‘) para cada py € Cor (¢) \ {0}. De nuevo, usaremos
reduccién al absurdo: si existiera p;, € Cor (¢x) \ {0}, tal que Opqyyje| (1) =
ik € Im (Lprspy)), entonces Ay, = Cegppio (Virpe) -

Por el Lema 4.2.127, se tiene que v ¢ € Im (5k+|t|), esto es, existe v,_, €
Pi_ .\ {0}, tal que viyje = Okt (Vi—r), (hacemos notar que Pf_, no es el
subespacio trivial ya que k —r € Z%\ {0}). De (4.2.9), obtenemos

£k+r+|t| (Vkﬂt\) = £k+r+|t| (5k+\t\ (kar)) = Or4t|+k (fk (kar» .

Por tanto, huy = hly (vk—,) y tendriamos py € Im (¢), lo cual es contra-

dictorio. =

4.2.4. Resultado Principal

El resultado principal de este capitulo queda recogido en el siguiente teo-

rema.
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Teorema 4.2.131 Supongamos que el primer término cuasihomogéneo del
sistema (4.1.1) es ¥, = X}, donde h viene dado por (4.2.2) (esto es, su fac-
torizacion solo tiene factores simples). Entonces, dicho sistema es integrable
si, y solo si, es formalmente conjugado, con cambios de variables disipativos,

a un sistema con divergencia nula.

Demostracion: La condicion suficiente es trivial. Probemos la condicién nece-
saria.

Si el sistema (4.1.1) posee integral primera formal, entonces su forma nor-
mal (4.2.12) (dada en el Teorema 4.2.123) también tiene integral primera for-
mal. Por el Teorema 4.2.120, una integral primera formal puede ser elegida del
tipo U = h + 3272 Uri o)1, siendo Upypeis € Phy g4y

Denotemos la parte conservativa de la forma normal (4.2.12) como C =
Xn + 2551 Xy ypepey0 cuya funcién de Hamilton es g = b+ .o, grije4g3 v 1a
parte disipativa como D = ) j>1 Mr+;Do. Los subindices denotaran el corres-
pondiente grado cuasihomogéneo. En particular, identificamos U, 1y = h.

Debemos probar que D = 0, esto es, p,4; = 0 para todo j > 1. Considera-
mos una serie formal F(g) = g+ .-, arg", donde a;, € R son coeficientes a
determinar. Observemos que F(g) es gambién una integral primera del campo
C. Por ultimo, denotamos V' = U — F(g).

Como U es una integral primera del sistema (4.2.12), tenemos que
VU-(C+D)=V(V+F(g) (C+D)=VV.-C+V(V+F()) -D=0.

Considerando los términos cuasihomogéneos de grado 2r + [t| + j en esta igual-

dad, encontramos:

J
> <VVr+m+k Crtjok +V(E(9) + V), en D,nﬂ-,k) =0. (4.2.14)
k=0
Probaremos que fi,4; = 0 por induccién. A la vez, veremos que podemos elegir

ap adecuadamente de forma que V;4¢+; = 0 para j > 0.

= Para j = 0, la afirmacién anterior se verifica trivialmente.
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» Supongamos que Viqjgj4x = frpr = 0 para k = 0,---,j — 1. Debemos

probar que V4j¢)4+; = ptr4; = 0. Ahora, la ecuacién (4.2.14) queda:

0 = V(F(g) + V)t - Draj + Vg4 - Gy
= Vh- (tr+;D0) + VViije4s - Xa
= (7" + ‘t‘)h,urJrj + £2r+\t\+j (‘/1"+|t|+j) .

Por la Proposicién 4.2.130, obtenemos i, ;h € Cor (€2r+|t|+j). Entonces
Hrej =05 Viggeg € Ker (Coriofg)-

Por el Lema 4.2.125, observamos que Ker (EQHMH) es el espacio trivial
si j # U(r+ [t]), VI > 1; o bien Ker (Co,4jg15) = (h'*Y) si j = I(r + |t])
para algtin [. En este ultimo caso, podemos escribir V. jg4; = yh!FL
Més atn, Viijej1j = Urpperg — (F(9)),4444; donde Uryje4; es conocido
Y — (F(9)),44+; contiene el término —ay 41 b, Basta entonces tomar
a;+1 = —7 para obtener V(l+1)(r+|t|) = 0. De esta manera, completamos

la demostracion.

De este teorema se deduce el siguiente resultado de Strozyna & Zoladek, [57]:

Corolario 4.2.132 El sistema (4.1.1), con F, = X, y h(z,y) = —5=(ny? +

2?"), n € N, es integrable si y sélo si es formalmente equivalente a x = Xj,(x).

Demostracion: La condicion suficiente es trivial, ya que si es formalmente
equivalente al sistema %X = X (x) y éste es integrable, el sistema original
también lo es.

Veamos ahora la condicion necesaria. Si (4.1.1) es integrable, aplicando
el Teorema 4.2.131 se tiene que el sistema es formalmente conjugado a x =
X (%) + 55, X, (%), siendo H(w, y) = h(z,y) + X2, gones(2,y) una in-
tegral primera formal de este sistema reducido.

Por otra parte, X x, € Im (Ly_1), para todo k € N, ya que:
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Por tanto, el sistema (4.1.1) es formalmente conjugado a x = Xj,(x)+> 2| Xy, (X)
donde una integral primera no contiene los monomios ¥y, es decir, es de la
forma G(z,y) = h(z,y) + Gonsj(2,y) = =5 (ny® +22) + 4> fi(w,y) + 27" fo(2)
por tanto —G(x,y) = %(1 — fi(z,y)) + %(1 — f2(z)). Si aplicamos el cambio
Y = 51— filz,y), X = e R/1— f2(i13), obtenemos un nuevo sistema
equivalente al original con integral primera H(X,Y) = —5-(nY? + X?"). Co-
mo el sistema (X,Y) = Xz(X,Y) tiene la misma integral primera, ambos son

formalmente equivalentes. [ ]

Nota: Este corolario incluye, como caso particular, el conocido resultado de
Poincaré, que afirma que cualquier centro que sea perturbacién analitica de un

centro lineal es integrable.

4.3. Aplicaciones

La aplicacién de los anteriores resultados a un sistema concreto requiere un
método eficiente para calcular la forma normal (4.2.12), porque esto permite
determinar condiciones de integrabilidad basadas en la anulacion de la parte
disipativa de dicha forma normal, esto es, la anulacién de los elementos i, ;
que pertenecen a espacios complementarios al rango del operador £, ;.

La siguiente proposicién es 1til para determinar estos subespacios comple-

mentarios.

Proposicién 4.3.133 Supongamos que el término cuasihomogéneo de menor
grado del sistema (4.1.1) es ¥, = X}, donde h viene dado en (4.2.2) (esto es,
su factorizacion sdlo tiene factores simples). Consideramos k = (r+|t|)l1+1y €

N con 0 <ly <1+ |t|. Entonces,

hli*1. Cor (4,,), silo—r € I\ {0},
Cor (£r+k+|t|) = hll - Cor (fr_HtH_lQ) s St lg -Tr ¢ It \ {O} Yy lg + |t| € It,

hll*l . COI' (62(T+‘t‘)+l2) , en otro caso.

Demostracion: Si aplicamos de forma reiterada la Proposicion 4.2.130, obte-
nemos Cor ({i,4i4) = h? - Cor (€, +1—j)(r1t))+12) Siempre que (I +1 — j)(r +
It]) + 1y —r € Z¢\ {0}.
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Sily —r € I\ {0}, obtenemos el resultado para j = [; + 1. Para ly — r &
Z¢\ {0} pero r + [t| + lo — r = I + |t| € Z" \ {0}, el resultado se tiene para
j = ly. En otro caso, tenemos que 2(r+ [t|)+1y —7 = r+[t| + 1+ [t] € %\ {0},
va que r + [t| > t1t y por tanto 2(r + [t|) + lo — r > t1ts — |t|. Aplicando el
Lema 2.3.27 se llega al resultado para j = [, — 1. ]

La Proposicion 4.3.133 se utiliza en el siguiente teorema, que expresa la forma

normal formal disipativa bajo conjugacion en una forma més cémoda.

Teorema 4.3.134 Supongamos que la primera componente cuasihomogénea
del sistema (4.1.1) es ¥, = X},, donde h viene dado en (4.2.2) (esto es, su

factorizacion sdlo tiene factores simples). Denotamos

T = {keNy|0<k<r+]|t|},
Iy = {keZ|k-reI\{0}},
I, = {keI-T\| k+|t| eI},
I3 = IT—(T,UTD),

Iy, = {keZ|k>r}.

Entonces, una forma normal formal disipativa, es:

X = Xp(x) + > XL+ D pi(x) + 3 pr,(x) Dy(x) (4.3.15)
Jj=1

k3€Zs ka€Zy
(l) - 1 I+1
Y| D0 PRI+ D b IR+ D pi (A ()| Do),
=1 Lks€Zs ko€1s k1€

donde p,&? € Cor (€T+|t|+k3) prs € Cor (Uy,); v pk € Cor (52(7~+|t| +k3) p,(g €
Cor (€ ikt pgl) € Cor (lg,) para l > 1.

Demostracion: Basta aplicar el Teorema 4.2.123 y la Proposicion 4.3.133. =

Nota 1: Observemos que la caracterizacién de la anterior forma normal sélo
necesita el calculo de un ntimero finito de subespacios complementarios

al rango de /;.
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Nota 2: Como hemos visto, la presencia de algunos elementos no nulos py,,

Dky» Dks O Dis impide la integrabilidad formal del sistema (4.1.1).

Ahora, aplicamos nuestros resultados a algunos casos concretos de gran in-
terés. Consideramos sistemas nilpotentes con primer término cuasihomogéneo,
que incluyen como caso particular a perturbaciones de centros lineales y de
sillas lineales con divergencia nula. Terminamos estudiando la integrabilidad

de un sistema con parte lineal nula.

4.3.1. Singularidad Takens-Bogdanov de tipo t = (1,n)

Nuestro primer ejemplo corresponde a sistemas del tipo (4.1.1) cuyo primer
y+ az”
ba"y + cx*!

estd fijado, y ademés 4nc — (b — na)? # 0. El campo F, es cuasihomogéneo

término cuasihomogéneo es de la forma F, = ( ,donden > 1

del tipo t = (1,n) y grado r = n — 1 y la funcién de Hamilton de la parte

conservativa de F, es:

_ 4nc—(b—na)? 2n

M) = o (e + (b= na)ay —ny) = —4 [(y - Bean)? - el

La hip6tesis 4nc — (b — na)? # 0 se impone para que h(z,y) no tenga factores

nc—(b—na)?
multiples. Si usamos cambio de variables v =y — b;gax”, u = Mw,
x
podemos suponer que F, = ( g . ) + da™ ! ( >, donde ¢ = +1,
or*"T ny

d € R. Tomaremos d = 0 para estar en las condiciones del Teorema 4.2.131.

Por tanto, estudiaremos los sistemas de la forma:

( v ) = ( - ) +HO.T, (4.3.16)
v ox

siendo o = +1. Notemos que el primer término cuasihomogéneo ha sido redu-
Y

O.J/,anl

cidoa F,_i(z,y) =

Si llamamos h(z,y) = 3 (—y* + 22?") € P§,, tenemos que F,,_; = X,.

2n»

Para calcular su forma normal. Hemos de analizar previamene el rango del

operador £, 1.
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Puesto que, en este caso:
7z = {0,1,---,2n — 1},
Zy, = {n,---,2n—1},
, = {0,1,---,n—1},

debemos considerar las siguientes situaciones:
n Caso k € 1y:

Sin <k <2n— 2: tenemos Ker (¢;) = {0}, Cor (¢);) = span {z*}.

(0) (1)

Si k = 2n — 1: escribimos p,(z,y) = " + ay’y € P Después

de algunos calculos, obtenemos /s, 1 (,un) = él) =l na(o) n=ly,

Entonces: Ker (¢,_1) = {0}, y Cor ({5,_1) = {0}.

n Caso k € Iy:

Si 0 < k < n—2: escribimos pyipi1(z,y) = oz(()o)x"*k“ + ozél):pkﬂy.

Tenemos
n
+(k + Do a*h(z, y).

Copti; (Hn+k;+1) = (n 4k 1) (0) n+k;y

De aqui, obtenemos que Ker (¢3,41) = {0} y Cor ({2541) = span {a*h}.
Si k =n — 1: escribimos g, (z,y) = oz(o) 4 a( Jany + oy @)}, Tenemos
l3n_1 (pon) = 20a( Jp3n=1 4 2na(()0)x2”_1y Qna Uagn=1p,
En consecuencia, Ker (3, 1) = {h} y Cor ({3,_1) = span{z" 'h}.
Del anterior analisis, obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 4.3.135 El sistema (4.53.16) es formalmente conjugado, utilizando

unicamente transformaciones disipativas, a:

( ’ ) _ ( - ) +§:Xg2nﬂ.(x) (4.3.17)
Y o s

2n—2 co 2n—2

+ Z a; x]DO + Z Z a(l)x]hl

=1 5=0
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Nota: Sin =1, para ¢ = —1 se tiene el caso perturbacion de centro lineal y

para 0 = 1 el caso perturbacién de un silla lineal con divergencia nula.

4.3.2. Singularidad Takens-Bogdanov de tipo (2,2n + 1)

Nuestro segundo ejemplo corresponde a sistemas cuyo primer término cua-
Yy

bl,2n

t=(2,2n+1) y grador =2n — 1.

sihomogéneo es F,. = , donde n € N y b # 0. Este campo es del tipo

Mediante una adecuada reparametrizacion, podemos suponer b = 1, es

decir Fy,, | = ( Z ) Si denotamos h(z,y) = —3 (y* — 5252°"1) € Ph, 10,
" "

entonces, Fo, 1 = X,

Para calcular la forma normal de sistemas de la forma

( v ) = ( Y ) T HOT, (4.3.18)
Y x

analizaremos previamente el rango del operador ¢, 1. Notemos que, en este

caso:

7 = {0,1,---,4n+1},

7y = {2n+1,2n+3,---,4n+ 1} U {4n},

, = {0,2,---.2n—2}U{L,3,---,2n—1} U{2n,2n + 2,---,4n — 2},
s = 0,

Z, = {2n,---,4n—1}.

Observamos que sélo necesitamos calcular Cor (¢;) para k € Ty, k € I, y

Cor (Uynso1k), para k € Is.

n Caso k € 1y

Sik=2n+2j,j=0,1,---,n—1, tenemos que Pj;,, = {0}. Por tanto,

Cor (¢;) = Pt = (z"*7). Entonces:

Ker (¢;) = {0}, Cor (¢;) = {2"™}.
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Sik=2n+1+2j,j=01,---,n—-1, P, = {2/} Por lo que
)

escribimos figj1o(x,y) = oz(()] 2+ Tenemos

Coniry2) (Hojr2) = (j+1)aé])$jy-

De aqui, hallamos que Im (¢;) = (z7y). Entonces:

Ker (¢;) = {0}, Cor (¢;) = {0} .

Caso k € Iy:

Sik=2j,0<j<n-—1,escribimos poni34x(2,y) = pant142G+1) (T, y) =
(4)

ag’ 27y, Operando, obtenemos que
Cantotk (N2n+1+2(j+1)) = —2(j+ 1)a(()j)$jh + <1 + %%i?) a(()j)x%ﬂﬂ-
De aqui, deducimos que

Ker (0yn10+x) = {0}, Cor (Ly,124%) = span {xjh} )

Sik=2j—1,1<j<n—1, escribiendo pon 311(7,y) = pant242i(,y) =

oz((]j )x"“ﬂ, tras algunas operaciones obtenemos

(4),n+j
0 l'

Cangork (Hontsek) = (M+1+47)a Y.

De aqui, se deduce que

Ker (Capso4k) = {0}, Cor (lunia4r) = {0}

Si k = 2n — 1, escribiendo piony344(7,y) = panio(x,y) = apr® Tt +

ajh(x,y), tras algunos calculos obtenemos

Cangork (Bontsex) = (2n+ 1)a0$2ny-

De aqui, deducimos que

Ker (Canso4k) = {h}, Cor (Canso4k) = {0}
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Sik =2n+2j,0 < j < n—1, escribiendo puni342i(7,y) = M2n+1+2(n+j+1)(l‘a y) =

oz((]j )x"H“y, tras algunas operaciones, llegamos a:
Cintork (Hontstk) = <1 + 2(223:1)> 0‘(() it 2(n+j+ 1)Ofc()j)$n+jh-

De aqui, se deduce que

Ker (€4Tl+2+l€) = {O} 5 COI" (£4n+2+k‘) = span {xn+Jh} .

m Caso k € 1y:

Sik =2n+2j+1,0 < j < n, escribiendo py—(2n—1)(2,y) = pog4+1) (2, y) =

a3+ tras algunos cdlculos obtenemos

b (Hi-n-n) = (j + Dag'zy.

De aqui, deducimos que
Ker (¢x) = {0}, Cor (¢) = {0}.
Si k = 4n, escribiendo fi—(2p—1)(7,y) = plons1(7,y) = gy, obtenemos
Uk (Hh-n-1)) = aoz™
De aqui, se deduce que

Ker (¢;) = {0}, Cor (¢)={0}.

Del anterior andlisis, obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 4.3.136 FEl sistema (4.3.18) es formalmente conjugado, utilizando

unicamente transformaciones disipativas, a:

. oo 2n—1
( :E ) - < ) T ZX94n+2+] + Z&(O l’n+]D + Z Z Oé(l)$]th

Y =1 j=0
(4319)
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4.3.3. Un caso de singularidad nilpotente generalizada

La integrabilidad de sistemas con parte lineal nula ha sido poco tratada en
la literatura. Consideramos ahora un caso particular de este tipo de sistemas
correspondiente al tipo t = (2,3). Observemos que en este caso Dg(x,y) =
(22, 3y)T.

El caso concreto que vamos a considerar es:

. 3 3 5 2,2

T —y° — 2az°y apx” + a1y

= 5 o 5 | T A s | T (4.3.20)
U x° + 3ax‘y box*y + bizy

donde a, a, b, € R.
El término cuasihomogéneo de menor grado es F; = (—y% — 2ax3y, 2° +
3az?y?)T, teniendo grado r = 7. Este campo es hamiltoniano, con funcién de

Hamilton:

h(z,y) = iy‘l + axy® + %:pG = (%y2 + ax3)2 + (% — a2)x6 € ?52.
Supondremos a # i%, ya que entonces la descomposicién (4.2.2) para h sélo
tiene factores simples.

Como antes, para determinar una forma normal, necesitamos el analisis del

rango del operador:
brop o P — Pryy
e — Vi - Fr.
Puesto que, en este caso
7, ={9,10,11}, Z,=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8},
I3 =0, T, =18,9,10,11},

a partir del Teorema 4.3.134, es suficiente calcular los subespacios complemen-
tarios al rango de (g, para 8 < k < 11 y #15,4 para 0 < k < 8. Esto es una
tarea facil (la cual conlleva algunos célculos), que haremos usando las bases de
Pt dadas en el Lema 2.3.26 (b).

» Caso k = 8 € Iy, escribiendo 1 (x,y) = 0 € P}, obtenemos que fg (1) =

0. En consecuencia:

Cor (s) = span {z*, zy”} .
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» Caso k =9 € Z, N Ty, escribiendo ps(z,y) = asx € PY, obtenemos que

by (112) = —2anax®y — apy®. En consecuencia:
Cor (4y) = {x y}

» Caso k = 10 € Zy NIy, escribiendo ps(x,y) = azy € PE, obtenemos que

(10 (p3) = azr® + 3aszazr®y®. En consecuencia:
Cor (419) = {x Y }

» Caso k =11 € I, NIy, escribiendo py(z,y) = auz? € Pt obtenemos que

011 (pa) = —4agaz*y — 2a42y>. En consecuencia:
Cor (411) = {x y}

» Caso k = 0 € I, escribiendo us(z,y) = aszy € PE y después de algu-

)
nos calculos, conseguimos: {15 (115) = 3a52° + basax’y? — dash(x,y). En

consecuencia:
Cor ({15) = span {z%y? h} .
= Caso k = 1 € 7y, escribiendo pg(z,y) = ozél)x?’—l—aé?)yz € Pty después de

algunos calculos, obtenemos: ¢13 (ug) = —2(3&04‘(51) al? ))x y — 3(ay () _

QaOzé ))x y3. Por ser 6a® — 1 # 0, se obtiene:

Cor (¢13) = span {0} .

» Caso k = 2 € Iy, escribiendo pr(x,y) = azz?y € Pty después de

algunos célculos, obtenemos (14 (p7) = §a7x7 + Taarxty? — S8azwh. En

consecuencia:
Cor (14) = span {z*y*, zh} .
» Caso k = 3 € 7y, escribiendo pg(z,y) = (xél)x‘l + ozéz)ny € Pt y después
de algunos calculos, obtenemos (15 (ug) = —%(3@@9 - ozé2)):p6y —4(04&1) —
2aozé2)):p3y3 — 404&2)yh(x, y). Por ser 6a* — 1 # 0, se obtiene:

Cor (¢15) = span {yh} .
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= Caso k = 4 € T, escribiendo pg(z,y) = ozél):p?’y + ozé2)y3 € Pty después

de algunos calculos, obtenemos f16 (119) = 3(al” — 2aa?)a® + 3(3aal” +

(1 — 12a%)al?)2?y? — 12(al” — 3aal?)z2h(z,y). Por ser 6a2 — 1 # 0, se
obtiene:

Cor ((16) = span {z°h} .

s Caso k = 5 € Ty, escribiendo puyo(z,y) = ol 2® + olZa2y? € Pt v des-

pués de algunos calculos, obtenemos (17 (f110) = —%(3@0&3 — a%))ﬂy —

5(a(110) — 2aa§%))x4y3 — 8@%20)xyh(x, y). Por ser 6a® — 1 # 0, se obtiene:

Cor (¢47) = span{zyh} .

rly +opay® € Py

después de algunos célculos, obtenemos f15 (f111) = 1—31(04511) — 20022 +
1 2 1 2 2

U (3o +(1-120%)0i} )25y —4(4aY —11a0()) 2 h(z, y) — 40 y?h(z, y).

Por ser 6a® — 1 # 0, se obtiene:

» Caso k = 6 € Zy, escribiendo pqi(x,y) = aﬁ’

Cor ({13) = span {2°h, y*h} .

= Caso k = 7 € Ty, escribiendo u2(z,y) = ol 28+ a2 a3y2 + oV h(z,y) €

Pt, v después de algunos célculos, obtenemos f1g (j112) = —4(3a04§12) -
ozg))ﬁy - 6(oz§12) - 2aa(122))x5y3 — 12aﬁz)x2yh(a€,y). Por ser 6a* — 1 # 0,
se obtiene:

Cor ((19) = span {z’yh} .
(1) (2)

» Caso k = 8 € Iy, escribiendo p3(z,y) = ay32°y + a3 2%y® € Py y

después de algunos cédlculos, obtenemos fog (p113) = %(a%) - QCLOz%))ZL‘lo +

1 (3aaty+(1-12a%)a'3))2"y?~4(5a15 —13a013)wth(w, y) —8al wy?h(z, y).
Por ser 6a® — 1 # 0 se obtiene:

Cor (l59) = span {z*h, zy’h} .

Utilizando ahora el Teorema 4.3.134, obtenemos el siguiente resultado:
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Teorema 4.3.137 FEl sistema (4.3.20) es formalmente conjugado, usando tini-

camente cambios de variables disipativos, a:

() - (£:25) B Sl
+onaror’yh(z, y)lDo + onar4102° Y2, ) Do + aranixtyh(z, y)' Do
+ <a§2)1+12h(:c, Y+ 04522)l+1295 y*h(z,y)") Dy
+ (04§12)z+145’3h(95 y)lH + 0‘§21+1495 3/2h (z y)l) D + aiz1159h(2, y)lHDO
+anyr’h(z,y) ' Do 4+ angiparzyh(z,y)' D

+ (a§12)1+18$3h(95 y) O‘121+1892h (z,y) l+1>

+ 1214197 yh(x,y)l“Do} (4.3.21)

donde los subindices de los coeficientes a indican el correspondiente grado cua-
sthomogéneo.

. : : (i) .
Nota: Como ya sabemos, la presencia de coeficientes oy, ; con i = 1,2y

8 < j <19, impide la integrabilidad formal.

4.4. Estudio de integrabilidad para algunas fa-
milias
Apliquemos ahora las formas normales calculadas anteriormente al anélisis

de la integrabilidad de distintas familias.

4.4.1. Caso nilpotente

Consideremos la siguiente familia de campos vectoriales cuasihomogéneos
del tipo t = (1, 2):

. 3
N 02T+ Ty Lo=41 (4.4.22)
Y oz’ byt + box®y + byy?

Para 0 = —1, el origen de este sistema es monodrémico y los sistemas inte-

grables serdan por tanto centros integrables. En el trabajo de Chavarriga [19]
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se caracterizan los campos de esta familia que son integrables, y los centros
en el trabajo de Gasull & Torregrosa [35]. El siguiente resultado incluye, para
o = —1, el obtenido en [19].

Teorema 4.4.138 El sistema (4.4.22) es integrable si, y solo si, se verifica

una de las siguientes condiciones:

a) ay + 2b; = by + 3as = 0 (caso hamiltoniano).
b) as = by =0 (reversible a y — —y, t — —t).

c) by + 3ay = a; — by + obs = 6a3 + bybs + 203 = 0.

Demostracion: El sistema (4.4.22) también puede escribirse como

T
( Y ) - X%gﬂ 502 + Xegorreratyreany? + (doz” + diy) D,

siendo:

ba—2aso _ 3as+bs __ b3
5 dO — 5 Co = B
b1 —2a1 d _ 2bi+aq
5 o Y1/ s

C1 =

Cy =

Utilizando la forma normal (4.3.17), para que tengamos integrabilidad, debe

anularse el siguiente coeficiente:

Bajo la hipotesis dy = 0, el siguiente coeficiente que debe anularse para que

tengamos integrabilidad es:
Oéél) = d101 (dl - 50'00 + 302).

El caso hamiltoniano descrito en a) aparece si dy = d; = 0.

Si dy = ¢; = 0, tenemos el caso reversible al cambio y — —y, t — —t
descrito en b). En esta situacién, el sistema es integrable ya que, aplicando el
cambio u =z, v = 2, dt = %T, obtenemos el sistema:

% = 1+ au,

& = 20u® + 2bsut + 2byv,
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que es integrable por el teorema de la caja de flujo.

Sidy =0, d; = 5ocy— 3¢, c1d; # 0, el siguiente coeficiente viene dado por:
0451) = ¢1d, (668 — 25cocy).

De nuevo, debemos imponer que este coeficiente se anule para encontrar casos
de integrabilidad. El caso dy = 0, d; = 5ocy — 3¢y y 6¢2 — 25coco = 0 aparece
recogido en el apartado c). Para comprobar que efectivamente es integrable,
parametrizamos mediante ¢; = 25\ca, ¢g = 1502y, con Acy # 0. Obtenemos

asi el campo:

T\ 2 —25Xcox3 — By (—1500A2 + 1)zy
g )\ ozt 750A2c,x* + T5Acox®y — 5ea(—3000A2 + 1)y2 )
Este campo es integrable, ya que posee un factor integrante inverso: (1+ vz +

1
voy + v3x?) A, donde v; = —5c3(—3000\% + 1), v = 250 \cavy, v3 = 15Avy ¥

___3000A\%—1
A= 3

(250072 1) u

4.4.2. Un caso nilpotente generalizado

Consideremos la familia:

i\ [ =y —2axPy N apr® + a;z*y? N agzty + azxy?
0 25 + 3az’y? boxty + byxy? box® + bgady® 4 bdy* |
Sia? < %, el sistema es monodrémico y los sistemas integrables seran por tanto

centros integrables. Si a? > %
a? = % un punto de silla degenerado, con una variedad semihiperbdlica.

Este sistema también puede escribirse como

el origen es un punto de silla hiperbdlico, y si

T 4 2
< . ) e Xlz6+ax3y2+iy4 —f- (dol‘ —I— dll’y ) DO —I— Xcom5y+clx2y3

Y 6
+ (doxy + d3y®) D + X (4.4.23)
2T Y 3Y 0 coxT+ezzty?+cazyts .
siendo:

_ 2bg—3ag _ 2byj—3a1 __ bag+bg _ 2a1+3b1
Co = 13 , €1 = 13 ) dO - 13 dl - 13 )

_ 2bs _ 2b3—3as _ 2bs—3a3 __ 2bz+4as _ 4bg+as
Ca = 14 C3 = 14 Cq = 14 d2 - 14 d3 - 14

y Do = (3z,3y)".
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Teorema 4.4.139 El sistema (4.4.23), con 6a®> —1 # 0 es integrable si, y sélo

st, se verifica una de las siguientes condiciones:
a) dy=dy = dy = d3 =0 (caso hamiltoniano).

b) dy =dy = cy = c; =0, dy = 2ads, c3 = 4acy, d3 # 0 (caso reversible a

y— —y, t— —t).

C) dy = dy = ¢y = 0, dy = _%(6612 — 25)637 €1 = acy, C3 = i(4a2 o 5)63’
Cqy = %MZ_—SC& ds = _%66{%25037 a(6a2 —25)co # 0.

Demostracion: Los dos primeros coeficientes de la forma normal (4.3.21),vienen

dados por:
aél) = dO)
OééQ) = d1 .

Para encontrar casos de integrabilidad imponemos que ambos sean cero. En

esta situacion, el siguiente coeficiente de la forma normal es:
Qg = d2 — 2ad3.

De nuevo, si este coeficiente se anula encontramos que el siguiente coeficiente

es:
1p = dg(Cl — aCo).
La anulacion de este coeficiente conduce a varios casos:

A) d3 = 0. Es el caso hamiltoniano descrito en el apartado a).

B) d3 # 0, ¢; = acy. Ahora, el siguiente coeficiente es:

a1 = —c3+ 4dacy — 2(4a® = 5)c,
que se anula si c3 = 4acy — %(4@2 — 5)c3. En este caso, los siguientes
coeficientes son:
ol = (—ds — ey — Teg + 2ach)co,
ol = [7a(3cy — 2c4) + 2(4a® — 5)cd)co.

La anulaciéon simultanea de ambos coeficientes conduce a la siguiente

clasificacion:
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B1) ¢y = 0. Se trata de un campo reversible a y — —y, t — —t:

@\ o =y —2ax’y N da(ds — 2¢4)xty + 2(d3 — 2¢4)xy?
Y x5 + 3az’y? Tepx® 4 2a(3ds + 8cy)x®y? + (3ds + cu)y |
El cambio v = (y* + 2a2%)? v =z, dt = de lo transforma en:

u -1 N 2(d3 — 2¢4)u
o )\ 401 = 6a?)ud 28(cy — 4a?cy)us + 4(3ds + cq)v )’

que es integrable por el teorema de la caja de flujo. Se trata del caso

descrito en el apartado b).
B2) ¢y # 0y a=0. En este caso, 04522) = —10c}, luego no es integrable.

B3) ¢y # 0y a # 0, o equivalentemente:

_ 2.2 1 7
s = facy— gdz — gco,

- 12 2 2
C2 = —3530CH — 3503 +

50

2
2034 €0

Para estos valores, los siguientes coeficientes de la forma normal son:

o} = [Tads + (60> — 25)c2] [(120a + 9882 — 545)c2 — 112a(6a* — 1)d3] ,
oy = [Tads + (6a® — 25)c2] [(146a" — 430> + 45)c2 — 28a(6a> — 1)ds] .

La tnica posibilidad para que estos coeficientes se anulen es que:

___6a%2-25 2
d3 — 7a Co.

Observemos que, en este caso, debe ocurrir que 6a? — 25 # 0 puesto que

suponemos dz # 0. Para este valor de d3, resulta el campo:

@ B —y3 — 2axy N —cor® — 3acyx?y?
Y 20 + 3ax?y? Scorty + 2acozy®
( —ct(4a* — 15)zty — 72(%2;5)63 xy? )

—4c2(a? — 5)aby? — 2(a2;5)63 %

1

Un factor integrante inverso para este sistema es (14 vox +v3y)4, donde
2_ 2Ac2(6a®—25 2A4c}(6a>—25) .

A== — 24c(6a”-25) )vgzico(a ),81a27é5.

6a2—25" U2 a ’ a
2c2(6a®—25)

Si a? = 5, un factor integrante inverso es e?2**%¥ donde vy = ” ,
2c3(6a —25)
a

Vg = . Este es el caso descrito en el apartado c).



232 4 Integrabilidad de sistemas planos




Capitulo 5

Formas normales

conservativas-disipativas

5.1. Introduccion

La idea subyacente en la teoria de las formas normales es utilizar cambios
de variables para obtener otro campo equivalente mas simple. El proceso de
simplificacion consiste en eliminar los términos que pertenecen a la imagen del
operador homologico, para lo que debemos fijar un subespacio complementario
al espacio imagen del operador homoldgico, (co-rango del operador homoldgi-
co). En este sentido hay tantas formas normales de un campo como posibles
elecciones del mencionado subespacio complementario. Fijado un co-rango, al-
gunos autores se plantean el problema de obtener la maxima simplificacién,
buscando las expresiones analiticas con menos términos.

Otra posibilidad es seleccionar la forma normal que mejor se adapta a
nuestro problema: se trata, en definitiva, de elegir unas coordenadas que nos
proporcionen la maxima informacién dinamica del sistema. Veamos a conti-
nuacion algunos ejemplos:

En el caso de una perturbacién de un centro lineal, los co-rangos que se

x Y
[ > 1. Estos co-rangos surgen de forma natural al escribir el sistema en variables

- x
eligen usualmente estdn generados por (2% + y?)! ( Y ), (22 + y?)! < ),

en forma compleja.

233
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Para la forma normal de la singularidad nilpotente, Takens [60] utiliz6 como
bases para los co-rangos (z!,0)7, (0,2")T, | > 2, mientras que Bogdanov [15]
tomé como bases (0, z))T, (0, z'"1y)T, I > 2. Nosotros hemos elegido co-rangos
disipativos. Estos fueron utilizados por Baider & Sander ([14]) y posteriormente
por Loray ([48]), Strozyna & Zoladek ([58]).

Es importante senalar que una forma normal correspondiente a co-rangos
disipativos determina la integrabilidad formal del campo (véase el Capitulo 4).
Sin embargo, en el problema de centro, es mas conveniente eliminar el mayor
namero de elementos conservativos, para posteriormente, aplicar cambios de
variables que no alteren éstos, y eliminar el méximo nimero de elementos
disipativos. En definitiva, cada problema requiere una forma normal adecuada.

Consideremos un campo plano, de la forma:
I ZFj(x), donde x = (z,y) € R?, (5.1.1)
J=r

siendo F; € Q;. Tomaremos t; < t3 ya que en otro caso bastaria aplicar el
cambio x — ¥y, y — x para estar en la situacién deseada.

Utilizando la descomposicién conservativa disipativa, se tendra:

Fr-i—j - th-H'-Ht\ + /"LT“l‘jDO) con hrJrJHt\ € :])7«+j+|t|a Hor 45 S :Pr-i-j'

Por brevedad denotaremos h,. ¢ = h, p, = p.
En este capitulo obtendremos formas normales para sistemas (5.1.1) su-
poniendo que p = 0. El caso p # 0 es significativamente méas complejo y no

incluiremos los resultados por cuestién de brevedad.

5.2. Preliminares

En nuestro andlisis, identificaremos Qf = Df @ CE = D} x Cf, a través
de los operadores de proyeccién I1¢, I19. Ademds, denotaremos I1¢ ([P, F]) =
[P,F]", y II* ([P, F]) = [P, F]".

El operador homoldgico bajo C*°-equivalencia:

Loy : Cp x Df x Cor () — CE, ) x Dty
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estd definido por

c c c c]¢ c\¢ c d d
Lo (PLPL ) = (IPL )+ [PLEFS) + (iF)°, [PLF " + [PLE] 4+ (F,)Y).
donde P§, = X, con g € :Pkﬂt\ P¢ = 13Dy con py, € Py vy, € Cor ().

Utilizando la Proposicion 4.2.121, la matriz de este operador lineal, respecto
de bases adecuadas, es:

k(k - vih
Crok (Vg Xp+ BEHie) | (=20 ) | G (i) ct,,
T k Ve -Xn Uy
Dros (~rFte Vi Xa) | Decs (SR + (6= ) | Dok (2% +ounr) | Dhis
Ck Dt Cor (4x)

El operador homolégico bajo C*-conjugacién se obtiene simplemente con vy, =
0.
Suponiendo que p = 0, es decir, si el término cuasihomogéneo de menor

grado F, = X}, es hamiltoniano, la matriz del operador L, es la siguiente:

Crir (Vg -Xp) ‘ Crik ( ’"mﬂkukh) ‘ Crtk <%> C:—i—k;
(k£ [t)Vig-X VX t
o [ Do (B [ Do () )
ct Dt Cor ()

La estructura de esta matriz sugiere cambiar el orden de los términos conser-
vativos, disipativos. Esto es, aplicaremos en primer lugar cambios de variables
disipativos con el propoésito de eliminar términos disipativos, para posterior-
mente aplicar cambios de variables conservativos que no alteren los términos
disipativos. Es importante senalar que aunque esta estrategia difiere de la pro-
puesta para el problema de centro, las formas normales coinciden.

De esta forma, definimos
Lyix: Dy x Cor (0g) x Cf — Dy, x Ly,
mediante
Lo (PL 1, PE) = ([Pg,Fr}d + (F,) + [PLF)Y [PYFS] + (i FO)° + | kF]) ,

donde P§, = X, con g € :Pkﬂt\ P{ = 13Dy con py, € Py vy, € Cor ().
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Utilizando las propiedades de la Proposicion 4.2.121, la matriz del operador

L) es:
(k+[t) V- X Ve X
Dyvk (TW) ‘ Dy <7«+|’“t|+2> ‘ 0 (2
Crore (— 1t Ruuh ) | Cran (S | Cran (Vo Xn) | Chi
D} Cor (4x) Cy

5.2.1. (C*-Conjugaciéon

El operador homolégico bajo C*-conjugacién L, se obtiene como antes,

imponiendo v, = 0:

. Pt ot t t
Lipe @ Dy xC — Dy x Gy,

(P4, PS) — L,y (PLPS) = <[P§,F§i]d, [P F] 4 ;;,F;z]).

A la vista de esta expresion, definimos

L§+k Dy — D:Jrk
Pl — Ld,, (Pf) = [P{.Fe]",
ree 1 Ker (L%+T) x Cp — C:erk

(Vi P5) - T (VL PY) = [P F + [V F]

La siguiente proposicién muestra que la simplificacion de la forma normal
puede alcanzarse mediante dos cambios de variable: el primero anula términos

en Df_, y el segundo no altera la parte disipativa.
Proposicién 5.2.140 Im (L,;) = Im (L, ) @ Im (LS,,).

Demostracion: Tomamos una base de Qf = Df @ C como la union de una de
Dt y otra de Cf. La representacién matricial del operador L, en la anterior

base tiene la estructura:

[PLE]Y| 0

(P8, Fe]° | [P5,Fe
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Podemos descomponer D = Df @ Ker (LZ,,). Probemos que dim (Df) <

dim (D!, ). Pueden darse las siguientes situaciones:

» Sik ¢ Z, entonces dim (D) = 0 y la desigualdad se cumple trivialmente.

» SikeZyr+k ¢ I entonces Df,, es el espacio trivial. Por tanto

Dy, = Ker (LY, ) v asi Df también es el espacio trivial.

= Sik,r+k € Z, entonces dim (Df) < dim (Df) = dim (P§) < dim (PL,,) =
dim (Df,,).
Tomando una base adecuada en Df € Ker (L) @ Cf, podemos representar

L, matricialmente como:

[PLEY ] 0 0

P Fs | [V E] | (P E)

donde la submatriz superior izquierda tiene rango méximo. Como dim (Df) <
dim (Dﬁ +k), podemos utilizar la reduccién por filas (que equivale a un cambio

de base) para obtener:

PiF 0 | o

0o | [ViLE] | g Ey

Esto prueba que Im (L,4;) = Im (L2, ;) 4+ Im (L¢,, ). Ademds, la interseccién
de los espacios imdgenes de ambas aplicaciones es cero, pues Qf = D} € C}.

La siguiente proposiciéon proporciona la expresién de la parte disipativa del

operador homolégico L, en términos del operador lineal escalar ¢, .

Proposicién 5.2.141 Sea P = ;Do € Dt. Entonces:

Lngk (P%) = Dy (brii(px)) -

En particular,
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(a) Im ( r+k) Dy, (Im (€,48)),
(b) Ker (Lf+k) = Dy, (Ker (€,4))-

Demostracidn: La expresion para L2, (Pg) es consecuencia del apartado (c)
de la Proposicién 4.2.121. Los apartados (a), (b) se tienen porque los opera-

dores Dy, D, son inyectivos. [ |

El siguiente Teorema determina un subespacio complementario al espacio
imagen del operador homoldgico bajo C*-conjugacién L, j, en términos del

operador lineal escalar ¢, .

Teorema 5.2.142 Sea k € N y supongamos que el primer término cuasiho-

mogéneo del sistema (5.1.1) F, = X}, es hamiltoniano. Entonces:

(a) Cor(L,yx) = Doy (Cor (b4r)) P Crig <Cor (€r+k+|t|)) , donde Cor ({y411e) =
(5r+k+|t| (Ker (£r+k)> N Cor ( r+k+\t\)) @ COI" ( r+k+\t\)-

(b) Ker(L,yx) = {(Dk(ﬁk)ack (9)) = 7 € Ker (bryr) , § € Phyyeps brvns sl (9) = :Y;::Bﬁkh}

Demostracion: Sean Pj, = X, 15% = Dp (), g € [‘Pk+ltl e € Ker (6yx).
Aplicando la Proposicion 4.2.121, tenemos

Lo (PLPE) = Con (V- Xo) = 150G (ih)

— CrJrk <£r+k+|t|(g) rf:l:iﬁlt)‘ kh)

def c -
= Crrk (Gpaye (9570)) -

(a) Usando que C,. es un isomorfismo, D, es inyectivo, y aplicando la
Proposicion 5.2.141, obtenemos que un subespacio complementario a la

imagen de L, es:

Cor (L) = Cor (L) @ Cor (L{, ;) = Dyys (Cor (br41)) @ Cor (LS, )
= Dryi (Cor (bryi) €D Crsr (Cor (€ 4441)) -

Por ultimo, como Im <€$+k+|t|) =Im (€r+k+\t\) + Okt (Ker (Lryr)), se
tiene: Cor <€ﬁ+k+‘t‘> = Orthotit (Cor (€r+k+\t\)>'
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(b) Como Ker (L) = Ker (L¢, ), es suficiente determinar Ker (fiJrkHt\)'

Notemos que (g,7x) € Ker <€$+k+|t|) si, y solo si, :E:;iﬁ,'c)‘éﬂrkﬂt‘ () =

ottt (9), de donde se deduce el resultado.

Nota : La determinaciéon de Ker (L, ) es de utilidad para analizar la posi-
bilidad de obtener simplificaciones adicionales en el procedimiento de la

forma normal hacia la forma hipernormal.

5.2.2. (C*-Equivalencia

Para analizar el operador homolégico bajo equivalencia L, j, adaptamos
las ideas desarrolladas anteriormente con el objeto de incluir los efectos de
las reparametrizaciones en el tiempo. Por la Proposicién 1.3.16, es suficiente
restringir el dominio de £, a Qf x Cor (¢). Para que la matriz del operador
sea diagonal por bloques, escribimos el dominio y el espacio imagen de este

operador en una forma diferente:
L1k Dy x Cor (Ug) x Cf — Dy x Ch iy,
siendo
Lror (P P) = ([PLF" + F9)" [PLFS] + [PLFS] + (Fs)°)
Ahora definimos los operadores:

Li + Dipx Cor(fy) — Dy

(PL uy) — £3,, (P, 0y) = [PLF] + (1, F9)°,

c . d t t
v o Ker (L) x G — Chyy,

Se tiene el siguiente resultado:
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Proposicién 5.2.143 Im (£,;) = Im (£2,,) @ Im (LS,,) .

Demostracion: Seguimos un procedimiento analogo al de la Proposicién 5.2.140.

Tomando una base adecuada, la matriz de £, es:

[PLF] + (e FO)? | 0

[Py, Fs]" + (mFy)° | [P, Fy)

Escribimos D} @ Cor (¢;) = Dt @ Ker (£¢), donde DY denota un subespacio
complementario a Ker (£{). Notemos que dim <D};> < dim (D%, ).
Tomando una base adecuada en Dt @ Ker (£,,) @DCE, obtenemos una

representacién matricial para £, de la forma:

P F] 0 0

[P%> Fﬂ : ‘churk (Ker (‘Cngk)) [Pi> Fﬂ

Las columnas de la primera submatriz son linealmente independientes. Enton-

ces, usando reduccién por filas, podemos transformar la anterior matriz en:

P F] 0 0

0 Lk (Ker (£§+k)) [P, FY]

Esto prueba que Im (£,4)) = Im (£4,,) + Im (£, ,). Finalmente, la suma es
directa ya que Qf = Df € Cr. ]

La siguiente proposicién expresa la parte disipativa de L, ,; en términos

del operador lineal escalar £, .

Proposicién 5.2.144 Sea k € N, P{ = Dy () € D, vy, € Cor (¢},). Enton-

CEeS.
d d — k+|t “+v,

Mds aun:
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(a) Im ( r+k) = Dy (Im (€741)) (: Im (L§+k));
(b) Ker(£d,,) = {((—ﬁmﬁk + ﬁk> Do, Dk> . 5, € Cor (£), 7 € Ker (e,%)} .
Demostracion: Aplicando los apartados (c¢) y (d) de la Proposicién 4.2.121,
obtenemos
C d C
‘cr-l-k (P27 I/k) = [P27 Fr] (VkF )d
= Dy (Er—l—k(,«_i_—/:ﬂﬂﬂk)) + Dk <fr+k(mwc)>

= Dt (1))

De esta igualdad se obtiene trivialmente el apartado (a). Para probar el apar-
tado (b), notemos que <15%, Dk) € Ker (£2,,) si, y s6lo si (k + |t])fu + o €
Ker (4,11), i.e., fix = _ﬁltlﬁk + T, con 7y, € Ker (£,4). ]

El siguiente teorema determina una forma normal bajo equivalencia, basada

en el operador lineal escalar 7, .

Teorema 5.2.145 Sea k € N y supongamos que el primer término cuasiho-

mogéneo del sistema (5.1.1) F, = X, es hamiltoniano. Entonces:
(a) Cor(L4x) = Dyii (Cor (Cry1)) B Crii (Cor (€rpppe)) N Cor (Grpppye) ) -

~ r(r+|t|) ~ r+|t
~ VX, = (Sl - pio) p,
(b) Ker (L,1x) = <Dk <17k; — #ﬁq) , Uk, Cy, (§)> © iy € Ker (64) , 7 € Cor () ,
9€ Py

Demostracion: Sean (P§, ) € Ker (£,,), con P} = Dy < k+|t|Vk + 77k> y
P = Ci(g), donde g € P} ;. Aplicando los apartados (a), (c) y (d) de la

Proposicién 4.2.121, obtenemos
“ (PL7PE) = [P+ [PLFS] + (o)
= Crpr (Lrsrrrn(9) — :J:/:‘rm Crt ( k+|t|”kh + ”kh>
Tt~
+CT+’€< TR h)
= Cr+k <€T+k+‘t‘(g> — :S:Iiﬁgﬁ h -+ T'+|t|]/kh)
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= Crp <fr+k+\t\ (9) + Ottt <—:$;f|,‘;)| e + Zimﬁk»

def = U
= Crik <€r+k+\t\ (9, 7l Vk)) :

(a) Usando que C,ij es un isomorfismo, D, es injectivo, y aplicando la

Proposicién 5.2.144, se obtiene:

Cor (Lryx) = Cor(LL,,) @D Cor (L5,,) = Cor (L) € Cor (£5,,)
= Dy (Cor (b)) €D Cri <COY (gﬁﬂmt\)) :

Utilizando el Lema 4.2.128 a) se deduce que 8,4 4¢) (Im (¢)) C Im (€T+k+\t\)
y por tanto:

Im (gﬁ+k+\t\> = Im (€r+k+m) + O krpe) (Ker (€ry)) + 0ryrq o) (Cor (€r))
= Im (fr+k;+\t\) +Im (5r+k:+\t\) )

y de aqui obtenemos el resultado.

(b) Como Ker (£,.)) = Ker (£S,,), es suficiente determinar Ker (Eﬁ+k+‘t‘>.

Notemos que (7, Uk, g) € Ker (£1C"+k+|t|> si, y sélo si

Crtiettsl (9) = Orthviel (LL'T'J e = FEfP ’“)

Nota 1: Observemos que L, y L, determinan las mismas simplificaciones
en la parte disipativa. Sin embargo, en general, £, consigue mayores

simplificaciones en la parte conservativa que L, ., ya que

Cor (fr+k+|t|) = (COT (€T+k‘+‘t‘) N Cor (5r+k+\t\))
@ (COY (£r+k+|t|) N Im (5r+k:+\t\)) .

Por otra parte,

Cor (€T+k+‘t‘) N 5r+k+|t| (Ker (£r+k)) C Cor (€T+k+‘t‘) N Im (5T'+k+|t|) .

Por tanto, Cor (€r+k+\t\) N Cor (5T+k+‘t‘) c Cor (€r+k+\t\) )



5.2 Preliminares 243

Nota 2: La caracterizacién de Ker (£,,) es util para conseguir simplifica-

ciones adicionales en la forma normal.

Teorema 5.2.146 Supongamos que el primer término cuasihomogéneo del

sistema (5.1.1) F,. = X}, es hamiltoniano, y los factores de la descomposicion
(8.5.23) de h son simples. Entonces:

(2) Cor (Lrss) = Dyos (Cor (641)) @ Cro (Cor (6rsks10) ).
donde Cor (fr+k+\t\> = Ker (£2r+k+\t\> &P Cor ( r+k+|t|), Vk € N.

(b) Ker (LT+k> = Ck (Ker (€T+k+‘t‘))7 Vk - N
Demostracion:

(a) Usando el Teorema 5.2.142, deducimos que
Cor (L, 1) = Dyyx (Cor (Uy41)) D Crig <Cor (€r+k+\t\>>v donde Cor (€T+k+\t\>
denota un subespacio complementario a 6,y 44¢) (Ker (£,4))NCor (€T+k+|t|)
en Cor (€T+k+|t|). Utilizando los Lemas 4.2.125 y 4.2.128 a) obtenemos

Ortiyie| (Ker (4r41)) = Ker (€2r+k+‘t‘) C Cor (€r+k+‘t‘), de donde obtene-
mos el resultado.

(b) El Teorema 5.2.142 muestra que los elementos de Ker (L, ) son de la for-
ma (D (1), Ck (), con 7y € Ker ((r41,), § € Py, tales que £ypppp)(g) =
:iflj lt‘lt)‘ Neh. Utilizando los Lemas 4.2.125 y 4.2.128 a) obtenemos que
kh € Opyiye) (Ker (€4y)) = Ker (€2r+k+|t|) C Cor (€r+k+\t\)- Por otra

parte, £, 44 p¢/(g) € Im (€T+k+|t|), luego debe ser 77, =0y g € Ker (£T+k+|t|).

Teorema 5.2.147 Supongamos que el primer término cuasihomogéneo del
sistema (5.1.1) F, = X, es hamiltoniano, donde h esta dado en (3.5.23),

(esto es, su factorizacion sdlo posee factores simples). Entonces:
(a) Sik—r¢It:
Cor (£r+k> = Dy (COT £r+k EB Crik (COI" (€r+k+\t\) N Cor (5r+k+\t\)) )

Ker (L4x) = {(Dk; (k) , rf,ﬂmﬁkao) : 1 € Ker (6r1x) }
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(b) Sik—relt:
COI' (ErJrk) = DrJrk (COI' (€T+k)) )

Ker (Lryz) = { (D (), 2, Ci (9))

ik € Ker (41) ,
g € Ker (lrirse))

Demostracidn: La expresién de Cor (L,4x) para k —r ¢ Z* estd incluida en el
Teorema 5.2.145.

Sik—r € I%, por el Lema 4.2.130 se tiene que Cor (€r+k+‘t‘) C Im (5T+k+|t|),
de donde obtenemos la expresién de Cor (L£,;) dada en (b).

Por el Teorema 5.2.145, se tiene que los elementos de Ker (£, 1) son de la
forma <Dk <ﬁk — #ﬁﬂ) g, C (g)), donde 7, € Ker (¢,4%), 7y € Cor (¢g), § €

ﬂ)zﬂﬂ Y lrgietie] (9) = Oyl <:$,:|FTP|77;§ — Zim&k> Aplicando el Lema 4.2.129,

:5:,:‘:'3 e — ;1\:\ vy, € Cor (4y), ya que Ker (¢,44) C Cor (¢). Usando

ahora el Lema 4.2.130 obtenemos que 6,4 (Cor (¢)) C Cor (€T+k+|t|), por

lo que £,k (9) € Cor (fr+k:+\t\) N Im (fr+k:+\t\) = {0}. Asf § € Ker (£r+k+|t|)

~ k - - 5 k -
y U = %Mnk, por tanto 7 — k+k|t| = r%ﬂt\% Este es el resultado sobre el

se tiene que

nicleo dado en (b).

Por otra parte si § € Ker (£,¢) \ {0}. aplicando el Lema 4.2.125 debe
ser k+[t|=0L(r+t])conly ENy g=h"" Ast k—r= (I, = 1)(r + [t]) € Z¢,
por lo que si k —r ¢ Z* debe ser g = 0 que es el enunciado sobre el nicleo del

apartado (a). u

Lema 5.2.148 Sea k = (r + [t|)li + 12 € N con 0 < Iy < r + |t|. Entonces:

k —r & I dnicamente en uno de los siguientes casos:
(a) l2-T¢It,l2+|t|¢It,l1:]_
(b) lg-?"%ft,llzo,l2>0.

Demostracidn: De la expresion (3.5.23), se deduce que r + |t| € Z®. Usando
el Lema 4.2.116, se tiene también que r + [t| > t;t5. Por otra parte: k —r =
Lr+[t]) +1l—r.

Sily —r € Z% como l1(r + [t|) € Z® para l; > 0, se tiene que k —r € Z*

(por ser la suma una ley interna en el conjunto Z%).
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Sily —r ¢ 7"yl > 2, entonces

k—r = Lr+t)+l—r=0UL-1)F+t)+L+[t]| > —1)(+[t])
> r4+ |t| > tity > t1ty — |t|

Usando el Lema 2.3.27, se tendria & —r € Z%.
Sily—r ¢t 1y =1,1+ [t| € Z% entonces k —r =l + |t]| € Z*.
Los dos tnicos casos que restan son los expresados en el enunciado. En el

caso (b), hemos de tener en cuenta que ls > 0, ya que en otro caso k ¢ N. m

Teorema 5.2.149 Supongamos que el primer término cuasihomogéneo del
sistema (5.1.1) F, = X}, es hamiltoniano, donde h estd dado en (3.5.23),

(esto es, su factorizacion sdlo posee factores simples). Denotemos

T = {ieNg|0<i<r+][t]},
7y = {ieZ|i-reI®\{0}},
I, = {iel-T|i+|t|eI"},
I3 = IT— (LU,
7, = {ieT|li>r}.

Entonces, una forma normal formal bajo equivalencia a paso uno es:

<$> = Xu(x) + Z 0, ( ZX% (5.2.2)

y J2€T2\{0} J3€ls
+ D pi(x) Dot Y py) DO+Z > i (%) HHx) Dy
14€7y 13€713 = i3€73
!
3 00 K00 Do+ 3 s K >Do],
12€Zo 11€11

donde q;, € Cor (€T+|t|+]2)ﬂCor (5T+|t|+j2), g5, € Cor (62(r+‘t‘)+j3)mcor ((52(T+|t|)+j3),
piy € Cor (4;,), 2%3 € Cor (fr+|t|+i3) ypﬁ? € Cor (52(r+|t|)+z‘3), pgi) € Cor (fr+|t|+i2)7
pgi) € Cor (¢;,) para l > 1.
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Ademds si k =1li(r + |t]) + 12 € N con 0 <y < r+ |t| se tiene:

(0,0,Cp (WF1))  si L=,
Ker (L) = (Do (h) Jpbesietlne o) si 1 =0,

(0,0,0) en otro caso.

Demostracion: Basta usar el Teorema 5.2.147, combinandola con la Propo-
sicién 4.3.133 para hallar los Cor (¢,.), la Proposicién 5.2.148 para hallar
Cor (€r+k+|t|) N Cor ((5r+k+|t|) en el caso k —r ¢ I* y el Lema 4.2.125 para la

expresion de Ker (¢,4). n

5.3. Forma normal de algunas familias

En esta seccion, aplicaremos las ideas anteriores al calculo de diferentes
formas normales en algunos casos particulares. Concretamente, consideraremos
una singularidad de tipo Takens-Bogdanov hamiltoniana. Este analisis incluye
como caso particular, la forma normal de una perturbacién de un centro lineal
y de un punto de silla lineal con traza cero. También consideramos varios casos

de singularidades con parte lineal nula.

5.3.1. Singularidad de Takens-Bogdanov de tipot = (1,n)

Nuestro primer ejemplo corresponde a la eleccién del tipo t = (1,7n). Estu-

2n—1)T

diamos perturbaciones del campo F, = (y, oz ,dondeoc = +1yr=n—1.

De esta forma, el sistema (5.1.1) queda:

( ’ ) - ( - ) +HO.T, (5.3.3)
7 or

Observemos que F,,_; = X}, es un campo hamiltoniano, con funcién de

siendo o = +1.

Hamilton h(z,y) = 5-02®" — 2y* € P§,
En la Secciéon 4.3.1 llevamos a cabo el estudio del rango del operador
by, vy Obtuvimos que Z; = I, = {n,n+1,---2n—1}, I3 = 0, I, =



5.3 Forma normal de algunas familias 247

{0,1,---,n — 1}. Del mencionado estudio, se deduce, para k € Z, \ {0}, que
Cor (€T+k+|t|) N Cor (5T+k+|t|) = {0}. Aplicando el Teorema 5.2.149, obtenemos

el siguiente resultado:

Teorema 5.3.150 Una forma normal bajo equivalencia para el sistema (5.3.3)

€es:

. 2n—2 co 2n—2
x Y . )
( ' ) ) < 201 ) £ aDo+ > > o) PH (D (5.34)
Yy oL j=n =1 j=0

Ademds, Ker (£2(n—1)+2nl> = span {(0,0,X41)}, I € Ny; Ker (L, 1400) =
span { (thO, %hl, O) }, I € N; siendo Ker (L) el espacio trivial
en los restantes casos.

Nota: Sin = 1, para ¢ = —1 se tiene el caso perturbacién de foco lineal
con divergencia nula y para o = 1 el caso perturbacién de un silla lineal con
divergencia nula. Se puede probar que, en este caso, la anterior es la forma

normal mas simple que puede obtenerse.

5.3.2. Singularidad de Takens-Bogdanov de tipo t = (2,2n+
1)
Consideremos el tipo t = (2,2n+1) y estudiemos perturbaciones del campo

F, = (y,2*")T, donden e Ny r = 2n — 1.

Por tanto, el sistema (5.1.1) se escribe como:

( ’ ) - ( . ) +HO.T. (5.3.5)
v T

Observemos que, Fa,_1 = X}, es un campo hamiltoniano con funcién de Ha-
milton h(z,y) = 522" — fy* € P, L.

El estudio del rango del operador ¢, , realizado en la Seccién 4.3.2, mues-
traque Zy = {2n+2j+1:0<j<n}u{dn}, Ih, = {j:0<j<2n—-1} U
{2n+2j:0<j<n—-1},Z3=0,7, = {j : 2n < j < 4n + 1}. Del menciona-
do estudio se deduce que Cor (€r+k+‘t‘) NCor (5r+k+‘t‘) = {0}, para k € Z,\{0}.

Aplicando el Teorema 5.2.149, obtenemos el siguiente resultado:
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Teorema 5.3.151 Una forma normal bajo equivalencia para el sistema (5.3.5)

es:
i‘ oo 2n—1

( . ) = < ) -1—204(0 "Dy +Z Z a(l)xjhl . (5.3.6)
Y =1 ;=0

Ademds, Ker (£4n 2+42(2n+1)1 ) = span {(0,0, X,1+1) }, I € Ny, Ker (£2n71+2(2n+1)l) =

span { (th (2n— 1)((227(1?&11152”3) ht O) }, l €N, yKer(L,4x) es el espacio tri-

vial en el resto de casos.

5.3.3. Singularidad con parte lineal nula

Consideremos una perturbacién de un sistema cibico, dada por:

( T ) _ ( Y3+ 3ux’y >+< aprt + a2’y + agr®y? + aszy® + auy’ >+
v —2% — 3uxy? boxt + b2y + byx?y? + bywy® + byy?

(5.3.7)
En este caso, el primer término cuasihomogéneo es Fo = (y3 + 3uz?y, —a3 —
Suzy*)T, del tipo t = (1,1) y grado r = 2.

Tenemos que Fy = X, es un campo vectorial hamiltoniano, con funcién de
Hamilton h(z,y) = —32* — Jy* — 3pa?y? = —1 [(y* + 3px?)? + (1 — 9u?)z?] €
Pt. Exigimos que pu 7& :tg, para que todos los factores de h sean simples.
Notemos que, en este caso, Dy = (z,y)T.

Como tenemos el tipo t = (1,1), trabajaremos con términos homogéneos.
Esto es, Pt es el espacio de los polinomios escalares homogéneos de grado k.

Aplicando el Teorema 5.2.149, en este caso se tiene: 7y = I, = {3}, Z, =
{0,1,2} y Z3 = 0. Asf, s6lo necesitamos calcular Cor (¢;) para k = 3, Cor ({4)
para 0 < k < 2y Cor ({411) NCor (644%), para 1 < k < 2.

» Caso k =3 € I7;NZy, escribiendo uy (x,y) = a(()l)$+a(()2)y € Pt. Tras algu-

nas operaciones obtenemos £3 (1) = —a{?a3 + 3al" pa?y — 3P pay? +
aly3, de donde
Cor (3) = span {z’y, zy*} .

» Caso k = 0 € Iy, escribiremos ps(z,y) = 04(()1):1:2 + oz((JZ)xy + 04(3 y* e Pt

Usando un sistema de algebra computacional, hemos obtenido:

Oy (o) = —204(82)954 +2 <304((Jl)u — a(()g)) Y — 604(()2),uxzy2
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+2 < b 3040 )u> zy® — 40462)h(x, Y).
Entonces, al ser p # ié, se tiene que:
Cor ({4) = span {h(z,y), z°y*} .

(1) (2)

» Caso k = 1 € Iy, escribimos ps(z,y) = o 2% + ag )

:Ezy + xyz +

Oz(()4)y3 € PL. Después de algunos cdlculos, obtenemos
ls (p3) = =3 < Y — 30 )H> -3 ( 5 — 3ay M) 'ty
-3 <3aéz)u + (1 — 18/12) 04(()4)> 3y? — 3 <3aég)u — a(()l)> 2y’
—4 <2a((] ) 9a ) zh(z,y) — 4a((]3)yh(:c, Y).
Puesto que u # j:%, se tiene que:
Cor (¢5) = span{zh(x,y),yh(x,y)}, Cor(¢5) N Cor(d5) = {0}.

n Caso k = 2 € Iy, si escribimos py(z,y) = aél)x‘l + oz((] J53y + a( )

ozé ):Ey —1—041)

lo(a) = 4 (3% - (2)) 20— 4 (0463) — 3a' u) 2’y
—4 <3a(() o+ (1 — 18u2) ozgl)) vty + 4 (oz((] 3a ),u> 3P

+12 (af — 4a{") a*h(z,y) - 8o zyh(z,y) - 40l y*h(z, ).

xy—i—

h € Pt. Tras algunos calculos, obtenemos

Al ser p # :I:1 tenemos:
Cor ({g) = span {th(x, y), zyh(z,y), v*h(x, y)} , Cor (¢g)NCor (d6) = {0}

Utilizando ahora el Teorema 5.2.149, deducimos el siguiente resultado:

Teorema 5.3.152 Una forma normal bajo equivalencia para el sistema (5.3.7)

es:
Y 3 2 00
xr Yo+ 3uxy
) =L ) o (el yh (9D + el sa D
Y —x° — 3uxy P
* Z [( 42r4hl+1( ) + QSZLMQ?J%Z(X)) Do

(agiﬂhlﬂ( ) + 044z+5yhl+1( )) Do (5.3.8)

+
+ (afihg@®h 100 + aff gayht ™ (x) + aff gy h (%)) Dol
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Ademdas, Ker (L444) = span {(0,0, X,41)}, I € No, Ker (L914) = span { (thO, %hl, O) },

l € N, siendo Ker (L,1x) el espacio trivial en el resto de casos.

5.3.4. Otra singularidad con parte lineal nula

Consideremos el sistema:

. 3 3 5 2,2

T —y° — 2azx°y apx’ + a1y

= 5 5 o | T 4 5 |t (5.3.9)
U x° + 3ax“y box*y + bizy

donde a, ag, br, € R. Se trata de un desarrollo en términos cuasihomogéneo de
tipo t = (2,3), cuyo término de menor grado es F; = (—y — 2az3y, 2° +
3az?y?)T, teniendo grado r = 7. Este campo es hamiltoniano, con funcién de

Hamilton:
h(z,y) = 19" + az’y’ + 52° = (30° + ax®)’ + (5 — a®)2® € P},

Supondremos a # j:%, ya que entonces la descomposicion (3.5.23) para h sélo
tiene factores simples. Observemos que en este caso Dy(z,y) = (2, 3y)”.

El estudio sobre el rango del operador ¢, se llevd a cabo en la Subseccién
4.3.3, donde obtuvimos Z; = {9,10,11}, Z, = {0,1,2,3,4,5,6,7,8} I3 =0 y
7, = {8,9,10,11}. Ademds, para k € I, \ {0} se tiene que Cor (£ ypie) N
Cor (0,44+1¢) = {0}, excepto para k = 2, donde Cor (¢14) N Cor (614) =
span {z'y?}.

Utilizando ahora el Teorema 5.2.149, obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 5.3.153 Una forma normal bajo equivalencia para el sistema (5.5.9)

€es:

i —y3 — 2ax®
— y a (&gl)x‘* + ozg)ng) Dy + X 1,2 + agz®yDy
x° + 3ax?y?

+ Z [@12l+10x2y2hl (x)Dyg + 1117 yh' (x)Dy
1=0

+ (O‘%)lehl“(x) + 04522)”125”33/2# (X)> Dy (5.3.10)
+ (a1 () + a1y (%)) Do + agarasyh () Dy

+arg167 R (%) Do 4 g rryh ™ (x)Dg
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+ (O‘§12)l+18x3hl+1(x) + a(122)l+18y2hl+1(x)> Dy + 04121+19$2?Jhl+1(x)D0

+ (oz§12)l+20x4hl“(x) + a§22)l+20xy2hl“(x)> D, + 04121+21x3yh”1(x)D0]

donde los subindices de los coeficientes o y 3 indican su grado cuasihomogéneo.
Ademdas, Ker (L144121) = span {(0,0, X,i11)}, 1 € Ny, Ker (L7419) =

span { (thO, 71(21(21f15)) hl,0> }, I € N, siendo Ker (L,x) el espacio trivial en el

resto de situaciones.




252 5 Formas normales conservativas-disipativas




Bibliografia

1]

2]

3]

[4]

[5]

[6]

[7]

A. ALcaBA, E. FREIRE, AND E. GAMERO, Hypernormal form for the
hopf-zero bifurcation, Internat. J. Bifur. Chaos Appl. Sci. Engrg, 8 (1998),
pp. 1857-1887.

—, Hypernormal forms for equilibria of vector fields. codimension one
linear degeneracies, Rocky Mountain Journal of Mathematics, 29 (1999),
pp- 13-45.

——, Characterizing and computing normal forms using lie transforms:
a survey. computation of normal forms and applications, Dynamics of

Continous, Discrete and Impulsive Systems, 8 (2001), pp. 449-475.

— Computing simplest normal form for the takens-bogdanov, Qualita-
tive Theory of Dynamical Systems, 3 (2003), pp. 377-435.

A. ArLcaBA, E. FREIRE, E. GAMERO, AND C. GARciA, Quasi-
homogeneous normal forms, Journal of Computational an Applied Mat-
hematics, 150 (2003), pp. 193-216.

—, Quasi-homogeneous normal forms for null linear part, Dynamics of

Continuous, Discrete and Impulsive Systems, 10 (2003), pp. 247-261.

— An algorithm for computing quasi-homogeneous formal mormal
forms under equivalence, Acta Applicandae Mathematicae, 80 (2004),
pp. 335-359.

A. ALgaBA, E. FREIRE, E. GAMERO, AND A. J. RODRIGUEZ-LUIS,

A three-parameter study of a degenerate case of the hopf-pitchfork bifur-
cation, Nonlinearity, 12 (1999), pp. 1177-1206.

253



254

BIBLIOGRAFIA

[9]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

M. J. ALVAREZ AND A. GASULL, Monodromy and stability for nilpotent
critical points, Internat. J. Bifur. Chaos Appl. Sci. Engrg., 15 (2005),
pp. 1253-1265.

A. F. ANDREEV, Investigation of the behavior of the integral curves of

a system of two differential equations in the neighborhood of a singular
point. (russian), Vestnik Leningrad. Univ., 10 (1955), pp. 43-65.

J. ARANDA, Métodos simples para el andlisis de puntos degenerados de
sistemas, PhD thesis, Universidad Complutense de Madrid, 1998.

A. BAIDER, Unique normal forms for vector fields and Hamiltonians, J.
Differential Equations, 78 (1989), pp. 33-52.

A. BAIDER AND R. CHURCHILL, Uniqueness and nonuniqueness of nor-
mal forms for vector fields, Proc. Roy. Soc. Edinburgh Sect. A, 108 (1988),
pp- 27-33.

A. BAIDER AND J. A. SANDERS, Further reduction of the Takens-
Bogdanov normal form, J. Differential Equations, 99 (1992), pp. 205-244.

R. I. BogbpaANov, Versal deformation of a singular point of a vector field
on the plane in the case of zero eigenvalues, Functional Anal. Appl., 9
(1975), pp. 144-145.

H. W. BROER, F. DUMORTIER, S. J. VAN STRIEN, AND F. TAKENS,
Structures in dynamics. Finite-dimensional deterministic studies, Studies
in Mathematical Physics, 2, North-Holland Publishing Co., Amsterdam,
1991.

M. BRUNELLA AND M. MIARI, Topological equivalence of a plane vector
field with its principal part defined through newton polyhedra, Journal of
Differential Equations, (1990), pp. 338-366.

A. D. BRuUNO, Local Methods in Nonlinear Differential Equations, Sprin-
ger Verlag, Berlin, 1989.



BIBLIOGRAFIA 255

[19]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

28]

J. CHAVARRIGA, I. GARciA, AND J. GINE, Integrability of centers

perturbed by quasi-homogeneous polynomials, Jorunal of Mathematical
Analysis and Applications, (1997), pp. 268-278.

S.N. CHOW AND J. K. HALE, Methods of Bifurcation Theory, Springer
Verlag, New York, 1982.

S.N. CHow, C. L1, AND D. WANG, Normal Forms and Bifurcations of
Planar Vector Fields, Cambridge University Press, 1994.

L. O. CuuA AND H. KOKUBU, Normal forms of nonlinear vector fields -
part I: Theory and algorithm, IEEE Transactions on Circuits and Systems
CAS, (1988), pp. 863-880.

C. B. CoLLiNs, Algebraic conditions for a centre or a focus in some
simple systems of arbitrary degree, Journal of Mathematical Analysis and
Applications, (1995), pp. 719-735.

A. DEPRIT, Canonical transformations dependig on a small parameter,
Celest. Mechan., (1969), pp. 12-32.

F. DUMORTIER, Singularities of vector fields on the plane, J. Differential
Equations, (1977), pp. 53-106.

— Bifurcations and periodic orbits of vector fields, in Techniques in
the Theory of Local Bifurcations: Blow-Up, Normal Forms, Nilpotent Bi-
furcations, Singular Perturbations, D. Schlomiuk, ed., Kluwer Academic
Publishers, Netherlands, 1993, pp. 19-73.

J. ECALLE, Introduction auz fonctions analysables et preuve constructive
de la conjecture de Dulac, Actualités Mathématiques. [Current Mathema-

tical Topics], Hermann, Paris; 1992.

C. Evpuick, E. TirAPEGUI, M. E. BRACHET, P. COULLET, AND

G. Tooss, A simple global characterization for normal forms of singu-
lar vector fields, Physica D, (1987), pp. 95-127.



256

BIBLIOGRAFIA

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[37]

E. FrREIRE, E. GAMERO, AND E. PONCE, An algorithm for symbolic

computation of hopf bifurcation, in Computers and Mathematics, E. K. S.
Watt, ed., Springer-Verlag, 1989, pp. 109-118.

S. D. FurTA, On non-integrability of general systems of differential equa-
tions, A. Angew Math. Phys., (1996), pp. 112-131.

E. GAMERO, E. FREIRE, AND E. PONCE, On the normal forms for pla-
nar systems with nilpotent linear part, in Bifurcation and Chaos: Analysis,
Algorithms, Applications, R. S. et al., ed., ESNM 97, Birkh&usen, 1991,
pp- 123-127.

E. GAMERO, E. FREIRE, AND A. RODRIGUEZ-LUIS, Hopf-zero bifurca-
tion: Normal form calculation and application to an electronic oscillator,

in International Conference on Differential Equations, C. P. et al., ed.,
World Scientific, 1993, pp. 517-524.

E. GAMERO, E. FREIRE, A. J. RODRIGUEZ-LUIS, E. PONCE, AND

A. ALGABA, Hypernormal form calculation for triple-zero degeneracies,
Bull. Belg. Math. Soc. Simon Stevin, 6 (1999), pp. 357-368.

I. A. GArcia, J. GINE, AND J. M. GRAU, A necesary condition in

the monodromy problem for analytic differential equations on the plane,
Journal of Symbolic Computation, 41 (2006), pp. 943-958.

A. GAsSULL AND J. TORREGROSA, Center problem for several differen-

tial equation via cherkas’ method, Journal of Mathematical Analysis and
Applications, (1998), pp. 322-342.

M. GOLUBITSKY AND D. G. SHAEFFER, Singularities and Groups in
Bifurcation Theory, vol. I, Springer-Verlag, New York, 1985.

A. GORIELY, Integrability, partial integrability, and mnonintegrability
for systems of ordinary differential equations, J. Math. Phys., (1996),
pp. 1871-1893.



BIBLIOGRAFIA 257

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

[48]

J. GUCKENHEIMER AND P. J. HOLMES, Nonlinear Oscillations, Dyna-

macal Systems, and Bifurcations of Vector Fields, Springer Verlag, Berlin,
1983.

P. HARTMAN, Ordinary Differential Equations, Classics in Applied Mat-

hematics, Society for Industrial Mathematics, Siam, segunda ed.

Y. S. IL’YASHENKO, Finiteness theorems for limit cycles, vol. 94 of Trans-

lations of Mathematical Monographs, American Mathematical Society,
Providence, RI, 1991. Traslated from the Russian by H.H. McFaden.

G. Iooss AND M. ADELMEYER, Topics in Bifurcation Theory and Ap-
plications, World Scientific, Singapore, 1992.

H. KokuBu, H. OkA, AND D. WANG, Linear grading function and furt-

her reduction of normal forms, Journal of Differential Equations, (1996),
pp- 293-318.

Y. KuzNETSOV, Elements of Bifurcation Theory, Springer Verlag, Berlin,
2005.

W. L1, J. LLIBRE, M.NICOLUA, AND X. ZHANG, On the differentiability
of first integrals of two dimensional flows, Proc. Amer. Math. Soc., (2002),
pp. 2079-2088.

A. LICHTENBERG AND M. LIEBERMAN, Regular and Chaotic Dynamics,

vol. 38 of Applied Mathematical Sciences, Springer-Verlag, 1992.

J. LLIBRE AND X. ZHANG, Polynomial first integrals for quasi-

homogeneous polynomial differential systems, Nonlinearity, (2002),
pp. 1269-1280.

— Polynomaal first integrals for weight-homogeneous planar polyno-
mial differential systems of weight degree 3, J. Math. Anal. Appl., (2007),
pp. 1284-1298.

F. LorAYy, Réduction formelle des singularités cuspidales de champs de
vecteurs analytiques, J. Differential Equations, 158 (1999), pp. 152-173.



258

BIBLIOGRAFIA

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

[55]

[56]

[57]

[58]

[59]

[60]

J.-F. MATTEI AND R. Moussu, Holonomie et intégrales premiéres, Ann.
Sci. Ecole Norm. Sup. (4), 13 (1980), pp. 469-523.

L. MAzz1 AND M. SABATINI, A characterization of centres via first in-
tegrals, J. Differential Equations, 76 (1988), pp. 222-237.

N. B. MEDVEDEVA, A monodromic criterion for a singular point of a
vector field on the plane, St. Peterbourg Math. J., 13 (2002), pp. 253-268.

K. R. MEYER AND D. S. SCHMIDT, Entrainment domains, Funkcialaj
Ekvacioj, 20 (1977), pp. 171-192.

D. MONTGOMERY AND L. ZIPPIN, Topological transformations groups,
Interscience, New York, 1955.

R. Moussu, Symetrie et forme normale des centres et foyers degeneres,
Ergodic Theory and Dynamical Systems, (1982), pp. 241-251.

P. J. OwERr, Applications of Lie Groups to Differential Equations,
Springer-Verlag, 1986.

A. SEIDENBERG, Reduction of singularities of the differential equation
ady = bdz, Amer. J. Math., (1968), pp. 248-269.

E. STROZYNA AND H. ZOLADEK, The analytic and formal normal form
for the nilpotent singularity, J. Differential Equations, 179 (2002), pp. 479—
537.

—, Orbital formal normal forms for general Bogdanov-Takens singula-
rity, J. Differential Equations, 193 (2003), pp. 239-259.

F. TAKENS, Normal forms for certain singularities of vector fields, An-
nales de I'Institut Fourier, (1973), pp. 163-195.

——, Singularities of vector fields, Inst. Hautes Etudes Sci. Publ. Math.,
(1974), pp. 47-100.



BIBLIOGRAFIA 259

[61] A. TSYGVINTSEV, On the existence of polynomial first integrals of qua-

dratic homogeneous systems of ordinary differential equations, J. Phys. A:
Math. Gen., (2001), pp. 2185-2193.

[62] S. UsHIKI, Normal forms for singularities of vector fields, Japan Journal
of Applied Mathematics, (1984), pp. 1-37.

[63] A. VANDERBAUWHEDE, Centre manifolds, normal forms and elementay
bifurcations, Dynamics Reported, (1989), pp. 89-169.

[64] D. WANG, J. L1, M. HUANG, AND Y. JIANG, Unique normal form of

bogdanov-takens singularities, Journal of Differential Equations, (2000),
pp- 223-238.

[65] S. WIGGINS, Introduction to Applied Nonlinear Dynamical Systems and
Chaos, Springer Verlag, New York, 2005.

[66] H. YOSHIDA, Necessary conditions for existence of algebraic first integrals,
Celestial Mech., (1983), pp. 363-399.



