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Resumen

Se presentan en esta memoria algunos resultados algebraicos sobre la clasifi-

cacién de familias de dlgebras de Lie nilpotentes graduadas.

En el primer capitulo se resefian las principales conclusiones sobre familias
de leyes de algebras de Lie nilpotentes naturalmente graduadas para los casos de
indices de nilpotencia n — 1 y n —2, (casos filiforme y casifiliforme) y se clasifican
las 4lgebras de Lie naturalmente graduadas para una familia mas general que las
engloba (las llamadas p-filiformes) cuando la dimensién de la derivada es minima

(n—p-1).

El objeto fundamental de este trabajo, es el estudio de las algebras de Lie
filiformes y casifiliformes que admiten una Z-graduacién conexa, con un nimero
de subespacios homogéneos mayor que su indice de nilpotencia. La primera cues-
tién que se resuelve es la obtencién de bases adaptadas y homogéneas para estas
familias de algebras y se determinan las distintas graduaciones admisibles en los
casos de longitud maxima para las dlgebras filiformes y casifiliformes; asimismo,

cuando la longitud es dimg — 1, para las algebras casifiliformes.

Se estudian a continuacién, las familias de algebras de Lie filiformes, de lon-
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gitud maxima, aquellas en las que el mimero de subespacios graduantes coincide

con la dimension del algebra.

En la dltima parte de la memoria se obtienen las algebras de Lie casifiliformes,
con longitudes n — 1 y n, siendo n la dimensién del algebra. Los resultados dan
una explicacion al diferente grado de dificultad en la clasificacion de las algebras
de Lie filiformes y casifiliformes, en términos del numero de algebras graduadas

no isomorfas que se obtienen.

El hecho de que para dimensiones pequeiias las situaciones que se presentan
difieren, en esencia, del caso general asi como la complejidad de éste, han hecho

imprescindible la utilizacién del cdlculo formal.
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Introduccion

La importancia de la teoria de grupos de Lie y dlgebras de Lie en Matematica
Aplicada ha ido en aumento en los ltimos afios. La teoria de Lie es de una
utilidad fundamental en diversas areas como el analisis, la geometria diferencial,
la teoria de mimeros, las ecuaciones diferenciales, la estructura atémica, la fisica

de alta energia, la dindmica de particulas, la teoria de la relatividad...

El estudio de los aspectos constructivos se ha desarrollado enormemente con el
uso de los ordenadores. Se tiene una poderosa herramienta que permite observar
conjeturas tedricas sobre las representaciones de algebras de Lie. Este drea de la

teoria de algebras de Lie augura un rapido desarrollo [6] en un futuro préximo.

Uno de los primeros problemas que se consideran al estudiar una estructura
algebraica es el de la clasificacién salvo isomorfismo. La descomposicién de Levi
(puede verse en cualquier texto, como [5], [14], [30] o [33]) de un algebra de Lie,
en una suma semidirecta de su radical (el ideal resoluble maximal del dlgebra) y
una parte semisimple (la subdlgebra de Levi), reduce, en esencia, el problema de

la clasificacién al de las dlgebras semisimples y resolubles.

Las 3lgebras de Lie semisimples (sin ideales propios abelianos), juegan un
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papel importante en las aplicaciones fisicas. Las complejas fueron clasificadas
por Killing y Cartan en su tesis (1894). Posteriormente, Cartan (1914) clasificé
las 4lgebras de Lie semisimples reales. La clasificacion de la dlgebras de Lie
resolubles, sin embargo, es un problema abierto. Resulta que la clasificacién de
las algebras de Lie puede reducirse todavia, en un cierto sentido (véase [30]) a la
clasificacién de un tipo particular: las dlgebras de Lie nilpotentes. Y en el estudio
y clasificacién de un tipo de familia de estas algebras es donde se enmarca este

trabajo de investigacion.

Son muchos los autores que han abordado el problema de la clasificacion de
las algebras de Lie nilpotentes. Las listas para dimensiones menores o iguales a
5 sobre un cuerpo conmutativo fueron publicadas, por primera vez, por Dixmier
en 1958 [15]. Mas no son estas las primeras listas obtenidas de algebras de Lie
nilpotentes, puesto que en 1891 K. Umlauf [39] da en su tesis doctoral listas para
todas las leyes de dimensiones 7, 8 y 9 admitiendo una base {Xo, Xi,...Xn-1}
para la que [Xo, Xi] = Xiy1 (1 < ¢ < n—2) sobre R 6 C, (las dlgebras de Lie
con esta propiedad son llamadas hoy en dia filiformes). Estas listas contienen, no
obstante, errores y algebras escindidas y no presentadas como tales. En 1958, U.
Morosov [36] publica la primera lista completa sobre un cuerpo K de caracteristica

0, para dimensién 6.

Vergne [40] publica en 1.966 listas completas de dimensiones menores o igua-
les que 6 sobre C, en su tesis de tercer ciclo, estudiando la variedad de leyes de
4lgebras de Lie nilpotentes mediante métodos cohomolégicos més que estudian-
do directamente la clase de isomorfia. Otras listas completas las proporcionan
Nielsen [37] y Cerezo [13] en 1.983, aunque de manera independiente y haciendo
uso de métodos diferentes. El procedimiento debido a Cerezo (a partir del hecho
que un algebra de dimension n es suma semidirecta de otra de dimensién n — 1

y una recta) ha sido el seguido por M. Romdhani para dar la lista completa para
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las nilpotentes de dimensién 7 [38]. El tema ha continuado siendo estudiado por
muchos autores en muy diversos lugares, pero como anteriormente la compleji-
dad de los calculos involucrados (realizados a veces a mano) ha continuado siendo

fuentes de errores y produciendo listas “mds o menos” fiables.

Recientemente, un nuevo invariante ha sido introducido por Goze para el es-
tudio de las algebras de Lie nilpotente: la sucesion caracteristica o invariante
de Goze. Usando este invariante, Ancochea y Goze obtienen la clasificacién de
las algebras de Lie nilpotentes complejas de dimensién 7 [3] y la de las algebras
de Lie filiformes de dimensién 8 [2], [4]. Ancochea y Gémez inician el estudio
de las dlgebras de Lie filiformes de dimensién 9 [1], [21]. Usando el método de
Ancochea y Goze, se han obtenido por Gémez y Echarte [20], [22]la clasificacién
de las 4lgebras filiformes complejas en dimensién 9. Con ligeras modificaciones,
Boza, Echarte y Niifiez abordan el caso de dimensién 10. El método de Ancochea
y Goze, muy adecuado en dimensiones pequefias, origina calculos muy complejos
a partir de dimensién 9. Un cambio sustancial, se va a producir con la forma
de ver un algebra de Lie filiforme por Khakimdjanov, modificando la dificultad
de la clasificacién; con esta metodologia y utilizando lo que ellos mismos deno-
minan cambios de bases elementales, Gémez, Jiménez-Merchan y Khakimdjanov
[26], han presentado por primera vez las dlgebras filiformes de dimensién 11 y
han corregido las de dimensién 10 e inferiores, utilizando computacion simboli-
ca, implementando los algoritmos que el método requiere para el céalculo sobre

ecuaciones polinémicas y los cambios de bases adaptadas.

Cuando se intentan estudiar problemas de clasificacién de algebras de Lie
nilpotentes de indice de nilpotencia alto se observa un aumento sustancial de la
complejidad de los cdlculos. Algunos de los problemas de clasificacion de algebras
de Lie nilpotentes de mayor interés consisten en la determinacién de aquellas con

una propiedad relevante, de tal suerte que a través de su estudio se puedan conocer
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caracteristicas importantes del resto de la familia a la que pertenecen. En este
contexto, se pueden destacar el estudio de las dlgebras graduadas naturalment de
la familia ya que, en cierta manera, se puede considerar que poseen la estructura

bésica de las algebras de Lie nilpotentes correspondientes.

La familia de algebras que consideré Vergne en su estudio, que llamé gra-
duadas naturalmente, estd formada por aquellas cuyas algebras graduadas, con
la graduacién inducida por la sucesién central descendente del algebra, son iso-
morfas al dlgebra de partida. Vergne obtuvo que sélo existia un algebra filiforme
naturalmente graduada si la dimensién n es impar, y dos algebras si n es par,
denotadas en este trabajo por L, y @,. Este hecho permite a Vergne distinguir la
estructura basica de cualquier 4lgebra de Lie filiforme y aplicarlo al estudio de la
variedad de leyes de 4lgebras de Lie nilpotentes [41]. Ademas, permite también
a otros autores abordar distintos aspectos de la teoria (véase, por ejemplo, [29]).
Resulta claro que la determinacién de las 4lgebras naturalmente graduadas de
una familia de 4lgebras de Lie nilpotentes, aporta informacion relevante al estu-
dio de la misma. Gémez y Jiménez-Merchan, presentan la familia de algebras de

Lie casifiliformes graduadas naturalmente [25], [34].

La dificultad encontrada en la clasificacién de las dlgebras casifiliformes natu-
ralmente graduada, hicieron que el grupo de investigacién al cual pertenezco se

interesase por descubrir donde estaba la clave de su complicacion.

El primero de los problemas que se aborda en la tesis trata sobre las algebras
graduadas naturalmente para una familia sefialada dentro de cada indice de nil-
potencia. Sig es un algebra de dimensién n y p-filiforme, es decir, de invariante de
Goze (n—p,1,...,1), puede verse en [25], donde p = 2, que, cuando la dimensién
de la subalgebra derivada es minima, las inicas algebras naturalmente graduadas
son extensiones de L, y @y, con la paridad de n adecuada. La generalizacion de

este hecho, para cualquier algebra p-filiforme con las condiciones requeridas, es



el resultado principal del Capitulo 1. Caracterizamos estas algebras p-filiformes

naturalmente graduadas como extensiones de las algebras graduadas Ln—p+1, si

n—pespar,y Lo_pt1 6 @Qn_pt1, si n — p es impar.

La continuacién del estudio de las algebras naturalmente graduadas iniciado
por Vergne, nos ha llevado a la consideracién en profundidad de familias de
algebras de Lie nilpotentes con otro tipo de graduacién, como medio de obtener
informacioén sobre la familia a la que pertenece. La graduacién natural conside-
rada por Vergne no se ha revelado siempre la més itil en el estudio de problemas
similares a los estudiados en [41]. Por ejemplo, Cabezas y Gémez han estudiado
las algebras p-filiformes, con p préximo a la dimensién (8], [12]. En estas dlgebras
de bajo indice de nilpotencia, donde la graduacién natural informa muy poco
utilizan, para determinar las dlgebras de derivaciones, graduaciones del algebra

con un nimero mucho mayor de subespacios que los de la graduacién natural {12].

Asimismo, Goze y Khakimdjanov (véase [30]) subrayan el importante papel

de las dlgebras de Lie filiformes para las que el producto corchete viene dado por

[XO’Xi] = Xi+la 1 S ? S n—2,
[Xi, Xj] = 6i; Xizj1, 1<i<j<n—2, j<n—-2-1.

Ello nos motiva al estudio de las graduaciones de las algebras de Lie nilpotentes

con el mayor nimero de subespacios no nulos posibles.

En el resto del trabajo se considera que g es un algebra de Lie Z-graduada,
es decir admitiendo una descomposicién g = @;cz 9i, donde los subespacios g;
verifican [g;, g;] C @i+;, para todo ¢,j € Z. Las graduaciones que se consideraran
son finitas (con un nimero finito de subespacios g; no nulos). Un algebra de Lie
nilpotente g admite una graduacién g = g,, @ - - D gn, coneza (finita) cuando
cada g;, con n; < i < ny, es no nulo. La longitud l(g) de un algebra de Lie g se

define como
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l(g) =max{nz —n1+1:9=0n - @ gn, e una graduacion conexa,}’.

Es decir, [(g) es el nimero maximo de subespacios de la graduacién conexa “mas
larga” que puede conseguirse en g. El dlgebra L,, admite una graduacién de

longitud n (maxima), y sin embargo @, tiene longitud n — 1.

Resulta clave para la clasificacién de las algebras de Lie nilpotentes de lon-
gitudes superior a su indice de nilpotencia la eleccién, como referencia, de una
cierta base homogénea y adaptada al dlgebra; su existencia constituye el punto
de partida que permite obtener su clasificaciéon. Y estos son, precisamente, los
resultados que se obtienen en el Capitulo 2: la existencia de bases adaptadas y
homogéneas en familias de algebras de Lie filiformes y casifiliformes de longitud

superior a su indice de nilpotencia.

En el siguiente capitulo se realiza la clasificacién de las algebras de Lie fili-
formes de longitud maxima, aquellas 4lgebras graduadas en las que el nimero
de subespacios homogéneos coincide con la dimension del algebra. Se demuestra
que, en cada dimensién n > 12, sblo existen 4 6 5 algebras filiformes de lon-
gitud maxima. Ademads de la mencionada L,, las dlgebras de Lie filiformes de
longitud maxima son R,, K,, W,, @', donde su leyes vienen dada, en una base

{Xo,X1,..., Xn-1} homogénea y adaptada, por:
Sin > 3, el algebra

Ln={ [Xo,Xi] = Xiss, 1<i<n—2.

Sin > 5, el dlgebra
[X07Xi]=Xi+l7 ISzSn—2
[XI,X,'] =X,'+2, 2<:1<n-3.
Sin > 8, el algebra
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[ [Xo, Xi] = Xita, | 1§i§h—2
Ko X Xopagao1o = (17 Koo 1<i<[5),
" By = 0 (] =) Ko 1585 (55,
| [Xi, Xnoami] = (1) 0G0 o X,y 2<ig s

donde o = 0, si n par, y a =1, si n es impar.

Sin > 8, el algebra

[X01Xi]=Xi+la 1SZSTZ—2,
W, =

[Xi, Xj] = S0 Xy, 1<i<j<n—2—4

Sin > 7y n es impar, el algebra

' [Xo, Xi] = Xita, 1<i1<n-2,
" [Xi,Xn—2—i] = (—l)i—l Xn—l, 1<:1< n=3

Cuando la familia es de dimensién n < 12, hay que afiadir algunas algebras,
distintas de las anteriores, que constituyen casos excepcionales y que también se

recogen en este Capitulo.

Los problemas de mayor envergadura son los que se presentan en el estudio de
las algebras graduadas casifiliformes con longitud superior al indice de nilpoten: ia
y que se estudian en el Capitulo 4. Separamos en dos secciones este ultin ¢
capitulo, dedicindolas a la clasificacién de las familias de leyes de algebras de Lie

casifiliformes con longitudes n y n — 1, siendo n la dimensién del algebra.

Cuando consideramos las dlgebras casifiliformes de longitud méxima, ademas
de las que son obtenidas como extensiones algebraicas de las algebras filiformes

de igual longitud, se tienen en cada dimensién n > 13 dos o tres dlgebras segun la
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paridad de n, y que seran denotadas como g}, ,_,), G7n1) ¥ g{,1)> donde sus leyes

vienen dadas, en una base {Xo, X3, ..., Xn—2, Y} homogénea y adaptada, por:

Sin > 5y n es impar, el algebra
[Xo, Xi] = Xia, 1<i<n-3,

O(n2-m) = _ '
) [Xt'7Xn—2—i] = ('—1)'—1)/, 1 S 1 S Ll%:i

Sin > 5, el dlgebra

92 _ [XO’Xi]=Xi+1, 1<21<n-3
o [Xi,Y] = Xi+2, 1< ) <n-— 4,

Sin > 17, el algebra
[Xo, Xi] = Xiy1, 1<i<n-3,
=9 [XiY]=Xiga, 1<i<n—4,
[X1,Xi] = Xigs, 2<i<n-5.

También se recogen las dlgebras que se deben afiadir cuando n < 13.

La lista de algebras cuya obtencién ha planteado una mayor dificultad es la
que se obtiene cuando se considera un algebra casifiliforme de longitud n — 1. Su

estudio es el micleo de este trabajo.

Cuando se estudian las dlgebras de Lie casifiliformes de longitud n — 1, la
dificultad es mayor tanto por el nimero de tipo graduaciones que cabe considerar
como por el numero de algebras que se obtienen. Ademés de la extensién alge-
braica del algebra @,-1, son dlgebras casifiliformes de longitud n — 1 las dlgebras
gin,l,p)’ conl< 1 <10 e 2 = 12 y la familia uniparamétrica g(l,ll’l’p)(a), donde sus

leyes vienen dadas, en una base {Xo, X1,...,Xn—2,Y} homogénea y adaptada,
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por:

Sin > 6, para 3 < p < n -3, las algebras
[Xo0, Xi] = Xip1, 11 <n =3,
1 —
8n1p) T ) (X, Y] = Xigp, 1<i<n—p-—2.

Sin > 6, para 3 < p < n — 3, las dlgebras
[Xo, Xi] = Xiy1, 1 <1< n =3,
[Xi,Y] = Xitp, 1<i<n—p-2
(X1, Xi] = Xige, 2<21<n -4

2 —
Hn1p) =

Sin>8ynespar, para 3 <p<n-—3ypimpar,y p=n—4, las dlgebras
[Xo, Xi] = Xisa, 1<i<n—-3,
g?n,l,p) = [X”Y] = Xi+P, 1 _<_ 2 S n _p - 2,
[Xl'y Xn—3—i] = (—l)i—an_g, 1 S 7 S 1‘—;$_

Sin>6,parab < p<n-—1y pimpar, las dlgebras

gl - [Xo, Xi] = Xina, 1<2<n-3,
n,1,p) — )
) [Xi, Xp_a—i) = (-1)7'Y, 1<i< B2,
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Sin>9, para5 < p<n-—2y pimpar, las dlgebras
[Xo, Xi] = Xiy1,
[Xi, Xp-2-i] = (=1)"7'5Y,

X Xop s 1o = 07 (S + 1Y)

Glntp) = )
XXz = 07 (122 =) Ko
| [Xi, Xnosmi] = (1)1 0 X,
donde @ = 0, si n es impar,y a =1, si n es par; y donde 3 = 0,
sip=2[(n—1)/2] =1,y B =1, en otro caso.
Sin > 8 ynespar, para 5 < p <n—1y pimpar, las algebras
[Xo, Xi] = Xy, 1<i:<n-3,
Oip) = § [Xiy Xp2mi] = (=1)1Y, 1<ige?
[Xiy Xns—i] = (1)1 X, 1< < 7‘2;4-
Sin>9, parap=>506p=7, las dlgebras
[ [Xo, Xi] = Xig1, 1<i<n-3,
oy = ] ] = Ko 3<j<n-4, j#p-3,

(X1, Xp_5] = Xp-1 4+ Y,
| [ Xy Xp—a-i] = (-1)71Y, 2 << B2,
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Sin>9, parap=>506p=171, las algebras

' [X07Xi]=Xi+l’ 1§1§n—3,
p _ | (X:, X;] = 6(:'—1)!(}1;)1!)! (7=1) Xigjst, 1<i< lnz_—iJ
i) i#p-2—i, i<j<n-3
| [Xi Xpooi) = SELEERER Xy 4+ ()7, 2SS B,

Sin > 13, paran —3 < p < n— 5, las dlgebras

' [X07Xi]=Xi+1, 1SZSTL—3,
— i : o« |n=5
[Xi,le.E-?J—l—i] =(-1) lleﬁgij’ << l 2 J’
Bain = [Xo Koz )] = (07 (|52 =) Xpaga s 1285|550,
[Xiy Xn—S—i] = (_1)1'(1_:1)1?-4_—11 aXn—27 2 S i S 2_2_'4_’
| [X,',Y]'—':X,'.H,, 13i$n’—p—2.

donde o = 0, si n es impar, y a = 1, si n es par.

Sin > 13, paran — 3 < p < n -5, las algebras

[X07Xi]=Xi+l, ISZSn—3,
00, =4 X X,] = MGG X,y 1< 25 i<i<n-3 -4,
[X:, Y] = Xigp, 1<:< n—p-2,
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Sin > 12 y n es par, las dlgebras

9%711,1,1;—3)(0‘) =9

' [XO) X‘z] = Xi-l-l’ 1
[Xt'y Xn—5—i] = (_l)i_l(aXn-cl + Y)a 1
[Xia Xn—4—i] = (_l)i_l(g:iz_'zl)axn—S’ 1
[Xi, Xnsi] = (-1 (EE=a 4 1) Xes, 1

donde o = re,

L [XI,Y] = Xn_g.
conr#0,y —n/2<0<7m/2

Sin > 13, las algebras 9%12;,1,2[(1;—1) /2)-3), definidas por

(

[Xo, Xi] = Xita,
X Xy g 5
[Xi’X2["T-1J—4—i
\ [Xi’X2["T"‘J—3—i

[Xi’le"T‘lJ—z—i

\

[X:, Y] = X,

) = (-1 (@ Xzt g+ V),
| = (-1l

2|25t |-

= (R X

im1, G-1)(-2)(3] 251 | —6—i)
] = (=1 L 0 4 )X, s

"T'lj —3447

IA
IA
=

I
A
5|

-

IN
IA
|

IA
IN

N|

i ((=1)(i-2)(i-3)(4] 252 | -8-1)
oo Xy 22 ol = (2D S LT D AP

3
|
»

3
t
-

3
1
'S

n —3,

=3
-
=22
n=1| g

siendo a = \/(2[%1J"5_)1(2;["T—1'J'6)’ y donde b = 0, si n es impar, y b = 1, si n es par.

Se concluye la memoria recogiendo en un Apéndice aquellas dlgebras casifi-

liformes de longitud n — 1, que se deben afiadir cuando n < 14, que en este

caso resultan ser un nimero elevado que no aporta informacién relevante al caso

general.

xviii



Un papel importante del método que conduce a los resultados obtenidos es,
esencialmente, fruto del tratamiento computacional en el estudio de los problemas
planteados, utilizando un lenguaje formal para generar estructuras y desarrollar
ejemplos que nos permitan intuir y contrastar conjeturas. Se recoge, ademas, en
el Apéndice uno de los programas utilizados, con el lenguaje de programacion

Mathematica, para la generacién de familias.
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Capitulo 0
Generalidades

Se introducen las nociones y definiciones generales que se utilizardn a lo largo de
este trabajo de investigacion, y se mencionan algunos textos introductorios sobre

élgebras de Lie, que son suficientementeconocidos para el especialista.

Si el lector no esta suficientemente familiarizado con los conceptos que se

tratan, puede recurrir a los textos que se citan a continuacion.

Podrian ser considerados basicos los textos de Jacobson [33] o Humphreys [32]
y el “survey” de Belifante y Kolman [6]. Mas recientemente, con un enfoque muy
actual, puede ser consultado el texto de Bauerle y Kerf [5]. Un texto muy reciente
pero imprescindible, dedicado especialmente a las 4lgebras de Lie nilpotentes,

objeto de estudio de esta Tesis, es el de Goze y Khakimdjanov [30].

0.1 Notaciones y terminologia

Un dlgebra de Lie (g,u) sobre un cuerpo K es un espacio vectorial g sobre K

dotado de una aplicacién bilineal u : g x g = g, llamada producto o ley del

1
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dlgebra, que cumple las propiedades
p(z,z) =0
y la identidad de Jacobi, que se expresa como

p(z, 1y, 2)) + p(y, u(2, 7)) + p(z, p(z,y)) = 0
para todos los elementos z,y, z de g.

Se suele designar u(z,y) por [z,y] y asi p es nombrado usualmente como
producto corchete. Por otra parte, g representa el algebra o el espacio vectorial,
indistintamente, segin contexto. A la dimension del espacio vectorial subyacente
se le llama también dimensidn del dlgebra. Las dlgebras de Lie, en este trabajo,
seran consideradas sobre el cuerpo C y de dimensién finita. Es habitual en el
tratamiento con dlgebras de Lie usar la notacién {X;, X, ... X,} para una base

del algebra y expresar los elementos del algebra en mayisculas.

Si llamamos B?(C™) al espacio vectorial de las aplicaciones bilineales de C™ x
C™ en C" y fijamos una base {ej,€,,...€,} de C*, podemos determinar un ele-
mento a de B*(C™) conociendo el conjunto de escalares C¥;, llamados constantes
de estructura, definidos por las férmulas a(e;, e;) = Y i, C i,jek; de este modo,
B?(C™) puede ser dotado con estructura de espacio afin. Asi, podemos considerar
un algebra de Lie g como un elemento de B%(C"); el conjunto £, de leyes de
algebra de Lie sobre C" es un conjunto algebraico afin definido por las relaciones

polinomiales

1. Ck, =-Ck,

FEX)
2. E( iCki+ CiaCii+ CiC3) =0
y parametrizado por las (n® — n?)/2 constanies de estructura C’fj.

Un subespacio g; de g se dice que es una subdlgebra de Lie de g si [X,Y] € g
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para todo elemento X, Y de g;, es decir, una subalgebra es un subespacio vectorial

que es algebra de Lie para la multiplicacién inducida.

Una subélgebra de Lie Z de g se dice que es un ideal de g si [Z, gl CZ, es
decir, [X,Y] € Z para cualquier elemento X € I, Y € g; por supuesto, todo

ideal es subalgebra.

Un 4lgebra de Lie no abeliana g se dice simple si no tiene ideales propios y
semisimple si no tiene ideales propios abelianos. Las algebras semisimples son
sumas directas de lgebras simples y éstas son conocidas desde los trabajos de

Killing y Cartan y estan clasificadas (pueden verse en [30] o [32]).

Si g es un algebra de Lie, a la sucesién de ideales definidos mediante

D°(g) = g,
D(g) = u(g,9),
D*+1(g) = u(D*(g), D*(g)), k=1,

se le llama sucesion derivada de g. Dicha sucesién verifica que
g=D%g) 2 D'(g) 2--- 2 D)+

y si existe un entero k para el que D*(g) = {0} el dlgebra se dice resoluble;
en tal caso, al menor entero que cumple dicha condicidnse le llama indice de

resolubilidad de g.

El Teorema de Lévi (veanse, por ejemplo, [30] o [33]) nos dice que toda algebra
de Lie g admite una descomposicién en suma semidirecta de su radical (el ideal
resoluble maximal del dlgebra) y una subdlgebra semisimple (la subdlgebra de
Levi). Este resultado reduce, en esencia, el problema de la clasificacién de las

algebras de Lie al de la clasificacion de las resolubles.
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Si g es un algebra de Lie, a la sucesién de ideales definidos mediante
{ C%g) =g,
C*(g) = u(C*(g),8), k=0

se le llama sucesidn central descendente de g. Dicha sucesion verifica que
g=C%)2Cg)2---2C9)

y si existe un entero k para el que C¥(g) = {0} el dlgebra se dice nilpotente;
en tal caso, al menor entero que cumple dicha condicién se le llama indice de
nilpotencia de g. Cuando dicho valor es n — 1, las algebras que se obtienen son

llamadas filiformes; se diran casifiliformes si su indice es n — 2.

Si g es un algebra de Lie y X € g, se denota por adX al endomorfismo de g
definido por
Y = u(X,Y)

y se le denomina aplicacion adjunta de X.

La aplicacion
ad : g — gl(g)

es una representacion de g, llamada representacidn adjunta del algebra. El Teo-
rema de Engel nos dice que “un dlgebra de Lie g es nilpotente si y sélo si adX es

nilpotente para todo elemento X de g”.

Un endomorfismo f de g se dice que es una derivacidén del dlgebra si

fu(X,Y)) = p(f(X),Y)+u(X, f(Y)), VXY €g.

Al conjunto de las derivaciones se le denota por Der(g) y se le puede dotar de

estructura de algebra de Lie definiendo el producto corchete como

[f,gl=fog—gof
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Si todas las derivaciones son nilpotentes, el dlgebra se dice caracteristicamente

nilpotente.

Se tiene que, para todo X € g, el endomorfismo adX es una derivacién que
se dice interior del dlgebra. El conjunto de las derivaciones interiores, adg, es
un ideal de Der(g). Médulo el estudio de las derivaciones de las algebras de Lie
resolubles, la clasificacién de las dlgebras de Lie se reduce, via el Teorema de Levi,

a la de las resolubles y en particular a las nilpotentes (vease [30]).

Un élgebra de Lie se dice Z-graduada, o simplemente graduada, si puede ser
descompuesta vectorialmente como
g= @m
i€l
donde g; son subespacios que verifican [g;, 8;] C @i+, para todo 2,7 € Z.
Si el mimero de subespacios g; no nulos es finito, diremos que la Z-graduacién

es finita.

Un 4lgebra de Lie se dice Z-filtrada, o simplemente filtrada, si existen subes-
pacios S;, con 1 € Z tales que
1. g= U Si,
i€L
2. [S{,Sj] C Sitj 1,7 €1,

3. S;iCS; si i > j, (se dice, entonces, Z-filtracién descendente).

Si el nimero de subespacios propios de la filtracién es finito, se dice que la
filtracién es finita, esto es, una filtracién descendente (S;)icz es finita si existen
ny,nq € Z tales que

S.'=g, i<n1

Si= {0}7 1 > na.

Si un dlgebra de Lie es graduada yes g = @ g, puede considerarse la filtracién
17 4
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asociada a la graduacion dada por Sy = @ 0.
>k

Si g es un algebra de Lie filtrada, con g = U S;, puede construirse a partir de

=y 4
ella, un dlgebra graduada, poniendo
S;
grg=EPg cong = [
i€Z i+1

y definiendo en gr g el producto [X,Y] = [X,Y], donde [X,Y] es la clase del ele-

mento [X, Y] € Si4j, cuando X e Y son representates de S; y S; respectivamente.

0.2 Invariantes Clasicos

El problema de la clasificacién de dlgebras de Lie nilpotentes obliga a distinguir
si son isomorfas; la decisién no es una cuestién facil, por lo que se recuerdan
los invariantes mas comunes de un algebra, es decir, aquellas propiedades que se
conservan bajo isomorfismos, de los que destacan por su simpleza la dimension y

el indice de nilpotencia.
Otros invariantes usuales son los proporcionados por la sucesion derivada
g=Dg) > D'(g) >--- > D(g) -+
por la sucesion central descendente
9=Cg)>C'g)D>--->Cg)-
asi como por la sucesion central ascendente que se define como

{0} = Co(g) C Cu(g) C -+~ C Ci(g) -+~

donde
{ Co(g) = {0}’

Crr1(9) = {X €g:pu(X,9) CCk(g)}, £>0.
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Denotando por
d; = dim(D'(g)), ¢ =dim(C'(g)), o = dim(Ci(g))

entonces la sucesion de dimensiones

s—1

1
(nydiy .. ydpe1,€yee €7 €1y ety Cont)

es un invariante de g. La clasificacién de algebras de Lie nilpotentes de dimensio-

nes inferiores o iguales a 6 se puede obtener utilizando sélamente estos invariantes.

Se denotan la subdlgebra derivada de g y y el centro de g, respectivamente,

por

p(g,9) = C'(g) = D'(g)
cen(g) = Ci(g)

Asimismo, si § es una subélgebra de g, el centralizador de b en g viene dado por

ceny(g) = {X € g: p(X,h) = 0}

Las dimensiones de estos ideales, a veces, resultan ser un invariante bastante til

para distinguir algebras no isomorfas.

Un invariante mas potente es el llamado la sucesidn caracteristica 6 invariante
de Goze, basado en conceptos elementales relacionados con la forma canédnica de
Jordan y se ha utilizado explicitamente, por primera vez, en los trabajos de

Ancochea y Goze [2] y [3].

La sucesién caracteristica se define como el maximo de los simbolos de Segre
de las aplicaciones lineales nilpotentes ad X, siendo X un elemento del comple-
mentario de la subélgebra derivada, es decir, si g es un algebra de Lie nilpotente

compleja de dimensién finita n, para todo X € g — [g, g] se denota por

o X) = (a(X), e2(X),...,1)
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la sucesién en orden decreciente de las dimensiones de los subespacios caracteris-
ticos del operador nilpotente ad X. Ordenando el conjunto de estas sucesiones en

orden lexicografico se define

e(g) = sup{c(X): X € g —[g,90]}

y a este se le llama sucesion caracteristica. Es un invariante mas potente que los
anteriores y se ha utilizado para obtener la clasificaciéon de las algebras de Lie

nilpotentes de dimensién 7, [3].

Evidentemente c(g) es un invariante para los isomorfismos y, por construccién,
existe al menos un vector X € g—|[g, g] tal que ¢(g) = ¢(X); un vector que verifica

dicha condicién es llamado vector caracteristico del algebra.

Si g, es un algebra de Lie nilpotente con sucesion caracteristica (py, p2,...,1),
1 P1 Pi P2 P2
existe una base que denotaremos por {Xo, X1',..., X5 _1, X1?, ..., X521, -}
verificando

[Xo, XJ']= X7y, 1<j<p—2
dicha base se dird base adaptada del algebra, siendo X un vector caracteristico.

El dlgebra abeliana de dimensién n es la tinica de invariante de Goze (1,...,1),
en las dlgebras metabelianas la sucesién caracteristica es (2,2,...,2,1,...1), en el
dlgebra de Heisemberg (2,1,...1), en las algebras filiformes (n — 1,1) y en las

algebras casifiliformes (n — 2,1,1).



Capitulo 1

Extensiones algebraicas de

élgebras de Lie filiformes

Cabezas y Gémez [8] y [9] denominan las algebras de Liep-filiformes, a aquellas
cuyo indice de nilpotencia es n — p. (En el caso particular p = 1 resultan las

filiformes).

Las familias de 4lgebras de Lie nilpotentes graduadas naturalmente, cuando
la dimensién de la subélgebra derivada es minima, pueden ser caracterizadas en
términos de las algebras de Lie filiformes graduadas naturalmente de dimensién

n—p+1.

El resultado principal de este capitulo generaliza €l que obtienen Gémez y

Jiménez-Merchan [23], para las dlgebras casifiliformes.
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1.1 Introduccién

En el estudio de la cohomologia de las dlgebras de Lie nilpotentes que hace Verg-
ne y que aplica al estudio de la variedad de leyes de algebras de Lie nilpotentes
[41], la clasificacién de las dlgebras filiformes graduadas naturalmente desempe-
fia un papel importante al permitir expresar un algebra filiforme de una forma
simplificada. En efecto, Vergne obtiene que hay sélo dos algebras filiformes gra-
duadas no isomorfas cuando la dimensién es par y una cuando la dimension es
impar. Encuentra una base en la que la expresion de las graduadas naturalmente
es “cémoda” y la filtracién natural proporciona el resto de los productos necesa-
rios que deben ser conocidos, para determinar cualquier algebra filiforme a partir
de las graduadas. Asi, las dlgebras naturalmente graduadas aparecen como la

estructura basica de un algebra filiforme.

Goze y Khakimdjanov[29], utilizan estas dlgebras para la descripcion de las
algebras de Lie caracteristicamente nilpotentes, problema que habia sido abor-

dado, desde su introduccién por Dixmier y Lister[16], por diversos autores [17],

(18], [19], [35].

La determinacién por Gémez y Jiménez-Merchan[25], de las dlgebras de Lie
naturalmente graduadas en el caso casifiliforme (de indice de nilpotencia n — 2),
mostro que el problema se complica extraordinariamente al disminuir el indice de
nilpotencia, al obtener que habia una familia localmente finita en términos de la
dimensién. No obstante, el caso en el que la dimensién de la derivada es n — 3
las algebras que se obtienen se pueden expresar como extensiones de las algebras

obtenidas por Vergne.

Las algebras de Lie sefialadas hasta ahora tienen indice de nilpotencia n — 1
y n — 2, respectivamente. Asi, parece natural abordar el estudio de familias de

algebras de Lie nilpotentes de indice n — 3.Para este indice de nilpotencia la suce-
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sién caracteristica no es tinica, como ocurria en los casos filiforme y casifiliforme,
siendo sus posibles expresiones (n — 3,1,1,1) y (n — 3,2,1). A medida que dis-
minuye el indice de nilpotencia la situacién se complica, ya que va aumentando

el nimero de posibilidades para la sucesién caracteristica.

Cuando se aborda el estudio de dlgebras de Lie con indice de nilpotencia
inferior se introduce, de modo natural y en términos del invariante de Goze, el
concepto de algebra de Lie p-filiforme, como aquella de sucesién caracteristica (n—
p,1...,1). Los casos p =1y p = 2 corresponden a las algebras de Lie filiformes y
casifiliformes, respectivamente. La familia de las dlgebras p-filiformes desempeia,
para cada indice de nilpotencia, un papel en cierta manera similar al de las

filiformes para la totalidad de la clase, en términos de la sucesién caracteristica.

Incluso para este tipo de algebras y valores de p grandes, la determinacién de

las algebras naturalmente graduadas resulta un problema de gran envergadura.

En el presente capitulo se determinan las dlgebras de Lie p-filiformes natu-
ralmente graduadas con dimensién de la derivada minima, lo que incluye el caso
filiforme para p = 1 y el caso casifiliforme para p = 2. Las édlgebras que resultan
se pueden expresar todas como extensiones de 3lgebras obtenidas por Vergne, en

el sentido que se indicé en el caso 2-filiforme.

1.2 Algebras de Lie graduadas naturalmente

Si g es un algebra de Lie nilpotente de indice k, la sucesién central descendente,

{C*g}ocick, define una filtracién finita, {S*g}icz, denominada filtracidn natural,
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de la siguiente forma
g, si 1<0
Sip1=4 C'g, si 1<i<k-1

{0}, si i>k.

El dlgebra de Lie graduada finita que se obtiene de la filtracién natural, viene

dada por '
C(g)
rg = ; con g = — .
grg @9 g C(g)

i<k

Se dice que un 3lgebra de Lie nilpotente g es o esta graduada naturalmente si

es isomorfa al algebra graduada gr g obtenida de la filtracién natural del algebra.

Vergne denomina algebra de tipo {p;,p2,...,px} al dlgebra de Lie g tal que

- Ci-l(G)) :
dim =p, 1<1<k
( Ci(g) F

Un dlgebra de Lie filiforme es la que tiene tipo {2,1,...,1}. Las algebras de

Lie filiforme graduadas naturalmente han sido determinadas por Vergne[41].

Si g es un algebra de Lie filiforme graduada naturalmente de dimension n, de

la definicién se tiene que
dim(C'g) = n -2,
dim(C'g)=n—-i—-1, si 2<i<n-1
{0}, si 1>n,
y, por tanto, sera g =g, D g P - - - D gn-—1, donde
dimg; = 2,

dimg; =1, si 2<:<n-1.
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En las 4lgebras de Lie filiformes naturalmente graduadas se puede encontrar
siempre una base {Xo, X1,...,Xn-1} de g, que se dird adaptada y homogénea

del algebra, tal que

[XQ,X,‘] =X,'+1 si 1 S ) S n— 2.

Se deduce, por tanto, de la determinacién del operador adjunto ad Xo, que
g1 =< Xo, X1 >,
g =< X; >, si 2<i1<n-1,
con lo que el algebra de lie filiforme g estd graduada naturalmente si y sélo si
[Xo, Xi] = Xig1, 1<i<n-2,
[Xi, Xj] = aijXipj, 1<i<i<n—1~73,

siendo las {a; ;} las constantes que verifican las condiciones algebraicas obtenidas

de las ecuaciones de Jacobi.

El resultado principal obtenido por Vergne viene expresado en el siguiente

teoremas:

Teorema 1.1 [41] St g es un dlgebra de Lie filiforme graduada naturalmente de
dimension n, entonces g = L, si n es impar, y g = L, 6 g = Qn cuando n es

par, siendo, en una base {Xo, X1,...,Xn-1},

L, el dlgebra cuya ley estd definida por

Q. el dlgebra cuya ley estd definida, ni n=2q, ¢> 2, por
[Xo, Xi] = Xita, 1<i1<n-2

[XiaXn—l—i] = (_1):'-an_1, 1<:< q-—1.
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El caso en que g es un dlgebra de Lie casifiliforme (de indice de nilpoténcia
n — 2) se complica extraordinariamente, ya que se tienen que considerar los tipos
3,1,...,1), (2,2,1...,1), (2,1,2,1,...,1),...,(2,1,...,1,2). Las algebras casi-
filiformes graduadas naturalmente han sido determinadas por Gémez y Jiménez-
Merchan[25].

Si g es un algebra de Lie casifiliforme graduada naturalmente, admite una

descomposicion de la forma

9=0108@ D gn-2
donde se tiene alguna de las siguientes posibilidades:
1. dimg; =3, dimg; =1, 2<:<n-2
2. dimg; =2, 3p con dimg, =2, dimg; =1, 2<:<n—-2, i#p,

y existe una base {Xg, X1,...,Xn-2,Y} en la que dicha descomposicién queda

determinada por uno de los tipos siguientes:

t; =<X0,X1,Y>@<X2>®"'@<Xn-2 >,

=< X6, X1 >0 < X2, Y >B:-- D < Xy—2 >,

ti-2 =< Xo, X3 SE<Xo>P P < Xp2,Y >.

El estudio detallado de las dlgebras que resultan en cada caso se encuentra en
[24], donde se pone de manifiesto que se tiene una familia de slgebras localmente
finita para cada dimensién. El resultado obtenido cuando g es un algebra del tipo

t1, se recoge en el siguiente Teorema

Teorema 1.2 [24] Sea g un dlgebra de Lie nilpotente de dimension n, de indice

de nilpotencia n — 2, graduada naturalmente y verificando dimC'(g) = n — 3.
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Entonces g es isomorfa a

L. &K, sin es par,

Li16K 6 Qu-19K, si n es impar.

Se va a probar a continuacién que la condicién de tener la subalgebra derivada
la menor dimensién posible permite extender el resultado a la generalizacién del

concepto de filiforme para cada indice de nilpotencia.

1.3 Algebras p-filiformes graduadas naturalmen-

te

El invariante de Goze permite caracterizar las dlgebras filiformes y casifiliformes
a través de las sucesiones caracteristicas respectivas, (n—1,1) y (n—2,1,1). Para
el resto de indices de nilpotencia no existe una sucesién caracteristica \inica que
determine a la familia. Para cada indice de nilpotencia se van a considerar las

dlgebras de “mayor” invariante de Goze.

Definicion 1.3 Un algebra de Lie nilpotente g, de dimensién n, se denomina

p-filiforme si tiene invariante de Goze (n — p, 1,...,1).

Las algebras de Lie filiformes son las 1-filiformes, las dlgebras casifiliformes
son las 2-filiformes y las 4lgebras de Lie abelianas son las (n —1)-filiformes, donde

n es la dimensién del algebra.

De la definicién de sucesién caracteristica se deduce que toda algebra de Lie

p-filiforme g, de dimensién n, tiene indice de nilpotencia n — p.
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Sea g un algebra p-filiforme de dimensién n. Si X, es un vector carac-
teristico del algebra, puede hallarse una base adaptada de g, denotada como
{Xo0, X1,--+yXn-p, Y1,...,Yp_1}, tal que Xy € g — [g,9] y verificando

[XO,X5]=X1'+1, 1SiSn‘—P—1,
[Xo, Xn—p] = 0,

De modo que, si la subélgebra derivada de g, C'g, tiene la dimensién apropia-
da y el algebra estd graduada naturalmente, podemos precisar la descomposicién

que origina la graduacién en términos de una base adaptada homogénea.

Lema 1.4 Si g es un dlgebra de Lie p-filiforme graduada naturalmente, de di-
mension n, tal que dim(C'g) = n — p — 1, se tiene, en una base adaptada, la

descomposicion

0=<Xo0,X1,Y1,Y5,..Y,1 >0 < Xo>® D < Xpp >

Demostracién.

La prueba se deduce directamente de las propiedades de la base adaptada del

algebra. Como
[Xo, Xi] = Xisa, 1<i<n-—p-—1,
se tiene, que
CY(g) O< X2, X3,y Xn—p >
y como
dimC'(g)=n—-p—-1
sigue que

Y: ¢ C'g para cualquier i
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de donde la consideracién de la filtracién natural implica directamente el resul-

tado. O

Se est4 en condiciones de obtener la clasificacién de las algebras de Lie gradua-
das naturalmente que se precisan en el lema anterior y que generaliza el resultado

del Teorema 1.2.

Teorema 1.5 Sea g un dlgebra de Lie p-filiforme graduada naturalmente, de
dimension n, y verificando dimC(g) = n — p— 1. Entonces, si p # n — 2, el

dlgebra g es isomorfa a

Lu—py1 &KL sin —p es par,

Lypps1 KPP 6 Qnopy1 & KP, sin —p es impar.
Demostracién. Los casos p =1y p = 2 son los resultados que proporcionan
el Teorema 1.1 y el Teorema 1.2 respectivamente. Si p = n — 1, el dlgebra g es el
lgebra abeliana de dimensién n y no hay nada que probar. Supéngase entonces
que 3 < p<n-—3ysea {Xo, X1,...Xn-p, ¥1,Y2,...Y,_1} una base adaptada del
dlgebra p-filiforme graduada g. De acuerdo con el Lema 1.4,

y el algebra g es de la familia
[ [Xo, X} = Xita, 1<i<n—p-1,
[Xi, X;] = ai; Xivs, 1SiS[1:§;lJ,i<an—P-i,

[Xi’Yj]=bi,in+1’ ISlSW—P—l,lﬁ.?SP—l,

donde los pardmetros a; j, b; ; y c;; verifican las relaciones algebraicas obtenidas
de las identidades de Jacobi. Denotemos por J(X;, Xj, Xx) = 0 la identidad de
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Jacobi correspondiente a las terna de vectores {X;, X;, Xi}. Si se consideran las
relaciones de Jacobi J(Xo, X;,Y;) =0, con1<i<n—p—-2y1<j57<p-1,se

obtiene que
[Xo0,bij Xit1] = [Xi41, Y] +[Xi,0], 1<i<n-p-2,1<j<p-—-1,
de donde se deducen las relaciones
.bi,in+2 =bi41,;Xit2, 1<i<n—-p-2,1<j<p-1
o, lo que es lo mismo,
bij=b; para 1<i<n-p-—-1,1<j<p-1.

De las relaciones de Jacobi J(Xo,Y;,Y;) =0, con1<i<j<p-2,

se deduce que

[X07 ci,jX2] = [0’ Y.;] + [Xt"O»]

lo que prueba que

¢G;=0, 1<i<j<p-1
El cambio de bases definido por las relaciones
X =X, 0<:<n-p,

{ Y/ =Y +b,;X, 1

IA

j S y 1»7
permite suponer

bi;=0, paral <j <p—L.

Asi, el algebra g se puede expresar como

{[XO,X,-]=X,-+1, 1<i<n-p-1,

[Xi, X;] = ai,; Xiyj, 1SiSl";§_L1J,i<j$n—p—i,
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es decir, Y; € ceng = {X € g: [X, g] = 0}, para todo 1 <i < p — 1. Se obtiene

entonces la descomposicién del algebra g como la suma directa
g:g'@ <Y1,...,Y;,_1 >,
donde

' @gi
<%,....Y,1>

g

es un algebra filiforme graduada. El hecho de ser < Yi,...,Y,_; > el algebra
abeliana de dimensién p — 1 junto al Teorema 1.1 aplicado al algebra g’ completa

la demostracion. 0

La exclusién del caso p = n — 2 del Teorema 1.5 es debida a que las relaciones
de Jacobi de la familia que resulta se verifican trivialmente. Estas dlgebras, cuya
clasificacién puede encontrarse en [10] 6 en [31], se corresponden con las algebras

desucesién caracteristica (2,1,...,1) y son siempre graduadas de forma natural.




Capitulo 2

(Graduaciones conexas. Bases

homogéneas

Se introduce el concepto de longitud de un algebra de Lie (en realidad Z-longitud)
como el nimero de subespacios homogéneos de la Z-graduacién conexa “mas

larga” posible para dicha algebra.

Cuando la longitud es préxima a la dimensién los subespacios homogéneos
tienen dimensién pequeiia, lo que facilita extraordinariamente la determinacién

de ciertas propiedades geométricas.

Surge la necesidad de encontrar bases “cémodas” que permitan abordar el

problema de la determinacién de estas algebras.

Se resuelve esta cuestion para las dlgebras filiformes de longitud dimg y para

las casifiliformes de longitudes dimg y dimg — 1.

21
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2.1 Introduccién

En los trabajos de Vergne[41] y Gémez y Jiménez-Merchan [24], al considerar la
graduacién natural, el nimero de subespacios graduantes coincide con su indice
de nilpotencia n — 1 y n — 2. De igual modo, en cualquier familia de algebras de
Lie nilpotentes naturalmente graduadas se verifica que el nimero de subespacios
graduantes coincide con el indice de nilpotencia. Esta consecuencia se obtiene
de la filtracién que produce en el algebra la sucesion central descendente, la cual
determina el nimero de subespacios no nulos de la graduaciéon. Al disminuir
el indice de nilpotencia, la citada graduacién no resultara, en general, la mas

conveniente para realizar el estudio de las derivaciones, orbitas, etc...

Cabezas y Gémez[12], muestran que para el indice de nilpotencia tres se puede
obtener una graduacién (no natural) conexa con un gran nimero de subespacios
no nulos, de manera que dicha graduacién les permite obtener resultados relevan-

tes sobre diversos aspectos geométricos.

Del mismo modo, Goze y Khakimdjanov([29] destacan el importante papel
de las 3lgebras filiformes graduadas cuyo producto corchete viene dado por la

expresion
[X07Xi]=Xi+17 1<i<n—2,

[Xi, Xj] = aijXigjpr, 15i<j<n—2—14,

para el estudio de las derivaciones.

En ambos casos se estdn considerando algebras nilpotentes graduadas del tipo
G=09n, D DGn,
conny —ny+1€ {n,n—1} y con g; # {0}, siendo n la dimensién del algebra.

Lo anterior motiva el estudio de las algebras de Lie nilpotentes graduadas,

con mayor numero de subespacios homogéneos que su indice de nilpotencia.
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La definicién de longitud de un dlgebra, (nimero de subespacios de la gradua-
cién conexa “mas larga” que admite un 3lgebra), permite fijar la nomenclatura

para trabajar con las graduaciones que se van a considerar.

Una ventaja importante que resulta del trabajo con algebras de Lie graduadas
naturalmente es la existencia, de manera inmediata, de bases adaptadas y homo-
géneas, en las que los productos corchete vienen expresados de manera facil. La
pregunta es ahora evidente jes posible, en otro tipo de graduacién, no natural,

encontrar una base adaptada y homogénea?

La Subseccién 2.3.1 esta dedicada al estudio de bases adaptadas y homogéneas
para algebras de Lie filiformes graduadas de longitud méxima, es decir, para las

que g =gn, -+ D gn,, cON Ny —ny =n — 1, siendo n la dimensién de g.

Se puede garantizar para las dlgebras filiformes de longitud méxima la existen-
cia de una base adaptada y homogénea, {Xo, Xi, ... Xn-1}, ¥y su descomposiciéon

es, en esencia, de alguno de los tipos
l.— g=¢1®---Dgn, con g =<X;.; > 1Zi<n
2.— g=gon @ - D1, cong =< Xo >, gi =< Xign-1 >, 2-n<:1<0.

(Ademas, apareceran otras dos graduaciones equivalentes a estas con sélo

realizar el cambio en el indice, i’ = —i, de los subespacios graduantes ).

Se termina el capitulo con las Subsecciones 2.3.2 y 2.3.3, en las que se realiza
el estudio de la existencia de bases adaptadas y homogéneas para algebras de Lie

casifiliformes graduadas con longitudes n y n — 1, es decir,
g=gn1®"°®gn2, con n2—n1=n_1
gzgﬂq@”'@gnz, con nZ_n1=n—2

También en estas algebras puede garantizarse la existencia de bases adaptadas
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y homogéneas, {Xo, X1,...,Xn-2,Y}.

Para el primer caso (cuando el dlgebra tiene longitud n), las descomposiciones
que resultan son
g =< Xign—2>, 3-n<1<L0,
.- g=93. D ---Dg1Dgs, con g1 =< Xo >,
g2=<Y >.

4

g =< Xign—1 >, 2-n<1< -1,
2.— g9=gn® - D@1, con § go=<Y >,

L 91 =< Xo > .

’

g2—n =< Y >,

.- g=gn® - @B, con { g =<Xijn2> 3-n<:<0,

[ g1 =< X0 >.

go=<Y >,
4. — g=0g0P - D gn-1, con '
gi =< Xi_1 >, 1<:<n-1.

g1 =< Xo >,
5. — g=01 D ---Dgn, con g =<Y >,
gi=<Xi_2>, 3<:1<n

gi=<Xi.1> 1Z<:i:<n-1,
6.— g=0g:1®---Dgn, con
g =<Y >.

(Ademas, al igual que para el caso de las algebras filiformes de longitud mé-
xima, apareceran graduaciones equivalentes a estas con sélo realizar el cambio,

en el indice de los subespacios graduantes, i = —3).

En el segundo caso (cuando la longitud del 4lgebra es n — 1), las descomposi-
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ciones que resultan vienen dadas, en algunos tipos, en funcién de un cierto entero

py son

l.— g=03-n P - D g, donde

9 =< Xiyn—2>, 3—-n<:<0,

0 =< Xo,Y >.
bexistepe Z, con 3 —n < p <0, tal que
[ 6 =< Xipn-2 >, 3_n<i<p—l,
gy =< Xp4n-2,Y >,

8 =< Xipn-2 >, p+1<:<0,

=< Xo>.

\

2.— 9=93-p€9"'€{9gn_p+1,con2§p§n—1,donde

4

gi =<XP-2+1' >, 3—-p<<0,
o =< XO, Xp—-] >,
9i =< Xp-24i >, 2<:<n-p,

On—p+1 =< Y>.

\

3.— g=g2p®D - ®Gn—p,con2< p<n—1,donde
' 92-p =<Y >,
g =< Xp—24i >, 3—-p<i1 L0,

4] =< XO,XP—I >7

L 9i =< Xp_24i >, 2<i<n-—np.

4.~ g=g1 @D+ D @n-1,y existe p, con 1 < p <n—1, donde
g =< Xi-1 >, 1<:1<p-1,

gp =< Xp-1,Y >,

gi =< Xi1 >, p+1<i<n-1
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(Ademas apareceran, como en los dos casos anteriores, graduaciones equivalen-
tes a estas con sélo realizar el cambio, en el indice de los subespacios graduantes,

i' = —i).

2.2 Longitud de un algebra de Lie

Se introduce ahora la notacién para el tipo de graduaciones que se van a considerar
sobre algebras de Lie nilpotentes, aunque en este capitulo el estudio se centrard
en las filiformes y casifiliformes. En todo lo que sigue se van a considerar Z-

graduaciones.

Definicion 2.1 Se dice que un algebra de Lie nilpotente g admite una graduacién

g=0n, @ D gn, conexa (finita), cuando cada g;, con n; < i < ny, es no nulo.
Definicion 2.2 Se define la Z-longitud, /(g), de un 3lgebra de Lie g como
l{g) =max{nz; —n1+1:g=gn & D gn, es una graduacién conexa} .

Nota 2.3 Como en todo el trabajo se van a considerar sélo Z-graduaciones, se

hablara de longitud en lugar de Z-longitud.

Es decir, la longitud /(g) es el nimero de subespacios de la graduacién conexa
“mas larga” que puede conseguirse en g. Toda élgebra de Lie g tiene al menos
longitud uno, ya que se puede considerar la graduacién conexa trivial g = go. Por
otra parte, como la longitud de un dlgebra no puede ser mayor que su dimensién,

se tiene para toda algebra g que 1 < I(g) < dimg.

Por ejemplo, el algebra L, admite la graduacién natural, que viene dada por

g=g1 - D Bn-1,
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siendo, en una base adaptada {Xo, X1,..., Xn-1},
g1 =< Xo,X1 >,
g =< X; >, con2<:<n-1

y la graduacion

g=g01 D - O gn,

siendo

g =< Xi-; >, conl <1< n,

Ambas son graduaciones conexas de L,, la segunda tiene el mayor nimero de
subespacios no nulos posibles, n, y por tanto podemos decir que la longitud de
L, es

l(L,) =n.

Q. no admite una graduacién de longitud n, ya que si la admitiese, se tendria

esencialmente (veanse las proposiciones 2.4 y 2.5), que

Qn=0199:0 - Dn
con
g =< Xi1 >,

y los productos corchetes deberian verificar

[Xi, X;] € [8i41,9541) C Birjrz =< Xigj1 >,
de donde

[X:, X;] = @:;Xi4;41 paratodoiy jeon 0<i,j<n—-1yj<n—-2-—u

Como el algebra @, (n par), viene dada por

[Xo, Xi] = Xit1, 1<i<n-2,

[(Xi, Xno1=i) = (1) Xy, 1K< 3 -1,
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se observa que [Xj, Xyn-2] = Xn-1 va en contradiccién con el supuesto de estar

Q. graduada con n subespacios. Por tanto

(Qn) =n—1

Asi, la tinica algebra de Lie filiforme graduada naturalmente que tiene longitud

maxima es L.

La existencia de bases adaptadas y homogéneas en las familas de algebras de
Lie nilpotentes graduadas naturalmente estd garantizada via la filtracién natural.
El probar la existencia de tales bases en algebras de Lie nilpotentes graduadas por
otro tipo de graduacién constituye el primer problema a resolver. En la siguiente
seccién se realiza esta prueba para las algebras de Lie filiformes y casifiliformes
de longitud méxima, igual a dimg, y para las algebras casifiliformes de longitud

dimg — 1.

2.3 Bases homogéneas y adaptadas

La determinacién de las expresiones de las familias de leyes de algebras de Lie
nilpotentes graduadas plantea el problema de encontrar las bases en las que el

producto corchete venga dado de forma sencilla.

Se estudia en la siguiente subseccién, la existencia de bases adaptadas y homo-
géneas para las dlgebras de Lie filiformes graduadas de longitud méxima, aquellas
graduaciones cuyo nimero de subespacios homogéneos coincide con la dimension

del algebra.
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2.3.1 Bases en algebras filiformes de longitud n
e Caso n; >0 (6 n; <0)

Cuando g es un algebra de Lie filiforme graduada de longitud maxima, donde
todos los subindices de los subespacios homogéneos de la graduacién son no ne-
gativos, @ = Gm @ - -+ ® Gm4n-1, cOn m > 0; se tiene, que la dnica graduacién

posible es aquella cuyo primer subespacio es gm = 81-

Proposicién 2.4 Sean g un dlgebra de Lie filiforme n-dimensional, con longitud
I(g) =n, y m > 0 un entero para el que g = g ® -+ * D Prm4n—1 €S una graduacion

coneza. Entonces tiene que ser m = 1.

Demostracién. Como g = gm @ - * D Gm+n—1 €s una graduacion conexa de g,

dim(g;) = 1, se tiene la inclusion

Clg = [g, g] Comt1 D @D Imtn-1-

Entonces, si m > 2 tiene que ser dim(C'g) < n — 3, que se contradice con
el hecho de que la subalgebra derivada de un algebra filiforme g verifica que
dim(C'g) = n — 2. Si m = 0, al ser go una subalgebra de g y por la nilpotencia
del algebra filiforme g, se tiene que [go, g;] = 0; luego go € ceng y, andlogamente,
se puede ver que g,_; € ceng, con lo que se verifica que dim(ceng) > 2, hecho
que esta en contradiccién con la condicién de ser g filiforme. Por tanto, tiene que

ser m = 1, luego el dlgebra tendra la descomposicion g =g, @ - - @ @n- 0

Cuando g admite una graduacién con todos los subindices negativos, una
reordenacién de estos, proporciona una graduacién equivalente a la obtenida en

la Proposicion 2.4.
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Proposicion 2.5 Sean g un dlgebra de Lie filiforme n-dimensional, con longitud
l(g) =n, y m <0 un entero para el que § = Gon+1 D - PP €5 una graduacion

coneza. Entonces tiene que ser m = —1.

Veamos que existen bases homogéneas y adaptadas para las familias de alge-
bras de Lie filiformes en el caso de estar graduada como g = g;®- - -Pg,. Cuando
los subindices de los subespacios homogéneos de la graduacién son negativos, que-
da perfectamente determinado por simetria. El siguiente lema nos relaciona la

existencia de tales bases con la existencia de una derivacién apropiada.

Lema 2.6 Un dlgebra de Lie filiforme g, de dimensién n, admite una graduacion
conera g = g1 ® -+ @ gn st y solo si existe una derivacion diagonalizable de g

cuyos autovalores son los numeros enteros {1,2,...,n}.

Demostracién. Dado que g viene graduada como g = g; ® --- D g y si

{X1,X3,...,X,} es una base homogénea de g, con X; € g;, definimos
dX;)=1X;paral <i<n

y se puede comprobar que d es una derivacién del dlgebra g.

Por otra parte, la existencia de una derivacién diagonalizable d en g, con el

espectro {1,2,...,n} requerido, permite obtener la graduacién de g,

g=3 D D g,

donde
gi={X €g:dX)=1X},

En efecto, si X € g, Y € g;, entonces

d([X7 Y]) = [d(X),Y] + [Xa d(Y)] = (z +j)[X7 Y]
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y por tanto [X,Y] € gi4;; con lo que se tiene que [g,8;] C 8i+; ¥ la graduacion
de g esté bien definida. O

Estamos en condiciones de probar la existencia de bases adaptadas y homo-

génea, cuando g =g, @ - - - D gn.

Proposicién 2.7 Sean g un dlgebra de Lie filiforme de dimensidn n que admite
la graduacidn coneza g =g, @ --- ® 9, y X1 un vector caracteristico del dlgebra.
Entonces eziste una base homogénea y adaptada del dlgebra, {X;, Xz,..., X} tal
que X; € g1.

Demostracién.  Si{X1,Xa,...,X.} es una base homogénea y adaptada de g

y X; es un vector caracteristico, se tiene
[X1, Xi] = Xig1, 2Z:1<n—1,
[Xl,Xn] = 0,

los vectores X; y X, generan el algebra g. Supuesto X; € g, y X3 € gs, se tendra
que X; € g(i—2)r+s Para i > 2. Como la graduacién es conexa sera r =1y, s = 2,
con lo que se tiene que

X;.€gi, paral<:i<n

y, por tanto, el Lema 2.6 garantiza entonces la existencia de una derivacion d de
g tal que d(X;) = X;.

Como g es un algebra de Lie filiforme, existe una base {U1, Uz, ..., Us,} tal que

[Ul’Ui]=Ui+l, 2S1Sn—17
(U, Us] = 0.

En aplicacién del Lema 2.6, sea d la derivacién de g, de espectro {1,2,... ,n}ty

tal que d(X) =: X, para X € g;.
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Dado que U;,U; € C'g y como

Uicgi®giv1D - O gn,

se debe tener que
d(U¢)=iU5+265jUj, 1<:<n.
>t

La existencia de una base homogénea adaptada {Xi,..., X, }, con los generadores

expresados por

Xi=) Ui, Xy=) pB:U;,
=1

=1

se deducira de la compatibilidad del sistema de ecuaciones en a; y 8;, para cual-

quier ¢, al exigir

d(Xl) = Xl y d(Xz) = 2X2
en la expresiones anteriores y utilizar las relaciones obtenidas para cada vector
d(X;).

Se tiene que

d(X,) = d(i oU;) = Zn: o;d(U)

=1 i=1

y desarrollando, se llega a

d(X1) = zn:(ai(iUi + zn: 6ixUs)) = iaiUi

=1 k=1+1 i=1

igualando los coeficientes de U;, se obtiene, entonces, que
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O£1U1 = alUl

51,2011
2—-1
(3az + a161,3 + a2023)Us = a3Us = a3 = —

(202 + 01612)Us = Uz = 0p = —

1613+ 02023
3-1

i-1
i PILILIT
. =1
(za,' + (Z ajéj,;))U,- =oU; > o= ————
J=1 t— 1
con lo cual, eligiendo en la primera ecuacién cualquier valor @; # 0, se puede

obtener el vector X;.

Se pretende a continuacién obtener el vector X; y para ello se determinaran los
valores 3;, exigiendo que d(Xz2) = 2X;
d(X,) = d(3° B:U:) = 23 B:U3),
=1 =1
desarrollando se tiene que
S BGU+ Y 6ikUs) =203 BiU%).
=1 k=i+1 =1
igualando los coeficientes de U;, se obtiene que
BiUr = 26Uy = 51 =10
(2,@2 + ,5161,2)(]2 = 2ﬂ2U2 — ﬂgcualquiera
(3083 + B101,30202,3)Us = 2B3Us — B3 = —bibugtbabas

3-2

-1

>0
@B + (O Bid;))Ui = 268:U; — B = e

=1 l—2
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con lo que se pueden obtener todos los valores de 3;, para 2 < : < n—1, eligiendo

B2 # 0.
El resto de los vectores de la base se obtiene por recurrencia, sabiendo que
d(X1,X;) € gipa, d(X1,X:) = (1 + 1) Xipa,
y por tanto, se tiene que existe una base adaptada y homogénea cuando el algebra

admite la graduacién g =g, & - -+ ® gn.- o

Corolario 2.8 Si g es un dlgebra de Lie filiforme de dimension n que admite
la graduacion coneza gy @ --- D gn y st {X1,...,Xn} s una base homogénea y

adaptada, su descomposicidn ha de ser

g=<Xi>0<X2>® <X, >.

Cuando g admite una graduacién del tipo g = g_.®- - -Pg-1, un procedimiento
similar al realizado en el caso anterior nos permite garantizar que existe una base
del algebra {Xi,X3,...,X,}, homogénea y adaptada, donde X; es un vector
caracteristico de g y se tiene X; € g_;, X; € g—,.

Corolario 2.9 Si g es un dlgebra de Lie filiforme de dimensidn n que admite la
graduacion coneza g, ® --- D g1 y si {X1,...,Xn} es una base homogénea y

adaptada, su descomposicion ha de ser
g=<Xn>0 - ®< X2 >0< X1 >.
e Caso n; < 0 < n,.

Consideremos, ahora, que g es un algebra de Lie filiforme de longitud méxima,

tal que g = gn, @ -+ @ @n,, donde n; < 0 < n,, es decir, aquellas dlgebras cuyas
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graduaciones tienen subespacios homogéneos con subindices positivos y negativos.
La prueba de la existencia de bases adaptadas y homogéneas para este tipo de

graduaciones se realiza con un método constructivo.

Proposicién 2.10 Sea g es un dlgebra filiforme de longitud mdzima, cuya des-
cOmposicion es g =@n, D+ DPn, cONNy—ny=n—1yn; <0< ny. Entonces,

eziste una base adaptada y homogénea de g.

Demostracién. Siges élgebra filiforme se tiene que dimC'g = n—1i—1, para
1 <i<n-—1. Sea {U,,,...,Uns,} una base de g, tal que g; =< U; >. Como
dimC'g = n — 2 y dimC?g = n — 3, existiran tres vectores U;, U;, Ui € g, tales
que

g/Clg =< U,U; > y g/C*g=<U,U;, Uy >;

entonces, tiene que ser [U;,U;] = a; ;Ui con a;; # 0. En efecto, en otro caso,
como Uy € Clg, existe una pareja de subindices r, s tal que [U,,U,] = a,,,Ux con
a,s # 0, con s # 1,7 6 r # 1,7, y Uk estaria generado por dos vectores donde
al menos uno de ellos pertenece a Clg y por tanto se tendria Uy € C?g, que
contradice g/C?g =< U;, U;, Uy >. Cambiando de escala, si es necesario, se puede

poner [U;,U;] = Uyy; con
g/C2g =< U,',Uj,U.'+j >.
Supdngase, entonces, que se tiene la igualdad [U;, Usit;] = Ust1)ies, 0 < s <=2,
con g/C"g =< U;, U, Uiy jy ..., Uporyitj >y sea
g/Cr+lg =< U, Uj, U,'+j, ceny U(,._l),'+j, Ui >,

donde k € {ri+j,(r —1)i+25,t+(r—-1))i+25,1 <t <r—2} Seva
a probar a continuacién que tiene que ser Uy = Upy;. En efecto, no puede

ser k = (t+7r—1)i +2j, con 1 <t < r — 2, porque la relacién de Jacobi
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J(Ui, Us=1)i+2j» Ur-1)i+;) = 0 implicaria que Ugsyr-1)it2; € C™tlg. Esto nos

implica que los tnicos valores admisibles para k, son k = ri+j 6 k = (r—1)i+2j.

Si suponemos k = (r—1)i+2j, de las relaciones de Jacobi J (Ui, Usitj, Ur—1-s)iti) =

Oparal <s< l';ZJ, se tiene que

[Usitis Ur-1-spi+i] = (=1)°[Uj, Ur-1yial-

e Si r es impar de la relacién de Jacobi J(U;, Ur=sirjy U%li_“-) = 0, se obtiene que
[Uj, Ur—1yi+;) = 0, que contradice el hecho de ser k = (r — 1)¢ + 23. Por tanto,
si T es impar se tiene que k = ri + j.

e Siresparyk = (r—1)i+2j, se tiene que [Usitj, Upr—1-s)i+i] = (—1)°[Uj, Ur-1)issl,

r—2
2

paral <s < , ¥, por tanto,

8/C"**g =< Ui, Uk, Ur—1)in2j, Usivj, 0<s<r—1>,

con

ke{ri+25,(r—1)i+3j5,(r—1+s)i+3j, 1<s<r-—1}L

Si U = Ufrys-1)itaj, con 1 < s < r—1, se tiene que Ugrps—1yigsj = [Usisis Ur-1)i42ils
y la relacién de Jacobi J(Ui,U(s-1)itjs Ur-1)i42;) = 0, implica que el vector

Uir4s-1)i+3j € Ct?g y por tanto no puede ser £k = (r + s — 1)i + 33, para

1<s<r—1.

Sik = (r —1)i + 3j, la relacién de Jacobi J(Uj, Uiy;), Uir—2)it;) = 0 implica que
Wi, Uik Up—2)izill = Vs, Uisi)), Ur=2pini] + [WUizs [Us, Upr—2yins))-

Como [Uj, [Uiyj, Uir-2)i+j]] # 0, al menos uno de los restantes productos sera no
nulo. Observando cualquiera de ellos se tiene que Uj,—1)i43; € C"+*g, luego no
puede ser k = (r — 1)i + 33.
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Por tanto k = ri + 2j, con lo que Ui = [Ui, Uiy_1)i42;]. De la relacién de Jacobi
J(Ui,U;, Uir—1)i+;) = 0 se tiene que

[Uisis Up—1yisil = (Ui, [Us, Ur-1yins)s
y de la relacién de Jacobi J(U;, Uiyj, Ur-2)i+j) = 0 se tiene que
[Uais ) U(r—z)i+j] = (“I)IQ[Ui, [U;, U(r—l)i+1')]'
Supongamos que
Ukitj Up-kyits) = (=1)*'k[U;, [Uj, Utr-1yin]

y obtengamos la expresién para k+1. A partir de la relacién de Jacobi J(U;, Uki+j, Utr—k-1)i+-

0 se tiene que

[Us, [Ukitis Ur—k-1yi+]] = Ui, Ukitils Upr—k-1yies) + Ukiss [Uis Up—i-1yi5l],

y sustituyendo

[Ukizss Up—1-kyiti] = (=1)*[Us, Up-1yini] = (=1)*Upr_ayinass

se tiene que

[Utks1yitis U -geaapyini] = (=1)° (k + 1) [Us, [Uj, Upr—1isils
y por tanto se verifica, la hipétesis, para k + 1.

De la relacion de Jacobi J(U;, Ur_-;g,-_._j, Urit;) = 0se tiene que [Us, (U}, Ur—ayisill =
0, y por tanto no puede ser k = ri + 2j.

Luego si r es par, 6 si r es impar, se tiene que g/C"t'g =< U;,Usyj, 0 <
i < r >. Por tanto g =< U;,U;, Uiy, ..., Upn-g)ipj > - Como n1 < 0 < ny,
debe ser (n — 2)i + j = 0, ya que el centro de g es go. De la conexién de

la graduacién se infiere que : y j son primos entre si, luego tiene que ser : =



38 Capitulo 2. Graduaciones conexas. Bases homogéneas

lyj=-n+2o0 también : = -1y j = n — 2. En ambas situaciones se
obtiene la base homogénea y adaptada {Xo, X1,...,Xn-1}. En efecto, si es g =<
Ui, Usen,Us—py ..., Ug >, se pone Xo = Uy y X; = U_pyiq1, paral <:<n—1;
ysiesg=<U_y,Up_2,Up-3,...,Up >, se pone Xo = U_; y X; = Up_y_i, para
1<:<n-1 0

Nota 2.11 El método constructivo de la Proposicion 2.10 se puede aplicar tam-
bién a los casos g = gn, ® -+ D @n,, con n; > 0, 6 ny <0, y se puede probar que

dichas graduaciones tienen una base homogénea y adaptada.

Se obtiene, a continuacién, que si g = @gn, D -+ - @ @n,, €s un algebra filiforme
de longitud méxima, con n; < 0 < ns, sblo existe, en esencia, una graduacién
admisible, donde g,, = g2-n ¥ 8s, = 91; la otra graduacion que se obtiene es equi-
valente a esta, con sélo realizar una reordenacién por simetria de los subindices

de los subespacios g;.

Proposicién 2.12 Sean g un dlgebra de Lie filiforme de dimension n que admite
la graduacion coneza g = gn, @ D @n,, cON N1 <0 <Ny ynyg —n; =n—1,
{X1, X2,...,X,} una base homogénea y adaptada del dlgebra, y X, un vector

caracteristico. Entonces, su descomposicidn ha de ser de alguno de los tipos:
§=0-n® - - @grconXi€mm y X;€gon

g=9-1P - Pgr2con X1€91 y X; € Gn-2.

Demostracién. Como {Xi, X3,...,X,} es una base homogénea adaptada de

g=0Gn D D Gn,,
con X; un vector caracteristico, se verifica que
(X1, Xi] = Xiqa, 2<i<n-1,
[X1, Xa]) = 0,
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y los vectores X;, y X, generan el dlgebra g. Poniendo X; € g, y X2 € gs, se
tendrd, para i > 2, que X; € g(i—2)r+s ¥, Por la conexién de la graduacién, se

implicar=16r=—1.
¢ Si r =1 sélo puede ser s =2 6 s = n;,

No puede ser s = 2, ya que la graduacién que se obtendria seria del tipo

g=01D - D gn,, que no tiene subespacios con subindices negativos.

Por tanto, s = n; y como ny = 1 y el dlgebra es de longitud maxima, tiene

que ser n; = 2 — n, con lo que la graduacion serd g = gs—n @ -+ D g1.

Analogamente se razonaria en el caso r = —1. o

Corolario 2.13 Si g es un dlgebra de Lie filiforme de dimension n que admite
la graduacion g = g2-n @ -+ D g1 y i {X1,X2,...,Xa} es una base adaptada y

homogénea, su descomposicion ha de ser

g=<X2>0 - PO< X > < X1 >.

Corolario 2.14 Si g es un dlgebra de Lie filiforme de dimension n que admite
la graduacion g=g_1 D - ® @n_2 ¥ si {X1,X2,...,Xu} es una base adaptada y

homogénea, su descomposicion ha de ser
g=<X1>0< X, > --D<X2>.
Se recogen a continuacién en un teorema las conclusiones de esta subseccién. Las

bases que se consideran se corresponden con la renumeracién de indices ' = i —1,

con lo que se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.15 Sean g un dlgebra de Lie filiforme de longitud mdzima, {Xo, X, . .

una base adaptada y homogénea y Xo un vector caracteristico. Entonces, su des-

ey Xn-1}
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composicion ha de ser de uno de los siguientes tipos:

l.—-g=<Xo><X;>F- - D < X1 >

2.-9=< X1 > - B< X1 >B< Xo >
3.—9=<X1>€B"'@<X_1>®<X0>

4. —g=< X0 > < X011 2B B<X; >

Demostracién. Su demostracién es la conclusiéon de los Corolarios 2.8, 2.9,
2.13 y 2.14. m]

En las siguientes subsecciones se realiza el estudio de la existencia de bases
homogéneas y adaptadas para familias de algebras de Lie casifiliformes graduadas
de longitudes n y n — 1, siendo n la dimensién del algebra. En ambos casos, la
demostracién sigue un procedimiento similar al realizado en la Subseccién 2.3.1

para las algebras de Lie filiformes de longitud maxima.

Cuando el primer subindice de la graduacién es mayor o igual que cero, (o €l
ultimo subindice de la graduacién es menor o igual que cero), la prueba se realiza
via las derivaciones. Un proceso constructivo es seguido, al igual que en el caso

filiforme, para aquellas graduaciones que tienen subindices positivos y negativos.

2.3.2 Bases en algebras casifiliformes de longitud n

Se prueba en esta subseccién que si g = g,,, ®- - -Dgy, es un algebra casifiliforme de
longitud maxima, existe una base homogénea y adaptada del dlgebra que admite

tal graduacion. Asimismo, se determinan las distintas graduaciones posibles.
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Un algebra de Lie g se dice casifiliforme si su indice de nilpotencia es n — 2.

Esto equivale a que exista nimero natural p, con 1 < p < n — 2, tal que

dimCig=n—1i—1, 1<i1<p,
dimCig=n—-2—-1i, p<i<n-—-2

En el primer caso que se considera, cuando g es un algebra de Lie casifiliforme
de longitud méxima con todos los subindices de los subespacios homogéneos son
no negativos, es decir, § = gm @ - - @ Gm4n—1 con m > 0, se tiene que el primer

subespacio ha de ser g,, = go 6 gm = 01-

Proposicién 2.16 Sean g un dlgebra de Lie castfiliforme n-dimensional, con
longitud I(g) = n, y m > 0 un entero para el que § = @, @ * -+ @ Pnim-1 €5 UNA

graduacion conera. Entonces tiene que serm =16 m = 0.

Demostracién. En efecto, como

C'g C< P2m+1y- - - Omin-1 >,

se tiene que dimC!'g < n —m — 1. No puede ser m > 3, pues si m > 3, entonces
dimC'g < n—4 que contradice el hecho de ser g un 4lgebra casifiliforme. Tampoco

puede ser m = 2, ya que sl m=2, es

ng c< BG3m+1s - - - Ondm—1 >,

con lo cual dimC?g < n — 2m — 1 < n — 5, que contradice la hipétesis de ser g
un algebra casifiliforme. Luego ha de ser m = 0 6 m = 1, y el algebra sélo puede

admitir las graduaciones g =go @ P Pgn-109=g1 D - - D gn a

Cuando el algebra admite una graduacién con todos los subindices no positivos,

con una reordenacion de estos se obtiene:
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Proposicién 2.17 Sean g es un dlgebra de Lie casifiliforme n-dimensional, de
longitud I(g) = n, ym < 0, un entero para el que g = Gmont1 D -+ D gm €5 una

graduacion coneza. Entonces tiene que serm = —1 ¢ m = 0.

Se estudia ahora la familia de dlgebras de Lie casifiliformes de longitud maxi-
ma, donde los subindices de los subespacios graduantes son no negativos. Apo-
yandonos en las proposiciones anteriores, el caso de subindices no positivos queda

perfectamente determinado por simetria.

El resultado del Lema 2.6 es también valido en el caso de ser g un algebra
casifiliforme de longitud méaxima cuya graduacién es g = g @ --- D g, 6 g =

gO@"'@gn—l-

Y con un tratamiento similar al caso de algebras filiformes de longitud maxima

se prueban las Proposiciones 2.18 y 2.20.

Proposiciéon 2.18 Sean g un dlgebra de Lie casifiliforme de dimension n que
admite la graduacion conera g = ¢, @ - ® g. y X1 un vector caracteristico
de g. Entonces existe una base del dlgebra, {X,, X, ..., Xn-1,Y}, homogénea y
adaptada tal que X, € g; y el vectorY estd en g, 0 en g,.

Corolario 2.19 Si g un dlgebra de Lie casifiliforme de dimensidon n que admite
la graduacion coneza g = g1 @ --- D gy y st {X1,X2,...,Xn-1,Y} es una base

adaptada y homogénea, su descomposicion ha de ser de los tipos siguientes:
g=<X1>0<Y>P<X2>P - < Xp1 >
g=<X1>0<Xs>P - P<Xne1 >B<Y >

Proposicion 2.20 Sean g un dlgebra de Lie casifiliforme de dimension n que

admite la graduacion coneza g = go @ -+ ® @n-1 ¥y X1 un vector caracteristico
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de g. Entonces eziste una base del dlgebra, {X1,Xa,...,Xn-1,Y}, homogénea y

adaptada tal que el vector caracteritico Xy € gy y el vector Y estd en go.

Corolario 2.21 Si g un dlgebra de Lie casifiliforme de dimension n que admite
la graduacidn coneza g = go @ - ® gn-1 y si {X1,X2,...,Xn_1,Y} es una base

adaptada y homogénea, su descomposicion ha de ser

g=<Y>®<X1>0<X2>8 - ®< X1 >

Cuando, g admite una graduacién g = gm-ns41 ®*+ & gm, con m < 0, un
procedimiento similar al realizado en el caso anterior, nos permite garantizar
que existe una base del algebra {X;, X3,...,Xn-1,Y}, homogénea y adaptada,
donde X es un vector caracteristico de g, y X € g-1, obteniendose las siguientes

graduaciones:

Corolario 2.22 Si g un dlgebra de Lie casifiliforme de dimension n que admite
la graduacion coneza g =g_, ® - D g1 y si {X1,X2,...,Xn-1,Y} es una base

adaptada y homogénea, su descomposicion ha de ser de los tipos siguientes:

g=<Xp1>@® - B<X;>0<Y>H<X; >
g=<Y >0 <X 1> - BH<X2>P<X; >

Corolario 2.23 Si g un dlgebra de Lie casifiliforme de dimension n que admite
la graduacidn coneza g =g, n ® - B g1 D go ¥ si {X1,X2,...,Xn-1,Y} €5 una

base adaptada y homogénea, su descomposicion ha de ser

g=<Xp1>@ < Xe>0<Xi>B<Y >

Con un proceso constructivo similar al desarrollado en la Proposicién 2.10,
se puede probar que existen bases adaptadas y homogéneas para las familias de
ilgebras de Lie casifiliformes de longitud maxima, donde los subindices de los

subespacios graduantes tengan distinto signo.
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Proposicién 2.24 Sea g un dlgebra castfiliforme de longitud mdzima, cuya des-
composicion es g =gn, @B @n, conny—n; =n—1 yn; <0 < ny. Entonces,

existe una base adaptada y homogénea de g.

Las graduaciones que se obtienen cuando g =g, @ - P gn, cON N2 —n3 =n—1

y n1 < 0 < n,, se recogen a continuacion.

Proposiciéon 2.25 Sean g un dlgebra de Lie casifiliforme de dimension n que
admite la graduacion coneza g = gp, @+ - -DBn,, conny; <0 < ny yny—n; =n—1,
{X1,X3,...,Xn_1,Y} una base homogénea y adaptada del dlgebra y X, un vector
caracteristico. Entonces tiene que ser:

(ve 92-n,

9=0-n® - Dgh, con | X2 € @31,

X1 €q.

[ X, € g2-s,
g=02-n D - Dg1, con { X, € o,
L YEgo.

r X2 € g3-n,
g=93-nD---Dg2, con § X; € gy,

\ Y€g2-

Graduaciones equivalentes a estas se pueden obtener con el cambio de subindices

k'=—k.

Demostracion. Como g es casifiliforme y {X;, X3,...,Xn-1,Y} es una base
adaptada, los vectores que generan dicha algebra son {X;, X3,Y}, asi, suponga-

mos que X; € gr, X2 € 9,5, Y € gk, ahora X; € G(i-2)r+s-
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Evidentemente si r # *£1, la graduacién no seria conexa.
eSear=1
* Si s > 0, todos los subindices serian no negativos.
* Si s = 0, la longitud de g no seria n.
* Si s < 0, el conjunto de subindices sera:
{s,s+1,5+2,...,s+n—23,k,1}, y no se pierde la conexion si
ok=0ys+n—3=—1,con lo que s =2 —n, de donde

X1€0, YE€g, X:€g2-n

ok=2ys+n—-3=0,con lo que

Xl € o, Y e g2, X2 € 93-n

ok=nys+n—-3=0, con lo que

X1€01, Y€EG-m X2€0-n

Andlogamente se puede razonar para r = —1. a

Corolario 2.26 Si g es un dlgebra de Lie casifiliforme de dimension n que
admite la graduacidn coneza g = @gn, @ -+ @ @y, cOnN M < 0 < my, y 80
{X1,X2,...,Xn-1,Y} es una base adaptada y homogénea, su descomposicion ha

de ser de uno de los tipos siguientes:
g=<Y>0<X;>8 < Xp1>0< X1 >
1=<Xo>® - < X1 >B<Y>D<X; >

g=<X2>0 < Xpm1>0< X1 >0<Y >
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Se recogen en el siguiente teorema las graduaciones posibles para las familias
de algebras de Lie casifiliformes de longitud maxima. El cambio de subindices

i/ =1 — 1 en los vectores de la base homogénea y adaptada permite expresar esta

como {Xo, X1, .., Xn-2,Y}.

Teorema 2.27 Sea g un dlgebra de Lie casifiliforme de longitud mdzima, y sea
{Xo,X1,...,Xn_3,Y} una base adaptada y homogénea, y Xo un vector caracte-

ristico. Entonces su descomposicion ha de ser uno de los tipos siguientes:
g0=<X0>0<Y><X1>d D < Xn-2 >,
9=<Xo>0<X1 > < Xn2>0<Y >,
I=<Y>P<Xe>B<Xi>0 &< Xp-2 >,
g=<Y>P<Xi>P - D< Xp2>8< X >,
g=<X1>0 < Xp2>0<Y >P < Xo >,

g=<X1 > - P< Xp2>B< Xo>D<Y >.

Graduaciones equivalentes a estas se pueden obtener, con el cambio de subindices

k' = —k, en los subespacios homogéneos de la graduacion.

Demostracién. La demostracién es la conclusién de los Corolarios 2.19, 2.21,
2.22,223 y 2.26. O

Se aborda en la siguiente subseccién el estudio de la existencia de bases ho-
mogéneas y adaptadas para familias de dlgebras de Lie casifiliformes de longitud
dimg—1. La demostracién, al igual que en el caso anterior, sigue un procedimien-
to similar al realizado en la Subseccién 2.3.1 para las dlgebras de Lie filiformes

de longitud maxima.
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2.3.3 Bases en dlgebras casifiliformes de longitud’n -1

También ahora en el primer caso que se considera, cuando g es un algebra de
Lie casifiliforme de longitud n — 1 con todos los subindices de los subespacios
homogéneos no negativos, § = gm @ -+ ® Gm4n—2 con m > 0, se tiene que el

primer subespacio ha de ser g, = go 6 gm = fh-

Proposicién 2.28 Sean g un dlgebra de Lie casifiliforme n-dimensional, con
longitud [(g) = n — 1, ym > 0, un entero para el que § = g & -+ B Gn4m—2 €5

una graduacion coneza. Entonces tiene que serm =1 o6m = 0.

Demostracién.  La prueba se realizard estudiando los distintos valores que

puede tomar m.
e Sim>2
Si dimg,, = 1, entonces

[9,8] C< G2m+1, - - - Gmtn—-2 >,

luego dim[g, g] < n — (m + 1) < n—3, que contradice el hecho de ser g es dlgebra

de Lie casifiliforme , pues se tiene que verificar que dim[g, g] = {n — 2,n — 3}.
Si dimg,, = 2, entonces

[9,9] C< gom, - - - Gmtn—2 >,
luego dim|g,g] < n—(m+1) < n—3 y razonando de manera analoga al supuesto
anterior llegamos a una contradiccién. Por tanto, no puede ser m > 2.

eSim=2

Clg C< gs,...9n >, con lo cual dimC'g =n -3 y C?’g C< 86,97,---8n >,
con lo cual dimC%g = n — 5, que contradice la hipdtesis de ser g un algebra

casifiliforme, luego no puede ser m = 2.
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e Si m = 0, el dlgebra vendra graduada por

g=60DPsq D D Jn-2)

y no puede ser dimgo = 2. Si dimgo = 2, se verifica que dimC'g < n -4y el
algebra no serfa casifiliforme. En efecto, si dimgo = 2, se tiene que [go,8:] = 0,
para cualquier 7, pues si existe 7, tal que [go, 9] # 0, debe haber X € goeY € g;
de manera que [X,Y] = aY con a # 0, y esto no puede ocurrir por la nilpotencia

de g, y por tanto dimC'g < n — 4, y el dlgebra no seria casifiliforme.
Asi, las graduaciones posibles son:
9=90D  DPn-z, con dimgo =1

=91 D Gn-i-
(]

Un resultado equivalente se enuncia cuando los subindices de los subespacios

homogéneos son todos negativos 6 ceros.

Proposicién 2.29 Sean g es un dlgebra de Lie casifiliforme n-dimensional, con
longitud I(g) =n — 1, y un entero m < 0, para el que § = Gm-n42 D -~ P Gm €5

una graduacion coneza. Entonces tiene que serm = —1 6 m = 0.

El Lema 2.6, también es aplicable a las dlgebras de Lie casifiliformes de lon-
gitud n — 1, donde uno de los autovalores es de multipiicidad dos. Y con un
procedimiento similar, al caso filiforme se puede probar la existencia de bases
adaptadas y homogéneas para estas familias de algebras, si todos los subindices

de los subespacios de la graduacion son no negativos.

Proposicién 2.30 Sean g un dlgebra de Lie casifiliforme de dimension n que

admite la graduacion coneza g =g, @ -+ ® g» y X1 un vector caracteristico del
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dlgebra. Entonces existe una base del dlgebra, {X1,Xs,...,Xn-1,Y}, homogénea

y adaptada, tal que X, € g, y el vector Y puede estar en cualquier g;.

La demostracién de este resultado es identica a la realizada para el caso fili-

forme.

Corolario 2.31 Sig es un dlgebra de Lie casifiliforme de dimension n que admite
la graduacion coneza g =g, @ - ® gn1 ¥ 8¢ {X1,X2,..., Xn-1,Y} €s una base

adaptada y homogénea, su descomposicion ha de ser de uno de los tipos siguientes:

g=<X1>0<Xe>® - 0<X;,)Y >0 - < Xp1> 1L:1<n-1L

Corolario 2.32 Sig es un dlgebra de Lie casifiliforme de dimension n que admite
la graduacion conera g =go® - D gn_2 ¥ i {X1,X2,...,Xn-1,Y} es una base

adaptada y homogénea, su descomposicion ha de ser

g=<Y>0<X,X0>®<X3>0 - < Xp1 >.

Resultados y descomposiciones anélogas se pueden considerar cuando los subin-

dices de los subespacios graduantes son no positivos.

Un proceso constructivo, similar al desarrollado para las dlgebras de Lie fi-
liformes de longitud maxima realizado en la Proposicién 2.10, nos garantiza la
existencia de bases adaptadas y homogéneas para las dlgebras de Lie casifilifor-
mes de longitud n — 1, donde los subindices de los subespacios graduantes son

positivos y negativos.

Proposicién 2.33 Si g es un dlgebra casifiliforme de longitud n — 1, cuya des-
composicion es g =g, D - DPn, cON Nz —ny =n — 2 yny <0 < ny, entonces,

eziste una base adaptada y homogénea de g.
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Las graduaciones que se obtienen cuando g = gn, @D gy, cOn Ny —ny =n — 2

y n1 < 0 < ngy, son recogidas a continuacion.

Proposiciéon 2.34 Sean g un dlgebra de Lie castfiliforme n-dimensional, de lon-
gitud n—1, graduada como g =g,, B - BPn,, conn; <0< ny yny—n; =n-—2
y X1 un vector caracteristico, con una base adaptada {X;,Xs,...,Xn-1,Y} del

dlgebra. Entonces tiene que ser:
Xl € glaX2 € Onyy Y 3]’ € Z, n SP S N2, con Y € Op, Y dimgp =2
X1€0,X2€0n,Y Y €EQn,, y dimg; =2

Xi€0,Y €gn,, ¥ X2 €8n41, con dimg, =2

Demostracién.

Por ser g casifiliforme los vectores que determinan la familia son {X;, X,,Y}.
Suponiendo que X; € g,, X2 € g, e Y € gk, por ser una base homogénea y
adaptada, se tiene que X; € g(;—2).+s,con lo que para que la graduacién sea

conexa se tiene r = +1. Sea r = 1; andlogamente se realiza si r = —1.

® 5i s > 0, todos los subindices serian no negativos, en contra de ser un algebra

graduada con subindices negativos.

oSi s = 0, el conjunto de indices serd {k,0,1,2,...,n — 3}, con lo que k = —1, y

la graduacién sera
<Y>0<Xo>0< X1, X35> B < Xp1 >,

luegon; =—-1,yny=n-3.

e Si s < 0, se tiene que el conjunto de subindices sera {k,s,s +1,s+2,...,s+
n — 3,1}, como el cardinal debe ser n — 1, y aparecen n valores algunos de ellos

se repite.
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* Sis+n—3 <1, por la conexién de la graduacién debe ser s+n—3 =10

luego s = n — 3, y el valor de k, es un nimero 3 —n < k <1, la graduacién serd

<X:>P<X3>@ - D<X,, Y >D D < Xp1 >B < X1 >,
*Si s+ n—3=1, setiene s = 4 — n, con lo que los posibles valores para k
son
o k =2y la graduacion es

<X;>0<X3>® < Xp-1, X1 >B<Y >,

ok=3-n
<Y>0<Xe>®<Xa>P P < Xu1, X1 >,
* Si s+ n — 3 > 1, debe existir un valor p, de manera que s+p—2 =1, con
1<p<n-—1ys=23-p,loque los posibles valores para k son
ok =2—py lagraduacion es

<Y>0<Xo>@ < Xpm1 >0< X, X, >0 B < Xao1 >,

ok=n-—p+1y lagraduacion es

<Xo>P< X3>P - P< X, 1 >B< X1, X, >D - D< X1 >B<Y >.

O

Se recogen en el siguiente teorema las graduaciones posibles para las familias
de ilgebras de Lie casifiliformes de longitud n — 1. De nuevo, el cambio de
subindices en los vectores de la base homogénea y adaptada ' = ¢ — 1, permite

expresar ésta como {Xop, X1,...,Xn-2,Y}.
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Teorema 2.35 Sean g un dlgebra de Lie casifiliforme de dimension n, que admite
la graduacion coneza g = g, @ - -®O@n,, connz—n; = n—2, y{Xo, X1,...,Xn-2,Y}
una base homogénea y adaptada. Entonces su descomposicion ha de ser de uno

de los siguientes tipos:

l.— g=g3-p D - D Gnps1, con2<p<n-—1, donde
8i =< Xp-24i >, 3-p<:<0,

g1 =< Xo, Xp-1 >,

8 =< Xp-24:i >, 2<1<n—p,

| Gn—pt1 =< Y >.

2.— 9=92pD - DPGuyp, con2<p<n-—1, donde
g2p =<Y >,

9 =< Xp_a4i >, 3-p<i <0,

o1 =< Xo, Xp-1 >,

8 =< Xp—24i >, 2<i<n-p
3.— g9=019: D gn-1, y eziste p, donde

8 =< Xi1 >, 1<i<p-1,

gp =< Xp-1,Y >,

8 =< Xi1 >, p+1<:<n-1
4.— g=g3n® - ® g, donde

st3—n<p<o0

[ 8 =< Xiyn-2 >, 3—n<:<p-1,
gp =< Xptn-2,Y >,

g =< Xi+n—2 >, p+1S1’SO7

L91=-'<4X0>.
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ysip=1
gi =< Xitn-2 >, 3—n<:<L0,
g1 =< Xo,Y >.

(Ademas apareceran como en los dos casos anteriores, graduaciones equivalentes

a estas con solo realizar el cambio en el indice de los subespacios graduantes

i" = —i).

Demostracién.  Su prueba es la conclusién de los Corolarios 2.31 y 2.32, y de

la Proposicion 2.34. o




Capitulo 3

Algebr’as de Lie filiformes

graduadas

Se determinan las familias de leyes de dlgebras de Lie filiformes de longitud ma-

xima y dimension finita.

La cuestién de la existencia y determinacién de bases adaptadas y homogéneas
para estas familias de algebras ha sido resuelto en el capitulo anterior, con lo que
esté garantizada la existencia de tales bases para estas algebras de Lie en las

graduaciones que se consideran.

3.1 Introduccién

En el estudio de las algebras de Lie nilpotentes graduadas casifiliformes con su-
cesién caracteristica (n —2,1,1), Gémez y Jiménez-Merchén[24] obtienen que en
una base adaptada y homogénea existen otras familias de dlgebras no graduadas

naturalmente con igual nimero de subespacios graduantes y las determinan. El

55
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nimero de subespacios graduantes no nulos coincide, en este caso, con el indice

de nilpotencia.

De forma natural, la consideracién de bases adaptadas conduce a algebras

nilpotentes con graduaciones distintas de la natural.

En algunos problemas sobre algebras de Lie nilpotentes (obtencién de deriva-
ciones, descripcion de componentes, etc...), resulta evidente que la graduacién de
un dlgebra es mas 1til cuanto més baja es la dimensién de los subespacios gra-
duantes que se considera, aunque la graduacién no sea la asociada a la sucesién

central descendente.

Cabezas y Gémez[12] estudian un tipo de algebras de Lie nilpotentes, de
indice de nilpotencia n — p, en las que la graduacién natural informa muy poco.
Prueban que para p = 3 admiten una graduacién no natural, con n—1 subespacios
graduantes, que les facilita la determinacién del primer espacio de cohomologia y

la dimensién de las 6rbitas de estas algebras.

Goze y Khakimdjanov[29] subrayan el importante papel de las dlgebras de Lie
filiformes para las que el producto corchete viene dado de una forma determinada.
Describen dos componentes irreducibles de la variedad de leyes de 4lgebras de Lie
nilpotentes caracterizadas por contener, respectivamente, las algebras R, y W,

que verifican la condicién anterior.

Todo lo anterior justifica el estudio de la clasificacién de las 4lgebras de Lie
nilpotentes de longitud maxima, de entre las que comparten un mismo indice de
nilpotencia. Se realiza, en este capitulo, la clasificacién de las algebras de Lie
filiformes de longitud méxima. Las graduaciones admisibles para estas familias

de algebras son, salvo equivalencias

e g=0grnD--- DY
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e g=01D - DY

Se comienza, con el estudio de las 4lgebras filiformes que admiten una gra-
duacién del tipo g = g2—n @ - - @ gh, aquella graduacién que tiene subespacios
graduantes de indices tanto positivos como negativos. Se demuestra que la tnica

algebra que admite tal descomposicién es L.

El estudio de las 4lgebras de Lie filiformes del tipo g = g1 @ - - @ gn es tratada
en la siguiente seccién. Estas familias de algebras de Lie filiformes admiten una

expresién general cuando la dimensién es mayor 6 igual a 12.

Debido al elevado nimero de relaciones de Jacobi que aparecen ya en estas
dimensiones, la realizacién de los calculos de manera manual implica, de forma
natural, cometer posibles errores. Ello motiva la utilizacién de soporte informa-

tico, en nuestro caso “Mathematica”.

El resultado que se demuestra es que s6lo existen 4 6 5 algebras para dimensién
n dada, dependiendo de la paridad de n (a partir de una dimensién determina-
da). Para cualquier dimensién son dlgebras de Lie filiformes de longitud n, no
isomorfas, aparte de la mencionada L,, las algebras R,, Wy, K, y, ademds, si la

dimensién del dlgebra es impar el dlgebra Q.

Finalmente, se recogen las 4lgebras de este tipo en las dimensiones concretas

no consideradas en la seccién anterior, esto es, las menores que 12.

3.2 Algebras de Lie filiformes graduadas de lon-

gitud maxima

Se estudian en esta Seccién las algebras de Lie filiforme de dimensién finita y

longitud médxima. Se consideran distintos tipos de graduacién y en cada caso se




58 Capitulo 3. Algebras de Lie filiformes graduadas

obtienen las algebras que admiten la descomposicién correspondiente.

Las graduaciones admisibles fueron obtenidas en el Capitulo 2, teniendo las
algebras que resultan la descomposicién g = g, @ - D gn,, cON Ny —n; =n — 1.
Si {Xo, X1,... Xn-1} es una base adaptada y homogénea, se tienen los siguientes

Casos:

el-g=gn® - D, con
gi =< Xiyn-1>, 2-n<1<0,
o =< Xo>.

02-g=¢,D- - D gn, con
{gi=<X;_1 >, ISlSn

No es necesario considerar las graduaciones que pueden ser obtenidas con el
cambio de subindices en la graduacién de i = —i, en los subespacios homogéneos,
ya que las algebras que se obtiene resultan isomorfas con la graduacién corres-
pondiente. La referencia al menor subindice de los subespacios de la graduacién

motiva la siguiente definicién.

Definicion 3.1 Sig=g=g, & - D gn,, cOnny —n; =n — 1 es un dlgebra
n-dimensional filiforme de longitud n, se dird que g es un dlgebra del tipo

g=9nmn)-

En el primero de los casos que se considera, las algebras filiforme de tipo

9 = 9(n,2-n), s0lo L, admite tal descomposicién.



3.3. Algebras de tipo g = H(n2-n) 59

3.3 Algebras de tipo g = g(n2-n)

Si g es un algebra filiforme de tipo g = g(n,2-n) entonces admite la descomposicion
g =< X1 > d < X2 > <L Xn—l >0 <L Xo >, siendo {XO,Xla---aXn—l} una
base adaptada y homogénea del dlgebra. En la siguiente proposicion se prueba

que sélo L,, admite tal graduacion.

Proposicién 3.2 Si g un dlgebra filiforme de tipo @ = @(n2-n), Se tiene que

a=L,.
Demostracién.  Por ser {Xo, X1, ..., Xn-1} una base adaptada y homogénea
. [XO’Xi]'_‘XH-l’ 1S3.<_n-2,
se tiene que
[XO’ Xn—l] = 0.

Todos los demés productos han de ser nulos. En efecto, por ser g un algebra

graduada se tiene que

[Xi, X;] € [9-(n-1-i)> 8-(n-1-3)] C F-(n-1-(i#i-n+1)) =< Xitjont1 >

coni+j—n+12>1, entonces i + j > n, y son los dnicos productos que cabe

considerar. Ademas, de la condicién de la graduacién considerada, se tiene que
I—(n-1-(i+j-n+1)) =< Xigjon41 >, para 1 <1< j<n-—2,
luego [X;, X;] = @i j Xitjont1,coni+j2nyl <i<j<n—2.
Observando el subindice del vector X;4j—n+1, se tiene que
i+j—n+1<i+n—-2-n+1<:1-1<u.

Como i < j, se tiene también que i + j —n + 1 < j, de donde se deduce que
Xi4j-n+1 s de menor subindice que cualquiera de los dos vectores que lo generan.

Se tiene entonces que no puede ser a;; no nulo para ningin par (z,7). En efecto,
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si a;; # 0 para algun par (¢, 5), se tiene que si 1 + 7 —n + 1 = 1, entonces
Clg =< X1, X3, X3,...,Xn-1 >y dimC'g = n—1; por otra parte, sii+j—n+1 =
k # 1, deberia ser

k—1
C*g =< Xttty oy Xne1, Xigjongt >=< Xiy ..., Xno1 >=C*lg

y el algebra no seria nilpotente. Luego la tinica &dlgebra filiforme que admite este

tipo de graduacion es L, que tiene de ley

{ XoX]=Xe, 1<i<n-2 0

A continuacién se estudian las familias de dlgebras filiformes del tipo g = g 1),
donde dependiendo de la paridad de n, existen 4 6 5 algebras que admiten esta

graduacion.

3.4 Algebras de tipo g = g(, 1)

Si g es un dlgebra filiforme de tipo g = g(,1), entonces admite la descomposicién
g=<X1>0<Xy>: - <Xy > < Xo >, siendo {Xp,X1,...,X5-1} una

base adaptada y homogénea del dlgebra.

Se recoge en la siguiente proposicién la estructura de estas familias de dlgebras

filiformes.

Proposicién 3.3 Sig es un dlgebra filiforme de tipo g = g1y, su estructura en

una base adaptada y homogénea, {Xo, X1,...,X,}, viene dada por
[Xo, Xi] = Xig1, 1<i<n-2
[Xi, Xi] = @i Xiyjr, 1<i<j<n—2—4,

donde las constantes de estructura a;; satisfacen las correspondientes relaciones

de Jacob:.
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Las algebras filiformes de tipo g = g(n,1), son Ln, Rn, Wa, Ko y @, (donde ésta
iltima aparece s6lo si n es impar), y que apareceran en las siguientes subsecciones,

donde R, y W, son las algebras definidas en una base homogénea y adaptada
{Xo, Xl, oy Xn—l}) por

[XO)Xi]=Xi+1’ 1 stn—zv
[X1,Xj] = X245, 2<5<n-3.

[Xo, Xi] = Xis1, 1<i1<n-2,

[Xi, X;] = 6<**1)!(§_{;;3’ U= X1, 1<i<j<n—2—1.

Definicion 3.4 Se denotan por K, y Q. las dlgebras definidas en una base ho-

mogénea y adaptada {Xo, X3,...,Xn-1}, por

Sin > 8, K, es el algebra

[ [Xo, Xi] = X, 1<i<n-2,
| [Xi,le.l-z-_zJ_l_‘-] = (=1 Xy 2] 1< < |25,
| e g = G0 (9] ) Ko 1S8R
| (X, Xnoami] = (1) O30 g X, 2<i< a8

donde a = 0, si n par, y a = 1, si n es impar.

Sin > 7y n es impar, @/, es el algebra

p [Xo, Xi] = Xit1, 1<i1<n—-2,
[Xi, Xn-2-i] = (-1)7' Xaoq, 1<3< 253

Nota 3.5 Es claro, que las dlgebras consideradas son filiformes de tipo g =
8(n,1), ¥, particularizando en cada caso las constantes de estructura, se comprueba
directamente que se verifican las relaciones de Jacobi en cada una de la dlgebras

antes mencionadas.
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Sin > 12, las algebras L,, R,, Q.,, K, y W, son no isomorfas pues siempre,
como queda reflejado en la siguiente tabla, se puede encontrar un invariante que

las distinga dos a dos.

g dim[C'g,Clg] dimcenClg
L, 0 n—1
R, 0 n—2
K, | 2 sinespar 6 3sin es impar -

W, n-6 -

Q@ 1 si n es impar -

Se obtienen, en la siguiente proposicién, las algebras filiforme de tipo g =
9(n,1), donde la expresion general de dichas &dlgebras es obtenida a partir de
dimg = 12, existiendo 4 6 5 algebras dependiendo de la paridad de la dimen-

s16n.

Proposicién 3.6 Si g es un dlgebra filiforme de tipo g = g(n1), conn > 12, se
tiene que el dlgebra esg = L,, g = R,, g = K, 6 g = W,; ademds, si n es impar,

también puede ser g = Q7.

Demostraciéon.  Si g es un édlgebra de tipo g = g(n,1), estard graduada como
=019 - Dgn, con g; =< X;_; >, 1 < ¢ < n, siendo {Xo, X1,...,Xp-1} una

base adaptada y homogénea. La ley de g se expresara como
{ [Xo, X:] = Xy, 1<i<n-—2,
[Xi, X;] = @ij Xigjer, 1<i<j<n—2—i
donde las constantes de estructura a;; deben satisfacer las igualdades que se
obtienen de las relaciones de Jacobi J(X;, X;,X;) =0, paral <i < j <k <

n—3—1—j. Para n = 12 se obtiene que el dlgebra es g = L3, g = Ry2, g = K12
6g= Wi
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Asimismo, si n = 13, las dlgebras que resultan son: g = L3, g = Ri3, 9§ = Kis,

g=Wiz69=0Q

Determinadas las algebras filiforme de tipo g = g(12,1) ¥ 9 = 8(13,1), se obtiene
la expresién general de dichas algebras, en cualquier dimensién, aplicando la
hipéStesis de induccién sobre la dimensién de las familias de algebras, distinguiendo

segun la paridad de n.
Supongamos cierta la proposicién para dimg = n.

Si g es un algebra filiforme de tipo g = g(n+1,1), admite la descomposicién
=< Xo>P<X1>8 B <X >;

como X, es un elemento central, entonces el algebra g’ = g/ < X,, >, es un
algebra filiforme de tipo g = g(n,1) ¥, por tanto, distinguiendo la paridad de n, se

tiene que:
-Sinespar,g puedeserg’ = L,, g = R,, 9 = K, 6 ¢ = W,.
e Sig = L,, laley de g viene dada por
[Xo, Xi] = Xita, 1<i1<n-1,

[Xiaxn-i—l] = ag X'n7 1< < 112'

De las relaciones de Jacobi J(Xo, Xi, Xn-2-i) =0, para1l <1 < "—}5, se tiene que

[X07 [Xi, Xn—Z—i]] = [[Xo, Xi]) Xn-2—z’] + [Xh [XO, Xn—2—i]]y

n—4
2

1 <i< 22 luego a; = (—1)""'ay, para 1 <1 < 22,

y por tanto, 0 = a;4; + a;, para 1 < ¢ < de donde a;41 = —a; para

Si a; = 0, el dlgebra es g = L,41.

Si a; # 0, el cambio de bases
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X4 = Xo,
X,!:;ll-x.-, 1<i<n,

permite suponer a; = 1, y el dlgebra es g = Q7.

e Si g’ = R, la ley de g viene dada por
[Xo, Xi] = Xiz1, 1<i<n—-1,
ga=3 [X1,Xi] = Xiso, 2<i<n-2
[Xi, Xn—ica] = @i X, 1<i< 252
De las relaciones de Jacobi J(Xo, X;, Xp-2-;) = 0, para 1 < i < 2=%_ se tiene que
0=aiy+a; si2<i<ot
{ 1 =ay+ a,

y por tanto, a; = (=1){(1 — a;), para 1 < i < 2=2, De la relacién de Jacobi
J(X1, X2, Xns) = 0, se tiene 0 = [X4, X,—s5] + [Xz, Xn-3), luego 0 = a4 + a3, de
donde se concluye a; =1y a; =0, para 2 <: < "2;2 Resultando ser el algebra

9= Rut1.

e Si g’ = K,, el producto en g viene dado por

[ [Xo, X = Xita, 1<i<n-2,
[Xi, Xn—a—i] = (=1)"! X, 1<i< |54,
T X = 1y (122 =) Xar, 18 <254,
| [ Xy Xnm1-i] = @i Xi, 1<iget

Se determinan las constantes a;, a partir de las relaciones de Jacobi J (Xo, Xiy Xn—2-i) =

0, con 1 <4< 222, 4, obteniéndose que

0= (|25 2J i) =ain+a (3.1)
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Ahora, de la relacién de Jacobi J(X;, X3, X,—5) = 0, se obtiene que
[Xla [XZa X’n—s]] = [[Xh X2]7X —5] + [X2) [Xl,X'n—S]],

y por lo tanto [X;, —X,_2] = 0, de donde a; = 0, con lo que

-
“2=ln2 J'l

. — - 1)-3-2
Como n es par, se sigue que l%J -1= "—2—2 -1= Q’L—-Z,L——, con lo que a; =

im g—3— . _ (2-1)(n+1-3-2)
9—'%—2, que también puede ser expresada como a; = (—1)° ( "'{ .

Se puede probar que

ax = (<1)* ((k - 1)((n4;1) —3— k))

En efecto, la expresién se verifica para a; y a;. Supongase que para i, a; =

(—1) (iﬂ)ﬂ%&ﬂ), y veamédslo para i + 1.

De la ecuacién(3.1) se tiene que

o= (|25 2J —i) = tin + i

Sustituyendo a; resulta que

(—1)- (n = 2 z) a4+ (1) ((i ~1)((n ; 1)-3— i)) |

de donde N
aip1 = (—1)*! ((___n - Z —_z)z)

lo que prueba la suposicién resultando ser g = Kp41.

e Si g = W, el producto de g viene dado por
[XO,Xi]:‘XH-l) 1 .<_7'Sn_2’
g=1 [X;,X;] = SR X, 1<i<j<n—2—14,

[Xi, Xn-1-i] = a; X, 1<i< 22
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Donde a; = a;n-1-i. De las relaciones de Jacobi J(Xo, X;, Xn-2-i) = 0, con
1< < ﬂ-;—“, se tiene que

Qin-2-i = Gig1 + @i, (3.2)

y de la relacién de Jacobi J(X;, X3, Xn—5) = 0, se obtiene que
U2,n—5 @1 = G1,2 04 + Q1 n-5 Q2. (3.3)

Desarrollando la ecuacién(3.2) para los valores de ¢ = 1,2, 3, se tiene que
a2 = G103 — a1,
a4 = A3,n—5 — Q24 + A1 -3 — A7.
Sustituyendo los valores a;; en dichas ecuaciones y resolviendo la ecuacién(3.3),

6(n-3
(n-1) (n-2)"

constantes de estructura para W, ;.

se tiene a; = Como a; = a; ,—3, dicho valor verifica la relacién de las

_ . . _ 6 (n—5)
Como a2 = a3 -3 — a3, sustituyendo a;, se obtiene que a; = (n_l)(n"_2) =3)°

que también verifica la relacién para las constantes de estructura del algebra
Wt

6 (k=1)!(n—2-k)!(n—1-2k)

)] , S€ vera para

Suponiendo que para un cierto k es, a; =

k + 1. De la ecuacién(3.2), para ¢ = k, se tiene ax4y = @rn-2-k — ai; al sustituir

_ 6k (n—3—k)! (n—3—

. 2k
los valores axn—2- y ai se tiene, entonces, que aiy; = i)t ) , lo que

prueba la suposicién, resultando ser g = W,4;.

Completada la demostracién de la proposicion cuando la dimensién del dlgebra

es impar, se prueba ahora para dimensién par.

- Si n es impar, g’ es un élgebra de Lie filiforme de dimensién impar de tipo
9’ = g(n,1), luego puede ser isomorfa a L., @), R,, K., 6 W, y, al igual que en el

apartado anterior, se va a estudiar cada uno de los casos.

e Si g' = L,, el producto en g viene dado por
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i

IN
IN
3

-1,

n-3

[Xo, Xi] = Xiy1, 1
[Xia Xn—l—i] =a; X‘n) 1 S l

IN
|

De las relaciones de Jacobi J(Xo, X, Xn—2-i) =0, para1 <: < "—;g, se obtiene
que
{ 0=aiy+a, sil<i<mz®
0=ans,
2

con lo que a; = 0, para cualquier i, y el dlgebra es g = Lpn4;.

e Si g’ = R, el producto en g viene dado por
[Xo, Xi] = Xip, 1<i<n-1,
g= [Xl,Xi]=Xi+2, 2<:1<n-3,
[Xiy Xne1-i) = @i Xay, 1< 0 <258
De las relaciones de Jacobi J(Xo, X;, Xn-2-i) =0, para 1 <: < 2—;—3, se obtiene
que
1=az+a,
0=ai41+a;, s12<:< "2;5,
0= Gns,

con lo que a; =0, para 2 <1 < 73, ya; =1,y el dlgebra es g = Ryy3.

e Si g’ = @, el producto en g viene dado por
[Xo, Xi] = Xit1, 1<i1<n-1,

8=1 [Xi,Xnzei] = (~1)7 Xoy 1<d <258,

[Xi, Xn—1-i] = a; X, 1<i< 2

De las relaciones de Jacobi J(Xo, X;, Xn-2-i) =0, para 1 < < 1;—3, se obtiene

que
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(-1) 1=ay;+a;,sil1<i< 1‘—2"—5, (3.4)
(=1)"7" = aasa. '
Se determina la constante a ns, de la relacién de Jacobi anterior para el valor
1= 1‘-§§, teniéndose que
n=3

-1)— n=3_ n=s _
aags = (—1)(CF I — (C1)FD = g(-)(F,

luego

N 2 2

2

asse = ()5 (dimﬂ —2_n- 5)

Supuesto que para k se tiene que

ap = (—1)k_1 (—_dlm;l _ 2 -— k)

Se va a probar para k — 1. De la ecuacién(3.4) para ¢ = k — 1, se tiene que
(‘1)(k—1)-1 = Q-1 + Gk,

sustituyendo el valor de ay, se obtiene que

a1 = (=1)¥2 (1 + W - k) ,

que se puede expresar como

Qg = (__1)(k—1)-1 (.@% —(k— 1))

lo que prueba la suposicién, con lo que resulta g = K, ;.

e Se prueba, a continuacién que no puede ser g’ = K,. En efecto, si fuera

¢’ = K, la ley de g vendria dada por
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[ [Xo, Xi] = Xit1, 1<i<n-2,

[Xiy Xomani] = (=17 X, 1<i< [
8= [Xi, Xnoaoi] = (1) ([252] = 1) Xz, 1< <252,
[Xi, Xn_g—i] = (—1) =30 2<ig83

\ [Xia Xn—l—i] = a; Xy, 1< < "_'zﬁ

De las relaciones de Jacobi J(Xo, Xi, Xpn-2-i) =0, para 1 <1 < "—;—é, se obtiene

que

(—1) =032 = g, + @ sil<i< e,

2 (3.5)
(1)

s (222o1)(nmam g2

)=a2—_3.
2

Y por tanto a n=s # 0. Se obtiene la constante a ns, de la ecuacién(3.5) para

(n=7)(n=1) | (n—3)(n-5)
n=>5 +
an2—5 = (_1) 2 ( 4 2 4 )

lo que demuestra que a ns # 0.

Una vez calculados los coeficientes an-s y as-2, podemos expresarlos como
2 2

n—5
Gn=s = (-1)= Cn=s
con Cz=s ¥ ca-s no nulos. Luego se supone que para k+1, apyr = (=1 ey,
con cry1 # 0, y se prueba que a; = (—=1)F¢t, para 1 <7 < ”—gé, con ¢, # 0. En
efecto, veamos como se llega a que a; # 0. De la ecuacién(3.5), para ¢ = k, se

tiene que

ap = (—1)k(k — 1)(7:2— 3-0) _ Qk+41,
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como
k+1
ars1 = (=1)** cpyy con cpyq # 0,
. _ k!k—l!!‘n-—3—k! k+1 ﬁ 1
se tiene, entonces, que a; = (—1) : — (=1)**! ¢x41, y finalmente se

llega a que

ar = (—=1)%(

Como 115:-1—)5'2'—“3—"“1 + ck+1 # 0, se puede expresar ap = (—1)¥ ¢, con ¢ # 0, y

por tanto aj # 0, como se pretendia demostrar. En particular , cuando k = 1, se

(k — 1)(n2— 3K Lo,

tiene a; # 0. Ademds, de la ecuacién(3.5) para ¢ = 1, se tiene que

a; + az = (1)} ((1 — 1)(7;_ 3= z)) , es decir, a; = —a,.

Esto conduce a una contradiccién. En efecto, de la relacién de Jacobi J(X;, X3, X,5) =

0 se tiene que

-2
X1, (=1) (| 25| - 2) Xomal = X, Xas]
luego
n—2
0 ([F]-2)m =
que junto a la igualdad anterior a; = —a;, implica a; = 0, y, por tanto, no puede

ser a; # 0. Esta contradiccién implica que no puede ser g’ = K.

e Si g’ = W,, un tratamiento similar, al realizado al caso n par y g’ = W,,,

demuestra que el dlgebra es g = W, ;. o

Las algebras filiforme graduadas de longitud n, siendo n la dimensién del

algebra, y cuya graduacién es

9=019D - Dgn,

son aquellas cuyas constantes de estructura, en una base adaptada y homogé-
nea {Xo, X1, ..., Xn-1}, son las soluciones de las correspondientes identidades de

Jacobi



3.4. Algebras de tipo g = B(n,1) 71

J(X:;, X;,Xx)=0para0<i<j<k<n—-3—-1—3

Obtenidas las 4lgebras que admiten tal graduacién, se puede enunciar el

siguiente corolario

Corolario 3.7 Sea g un dlgebra filiforme de dimension n > 12 que admite una
graduacion
g=th P e} On
con
g =< Xio1 >
Entonces la ley de g viene dada por
[Xo, Xi] = Xita, 1<1<n-2,
(X, X5] = aij Xigjer, 15i<ij<n—1-2,
donde las constantes de estructura toman los valores que se especifican en alguno
de los apartados siguientes:
1.-a;; =0, para cualquier i,j.
al,j=ﬂa 2.<_JSn_3,

2.-
a;; =0, parai#1.

g. ) Gin-2-i= (-1, 1<i< 28,
a;; =0, en otro caso ,

donde n es impar.

[ ai5n2 |1 = (<178, 1<i< |2,
Gig|n52|—i = (-1 (ln;_2J - Z) B, 1<:i< I_
= (—1) =3 g 2<igesd

Ain-2-i = (

| ai; =0, en otro caso .
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donde a =0, sin par, ya =1, si n es impar.

5,{am=6“*%£y0”ﬁ,15i<j§n-2-t

Caso de la dimensién de g menor que 12

El proceso para determinar las familias se realiza siempre de idéntica forma:
conocidas las familias de dimensién n — 1, para obtener las de dimensién n, se

realiza la extensién por el ideal central, < X,_; >.

- Sidimg = 2, el dlgebra que resulta es, de manera inmediata, la abeliana.
- Sidimg =3 6 dimg = 4, las dlgebras son L3 6 L.

- Si 5 < dimg < 11, son dlgebras de Lie filiformes asi graduadas,

Ln={ Xo.X]= X1, 1<i<n-2

[Xo, Xi] = Xip1, 1<i<n=-2,
[X1,Xi] = Xite, 2<i<n-3,

y ademas, las dlgebras siguientes:

e Sidimg=mn,conn imparyn >7

_ )Xo, Xi] = X, 1
[Xia Xn—Z—i] = ("l)i_l Xn-l, 1 S :

?

IA
IA
5

!

IA
I:
ofl
w

¢ Si 8 < dimg < 11,
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' [Xo, Xi] = Xit1,
X Xapasaprn] = D7 Ko,
o] = 07 (2] 9 e

\ [Xi,Xn-2—i] = ("1){ (=0)(p=3-) aXn_1,

2

donde a = 0, si n par, y @ = 1, si n es impar.

e Sidimg=7,
[ [Xo, Xi] = Xis1, 1<i<5,
X1, X;i] = Xiga, 2<:1<3,
Wito) = § 1 X

[Xla X4] = aX67
\ [X2, Xa] = (1 ~ &) Xe.
donde a € C — {1}.

e Si dimg = 8,
[ [Xo, Xi] = Xis1, 1<i<6,
[Xl’Xi] = Xi+27 2 S 1 S 37

Wg(a) = § [X1, X4] = aXG,

[X1, X5] = (2a — 1) X7,
| [Xo, Xi] = (1— ) Xiy3, 35154
donde a € C — {1}.

—
IA
IN

N
IA
IA

Nl

IA
IA

IA
IN

mr—eoe :
3 3
vl ] |
[ W

N

3
]
w

—— e
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¢ Si dimg = 9,
[ [Xo, Xi] = Xit1, 1<i<T,
[X1, Xi] = Xiga, 2<:<3,

[X17X4] = aXG,
[Xl,Xs] = (2C¥ - 1)X7,

(4 — -—
Wi(a) = | (X1, Xe] = 5301 3 X,
bt 4 4

(X2, Xi] = (1 —a) Xizs, 3<1<4,
2a(1 —

[X2, Xs5] = i?f_—_i)xs,
3(1 — a)?

(X3, Xs] = (TL)XS.

\ -

donde a € C — {1, 3}.

e Si dimg = 10,

( [Xo, Xi] = X, 1<i<8,
[Xi, Xs—i] = (—1)"! X, 1<i<2,
K= | [Xi, Xe_i] = (-1)"{ (B3-1) X7, 1<i<2,
[Xi, X7 = (=1 M6 x 1 <4 <3,
[X:, Xs—i] = (—=1)* 5X,, 1<i<2,
| [Xs,X5] = —3X,.



3.4. Algebras de tipo g = I(n,1)

75

Wio(a)

4

\

(X0, Xi] = Xina
[Xl,Xi] = Xi+2
[X1, X4] = aXe

[X1, Xs] = (2a — 1) X7
[X1, X6 = 2222 X,

(X, X7) = 283 x,
(X2, Xi] = (1 — o) Xisa
(X5, Xs) = 22l=a)x,
(X3, Xe] = (=2)Caz3) x,

[Xs, X;] = 2=2L X,

donde o € C —1,3.

3<i<4,

4<i<5.
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e Si dimg = 11,
[ [Xo, Xi] = Xi 1<i<9
(X, X5-i] = (=1)1 X, 1<i<2,
[Xi, Xe—i) = (1)1 (3—1) X7, 1<i<2,
[Xi, X7_i] = (—1)F =G0 x 0 1 <4 <3,
K1 = [X:, Xs_i] = (-1)'5X, 1<i<e,
[Xi, Xo-i] = X110 1<:<2,
[ X3, X5] = —3X,
(X3, Xe] = £ X110
| [ X4, Xs] = T X10
[ [Xo, Xi] = Xip1 1<i<9
(X1, Xi] = Xig2 2<i1<3
[X1, X4] = a X6
[ X1, X5] = (2a — 1) X7
[X1, Xe] = 3=2 X,
[X1, X7] = ﬂi—f;—"’ng
W(a) = | [XlaXS] = %;—aﬂxm
[X2, Xi] = (1 — @) Xiya 3<i<4,
[X2, Xs] = 222 x,
[Xa2, X¢] = {1=2)Ce=3) ,
[Xa, Xy) = Slstiitedotetnssacto .
(X3, Xi] = g;,%:)ixiﬁ 4<i<5,
[Xa, Xo] = Mgl tifie-fetio xyy
‘ (X4, Xs] = -42a4+i:tg_3_3?gf:;-96a—1s Xio
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donde o € C — {0,1,2,3}.

Estas algebras son no isomorfas (véase[26]), al coincidir con las que resefiamos

en el cuadro que se adjunta

g L, R, Wa(a) Q. | K. | K,
=5 | m pr - -l -1 -
n=6 | u e - - - -
n = ¢ 7 pa(a’) (o' # 0) p7 | - |-
n=28 | p3’ ps' ps(e’) (e’ # 0) - s -
n=9 | u | uy(a=0) uy()(o #0,-2) py | ud | -
n=10| piy | plo(a=10)| pp(e)(e’ #0,-2) - | el | ui
n=11| pp° gt pii(e) (o # =2,-1,0,1) | pi?® | ] | B3

Se recoge la clasificacién de las 4lgebras filiformes de longitud maxima deter-

minadas en este Capitulo, en el siguiente Teorema.

Teorema 3.8 Clasificacién de las dlgebras filiforme de longitud maxima
Si g, es un dlgebra filiforme n-dimensional, con n > 12, y longitud mdzrima, se
tiene que g = L,, g = R., g = K, 6 g = W, pudiendo ser también g = @, sin
es impar. Ademds, si n < 12, el dlgebra también puede ser alguna de las dlgebras

obtenidas en la Subseccion 3.4.

Demostracion. La prueba es conclusién de las algebras obtenidas en las

Proposiciones 3.2 y 3.6 y de las algebras obtenidas en la Subseccion 3.4. 0O



Capitulo 4

Algebras de Lie casifiliformes

graduadas

Se presenta, en este capitulo, la clasificacién de las algebras de Lie casifiliformes,
con longitudes n, y n — 1, siendo n la dimensién del algebra, en todas aquellas
graduaciones (Capitulo [2]), donde se tiene demostrada la existencia de una base

adaptada y homogénea.

4.1 Introduccién

En el estudio de algebras de Lie casifiliformes graduadas naturalmente Gémez y
Jiménez-Merchan[24] mostraron que cuando el niimero de subespacios graduantes
es n — 2, siendo n la dimensién del dlgebra, también existen algebras no natu-
ralmente graduadas. Ademas, ponen de manifiesto que la graduacién natural no
determina de manera tnica la ubicacién de los vectores {Xo, X1,. .., Xn-2,Y},

de la base adaptada, con lo que el estudio que realiza es mas complicado que

79
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la misma graduacién para el caso filiforme. Algo similar ocurre cuando la lon-
gitud de la graduacién es mayor que el indice de nilpotencia, para las algebras

casifiliformes.

En la determinacién de las dlgebras de Lie casifiliformes (de indice de nil-
potencia n — 2) graduadas con mayor nimero de subespacios graduantes que su
indice de nilpotencia, se distinguen dos posibilidades, ya que se pueden considerar
graduaciones con n y n — 1 subespacios; ademas, si tenemos una base adaptada y
homogénea {Xo, Xi,...,Xn-2,Y}, la ubicacién del vector Y no queda fijada de

manera unica por el mimero de subespacios graduantes.

La primera seccién de este capitulo estd dedicada al problema de la clasifi-
cacion de las dlgebras casifiliformes de longitud maxima, aquellas que admiten
una graduacién conexa g = g,, @ -+ ® @n,, donde el nimero de subespacios ho-
mogéneos coincide con la dimensién del dlgebra. En esencia, las dnicas algebras
casifiliformes que tienen longitud méxima son 9:(27.,1) y gf’n,l); existiendo ademas si,

n es impar, el algebra g%n,z_n).

Se finaliza el capitulo con el estudio de las dlgebras de Lie casifiliformes de
longitud n — 1, es decir, aquellas dlgebras que admiten una graduacién conexa
g =@n @D Gny, con ny —n; = n — 2. Las graduaciones que pueden conside-
rarse son aquellas que fueron obtenidas en el Capitulo 2. Como el nimero de
subespacios de la graduacién es n — 1, siendo n la dimensién del 4lgebra, existe
un subespacio de dimensién 2. Si {Xp, X},...,Xn-2,Y} es una base homogénea
y adaptada del algebra, con [Xo, X;] = X1, paral1 <:<n -3,y [Xo,Y] = 0;
la ubicacién del vector Y no estd univocamente determinada por la graduacién,
por este motivo, se introduce la nocién de algebra del tipo O(nn1,a,b). Las alge-
bras se obtienen dependiendo de la graduacién considerada, siendo estas en las

dimensiones adecuadas las denotadas por: g'('n’l’p) conl<1<12.

Se recogen en el Apéndice, aquellas dlgebras en dimensiones concretas inferio-
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res (n < 14), que constituyen excepciones del caso general que en este capitulo

se determina.

4.2 Algebras casifiliformes de longitud méxima

Se estudia en esta seccién las algebras de Lie casifiliformes de dimensién finita y
longitud maxima. Se consideran distintos tipos de graduacién y en cada caso se

obtienen las 4lgebras que admiten la descomposicién correspondiente.

Las graduaciones factibles fueron obtenidas en el Capitulo 2, teniendo las
algebras que resultan la descomposicién g = g, @ -+ D @n,, CON N2 — N =N — 1.
Si {Xo,X1,...,Xn2,Y} es una base adaptada y homogénea, se tienen los casos
siguientes:

gi =< Xign—2 >, 3-n<1 L0,
l.— 9=93-n®---Dg1Dg2, con { g1 =< Xo >,

92=<Y>.

g =< Xign-1 >, 2-n<i1< -1,

2.— g=@gsn®---Dg, con § go=<Y >,
Lgl=<.Xo>
'92—n=<y>,

3.— g=92-nD---Dg1, con { g;=<X,-+n_2>, 3—-n<:1<0,

91=<X0>.

go=<Y >,
4. — g=¢goD--- D Gn-1, con '
gi=<Xi.1>, 1<i1<n—1.
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o =< Xo >,

3.— g=g1 D -DPn, con § g =<Y >,
gi =< Xi—2>,3<:<n.
gi=<X,'_1 >,1Si$n—l,

6.— 9=0:19 - Dgn, con
g =<Y >.

No es necesario considerar las graduaciones que pueden ser obtenidas con el cam-
bio de subindices k' = —k, en los subespacios homogéneos, ya que las dlgebras que
se obtienen resultan ser equivalentes a las obtenidas con la graduacién correspon-
diente anterior. La referencia a la posicién del vector Y de la base homogénea, asi
como al menor subindice de los subespacios de la graduacién, motiva la siguiente

definicidn.

Definicion 4.1 Sig = g,, ®- - -®gx, es un algebra n-dimensional casifiliforme de

longitud n y el vector Y € g,, diremos que es g es un algebra de tipo g = g(nn,,q)-

Se distinguen las descomposiciones que, esencialmente, sélo producen exten-
siones del algebra filiforme L,_; de aquellas en las que resultan otro tipo de

algebras.

4.2.1 Algebras de tipo g = g(n n,q), con n; < 0.

Dentro de esta familia de 4lgebras, en el primer caso que se considera sélo puede

obtenerse el dlgebra L,,_; & K.

Algebras de tipo g = g(n3-n2)

Sig=g3-n®: - D gs es un dlgebra del tipo considerado, entonces admite la

descomposicion < X; > D < X2 > ®---® < Xp > ® < Y >. La proposicién
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siguiente nos determina el dlgebra que resulta.

Proposicién 4.2 Sig es una dlgebra casifiliforme de tipo § = @(n,3-n,2), €ntonces

se verifica que es isomorfa al digebra L,_; ® K.

Demostracién.  El hecho de pertenecer el vector Y al subespacio g; prueba
que Y ¢ C'g. Veamos ahora que Y € ceng. En efecto, si esto no ocurre debe
existir un entero i tal que [X;,Y] = aXi42, con a # 0; por lo tanto, se tiene
Ckg D< Xit2, Xit3,...,Xn_2 >, para cualquier k, lo que es imposible ya que
g es un algebra nilpotente. El hecho de que Y ¢ Clg e Y € ceng implica que
g=g® <Y >, siendo g’ un élgebra filiforme. Entonces, la Proposicién 3.2

aplicada a g’ proporciona finalmente el resultado. ]

En el segundo caso que se estudia, el resultado que se obtiene es la no existencia

de algebras casifiliformes con este tipo de graduacion.

Algebras de tipo g = g(n,2-n,0)

Sig=gsn®- - Dg es un slgebra de este tipo, la descomposicién que admite
ahoraesg=<X; >® <X >P -+ < Xn-2>0 <Y > < Xo >, se tiene

que

Proposicién 4.3 No ezisten dlgebras de Lie casifiliformes no escindidas de tipo

9 = 9(n,2-n,0)-

Demostracion. Sea {Xo,Xi,...,Xn-2,Y} una base adaptada del dlgebra.
Entonces, de la graduacién resulta que si X; € go y X; € gp, con o, 3 < 0, se
tiene que Y ¢ go4s, ya que o + B < 0; y como [Xo, Xn-2] = 0, se tiene que Y no
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es un vector de la subdlgebra derivada de g, con lo cual dimC'g = n—3. Ademis,
como Y € go y g es un algebra nilpotente se tiene que [X;,Y] = 0, para todo ¢,
con lo que g = g’ < Y > siendo g’ un dlgebra filiforme no conexa, graduada por

<Xi>0 - P< Xp2>0<0> < Xp >. 0O

Nota 4.4 Si g es un algebra casifiliforme de tipo g = g(n,2-,0), 5¢ ha probado en
la Proposicion 4.3 que dicha algebra es g = g’ < Y >, donde g’ es una élgebra
filiforme graduada no conexapor < X; > @+ < Xp—2 > 9 < 0> D < Xp >,

cuya ley es
[XO,X5]=X1'+17 1 stn_:;’
[Xi, X;] = aij Xiyjm(n-1)y n—1<i4+j<2n -3, 1<i<j<n-2

Y la unica algebra filiforme asi graduada es ¢’ = L,,_;.

En efecto, puede verse que los productos [X;, X;], con ¢ # 0, son nulos. Por

ser g’ un algebra graduada se tiene que
[Xi, X;] € [8-(n-1-0), 8=(n-1-3)] C B-(n-1-(i4i=n+1)) =< Xitjont1 >,

verificindose i+ j —n+1 > 1. Los unicos productos que cabe que considerar son

[Xi, X;],donde 1 <i<j<n-—2yconi+j>n,luego
[Xi, Xi] = ;i Xivjent1 con i+j>n, 1<i<j<n-2.

Observando el subindice del vector X;;;_,41, se tiene que i4+j—n+1 < i4+n—2—
n+1<1—1< 1 como: < j, se tiene también que 1 + 7 —n+1 < 7, de donde se
deduce que X ;_n4; es de menor subindice que cualquiera de los dos vectores que
lo generan. Se tiene, entonces, que no puede ser a; ; no nulo, para ningin par (3, j);
yaquesia;; #0parai+j—n+1=1, entonces Clg’ = {X;, X3, X3,..., Xn-2}
luego dimC'g’ = n — 2; por otra parte, si i + j —n + 1 = k # 1, deberia ser
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Crg' =< Xir1, X2y - - - s Xn-2, Xivjons1 >=< Xy Xit1y+ -+ Xnz >= Cklg'y
el dlgebra no serfa nilpotente. Luego la tnica dlgebra filiforme que admite este

tipo de graduacién es g’ = Ln_1, que tiene de ley
{ [Xo, Xi] = Xig1, 1< <n—3.

Y esto concluye la prueba de la afirmacién que se hace en la Nota 4.4.

Continuando con el estudio de las restantes graduaciones, el primer caso que
se considera es g = @(n2-n,2-n)- Cuando el vector Y esta en el subespacio gz_n,
ademas de ser g = L,_; @ K, se obtiene un algebra distinta, cuando la paridad

de la dimensidn es la adecuada.

Algebras de tipo g = g(n,2-n,2-n)

Un élgebra g = go—r, @ -+ - @ g1 de tipo g = G(n,2-n,2-n) admite la descomposicion
<Y>0<Xi>0<Xy>® < Xn_z > ® < Xo >y se tiene

Proposicién 4.5 Si g es un dlgebra casifiliferme de tipo § = @(n,2-n,2-n) €ON

n > 4, entonces se verifica que § = L,_; ®K, sin espar, yg = Lo-1 ®K 6

8 = B(n2-n) Sin €s impar, siendo

[XO?Xi}=Xi+1a 1 Szgn—ga

1 —_
Y(n2-n) = . 3 i1 a3
[Xta Xn—2—¢] = (_1) Y, 1< S 2

Demostracién. Razonando como en la Proposicién 3.2, se tiene que los pro-
ductos [X;, X;], con 1, 5 # 0, nunca pueden dar como resultado un vector generado
por los vectores {Xo, X ... Xn-2}, pues esto implica que el dlgebra no es nilpo-
tente. Luego, los iinicos productos no nulos han de ser aquellos cuyo resultado sea

un miiltiplo de vector Y. Como [X;, X;] € g—(n—2—(i+j-n+2)) ¥ €l vector Y € ga_n,
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se tiene que n —2 — (i+j—n+4+2) = n—2, es decir, j = n —i — 2. Asi,
se tendrd que [X;, X,-2-;] = ;Y. De las relaciones de Jacobi de los vectores
{Xo, Xi-1, Xn-2-i},con 2 <1 < "2;1, se tiene que a; = —a;_;, para todo entero
2<1< [%J Asi, si n es impar se tiene a; = (—1)'"'a,, para 2 < 1 < 253,
y resulta que si a; = 0, el dlgebra es g = L,_; ® K y si a; # 0, entonces

el algebra es g = g%nﬂ—n)' Por otra parte, si n es par, la relaciéon de Jacobi
J(Xo,Xn_z—_i,Xn_;g) = 0 prueba que Gn=t = 0, con lo cual a; = 0 para cualquier
ty 9= L, ; ®K. Las dimensiones de las subalgebras derivadas de L,_, ®K y

g%n,z_n) prueban que son algebras no isomorfas. o

Estudiamos a continuacién las dlgebras que admiten una descomposicién de los
tipos que restan, con n; > 0. Se obtendrdn extensiones de las dlgebras filiformes

de longitud maxima, junto con algunas dlgebras no escindidas.

4.2.2 Algebras de tipo g(, », q), con n; > 0.

En el primero de los casos que cabe considerar sélo se obtienen extensiones de

algebras filiformes de longitud maxima.

Algebras de tipo g = 9(n,0,0)

Sig = go®- - -DPn—1 es un dlgebra de Lie casifiliforme del tipo considerado admite
una descomposicién < Y > @ < Xp > @---® < Xz >. El hecho de que g
tenga que ser una subalgebra de g y que, ademds, la nilpotencia del algebra g
garantice que [go, g;] = 0, para todo g;, conduce directamente a la determinacién

de las algebras que admiten tal descomposici6n.

Proposicién 4.6 Si g es un dlgebra casifiliforme de tipo g = 9(n,0,0), entonces es

isomorfa a g = g’ ® K, siendo g’ un dlgebra filiforme de longitud I(g') = n — 1.
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El Teorema 3.6 determina las algebras filiformes g, de longitud méaxima, con

lo que se obtiene la clasificacién de las 4lgebras de la proposicién anterior.

En el caso siguiente que se estudia, ademés de la extensién de las algebras
filiformes de longitud méxima, el dlgebra que resulta es g%n’z_n) , cuando la paridad

de la dimensién es la adecuada.

Algebras de tipo 8(n,1,n)

Sig=g:@ - ® g es un algebra casifiliforme de tipo g = g(n,1,,) admite la
descomposicion < Xo >0 < X1 > < X2 > P D < Xn2 >0 < Y > yse

tiene:

Proposicién 4.7 Sig es un dlgebra casifiliforme de tipo g = @(n,1,n), con dimen-
sion de g mayor 6 igual que 13, entonces g es una ezxtension algebraica de un
dlgebra filiforme de longitud mdzima de dimension n — 1. Ademds, sin es impar

el dlgebra también puede ser g = gf, 2 -

Demostracién. Al ser {Xo, X, ..., Xn-2, Y} una base homogénea y adapta-

da, la ley del algebra viene dada por
[Xo, Xi] = Xiy1, 1<:<n-3,
(X, X;] = i Xigjr, 1<i<j<n—3—1,
X, Xomami] = A, 1<i <[22,

2

De las relaciones de Jacobi J(Xp, Xi, Xn-3-i) =0,con 1 <1 < I_"—;—-QJ, se obtiene
que Ai41 + A; = 0, con lo que A; = (—1)""'A;. Sin es par, de la relacién de
Jacobi J(Xo,ani,an;z) = 0, se tiene que A; = 0, luego g = g’ ® K, donde g
es un algebra filiforme de longitud médxima y de dimensién n — 1. Si n es impar,
y A; = 0, estarfamos en las mismas condiciones del caso anterior. Si A; # 0, el

cambio de bases
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X/ =X;, 0<i<n-2,

y' =Ly,
permite suponer A; = 1. Las relaciones de Jacobi J(X;, X;, Xx) =0con 0 <i <
J<k<n-—4-(i+j), determinan que las constantes de estructura de la familia
verifican las expresiones del Corolario 3.7, con a@ = 0. Y asi, las constantes de
estructura tienen que ser de uno de los tipos de los apartados siguientes:

1.- a;; = 0, para todo 1, j.

a1;=0, 2<j<n-—4,

2.-
a;; = 0 z 75 1.
3.- a;; = S(i—l)!((i.:-—j;r(j_i)!ﬂ
Gigmsmi = (—1)"16, 1<i< |58,

4§ Gipogoi = (=1)712=3=2p 0 1 << ["—EEJ
a;; =0 en otro caso.

Ademas, las dlgebras de la familia tendran que verificar las relaciones de Jacobi
de los vectores {Xi, X, Xn_a—(i+j)}rcon 1 < i < j < l”'Tg"‘J, las cuales propor-

cionan las siguientes igualdades:
(=1 ajns-ic; = (1) @i + (~1) @in-3-ij, 1<i<y< |25,
(1) ajpogminy = (=1)* 4 g, + (-1Y'a;p-3-imj, 1<i<j< l"-Ta-'J )
| iz =5
Y, por tanto se deduce que a;; = 0, siempre que 1 < i < j < n—3 —i. Entonces
tiene que ser
[Xo, Xi] = Xiga, 1<i1<n-3,
[Xiy Xn—z—i] = (-1)71Y, 1<i< a3
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Y por tanto g = g{, 2_n)- 0

En la proposicién anterior se ha obtenido la expresion general de las dlgebras
casifiliformes de tipo g = @(n,1,n), cuando la dimensién del algebra es mayor o
igual a 13. En dimensiones menores que 13, ademas de las algebras obtenidas,
existen otras algebras que admiten la citada graduacion, las cuales se recogen en

la siguiente Nota.

Nota 4.8 Son élgebras casifiliformes de tipo g = g(n,1,n), las siguientes algebras

Si dimg =7,
[ [Xo, Xi] = Xiga, 1<i<4,
8=1 [X0,X] = Xiss, 2<i<3,
| [ Xy Xum2=d] = (F1)7YY, 1<i<2
Sidimg =9,
[ [Xo, Xi] = Xig1, 1<i<8,
(X1, Xi] = Xiga, 2<:<3,
. [X1, X4] = 3Xe,
[X1, X5) = 5X5,
(X2, Xi] = —2Xiys, 3<i<4,
| [Xi, Xnami] = (-1)71Y, 1< <3

Si dimg = 11,
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[ [Xo, Xi] = Xups, 1<i<6,
(X1, Xi] = Xiya, 2<i<3,
[ X1, Xi] = —Xiy2, 5<i<6,
T [X2, Xi] = Xits, 3 <1< 4,
(X3, Xi] = Xita, 4<1<5,
| [ Xy Xnzmi] = (-1)71Y, 1<i<4

Se concluye esta subseccién con el estudio de las algebras casifiliformes de tipo
g = Q(n,1,2), donde las dnicas dlgebras no escindidas que existen son las algebras

definidas a continuacién.

Definicion 4.9 Se denotan por g%n,l) y g%n,l), las dlgebras definidas en una base

homogénea y adaptada {Xo, Xi,...,Xn-2,Y}, por

Sin > 5, gf,, es el dlgebra

= { [Xo, Xi] = Xig1, 1<i<n—3
[(Xi,Y]=Xi42, 1<i<n-—4.
Sin > 7, g, es el dlgebra
[Xo, Xi] = Xiy1, 1<i<n-—3,
) = [Xi,Y]=Xiga, 1<i<n—4,
[X1,Xi] = Xiys, 2<i<n—5.

Algebras de tipo g(n,1,2)

Sig=g01®- - @ gn es un algebra casifiliforme de tipo g = g(n,1,2), admite la
descomposiciéon < Xo > @ <Y > @ ---® < X,—2 >. La estructura de esta

familia de algebras viene dada por
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[Xo, Xi] = Xi1, 1<
[Xi, Y] = AiXi, 1

[(Xi, Xj] = 0ijXigjee, 18i<j<n—4—i

IA
IA

n—3,
4

IA
IA
3

7 -

]

Es claro que las algebras g%n’l) y g?n‘l), consideradas anteriormente son casi-
filiformes de tipo g = @(n,1,2)- Particularizando en cada caso las constantes de
estructura, se comprueba, directamente que se verifican las relaciones de Jacobi

en cada una de las algebras mencionadas.

Se recogen en la siguiente proposicién las lgebras casifiliformes no escindidas

que admiten este tipo de graduacion.

Proposicién 4.10 Si g es un digebra casifiliforme no escindida de tipo g =

O(n,1,2), con dimension g mayor 6 igual que 7, se verifica que g = 9%1;,1) og= g?n’l).

Demostracién.  Supondremos que Y ¢ ceng, ya que si Y € ceng, el algebra

g=g® <Y > es una extensién de un 3lgebra filiforme g’ con
P =<Xo>®<0>0<X1>® B < Xn1>.

Y dicha graduacién de g’ no es conexa.

Se realiza la demostracién de la proposicién por induccién sobre la dimensién del

algebra. Si dimensién de g es 7, el producto viene determinado por
[Xo, Xi] = Xiy1, 1<£1<4,
[X:, Y] = AiXig2, 1<51<K3,
[X1, X2] = a1,2X5.
De las relaciones de Jacobi J(Xo,X;,Y) = 0, para 1 < i < 2, se obtiene que

A; = Ay = As, como Y ¢ ceng, las constantes verifican A; # 0 y el cambio de

bases
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y'=1

{X{:X,-, 0<i<5,
Ap?

permite suponer A; = 1, para 7 = 1,2, 3. Se realiza la clasificaciéon dependiendo

de la nulidad de a; . Asi, si a1 = 0, se tiene que el algebra es g = 9%7,1)-

Si ay2 # 0, el cambio de bases

X} = Xo,
i=.5, 1<i<5,
Y' =Y.
permite suponer a;2 = 1 con lo que el algebra es g = 9?7,1) y se verifica la

proposicion para dimg = 7.

Supdngase que se verifica para dimg = n y veamoslo para dimg = n + 1. El

producto en g viene dado por

f

[Xo, Xi] = Xit1, 1<i<n—2,

(X, Y] = Xiya, 1<i<n—4,
! [Xoos, Y] = AXos,

[ X1, Xi] = aXiys, 2<i<n-=35,
| X, Xnsoi] =ai Xomy, 1<1< lﬂgﬁj )

cona=0,6a=1,

De Ia relacién de Jacobi J(Xo, X, —4,Y) = 0, se obtiene que A = 1; y con las
relaciones de Jacobi J(Xo, X;, Xn-4—i) =0, para 2 < i < ["—EQJ , se tiene que 0 =
ai+ai41, de donde a; = (—1)"~2a,. Con la relacién de Jacobi J(Xo, X1, Xn-5) =0
se tiene a = ay + a;. Si dimg es par, de J(Xo,XQ;-_s,X%_a_) = 0, se tiene a; = 0
yar=a,conloqueg=g}_ ) 68=0{1,) Sidimgesimpar, de la relacién
de Jacobi J(X;, Xn-6,Y) = 0, se tiene que a; = a — a3, con lo que a; = ¢, y por

lo tanto a; = 0 para cualquier : # 1. Asi, el dlgebra es g = gfn +1,1)09= g:("n +11)°
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O

Nota 4.11 En las dimensiones inferiores los resultados que se obtienen se derivan

de manera natural de las estructura de la ley en el algebra, siendo estos

Si dimg =6, g = gfg,,)-

En resumén, algebras casifiliformes no escindidas y de longitud n son las
algebras g, 1) ¥ 9{1) de la Proposicién 4.10, y el dlgebra 9{n.2-n) (con n impar),

de la Proposicion 4.5.

Por su sencillez, las algebras que se han obtenido son itiles para el estudio
de problemas geométricos, (4lgebra de las derivaciones, espacio de cohomologia,

etc...).

De los resultados de las proposiciones anteriores, se puede enunciar el siguiente
teorema de clasificacién para las algebras casifiliformes de longitud maxima, el

teorema recoge los resultados obtenidos en la Seccion 4.2.

Teorema 4.12 Clasificacién de ilgebras filiformes de longitud maxima

Si g es un dlgebra casifiliforme n-dimensional de longitud mdzima, se tiene
que g es o bien una extension de un dlgebra filiforme (n — 1)-dimensional de
longitud mdzima o bien es g = gfn,l) ég= g:(’n,l); ademds, si n es impar, también
puede ser g = g%nﬂ_n). Cuando la dimension del dlgebra es menor o igual que 11

se deben aniadir las dlgebras recogidas en las Notas 4.8 y 4.11.

Demostracién.  Denotamos por g’ @ K el lgebra extensién de un algebra

filiforme g’ de longitud maxima, en el siguiente cuadro se puede observar que las
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algebras que se obtienen en las Proposiciones 4.5 y 4.10 son no isomorfas. En

efecto, siempre existe un invariante que las distingue.

g dim(cen g) | dim(C'g) | dim(cenC!g)
gokK 2 n—3 -
g%n,z_n) (con n impar) 2 n—2 -

g%ﬂ»l) 1 n—3 n—2
8(n1) 1 n—3 n—3

El caso filiforme se concluye aqui y, sin embargo, en la seccion siguiente se

encontraran algebras casifiliformes con una longitud mayor que la natural. De

hecho, se encuentran, todas las algebras de longitud n — 1.
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4.3 Algebras de longitud dimg — 1

Se estudia en esta seccién las dlgebras de Lie casifiliformes de dimensién finita
y longitud dimg — 1. Andlogamente al caso estudiado en la seccién anterior, se
consideran distintos tipos de graduacién y se obtienen las algebras que admiten

la descomposicién correspondiente.

De nuevo se parte de las graduaciones obtenidas en el Capitulo 2, teniendo las
algebras que resultan la descomposicion g = g,, @ -+ - D gny, cOD N2 — Ny =N — 2.
Si {Xo,X1,...,Xn-2,Y} es una base adaptada y homogénea, se tienen los casos
siguientes:

l.— g=93-n® -+ D g, donde

gi =< Xign—2 >, 3—n <1 <0,

g1 =< Xo,Y >.
6 existeun p € Z, con 3 — n < p <0, donde
(g =< Xitn2>  3-n<i<p-1,
gp =< Xptn-2,Y >,

gi=<Xi+n—2 >, P+]~S1'SO7

kgl=<Xo>.

2.— g=0g3-pD D Pnpt1, con 2< p<n—1,donde

4

[+H =< Xp—2+i >, 3—PS250,
g1 =< Xo, Xp-1 >,

g =< Xp-2+i >, 2<1<n-p,

| Bnpt1 =<Y >.

3.— 9=0g2p®D - D Pnyp, con2<p<n—1,donde
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{

P2-p =< Y >,
g =< Xp—2+i >, 3—p§2§0,
o =< Xo, Xp-1 >,

9 =<Xp24:>, 2Z<:i<n-p

4. — g=01D - PgGn-1, Yy existe p, con 1 <p<n-—1, donde

gi =< Xi—1 >, 1<:1<p—-1,

g =< Xp-1,Y >,

g =< Xi—1 >, p+1<:<n-1.

La clasificacién de estas familias se va a realizar dependiendo de los valores

que puedan tomar p € Z, en cada uno de los casos.

No es necesario considerar las graduaciones que pueden ser obtenidas con el
cambio de subindices k' = —k en los subespacios homogéneos, ya que las 4lgebras
que se obtienen resultan ser equivalentes a las obtenidas con la graduacién co-

rrespondiente anterior.

Como en el caso de longitud n, sera importante destacar el menor subindice
de los subespacios no nulos de la graduacién, asi como la posicién del vector Y
de la base adaptada. Ademads, al ser g un algebra graduada conexa con n — 1
subespacios, existe un subespacio de dimensién dos. La referencia a la posicién

de este subespacio motiva la siguiente definicién.

Definicion 4.13 Sig=g,, ®---® g, es un algebra n-dimensional casifiliforme

de longitud n — 1, con Y € g, y dimg, = 2, diremos que g es un algebra de tipo
9 = B(n,n,a,b)-

Asi, los diferentes tipos de graduacién son:

l- 9 =gma-npppcon3—n<p<1
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2.- 9 = 9(n,3-p,n-p+1,1), CON 2 < P <n-— 1.
3-g= 9(n,2—p,2~p,1), CON 2< p<n-— 1.
4'- g = g(n,l,p,p), con ]' S p S n-— 1-

A continuacién, se estudian las dlgebras que resultan en cada caso, conside-
rando las distintas graduaciones que se presentan. El estudio de las algebras de
tipo @ = @(n,1,05) Merece una consideracion especial. En este caso la posicién
del vector Y, asi como la dimensién de los iltimos subespacios de la graduacion,

desempenan un papel relevante.

El resto de los tipos que cabe considerar se estudian a continuacion.

4.3.1 Algebras de tipo g = B(nn,ap) CON N1 F 1

En el primero de los casos, las dlgebras que admiten dicha descomposicion tienen
longitud maxima. Por tanto, no existen algebras de este tipo con la longitud

especificada.
Algebras de tipo g = 9(n,3-n,1,1)
Sig=g3n® - @ g es un algebra casifiliforme de tipo g = g(n,3-n,1,1), admite

una descomposiciéon g =< X3 > @+ P < Xp-2 > & < Xo,Y >. La estructura

de las algebras de tipo g = g(n,3-n,1,1), queda recogida en el siguiente lema.

Lema 4.14 Si g es un dlgebra casifiliforme de tipo g = @n3-n1,), la ley del

dlgebra viene dada por
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[XOaXi] = XH-I, 1< i <n-3,
[Xi, Xj] = aij Xitjong2, 1<i<j<n—-2, n—-1<i+j<2n—4,
[X:,Y] = Ai Xia, 1<i:<n-3.

En la siguiente proposicion se demuestra que dicha familia de algebras no

contiene a ninguna de longitud n — 1.
Proposicién 4.15 No ezisten dlgebras casifiliformes de tipo g = g(n3-n,1,1)-

Demostracion. De acuerdo con el Lema 4.14, la ley del algebra es
[Xo, Xi] = Xig1, 1<i<n-3,
(X, X5l = aij Xiyjont2, 1<i<j<n—-2, n—-1<i4+;<2n-4,
[X:, Y] = Ai Xig1, 1<:<n-3.
De las relaciones de Jacobi de los vectores {Xo, X;,Y}, para 1 <i < n —3, se

tiene A; = A;4; para cualquier valor de i, con lo que podemos suponer A; = A,,

para 1 <: < n — 2. El cambio de bases
X! =X, 0<i<n-2
{ Y'=Y + A; Xo,
permite suponer [X;,Y] =0 para0 <:<n-—2. Asi,setieneg=g®d <Y >
siendo g’ un algebra filiforme graduada por ¢’ = g3—. ®--- D @y con Xo € g1 ¥

X; € g3-n. De la Proposicién 3.2 se tiene que g’ = L,,—;, por tanto el dlgebra es

g = L,_1 ®K, que tiene longitud maxima. Asi, no existen algebras casifiliformes

de tipo g = g(n,3-n,1,1)- o

En el siguiente caso que se considera tampoco existen algebras casifiliforme

de longitud n — 1.
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Algebras de tipo g = B(n,3-n,p,p)

Sig=g3n® - D@y ®:-- D g es un algebra casifiliforme de tipo g = gz 3-n,p,p)
con 3 —n < p <0, la descomposicién que admite el dlgebra viene dada por
g=<X1>®® < Xppn2,Y > D---® < Xo >y la estructura de esta

familia viene recogida en el siguiente lema.

Lema 4.16 Si g es un dlgebra casifiliforme de tipo g = g(n3-npyp), cOn 3 —n <
p <0, la ley del dlgebra viene dada por

[ [Xo, Xi] = Xisa, 1<i<n-3,

(X, X;] = @i j Xitj-nt2, n—1<i+j<2n-4,
1<i<j<n—2 i+j#2n+p—4,

[X:, Y] = AiXisp, 1-p<i<n-3,
[Xn—2, Y] = An+p—2Xn+p—2 + BY,

[Xn+p—3+i, Xn—l—i] = aan+p-2 + BzY; 1 S 1 S ‘_%2,‘7

\

donde las constantes de estructura a;, a;;, A;, B y B; deben verificar las ecua-

ciones que se obtienen de las relaciones de Jacobi.
El siguiente resultado determina las dlgebras del tipo considerado.
Proposicion 4.17 No ezisten dlgebras casifiliformes de tipo @ = @(n,3-n,p,p)-

Demostracién.  Las condiciones de nilpotencia de g garantizan que B = 0.
Una prueba similar a la realizada en la Proposicién 3.2, nos demuestra que las
constantes de estructura A; y a;;, para j # 2n + p — 1 — 4, son nulas. Veamos
ahora que las constantes a; son también nulas. En efecto, si alguna de ellas no

lo fuese, entonces existira un i’ tal que a; # 0, y se tiene [Xpn4p-34ir, Xn-1-it] =
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air Xnsp-2 + BiY; ast, {Xn4p-2, Xntp=1,-..,Xn-2} € CFg para cualquier valor
de k y, el algebra no seria nilpotente. Finalmente se determinan los coeficientes
B; de las relaciones de Jacobi J(Xo, Xn4p-34i, Xn-2-i) = 0, para 1 <1 < [3E].
Se obtiene que B; + B;y; = 0, con lo que B; = (—=1)""!B,;. Veamos que no se

obtienen algebras de este tipo cuando p es par.

e Si fuera p par y, para : = ZF, se tiene Bn+§_3 = 0, que implica B; = 0; por

tanto se obtiene el dlgebra de longitud maxima g = L,—; & K.

o Si p es impar, el dlgebra viene dada por
[Xo, Xi] = Xita, 1<i1<n-3,
[Xntp-3+i, Xnc1-i) = (-1)7'BY, 1<i< %2
No puede ser By = 0, porque el dlgebra es g = L,—; & K, de longitud maxima.

Tampoco puede ser B; # 0, ya que el algebra que resulta es un algebra filiforme.
O

Las algebras que resultan en el siguiente tipo de graduacién son extensiones

de algebras filiformes naturalmente graduadas.

Algebras de tipo g = g(n3_pn-p+1,)

Se presenta en este apartado el estudio de las dlgebras casifiliformes g = ga_, ®
DD D Pnpt1,con2 < p<n—1.Siges un dlgebra casifiliforme de tipo
9 = B(n;3-n,1,1), admite una descomposicién g =< X; > & - < Xo, Xp-1 >

®---® <Y > . Para esta familia de dlgebras su estructura viene dada por

Proposicién 4.18 Sig es un dlgebra casifiliforme de tipo § = g 3-pn—p+1,1) €ON

2<p<n-1, suley viene dada por
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[XO,Xt']:XH-la 1<7'<n_3’

[Xi, X;] = aij Xiyjppa, 15i<j<n—-2, p—1<i+j<n+p—4

[Xis Xappoamil = AY,  p—1<i< |24,

Las 4lgebras que admiten este tipo de graduacién no tienen longitud n — 1,

salvo el caso que se detalla en la proposicion siguiente.

Proposicién 4.19 No ezisten dlgebras casifiliformes de tipo @ = g(n3—pn—p+1,1);

con3<p<n-—1.Sip=2yn esimpar, el dlgebra es g = Qn_1 K.

Demostracién.  Se distinguen los casos p# 2y p =2

e Sip # 2, veamos que las constantes de estructura a;; son nulas para cualquier

valor 7 y 7.

Sil<i<p—2,X; € gi_ps2, entonces se tiene [X;, X;] = a;; Xi4j-p+2 para
1<i<j<n-2yp-1<i4+j<n+p—4.8Sia;#0,comoi+j—p+2<7,
el subindice del vector X;;;_,+2 €s menor o igual que el subindice del vector Xj;
al calcular {C(g)}ien Do existird k € N de tal manera que {C*(g)} = {0} y el

algebra no seria nilpotente.

Sip—1<:< [ﬁg‘—sj , ¥ existe una constante a; ; # 0. Sea k es el menor valor
de i tal que [X;, X;] # 0, para algin j > i; se tiene que [Xi, X;] = ak,; Xk+j-p+2,
con ai; # 0; y, entonces, la relacién de Jacobi J(Xo, Xs-1,X;) = 0 implica la
contradiccién [Xi, X;] # 0.

Una vez probado que a;; = 0 para cualquier 7 y j. Determinemos las cons-
tantes A;, con p—1<1 < [ﬁi}'—ij . De las relaciones de Jacobi de los vectores
{Xo, Xi; Xn4p-a—i},parap—1<i < I_ﬁiéLsJ, se tiene que A;4; = —A;; entonces,

Ap-2)4ir = (=1)"1A,j,con1 <4< I_-”—'Z'BJ . No puede ser n + p impar, ya que
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la relacién de Jacobi J(Xo, Xl-téLS,Xn_-%La) = 0 implica Aﬁg;a = 0 y, por tanto,
A, = 0y el algebra se reduce a g = L,_; ® K, que es de longitud maxima. Si
n+ p es par, no puede ser A; = 0, ya que se tendria también quees g = L,_, @ K.
Asi, A; # 0 y se tiene

[Xo, Xi] = Xig, 1<:1<n-3,
. { [Xi; Xntp-3-i] = (=1)1A41Y, p—1<i< lﬁitij )
que resulta ser un algebra filiforme, como prueba el cambio de bases
Xo = Xo + X1,
X=X, 1<i<n-2,
X!_, =AY,

al ser [Xg, X{] = X/,,,paral <i<n-—2.

1

Sip # 2, no se tiene, en ningiin caso, un algebra casifiliforme g con longitud n—1.

e Sip =2, el dlgebra admite la descomposicién g =< Xop,X; > - <
Xn-2> @ <Y >;ysetienequeY € ceng. Entonces, el dlgebraesg' =g/ <Y >
es un algebra filiforme naturalmente graduada. Asi, dependiendo de la paridad

de la dimension del algebra g/, la ley del 4lgebra g viene dada por:
Si dimg es par,

[XO,Xi]= Xi+17 1 _<_2Sn——3,
g =

[Xi7Xn—l—i] = A‘IY 1 < J < n_;_2_,
Un tratamiento similar al desarrollado en el caso p # 2, nos permite asegurar que
no puede ser g un algebra castfiliforme de tipo g = 9(n.1,n-1,1), CON 1 par, pues
las dlgebras que admiten tal descomposicién serfan: 6 un 4lgebra g casifiliforme

de longitud méxima 6 un algebra g filiforme. Luego dimg es impar y la ley del

algebra g viene dada por
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[Xo, Xi] = Xita, 1<i<n-3,
[Xi, Xn—2-i] = (—1)"'1 aX,2, 1<t < 11:2-_3,

[Xi, Xno1=i]l = AY

[e—

<i<|%?],
cona=0,6a=1.

No puede ser o = 0, ya que las relaciones de Jacobi de los vectores { Xo, Xi, Xn-2-i},
para 1 < i < 222 implican que el dlgebra es g = L1 @ K, que es de longitud

maxima.

Luego o = 1. En efecto, las relaciones de Jacobi J(Xo, Xi, Xn—2-i) = 0 para

1<:< "2;5, proporcionan las ecuaciones

-5
0= A1 + A coni;é-n—2———,

con lo cual 4; = (—1)"'4;, para 1 < ¢ < 252 De la relacién de Jacobi
J(Xo,Xl-_z—_s_,Xn_;l) = 0, resulta que An_z—_3 = 0. Por tanto, A; = 0 y el alge-
braes g = Qn_1 ® K; como @,.—; es un algebra de longitud n — 2, entonces g es

un algebra escindida de longitud n — 1. i

Nota 4.20 En el tipo g = g(n3-pn-p+1,1) cOn p = 2, la graduacién que se ob-
tiene es g = g1 @ -+ - D gn1, que completard las dlgebras que se estudian en las

Subsecciones 4.3.2, 4.3.3 y 4.3.4.

Se concluye esta seccién con el estudio de las dlgebras casifiliformes de tipo

9 = 9(n,2—p,2-p,1)-

Algebras de tipo g = O(n,2-p,2-p,1)

Sig=9-p® D Gnyp con 2 <p<n-—1,es un algebra casifiliforme de

tipo g = @(n,2-p2-p,1), la descomposicién que admite el algebra viene dada por
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g=<Y>0<Xi>® P < Xo, Xp-1>D: D < Xu—2 >. La estructura de

estas familias de algebras estd recogida en el siguiente lema.

Lema 4.21 Si g es un dlgebra casifiliforme de tipo g = g(n2-p2-p,1), cON2 < p <

n — 1, la ley del dlgebra viene dada por
[XO’Xi]=Xi+17 1<i<n-3,
[Xi,Xj]‘:a,"in+j—p+2, 1<i<j<n-2, P—ISZ+ .

J
[Xi Xl =AY, (Ai=0sip<4) 1<i< |53,

Ademas de extensiones de dlgebras filiformes naturalmente graduadas, existen

para cada p y n adecuados un algebra casifiliforme del tipo considerado.

Proposicién 4.22 Si g es un dlgebra casifiliforme de tipo g = g(n,2-p,2-p,1), CON
2 < p £ n—1, entonces se tiene que si p = 2 y n es impar el dlgebra es
g = Qu10 K. Ademds si p es impar y p > 5, el dlgebra es g = Ln2-p2-p1)
siendo

[XO,Xi]=Xi+l7 1<i1<n-3,
L(n12_p12_p11) = .

[X,‘,Xp_z_.‘] = (—1)'-1 Y, 1<:1< %3
Demostracion.  La demostracién se efectia distinguiendo los casos p # 2 y

p=2.

e Sip# 2, no puedeser p=3nip =4, yaque A; = 0 y la Proposicién 4.19
nos garantiza que g = L,_; @ K, que es un 3lgebra de longitud maxima. Si
p > 4, razonando como en la Proposicién 4.19, del epigrafe anterior, se tiene que
a;;=0,paral <:1<y3<n-2, p—1<i4+j<n+p-4. La determinacién
de los coeficientes A;, resulta de las relaciones de Jacobi J (Xo, Xiy Xp-3-i) = 0
paral <: < l’-’géJ, obteniendose que A; + A;y; = 0, con lo que A; = (—1)""14;
paral <: < l%aj
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No puede ser p par, porque tomando z = ”;—4, la relacién de Jacobi de los vectores
{Xo, X 23_4,X P;_z} implica que A% = 0 y, por tanto, A; = 0 para cualquier valor

de i. Y el dlgebra es g = L,—1 ® K, que tiene longitud maxima.

Si p es impar, no puede ser A; = 0. Luego A; # 0y con un cambio de base
analogo al reflejado de la Proposicién 4.17, se tiene g = L(s,2-p,2-p,1), que €s un

algebra de longitud n — 1.

o Sip=2,elilgebraesg=<Y > < X0, X; > <X2> B < Xn2 >,
donde Y € go. Los posibles productos con este vector son nulos pues, [X;,Y] =
a X;, con a # 0, para 2 < i < n — 2, contradice la nilpotencia de g; para 1 =1,
se tiene que [X;,Y] = ao Xo + a1 X3, y como Xp es un vector caracteristico del
4lgebra, que no pertenece al subalgebra derivada, se tiene ap = 0, y las condiciones
de nilpotencia de g obligan a que también a; = 0. Con lo que g es una extension
algebraica de un ilgebra filiforme naturalmente graduada. Con un tratamiento

similar al de la Proposicién 4.19, tiene que ser g = Qn—1 ® K, con n impar,

Asi, como dimC (Qn-1 ® K) = n — 3 y dimC'(L(n2-p2-p1)) = 1 — 2, se

concluye que las algebras obtenidas son no isomorfas. ]
Nota 4.23 Posteriormente se denotara al algebra L(s,2-p,2-p,1) POT g‘(‘n,l,p).

Las siguientes subsecciones, con las que se continia el estudio de las algebras
casifiliformes de longitud dimg — 1, estan dedicadas a las algebras de tipo g =

Inipppconl <p<n—1L

La primera subseccién, se dedica a la obtencién de la estructura de esta familia
de 4lgebras. Asimismo, se obtienen algunas relaciones entre las constantes de

estructura, que facilitardn posteriormente la clasificacién.

Se concluye el Capitulo, obteniendo las algebras que admiten tales graduacio-

nes, segiin los diferentes valores de p. El uso del célculo formal, en concreto el
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paquete de calculo simbélico Mathematica, resulté ser una herramienta impres-

cindible, en la generacién de familia y la obtencién de ejemplos fiables.

4.3.2 Estructura de las algebras g = 9(n,1,p,p)

Un élgebra casifiliforme de tipo g = g(n,15p), con 1 < p < n — 1, es aquella que
admite la descomposicién g =< Xo > @D < Xp-1,Y > @@ < Xp_g >,
donde X; € giy1, para0 <i<n—2,eY € g, siendo {Xo, X1,...,Xn_2,Y} una

base homogénea y adaptada del algebra.

Como se refleja en la siguiente proposicién, la estructura de estas familias de

algebras depende de p; en definitiva, de la ubicacién del vector Y.

Proposicién 4.24 Si g es un dlgebra casifiliforme de tipo g = g(n1,,), con 1 <

p S n—1, su estructura en una base homogénea y adaptada, viene dada por
a) Sip=1

[Xo, Xi] = Xiy1, 1<i:<n-3,
g=14 [XoXj]=aij Xivj1, 1<i<j<n—-3—4,

[Xi, Y] = A Xipa, 1<i<n-3.

b) Si2< p<y4,
[XO,Xi] =Xl'+17 ISZS n—3’
g=14 XuXj]=ai; Xiyjh1, 1<i<j<n-3-1i,

[X,',Y]=A;Xi+p, (A,'=0, sip_>_n—2) ISiSn—z—p.

¢) Si5<p,
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([ [Xo, Xi] = Xina, 1<i<n-3,
[Xi, X;] = ai; Xixj, 1<i<j<n—-3-4,j#p—2-1,
8= [Xi Xpami] = Giposi X + BY, 1<i< |52,
[X:, Y] = Ai Xisp, (Ai=0, sip>n—2) 1<i<n—2-p.

donde las constantes de estructura a; ;, B; y A; satisfacen las relaciones de Jacobi.

Se obtienen, a continuacién, algunas relaciones para las constantes de estruc-

tura en las distintas familias de algebras consideradas.

Proposicién 4.25 Si g es un dlgebra casifiliforme de tipo g = @(n,1,pp)> cOn 1 <

p < n—1, se verifica que
1.- Sip<n-—2, entonces A; = Ay, paral <1 <n—2—p.

9 B;=(-1)"'B;, 1<i< l%SJ , Sipesimpar,

B; =0, sipespar.

Demostracién. Si p < n — 2, las relaciones de Jacobi J(Xo, X;,Y) = 0, para
1 <i<n-—3—p, implican que A; = A}, para cualquier i y, por tanto, A; = A,

con lo que se concluye la demostracion del primer punto.

De las relaciones de Jacobi J(Xo, X;, Xp—3-i) =0,con1 <2 < [LEEJ , se tiene
@ip-3-iXp-1 = @i1,p-2-(i+1)Xp-1 + Bix1Y + aip-2-iXp—1 + B;Y. Igualando los
coeficientes de Y, se obtiene que B;; + B; =0, para 1 <: < [2;—5J , y por tanto
B; = (—1)""!B,. Si p es par, la relacién de Jacobi J(Xo,Xp;_4, XL-z-z_) = 0 implica
B 2=t = 0, con lo que B; = 0. Entonces, si p es par, B; = 0 para cualquier z, y si

p es impar, B; = (—~1)""'B,, para 1 <i < I_PZ—?'J . =

El resultado de la siguiente proposicién, nos establece relaciones entre las

constantes de estructura a;;, que permite expresarlos todos en funcién de los

al,j.
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Proposicién 4.26 Si g es un dlgebra casifiliforme de tipo g = O(n,1,pp)s cON 1 <

p<n—1, se verifica que

S .—1 . . .
a;; = E(—l)k (’ L )al,”k, con2<i1<ji<n-—-3-—4,
k=0

con las restricciones
i d . n—3>y
> (=1)F (k)al,i+1+k =0,1<:< [TJ i

Demostracién.  La expresién de los coeficientes a; ; se obtiene por induccién
en el subindice 7. De las relaciones de Jacobi de los vectores {Xp, X;, X ;} donde
1 <1< j—1, setiene que a;; = a; 41+ ais1,j; €ntonces aiy1; = a;; — @i j41 y por
tanto la expresién es valida para i = 1, pues az ; = a; ; — a1 ;41 para cualquier j.

Suponiendo cierta la expresién para s,
s=1
k S — 1
as,j = E(—l) < k )al,j.,,k,
k=0
veamoslo para s + 1.

De la relacién de Jacobi J(Xo, X5, X;) = 0, se tiene que Qsp1j = Gsj — Gsjt1

luego

= s—1 Dfs—1
Qst1,; = Z(—l)k( k )al,j+k - Z ( k )al,j+1+k,

k=0 k=0

agrupando en los coeficientes a; j, a1 41, - . -, a1 45, S€ tiene que
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(-1)°(*3 ) ars = (-1)°(3) ar,s
(=1 (7) + (%3) enisr = (=1)'(}) er
(02031 + (1) arie) = (=1()ar342

((_1)1;(3;1) + (Z:i)) 01,54k = (-1)* (Z)al,j+k

(=1 (3D ar s = (=1 () an,iss
con lo cual,

aorry = (=1)° () arg+(=1)' (Davipr+. ..+ (=1 (}) avee+.- A (=17 (D) are,
que es la expresién que se debia obtener.

Las restricciones de la proposicién resultan de las relaciones de Jacobi de los

vectores {Xo, Xi, Xit1}, para 1 < 1 < lz‘-;—5_|, desarrollandolas, se tiene que

@41 = Gii+2 y sustituyendo las expresiones anteriores,
;i1 = (—1)° (i?,l)al,i+1 +--+ (—1)k(i21)a1,i+k+1 4o+ (1) (:::})01,21',
@iy = (—1)° (’;‘) ayiyz + -0+ (=1 (;i:ll)al,i+k+1 + o (1) (Z:}) @1,2i+1,

se obtiene, agrupando en los coeficientes a; 41, @1,i+1, - - - » 81,2i+1, 12 restriccién
(_1) ('0 )al,i+1 +...+ (—1) (;)al'i+k+1 +... (—1)' (:.)011,25.*.1 = 0. ]

El estudio de las 4lgebras en las distintas graduaciones, se realiza en las dos
subsecciones siguientes. En la primera de ellas, se estudian las algebras g =
I(n1,p,p)> c0n 1 < p < 7, en la que se agrupan resultados parciales propios de cada
indice p. El caso general lo constituye las algebras de tipo g = g(n,1,p,p) cOR P 2> 8,
que detallamos en la Subseccién 4.3.4. se obtiene siempre, dos algebras (tres si

n es par), cuando el vector Y de la base es un elemento central, y se obtienen,
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cuatro algebras (cinco si n es par y p impar), cuando el vector Y no es central ni
pertenece al subalgebra derivada. Cuando p es impar y p > 8, existe una familia
paramétrica de algebras con el vector Y de la base considerada perteneciendo a
la subalgebra derivada y no perteneciendo al centro, para el tipo y dimensién

adecuadas.

Se comienza, ahora, con el estudio de las algebras de tipo g = g(n,1,5), CON

l1<p<?.

4.3.3 Algebras de tipo g = g conl1<p<7

n,1,p,p)

En el primer caso que se considera no existe ningin algebra casifiliforme de lon-

gitud dimg — 1.

Algebras de tipo g = (n,1,1,1)

Sig=0:1®-Dgn-1 s un dlgebra del tipo considerado, admite la descomposicién
g=<Xo, Y >0 <X;>®: & < X, >. La proposicién siguiente demuestra

que no existen algebras casifiliformes de este tipo.
Proposicion 4.27 No ezisten dlgebras casifiliformes de tipo g = g(n,1,1,1)-

Demostracién.  En efecto, de las Proposiciones 4.24 y 4.25, la ley en el 4lgebra

viene dada por:

[Xo, Xi] = Xita, 1<i1<n-3,
[Xi’Xj] = ai.in+J'+l7 1<i<j<n—-3-3,
(X, Y] = AnXisa, 1<:<n-3.

y el cambio de bases
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X! =X, 0<1<n-2,

Y=Y + A X,
permite suponer A; = 0, para 1 < i < n — 3. Por tanto, el producto viene dado
por

[Xo, Xi] = Xy, 1<i<n-3,
{ [Xi, X;] = aijXitj1, 1Zi<j<n—-3-—1.

Con lo cual g = ¢'® < Y >, siendo g’ un algebra filiforme de longitud méxima,

luego g tiene longitud maxima. 0

Cuando g = @(n,1,pp) c0n 2 < p < 4, el vector Y de la base no puede pertenecer
a la subslgebra derivada. Cuando se considera g = g(n,1,2,2) DO €Xisten algebras

casifiliformes de este tipo.

Algebras de tipo g = g(n,1,2,2)

Si g es un algebra casifiliforme de tipo g = g(s,1,2,2), admite la descomposicién
g=<Xo>® < X,Y > @ --@® < Xn—2 > . En la siguiente proposicion se
demuestra, al igual que en el caso anterior, que no existen algebras casifiliformes

de este tipo.
Proposicién 4.28 No eristen dlgebras casifiliformes de tipo g = @(n,1,2,2)-

Demostracién. En efecto, como antes, la ley del 4lgebra viene dada por
[Xo, Xi) = Xit1, 1<:1<n-3,

gi =9 [Xi, Xj] = ai;Xipje1, 1<i<gj<n—-3—3,
[X;, Y] = AXi4a, 1<i<n—-4.
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Entonces, se tiene que si A = 0, el vector Y pertenece al centro del dlgebra y por

tanto g = g'® < Y >, siendo g’ un 3lgebra filifome de longitud méxima.

Si A # 0y, por tanto, n > 5, las inicas dlgebras que se obtienen son g = gfn’l).
En efecto, cuando n = 5, la ley de g viene dada por

[XO,Xi] = Xi+l) 1 S : S 2,
[X1,Y] = AX.

El cambio de bases
X=X 0<:<3,
L=
permite suponer A =1, con lo cual g = 9%5,1)-
Supongamos que g = g?n’l). Sidimg =n + 1, entonces g’ = g/ < X,—; >, es un
algebra casifiliforme de dimensién n y de tipo g’ = O(n,1,2,2), €s decir, g’ = gfn’l),
y la ley del dlgebra g viene, entonces, dada por
[ [Xo, X:] = X1, 1<i<n-2,
(X:, Y] = Xiyo, 1<i<n-—4,
[Xis Xn-2-i] = @i X, 1< < [252],
| [Xn-3,Y] = AX,,_;.

De la relacién de Jacobi J (Xo, Xn-4,Y) = 0, se tiene que A = 1. Asimismo de
las relaciones de Jacobi J(X, y Xiy Xn-3-i) =0,con1 <: < l_lz—'lJ , se tiene que
aiy1 = (=1)'a;. Sin es pare i = "2;4, se obtiene Gn-g = 0, de donde a; = 0
y por tanto g = 9%n+1,1)' Si n es impar, sea n = 2k + 1, con k¥ € N. Como
antes, se tiene que a; = —a,, a3 = —a3, ...at_2 = —ax_;, y la relacién de Jacobi
J(Xk-2,Xk-1,Y) = 0 implica ay_, = az_;, luego ax—; =0y es a; = 0, con lo que
g= g?n +1,1)- Luego, en ambos casos se tiene g = gfn +1,1)> que es un algebra de

tip0 g = @(n+1,1,2), con longitud maxima, como puede verse en la Proposicién 4.10.
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0

Definicion 4.29 Si 3 < p < n — 3, se denotan por gf, .y Gtn1s) ¥ Oin1p) 128
algebras definidas en la base homogénea y adaptada {Xo, X1,...,Xn-2,Y} por

Sin > 6, g(,1,) es el dlgebra
[X07Xi] = Xi+la 1 S i S n-— 3a
1 —
Im1m) T (X, Y] = Xigpy, 1<i<n—p—2.
Sin > 6, g%n’l’p) es el algebra

[Xo, Xi] = Xita, 1<:1<n-3,
[XiaY]=Xi+p’ 1SlSn—P—2»
[XlaXi]=Xi+2’ 2S2Sn_4

2 —
Y1) =

Sin > 8y n es par, g?n,l,p) es el algebra

[XO’Xi] =Xi+l’ 1 stn—:;a
g?nvl,p) =1 X, Y] = Xy, 1<i1<n—-p-2,
[Xiy Xnaoi] = (=1)" 1 Xy, 1<d< 250

Es claro que las dlgebras consideradas son casifiliformes de tipo g = g(n,1,,5)
y, particularizando en cada caso las constantes de estructura, se comprueba di-
rectamente que se verifican las relaciones de Jacobi en cada una de las algebras

antes mencionadas.

Las algebras son no isomorfas pues siempre, como queda reflejada en la si-

guiente tabla, se puede encontrar un invariante que las distinga dos a dos
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g dim[C'(g),C"(g)] | dim(cenC'(g))
g%‘n,l,p) O n—2
g%"vl»?’) 0 n—3
g:(s"'l’P) _

Las algebras mencionadas seran las 1inicas que aparecen en el caso de ser del

tipo g = 9(n,1,3,3)-

Algebras de tipo g = 9(n,1,3,3)

Si g es un algebra casifiliforme de tipo g = 9(n,1,3,3), admite la descomposicién
=< Xo>D< X1 >0 < X3,Y >®---® < X,_2 > . Existen dos o tres

algebras, dependiendo de la paridad de la dimensién del 4lgebra.
Proposicién 4.30 Si g es un digebra casifiliforme de tipo g = gn133 yn > 9,
se tiene que g = @i, 14 60 = 9(.13)- Ademds, también puede ser g = Bin,3) St

n es par.

Demostracion.  De la graduacién de g, la ley viene dada por

[XO,Xi] = Xi+17 1 S 1 <n- 37
[Xi, X;] = @i Xivjrr, 1<i<j<n-3-i,
[X,‘,Y]:AX,'.,_:;, 1§i$n—5.

No puede ser A = 0, pues si fuera A = 0, el vector Y pertenece al centro de g
y 9 =g¢® <Y >, siendo ¢’ un lgebra de filiforme de longitud maxima, y por

tanto g es de longitud méxima; luego A # 0.

Sea g un algebra del tipo considerado. Si dimg = 9, la ley del dlgebra viene

dada por
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[Xo, Xi] = Xisa, 1<:1<6,
[Xi, X;) = aij Xipjp, 1<1<)<6—0,
[X,',Y] = AXi+3’ 1<i<4,

realizando el cambio de bases adecuado (Y’ = 1/AY'), se puede suponer A = 1.
De las relaciones de Jacobi J(Xo, X1,X;) =0, para 2 < <4, J(Xo, X2, X3) =0
y J(X1,X3,Y) = 0, se tiene que ap3 = 0 y que a;; = a;5, para 2 <1 < 5. Con

lo que g es
[Xo, Xi] = Xis1, 1<:<L6,
[X1,Xi] = a12Xi42, 1 <1 <5,
[X:, Y] = Xigs, 1<1<4.

Siaj =0, el dlgebra es g = 9%9’1,3). Si a2 # 0, realizando el cambio de bases

X(l) = XO’
X=X, 1<i<7,
1,2
Y=Y,
se tiene que g = gf, ; 5)- Con lo que se concluye la demostracion para n = 9.

Si dim(g) = 10, la descomposicién es

g=<Xo0>0<X1i>0d< X3, Y >P< X3 >P-- P < Xg >, donde la ley del

algebra viene dada por

[X(),Xi] = XH-I’ 1 S i S 77
[Xi, X;] = @i j Xitj41, 1<1<j<T—3,
[(Xi, Y] = AXiys, 1<:1<5,

donde puede suponerse A = 1. De las relaciones de Jacobi J(Xo, Xi, X;) = 0,
para 1< 1 < ] < 6 —i, J(Xl,Xg,Y) = 0, J(Xl,Xz,Xa) =0 y J(X],Xs,Y) =0.

Se tienen las igualdades:
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4
a2 =013 =414 = 415,

a15 = azs+ ay ¢,
{ G23=az4=0,

434 = —a25,

0= 2(11,20,2,5.

\
Si a2 # 0, entonces a3 5 = az4 = 0 y por tanto a;; = a;,2 para cualquier valor

de :. La ley en el dlgebra es
[Xo, Xi] = Xita, 1<:<7,
[X1,Xi] = a12Xi42, 1<1<6,
(X:, Y] = Xiya 1<:1<5,
y realizando el cambio de bases adecuado se tiene que g = 9%10,1,3)-

Si a2 = 0 las dlgebras que se obtienen dependen de la nulidad de a;5. Asi, si

az5 = 0, entonces azy = 0 y el dlgebra es g = g(;1,3)- Si @25 # 0, se tiene que

Gz5 = —a34 = —a16 = —a y la ley en el dlgebra es
[Xo, Xi] = Xisa, 1<:<7,
[Xiy X7—i] = (=1)'aXs, 1<i<3,
(Xi, Y] = Xiys, 1<:1<5.

Aplicando el siguiente cambio de bases

X(I):Xo,
X,{=iX,', 1SZS87
Y' =Y.

se puede suponer a = 1 y el dlgebra resultante es g = 9?10,1,3)- Asi queda demos-
trado que, si la dimensién de g es dimg = 9, el dlgebraes g = 9%9’1’3) og= 9%9,1,3),

y si dimg = 10, el algebra es g = 9%10’1'3), g= 9%10,1,3) 6g= 9?10,1’3).
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Se supone, ahora, cierto para dimg = n, y la prueba para n + 1, se hace

distinguiendo la paridad de n.

Si g es un algebra del tipo considerado con dimg = n + 1, La ley del algebra

viene dada por:

{XOaXi]':XH-l? ISZSn—2,
[Xi, X;] = 0 Xipjp1, 1S1<j<n—2-3,
[X:,Y] = AXiys, 1<i<n—4.

Realizando un cambio de bases adecuado se puede suponer A =1 para 1 <1 <
n —4.

¢ Sidimg =n + 1, con n + 1 par, entonces g’ = g/ < Xn-1 > es un algebra
casifiliforme de tipo g(n,1,3,3), y puede ser g’ = g{,, 1 3) 6 @' = 9{1,3)» cOR lo_ cual el

producto en g se puede expresar por

( [Xo, Xi] = Xij1, 1<:1<n-2,
[X17Xi]=aXi+27 1 stn—‘l,
[Xi, Xno2-i] = Gipno2-iXn-1, 1 <1< 22

| [Xi, Y] = Xiys 1<1<n—-4.

cona=06a=1.

De las relaciones de Jacobi J(Xo, Xi—1, Xn—2-i) =0, para 2 <1 < "—;—3, se obtiene
que @;p-2-; = —@i—1n-1-i, ¥y de las relaciones J(X1, Xi—2, Xn-2-i) = 0, para

4<i< -";—1, se tiene que 0 = a(a;n-2-i + Gi—2n—i)-
Si a =1, se tiene que @ pn3-; + Gi—2n—i = 0; luego a;n_2-; =0y g = gfn +1,1,3)"
Si a = 0, el dlgebra que resulta depende de la nulidad de @; n-2-; + @i—z2n-i:

Si a; p—2-i + @i~z n—i = 0, se tiene que a; »—3—; = 0 para cualquierz y g = g%n+1,1,3).
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Si @ipn-2-i + @Gi—gn—i # 0, entonces a;p_2-; = (—1)(“1)a1'n_3 y denotando por

@ = G1,n-3, €l dlgebra serd g = g7, 1 3)-

e Si dimg = n + 1, con n + 1 impar, se tiene que, g' = g/ < X,—; > es un

algebra de tipo g’ = g(,1,3,3), oD @' = P(,13) & = Bln1,3) 6 ' = §{n1,3) Con lo

cual el producto en g viene dado por

[ [Xo, Xi] = Xisa, 1<i<n-2,
[X1, Xi] = aXis, 1<i<n-4, a=0,1,
g=
[Xi, Y] = Xiya, 1<i1<n—4
| [Xiy Xn-2-i] = @in—2-iXno1, 1 <0< 252
6
( [Xo, Xi] = Xit1, 1<:1<n-2,
g= [Xi’Xn-s—'.] = (_l)(i_l)a’X'n—27 1 < 1 < ﬂ;_4a
[X:, Y] = Xiya, 1<i<n-—4,
| [Xiy Xn-a-i] = @inoamiXng,  1<i< 24

En el primer caso, de las relaciones de Jacobi J(Xo, Xi—1, Xp-2—i) = 0, para
2 <1< "—;i, se tiene que @;n_3-; = —@i_1p-1-i, Para 3 < 1 < "T_“, ya=
a2n-4+a1,n-3 Y de la relacién J(Xo, X2_5, X2_1) = 0 se obtiene que ag_3 2 =0,
con lo que a;n_5_; =0, para 2 < ¢ < "—;Z, Y @1n-3 = a. Si a = 0, se obtiene el

algebra g = 9%n+1,1,3) ysia=1,el dlgebra es g = 9?n+1,1,3)'

En el segundo caso, de las relaciones de Jacobi J(X;_3, Xn-2_i, Y)=0,paraq <
1 << 3 —2,setiene a;_3n—i41 = —@;n—2-i; larelacién de Jacobi J(Xo, Xi—1, Xn_2_i) =
0,para2 <1< "—2“-3, implica (—1)(-Uq = @in—i-2 + @i—1n—i—1. Las ecuaciones
para 1 = 1,2,3 son: ¢ = 1, a1 n—3 + G2—g = —a; i = 2, Gn—a+ G35 = @
€t =3, azn-s5 + 406 = —a. Teniendo en cuenta que ayn_¢ = —aj,-3, se
obtiene a = 0. De la relacién de Jacobi J(Xp, X 2-2,X2-1) = 0, se obtiene que

n_ .
(-1)z"1la = az-32. Como a = 0, se tiene az_22 = 0, con lo cual todas las
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constantes de estructura son nulas y el algebra es g = g%n +1,1,3)" O

Nota 4.31 Ademas de las algebras mencionadas, si la dimensién de g es 8, existe

un algebra, cuya ley estd recogida en el Apéndice.

Cuando p = 4 y la dimensién es n > 12, las dlgebras que se obtienen son

g= G%n,l,‘i) yg= g%n,lA)'

Algebras de tipo g = g(n,1,4,4)

Si g es un algebra casifiliforme de tipo g = g(n,1,4,4) admite la descomposicién
=< X0>0<X1>0<X2>0< X3,Y >0 < Xp2 > Lla

siguiente proposicién, demuestra que las dlgebras que admiten esta graduacion

son g = 9%,,,1,4) yg= 9%n,1,4)'

Proposicién 4.32 Si g es un dlgebra casifiliforme de tipo § = @(n,1,4,4), CON

n > 12, se tiene que § = @, 1,4) 0 9 = Ofn1,4)-

Demostracién. La demostracién se realizard de manera idéntica al caso an-
terior, obteniendose la expresién de dichas familias para dimg = 12 y con una

induccién sobre la dimension del algebra.

Si dimg = 12 el producto viene dado para estas familias de algebras por

[Xo, Xi] = Xis, 1<i<9,
[Xi, X;] = aij Xiyj, 1<i<j<9—y,
(X:,Y] = AXipa, 1<i<6.

Si A =0, se tiene que Y € cen gy se verifica que g es una extension algebraica

de un algebra filiforme de longitud maxima.



120 Capitulo 4. Algebras de Lie casifiliformes graduadas

Luego A # 0, se puede suponer que A =1y se tiene que Y ¢ ceng.

En la Proposicién 4.26 se tienen determinados, en funcién de los coeficientes a; ;,
el resto de constantes de estructura. Al exigir la verificacién de las relaciones de
Jacobi de los vectores {X;, X;, Xz}, con1 < i< j<kyi+j+k<7y

{Xi, X;,Y}, se tiene que las soluciones para las constantes de estructura son:

1.- a;,; = 0, para cualquier valor de 7, con lo que, por extensién, resulta a;; = 0,

para todo 1,7 y el dlgebra es g = 9%12‘1,4)

2.- a1,; = a, 3, para cualquier j, siendo el resto de constantes a;; = 0, para ¢ # 1.

Realizando el cambio de bases

X§ = Xo,
Xi=E X, 1<i<1,
Y'=Y.

el algebra que se obtiene es g = 9%12’1,4). Con lo que se concluye la demostracién

para dim(g) = 12.

Supongamos que g = g{,,, 6 g = 9{.1,4) ¥ sea, entonces, g un ilgebra de tipo

8 = @(n+1,1,4,4), €l dlgebra admite la descomposicién

g=<Xo>80<X1>0<X;>0<X3,Y>P - D< Xp1 >.

Entonces, el dlgebra g’ = g/ < X,_; > es un élgebra casifiliforme y de tipo g’ =
9(n,1,4,4) Y 2 la que se le puede aplicar la hipéStesis de induccién. Asi, g’ = 9%7.,1,4)

og= 9%1»,1,4)’ luego el producto en g viene dado por
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([ [Xo, Xi] = Xis1, 1<i<n-2
(X1, X;] = aXj42, con a=06a=1,2<j<n—-4,
{ [X:,Y] = Xiga, 1<i<n—6,
[Xn-s,Y] = AY,
| [Xi Xnogmi] = Gimmzmi X 1 <3< [252).

De la relacién de Jacobi J(Xo, Xn-6,Y) = 0, se obtiene A = 1, y de las re-
laciones de Jacobi J(Xo, X1, Xn-4) = 0, J(Xo, Xi, Xn_3-;) = 0, para s > 2,y

J(X1, Xn-7,Y) = 0, se obtienen las ecuaciones

a = ai,n-3 + a2.n-4,
0=ain2-i + Giy1n-1-iy 22,
A1 n-3 =« + as n—7,
que conducen a @j -3 = @ Y @;n-2-i = 0, para ¢ > 2. Entonces, si o = 0, se tiene
=g} ia=1 i = g? Con 1 luye 1
que g = G(,41,1,4 Y Sl @ = 1, se tiene que g = @f,111,4)- Con lo que se concluye la

demostracion O

Nota 4.33 Ademis de las algebras obtenidas en la Proposicién 4.32, si la di-

mensién de g es n < 11, existen otras algebras que se recogen en al Apéndice.

Si g es un algebra de tipo g = @(n,1,5,p) con 5 < p < 7, cuando el vector Y de la
base pertenece a la subalgebra derivada, existen, ademas de las algebras g%n’l’p),
Bnip) ¥ g?n,l,p), ya mencionadas, otras algebras que verifican dicha condicién.
Las conclusiones obtenidas en los casos p = 5y p = 7 son resultados parciales del
caso general que se obtiene cuando p > 8, debido a la posicién del vector Y de la

graduacién.

Definicion 4.34 Se denotan por g(,; .y 8fn.1,5) 8(n,1,0) 8(n1,0) Y H(n,1p) las dlge-

bras definidas en la base homogénea y adaptada {Xo, X1, ..., Xn-2,Y} por:
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Sin>6,parab<p<n-—1ypesimpar, gg?n’l,p) son las algebras
. ) KXo Xi]=Xip, 1<i<n-3,

Yin1p) = { [Xi, Xpmaoi] = (<1)-1Y, 1<i< B2,
Sin>9,para5<p<n-—2ypimpar, g, son las dlgebras
[ [Xo, Xi] = Xis1, 1<i<n-3,
[Xi, Xp—a-i] = (1)1 Y, 1<
o = § [XoKapaszjad] = (21 (Kypage + 0= 0Y), 1505 |
[Xi’Xz'_ﬂ-;—‘*J-i] = (-1 ([E?J - ') X[ 252 40> 1<:is< !,Ei—éJ ’

| Xi, Xnoaei] = (1) = a Xy, 2<i< A,

donde a = 0, si n es impar, y a = 1, si n es par; y donde 8 = 0,

sip=2[(n—1)/2] =1,y 8 =1, en otro caso.

Sin > 8y nespar, para 5<p<n-1y pimpar, g?n,l,p) son las algebras
[X07Xi]=Xi+l, 1S1Sn_37
g?n,l,p) = [Xi7Xp—2—i] = (—l)i-lya 1 S 1 .<. =3
[Xi, Xn—3—i] = (-l)i—lX'n-Z, 1 S i S =

wl| )
IS

Sin>9,parap=56p=7, g(7n,l,p) son las algebras

[ [Xo, Xi] = X1, 1<i1<n-3,
(X1, X;] = X;aa, 3<j<n—4 j#p-3,
[X1, Xp-3] = Xp-1 + Y,

| [Xiy Xpami] = (1)1, 2<d < B3R

g(7‘n,1,p) =
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Sin>9,parap=56p=7,g(,,, son las dlgebras

r [XO’X5]=Xi+la 1SZSTZ—3,
gs _ [Xi,Xj] — 6(:‘—1)!(}1;)1!)! (3=1) Xivit1, 1<i< I-E;_“_ ,
i) J;ép_z—z, i<j$7’l—3—l,
| X Xpopoi] = SRR =B Xy (-1)7Y, 28 <52

Es claro que las dlgebras consideradas son casifiliformes de tipo g = g(n,1p,) ¥
particularizando en cada caso las constantes de estructura, se comprueba, direc-
tamente que se verifican las relaciones de Jacobi en cada una de las algebras antes

mencionadas.

Las algebras son no isomorfas pues siempre, como queda reflejada en la si-

guiente tabla, se puede encontrar un invariante que las distinga dos a dos

g dim[C(g),C" (g)] dim(cen C*(g))
9(nip) 0,sip=561sip>T n—1sipesbé6n—2sip>7

5 H , . . .
9(n,1,) | 4 51 n es par 6 3 si n es impar -

6
(1) 2 —
9(n10) 0,sip=561sip=7 n—2sipes56n—3sipes?T

g?n.l,p) n—6

En el primer epigrafe se estudian las algebras de tipo g = g(n,1,5,5)-

Algebras de tipo g = g(n,155)

Si g es un algebra casifiliforme de tipo g = g(s,1,5,5), admite la descomposicién
g=<Xo> D < Xy, >B---® < X,—2 >. El estudio de las algebras
de este tipo se realiza dependiendo de la pertenencia del vector Y al centro 6

a la subalgebra derivada. Sélo existen dlgebras con el vector Y perteneciendo
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al centro y a la subalgebra derivada cuando la dimensién es n < 12, y estén

recogidas en el Apéndice.

Proposicién 4.35 Si g es un dlgebra casifiliforme de tipo g = g(n155), con

n 2> 13, se tiene que § = Gln15) 8 = Oin1,5) 8 = Bin1,5) 8 = Bursy 8 = Hns)

6 9= 9,15 Ademds sin es par, también puede ser g =g(, 5 6 8= 9(, 1 5)-

Demostracién.  Si g es un algebra casifiliforme de tipo g(,,155), por las Pro-

posiciones 4.24 y 4.25, la ley de g viene dada por

[ [Xo, Xi] = Xisa 1<i<n—3
(X, X5] = @i j Xigjh 1<i<j<n—-3—1,147j#3,
[X1, X2] = a12X4 + BY,

\[X,-,Y]=AX.~+,,, (A=0s15>n-2) 1<i<n-T.

No puede ser A = B = 0, pues se tendria que g = ¢'® < Y >, siendo g’ un

algebra filiforme de longitud méxima, y por tanto g tendria longitud maxima.

SiA=0y B # 0, el vector Y pertenece al centro y a la subalgebra derivada, la
ley de g viene dada por
[Xo, Xi] = Xit1 1<:<n-3
8= [Xi, Xj] = aijXiyin 1<i<j<n=3—14,i4+j#3,
[X1, X2] = a12X4 + BY.
Realizando el cambio de bases
Xi=Xi,, 0<i<n-2,
{ Y’ = BY.
se puede suponer B = 1. De las relaciones de Jacobi J(X;, X;, Xi) = 0, con
t+J + k < n —4, se tienen las igualdades

Cij+kGik = QijOitjt1k + Qi kGjith+1-
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Las constantes de estructura que satisfacen dichas igualdades son las recogidas en
el Corolario 3.7, obteniendose que, si n > 13 el algebra es g = g‘(‘n,l,s), g= g?’n,l,S)’
g = 9(7n,1,5) o6g= g?n,l,s), ademds si n es par, el dlgebra, tambien puede ser,

g= g?n,l,s)'

Si B=0y A #0, el vector Y no pertenece al subalgebra derivada ni al centro.
Si dimg = 13, de las relaciones de Jacobi de los vectores {X;, X;, Xi}, para
0<i<j<k,conitj+k =9y delos vectores {X;, X;,Y},con0 <i<j <51,

se obtienen las algebras g = 9%13,1,5)’ g= 9%13,1'5) ég= 9?13,1’5).
Si dim(g) = 14, las algebras que resultan, son g = g{14,5 6 8 = 9%14,1’5).

Se puede ahora utilizar para la demostracién una induccién similar a la realizada

en la familia de algebras g = g(5,1,3,3).

El caso en el que AB # 0, implica que n < 12. o

Nota 4.36 Ademais de las mencionadas algebras obtenidas en la Proposicion 4.35,
si la dimensién de g es n < 12, existen otras algebras que se recogen en el Apén-

dice.

Se realiza a continuacién el estudio de las algebras casifiliformes de tipo g =

8(n.1,6,6), donde las inicas dlgebras que existen, cuando n > 13 son g%n,l’s) y gfn’l’s).

Algebras de tipo g = g(n,1,66)

Si g es un algebra casifiliforme de tipo g = @g(n,1,6,6) admite la descomposicién
g=<Xo0>® @ < X5,Y > D---® < Xu—2 > Por la Proposicién4.25,
se tiene que el vector Y no pertenece al subélgebra derivada. Las algebras que

admiten la citada graduacién estdn recogidas en la siguiente Proposicién.
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Proposicién 4.37 Si g es un dlgebra casifiliforme de tipo g = B(n,1,66)) CON

n 2 13, se tiene que es g = gi, 1) 6 9 = §{,16)-

Demostracion.  Si g es un 3lgebra casifiliforme de tipo g = O(n1,6,6), de las
Proposiciones4.24 y 4.25, se tiene que la ley de g es
[Xo, Xi] = Xin1 1<i<n-3
g=3 [Xi,Xj]=ai;Xitj1 1<i<j<n—-3-14,i+4+j+#3,
[X:, Y] = AXiye, (A=0s6>n-2) 1<i<n-8.
No puede ser A = 0, pues se tendria que Y € ceng y el dlgebra seria de longitud

maxima.

Si A# 0y dimg = 13, de las relaciones de Jacobi de los vectores {Xi, X;, Xk},
para0 <: < j<k,coni+j+k =29,y de las relaciones de Jacobi de los vectores
{Xi,X;,Y}, con 0 <i< j<4—1i,se obtiene que g = 9%1;,1,6) yog= 9?1;,1,6)-

La demostracién es ahora similar a la realizada en las familias de dlgebras g =

I(n,1,4,4)- .

Nota 4.38 Ademas de las 4lgebras obtenidas en la Proposicién 4.37, cuando la

dimensién de g es n < 12, existen otras dlgebras que se recogen en el Apéndice.

Se termina esta subseccién con las algebras de tipo g = 9(n,1,7,7)- €xistiendo 6

algebras si n es impar y 8 4lgebras si n es par, cuando n > 15.

Algebras de tipo g = B(n,1,7,7)

Si g es un algebra casifiliforme de tipo g = 9(n,1,7,7), admite la descomposicién
=< Xo>® - ®< Xg,Y > - < X,_; >. Haciendo un estudio total-
mente analogo al del tipo g = 9(n.1,5,5)> distinguiendo los casos de pertenencia del

vector Y al centro 6 a la subalgebra derivada, llegamos a la siguiente Proposicién:
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Proposicién 4.39 Sig es un dlgebra casifiliforme de tipo g = g(n,1,7,7), stn 2> 15,
el dlgebra es § = Gln17) 6 8 = Bfn1ry 8 = Gy 8 = Onary 9 = Snrry

8 = 9(,,1,7), ademds, tambien puede ser, g = Oina) 69 = 9(a,1,7) Si 1 es par.

Nota 4.40 Ademas de las dlgebras obtenidas en la Proposicién 4.39, cuando la

dimensién de g es n < 14, existen otras algebras que se recogen en el Apéndice.
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En la siguiente subseccién se concluye el estudio de las dlgebras casifiliformes

de longitud n — 1, con las algebras de tipo g1, con p > 8.

4.3.4 Algebras de tipo g(n,1,), con p > 8

Si g, es un dlgebra casifiliforme de tipo O(n,1,p,p)» cON p > 8, admite la descom-
posicion g =< Xo > @+ @ < Xp-1,Y > ®---® < X,_2 >, donde, de las
Proposiciones 4.24 y 4.25, la ley del 4lgebra viene dada por

4

[Xo, Xi] = Xipa, 1<i<n-3,

[Xi, X;] = aij Xigjp, 1<i<j<n-3-3, j#p—2—y,
[Xi, Xp—2-i] = @ip-2-i Xp—1 + (=1)"'BY, 1<i< [%J ;

[Xi,Y]=AXitp, (A=0sip>n—2) 1<i<n-2-p.

\

Definicion 4.41 Se denotan por g} y 912, . las dlgebras definidas en una
9(n,1,9) ¥ B(n,1,p)

base homogénea y adaptada {Xo, X1, ..., Xp-2,Y} por:

Sin>13, paran—3<p<n-5yp2>10, g, son las dlgebras

[ [Xo, Xi] = Xip1, 1<i<n-3,
[XoXapazs ] = 07X l<i<[=58],
Boan = [XoXapmpe )] = 07 (1282] = ) Xypasa oy 128228,
[Xi, Xn-3-i] = (-1)*‘@)&'2'_-4:'2(1)("_2, 2<i< 2,
| [X:, Y] = Xis, 1<i<n—p—2.

donde a = 0, si n es impar,y a =1, si n es par.

Sin>13,paran—-3<p<n-5yp>10, g%g‘l,p) son las dlgebras
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[X07Xi]=Xi+1’ 1525”‘—3,
001 = [XoXj] = SEMEEROD X, 1< 25 icj<n—3 -4,

[X:, Y] = Xitps 1

Las algebras que a continuacién se definen surgen cuando el subespacio de

la graduacién gg, con dimgs = 2 se encuentra en los tltimos lugares que cabe

considerar, n — 3, n — 4 y n — 5, cuando 8 < n — 6, no existen nuevas algebras.

Definicion 4.42 Se denotan por g(; ; ,,_3)() ¥ 8(n1,2((n-1)/2/-3) las dlgebras de-

finidas en una base homogénea y adaptada {Xo, X1, ..., Xn-2,Y} por:

Sin > 12y n es par, g, ;.-3)(a) son las dlgebras

[ [Xo, Xi] = Xig1, 1<i<p,
[Xi, Xn—s—i] = (1) YaXp-a +Y), 1<ig st
9%71"»1»"_3) = 9 [Xi’Xn—‘i_i] = (_l)i-l(-n;;-_—z—i)axn—37 1 S 1 S nT-G

Xi, Xnoa—i] = (—1)i(=e=t=d g 4 )X, 5, 1<
2 2%

IN
I:
L
IS

. [Xl,Y] = Xn—2-

donde a =re®, con r #0,y -7/2< 0 < /2.

Sin > 13, 8{31,2((n-1)/2)-3)» son las dlgebras
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[ [Xo, Xi] = X,
(X, X, st | 5] = (=17 (@ Xy me |y +Y), 1<i< |25t -3,
Xy X 51| ani) = (1 LR 1<i<|= -3,
§ Xo Xy o) 5] = (—1)i((i_1)(2["22;lj_4—i)a+ ) Xa| 21| s 1<:< nz;lJ -2
O T e O e e R A B S
X6 Xy = (D (G0 0y, ), 1< <[22 -,
| X6 Y] = Xy a2 |y 1<i<n-2|2

siendoa = \/(2["—1_' 5—)1(22["'1J %)’ y donde b = 0, si n es impar, y b = 1, si n es par.
=1- = ]-

Es claro que las dlgebras consideradas son casifiliformes de tipo g = g(n,1,p,0)
y particularizando en cada caso las constantes de estructura, se comprueba, di-
rectamente que se verifican las relaciones de Jacobi en cada una de las algebras

antes mencionadas.

En la siguiente proposicién, se obtienen las dlgebras que admiten tal gra-
duacion, realizando el estudio dependiendo de la pertenencia del vector Y, al

centro del algebra y a la subélgebra derivada.

Proposicién 4.43 Si g es un dlgebra casifiliforme de tipo g = g(n,1,p,p), CON

n 2> 13 y p > 8. Entonces, se tiene que:

1.- Sin—2 < p < n—1, no puede ser ppar, el dlgebra es g = g?"’l’p) (p impar),
g= g?‘n,l,n—Z) (n impar) ¢ g?n,l,n-—l) (n par).

2.-8in—-5<p<n-3, el dlgebra es g = g}n’l’p), g= g?n,l,p), g= g?n,lm),

9= 9n1py 8 = Bu1y (0 Par), 8= 81, (p impar), g =g, ,, (p impar),
g = G{a1, (p impar y p = 2|(n — 1)/2] - 3), g = ], (» par y p impar) 6
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9 = 9(n1.-3)(Q) (1 par y p impar), con a = re?, conr#0, y—n/2<0<7/2.

3.- S5i8 < p<n-—6, el dgebra es g = G, 1), 8 = 818 = 81y (P
impar), g = g1, (p impar), g = g5, ., (p impar) 6 g = @l 1, (1 par y p

impar).

Demostracién.  Si g es un 3lgebra casifiliforme de tipo g = @(n,1,,), CON

n > 13 y p > 8, admite la descomposicion
9=<Xo>®<X1>8 < Xp-1,Y > < Xn2z >,

se tiene por tanto que p < n — 1. De las Proposiciones 4.24 y 4.25, la ley del

algebra viene dada por

[ [Xo, Xi] = Xis1, 1<i<n-3,

[Xi, Xi] = aij Xitj, 1<i<j<n-3-i,j#p-2-1,
[Xi, Xp—2-i] = @ip2-i Xp—1 + (=1)"!BY, 1<i < [p_;gj )

[(X:, Y] = AXi4p, (A=0,sip>n—-2) 1<i<n-2-p,

\

donde B = 0, si p es par.

Asi, se comienza ahora la clasificacién de tales familias de dlgebras dependiendo

de la ubicacién del vector Y (es decir de p) y de la nulidad de A y B.

eSip=n—16p=n—2, no puede ser p par. En efecto, si p es par, entonces,
B =0y se tiene que g = g'® < Y >, siendo g'un élgebra filiforme de longitud
méxima y, por tanto, g tiene longitud méxima. Asi, p es impar, y el razonamiento
anterior prueba también que B # 0. Las tnicas relaciones de Jacobi, que cabe
considerar, entonces, son J(X;, X;, Xx) =0,con0<i<j<k<n—4—i—jy

se derivan de ellas las ecuaciones

@i j+k+1@5k = @i, jGitjt1,k T Cjith+1Gik
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Estas ecuaciones se corresponden con las obtenidas de las relaciones de Jacobi
J(Xi, X;,Xk) =0,con 0 <i<j<k<n-—4-—i-—j para un algebra ¢,
filiforme de longitud mdxima y de dimensién n — 1, cuya descomposicién, en la

base adaptada y homogénea {Xo, Xi,..., Xn_2}, es
9=<X>0<Xi>@ B < Xnz >.

Asi, las constantes de estructura a;;, con 1 < i < j < n — 3 — i, del algebra g,
se corresponden con las constantes de estructura de g'. El Corolario 3.7 nos dice,
entonces, que las constantes de estructura a;;, con 1 < i < j < n—3—1, del
algebra g, deben tomar los valores que se especifican en 4lgunos de los apartados
siguientes:

1. a;; = 0, para cualquier 1,5.

9 al,j=ﬂ7 2SJSn—4,

a;; =0, parais#]1.

3. Si n es par,

Qin-3-i = (—1)i_1ﬂ, 1< < 2-2-_4'1

a;; =0, en otro caso .
[ 45258 )1 = (1715, 1<i< |58,
i = (07 (2] )5, 1< |25,

4. <
Gin-3-; = (1) (=8 gq 2<i< 2y

-

a;; =0, en otro caso .

\

donde a = 0, si n impar, y @ = 1, si n es par.

5.{ a;; = 6(*-‘)’(§i;)1,)’ U953 1<i< [-ﬂ-;-éj ,i<j<n—3—i.

Ademas, de las relaciones de Jacobi J(X;, X;, X¢) =0, cuando i +j+k =p—3,

se obtienen las ecuaciones:
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Sil1<i< < 2'—'52—_2i, entonces
(=) ajp-3mici = (—1) @ip-gminj + (=1)F ay;.
Si1§i<jyj27’—'5;'—2",entonces
(=1 ajp-9mini = (1Y " aipmamicj + (=17 ayy,

al tomarse junto con las igualdades obtenidas en cada uno de los apartados an-

teriores, determinan la estructura de la familia de dlgebras que se consideran.

Veamos ahora cuales son las soluciones que verifican, en cada caso las citadas

ecuaciones.

Si a;; = 0, para cualquier ¢ y j, se verifica de manera inmediata que satisface las

anteriores ecuaciones, y la ley en g viene dada por
[Xo, Xi] = Xita, 1<i1<n-3,
[XiaXp—2—i] = (—l)i—lB)/’ 1< < B;_z,

con un cambio de bases adecuado (Y’ = BY), se tiene que g = g‘(‘n,l,p)’ para

p=n—1,sinespar,0 p=n—2,sin esimpar.

Sean a;; = 3, para 2 < j <n—4,y a;; =0, en otro caso. La relacién de Jacobi
J(X1, X2, Xp—6) = 0, implica que 3 = 0, y el dlgebra es g = g,

»)°

—Sip=n-—1(nespar),y ainsi=(-1)"8,para 1 <i <22 a;; =0,

en otro caso, se tiene que los segundos subindices de las constantes de estructura
de las ecuaciones obtenidas, para :+j+k=p—3, verifican j <p—-3—i—j7 =

n—4—i1—j3<n—-5—-j3<n-5-—1i<n-—3—1;y por tanto
@ij = Qip-3-i-j = Qj;p-3-i-; = 0,

y satisfacen las igualdades anteriores. La ley de g viene dada por
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[Xo, Xi] = Xiy1, 1<i<n-3,
[Xia Xn—3—£] = (—1)i—lﬂX -2, 1 < 7 < "_;4.’
[Xi, Xp—2—i] = (-<1)"'BY,  1<i< B2

S5i B =0, el dlgebra es g = g{,, .1y, ¥ si 8 # 0, aplicando un cambio de bases
(X! =1/8Xi,paral <1< n-2 eY = BY), nos dice que el 3lgebra es
g= g?n,l,n—l)'

Sean, ahora, a;; las constantes de estructura que se tienen en el caso 4. Si
p = n — 1, la relacion de Jacobi J(X;, X3, X,-¢) = 0, implica que § = 0, y el

algebraes g =g, . ;-

Sip = n—2, las constantes verifican las igualdades obtenidas para i+j+k = p—3.
En efecto, como n es impar, las tinicas constantes no nulas son aquellas cuyo

segundo subindice j > n — 4 — i; como p = n — 2, entonces
J<p—-3—t1—j3j=n-5—-i—j<n—-6—-j<n-—6-1,
y por tanto a;; = @ip_3-i—j = @jp-3-i—; = 0, Si f = 0 el dlgebra es g = g?n,l,n—Z)’

y si B # 0, un cambio de bases (X! =1/8X;, paral <i<n-—2,eY’ = BY),

nos dice que el dlgebra es g = g, ; ,,_).

Finalmente, si a;; = 6("—1)!(}1;)1!)! (j_i)ﬂ, paral <1 < l-"f‘-J ,1 <3< n—-3—uz,
la relacién de Jacobi J(X1, X2, Xp-¢) = 0, implica que B = 0, y el algebra es
8= Oln1) |

Luego, si n — 1 < p < n — 2, sélo puede ser p impar y se tiene que el algebra
€S 8 = Gln1,) 8= O(n1,n-1) O 8 = Bn1,n_2)-

Veamos ahora que ocurre cuandon —5 < p <n - 3.

e Sin—5 < p < n—3, se obtiene ahora la expresién de las dlgebras para cada

uno de los posibles valores de p, considerando los casos B=0y B#0.
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— Si p =n — 3, el dlgebra admite la descomposicién

g=<Xo>B<X1>0  B< X-1, Y > <X, >0 < Xp1 >,

entonces g’ = g/ < Xp41 >, es un algebra casifiliforme de dimensién n — 1y de
tipo g’ = G(n-1,1,n-3,n—3), ¥ la ley del lgebra g viene dada por

([ [Xo, Xi] = Xis1, 1<i<n-3,

[Xi, X5] = ai; Xivjn, 1<i<j<n-3-4,j#p-2-1,
[Xiy Xp-2-i] = @ip-2-i Xp—1 + (=1)7'BY, 1<i< lp_;_aj )

{ [X1,Y] = AXp41,

Si B = 0, ahora la ley de g viene dada por

[XO7Xi]=Xi+l, ISzSn—3,
[Xi,Xj]=a,',jX,'+j+1, 1$i<j§n—3—i,
[Xl,Y] = AXP+1.

No puede ser A = 0, pues seria g = g"® < Y >, siendo g” un élgebra filiforme
de longitud méxima y, por tanto, g tendria longitud maxima. Luego A # 0, y las
tnicas relaciones, que cabe considerar, son J(X;, X;,Xx) =0,con0 <1 <7<

k <n—4—1i-j;y se tienen las ecuaciones
Qi j+k+1Q5k = Qi jGitjt1k T Gjitk1Qik

Estas ecuaciones se corresponden, al igual que antes, con las relaciones de Jacobi
J(Xi,X;,Xx) =0,con 0 < i< j<k<n—4—1i-j, que verifica un dlgebra g"

filiforme de longitud méxima y de dimensién n — 1, cuya descomposicion es
0 =<Xo>0<X1>D B < Xn2>.

Asi, las constantes de estructura a;j, con 1 < i < j < n—3—1, de g, se

corresponden con las constantes de estructura de g”. De nuevo, el Corolario 3.7
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nos determina, entonces, las constantes de estructuraa;;con1 <: < 3 < n-—-3—1,
del élgebra g, y realizando un cambio de bases (Y’ = 1/AY, X! = 1/6X, para
1 <1< n—2 cuando B # 0), se llega a que el algebra es g = 8}, 1,4-3)s
g= g%’n,l,n—3)’ g= g?n,l,n—S)’ (Sl n es pa'r)7 g= g?n,l,n—:i) 6 g= g%g,l,n-—S)'

— Sin—~5 < p < n—4, una prueba similar nos demuestra que el algebra es
9= 8ln1.2) B{nip) O Binnp) (1 €5 par), cuando B=0y A #0.
Si B # 0, tiene que ser p impar. Ahora, distinguiremos los casos A =0y A # 0.

Si A = 0, entonces, la ley de g viene dada por
[Xo, Xi] = Xiga, 1<i1<n-3,
[X:, Xj] = aij Xivin, 1<i<j<n—-3-4,j#p-2—4i
[Xi, Xp-2mi] = Gipoa—i Xpo1 + (=1)'BY. 1<i< |52,

Un razonamiento similar al caso p=n-—2, prueba que el é,lgebra, es g = g‘(in,l,p)a
a= g?n,l,p) 6g= g?,,,l,,,, (n par).

Si A # 0, puede verse en la estructura de la familia que el vector Y pertenece a

la subalgebra derivada y no pertenece al centro del algebra.

De la Proposicién 4.25, la ley del dlgebra para de tales familias viene dada por

[ [Xo, Xi] = X1, 1<i<n-3,
[Xi, X5] = aij Xiyip1, 1<i<j<n—-3—4,jF#i—p-2,
[Xi, X;] = @ip-2-iXp-1 + (-1)"'BY, 1<i< B2

| [Xi, Y] = AXyy, 1<i<n—-2-p,

y el cambio de bases
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Y'= %Y,
permite suponer A= B =1

— Sip=n—3, entonces g’ = g/ < Xp41 > es un algebra casifiliforme de tipo
g P+ g

0 = G(p+21,0p) On Y € ceng’ e Y € Clg/, por tanto se tiene que es g’ = g{,,5; )

6g'= g?10+2,1,p)‘

Sigh= g‘(1z>+2,1,10)’

[XO7X]_ i+1, 1<1SP

g= [X,',Xp_g_,'] = ( 1)' ly 1 < ) S p_2_3
[Xi, Xpmi] = a: Xp1a, 1<i< 2,
[XlaY] P+l

De la relacién de Jacobi J(X;, X2, X,—4) = 0, se tiene que [X;,Y] = 0, luego no
existe un algebra tal que Y ¢ cenge Y € C'g con g’ = 9(,42,1,)-

Sl g' = g?p+2 1,p)?

[XO’X]— i+1, 1<1<p,
[Xi, Xp2-i] = (—1)aXpoy + (=1)71Y, 1<i < B2,

=1 [Xi, Xp-1-i] = (-1)"? P——l-?——g—aXp, 1<i< %3,
[Xi, Xp_,'] = a,-Xp.H, 1 < < %1’
[Xl’Y] p+l

Donde a; = (—l)"(i'—'—l)%’_—l_—"la—al) para 1 < i < 221, En efecto, de las relaciénes
de Jacobi J(Xo, Xi, Xp-1-i) =0 para 1 <:i < 3;—3, se tiene:

o (p—1—2i
(—1)1—1 (17_2_1) a=ai4 +a;, paral< 1 < __.5_3,
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por tanto, a;4; = (—1)"1(B=1=2)a — qg;. Asi, para i = 1 se tiene que a; =
”—g—ela — a3, que se puede expresar como a, = wg_ﬁla — a;; y por tanto

verifica la relacidn.

Suponiendo cierto que a; = (—1)* (Mg-:-l'—kza - al), se tiene que

auss = (1) (25 ) o (B2 0120, @),

con lo que axy; = (—1)*1 (p_1_2k+(k;l)(p'1_k)) a — (=1)¥2a; que se puede ex-

presar como ajy; = (—l)k“(ﬂpz—_kla —a;) y por tanto

a,—:(—l)’((z l)(p2 ! 2)cx—al), paralSiS—T.

De la relacién de Jacobi J(X1, X2, X,-4) = 0, se tiene que aa; +1 = 0 con lo

cual a; = —i, y el algebra es g = g%;_,_g,,l,p)(a)-

— Si p = n — 4, el dlgebra, ahora, viene dada por

(

[Xo, Xi] = Xiy1, 1<:<p,
[Xi, Xp-2-i] = (=1)"Y(aX,-1 + V), 1<i< e
[Xi, Xp-1-i] = (-1)71(2=2=2)a X, 1<i<e3,
T e X = (1), 1yx L 1< g,
[Xi, Xpt1-i] = @i Xpy2, 1<i<esl
| X, Y] = X, 1<i<2.

De las relaciones de Jacobi J(Xo, X;, X,—;) = 0 para 1 < i < P;—l, se tiene que

ait1 +a; = (1) ((i — 1)(];_ L= i)a+ %) y TF 1)2;1, (4.1)
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_ p=3)(p=1 1
Gzt = (—1)‘1'2—1 (g_z_)2_(_2_)a + Z) . (4.2)
De la relacién de Jacobi J(X;, X2, X,—3) = 0, se tiene que
alaLpz_-f)l =aa+1,

COmo as = '71 —a,, entonces a; = 0. Aplicando este resultado se puede conjeturar

que a; = (—1)""( (i‘l)(i'zl)ésp'2i’3)a+ i=1). En efecto, para i = 1 e i = 2 se verifica.

Suponiendola cierta para k; de la ecuacién 4.1 para ¢ = k, se tiene que

ar = (—1)F ((k — 1)(1)2_ Lo k)a + é) — Q,

y por tanto al sustituir el valor de ay, se obtiene

ais = (~1)F (GG 4 1) — (-1t (=280 o £22), con lo que

ary1 = (=1)F ((k -1) ((’";_k) + (k—2)(31p2-2k—-3))) a+ f), y por tanto se tiene que

aesr = (=1)F ((k — Dk(3p —122(k +1)-3) g)

y, por tanto, se ha probado que las constantes a; son

a = (=1)! ((i —1)(i — 21)é3p ~2i-3) i = 1) _

Ademas de la Ecuacion 4.2, se obtiene que

Gp-1 = (-1)% (ﬁ—&—)—a + ) , al igualar las expresiones de la constante de

estructura ap-1, resulta que
2

a_\/__:i_
“V(r-2)(p-3)

y el dlgebra es g = g{7,41,)
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— Si p=n -5, la ley del dlgebra viene dada por

[ [Xo, Xi] = Xin, 1<i<p+2,
[Xi, Xp2-i] = (=1)""aXp-1 + V), 1< < B8,
[Xi, Xpo1-i] = (1)1 (25 E)aX,, 1<ig e
0=1 X Xpui] = (-1){(EU=a 4 )X, 1<i<t,
[Xi, Xpar-i] = (=1) (A2 4 )X L, 1< < 23,
[Xi, Xpi24i] = 0: Xp43, 1<i< B,
| X Y] = X, 1<:1<3

_ -12
oon & =/ =2)(r-3)

De las relaciones de Jacobi J(Xo, X, Xp41-;) =0 para 1 <31 < 25—1, se tiene que

(t—1)(—-2)8p—2: - 3) 1—1 .
12 at a ),ISz

IA

b

: -1
@iy1 +a; = (=1)""1 ( P_i_

(4.3)

De la relacién de Jacobi J(X7, X3, X,_;) = 0, se tiene que
-3 1 -3
“ ((p—z—)“ * ;;) = wige

y por tanto a; = a, = 0.

Veamos que

ai:(_l)i((i—1)(i—2)(i—3)(2p—i——2)a+(i—l)(i'—Z)), lsisp+1

24 2a 2

En efecto, se verifica para i = 1 e ¢ = 2; suponiéndola cierta para k, de la

Ecuacién 4.3, para ¢ = k se tiene que

Grer = (<1)F1 ((k ~D(k=-2)3p—-2k-3) k= 1) .

12 a

al sustituir el valor de a;, se obtiene
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Qi = (—1)b-1 (E=D=Dopothd) g =) (1) ((k—l)(k—z)(:;3)(zp-k—z)a_+ (-1)(:-2))

que se puede expresar como

Qg1 = (_1)k+1 ((k—ll)gk—z) (2(3p—2k—3)+(2k—3)(2p—k—2)) a+ (k-l)(g:gk—zn) :

y por tanto se tiene que

B D)

y el dlgebra es g = g(%,5 1 ,)-

Concluyamos la prueba para el caso 8 < p < n — 6, considerando la nulidad
de Ay B. El caso p = n — 6, muestra la regularidad que se encontrara cuando

8 < p < n — 6; y se considera aparte.
e Caso p=n —6.

— Si n, es par, entonces p es par y por tanto B = 0, no puede ser A = 0, pues
el 4lgebra que resulta es de longitud maxima. Luego A # 0, un cambio de bases
adecuado permite suponer A = 1, y de las Proposiciones 4.24 y 4.25, la ley del

algebra viene dada por

[XO-;Xi] = Xi+l, 1<:1<n-3,
[(Xi, X;] = aij Xipjp1, 1<1<j<n—-3—y,
[Xi7Y]=Xi+p7 1<i:<n—-2-p,

De las relaciones de Jacobi J(X;, X;, Xx) =0,con0 < i< j < kei+j+k <n—4,
se tiene, de nuevo, que las constantes de estructura a;j,con1 <1< j<n—3—1,
del 4lgebra deben tomar los valores que se especifican en alguno de los apartados

siguientes:

1. a;; =0, para cualquier ¢, j.




142 Capitulo 4. Algebras de Lie casifiliformes graduadas

al,j=/37 2S]_<_n—4’

2.
a;; =0, paraz#]l.
Si n es par,
3 Ain-3-i = (—1)‘—1ﬂ9 1 S : S '12;47
' a;; =0, en otro caso .
(4. inesi . = (=1)"11 1<i< |52

1,2[-"2—J—1—1 ) -~ -~ 2 5

o sl = GO (] i) 8 1sis [,

@in-gi = (—1)F =303 2<i<d

| a;; =0, en otro caso .

donde a = 0, si n impar, y a = 1, si n es par.

5.{ ai;=SWEANG=E 1 <ig |2, i<j<n-3-i.

La relacién de Jacobi J(X1, X2, Y) = 0, obliga a que a1 p+2 = a1,2+0a2,14p. Veamos

ahora que constantes de estructura la cumplen:

Asi, se tiene que los conjuntos de soluciones 1 y 2, satisfacen la igualdad, y las

algebras que se tienen son g = g%n,l,p) yg= an,l,p)-

El tnico valor del conjunto de soluciones del grupo 3, que satisface la citada
igualdad es 3 = 0. En efecto, se tiene que ayp42 = @104 = B, @12 = 0 y

a2,p+1 = Gz;n-3 = —f3, y por tanto 8 =0, y el lgebra es g = g{, , -

De igual manera, si a; ;, son las constantes de estructura del caso 4, tiene que ser

B = 0. En efecto, se tiene que, aypi2 = @12 = 0y azp41 = "2;6,3, con lo que

B =0,y el digebra es g = g{,, , ,)-
Asimismo, el unico valor del conjunto de soluciones del caso 5 que satisface la

citada igualdad es 8 = 0. En efecto, se tiene que, a;p42 = (fi% =fy
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a2 = P azpt1 = (p+1)(:;2)(1)+3)

tiene 8 =0, y el algebra es g = g(n )

1,p)"

B, y sustituyendo estos valores en la igualdad se

Luego el algebra es g = g%n,l’n_ﬁ) 6g= g%‘n,l,n—G)'
— Si n es impar, entonces p es impar, en este caso también puede ser B # 0.

Si B=0y A # 0, un tratamiento similar al caso n par, implica que el dlgebra es
9= g%n,l,n—G) 6 9= g%’n,l,n—G)'

Si B#0y A =0, de la Proposicién 4.25, y con un cambio de bases adecuado, la

estructura de g es
[XO’X] - z+l’ l - 3,
[XhX']zai,in+j+l7 1< <J< —3_i7 ]#p—Q—z,

[XnXp— —t] - a‘l,p—2—1 -1 +( 1)1 IY 1 < i S 22_3

Y con un tratamiento similar, al realizado en los casos p=n—1y p=n—2, se

prueba que el dlgebra es g = g?n,l,n-s)a g= g?n,l,n—ﬁ) 6g= G?n,l,n_s)-

Veamos que no puede ser AB # 0. En efecto si AB # 0, como p es impar,
entonces g' = g/ < Xp44 >, €s un dlgebra de tipo g’ = g{25,1,), ¥ la ley del

algebra viene dada, ahora, por
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[Xo, Xi] = Xita,
[Xi,XP—2—i] = (_l)i_l(ax -1+ Y),

IA
IA

"
A
A A

(X, Xp-1-i] = (=1)H(2=FE)aX,,

—
IN
IN

~

(X, Xp-i] = (~1){(E=100 4 )X,

—
IN
IA

X Xppaoi = (1) (SRR g iy,

IA
INA

—
IA
IA

-

(X, Xprami] = (—1)i(Eoli=26=0mizn) | (=)

[Xi, Xp+3+i] = aiXpasa,

IA
IA

-

. (X, Y] = Xp+i,
— 12
con @ =/ =2)(p-3)

De la relacién de Jacobi J(Xo, X1, Xp41) = 0, se tiene que 0 = a; + a3, ademas

IA
IA

de J(Xi, X3, X,-1) = 0, se tiene que a; = a, y por tanto a; = az = 0.

Por la Proposicién 4.26 se tiene que

: z . n—395
Z("l)k(k)al,i+1+k =0, para 1<:< l 5 J

k=0

luego para : = %1 se obtiene que

pi1 pt1 ptl .
é ayp-3 — é ayp—2 + E_Z_s a1,-1 = 0, sustituyendo las constantes de

P P 2
estructuras a,,; por sus valores correspondientes, resulta la igualdad

(+1)(p—1)(p—3)(p*
371640

—22 . ., .,
p+168) — , y dicha ecuacién no posee solucion entera con p > 9

y p impar, y por tanto no puede ser AB # 0, con n impary p=n — 6.

Se concluye la prueba haciendo una induccién sobre la dimensién del dlgebra

para los casos restantes.
e Caso8<p<n-—-T.

Si g es un lgebra casifiliforme de tipo g = g(n,1,55), con 8 <p < n —7. De
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las Proposiciones 4.24 y 4.25, la ley del algebra viene dada por

[ [Xo, Xi] = Xit1, 1<i<n-3,
[Xi7Xj]=ai,in+j+l, 1§z<]§n—3—z,]#p—2—z,
< : . -
[Xi, Xp-2-i] = @ip-2-i Xp-1 + (=1)'"'BY, 1<i< lpz—SJ )
[X,',Y]=AX,'+p, 1<i:<n-2-p,

No puede ser A = B = 0. En efecto,si A= B =0, setendriaqueg =g'® <Y >,
siendo g, un algebra filiforme de longitud méxima y, por tanto, g tendria longitud
maxima. Y como se ha visto en el caso anterior tampoco puede ser AB # 0, para

8 < p < n — 6. Asi, los unicos casos que cabe considerar,son A=0y B#06
A#£0y B=0.

Los primeros casos que tienen sentido son cuando la dimension del algebra g es
n =15 é n = 16, y puede verse en estos casos directamente que las algebras no

isomorfas que resultan son:
Sin=15p=28yel dlgebraes g = 9215,1,8)’ para 1 <1< 2.

Sin=16,8Spg9,yelélgebraesg:gils,l’p),con1$i§2y8_<_p§9,6
g= 9216,1,9)7 para 3 <1 < 6.

Supongamos el resultado cierto para un algebra g de dimensién n; y sea, ahora,
g un 3lgebra de dimensién n + 1, cuya descomposicién en una base homogénea y

adaptada es

0=<Xo>0<X1 >0 ®< X, Y > - ®<X;—1 >, con 8<p<n—6.

Si p = n — 6, las dlgebras que se obtienen son las del caso anterior. Sea, ahora,

p < n — 6, de las Proposiciones 4.24 y 4.25, la ley del algebra viene dada por
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[ [Xo, X] = Xisa, 1<i<n-3,
[Xi, X5] = ai; Xips, 1<i<j<n-3-4,j#p—-2—1i,
[Xi, Xp-2-i] = @ip-2-i Xp-1 + (-1)7'BY, 1<i< |53,

[Xi,Y] = AXitp, (A=0, sip>n—2) 1<i<n—2-p,

donde B = 0, si p es par.

Si p es par, entonces B = 0, y de aplicar la hipétesis de induccién al slgebra

¢ =g/ < X1 >, la ley del 3lgebra se puede expresar, entonces, por

' [XO,Xi]=Xi+17 1 stn_za
[XlanlzaXJ'+2a 2SJSn_4’
[Xi7Y]=Xi+p7 1stn—1_p7

| X, Xnomi] = @i Xy 1<4<[253)

cona=056a=1.

Las relaciones de Jacobi J(Xo, Xi—1, Xn-2-;) = 0, para 3 < i < l"z—‘—gJ, implica
que a; = —a;—; y de la relacién de Jacobi J(Xo, X1, Xn-4) = 0, se tiene que
a=a; + a,.

Sin es par, para ¢ = ﬂ-;—2 se tiene que Gn=z = 0y, por tanto, a; =0 paraz > 2,y
a; = a. Luego el dlgebra es g = g%’n+1,l,p) 6g= 9?n+1,1,p)'

Sin es impar, de la relacién de Jacobi J(X n—;-g,X ui;—g,Y) = 0, se tiene que
Gntlzp = dn=i=p, CON lo que a; =0 para 2 <i < 22 y a; = q, y el dlgebra es, al

2
igual que antes, g = g%‘n-{-l,l,p) é6g= g%’n+l,l,p)’
Concluida la prueba para el caso p par, se obtienen las slgebras para p impar.
Si p es impar, cabe considerar los dos casos B=0y A#06B#0y A=0.

Sea, ahora B=0y A # 0.
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Si n+ 1 es par, de aplicar la hipétesis de induccién al dlgebra g’ = g/ < Xn—y >,

la estructura de g es

[ [Xo, Xi] = Xiz1, 1<i<n-2,
(X1, Xi] = a X, 1<2:<n-3,
[Xi, Y] = Xitp, 1<i<n—1-p,

| [Xi, Xnezmi] =i Xaeq, 1<0<252

cona=06a=1.

De las relaciones de Jacobi J{Xo, X;, Xn-3-i) = 0, para 1 < ¢ < 3'2'—5, se tiene

que @ = az+a; y a; = (—1)'az para 2 < 1 < ’-‘;—3, y la relacién de Jacobi

J(X1, X3, Xn-7) = 0, implica que aa; = 0, con lo que, si @ = 0, entonces

a; = (=1)"'ay, para 1 < i < 22, Sia; = 0, el dlgebra es g = §(,41,1,) ¥ i

a; # 0, con un cambio de bases adecuado, el dlgebra es g = g?n +1p) Sl a=1,
n-3

entonces a; = 0, para 2 <1 < 22 yqa; = 1, y por tanto el lgebraes g = 9%n+1,1

2 p)

Si n + 1 es impar, el producto de g, viene dado por

[ [Xo, Xi) = X1, 1<i<n-2,
[X1, Xi] = a Xiya, 1<i<n-3,
{ [X6, Y] = Xiy, 1<i<n—1-p,
[Xiy Xn-3-i] = (-1)taX,, 1<i< 24,
[ [Xis Xn-2i] = @i X, 1<i< st

conaea=0ya=06a=1.
Si a = 0, de las relaciones de Jacobi J(Xo, Xi, Xn-3-i) =0, para 1 <1 < 1‘;—4-,
se obtiene que a; = 0, para 2 < i < 2%,y a; = @, y por tanto el algebra es
8= nt1,09) 6 8= Gntr,1:

Veamos que no puede ser a # 0. En efecto, si a # 0, de las relaciones de Jacobi

J(Xo, Xiy Xn-3-i) =0, para 1 <1 < ﬁ;—e, se obtiene que a; = (—1)'(i — 1)a +
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(—1)""1a;, y de la relacién de Jacobi J(Xo,Xuz;As,X;.;_z) = 0, se tiene que an_s =
(—1)"2;6a, que implica que a; = 25*q, y la relacién de Jacobi J(X], Xnp-2,Y) =
0, implica que a = 0, que prueba la contradiccidén.

Si B=0y A # 0, un tratamiento similar al caso n par, implica que el 4lgebra es
g= gzn,l,n—S) 6g= g%n,l,n—S)'

SiB#0y A=0,dela Proposicién 4.25, y con un cambio de bases adecuado, la

estructura de g es

[X07Xi]=Xi+l, 1S1Sn_3a
[Xi, X5] = aij Xiyjer, 1<i<3<n~-3—-1, j#p—-2—q,
[Xi, Xp-2-i] = @ip-2-iXp1 + (=1)71Y, 1<i< B3

Y con un tratamiento similar, al realizado en los casos p=n—1y p=n—2, se

prueba que el dlgebra es g = Q?n,l,p)’ 9= G{n1p) 00= 9(n,1,5) (1 par). 0

Nota 4.44 Si p = 9, para las dimensiones de g = 10,11y12 las 4lgebras que se

obtiene son g = 9?10,1,9) y 9((;10,1,9) 9?11,1,9) y 9?11,1,9) y g‘(112,1,9) ’ 9?11119) y 9?12119)'

Si p=11y dimg = 12, las dlgebras que se tienen son, 9?12,1,11) , 9?12,1,11)

En las proposiciones que se sigue, se prueba que las algebras obtenidas en
esta Seccién son no isomorfas dos a dos. Se recoge en la siguiente proposicién, la
prueba de que dlgebras de igual dimensién y estructura, y de distinta graduacién

son no isomorfas.

Proposicién 4.45 Sean g, un dlgebra de tipo g = O(n,1,rr) Y B2 un dlgebra de

tipo § = Q(n,1,4,9), CON T F# q. Entonces g, no es isomorfa a g,.

Demostracién.  Por ser dlgebras casifiliformes se tiene que tener que dimClg =

n—26dimClg=n-3.
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Si dimC'g; = n — 2 y dimC'g; = n — 3, evidentemente no son isomorfas.
Sean, ahora g; y g2, tales que dimClg; =n — 2, para 1 <7< 2.

Si g es un algebra casifiliforme tal que dimC'g = n — 2, se tiene entonces que g

ha de ser un algebra g = gi(.n,l,p)’ parad4 <1< 8,1 =1161: =12, y se verifica que

. n—1-—i, 1<i<p-3

dimCig = ! P=s
n—2-—1, p—2<:1<n-2.

Entonces, como g1 = g{,,,,) ¥ 92 = gfn'l’q), con r # q, se tiene que g; y g2 son no

isomorfas.

Sean, ahora g, y g3, tales que dimC'g; =n — 3, para 1 <1< 2.

Si g es un algebra tal que dimClg = n — 3, se tiene entonces que g ha de ser un

algebra g = g’('n,lyp), paral1 <1<3,:=961: =10, y por tanto

C'n.—3—pg =< Xn-2—p7 Xn—l—p’ ceny X-n,—2 >

cn—z_pg =< Xn—l_p, Xﬂ—p, ce ey Xn—2 > .

Como r # g,sear < g, entonces se verifica que dim cen(C"~2""g,) < dimcen(C" "2 "g,),

y se deduce que g; y g2 son no isomorfas. O

En la siguiente proposicién se prueba que no son isomorfas los distintos tipos
de 3lgebras casifiliformes de dimensién n y longitud n—1 obtenidas en esta Seccién

y que puedan ser consideradas.

Proposicién 4.46 Si g, y g2 son dlgebras casifiliformes de dimensionn > 15, y

longitud n — 1, entonces g1 y g2 son no isomorfas.

Demostracién. En efecto, si g es un élgebra casifiliforme de longitud n — 1,

el dlgebra puede ser g = Q.1 @K 6 g = Gin,1,p)’ para 1 < i < 12, y siempre se
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puede encontrar un invariante que las distinga dos a dos como queda reflejado en

la siguiente tabla.

g/dim | C'(g) | cen(g) | C"*(g) | [C(a),C*(9)] cenC?(g) cenC'g

Qu® |n—3| 2 : : : i

gznvlvp) n-— 3 1 = 0 = n— 2
g%n,l,p) n-— 3 1 - 0 - n— 3
8(n1) n—3 1 - 1 si n es par - -

2 sines impar
g?‘n,l,p) n-— 3 1 B . B i
3 sines par

W [n-8] 1 | - w7 : :
g‘(1n.l.p) n—2 2 1 F -
1 p>7 n—2 p>"T.
3 sinesimpar
9in1.0) n—2 2 1 ’ - -
4 sinespar
g?nyl’p) n—2 2 1 2 — -
0 p=5 n—2 p=35
g(7n,1,7ﬂ) n-—2 2 1 g -
1 p=7 n—3 p=1.
g?nyl’p) n—2 2 1 n—6 -
Inapy(0) | n—2 1 - 3 ' ‘
g%,f,l,p) n—2 1 - 465 - -

Probemos ahora quesi g = 9(n1p) @), cona=re? conr #0,y—n/2 <0 < /2,

son también algebras no isomorfas.

En efecto, el cambio de bases
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permite probar que las 4lgebras g3 1 ,—3)(@) ¥ 9{n,1,n-3)(—) son isomorfas.

En general, cualquier cambio de bases admisible es composicién de cambios de
bases en los que se deja invariante algunos de los generadores, en nuestro caso Xy
6 X;.

e Tipo 1.-

Consideremos el cambio de bases,

X% ==A%,
t=n-2

X{ = Z a; X;+ a,_,Y.
=0

Como [X{, X]] = X[ ,, para 1 <t < n — 3, resulta que

n—k+41
X!= Y aiXik-1, para 2<i<n-—2.

i=1

n—2
Supéngase Y' = ) aiX; + a;,_,Y. De [X{,Y’] = 0, se sigue que a; = 0, para
=0

1<i<n-3,yde[X]|,Y'] = X._,, se implica que ag = 0. Ademas del producto

corchete, [X], X]], se obtiene que ao = 0.

De [X], X,_4], se obtiene que o' = Z y y a? = 1, luego cualquier cambio de
bases de este tipo, a losumo, hace isomorfas dlgebras con valores opuestos del

parametro.
e Tipo 2.-

Supongamos, ahora que
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1=n—2
X(,) = Z biXi + an—1Y1
1=0
X] = Xi.

Como ha de ser [X{, X]] = X{,,, se tiene que
[ X} = boXy — bp_3aXp_1 — bp_zB52aX, + (bpo1: — bp_3) Xp41 — bps,
X4 = b2Xs + bobp_s0Xp_1 + bobp_aZ5laX,
—bob,—2((p — 3)a + %)X,,.H + bobp-4Y,
XL =067 X + (—=1)F 10" 2 (by—k-10Xp-1 + bp_i =E"1 0 X,
< —bpiqa (EENEE o - 1YX 4y + by kY ), 4<k<p-2
X!_y = boP Xpeq — bo” by 1520 X, + boP %0y X,
X! = b" X, — P2 (420 + 1) X4,

/ _ p—1

Y’ = bg”_4(a - b02a')X,,_.1 -+ bop-sbl -l—gﬂaa’X,, - bop-3b2i_’Xp+1 + bop_4Y'.

Como ha de ser [Xg,Y'] = 0y [X],Y'] = X],,, se obtiene que o' = boa y

a = by’ad’, esto es o’ = bpa, con by = 1.

Finalmente, del producto corchete [X3, X;_,], y sustituyendo las expresiones an-
teriores, se llega a que by’ = 1, esto es, a = o/, con lo que no hay 3lgebras

casifiliformes isomorfas mediante los cambios de bases de este tipo. ]

Se concluye, el trabajo con el siguiente Teorema, donde se recogen las alge-
bras casifiliformes, que se han obtenido en esta Seccién, y que como ha quedado

demostrado en las dos proposiciones anteriores son no isomorfas.

Teorema 4.47 Algebras casifiliformes de longitud n—1. Si g es un digebra
casifiliforme de dimension n > 15 y longitud n — 1, se tiene que el dlgebra es
g= Qn—l oK o
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S5i3<p<n-3

g%n,lm) y g%n,l,p)

Sin es par, para3 <p<n-—3 ypimpar,6p=n—4

g?ﬂvl ,P)

Si5<p<n-—1yp esimpar

g‘(;n,l,p) Yy g?n,l,p)

Sin es par, para5 < p<n-—1yp es impar

gt(;n,l P)

Sip=5dp=T

7 8
H(n,1,0) Y B(n,10)

Sin—-3<p<n-5

gs(,n,l,p) y g%g,l,p)

Sin—3<p<n-—2>5, para p impar

9%5,1,7;-3)(0‘) y 9%:,1,7,)’

(p=2|(r—1)/2] - 3)
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Conclusién y problemas abiertos

La clasificacién de las algebras de Lie nilpotentes es un problema que se ha demos-
trado no puede ser resuelto totalmente. Uno de los objetivos del presente trabajo

es, desde luego, hacer una aproximacién a los “limites” de dicha clasificacion.

Si se desea conocer mejor un cierto conjunto de estructuras algebraicas, es
claro que su clasificacién es uno de los problemas a abordar; y, en cierta forma,
las élgebras naturalmente graduadas constituyen el “esqueleto” de las dlgebras
de la familia considerada. Se ha estudiado en esta memoria un caso particular de
lgebras de Lie nilpotentes graduadas naturalmente, las de sucesion caracteristica
(n — p,1,...,1) cuando la dimensién de la subdlgebra derivada es minima, esto

esn—p-—1.

Ademas, como se ha puesto de manifiesto en los trabajos de Cébezas y Gémez
y de Goze y Khakimdjanov, el considerar graduaciones con elevado nimero de su-

bespacios graduantes facilita la tarea del estudio de las algebras de derivaciones,
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y a partir de su conocimiento, de drbitas, espacio de cohomologia, y en general,
de ciertas propiedades geométricas de las algebras. Por ello, se estudian en esta
memoria las algebras de Lie filiformes y casifiliformes de longitud mayor que el
indice de nilpotencia, es decir, las dlgebras filiformes y casifiliformes de longitud
maxima y las dlgebras casifiliformes de longitud dimg — 1, todo ello para di-
mensiones arbitrarias. Como quiera que en estas familias la expresién general de
las algebras se obtiene a partir de dimensiones relativamente elevadas, el uso de
calculo simbdlico se hace necesario, al menos, para facilitar la tarea de resolucién
de las identidades de Jacobi, y para poder conjeturar la solucién final. Por ello,
pensamos que a medida que disminuya el indice de nilpotencia, este tratamiento

se hard, mas que necesario, imprescindible.

Entre los problemas que de una forma “natural” podrian ser considerados una

continuacién de esta memoria, merecen sefialarse:
e La clasificacion de las dlgebras de Lie 3-filiformes graduadas naturalmente.

e La clasificacién de las dlgebras de Lie 3-filiformes de longitud mayor que su

indice de nilpotencia.

e La clasificacién de las dlgebras de Lie graduadas naturalmente de invarian-
te de Goze (n — 3,2,1), que completaria la clasificacién de las dlgebras de Lie

graduadas naturalmente de indice de nilpotencia n — 3.

En el Capitulo 3, se han obtenido las dlgebras de Lie filiformes de longitud
maxima. El estudio de las derivaciones de las algebras L,, R, y W, ya ha sido

realizado por Goze y Khakimdjanov [30], y un problema pendiente es por tanto:

e El estudio de las dlgebras de derivaciones de las dlgebras K, y Q’,, asi como

el estudio de propiedades geométricas de estas algebras.

Asimismo, en el Capitulo 4 se han obtenido las algebras casifiliformes de
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longitudes n y n — 1, siendo n la dimension del dlgebra. Un problema a resolver

ahora es:

o El estudio de las algebras de las derivaciones y de propiedades geométricas

de dichas algebras.
Problemas mas generales, y cuya resolucion estan aun pendientes, pueden ser:

e Si g; y @2 son algebras de longitudes n; y n,, respectivamente. ;Cual es la

longitud de g; & g2?. Y la generalizacién de este problema a m algebras.

¢ Obtener la clasificacién de las algebras filiformes y casifiliformes graduadas
no conexas (donde exista al menos un subespacio graduante g; = {0}.) Al tra-
bajar con estas graduaciones se puede conseguir que los subespacios graduantes
sean todos de dimensién 1, lo que facilita los célculos, aunque, a cambio, dejen

de ser conexas y, por tanto, aumente n, — n;.
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Apéndice

Se recogen en este Apéndice, los casos particulares de las dlgebras casifiliformes
de tipo § = @(n,1,p,p), €n dimensiones y valores de p concretos, que culminan el

estudio de los tipos considerados, cuya generalizacion se obtuvo en el Capitulo
[4].

Ademas, dado que la expresién general de estas familias de dlgebras se ob-
tienen para valores elevados de la dimensién, el uso de calculo simbdlico se hace
imprescindible. Se muestra en el final de este Apéndice un ejemplo que nos ayudo

a conjeturar algunas familias de algebras.

Algebras de tipo g = 9(n,1,3,3)

Si g es un dlgebra casifiliforme de tipo g = g(x,1,3,3), ademas de las dlgebras 9%a,1,3)’

9%11,1,3) y g?‘n,l,S) (n par), obtenidas en la Proposicién 4.30, si la dimensién de g = 8,
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existen las siguientes dlgebras que admiten la anterior graduacién.

Si dimg = 8
[ [Xo, Xi] = Xig1, 1<i<5,
(X1, Xi] = Xiya, 2<i<3,

=1 [X1,X4 = aXe,
[Xz,Xg] = (1 — Q)XG,
| [X:, Y] = Xigs, 1<:<3.

con o € C — {1}.

Algebras de tipo g = H(n,1,4,4)

Si g es un algebra casifiliforme de tipo g = 9(n,1,4,4), ademas de las dlgebras 9%11,1,4)
y 9%n,1,4) obtenidas en la Proposicién 4.32, si la dimensién del 4dlgebra g es n < 12,

existen las siguientes algebras que admiten la citada graduacién.

Si dim(g) = 8

[XO,Xi] = Xit1, 1
[(Xi, X5l = (-1)"'Xg, 1<
[Xi, Y] = Xiga, 1
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([ [ Xo, Xi] = Xis1, 1<i<5,
[X1, Xi] = Xiyo, 2<1<3,
g(a) = { [X1,X4] = aXe,
[X2, Xa] = (1 - a)Xe,
[X:, Y] = Xiga, 1<i<2.
con a € C —{1}.
Si dim(g) = 9
( [Xo, Xi] = Xiya, 1<i<6,
(X, Xs-i] = (=1)71 X6, 1<:1<2,
97 )Xo Xond = (<118 —i)Xr, 150 <2,
[X:, Y] = Xiya, 1<2<3.
[ [Xo, Xi] = Xig1, 1<i <6,
[X1, Xi] = Xiga, 2<i<3,
[Xl,X4] = aXs,
8() =\ [x,, Xs] = (20 — 1) X,
(X2, Xi] = (1 — ) Xizs, 3<i<4,
[(X:, Y] = Xita, i <3.

\

cona € C—{1}.

Si dim(g) = 10
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[Xo, Xi] = Xita,
[X1, Xi] = Xita,
[X1, X4]) = —3XG,
[ X1, X5] = =7X7,
[X1, Xe] = —3Xs,
[X2, Xi] = 4Xiss,
[X2, X5] = —4Xs,
[X3, X4] = 8Xs,
[Xi, Y] = Xita,

1<i<T,

2<i<3,

1<i<4.
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Si dim(g) = 11

[Xo, Xi] = Xita, 1<21<38,
[Xla Xt] = Xi+2a 2< 1 <3,

[X1, X4] = —3XG,
[X1, X5] = =7X7,
[X1, X6) = —3Xs,

g=1 [X1,X:] = 9Xo,
[X2, Xi] = 4Xiys, 3<1<4,
[X2, X5] = —4Xs,

[X2, Xe] = —12X,,

[X3, X;] = 8Xitq, 4<:1<5,
| (X, Y] = Xipe, 1<i<5.

Algebras de tipo g = O(n,1,5,5)

Si g es un algebra casifiliforme de tipo g = g(s,1,55), ademds de las dlgebras
obtenidas en la Proposicién 4.35, si la dimensién del dlgebra es n < 12, existen

las siguientes algebras que admiten la anterior graduacion:

a) Cuando el vector Y pertenece a la subdlgebra derivada y pertenece al centro,

g puede ser ademds de g = 9‘(111,1,5)’ g= g"(;n’l’s), g= g?n‘l,s) (n par), g = gzn,l,s) )

8 = O{n,1,5), una de las dlgebras:
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e Si dimg = §,

[ [Xo, Xi] = Xis1, 1<i<5,
[X1,Xi] = Xig2 + 05Y, 2<:<3,
[X1, X4] = aXG,

| [X2, X3] = (1 — a)Xe.

con a € C — {1}.

g(a) =

Si dimg = 9,

[ [Xo, Xi] = Xis1, 1<i<6,
(X1, Xi] = Xiga + 625Y, 2<i<3,
g(e) = | [X1, X4] = aXe,

[X1, X5] = (22 — 1) X7,
| X2, X = (1 — a)Xigs, 3<i< 4.

con a € C - {1}.

Si dimg = 10,

[ [Xo, X = Xisn, 1<i<7T,
[X1,Xi] = Xiga + 653, 2<i<3
[X1, X4) = a X,

[X1, X5] = (2a — 1) X7,
g(a) = ;

[X1, Xe] = 22=2 X,

3-a
[X2,Xi] = (1 - a) Xi+37 3 < t < 4a
[X23X5] - Eé(i—TalXS’

[X3,X4] = ﬂ;,%zﬁxs-

\

con a € C — {1,3}.



Apéndice 165

Sidimg =11,
[ [ X0, Xi] = Xit1, 1<i<8,
[X17X2] = )/’
[Xi, Xs—i] = (-1)71 Xe 1<:1<2,
g=3 [Xi, Xei] = (1)1 (3—-9) X7, 1<i<2,
[Xi, Xooi) = (-1 U ¥ 1< <3,
[Xi, Xg—i] = (~1)' 5Xo, 1<:<2,
. [X3,X5] = —3X9
[ [Xo, Xi] = X, 1<i<8,

(X1, Xi] = Xip2 + 82;Y, 2<i<3,
[X1, X4] = aXG,

[X1, Xs] = (2a — 1) X7,

[X1, Xe] = 2222 X,

[X1, X7] = 2Ce=3 X,

X2, Xi] = (1 — ) Xiys,  3<i<4,
[X;, X;] = 2{i=sl x,,

[X2, Xe) = 1=2Ca=3 x,

g(a) = <

| [Xs, X = 4= X,p,,  4<i<5.
con o € C - {1,3}.
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Si dimg = 12,

(

.

[X2, X7] =
3!1—0:!2
[X37 Xc] = "3 Xi+4,
3004-9603412002-72a+18 X
10y

[X3’ XG] =
[X4, X5] =

[Xz, X5) = 220=a) X,

3-a

(X2, Xe] = %@Xs,

[X07 Xt] = XH-I’ 1 S 1 S 9,
[Xla X2] = Y’
[Xia XS—i] = (—1)‘_1 XG, 1< 1 <2
[X,',Xe..,'] = (—l)i_l (3 - l) X7, 1 S t S 2,
(X, X7_i] = (-1)P = x, 1<i <3,
[X:, Xs—i] = (1) 5X,, 1<:<2,
[Xi7 X9—i] = —TSX107 1 S l S 2)
[X3, X5] = —3X9,
[X3, Xe] = L2 X0,
. [X47 X5] = :%lXIO,
[ [Xo, Xi] = Xisa,
[Xl,Xi] = Xi+2 + 62,iY7
[XlaX4] = aXG’
X, Xs] = (2 — 1)X,
[X1, Xe] = 322X,
[X17X7] = ﬂ::_;:ﬁXQ,
[leXS] = l90{3+2(1122——0%1&6Xlo,
[X2, Xi] = (1 — ) Xiy3,

4a(2-a)(3—a)

—10a?+240° — 4402 +482—18 X
10,

4a(2-a)(3-a)

—420% 414405 -180024960—18 X
10,

con a € C—-{0,1,2,3}.

4a(2-a)(3—-a)
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b) Cuando el vector Y no pertenece al centro ni a la subélgebra derivada, ademas
de las slgebras g{, ;5 8fn1,5) ¥ g0.1,5) (n es par), existen las siguientes algebras

que admiten esta graduacion,

Si dim(g) = 8
[ [Xo, Xi] = Xita, 1<i<5,
[XhXi] = Xi+2a 2< t < 3,

gla) = ¢ [X1,X4] = aXe,
[Xz,X;g] = (1 - a)XG,
| [Xla Y] = XG-

con a € C — {1}.

Si dim(g) = 9
[ [Xo, X:] = Xipa, 1< <6,
[X:i, Xs5-i] = (=1)1 X, 1<i<2,
971 1%, Xeui] = (1)1 —i)Xs, 1<i<2,
| Xi Y] = Xis, 1<i<2.
[ [Xo, Xi] = Xig1, 1<i<86,
[X1, X:] = Xiva, 2<i<3,
[X1, X4] = aXG,
=1 X, X] = (20~ 1)Xs,
[X2, Xi] = (1 — ) Xit3, 3<i<4,
[X:, Y] = Xiss, 1<i<2
\

con a € C —{1}.
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Si dim(g) = 10,

\

[Xo, Xi] = Xis1,
[X1, Xi] = Xisa,

[X1, X4] = aXG,

[X1, Xs] = (20 — 1) X7,
[X1, Xe) = 32=2 X,

3-a

[X2, Xi] = (1 — ) X,
[X2, Xs] = 242520,

[Xs, X4] = =)

3—a ?

[Xi, Y] = Xi+5

con a € C — {1}

( [Xo, Xi] = Xopn,

X, Xsi] = (=171 X
9= X Xoui] = (1)@ - i) X,
(X, Xri] = (-1 == X,
‘ [X:, Y] = Xiys,

IA
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Si dim(g) = 11,

[X(),Xi] = XH-l, 1 < 1 < 8’
[X1,Xi] = Xig2, 2<Z:1<3,

[X17 Xt] = —Ai42, ) S i S 6’
{ [X2, Xi] = Xiys, 3<L10<4,
[X2, X6] = —Xo,

[X3, Xi] = Xips, 4<:<
1

9,
[Xi, Y] = Xiss 1<:1<4.

IA

\
c) Existen familias de dlgebras cuando el vector Y pertenece a la subalgebra de-
rivada pero no al centro, que son casos excepcionales de las dlgebras que admiten
tales condiciones, cuya expresién general se tienen cuando p > 8, las cuales se

han obtenido en la Proposicion 4.43 estas algebras son:
Sidimg =38
[ [Xo, Xi] = Xita, 1<i<5,

[Xl,Xt'] = aXi+2 + 62,:'Y, 2<1<3,

9(a,B) = [X1,X4] = BXe,
[X27X3] = (a - /B)XG,

[Xl, Y] = Xe.
Si dimg =9
[ [Xo, Xi] = X4, 1<i<6,
[X1,Xi] = aXipa + 8i2Y, 2<i<3,
[Xl,X4] = ﬂXea

8(@h) =1 X, Xs) = (28 - @) Xr,
[X2, Xa] = (@ — B) Xiy3, 3<1<4,
[X.‘,Y] = Xt'+57 1<:i<2
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Si dimg = 10

[ [Xo, Xi] = Xi1, 1<:<7,
[X1, Xi] = =502 X2 + 8igY, 2<0<3,
[X1, X4] = BXG,
(X1, Xs] = (268 ~ 535) X7,
o(6) = | X2, Xel = 755X,
[X2, Xi] = (=55 — B) Xivs, 3<i<4,
[X2, X5] = (26 — 35) X,
(X3, Xa] = (335 — 38)Xs,
[Xi, Y] = Xiys, 1<:<3.

[Xo, Xi] = Xita, 1<:<7,
[X1,Xi] = aXip2 + 623, 2<i<3,
[X17X4] = %fﬁagéXG,

(X1, X5] = %’E‘Xn

g(avﬂ) = 9 [X17X6] = BX87

[XZ, Xt] = (2(!—25—0114';520!-2))(""3’ 3 < ) < 4,

[X2, XS] = %%Xg,

[Xs, Xa] = 23 %,

[Xi, Y] = Xiys, 1<:<3.
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Si dimg =11
( [Xo, Xi] = Xi1, 1<,
(X1, X:] = =222 X4 + 62,Y, 2<i
[X1, Xa] = 1 X,
(X1, Xi] = G2 Xy, 5<i<6,
g(a) = { [X1, X7] = 3 Xs,
(X2, Xi] = —2 Xisa, 3<i<A4,
(X2, X6] = X0,
(X3, Xi] = =5 Xiya, 4<:1 <5,
(X, Y] = Xiys, 1<:<4
Si dimg =12
[ [Xo, Xi] = Xis1, 1<i<9,
[X1, X)) = =222 X0 + 8,Y, 2<i<3,
[X1, X4] = 2 X,
(X1, Xi] = ££2X,,,, 5<i<6,
[X1, X7] = 2 X,
[X1, Xe] = E220 X,
g(a) = X, Xi] = 2 Xins, 1<i<a
[X2, X6} = $Xo,
(X2, X7] = 4“;"’3 Xho,
[X3, X:] = =% Xiya, 4<i<5,
[X3, Xe] = <522, X0,
(X, Y] = Xiys, 1<i<5.
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Algebras de tipo g = g(n,16,6)

Si g es un algebra casifiliforme de tipo g = g(n1,66), de dimensién n < 12,
ademas de las dlgebras g}, , ) ¥ 8,1¢) obtenidas en la Proposicién 4.37, existen

las siguientes dlgebras que admiten la citada graduacion .

Sidimg =9
[ [Xo, Xi] = Xiy1, 1<i<6,
[Xi, Xs—i] = (_l)i_IXG, 1 S 1 S 2,
g= .
(X, Xoui] = (1)1 — )Xy, 1<i<2,
L [X],Y] = X7.
(
[Xo, Xi] = Xi1, 1<:<6,
[leXi] = Xi+2, 2 < J < 37

) [X1, X4] = X6,

[X1, X5] = (2a — 1) X7,

[X2, Xi] = (1 — a)Xiy3, 35154,
| X1, Y] = X

cona € C-{1}.

Si dimg = 10

[Xo, Xi] = Xita, 1<:<7,
g= [Xi,X7—i] = (—l)i—lXS, 1<:<3,
(X, Y] = Xiye 1<:<2.
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[ [Xo, Xi] = Xina, 1<i<T,
[Xi, Xs-i] = (=1)'" X, 1<i<2,
g=1{ [Xi,Xeoi] = (-1)7'3 = i)Xs, 1<i<2,
[Xi, Xooi) = (1) X 1 <i <3,
L [Xi, Y] = Xite 1<i<2.
[ [Xo, Xi] = X, 1<i<T,
[X1, Xi] = Xita, 2<: <3,

[XI,X4] = aX67
[X1, Xs5] = (20— 1) X7,

Xi, Xe] = 22=3 X,
9(a) = | X, Xe] = 35 Xs

[X2, Xl] = (1 e a)Xf+37 3 < ? < 4,
[Xs, Xs] = 22i=2) X,

[X3, Xq] = X=2)

—a !

[X:, Y] = Xiye 1<i<e.

\

con a € C - {1,3}.

Si dimg = 11,

[ [Xo, Xi] = Xiy1, 1<i<8,

[Xiy X7-i] = (=1)1 X, 1<:<3,

8= 1 [Xi, Xeoi] = (=1)-(4—i)Xs, 1<i<3,
| X5, Y] = Xuo 1<i<3
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9(a) =

[X07 Xt] = Xi+l y

[Xi, Xs-i] = (—1)""" X,
[X,',Xe_,'] = (—1)'.—1(3 - i)X7, 1
[X:, Xpoi] = (—1)y e X, g

(X1, X7] = —5X,,
[X2, X6] = 5X,
[X3, Xs5] = —3Xo,
[Xi, Y] = Xise,

( [Xo, Xi] = Xi+l,
[leXi] = Xit2,
[Xh X4] = aXGa

3-a

[Xia Y] = Xi+6,

\

con o € C - {1,3}.
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[X1, X5] = (22 — 1) X7,
[X1, Xe] = 22=3 X,

(X1, X7) = 2B==3
[X2, Xi] = (1 — @) Xy,
[Xz, Xs] = Zali=al X,
(X, Xo] = (=5)Caz3,,
[X3, Xi] = ég:lg.—:gﬁXi+4,

L
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Si dimg = 12,

4

[XU’Xi] - Xi+l1
[Xl,Xi] = Xit2,
[X17X4] = %Xe,

[X1, Xs] = 3+ X7,

[X1, Xe] = T X,

[X1, X7] = 3 Xo,

(X1, Xs] = %Xm,

(X2, Xi] = $ X3,
(X2, Xi] = (1) 51 Xisas
[X2, X7] = Ft Xho,
[X3, Xi] = X,

[X3, X6] = £ X0,

[X4,X5] = %XIOa
[Xi, Y] = Xiye,

[XO’ Xﬂ] = X1'+l ’
(X, Xs-i] = (1) X,

3<i<4,

5<i<6,

1<i<09,
1<i<2,

[Xi, Xe—i] = (=1)'(3 —i)Xs, 1<i<2,
[Xi, Xr_i] = (-1~ &= ¥, 1< <3,

[Xi, Xs—i] = (=1)! 5Xo,
[Xi, Xo_i] = 2 X10,
[X3, X5] = —3X,,

(X3, Xe] = £ X0

[X4, Xs] = =2 X0,
[Xi, Y] = Xiye,

1<i<?,
1<i<2,
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Algebras de tipo g = g(n,1,7,7)

Si g es un algebra casifiliforme de tipo g = g(n,1,7,7), de dimensién n < 14, ademads

de las algebras recogidas en la Proposicién 4.39, existen las siguientes dlgebras

que admiten la citada graduacion.

a) Cuando €l vector Y pertenece a la subalgebra derivada y pertenece al centro,

@ puede ser ademas de g = 9‘(11;,1,7)’ g= g?n,lﬂ)’ g= 9‘(5,,,1,7) (n par), g = 9@;,1,7) 6

g?n,”), una de las siguientes dlgebras:

Si dimg = 8,
[ [Xo, Xi] = Xisn, 1< <5,
[X1,Xa] = X4 + Y,
8(e) = ¢ [X1, Xs] = X,
[X1, X4] = aXs,
| [X2,X3]=(1-a)Xe-Y.
con o € C — {1}.
Sidimg =9,
[ [Xo, Xi] = Xit1, 1<i<6,

[X1, X2) = X4+ Y,
[X1, X3] = X,

[X1, X4] = aXe,

[X1, X5] = (2a — 1) X7,
[X2, X5] = (1 — @)X,
| X2, X4 = (1 = )Xo
con a € C - {1}.

o

9(a) =
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Si dimg = 10,

4

.

[X07 Xt] = Xi+1, 1 < 1 S 77

[XI,X2] = X4 + Y,

[X1, Xs] = X,

(X1, X4] = a Xe,

[Xl, X5] = (2a - l)X7,

5a — 3
3-—«a

[XZ, X3] = (1 _ a) XG,

[X2’ X4] = (1 - OI)X—,,

[ X1, Xe] =

Xs,

— 2a(1 — a)
[X2, Xs] = 3 X,

_31-0o)
(X3, X4] = 3 X,

con a € C —{1,3}.

Si dimg = 11,

| [Xo, Xi] = X,

[Xi, Xsi] = (=1)"" Xe + (-1)Y,
) X Xe-i] = (=1)71 (3 - 4) Xr,

[X:, X7—i] = (1) u}ﬂx&

[X:, Xs—i] = (=1)F 5X,,

| [Xs, Xs] = —3XG.

1<i<8,
1<i<2,
1<:1<2,
1<i<3,
1<iL2
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[ [Xo, Xi] = Xina 1<i<8
(X1, X5) = X4 +Y,
[ X1, X3] = X,
[X1, X4] = aXe,
(X1, Xs] = (2a — 1)Xx,
_ | [X1, Xe] = 222X,
(X1, X7] = 2522 x,,
(X2, X3] = (1 — a)Xs - Y,
[X2, X4] = (1 — @) X7,
[ X2, Xs] = 28f=2) X,
[Xz, Xo] = (=giaB X,
| X3, X = 20=X,,;, 4<i<5
con a € C—{1,3}.
Sidimg = 12,
[ [ Xo, X:] = Xint 1<
[Xi, Xs—i] = (1) X6 + (=1)'7'Y, 1<
[Xi, Xe—i] = (=1)71(3 — 1) X7, 1<
(X, Xri] = (—1) =162 1<
[X;, Xs—i] = (=1)*5X,, 1<
[Xi, Xo—i] = 32 X0, 1<

[X3,X5] = _3X9’
[X37X6] = %XIO,
L [X4)X5] = :_221X10’

IA

IA

IA
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[Xo, Xi] = Xina 1<:<9
(X1, Xo] = X4 +Y,

[X1, X5] = X5,

[X1, X4] = aXG,

(X1, Xs] = (2 — 1) X,

[X1, Xe] = B2 X,

3-a
[Xh X7] = 2%52_;32)(9,
[Xl, Xs] = 4"—410034:&2:;)40 GXIO’

80 =) [X2, Xa] = (1 — ) Xiys - Y,

X2, Xe] = (1 - a) Xy,
[X,, Xs] = 22=a) x|
[Xz, Xe] = Ll—_—aMXs,

3-~a
—10at o’ —44a° or—
(X, Xy] = et bacie X, ,
[Xs, Xi] = ==L x, 4<i<s,

_ 300%—96a%+4+12002-72a+18
(X3, Xe] = 4a(2-0)(3=a) X0,

— —420%41440%-18002496a—18
[X4’ Xs] - 4a(2-a)(3-a) X0,

\

con a € C —{0,1,2,3}.

b) Cuando el vector Y no pertenece al centro ni a la subalgebra derivada,
ademds de las algebras g, ), 0fu17) ¥ Saprn) (P par), existen las siguientes

algebras que admiten tal graduacién
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Si dimg = 10,

[ [Xo, Xi] = Xita, 1<i<T,
[Xi, X5-:] = (=1)""1 X, 1<:1<2,
=9 [Xi, Xe—i] = (-1)"13-1)X7, 1<i<2,
[Xi, Xroi] = (-1 e - 1< <3,
| [X1,Y] = X
[ [Xo, Xi] = Xy, 1<i<T,
[X1, Xi] = Xita, 2<i<3,

[X1, X4] = aXe,

[ X1, X5] = (2a — 1) X7,

g(a) = § [X1, Xg] = 2=3Xs,

[X2, Xi] = (1 — 0)Xiys, 3<i<4,
[Xaz, X5] = 22{=2l X,

[Xa, X4] = g%:—:ﬁXs,

| [X1,Y] = Xs.

con a € C —{1,3}.

Si dim(g) = 11

[ [Xo, Xi] = Xig1, 1
[Xi, X7-i] = (1)1 Xs, 1<i<

X, Xoni] = (—=1)71(4 — i) Xe, 1

\ [Xi, Y] = Xy, 1<i<
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' [Xo, Xi] = Xit1, 1

<i<s,
[X:, X5-:] = (—1)' X, 1<i<2,
[Xi, Xe—i] = (1)1 (8 =14)X7, 1<i<2,
L) X Xa) = (-1 X, 1<i<,
"7 X0, X0) = =5,
(X2, X6] = 5Xo,
[X3, Xs) = —3XG,
| [X:, Y] = Xigr, 1<i<2.
[ [Xo, Xi] = Xina, 1<i<38,
[X1, Xi] = Xiga, 2<:1<3,

[X1, X4] = aXe,

[X1, X5] = (20 — 1) X7,

[X1, Xe] = 22X,

8(e) =y [X,, X+] = 223X,

(X2, Xi] = (1 — ) Xiy3, 3054,
[X2, X;) = 2al=2l X,

(X2, Xq] = U=g)Ca=3 x,,

[Xs, X:] = 8=2L X, ,, 4<i<s,
| [ X, Y] = Xy, 1<i<2

con a € C - {1,3}.
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Sidimg =12,
' [XO,X:'] = Xit1,
[Xi, Xz-i] = (=1)"71 X,
[Xi, Xa—i] = (—1)71(4 — 1) X,
[Xi, Xoi) = (~1) = X0,1 <i < 4,

k (X6, Y] = Xy,

( [Xo, Xi] = Xi1, 1<:1<9,
(X, Xs—i] = (=1)"1 X, 1<i<2,
[(Xi, Xe—i] = (=118 -9)X,, 1<i<2,
[Xi, Xoi] = (—1)1 =0 X, 1<i<3,
(X1, X7] = —5Xo,

[X1, Xs] = F X0
[X2, X6] = 5Xo,
[X2, X7] = FX10
(X3, X5] = —3X,,
[Xs, Xe] = 7 Xno,
[Xs, X5] = =2 X1o,
| (X5, Y] = Xy, 1<:1<3

-~
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[Xo, Xi] = Xisa, 1<: <9,

[X1, Xi] = Xiya, 2<i<8,
[Xl,X4] = CYXG,

[X1, X5] = (20 — 1) X7,
[Xl,XG] = 5;_—0,3)(8’

(X1, X7] = 22=3) X

_ 30,2
[X;, Xg] = 10et2e -1l 432’2_;)40' € X10,

[X2, Xi] = (1 — &) Xiys, 3<1<4,
[X27 XS] = %}X&
[X2a XS] = p—__%)és:’—-ngQ':

[, X;] = et daterotic stbante x
[Xa, Xi] = L= X, | 4<i<5,
4 _ 0603 2 _
[Xs, Xe] = 30a* — 960° + 1200* — T2a + 18X10,
) 40(2 -—301)(3 - czr)
—42a* + 1440° — 180a* + 96 — 18

X4, X5] = X0,

X4, Xs] 4a(2 - a)(3 - a) 10
\ [Xi’ Y] = Xi+77 1<:<3.

con o € C —{0,1,2,3}.

c) Existen familias de 4lgebras cuando el vector Y pertenece a la subilge-
bra derivada pero no al centro, que son casos excepcionales de las algebras que

admiten tales condiciones, cuya expresién general se obtiene cuando p > 8.
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Si dimg = 10

4

[Xo, Xi] = X1, 1<i<7,
[X1, X2] = aXy,

(X1, X3] = a X5,

(X, X, = 3 (elddeb yr |y,

S5a+b

2
[X1,Xs5] = ﬂ*'s::)_,_:—m)(—;,

g = 3 [X],Xe] = ng,
[X17 )/0] XS,
[X2, X3] = 142(e)’—2ab yr

Sa+b
[X2, X4 = -"%%)%Xn
[Xs, X5] = 22HA =L x,,
L [X3, X4] = JE)T;?;?&LX
S5a+b+#0
[ [Xo, X;] = Xju1, 1<5<7,
(X1, X;] = =335 Xj2, 2<j<3,

(X1, X4] = (—ﬁ; + %) Xs+Y,
[Xl, Xs] =a X7
[Xla XG] Xs,
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Si dimg =11

¢

\

con 3

[Xo, Xi] = Xit1,

[X1,X:] = (1—5(5 a—3b— 3)Xisa,
[X1,X4] =a X6 +Y,

[ X1, X5] = l(7a +3b+B) X,

6
[Xl,XG] == ng,
[X1, X7] = 5 (—5a + 3b— B)Xs,
[X27X3] = %(_a’ -3b— ﬂ)XG - Y7
1

[X2, X4 = g(—a —3b- B)X7),
[X2, Xs] = £(7a — 3b+ B) Xs,
[X2, Xe] = 3(5a¢ — b+ B) X,
[Xs, Xi] = 3(—4a — B) Xita,
[th] = Xi+7-)

= /12 + 25(a)? — 18ab + 9(b)*.

1<i<8,
1<i<2,

4<i<5,
1<i<2

-
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Si dimg = 12

Existen algebras de este tipo que admiten la citada graduacién, y seran aque-

llas cuyas constantes de estructura verifican las relaciones

5+33a;,6°+18a;,6*—89a, 6a1 7—48a; 6>a1 7470 a1 7* +20a; 6%ay 7°+28a1 ga1,7° —

4 2 2 3 _
10ay,7*+21ay ga1,8—35a1,7 a18+24 a1 6* 1,7 18— 52 ay 6 a1,7” a1,8+20a17° 418 =0

15ay 5 — 48a1,6 — 18a;1,6° + 44a1,7 + 18a, 6%a;1,7 + 20 a1 5 @17 — 10 a1 6 a1 7% +

3 2, _
2a17°-21a18—24 a6 a17 a1 8+ 12 a1 7°a15=0
2 _
1 + 3a15a1,6 — 3a1,6> — Sarsa1,7 + Ta16a17 — 2 4172 =0

2 2 2 ;
7+ 5a15° — 3a1,6° — 17a15a1,7 + 25a1 6017 —8 a1, — T a15 18+ 7 a1 a1 8 —

2 ay7 a18 = 0
aj4—3a15+3a16—a17=0
a13—3a15+6a16 —2a,7 =10
ay2 —9ay5 +6a;6 —2a;7 =0

Si se verifica alguna de las relaciones siguientes
—1+ 7a15® — 10a; 5016 + 3a16> # 0
961 + 141643 5 + 528416 = 0
81+ 44aig =0

(961 + 141642 ¢ + 528a% ¢)(81 + 44a? ) # 0

siempre se obtienen algebras correspondientes a la graduacién anterior. A conti-

nuacion se muestra un ejemplo.
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\

[Xo0, Xi] = X, 1<2<L10,
[X1, Xi] = 3(5a — 5b — 8)Xi12,2 < i < 3,
[X1,Xe) =3 (Ta=5b-PB)Xs+Y,
[X1,Xs] = aX7,

[ X1, X6] = bXs,

[XI,X7] = i (—5 a-+ 7b— ﬂ)Xg,

_ ((=15a3+22(35b—118)+3a(14+524+6b8)—3(10b4-5b>~25+-b28)))
[X1, Xs] = (—8+56 a2—80ab+2452) ) X10,

[Xz,Xg.] = %(3 a—>5 b—ﬂ)Xs - )/,
[Xg,X,;] - (—a + % (7 a—5b-— ﬂ))X7,
[Xg, XS] =\a- b)XSa
[X2, Xe] = § (5 a =3 b+ B)Xo,
_ 55a3—-16b—57b° b2 8402 (—163b+38)+a 7322603
(Xa, 7] = — ottt o et
[Xs, Xi] = ; (—a —b— ) Xisa, 4<:<5,

_ (125 a®—10 b-75 53+28+9b28+a2(~305 b+178)+a (224263b2—22b8))
[Xs, Xe] = (8 (147 a2—10 g b+3 b2)) X105
_ {=139a%4a2 (311 b—318)+3b(4+23b%—5bB)+a(—20—249b%+42b3))
[Xs, X5) = (8 (-147 a?-10 a 643 b?)) X0,

[X:, Y] = Xy, 1<i<3.

con B = 1/8 + 25(a)? — 46ab + 25(b)2.
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Sidimg =13

4

[Xo, X;] = Xj41,

(X1, X5] = =24 X,,
(X1, Xs] = —2£ X,
(X1, Xa] = =3 Xe +Y,
[X1, Xe] = 2= Xs

[X1, Xq] = 24 X,

[X1, Xs] = 22 Xio

(X2, Xs] = =25 Xe =Y
(X, Xa] = — 25 X7
(X, Xs] = — 2= Xs
(X2, Xe] = =25 Xo
[X2, Xs] = 24 Xn

[X3, Xe] = —7% X0
[X3, X7] = 2% Xy

[X4, X5] = (— 27%+i \/ﬁ) X0

[Xa, Xe] = 25 Xu

[X;,Y] = X;4r,
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[Xo, X5] = X1,
(X1, X;] = —\/& (23443 i V3)X4a,
(X1, Xa) = —\/% 2+3i V3)Xs +Y,
(X1, Xs] = —\/g5 (=11 —i V3)Xx,
(X1, Xe] = —y/Z (=11 =i V/3) X,
[XhX7] = - 515 (“53 -33: \/§)X9,
(X1, Xs] = —\/& (1 =45 i v3) X0,

[X1, Xo] = —i /& (11 —i v3)Xn,

(X2, Xj) = =\/& (=745 i V3)Xj43 — 63,3,
[X2, Xs] = /=& i (=11 i+ /3)Xs,

(X2, Xe] = /& (7T— 51 v3)Xo,

(X3, X7] = /& (2 +3 i V3) X,

[X2, Xs] = (=1+41) /& (11 i+ v3) X,
[Xa, X;) = /37 (2431 V3)Xjua,

[Xs, Xe] = /=& i (=11 1 + vV3)X1o,

[X3, X7] = /2 (=2 -3 V3)Xn,
[Xa, Xj]1 = /55 (7= 51 V3)Xjus,

[X4, Xe] = =/ (T =51 v3)Xuy,

[X;, Y] = Xj4r,
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[Xo, X;] = Xjt1, 1<5<10
[X1,X2) = /& (— 23— 434 v3) X,

X1, Xs] = (/& (=23 — 431\/_)) Xs
[XI,X4]—E 12— 3i\/§)) Xe+Y
(X1, Xs] = & (= 1144 v3) X7
[X1,Xe] = /& (— 11 +1 v/3) Xs
(X1, X7] = a(-53+33z\/§))x.9
[XI,X8]=§ L (1+45i\/_)> X10
[X1,Xo] = —i \/& (= 11+ v/3) X
[X1,Y] = X
(X2, X3] = \/63—2(—7—5i\/§)\ Xe-Y
[Xz,X4]=2 :—2(—7—5i\/§)§X7
oo | [X2, Xs) = —y/g5 i (11 i+3) Xs
(X2, Xe] = —\/& (7451 v3)Xe
[X2, X7] = —\/& (231 V3) X0

[Xa, Xs] = ( 2 (1i+ \/5)))(11
[X2,Y] = Xo

[Xs, Xa] = bigg(y/% (231 V3)) X
[X3,X5]_.< 1o 3z’\/—))X9
[X3, Xe] = \/62 (11 i + v/3) X1
[X3, X7) = —/Z (- 2+3 i v3)Xu
[X3,Y | = X1o

_ [X4, Xs] = \/62 (T+514 \/_))XIO

[Xa, Xe) = (/& (T+5 3 f))xu
[X4,Y] = X1
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Si dimg = 14,
[ [Xo, X;] = Xj41, 1<j<12,
(X1, X;] = —\/& (=234 43 i v/3) X4z, 2<j<3,
(X1, Xe) = —\/& 2+3i V3)Xe +Y,
(X1, Xs) = —\/& (—11 —iv3) X,
[X1, Xe] = \/ z — i v/3)Xs,
[X1, X7] = —/& (=53 — 33 i v/3) X,
[X1,Xs] = —\/& (1 —45 1 v/3) X10,
[X1, Xo) = —i /& (=11 — i V3)Xu,
[X1, X10] = /& (38 — 54 v/3) X1,
[X2, X;) = /& (=74 51 V3)Xj4s — §jaY, 3<j5<4,
(X2, Xs] = \/—— i (=114 + v/3) Xs,
g=1 [Xz,Xe] = /& (7-54v3)Xo,
[X2, X7] = /& (2+3 i v3)X10,
[X2, Xs] = (=1 +14) /& (=11 i +v3) X1,
[X2, Xo] = —\/& (211 — 9 i v/3) X1z,
[Xs, X;] = =/ (2+3 i V3)Xjpa, 4<j5 <5,
[X3, Xe] = /=& i (=11 i + v/3) X1,
(X3, X7] = /2 (-2 -3 i V3)Xu,
[X3, Xs] = /& (53 +33 i v3)Xua,
(X4, Xj] = —\/& (7= 5 V3)Xj4s, 5<5<6,
[X4, X7] = =/ (-1 445 i V3)Xua,
[Xs, Xe] = 1/ (—46 + 55 i v/3) X1z,
[X;,Y] = Xjur, 1<j<5
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[Xo, X5] = X1 1<j<11
(X1, X5] = \/Ei (—23 - 43 i v/3) X4, 255 <3,
X1, X =/E (2-3iV3) Xe+Y
[X1,Xs] = /& (=11 +i V3) X7
[X1, Xe] = /& (=11 +i v3) Xs
[X1, X7 = /& (=53 + 33 i v/3) X,
(X1, Xs] = /& (1 +45 i v3) X1
[X1, Xo] = —i /& (=11 41 v3) Xy
[X1, X10) = =/ (38 +5 i v/3) X1z
(X2, Xs] = /& (=7-5iv3) Xs =Y
[X2, Xa] = /& (=7-5iV3) Xz
[ X2, Xs \/l i (115 +v3) Xs

oo | (X2, Xo] = —\/& (745 v3) Xo

3 (2—31/3) Xy
[X2, Xa \/ i (11 i+ v3) Xn
[X2, Xo] = \/& (211 4+ 9 7 v3) X1,
[Xs, X4} = \/31_1 (231 V3) Xja,
[Xa, Xe] = —\/35 & (11 i+ v3) Xuo
[Xs, X7] = —\/2 (=243 iv3) Xn
[X3, Xs] = —/& (53 —33 i v/3) Xy
[X4, X5] = \/61—2 (7451 v3) X1
[Xe, Xe] = /& (T+5iv3) Xu
[X4, X7] = /& (=1 - 45 i V3) Xz
[Xs, Xe] = —/Z& (—46 — 55 i v/3) X1z
[X5, Y] = X4z,

1=
]
[X2, X7]
1=
]




Apéndice 193

Algebras de tipo g = g(»,188)

Si g es un algebra casifiliforme de tipo g(n,1,s,), ademads de las algebras obtenidas
en la Proposicién 4.43, existen las siguientes dlgebras cuando la dimensién de g

esn<13
Si dim(g) = 11

[ [Xo, Xi] = Xis1, 1<i<8,
[X,',X7-;] = (—l)i'ng, 1<2<L 3,
8= [X:, Xaei] = (=1)" 14 = )Xs, 1<3<3,
\ [XI,Y] = Xg.

[ (X0, Xi] = Xipa, 1<i<8,
[X,',X5_,'] = (—1)“‘X6, 1<:1 <2
[Xi, Xe—i] = (1)1 (3= 1)X7, 1<1<L2,
g=1 [Xi,Xro] = (-1 ¥, 1<i<3,

[Xi’ Xs—i] = ("1)t 5X9, 1 S 1 < 2,
[X3, X5] = —3X,,
L [X], Y] = Xg.
[ [Xo, Xi] = Xis1, 1<i<8,
[Xl,Xi] = Xi+2, 2 S 1 S 3’

[XI,X4] = aXGa
[Xl,Xs] = (2a - 1)X7,
[Xla XG] = 5a_3X87

3-a

a(e) = { [X1, X7] = 220X,

(X2, Xi]= (1 — a)Xiys, 3<i<4,
(X2, X5] = %ﬂx&

[X2, X6] = “;";?éf%"—”Xs,

[Xs, Xi] = =L X,py, 4<i<5,

\ [XI,Y] = Xo.
con a € C - {1,3}
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Sidimg = 12,
[ [Xo, Xi] = Xit1, 1<i<9,
g=1 [Xi, Xo—i] = (1) X1, 1<1<4,
[Xi’Y] = Xi+8, 1< 1 S 2.
[ [Xo, Xi] = Xip1, 1<:<9,
[Xi, X7—i] = (—1)"71 X, 1<:<3,

g=1 [X,',Xg-,’] = (—1)_1(4 - i)Xg, 1<1<3,
[Xi, Xooi] = (1) E=0E= X0, 1< <4,

| Xo Y= Xiss, 1<i<2.
[ [Xo, Xi] = Xin, 1<i<9,
(X, Xs_i] = (=1)1 X, 1<i<2,
[Xi, Xe—i] = (=1)"13 — )Xy, 1<i<2,
[Xi, Xroi] = (-1 X, 1<i <3,
[Xi, Xs-i] = (—1)* 5Xs, 1<i<2,

[Xi, Xo_i] = £ X10,1 <1 L2,

[Xs, Xs] = —3Xo,

(X3, X6] = 2 X10,

[Xa, X5] = =2 Xy0,

[X:, Y] = Xigs, 1<i<e.
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[ [Xo, Xi] = Xin1, 1<i<09,
[X1, Xi] = Xige, 2<i<3,
[le X4] = aXGa
[Xl,X5] = (2(1 - 1)X7,
[X1, X6] = =2 XG,
[X1, X7] = 2622 X,
[XI,XS] = 1 3402((22_;)4 6)(IOa
g(e) = | [Xz, Xi] = (1 = a)Xiys, 3<i<4,
[X2’X5] = Eéi-'TalXSa
[Xz, XG] = L—)'i_ll—(;_ia—a Xo,
—10a4+240% ~440? -
[Xa,Xi] = Sttt smants
[Xa, Xi] = 22 Xon, 4<i<s,
o?—9603 a?=T2a
[Xs, Xe] = % 3‘1(2‘:?)?3_&;2 12 X10,
—4204 a®— o2 a—
[Xa, X = =t2etstttad=lobotsomacto
L X Y] = Xigs, 1<i<2.

aeC-{0,1,2,3}

Algebras 9 = 9(n,1,99)

Si g es un algebra casifiliforme de tipo g(n,1,9,9), ademas de las algebras obtenidas

en la Proposicién 4.43, si la dimensién del dlgebra es n < 12, existen las siguientes

dlgebras que admiten la citada graduacion.

Si dimg = 12,
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[Xo, Xi] = Xita, 1<:2K9,
[Xi, X7—i] = (=1)" X, 1<:i<3,

g={ [XiXe-i]=(-1)7"4-19)Xe, 1<i<3,
[Xi, Xo—q) = (—1) N X, 1< i<y,
[X1,Y] = Xi0.
[Xo, Xi] = Xiza, 1<i<9,
[Xi, Xs-i] = (=1)""' X, 1<i<2,
[X:i, Xe—i] = (1)1 (3—1) X7, 1<i<2,
[Xi, X7—) = (—1) N ¥, 1<i<3,

g= 4 [Xi, Xs-i] = (=1)*5XG, 1<:<2,
[Xi, Xo—i] = 32 X10, 1<i<2

[X3, X5] = —3Xo,
[X3, X6] = 2 X10,
[X4, X5] = =2 X0,
[X1,Y] = Xo.
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[Xo, Xi] = Xis1, 1<i<9,
[X1, Xi] = Xy, 2<i<3,
[X1, X4] = aXe,

[X1, Xs] = (2a — 1) X7,

(X1, X6] = T2 X,

(X1, X7) = 2830 X,

— 10o-+207—-14046
[XI,XS] - 10&343?22_;)401 6X10a

(X2, Xi] = (1 — a)Xiys, 3<1<4,
[X,, Xs] = 222 X,
[X2, X6] = gl—_-%)éii_—azxs,

~10at 3 440 -
[X2’ X7] = 102 -{;i‘tg_a‘;&i:;sa 18)(10,
—)2
[Xs, Xi] = 20=2L X, 4<i<5,

__ 30a%-96a3+120a%-72a+18
[Xa, XG] - 40(2-0a)(3—a) XlO,

X — —420%+1440° —180a2+96a—-18
[ 4’X5] 40(2~-a)(3—a) XlO,

L [XI,Y] = XlO-

aeC-1{0,1,2,3}
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Caélculo simbélico

(* Etapa=numero *)
(* dim = n *)

(* grad = p *)

leymu::usage =
"leymu[dim,grad] genera la ley de un algebra de Lie de
\n dimension dim, que es graduada de indice grad.
\n Se presenta la base por si se le quiere dar formato.";
verley: :usage =
"verley presenta la ley por pantalla.";
formato: :usage =
"formato da la salida en la notacién habitual.";
jac::usage =
"jac[i,j,k] da el vector que debe ser nulo para que
\n 1la ley sea la de un 4lgebra de Lie.";
reljac::usage =
"reljac[i,j,k] da una matriz con las componentes y
\n expresiones respectivas que deben ser nulas,
\n obtenidas del vector jac[i,j,k].";
lisjac::usage =
"lisjac[i,j,k] da una lista con las expresiones que

\n deben ser nulas, obtenidas del vector jac[i,j,k].";

(* formato *)
formato:=(

Format [X[dim-1]] :=Subscripted [Y[0]];
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Format [X[i_]] :=Subscripted [X[il];
Format[al[i__]] :=Subscripted[a[il];

Format [b[i__]] :=Subscripted[b[il];

Format [X[dim-1] ,TeXForm] :=Subscripted [Y[0]];
Format [X[i_],TeXForm] :=Subscripted [X[i]];
Format[a[i__],TeXForm] :=Subscripted[a[il];
Format [b[i__],TeXForm] :=Subscripted[b[il];)

(* Genera la familia de leyes p-graduadas *)

leymu[n_Integer, p_Integer]:=
Module[{i, j, k},

(* auxiliar para limpieza *)

Clear[base,mu,X,a,b,dim,grad];

(* dimensién y graduacién *)

dim=n;

grad=p;

(* base canénica *)

base=Table[X[i], {i, 0, dim-1}];

(* bilinealidad y antisimetria *)

mul[0, x_] := O;
mulx_, 0] := 0;
mu[x_, x_] := 0;
mulx_, y_] := Simplify[-muly, x]] /; OrderedQ[{y,x}];

mulx_+y_, z_] Simplify[mulx, z] + muly, z]];

mulz_, x_+y_] := Simplify[mulz, x] + mulz, yl];

mula_ x_, y_] a mulx,yl;

mu[x_, a_ y_] a mu[x,y];



200 Apéndice

(* Casi Filiformes *)
For[i=1, i<=dim-3, i++,
mu[X[0], X[il1] = X[i+1l]
1;
mu[X[0], X[dim-2]]=0;
mu[X[0], X[dim-1]11=0; (* X[dim-1] es el vector Y[0] *)

(* p-graduadas *)
(* Corchetes del vector Y[0]=X[dim-1] *)
For[i=1, i<=dim~-2, i++,
If[i<=dim-grad-2,
mu[X[i],X[dim-1]]=X[i+grad],
mu[X[i] ,X[dim-1]]=0

1;
(* Corchetes restantes del vector base[dim-2] *)
For[i=1, i<=dim-3, i++,
mu[X[i],X[dim-2]]=0
1
For[j=2, j<=dim-3, j++,
If[j<=dim-4,

If[j+3 !'=grad,
mu[X[1],X[j]1]= al1,j] X[j+2],
mu[X[1],X[j]11= a[1,j] X[grad-1],

1,
mu[X[1],X[j]1]= 0,
]
1;
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(* Corchetes restantes de la ley *)
For[i=2, i<=dim-4, i++,
For[j=i+1, j<= dim-3, j++,
If[i+j<= dim-3,
If[i+j+1 !'= grad-i,
nulX[i],X[j]1]= Sum[(-1) "k Binomial[i-1,k] a[1,j+k],{k,0,i-1}] X[i+j+1]
mu[X[i],X[j]1]= Sum[(-1) "k Binomiall[i-1,k] a[1,j+k],{k,0,i-1}] X[grad-1
I,
mu[X[i],X[j1]=0

I
Print[
"\’Algebra de dimensién ",dim,
", graduada de indice ", grad,"."
1;
Print["base = "];
Print[" ",base];
] (* Fin del Module inicial *)

: [font

input; nowordwrap; ]

(* Saca la ley generada por pantalla *)

verley:

Module[{i,j},

Print["[", X[0], ",", X["i"1, "] =,
X["i+1"], " 1<i<=", dim-3 ];

For[i=1,i<=dim-2,i++,
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For[j=i+1,j<=dim-1,j++,
If['NumberQ[mu[X[i],X[j]11],
Print["[", Xx[il, ",", X[, "1 =",
mu[X[i],X[5]] ]

(* Saca la 1ley particular por pantalla
LA asignacién es SOLD VISUAL *)

leypar[asig_List]:=

Module([{i,j},

Print["[", X[0], *,", X(["i"]l, "] =",
X[ri+1"], " 1<ig=", dim-2 ];

For[i=1,i<=dim-2,i++,

For[j=i+1, j<=dim-1, j++,
If['NumberQ[mu[X[i],X[311],

Print["[", X[i], ",", X[j1, "1 =",
mu[X[i],X[j]1] /. asig]

(* vector Jacobi de tres vectores de la base canénica X *)
jac[i_Integer,j-Integer,k_Integer]:=
Collect[ mu[X[i],mu[X[j],X[k]J]] +
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mu[X[j],mulX[k],X[i]1]] +
mu[X[k] ,mu[X [1] 9x[J]]] ’

base

(* Selecciona coeficientes no nulos, almacenandolos
‘en una MATRIZ con sus componentes respectivas,
para vector Jacobi correspondiente *)
reljac[i_Integer,j_Integer ,k_Integer]:=
Module[{t,prov},
prov=jac[i,j,k];
Select[
Table[{t,Coefficient [prov,X[t]]}, {t,0,dim-1}],
'NumberQ[#[[2]]]&

(* LISTA DE RELACIONES que deben ser nulas, obtenidas
del vector Jacobi correspondiente, sin indicar la
componente respectiva.

MONITOR: en la pantalla afiadir // TableForm *)
lisjac[i_Integer,j_Integer,k_Integer]:=
Map[#[[2]]&, reljacli,j,kl]

(* Da en forma de matriz todas las ternas de vectores

y sus vectores de Jacobi, cuando no es trivial.*)
JACOBI:=

Module[{i,j,k,lista={}},
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For[j=1,j<=din-3, j++,
For[k=j+1,k<=dim-2,k++,
1£[jac[0,j,kl="=0,
lista=Join[lista,{{0,j,k}, jac[0,j,k]1}]

]
1;
For[i=1,i<=dim-3,i++,
For[j=i+1, j<=dim-2,j++,
For [k=j+1,k<=dim-1,k++,
I1f[jacli,j,kl='=0,
lista=Join[lista,{{i,j,k}, jac[i,j,k]}]

]
]
]
1;
lista
]
(* Da todas las expresiones que deben ser nulas para
que la ley sea la de un 4lgebra de Lie *)
RELJAC:=

Module[{i,j,k,lista={}},
For[j=1,j<=dim-3, j++,
For[k=j+1,k<=dim-2,k++,
If[jac[0,j,kl="=0,
lista=Union[lista,lisjac[0,j,kl]
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]
1;
For[i=1,i<=dim=-3,i++,
For[j=i+1,j<=dim-2, j++,
For [k=j+1,k<=dim-1,k++,
1f[jacli,j,k]=1=0,
lista=Union[lista,lisjac[i,j,kl]

1;

lista

(* Convierte los elementos de una lista en ecuaciones *)

ECUACION[1is_List] :=Map[(#==0)&,1is]



Bibliografia

[1] Ancochea-Bermudez, J.M. y Gémez Martin, J.R. Sobre el abierto de la
variedad de las dlgebras de Lie nilpotentes de dimension 9, formado por las
leyes filiformes. Proc. XV Jornadas Hispano-Lusas de Matematica 3 pp.
95-99. Evora. 1990.

[2] Ancochea-Bermudez, J.M. et Goze, M. Classification des algébres de Lie
filiformes de dimension 8. Archiv. Math. 50, pp. 511-525, 1988.

[3] Ancochea-Bermudez, J.M. et Goze, M. Classification des algébres de Lie
nilpotentes de dimension 7. Archiv. Math. 52, pp. 175-185, 1989.

[4] Ancochea-Bermudez, J.M. and Goze, M. On the varietes of nilpotent Lie
algebras of dimension 7 and 8. J. Pure Appl. Algebra 77, pp. 131-140. 1992.

[5] Béuerle, G.G.A. and De Kerf, E.A. Lie Algebras Part 1. Studies in Mathe-
matical Physics 1. Elsevier, 1990.

[6] Belifante, J.G.F. and Kolman, B. A survey of Lie Groups and Lie Algebras
with Applications and Computacional Methods. SIAM, Philadelphia, 1989.

[7] Boza, L., Echarte. F.J. and Nifiez, J. Classification of complez Filiform Lie
Algebras of dimension 10. Algebras Groups and Geometries 77, pp. 253-276.
1992.

207




208 BIBLIOGRAFIA

[8] Cabezas, J.M. Una generalizacién de las dlgebras de Lie filiformes. Tesis.
Universidad de Sevilla. 1997.

[9] Cabezas, J.M., Gémez, J.R. Generacidn de la familia de leyes de dlgebras
de Lie (n — 5)-filiformes en dimensidn cualquiera. Actas del Encuentro de
Anélisis Matricial y Aplicaciones, EAMA’97, pp. 109-116, 1997.

[10] Cabezas, J.M., Gémez, J.R. Las dlgebras metabelianas de invariante de
Goze minimal. Actas del Encuentro de Anilisis Matricial y Aplicaciones,

EAMA’97, pp. 117-123, 1997.

[11] Cabezas, J.M., Gémez, J.R., Jiménez-Merchan, A. Family of p-filiform Lie
algebras. Proc. of the colloquium Algebra and Operator Theory-Tashkent,
1997. pp. 93-102. Kluwer Academics Publishers, 1997.

[12] Cabezas, J.M., Gémez, J.R. Cohomologia de las dlgebras de Lie (n — 3)-

filiformes. En preparacién.

[13] Cerezo, A. Les algébres de Lie nilpotentes réelles et complezes de dimension
6. Université de Nice, prépublication 27. 1984.

[14] Chow, Y. General theory of Lie algebras (vol. 1 y 2). Gordon and Breach.
1978.

[15] Dixmier, J. Sur les représentations unitaries des groupes de Lie nilpotentes
ITI. Canadian J. Math. 10, pp. 321-348. 1958.

[16] Dixmier, J. and Lister. M.G. Derivations of nilpotent Lie algebras. Proc.
A.M.S. 8, pp. 155-158, 1957.

[17] Dyer, J.L. A nilpotent Lie algebra with nilpotent automorphism group. Bull.
Amer. Math. Soc. 76, pp. 52-56, 1970.



BIBLIOGRAFIA 209

[18] Echarte, F.J., Gémez J.R. and J. Nufiez. A necessary and sufficient condition
for a complezx filiform Lie algebra to be a characteristically nilpotent Lie
algebra. Bull. Math. S.S.M. Romania. Tome 37(85),n.3-4, pp. 63-72, 1993.

[19] Favre, G. Une algébre caractéristiquement nilpotente de dimension 7.

C.R.A.Sc. Paris, Serie A 274, pp. 1338-1339, 1972.

[20] Gémez Martin, J.R. Clasificacidn de las dlgebras de Lie nilpotentes complejas
filiformes de dimension 9. Tesis. Universidad de Sevilla. 1990.

[21] Gémez Martin, J.R. Les algébres de Lie. Etude des lois filiformes. Procee-

dings 5eme journées Franco-Belges d’algebre. Colmar. 1991

[22] Gémez Martin, J.R. y Echarte Reula, F.J. Classification of complez filiform
nilpotent Lie algebras of dimension 9. Rendiconti Cagliari 61, fasc.1, pp.
21-28. 1991.

[23] Gémez, J.R., Jiménez-Merchén, A. The graded algebras of a class of Lie al-
gebras in Mathematics with Vision (ed. V. Keranen, P. Mitic), pp. 151-158.
Proceeding of the First International Mathematica Symposium, Computa-

tional Mechanics Publications, Southampton, UK, 1995.

[24] Gémez, J.R., Jiménez-Merchan, A. Algebras de Lie casifiliformes graduadas
Preprint MA1-04-97 VI.

[25] Gémez, J.R., Jiménez-Merchan, A. Algebras de Lie graduadas y cdlculo
simbdlico. Actas del Primer Encuentro de Algebra Computacional y Aplica-
ciones, EACA’95, pp. 57-65, 1995.

[26] Gémez, J.R., Jiménez-Merchén, A., Khakimdjanov, Y. Low-Dimensional
Filiform Lie Algebras Aceptado para publicacién en Journal of Pure and
Applied Algebra




210 BIBLIOGRAFIA

[27] Gémez,J.R., Jiménez-Merchén, A., Reyes, J. Eztensiones de /flgebras de Lie
filiformes graduadas. Actas del Segundo Encuentro de Algebra Computacio-
nal y Aplicaciones, EACA’96, pp. 136-142, 1996.

[28] Gémez,J.R., Jiménez-Merchan, A., Reyes, J. Bases homogéneas de dlgebras
de Lie casifiliformes graduadas. Actas del Encuentro de Analisis Matricial y
Aplicaciones, EAMA’97, pp. 252-259, 1997.

[29] Goze, M., Khakimdjanov, Y. Sur les algébres de Lie nilpotentes admettant
un tore de dérivations. Manuscripta Mathematica 84, pp. 115-224, 1994.

[30] Goze, M., Khakimdjanov, Y. Nilpotent Lie algebras. Kluwers Academics
Publishers, 1996.

[31] Goze,M., Piu, P. Classification des métriques invariantes a gauche sur le

groupe de Heisemberg, Circolo Math. di Palermo, ser. II, 1990.

[32] Humphreys, J.E. Introduction to Lie algebras and representation theory.
Spriger-Verlag, New York, 1972.

[33] Jacobson, N. Lie Algebras. Dover Publications, Inc. New York, 1979.

[34] Jiménez-Merchén, A. Familias de leyes de dlgebras de Lie nilpotentes Tesis

doctoral. Universidad de Sevilla, 1995.

[35] M. Luks. What is the typical nilpotent Lie algebra?, in Computers in non
associate rings and algebras. Acad. Press., New York, p. 189-207, 1977.

[36] Morosov V. Clasificacién de las dlgebras de Lie nilpotentes de dimension 6.

(en ruso el original). Isvestia Vys. Ucheb. Zav. 4, pp.161-171. 1958.

[37] Nielsen, O.A. Unitary representation and coadjoint orbits of low-dimensional

nilpotent Lie groups. Queen’s papers in pure and appl. Math. 63. 1983.



BIBLIOGRAFIA 211

[38] Romdhani, M. Clasiffication of real and complez nilpotent Lie aigebms of
dimension 7. Linear and multilinear alg. 24, pp.167-189.1989.

[39] Umlauf, K. A. Uber die Zusammensetzung der endlichen continuierlichen

Transformationsgruppen insbesondere der Gruppen vom Range null. Thesis,
Leipzig, 1891.

[40] Vergne, M. Variété des algebres de Lie nilpotentes. Tesis. Paris. 1966.

[41] Vergne, M. Cohomologie des algébres de Lie nilpotentes. Application a Uétude
de la variété des algébres de Lie nilpotentes. Bulletin Société Mathematique
de la France 98, pp. 81-116, 1970.



30&0»\/;\» Re\es Qoo
Mega &1 deo ol s Gk N st

peToO CvM

26 DuNio




