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Introduccion

La Descomposicién en Valores Singulares (DVS) de una matriz X, es un re-
sultado descrito por primera vez en 1889 por el matematico inglés Sylvester,
que permite descomponer X utilizando las direcciones principales obteni-
das en los espacios IR” y IR™ donde pueden representarse los vectores fila y
columna, respectivamente, de la matriz X, .

Su importancia estadistica se debe a Eckart y Young (1936) y Householder
y Young (1938), que mostraron la utilidad de la DVS para obtener el mejor
ajuste, en el sentido de minimos cuadrados, de la matriz X por una de rango
menor.

La DVS, 6 la descomposicién espectral de una matriz cuadrada que es
un caso particular de ella, es el fundamento de muchas de las técnicas de
reduccibén y representacion de datos, como el Anélisis de Componentes Prin-
cipales, véase por ejemplo Jolliffe (1986) 6 Jackson (1990), algunos Modelos
Factoriales descritos, por ejemplo, en Reyment y Joreskog (1993) 6 en Jambu
(1991), el Analisis de Correspondencias, descrito por Greenacre (1984), 6 la
técnica de Representacién Biplot, iniciada por Gabriel (1971), entre otras.

En los Gltimos afios, pueden encontrarse numerosas referencias en la lite-
ratura sobre Andlisis Cluster (Gnanadesikan (1977), Gordon (1981), Everitt
(1993)), en las que se sugieren el empleo de procedimientos geométricos de
representacién de los datos que, en la mayoria de los casos, se refieren a al-
guna de las técnicas mencionadas anteriomente. Aunque ninguna de ellas
esta especificamente disefiada para indicar la presencia de clusters entre los
datos, se utilizan para este propésito conjuntamente con otros procedimien-



tos de obtencién de grupos homogéneos, no sélo para indicar su presencia
sino también para prevenir ante posibles clasificaciones erréneas producidas
por técnicas de cluster mas complejas.

Entre las técnicas mencionadas anteriormente, el Modelo Factorial es un
término genérico que se utiliza para describir una variedad de modelos, di-
sefiados para analizar las interrelaciones que existen dentro de un conjunto
de variables o de elementos - individuos u objetos -. Su origen hay que bus-
carlo en los estudios que Pearson y Spearman realizaron a principios de este
siglo, sobre el intento de medir la capacidad y el comportamiento humanos.
Posteriormente, autores como Thurstone (1947), Cattell (1952,1965), Har-
mann (1976), Lawley y Maxwell (1963,1971) y Reyment y Joreskog (1993) ,
entre otros, han ido aportando resultados nuevos al modelo, depurandolo en
sus planteamientos en algunos casos, proponiendo o mejorando soluciones en
otros, y, en general, construyendo todo aquello que en la actualidad sustenta
la teoria en la que se basa.

Aunque el primer Modelo Factorial que surgié se utiliz6 para analizar
variables (denominado en modo R), Burt (1917, 1937) y Stephenson (1936)
introdujeron el Modelo Factorial para analizar los elementos (denominado en
modo Q), y posteriormente aparecen otros tipos de Modelos Factoriales que
pueden verse descritos en Cattell (1965).

El Modelo Q-Factorial, que en la mayoria de los casos sblo ha sido uti-
lizado en Psicologia para obtener tipos de individuos con determinados pa-
trones de comportamiento (Fleiss y otros, 1971), se ha considerado también
a veces como una técnica de clasificacién (Overall y Klett, 1972) en la que
los tipos de individuos obtenidos clasificaban a los originales. En cualquiera
de los dos casos, su utilizacién ha sido muy criticada por numerosos autores
como Baggaley (1964), Lorr (1966), Jones (1968), Fleiss y Zubin (1969) 6
Fleiss y otros (1971).

La DVS permite la formulacién conjunta de los Modelos Factoriales en
modo R y Q, como lo introducen Reyment y Joreskog (1993) en algunos casos
particulares para analizar objetos geoldgicos. Esta formulacién conjunta,
que se encuentra también en Jambu (1991), puede evitar algunas de las
criticas cuando se utiliza como una técnica clasificatoria en general, pero
sigue teniendo algunos problemas.
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En el capitulo primero de esta memoria se introducen los resultados méas
importantes de los dos tipos de Modelo Factorial mencionados y su formu-
lacién conjunta mediante la DVS. Ademas, en la seccién correspondiente al
Modelo Q-Factorial se recogen los problemas méas importantes de este Modelo
que han sido objeto de criticas.

En el capitulo segundo se comienza introduciendo el Analisis Cluster, ha-
ciendo un repaso breve de los tipos y procedimientos de clasificacién més im-
portantes, y deteniéndonos en los procedimientos de optimizacién del Anélisis
Cluster.

Las aportaciones principales de esta memoria se encuentran en las si-
guientes secciones del capitulo segundo y en las del capitulo tercero.

En las correspondientes al capitulo segundo, se propone un procedimiento
de clasificacién general (PROCED) que permite obtener grupos naturales en
conjuntos donde se sospecha que existen més de uno, con la restriccién de
que tal nimero de grupos no sea superior a la dimensién de los datos més
uno.

El procedimiento se basa en obtener el Modelo Q-Factorial derivado de
la DVS de una matriz W, obtenida al transformar la matriz de datos
original X,,. La nube de puntos de IR? formada por las filas de X, ,, se
centra por columnas para que el centro de gravedad de la nube se sitiie en el
origen de coordenadas de IR?, se introduce en un espacio de una dimensién
més IRP*!, se traslada en la dimensién p + 1 a una cierta distancia del origen
y se normaliza por filas hasta llegar a Wy 1. Estas transformaciones efec-
tuadas sobre X facilitan que los factores obtenidos con el Modelo Q-Factorial
para W, ¥, sobre todo, los que se obtienen realizando rotaciones oblicuas
con ellos, sean capaces de descubrir las posibles agrupaciones naturales que
pueden existir en el conjunto de elementos.

El procedimiento se prueba analizando un conjunto de datos bien cono-
cido: las 150 flores Iris de tres tipos (Setosa, Virginica y Versicolor) que

Fisher (1936) utilizé en problemas de discriminacién, del que se llega a cla-
sificar bien un 82.66 % del total.

La ltima seccién del capitulo se dedica a un estudio de simulacién del
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procedimiento, en el que se genera de forma aleatoria una muestra de 100
conjuntos con 50 elementos cada uno entre los que existen grupos definidos,
llegdndose a obtener un porcentaje medio del 85.86 % de elementos bien
clasificados, y finaliza con una discusién al compararlo con uno de los proce-
dimientos de optimizacién del Analisis Cluster, el de minimizar la traza de la
matriz de dispersiéon dentro de los grupos (MINTRAZ), que obtiene la mejor
agrupacion con este criterio conociendo el ntimero de grupos y partiendo de
una ordenacién dada. En este andlisis comparativo se llega a la conclusion
de que, en general, los dos procedimientos se comportan de forma similar
en cuanto a la agrupacién de los elementos, si bien PROCED tiene la ven-
taja de que no necesita conocer el nimero de grupos previamente. Ademas,
se comprueba con muestras generadas aleatoriamente que PROCED es ca-
paz de obtener mejores resultados que MINTRAZ en determinados tipos de
conjuntos.

En el capitulo tercero, se propone una modificacién del procedimiento
estudiado en el anterior, para obtener uno mas general (PROCGEN) que
no tenga la restriccién de que el nlimero de grupos no exceda la dimensién
de los datos mas uno. Para ello, se van extrayendo de forma iterada los
elementos mejor agrupados en torno a uno de los factores obtenidos con los
mismos pasos que en PROCED, terminandose el proceso cuando no queden
elementos por clasificar.

El procedimiento se prueba con un ejemplo simulado donde los grupos
estdn muy claramente separados, y en el que PROCGEN clasifica bien al 100
% de los elementos. El capitulo finaliza también realizando un estudio de si-
mulacién, donde PROCGEN es capaz de mejorar los resultados de PROCED
con un 87.40 % de elementos bien clasificados, y una discusién al compararlo
con MINTRAZ, donde se observa como a medida que el nimero de grupos es
mayor PROCGEN es capaz de obtener mejores resultados que MINTRAZ, a
pesar de que éste Gltimo procedimiento parte de la clasificacién original.

La memoria concluye con un apartado donde se apuntan algunos de los
problemas que han quedado abiertos al finalizarla y con dos Apéndices y
una relacién de referencias bibliograficas. El Apéndice A recoge el fichero
de los datos de las flores Iris utilizado al introducir PROCED en el capitulo
segundo. El Apéndice B recoge los programas elaborados para la realizacién
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de los estudios de simulacién y comparativos desarrollados en los capitulos
segundo y tercero.

Para finalizar, quisiera manifestar mi profundo agradecimiento a todas
aquellas personas que me han ayudado a la realizacién de esta memoria.

A todos mis compaheros del Departamento de Matematicas, por su cola-
boracion y estimulo durante la realizacién de esta memoria.

A mi familia, por la comprensién y paciencia que han tenido conmigo
durante todo este tiempo.

Al Profesor D. Rafael Infante Macias, sin cuyo apoyo desinteresado este
trabajo no hubiera visto la luz.

De manera especial, a los Profesores D. Mariano J. Valderrama Bonnet
y D. José Ramirez Labrador, directores de esta memoria, por el constante
apoyo y asesoramiento que siempre me han dado a lo largo de su elaboracion.

Por dGltimo, y aunque ya no esté entre nosotros, a mi amigo y maestro el
Profesor D. Antonino Garcia Rendén, por la confianza que siempre depositd
en mi.

Cédiz, Abril 1996
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Capitulo 1

El Modelo Factorial

1.1 Introduccién

El Modelo de Analisis Factorial (A.F.)[109] es un término genérico que se
utiliza para describir una variedad de técnicas, disefiadas para analizar las
interrelaciones que existen dentro de un conjunto de variables o de elementos
- individuos u objetos -.

Aunque tales técnicas pueden diferir bastante en sus objetivos y en el
modelo matematico subyacente en ellas, todas tienen un objetivo comtn : la
obtencién de un nimero pequeiio de factores - variables o elementos tedricos
no observables -, que se construyen de forma que contengan la informacién
esencial existente en el conjunto de datos de partida.

Su origen hay que buscarlo en los estudios que Pearson y Spearman re-
alizaron a principios de este siglo, sobre el intento de medir la capacidad y el
comportamiento humanos. Los métodos que utilizaron intentaban analizar
los resultados obtenidos en un grupo de individuos al pasarles una bateria de
tests psicologicos. Algunos de estos tests fueron diseiados para medir varios
aspectos de la capacidad mental que se suponia debian estan relacionados.
La técnica que propusieron intenté ”explicar” estas relaciones mediante la

blisqueda de un nimero pequefio de factores que contuvieran la informacién



esencial sobre las relaciones existentes entre los tests.

A partir de aqui, han sido muchos los autores que a lo largo de la primera
mitad de este siglo han ido aportando resultados nuevos al modelo, depu-
randolo en sus planteamientos en algunos casos, proponiendo o mejorando
soluciones en otros, y, en general, construyendo todo aquello que en la ac-
tualidad sustenta la teoria en la que se basa. Pueden encontrarse la mayoria
de las referencias que han ido recogiendo todas estas aportaciones en los ma-
nuales de Thurstone [126], Cattell [22], Harmann [61], Lawley y Maxwell [89)
y Reyment et al. [109], entre otros.

En el modelo de A.F., los factores se construyen segin un modelo lineal,
de forma que permitan expresar a las variables o los elementos de partida
mediante combinaciones lineales de tales factores - salvo términos de error
-. De esta forma, si esto se consigue con un nlimero pequefio en relacién
al niimero de variables o de elementos, se habra conseguido reducir la com-
plejidad total que presentan. En este sentido, puede decirse que la técnica
permite reducir la dimension de los datos.

Sin embargo, es evidente que un planteamiento tan sencillo del modelo
no puede tener una solucién facil. Inicialmente, la técnica tiene infinitas
soluciones, que dependeran de muchos aspectos que quedan abiertos en su
planteamiento. Sélo afiadiendo algunas hipdtesis adicionales y /o algunos cri-
terios, mas o menos objetivos, pueden conseguirse obtener soluciones tnicas,
las cuales generalmente se obtienen con criterios de convergencia. En Har-
mann [61], se hace una extensa exposicién de diferentes hipbtesis y criterios
que pueden utilizarse.

La diversidad de soluciones posibles, unido a que los factores que se ob-
tienen nunca son directamente observables, y por lo tanto estaran sujetos a
interpretaciones, hacen que esta técnica tenga detractores. Algunos investi-
gadores no son partidarios de su utilizacién al carecer de una solucién {nica,
obtenida con criterios objetivos. Sin embargo, son muchos los que piensan
que a partir de la introduccién del concepto de estructura simple debido a
Thurstone [125], se reduce bastante el campo de la subjetividad, y aunque
este concepto no proporciona soluciones Gnicas, si permite obtener soluciones
objetivas, en cierto sentido, para todos los investigadores.



En la introduccién del capitulo hemos dicho que el A.F. puede utilizarse
para analizar tanto variables como elementos, y conviene que distingamos
ambos casos. El primero que surgié fué el analisis de las variables, al que se le
denominé Anélisis Factorial en modo R, al ser la matriz de correlaciones
R la que se utilizaba para extraer los factores. El analisis de los elementos
no aparecié hasta que Burt [15] y [16] y Stephenson [120] lo introdujeron con
la denominacién Anaélisis Factorial Invertido o Anélisis Factorial en
modo Q, al denominar Q a la matriz de correlaciones entre los individuos.
Posteriormente aparecen otros tipos de A.F. que pueden verse descritos en

Cattell [23].

A pesar del tiempo transcurrido desde su aparicién, son muy pocas las
referencias existentes sobre el A.F. en modo Q. Es probable que se deba a
dos hechos. Por un lado, a que su desarrollo estid concebido, en principio,
como una traslacién al caso de los individuos de la mayoria de las técnicas
desarroladas para las variables. Por otro lado, a los problemas de objetivi-
dad de las soluciones de este tipo de técnica se afiaden otros, derivados de
la dificultad de interpretacién de conceptos que se definen para variables,
pero no para individuos, o del intento de asimilar esta técnica con un pro-
cedimiento de Analisis Cluster. No obstante, algunos resultados obtenidos
con posterioridad a su aparicién, y la aplicacién que se ha hecho de ella para
analizar determinados problemas, aconsejan no abandonar por completo su
utilizacién, si bien deben tenerse presente sus limitaciones.

En las dos secciones siguientes 1.2 y 1.3, se har4 una breve descripcién
de las dos técnicas, mostrando, sobre todo en el modo Q, algunos problemas
que distintos autores han apuntado hasta el momento, y en la secciéon 1.4
se introduce una forma de analizar un conjunto de datos mediante las dos
técnicas al mismo tiempo, utilizando la Descomposicién en Valores Singulares
de una matriz rectangular.



1.2 El modelo factorial para variables

1.2.1 El modelo, hipétesis, consecuencias

La idea basica que subyace en el modelo de A.F. es que las p componentes
de un vector aleatorio x = (zy, ..., z,) puedan expresarse, excepto un término
de error, como funciones lineales de m(< p) variables aleatorias hipotéticas
o factores comunes fi,..., fm, es decir

z1 = aufi+ - +amfmter

zy = agfi+- - +aumfmter (11)
Tp = aplfl +oee +apmfm+ €p
donde ajx, 7 = 1,2,...,p;k = 1,2,...,m son constantes a determinar deno-
minadas pesos factoriales,y e;,j = 1,2,. .., p son los términos error, llamados

también factores énicos por ser para cada j, e; ’especifico’ de x;, mientras
que los factores fx son ’comunes’ a todas las variables x;.

Ademas de que m < p (incluso mucho menor que p para que las variables
sean explicadas por un ndmero reducido de factores), se impondra en el
modelo inicialmente que la totalidad de los (m + p) factores sean variables
incorreladas, para que asi la parte de variabilidad de una cualquiera de las
variables explicada por un factor, no tenga relacién (en sentido lineal) con la
que explican los demaés factores.

Las ecuaciones (1.1) pueden escribirse en forma matricial mediante
x=Af+e (1.2)

con lo que el modelo se construye, determinando la llamada matriz factorial
(o patron factorial)

231 G12 ' Gim
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cuyos elementos, los pesos factoriales, representan la relacion existente entre
los factores comunes y las variables.

Sélo estos elementos van a tener interés en el modelo propuesto inicial-
mente, ya que los errores o factores Gnicos se incluyen en el modelo (1.1)
dada la imposibilidad , en general, de expresar de forma exacta p variables
en funcién de un ndmero reducido m de factores. De este modo, en estos
factores Gnicos puede recogerse tanto la dispersién de cada variable que no
son capaces de explicar los factores, como la variabilidad presente en la mues-
tra de datos de la que partimos para construir el modelo, en el caso de que
ésta provenga de una poblacién. En los casos en los que el modelo no quiera
extenderse a una poblacién mas amplia, los factores Ginicos sblo recogeran la
primera variabilidad.

El hecho de que en la Estadistica en general, las relaciones lineales en-
tre variables se midan a través de las covarianzas o las correlaciones entre
ellas, explica que para determinar el modelo (1.1) se utilicen unas u otras,
contando, ademas, con aquellas restricciones que sea necesario imponer al
problema superdeterminado de obtener la matriz patrén A. Esto hace ade-
més que los factores comunes deban entenderse como la dimensionalidad
subyacente en la poblacién o la muestra de datos, que relaciona y explica las
relaciones y asociaciones existentes entre las variables que se miden en ellas.

Si a la simplificacién de que los factores comunes y especificos sean inco-
rrelados le ahiadimos que

Elej=0 E[fj]=0 E[x]=0 (1.3)

estaremos imponiendo, en primer lugar, una hipdtesis estandar para los tér-
minos error en la mayoria de los modelos estadisticos. La segunda es conve-
niente para simplificar, sin suponer una pérdida de generalidad. La tercera
puede no ser cierta, en cuyo caso, la expresién (1.2) puede cambiarse a

x=u+Af+e (1.4)

donde E[x] = u. La ecuacién (1.4) introduce una ligera complicacién alge-
braica comparada con la (1.2), pero como no hay pérdida de generalidad,
suele utilizarse esta Gltima.



Por su parte, la incorrelacién entre los factores comunes y especificos
puede expresarse como

Elee/] = ¥ (diagonal)
E[fe] 0 (una matriz de ceros) (1.5)
E|ff'] = I (la matriz identidad).

I

Esta Gltima, puede relajarse y permitir que los factores sean correlados
(oblicuos) en lugar de incorrelados (ortogonales). Como veremos més ade-
lante, esto suele hacerse aplicando una rotacién oblicua a alguna solucién
ortogonal.

Con todo esto, al modelo (1.2) descrito con las hipdtesis (1.3) y (1.5) se le
denominara modelo factorial ortogonal, mientras que si suponemos E[ff'] #
I,n, se denominard modelo factorial oblicuo.

Para el modelo ortogonal, la matriz factorial A puede caracterizarse a
través de la matriz ¥ mediante el siguiente resultado debido a Thurstone
[126]:

Teorema El modelo (1.2) con las hipdtesis (1.8) y (1.5} verifica que

T =AA'+ ¥ (1.6)

Este resultado es conocido como la identidad fundamental que debe ve-
rificar toda matriz factorial ortogonal.

Ademas de lo anterior, el modelo ortogonal verifica que
COV (x,f) = E[xf') = AE[f'] + E[ef'] = A. (1.7)

es decir, la estructura de covarianzas vendra dada por

VG,T(Z?J') = a31+"'+a?m+ wj J=L...,p (18)
Cov(zj,xp) = ajian +: + Gjmahm jih=1...,p
Cov(z;, fr) = aj J=l...,ps k=1,...,m (L.9)
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La expresién (1.8) indica que la varianza de la variable i-ésima puede
dividirse en dos partes, como deciamos en la introduccién. Por un lado ten-
dremos la parte de varianza que son capaces de explicar los factores comunes

§=a§1+...+a§m i=1...,p (1‘10)

denominada comunalidad. Por otro, se tendra la varianza debida al factor
especifico, ¥;, denominada unicidad o varianza especifica. De este modo

Var(zj)=o;;=hi+v% j=1,...,p (1.11)

Modelo con la matriz de correlaciones

Todo el planteamiento anterior puede simplificarse ain mas si se utiliza el
hecho de que la correlacién entre dos variables es invariante por transforma-
ciones del tipo (x; — a)/b y suponemos que las variables observadas se han
estandarizado mediante la transformacién

2 - - .
con u; y o5 la media y varianza de cada variable z;.

En este supuesto, si seguimos llamando a las variables z;, se deduce de
(1.6) y (1.7) que,

R=AA"+¥ (1.12)
COV (x,f) = COR(x,f) = A. (1.13)

¥, por tanto
l=h+4; j=1...,p (1.14)

Interpretacién geométrica

Si consideramos cada una de las p variables como un vector de un espacio
vectorial y asociamos su desviacién tipica a la norma del vector:

” Lj ”:UJ = V Var(:vj) J - 1:" P
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Figura 1.1: Expresién de las variables reducidas = ; en combinacién lineal de los factores.

y la covarianza entre dos variables al producto escalar asociado a la norma, se
tendra que es licito asociar el coeficiente de correlacién entre ellas al coseno
del angulo que forman: r = cos#.

Si las variables son estandarizadas, entonces estaran representadas por
vectores de norma unidad. En el caso de que fueran linealmente indepen-
dientes (rango p), estos vectores estaran en un espacio p-dimensional, y sus
extremos en una esfera de radio unidad. En este contexto, los factores comu-
nes serdn vectores unitarios ortogonales (o no), de forma que las p variables
puedan expresarse, una vez restadas sus unicidades, en funcién de ellos como

x3=m3—63=a31f1++a]mfm J:].,,p

En la Figura 1.1, puede verse c6mo los vectores tendran normas inferiores
a uno en general (sern hj), y que los pesos ajx son las proyecciones orto-
gonales (en este caso los factores se suponen incorrelados) de cada variable
reducida en cada factor.

Esta interpretacién vectorial, que puede encontrarse en Dempster [32],
puede justificarse tedricamente por el hecho de que el conjunto de variables
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aleatorias sobre una poblacidn, con las operaciones suma y producto por
un escalar, tiene estructura de espacio vectorial. Ademaés, las variables con
varianza finita y esperanza nula forman un subespacio vectorial del anterior,
en el cual la covarianza entre dos variables: cov(z;, z¢) es un producto escalar
que define una norma, que es la varianza, y un angulo entre los vectores z;
y zx cuyo coseno es el coeficiente de correlacién.

1.2.2 Obtencién de soluciones primarias

El modelo factorial (1.1) supone que los p+p(p—1)/2 = p(p+1)/2 elementos
de la matriz de covarianzas X o los p(p — 1)/2 de la matriz de correlaciones
R del vector aleatorio x, deben ser reproducidos por los p - m pesos de A’y
los p especificos ¢;, segln

T=AA'+ ¥

Cuando m = p, cualquier matriz de covarianzas puede reproducirse exac-
tamente como un producto de AA’, siendo ¥ = 0. Sin embargo, el problema
surge cuando m es mucho menor que p, con objeto de que el modelo propor-
cione una explicacién méas "simple” de la matriz £ con menos parametros.

No siempre es esto posible desde el punto de vista algebraico, e incluso
puede que en ocasiones exista solucion numeérica pero no sea consistente con
el problema. En general, la solucién de (1.6) depende de X, del niimero de
variables p y del ntimero de factores m que se pretendan determinar.

Histéricamente, son muchos los procedimientos que se han desarrollado
para extraer los factores, 1a mayoria de los cuales estan recogidos en Harmann
[61]. Unos parten de la estimacién de las comunalidades, para trabajar des-
pués con la matriz reducida £* = £ — ¥. Otros parten de un nimero de
factores y tratan de obtener los pesos minimizando los residuales e;. Los hay
también que utilizan métodos basados en la extraccién de las componentes
principales, otros que utilizan razonamientos de tipo geométrico o de agru-
pamiento de las variables y algunos, también, que tratan el Analisis Factorial
como un método estadistico y obtienen las soluciones utilizando técnicas de
estimacion.



Por otra parte, una vez encontrada una solucién A, correspondiente a un
patron factorial de un conjunto de factores ortogonales, ésta no es tnica. En
efecto, si es T una matriz ortogonal m - m (TT' = T'T = I), que represente
una rotacién rigida de los factores, entonces la expresién (1.2) puede escribirse

x=Af +te=ATTf+e=Af"+e
con A* = AT, f* = T'f y siendo
E[f*) = T'E[f) =0
COV[f*] = T'COV]T =T'T =1,

es decir, A* = AT también serd una solucién del problema, siendo T cual-
quier matriz ortogonal. Ademaés, es imposible distinguir - s6lo con el cono-
cimiento de las variables iniciales x - entre las matrices A y A*, ya que las
dos verifican las condiciones del modelo.

Lo anterior da lugar a plantear el problema de buscar una solucién para el
modelo factorial, imponiendo condiciones que busquen primero una solucién
cualquiera, y después realizar rotaciones rigidas de ejes -mediante matrices
ortogonales- que permitan obtener patrones factoriales mas faciles de inter-
pretar, & bien, que atiendan a determinados criterios que se establezcan.

Esta forma de extraer soluciones rotando los factores, puede generali-
zarse no imponiendo la condicién de ortogonalidad entre ellos y buscando un
conjunto de factores oblicuos, también bajo ciertos criterios.

1.2.3 Rotacidén de soluciones

Uno de los propésitos del Analisis Factorial es describir la configuracion de
las variables de la forma mas simple posible.

El planteamiento realizado desde el punto de vista geométrico, supone que
lo que se busca en el modelo, salvo los términos error, es un conjunto pequeno
de vectores que permitan expresar a las variables como combinaciones lineales
de ellos. Esto lleva inmediatamente a la conclusién de que una vez encontrado
este conjunto, no puede ser Gnico salvo que contenga un sélo vector. En
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realidad, una solucién al problema no es mas que una base del subespacio
vectorial de dimensién m en la que, salvo errores, podrian ’incluirse’ los
vectores z;. Por lo tanto, cualquier rotacién, ortogonal o no, de estos vectores
encontrados, proporcionaria una nueva base y, en consecuencia, un nuevo
conjunto de factores.

Es por ello que, una vez encontrada una solucién, el modelo factorial
puede obtener soluciones derivadas de ésta realizando rotaciones que atiendan
a algunos criterios, generalmente de simplicidad.

Thurstone [125], formulb el concepto de estructura simple atendiendo a la
necesidad de unificar tales criterios de simplicidad. Este modelo de estructura
simple, trata de dar unos criterios sobre las infinitas soluciones factoriales que
pueden extraerse de un mismo conjunto de datos, con el fin de que distintos
investigadores obtengan las mismas soluciones para el mismo problema. Los
criterios pueden resumirse en los siguientes puntos (Cuadras, [30]):

¢ Cada fila de la matriz de pesos debera tener un cero por lo menos.

¢ Si hay m factores comunes, cada columna de la matriz de pesos debera
tener m ceros por lo menos.

o Para todo par de columnas de la matriz de pesos debera haber varias
variables cuyas entradas se anulen en una columna pero no en la otra.

e Para todo par de columnas de la matriz de pesos, una gran propor-
cién de las variables deberan tener entradas nulas en ambas columnas
cuando hay cuatro o mas factores.

¢ Para todo par de columnas de la matriz de pesos, debera haber solo un
namero pequeiio de variables con entradas no nulas en ambas columnas.

La traslacién de estos criterios tan generales en términos matematicos
precisos, fué una tarea que llevd varios afios y el esfuerzo de muchos investiga-
dores. Como consecuencia de ello, se han desarrollado numerosas soluciones,
que pueden encontrarse desarrolladas con detalle en Harmann [61]. Estas
pueden dividirse basicamente en dos tipos de soluciones: las que mantienen
la ortogonalidad de los factores utilizando rotaciones rigidas de soluciones
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primarias, obedeciendo a criterios de optimizacién que consigan acercar la
solucién a la estructura simple de Thurstone; y las que relajan la hipétesis
inicial de ortogonalidad, buscando rotaciones entre los factores que puedan
transformar las soluciones primarias en soluciones oblicuas que obedezcan
también a criterios de optimizacion.

Hay que resaltar también, que los procedimientos de rotacién oblicuos
introducen en el modelo (1.1) los conceptos de correlaciones entre los factores
y de estructura factorial.

Patrones y estructuras factoriales

Hasta ahora, en el patron considerado, los factores comunes fi, k =1,...,m
se suponian incorrelados, al igual que los factores Gnicos y éstos con aquéllos,
pero, en general, en el modelo factorial los factores comunes pueden no im-
ponerse incorrelados pues en ocasiones esta hipétesis no se sostiene desde el
punto de vista de la interpretacién del resultado. Asi, los valores ry, ; pueden
ser en general distintos de cero, o también,

E[ff’] # L,

En cualquiera de las dos hipétesis sobre si los factores son incorrelados o
correlados, el A.F. proporciona no sélamente la matriz A del patron factorial,
sino también una matriz con las correlaciones entre las variables originales
y los factores. Se denomina estructura factorial a la matriz S con tales
correlaciones

$11 S12 *+ Sim
s 8 DY s

S — 21 592 2m
Sp1 Sp2 ‘' Spm

es decir, sjr = 74,5, de forma que la solucién factorial completa necesita del
patrén y la estructura factoriales. Es importante tener presente la relacién
funcional entre ambas matrices, expresada mediante las ecuaciones (1.15),
donde queda claro que en el caso de que supongamos incorrelados los factores,
el patrdn coincide con la estructura.
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raf = @i teprapt ot epTan t ot GmT i, (1.15)

Taifs = 9iTRA T+ G2ThRp T T @k T+ Gl ffm
(1.16)
Tzifm = GjlTimfi T @27 fmfo + ot T ff 0 T Cim

La relacién (1.15) puede también expresarse en notacion matricial como
en (1.17)

S=A® (1.17)
con
1 Thafe *°° Thfm
R A
Tfpfl Tfpf2 U T.fpfm

Procedimientos de rotacién

En el Analisis Factorial, la rotacién ortogonal se basa en la biisqueda de una
matriz Ty m, donde m es el namero de factores, que transforme la matriz
Apnm en otra Bpym = Anm - Tmm, de forma que B optimize un criterio
determinado.

Entre la variedad de criterios que se han propuesto, algunos de los mas
utilizados son los que se basan en el hecho de que la comunalidad de cualquier
elemento permanece invariable ante una transformacién ortogonal, es decir,

m m

2 2 __ 32 N
Zbij——Zaij—hi i=1,...,n,
j:l j:l

de donde se deduce que la suma de los cuadrados de las comunalidades (cua-
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drados por filas de la matriz de pesos) es constante:

Zbej—l-?Z( 3 bgbzk)=cte

i=1j=1 =1 j<k=1

De esta expresién surge entre otros, el criterio cuartimaz (Carroll [18]), ob-
teniendo la rotacidén que maximiza

Q=133 b

=1 j=1
0 que minimiza

N = i( i b2;b%)

i=1 j<k=1

Por otro lado, otro criterio muy utilizado es el de Kaiser [84], denominado
varimaz, cuyo objetivo es obtener una matriz B méas simplificada en el sentido
de que sus columnas contengan pesos lo més cercanos posible a 0, 1 6 -1.
Para ello el criterio que adopta es maximizar la varianza de los cuadrados de
los pesos normalizados por las comunalidades A%, Tal varianza es para una
columna j:

. 1 n b2

sj:nz , nz(z 2,

=1 7' i=1

) m ; | AL bij . | LA b2 5
- — i
8= 55 = ;ZZ(—,) - 5}:(23-2-)
j=1 j=li=1 "™ j=l4i=1""
En realidad la funcién que propone maximizar es n? - 5%
m n sz n b2
ven 33t S
j=li=1 ' j=1 1= 1

y el procedimiento que utiliza es iterado, formando ciclos de transformaciones
ortogonales entre todas las parejas posibles de factores, hasta que los cambios
en el valor de V no sean significativos.
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En el caso de realizar una rotacién oblicua, hay que tener en cuenta que
ademas de la matriz de pesos (o patrén factorial) como solucién final, surge
también la matriz de estructura factorial, la cual contiene las relaciones entre
los factores y los individuos. Ambas matrices coinciden cuando los factores
son ortogonales.

Asi, si llamamos Bnm a la matriz de pesos con los factores oblicuos y
©m m a la matriz de correlaciones entre cada pareja de factores, la estructura
factorial oblicua viene dada por

Sn,m = Bn,m ) @m,m
donde, claramente, si ©m m = I (en el caso ortogonal}, Sy m = Bam.

Una forma de obtener una solucién oblicua parte de una solucién ortogo-
nal Ay, m, y mediante un criterio apropiado busca una transformacién Tmm
que pase de la matriz A, a la estructura factorial oblicua Sy m:

Sn,m = An,m ' Tm,m

Posteriormente, se calcularia

!
@m,m - Tm,m ) Tm,m

y la matriz de pesos
-1
Bn,m = Sn,m : @m,m

Noétese también que podria ponerse
B=8S0"1=8(T'T)!=sT}T)!=A(T)"?
Entre los criterios que maés se utilizan para obtener la matriz T anterior

estd el debido a Kaiser [84] y Carroll [19], denominados métodos oblimin, en
los cuales se busca minimizar la funcién



es decir, minimizar las covarianzas de los cuadrados de los elementos de la
estructura final S. Puede comprobarse facilmente que este criterio es equiva-
lente al propuesto por Kaiser en el caso ortogonal, y es considerado por este
autor como el método mas obvio de relajar la restriccién de ortogonalidad.
De todas formas, atendiendo a cuestiones de oblicuidad de los factores, la
solucién definitiva al criterio la propuso Carroll [20] afiadiendo un paradmetro
v con lo que quedaria

Z(ihzhr i Z

i<k=1 i=1 3 =1

Notese que para v = 0 este criterio minimizaria la expresiéon N dada anterior-
mente para rotaciones ortogonales, s6lo que aqui seria para obtener factores
oblicuos. A este caso particular de los métodos oblimin se le denomina cri-
terio cuartimin.

Una segunda forma de obtener soluciones oblicuas parte también de la
solucién ortogonal A y, mediante un criterio apropiado, encuentra directa-
mente el patrén factorial oblicuo B. Jennrich y Sampson [77] proponen que
el criterio a optimizar sea el mismo que el de Carroll, pero con la matriz de
pesos B, es decir, minimizar:

m n be n b2 n b
=2 (Zgﬁﬁ —*Z
i<k=1 =1 11 1 7-

Como B = A(T')71, el problema equivale a encontrar una matriz de
transformaciéon T que minimice F (A (T’)™1), sujeta a la condicién diag(T'T) =
I, y se realiza de forma iterada mediante ciclos completos de transformaciones
oblicuas entre todas las posibles parejas de factores, hasta que los cambios
de F(B) no sean significativos.

El parametro § tiene relacién con la mayor o menor oblicuidad que se le
quiera dar a los factores. Cuando varia entre 1 y valores negativos, pasando
por 0, la oblicuidad de los factores varia de menos a maés, siendo la solucién
més adoptada la de v = 0.
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1.2.4 Medicién de los factores

En el Anilisis Factorial, los factores pueden ser considerados como funciones
de las variables originales. Por ello, puede tener interés en muchas ocasiones,
que determinemos el valor de esta nueva variable en cada objeto. A estos
valores se les denomina puntuaciones factoriales.

La utilidad de las puntuaciones factoriales puede ser doble. Por un lado,
al haber menos factores que variables originales, la representacion que puede
hacerse de los objetos con tales puntuaciones sera sensiblemente mas sencilla,
manteniendo casi la misma cantidad de informacién. Por otro, en el caso de
que los factores sean ortogonales, las nuevas variables seran incorreladas, y
esto supone una ventaja importante al utilizar otras técnicas estadisticas.

Se han propuesto, también, varios métodos para encontrar estas puntua-
ciones factoriales [61], pero quizas el que mas se utiliza es el que se basa en
la estimacién por minimos cuadrados.

Bésicamente, esta técnica utiliza el hecho de que el modelo (1.1) es lineal,
donde las filas z; de la matriz X y la matriz A son conocidas a estas alturas,
y los e; representan los errores del modelo. Con esto, pueden obtenerse
estimaciones de los fx a partir de minimizar

P
Szj~ajifi = = aimfm)

=1

cuya solucién [30], es:
f=(A'A)TA'X
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1.3 EIl modelo factorial para los elementos
de un conjunto de datos

Como se ha comentado en la introduccidn, el modelo de A.F. para indivi-
duos, o en modo Q, es una técnica multivariante iniciada por Burt [15],[16] y
Stephenson [120] como una alternativa al modelo para variables, o en modo
R, introducido pocos afios antes. Su objetivo era el analisis de conductas y
comportamientos psicolégicos mediante la realizacién de una bateria de tests
en un conjunto de individuos. Para ello, en lugar de tratar de buscar unos
pocos factores que permitieran explicar el comportamiento desde el punto
de vista de la informacidén que proporcionan los tests, se pensbé que ante un
grupo de tests, las puntuaciones obtenidas podrian utilizarse para buscar al-
gunos factores que representaran diferentes tipos de individuos subyacentes
en la poblacién.

El modelo factorial en modo Q se basa en los mismos postulados que los
del modo R, trasladandolos a los individuos. No obstante, tiene interés que
comentemos las diferencias y similitudes que hay entre ambos, asi como algu-
nos problemas que se han apuntado de él por el hecho de trasladar conceptos
definidos para variables a individuos.

1.3.1 Planteamiento del modelo

Como en la seccién anterior, partiremos también de un conjunto de p varia-
bles z;,...,z, que se han medido en un conjunto de n individuos I, ..., In,
encontrandonos con una matriz de datos como

i1 Tiz2 ' ZTip

Toy Tog v T
X = 22 2p

Tnl Tn2 ' Tnp

donde z;; representa el valor que toma la variable z; en el individuo 7;. Una
fila representa las puntuaciones de las p variables en un individuo, mientras
que una columna contiene todos los valores alcanzados por una variable en
los individuos.
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En ocasiones, se consideraran las variables z; con media nula - variables
centradas -, e incluso con varianza unidad - variables estandarizadas -. Tanto
una como otra situacién no hacen perder generalidad al desarrollo, aunque
si pueden originar resultados diferentes, como se comentard mas adelante.

El modelo matematico trata de encontrar un conjunto de m individuos,
denominados factores comunes que llamaremos g, ..., gm, donde necesaria-
mente debe ser m < n, y n factores tinicos 6 de error ey, ..., e,, tales que cada
individuo original I; pueda ser expresado de forma lineal como en (1.19).

I, = engi+ -+ amgmter
I = agg1+ - +amgm+e2 (1.19)

I, = anmgi+ '+ eumimten
Los coeficientes a;x, i = 1,2,...,n, k = 1,2,...,m son constantes a de-
terminar denominadas pesos factoriales, y e;, i = 1,2,...,p son los términos

error, llamados también factores tinicos por ser para cada e; ‘especifico’ para
cada individuo I;, mientras que los factores g son ’comunes’ a todos los
individuos.

Desde el punto de vista geométrico (Figura 1.2), al igual que en el modo R,
los individuos representados por las filas, menos los factores tnicos, pueden
expresarse linealmente respecto de la base formada por los factores comunes.

El modelo (1.19), cuando se formula para las variables, utiliza conceptos
estadisticos como la media o la varianza para una variable, o la covarianza o
correlacién para cada pareja de variables. Como ya se dijo, estos conceptos
gozan de una clara interpretacién geométrica en IR" ya que cada una de las
p columnas de la matriz X pueden considerarse como las coordenadas de
un vector desde el origen en dicho espacio. Estos vectores - a los que por
comodidad les suprimiremos la flecha - x1,x2, ..., Xp, originan a su vez otros
p vectores desviacién d1,dz,...,dp cuando se resta a cada x; el vector con
médulo el valor medio de x; y cuya direccién forma angulos iguales con cada
eje de IR"

deXj—_fjl i=1...,p (120)
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gs

0;

[41]
Figura 1.2: Representacién de los individuos reducidos respecto de los factores

siendo 1 el vector de IR™ cuyas componentes son todas iguales a 1.

Si utilizamos la métrica euclidea, claramente la norma cuadrada de los
vectores desviacién d; serd

n
de"2=djdj=2(mij—-fj)2 i=1...,p
=1

lo que significa que la longitud de cada vector desviacién es proporcional a
la desviacion tipica de la variable x;.

Ademés, para cada dos vectores desviacién dj, dy:
n
djdh = Z(xij —Ej)(mih —fh) = (n - 1)th j, h = ]., Y 4
=1

de forma que, si 8;, es el angulo formado por los vectores d; y dn, puede
verse facilmente que el coeficiente de correlacién entre las variables x5 y xp
es

Yz (@i — Tj) (@i — Tn)

- \/Z?:l(xij - fj)2\/2?=1(37ih — Tp)?

Tjh
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85h
V333V Shh

= cos(6;p) s h=1,...,p

Volviendo al modelo para individuos (1.19), podemos trasladar estos con-
ceptos geométricos que nos ayuden a su interpretacion.

Si consideramos las filas de X, I3,...,I,, como puntos del espacio IR?,
el centro de gravedad estard en el punto C(Z,...,Tp), 6 en el C(0,...,0)
seglin sean los datos originales o centrados, y la dispersion total que presenta
esta nube de puntos puede medirse relaciondndola con el volamen de un
hiperelipsoide de la forma

(x ~7)8 Hx —7) =

En este contexto, si suponemos - sin pérdida de generalidad -, que las
variables estan centradas, los vectores desde el origen asociados a cada punto
I; pueden ser tratados igual que en el espacio de las variables, definiéndose
los vectores desviacién como

d;=L-11 i=1,...,n (1.21)

con

— 12

Iiz—inj 221,,7’1
y todos los demés conceptos de desviacién tipica de un individuo, y coeficiente
de correlacién entre dos individuos - todas ellas para el conjunto de variables

utilizadas -, pueden introducirse utilizando la métrica euclidea definida en
IRP.

No se les puede objetar nada, desde el punto de vista geométrico, a tales
conceptos, aunque si desde el punto de vista de la interpretacion estadistica.
Es evidente que si bien en determinados casos en los que la naturaleza de
las variables es muy homogéneo, puede tener sentido los conceptos de media,
dispersién 6 correlacién entre individuos, cuando esto no ocurra serin de
dificil justificacién.
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Una alternativa que plantea menos problemas de interpretacién es el he-
cho de considerar los vectores I; sin restar los valores medios I;. En ese caso,
la norma euclidea de cada I,

?
Ll = foj i=1,...,n
Jj=1

representara la norma del vector (51,-, y el producto escalar seré el habitual
P
<L,I,>= Exija:hj = 1L 1a] cos(8in) wWwh=1,...,n
Jj=1

con lo que el coeficiente de correlacién o de similaridad entre dos individuos
seria

1T Th; L 1
Gih = 217 %h =< h o= cos(Bin) (1.22)
NS S TN
coni, h =1,...,n, representando el coseno del dngulo que forman los vectores

Ol y OI,

1.3.2 Obtenciéon de soluciones factoriales

Independientemente del tipo de coeficiente de correlacién o de asociacion
entre los individuos que se adopte, el Analisis Factorial en modo Q utiliza la
matriz de coeficientes

1 q2  qin
Q=| & ! o
Qni n2 - 1

para extraer los factores formulados en el modelo (1.19)

El procedimiento comienza por suponer - sin pérdida de generalidad -
que los vectores I; se han normalizado, e imponer, inicialmente, hipétesis de
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ortogonalidad y normalidad entre los factores comunes, que pueden resumirse
en

1 si k=1
<gk)gl>—{0 Si k#l k)l—]')"'!m
y también entre los factores comunes con los especificos
< g, & >=0, k=1....m i=1,...,n

mientras que entre los especificos se supone sélo la ortogonalidad

_ '(,Di s8i 1t=h . _
<e,,eh>—{ 0 si ikh L,h=1...,n

Con estas hipdtesis es facil deducir, al igual que se hizo para las variables,
la identidad fundamental del modelo factorial ([126]), que permite caracteri-
zar los coeficientes a;x: Teorema Se verifica que

gih = Zaikahk: i #h) 2;h: ]-)"':n (123)
k=1

m
Qi = Za?k + ¥ (1.24)
k=1
o en notacién matricial, siendo ¥ la matriz diagonal de las i

Q=AA+ ¥ (1.25)

Conviene destacar, al igual que en el modelo para variables, cémo las
similaridades entre cada pareja de individuos I; e I pueden reproducirse
(1.23) a través de las filas i y 2 de la matriz de pesos A, mientras que las
similaridades de un individuo consigo mismo (1.24) vienen dadas por dos
términos

Qii = Za?k-%w? = hZ4
=1

el primero llamado comunalidad, representando la parte de longitud del vec-
tor I; que son capaces de explicar los factores comunes, y el segundo ;, que
serd la que explique el factor especifico.
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Ademas, utilizando las hipbtesis de partida del modelo, cada peso factorial
a;; tiene un significado muy claro: es el coseno del 4ngulo que forman el vector
I; con el factor g

I
< ——, gk >= Qi (1.26)
L '

Historicamente, los procedimientos que se han desarrollado para extraer
los factores en el modo R, se han utilizado también en su mayoria para el caso
de analizar individuos. Exceptuando los procedimientos que tratan al A.F.
como un método estadistico y obtienen las soluciones utilizando técnicas de
estimacidén partiendo de hip6tesis sobre las distribuciones de las variables, el
modo Q puede utilizar cualquiera de los apuntados en la seccién anterior,
sobre todo aquellos que tienen en cuenta procedimientos algebraicos y geo-
métricos, en los cuales, la mayoria de las veces lo que se pretende es encontrar
agrupaciones entre los individuos analizados.

Respecto a la rotacidén de los factores, el modelo factorial en modo Q,
en analogia con el modo R, una vez obtenida una solucién puede obtener
soluciones derivadas de ésta, realizando rotaciones que atiendan a algunos
criterios, generalmente de simplificidad. Los criterios de estructura simple
de Thurstone [125], y su traslacién a procedimientos matematicos precisos,
permiten realizar rotaciones ortogonales u oblicuas que obedezcan a criterios
de optimizacién.

Hay que resaltar también aqui, que los procedimientos de rotacién obli-
cuos introduciran en el modelo (1.19) un elemento nuevo: las asociaciones
existentes entre los factores.

En efecto, cuando se suponen ortogonales los factores, el modelo queda
completamente determinado por la matriz A de pesos, también llamada pa-
tron factorial, que expresa linealmente a los individuos originales respecto de
los factores. Pero cuando el objetivo del anilisis, como sera nuestro caso, no
aconseja imponer esta hipotesis por ser muy restrictiva, los angulos entre los
factores seran, en general, oblicuos y por tanto

1 s1 k=1
<gk)gl>#{0 Si k#l k,l:].,--.,m
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A la matriz con los productos escalares anteriores se le suele denominar
® y sera del tipo

1 <gng> ' < g1 9m>
| <920> 1 o < g2, 9m >
< Gm1> < Gmg2> 1

Esta nueva situacién hace que la relacién (1.26) no sea valida, sino que

se verifiquen en este caso, para i = 1,...,n, las ecuaciones

L

”I”,gl> = apx1+a2<gn,9>+ taxp<gngr>+t+aim<gngm >
T

)

”I“,gk> = ai1 < gk 91> +ai2 < gk, 92> -t e+t oim < Gk gm >
2

L

”I“,gm> = ai1 <gmg1> ta2 < gmg2>+ -+ ek <gmgk>t -+ aim
2

en las que las asociaciones entre los individuos originales y los factores obte-
nidos vienen dados por los pesos y también por las asociaciones que existan
entre los factores. Es evidente de las ecuaciones anteriores que

S=A® (1.27)

con s =< T¥T ||I T 9k > denominandose a S la matriz de estructura factorial.
Nétese ademés, que en el caso de que los factores sean ortogonales, el patrén
factorial A coincide con la estructura factorial S.

1.3.3 Medicion de los factores

Por altimo, al igual que el A.F. en modo R, la técnica para individuos per-
mite un paso mas. Una vez obtenidos el patrén y la estructura, los cuales
determinan totalmente el espacio de los factores y la relacién lineal de los
individuos respecto de ellos, es interesante si queremos utilizar los factores en
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otros analisis o buscar asociaciones dominantes entre las variables, conocer
cudl seria la puntuacién tedrica que, en caso de que existieran tales individuos
patrones, alcanzarian en cada una de las variables utilizadas en el analisis.

Los procedimientos que se han utilizado para este fin han sido también
varios, aunque no han proliferado con tanta diversidad como los que se uti-
lizan para obtener los patrones factoriales. Como en el modo R, el mas
utilizado cuando se trata del modo Q es el que estd basado nuevamente en
el procedimiento de minimos cuadrados, expuesto en la seccion 1.2

1.3.4 Algunos problemas que plantea el Analisis Fac-
torial para los elementos de un conjunto

Como ya se ha comentado, desde sus inicios los investigadores que han em-
pleado mas frecuentemente este tipo de andlisis son los psicologos y psiquia-
tras que se dedican a estudiar tipologias de desérdenes mentales. Mas recien-
temente, se ha utilizado también en investigaciones de mercado en las que
no sé6lo interesa estudiar las relaciones entre items o variables, sino también
las existentes entre personas u objetos, y en el anilisis de variables y objetos
de tipo geologico. Incluso existen algunas referencias que lo proponen como

técnica que puede emplearse en el analisis cluster como en Overall y Klett
[106].

Sin embargo, su utilizacién ha sido muy criticada en la mayoria de los
casos, sobre todo cuando se ha intentado utilizar como un procedimiento de
clasificacién sin tomar algunas precauciones.

En efecto, independientemente de la forma de extraer o rotar los factores,
Fleiss et al. [49] comentan que a pesar de ser la técnica en modo Q correcta
desde el punto de vista tedrico, como escribe Cattell [23], su utilizacién para
identificar ’tipos’ puede tener problemas.

Entre otros, Baggaley [5] cita el problema de generalizar los resultados ob-
tenidos con el Q-analisis, ya que los diferentes factores encontrados entre los
individuos, sblo pueden ser validos para el conjunto de tests o variables uti-
lizadas. Este conjunto no puede considerarse como una muestra de variables
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extraida de una poblacién compuesta por las infinitas variables que pueden
utilizarse en un estudio. Esta objeccién nos parece obvia si el objetivo final
de la obtencién de estos ’tipos’ es buscar algin tipo de clasificacién entre
los diferentes comportamientos psicologicos. Es bien conocido que cualquier
técnica de Anilisis clasificatorio - o Analisis Cluster -, busca grupos entre un
conjunto de individuos atendiendo a las propiedades que estos presentan. Es
tarea del investigador seleccionar las variables que midan estas propiedades,
pero en ocasiones puede haber aspectos que escapen al control y que pueden
cambiar el sentido de la clasificacién y, por tanto, el resultado final.

Por otra parte, respecto al modelo, Zubin Y Fleiss [133] cuestionan el
significado del modelo lineal utilizado en el Analisis Factorial cuando se aplica
a personas en lugar de variables y Lorr [93] cuestiona los criterios de rotacién
de los factores tipo. Tanto uno como otro son problemas si se pretende
utilizar el modelo en modo Q como si los individuos fueran variables desde
el punto de vista estadistico, pero no desde el punto de vista geométrico, que
sera para nosotros el que nos interese de la técnica.

Jones [82] apunta que cuando los individuos tienen pesos apreciables en
mas de un factor, no pueden ser asignados a un tipo Gnico. En este caso,
pensamos que estos problemas pueden resolverse mediante un adecuado tra-
tamiento del modelo como expondremos en la préximas secciones, de forma
que los factores obtenidos sean congruentes en todo momento con lo que se
pretende de ellos.

Por dltimo, Fleiss y Zubin [48] comentan, entre otras cuestiones, que
el coeficiente de correlacién entre los individuos no es una buena medida
de similaridad. Aunque ya hemos comentado este problema en la seccién
primera al introducir el coeficiente (1.22), nos detendremos a analizar este
Gltimo problema por la importancia que tendra en el desarrollo posterior de
esta memoria.
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1.3.5 EIl coeficiente de correlacién como medida de
similaridad

Fleiss y Zubin [48], en un trabajo en el que tratan algunos aspectos sobre
las técnicas de clasificacién, comentan que algunos de los métodos que se
utilizan para este fin no son satisfactorios. En concreto, analizan aquellos
procedimientos que emplean el coeficiente de correlacion entre los individuos
como medida. de similaridad, entre los que se encuentran el Analisis Factorial
en modo Q.

Por un lado, se refieren al problema de la estandarizacién previa de los
datos. El hecho de que en muchas aplicaciones, las variables que describen a
los individuos que se pretende clasificar, sean de diferentes tipos - categoricas,
ordinales, continuas - 0, incluso, siendo de tipo continuo, no estén medidas en
las mismas unidades, aconseja a estandarizar los datos antes de calcular un
coeficiente de similaridad entre los individuos o una distancia que provengan
de un producto escalar. De esta forma, las aportaciones que proporcionan
cada variable a tales coeficientes son comparables al tener todas varianzas
unitarias. Sin embargo, estos autores, y posteriormente también Duda Y
Hart [35] muestran ejemplos en los que la estandarizacién no ayuda a la
distinci6n entre los diferentes grupos que puedan existir entre los individuos,
sino que lo dificulta.

Desde el punto de vista matematico, la razén esta en que se utiliza para
estandarizar la desviacién tipica de todos los datos, donde se supone que
existen grupos diferentes, cada uno con una dispersiéon y un tamano propios.
Asi, si suponemos la existencia de dos grupos, cada uno con medias g1 ¥
wo y varianzas iguales o, y cada grupo representa proporciones p y ¢, con
p+q = 1, respecto del total, la desviacidn tipica total no tenderé a ser o sino

o' =102 + pa(uy — p2)?

con lo cual, mientras mayor sea la diferencia entre los valores medios p1 y g2,
mayor seré el valor por el que se dividen las diferencias entre los individuos y
se reduciran las contribuciones de cada variable en la distancia entre ellos. En
estos casos, existe la posibilidad de que la estandarizacién debilite el poder de
discriminacién que tiene cada variable. Es evidente que si se pudieran estimar
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las varianzas de cada grupo y utilizarlas en la estandarizacién, se evitaria el
problema anterior. En Saunders y Schucman [113] se analizaron datos en los
que se conocian estas varianzas, y se obtuvieron buenos resultados.

Un segundo problema que afecta a la estandarizacién, antes de calcular
el coeficiente de correlacién o la distancia entre individuos, es ignorar las
posibles correlaciones entre las variables. Al igual que con las varianzas,
las correlaciones existentes dentro de cada grupo pueden diferir mucho de
la existente en la muestra entera. De esta forma, al ignorarlas en la estan-
darizacién podemos estar realizando transformaciones de los datos en cada
grupo que no tendran las mismas consecuencias para todos ellos. Esto puede
hacer que las diferencias entre dos de ellos se enmascaren més. Una solucioén
poco utilizada es la que parte de las primeras coordenadas principales para
realizar el analisis.

Otros problemas que plantea el coeficiente de correlacién como medida
de similaridad pueden resumirse en las siguientes cuestiones. Para empezar,
;qué significa?. No parece que pueda utilizarse, como ocurre con las variables,
para realizar predicciones en un individuo de la puntuacion que alcanzara un
nuevo test, en base a la puntuacién que alcanza en otro individuo, porque en
realidad no estamos trabajando con una muestra aleatoria de tests escogida
de un universo de tests. ;Cémo interpretar una correlacién nula?, ;y una
correlacién de —17.

Fleiss y Zubin [48] proponen un ejemplo hipotético, en el que consideran
tres individuos (Figura 1.3) con puntuaciones

1 13
1), II(-1,-=,0

1 1
-0 = - =
3 27 !2?2

2) 2)

I(-1, ) y III(-1,0,1,2,3)

Como se aprecia, las puntuaciones del individuo III son el doble que las
del I mas 1, mientras que las del individuo II son las mismas que las del
I en todas las variables excepto en la tltima, que pasa de ser 1 a % Es
dificil aceptar que los individuos I y III sean més similares - el coeficiente de
correlacién es 1 - que los individuos Iy II - con coeficiente 0.986 -, que sélo

se diferencian en una puntuacion.

Si, como en la seccién anterior, seguimos llamando I, ...,I, a las filas
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Figura 1.3: Representaciéon de tres individuos con cinco tesis

de la matriz X, y llamamos I; a la media de la filaé,d} =I; - 1,1 como se
definié en (1.21), es inmediato comprobar que

(L, 1) = p(L: — Tn)* + |4} 1* + |31 - 2lld] |13 ladn (1.28)
i,h =1,...,n, con g}, el coeficiente de correlacién entre los individuos I; e
I
o = Yi=1(wy — L) (zn; — In)
ih =

\/E‘?zl(mzj - 71)2\/Z§:1(50hj —1,)?

La igualdad (1.28) muestra que la distancia euclidea entre dos individuos,
considerados como puntos o vectores del espacio IR?, puede descomponerse
en dos componentes. La primera refleja las diferencias de nivel, es decir,
las diferencias entre las puntuaciones medias de cada individuo (Figura 1.4),
mientras que el resto mide las diferencias de forma que pueden encontrarse
entre los dos individuos, tanto en la dispersién respecto del nivel medio, como
en el grado de relacidn lineal existente entre los dos.

Lo que ocurre en el ejemplo propuesto por Fleiss y Zubin [48] esta claro.
La distancia al cuadrado entre los individuos I y II, intuitivamente més si-
milares, se descompondria en
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i 2 3 4 5 67833

Figura 1.4: Diferencias entre el nivel medio y la dispersién entre dos individuos

0.25 =0.05 + 0.20
mientras que entre el individuo I y el 111, daria
75=54+ 25

lo que indica que la mayor o menor proximidad entre dos individuos no va a
estar directamente relacionado sélo con el coeficiente ¢}, sino que depende
mucho de las diferencias de niveles. Es evidente que si queremos corregir
este problema, la solucién apunta a comparar igualando primero los niveles
medios.

Algo parecido ocurre también con el coeficiente de correlacién sin centrar
los datos como el g;, introducido en (1.3.4). Es fécil ver que

P ? P P
dQ(L-,Ih):Za:?j—i-Emij—Q- Zm% Zmﬁj-q,-h
i=1 j=1 i=1 j=1

lo que indica nuevamente que la proximidad entre dos individuos no sélo
dependera del coeficiente g;;,, sino también del médulo de cada vector I; e
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Figura 1.5: Algunos casos (Fleiss y Zubin, 1969) en los que la correspondencia entre
clusters y factores no es univoca

I,. De ahi que, como veremos en las secciones siguientes, este coeficiente de
similaridad se utilice entre los individuos previamente normalizados.

Un tltimo aspecto que apuntan Fleiss y Zubin [48] y Stewart [121] es que
los factores no son clusters. Los clusters se definen como individuos que se
encuentran relativamente cerca entre si en el espacio, mientras que un factor
hay que entenderlo como un eje que desde el punto de vista lineal, se obtiene
haciendolo pasar por grupos mas o menos homogeneos de individuos (Figura
1.5a),b),c)). No hay reglas bien establecidas para definir un cluster y si estan
muy claras para definir un factor. Cattell [24] proporciona un tratamiento
més completo de esta distincién, apuntando que en algunos conjuntos de da-
tos, puede haber mas clusters que factores, aunque un cluster siempre pueda
acercarse a un factor particular. El hecho de que el analisis factorial propor-
cione un conjunto de ejes coordenados, permite definir numerosos clusters
por la posicién de los individuos en cualquier dimensién o en combinaciones
lineales de ellas.

El problema anterior estd también relacionado con el hecho de que el
nimero méaximo de factores extraibles de una matriz de correlaciones no
puede ser mayor que el rango de la matriz, es decir, en el caso en el que
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utilicemos las Q correlaciones, no pueden extraerse més de p — 1 factores.
Esto limita el nimero de tipos, patrones o clusters que pueden obtenerse
con este procedimiento, y la pregunta es obvia: jqué hace un investigador
que elija trabajar con tres o cuatro variables y que sospeche que existen al
menos cuatro o cinco tipos diferentes? ;jdebe afiadir nuevas variables aunque
estas no sean necesarias, sélo para aumentar la posibilidad de extraer mas
factores?.

Es evidente que algunos de los problemas planteados no tienen solucién
tal y como estd concebida la técnica en modo Q. Sin embargo, veremos en
la siguiente seccién cémo se han resuelto algunos de ellos en casos concretos,
e introduciremos algunas modificaciones que nos van a permitir utilizar la
técnica como un procedimiento para descubrir clusters dentro de un conjunto
de individuos.
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1.4 Formulacién conjunta de los modelos me-
diante la D.V.S.

Como se ha comentado, en su origen el modelo de Analisis Factorial se intro-
dujo para tratar de expresar un conjunto de variables aleatorias x;,...,zp
observadas y correladas, mediante un conjunto menor de variables aleatorias
independientes f1,..., f4, ¢ < p, llamadas factores, que dividen cada variable
z; en dos partes no observadas, una ”sistematica” formada por una combi-
naci6n lineal de los factores f; y otra de error”, e;

q
x; = (Zaz’jfj) + e i=1,...,p (1.29)
=1

]:

de tal forma que las componentes de error e; sean tan pequefias como sea
posible y tengan entre si correlaciones préximas a cero (idealmente nulas).

Una de las técnicas méas utilizadas para obtener una primera determina-
cién de los factores es el método de las componentes principales, basado en
las ideas geométricas y algebraicas del primitivo trabajo de Pearson [107].
En él se obtienen, a partir de la descomposicién espectral de la matriz de co-
varianzas o correlaciones, un nuevo conjunto de variables independientes que
son capaces de explicar, por turno, la maxima cantidad de la varianza de las
variables. Cada variable nueva obtenida puede considerarse como un factor,
de manera que si un pequeiio grupo de ellas es capaz de explicar un porcen-
taje alto de la variabilidad total, el resto puede englobarse en los errores e;
del modelo (1.29). Con posterioridad a la determinacién del nimero y com-
posicién de los factores, pueden realizarse rotaciones ortogonales u oblicuas
de tales factores, que faciliten su interpretacién.

La Descomposicién espectral de una matriz cuadrada puede considerarse
como un caso particular de la denominada Descomposicién en Valores Sin-
gulares (DV'S), establecida por vez primera para matrices rectangulares por
Eckart y Young [37]. Su introduccién nos va a permitir analizar cualquier
matriz de datos X, con n el nlimero de individuos u objetos y p el nimero
de variables, bajo las hipbtesis del modelo factorial, no sélo en el espacio de
las variables (6 en modo R) sino también en el de los objetos (6 en modo Q),
tratando de buscar en cada caso factores que expliquen la dispersién exis-
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tente en los elementos de cada espacio. Ademas, la DVS nos va a permitir
establecer una estrecha relacién entre los modelos factoriales obtenidos para
ambos tipos de elementos de una misma matriz X, de la que extraeremos
importantes consecuencias.

1.4.1 EIl Analisis Factorial Moderno

Los distintos modos de utilizar el modelo de A.F. dentro de un conjunto
de datos X han presentado desde sus comienzos caminos a veces paralelos
y a veces distintos. En esta seccién pretendemos utilizar la formulacién
introducida por Lebart y al. [90] y posteriormente Jambu [70], para darle un
tratamiento unificado y, a partir de él, hacer algunas propuestas en las que
el Analisis Factorial pueda utilizarse como una técnica de clasificacién.

En cualquiera de las dos formas de utilizarlo, subyace la idea de que el
modelo factorial pretende dar el mejor resimen del conjunto de datos X, .
Esto significa, desde el punto de vista algebraico, tratar de reconstruir los
n - p elementos de la matriz X,; con el menor niimero de datos posibles y
tal que los elementos x;; se aproximen lo mas posible a esta reconstruccién.

El caso méas simple es aquél en el que X puede expresarse como
Xpp R vy-u) (1.30)

donde v; y u; son vectores columna de n y p componentes respectivamente,
con lo que la matriz de n-p elementos se habra reconstruido con n + p valores.

Hay que notar que en el caso de que la expresidn anterior fuera una igual-
dad, significaria que todos los vectores fila de la matriz X pueden ponerse
como combinacién lineal de uno (uj), y analogamente ocurriria con los vec-
tores columna. Como se sabe, en ese caso la matriz seria de rango 1, lo cual
desecharemos al ser un caso trivial. Es por ello que, si como es usual, el
rango de X es p (p < n), lo més probable sea que la matriz n - p originada
con el producto v; - u] tenga elementos no muy cercanos a los de X.

Si en lugar de expresar X como un producto de dos vectores, lo hacemos
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como una suma de dos productos
1 i
Xnp R vi-u; +vy ug

estaremos aproximandonos mas a los elementos de X al afiadir un sumando
més a los de (1.30). Los errores que se cometan al aproximar los n-p elementos
por los 2p + 2n seran por tanto menores que antes.

Asi podria seguirse, afiadiendo més productos de vectores hasta que los
errores que se cometieran al aproximar los elementos de X fueran desprecia-
bles. ;Cuando seria ese momento?.

Hay varias formas de responder a esta pregunta, aunque todas llevarian
al concepto comin del rango de la matriz X. Sin embargo, hay una definicion
introducida por Horst [65] para el rango de una matriz a partir de los posibles
productos en que puede descomponerse, que conecta muy bien con lo que
pretendemos.

Descomposicién de una matriz en factores. Rango de una matriz

En el algebra escalar, se sabe que la descomposicion de un ntmero en pro-
ducto de factores no es, en general, Ginica. Analogamente, cualquier matriz
puede expresarse como producto de dos factores de infinitas formas posi-
bles. Aceptando la primera afirmacién, que es evidente, puede demostrarse
facilmente que son infinitas las formas de descomponer X, ya que si

X=Y W

donde Y y W son dos matrices cumpliendo la propiedad de multiplicidad
para matrices -niimero de columnas de Y coincide con nimero de filas de
W -, buscando una matriz A, cuadrada y ortonormal, de orden apropiado se
tendra que

Y*=Y A

y
W =A'""W

verifican también que

X=Y A A" W=Y"W*
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al ser AA' =1

Como se ha visto, la propiedad anterior se utiliza con frecuencia en el
analisis factorial en modo R, ya que en él, el objetivo principal es descompo-
ner la matriz de covarianzas o correlaciones, R = X'X, en un producto de
dos matrices que verifiquen ciertas restricciones.

Es evidente que si encontramos una solucién R =S « T, también lo sera
R=S*"T*conS*=A-S,T*=A' Ty A una matriz ortonormal elegida
de acuerdo con las restricciones impuestas. Este es el fundamento de las
rotaciones de factores que pueden efectuarse para conseguir soluciones con
estructura mas simple.

De la misma forma podria utilizarse en el modo Q, para la descompo-
sicién de una matriz del tipo Q = XX’, donde sus elementos seran ahora
correlaciones o asociaciones entre los individuos de la matriz X.

Un concepto que va a tener una gran importancia en la técnica de Anélisis
Factorial, cuando se trata de determinar la dimensién minima posible de
los factores de una matriz, es el de rango. Aunque tradicionalmente pueda
definirse en términos de los menores 6 de la dependencia o independencia de
las filas y columnas de la matriz, aqui lo veremos desde otro punto de vista.

Definicion(Horst, [65]) El rango de una matriz X es el menor orden
comun entre todos los pares de matrices cuyo producto es la matriz X.

Es evidente que esta definicién es equivalente a la dada mediante los me-
nores de la matriz, y que de forma inmediata pueden extraerse las siguientes
propiedades:

Lema

1. El rango de una matriz no puede exceder su dimension menor

2. El rango de una matriz obtenida mediante R = X'X 6 Q = XX/, no
puede exceder de la dimension menor de X. De hecho, los rangos de R
y Q serdn iguales al de X.

De la definicién de rango anterior, Horst extrae el concepto de matriz
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basica:
Definicion
Una matriz se denomina bdsica si su rango es igual a su orden menor.
Una consecuencia inmediata se recoge en el siguiente resultado:
- Lema

Una matriz basica no puede ser expresada como el producto de dos ma-
trices cuyo orden comun sea menor que el menor orden de la matriz.

¥, por supuesto, estos conceptos de rango y de matriz bésica estaran
relacionados con los de dependencia e independencia lineal de los vectores
fila o0 columna de la matriz X.

Lema

Dada la matriz X,,, de rango v < p < n, sdlo r de los p vectores co-
lumna o de los n vectores fila son linealmente independientes, de forma que
los subespacios generados por los vectores fila o columna son de dimension
r. Ademds pueden encontrarse para estos subespacios sendas bases con r
elementos de entre las columnas o las filas, no de forma dnica.

Asi pues, en el caso general en que la matriz X,,,, sea de rango r < p <
n, la descomposicién de (1.30) serfa exacta con r vectores fila y r vectores
columna de la forma

Xpp=vi-uj+vo upg+...4 vy u, (1.31)

pudiendo utilizar s6lo ¢ términos (¢ < r) para obtener una representacién
aproximada
Xn,pmv1~u'l—l—...+vq-u;+€n,p (1.32)

Interpretacién geométrica

La representacién (1.31) puede entenderse mejor si asociamos a la matriz X
dos representaciones geométricas, una de las n filas consideradas como las
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xy

Figura 1.6: Direccién que mejor ajusta a la nube de puntos I

coordenadas de n puntos o n vectores en el espacio euclideo IR?, y otra de
las p columnas consideradas como vectores en el espacio IR™.

1. Anélisis de los puntos de IR?

El conjunto de individuos o filas {I;,i = 1,...,n} de X puede represen-
tarse como n puntos de IR?, cuyas coordenadas son los valores obtenidos por
cada individuo en el conjunto {z;,7 = 1,...,p} de las p variables o direccio-

nes, que forman una base de IR?.

En un principio, nuestra intencién es buscar en este espacio una direc-
cién (representada por un vector) respecto de la cual las coordenadas de los n
puntos se aproximen lo mas posible a las originales (Figura 1.6). En otros tér-
minos, y suponiendo definida la métrica euclidea en IR?, se busca la recta que
mejor ajuste a la nube de puntos formada por el conjunto {f;;i =1, - +,n}

Si es u; el vector unitario en la direccién F; buscada, serd un vector
columna p - 1, donde las p coordenadas de u; serin las determinadas por su
expresion lineal respecto de la base de IR? formada por {x;,7 =1,...,p}.

El producto X - u; serd un vector cuyas componentes son los productos
escalares de los vectores OI; con uy, y por tanto seran las longitudes de las
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proyecciones de los n puntos en F;. Silo que se pretende es determinar F; con
la condicién de reproducir lo mejor posible los I; con sus proyecciones en esa
direccibn, el criterio para determinarla puede ser que la suma de cuadrados de
las proyecciones sea maxima. Con esto, el problema a resolver sera encontrar
un vector u, que supondremos unitario u'u = 1, y que verifique

mé,x(Xu)'(Xu) = méx u'X'Xu

Si ahora queremos ajustar la nube de puntos al mejor subespacio de di-
mensién 2 buscando dos direcciones 7y y F, respecto de la cuales las coor-
denadas de los n puntos aproximen lo mas posible a las originales, podemos
razonar de la misma forma y tener que

o Este subespacio debera contener al vector u; obtenido anteriormente

e El vector uy, ortogonal a u;, se obtendra de forma que usX'Xuy sea
méaxima y siendo u; y us ortonormales, es decir, uju; = 1, upua =1y
ujuy = 0.

Los dos vectores u; y uy obtenidos generaran el subespacio buscado.

Asi podriamos continuar tratando de ajustar la nube de puntos a un
subespacio de dimension ¢ buscando ¢ direcciones, para lo cual tendremos
que

o Este subespacio debera contener a los vectores uj, ug, ..., ugs-1 obteni-
dos anteriormente.
e El vector ug se obtendrd de forma que u,X'Xu, sea méxima, siendo
wu,=1yuug=0parac#8§=12...,4q
Al igual que antes, los ¢ vectores uy, ug, ..., u 1, u, generaran el subespacio

buscado.

Conviene que nos paremos un poco para analizar lo que se esta haciendo.
Cada individuo I; de IR?, que en un principio tenfa p componentes respecto de

40



las p direcciones z3, .. ., ,, se va a poder expresar ahora de forma aproximada
mediante ¢ componentes, las ¢ proyecciones que el punto I; determinara en las
g direcciones buscadas anteriormente. Las proyecciones de cada I; en cada u,,
o =1,...,¢ vendran dadas por las n componentes del vector columna Xu,.
Por altimo, aunque todavia no hemos hallado los vectores u;,ug,...,uq, €8
evidente que éstos deberan estar referidos a la base xi,...,x, de IR?, es
decir, cada uno tendra p coordenadas respecto de esta base y, por lo tanto,
podrian ser considerados como ”nuevos individuos” o ”factores” que tratan
de explicar la variabilidad existente entre los n de partida.

2. AnAlisis de los puntos de IR"

En R™, el conjunto de las columnas de X formara también una nube de

puntos o de vectores {x;,7 = 1,...,p}, cuyas coordenadas vendran dadas
respecto de la base formada por {I;,i =1,...,n}.
Si pretendemos buscar también aqui el subespacio de dimensién 1,2, ...,s

que mejor ajuste a la nube de puntos, utilizando el mismo razonamiento,
buscaremos primero la direccién G, que mejor la ajuste.

Si es vy el vector unitario que la determina, las proyecciones de los x;
sobre €l seran ahora X'v,. Por tanto, habra que maximizar

(X'vl)'(X'vl) = V;XX’Vl con V’1V1 =1

Anélogamente al caso en IRP, el subespacic de dimensién s que mejor
ajuste a la nube vendra determinado por los vectores vy, vg,..., v, que ma-
H 3 7 I L4 ! —_ ! —
ximizen v XX'v con las condiciones de que vl v, = 1y v,vg = O para
aFL=12...,s

También aqui conviene que analizemos lo que se estd haciendo. Cada
variable x; de IR™, que en un principio tiene n componentes respecto de las
n direcciones Iy, ..., I,, se va a poder expresar ahora de forma aproximada
mediante s componentes, las s proyecciones que el vector x; determinara
en las s direcciones buscadas anteriormente. Las proyecciones de cada x;

en cada v,, a = 1,...,s vendran dadas por las p componentes del vector
columna X'v,. Y al igual que en IR?, aunque todavia no hemos hallado
los vectores vy, vo, ..., vg, es evidente que éstos deberan estar referidos a la
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base I,...,I, de IR™, es decir, cada uno tendrd n coordenadas respecto de
esta base y, por lo tanto, podrian ser considerados como "nuevas variables”
o "factores” que resumirian la informacién contenida en los p de partida.

La Descomposiciéon en Valores Singulares de una matriz rectangular

La solucién que ha quedado pendiente en los analisis de los puntos de IR? y
IR™ puede obtenerse a partir de la denominada Descomposicién en Valores
Singulares (DVS) de una matriz.

La DVS de una matriz X cualquiera, que puede considerarse como una
generalizacién de la Descomposicién Espectral de una matriz cuadrada, fue
abordada por primera vez para este tipo de matrices por el matematico inglés
Sylvester [122] en un articulo publicado en 1889 y, posteriormente, Autonne
(1913,1915) y definitivamente Eckart y Young [37] completaron la extensién a
matrices rectangulares. Su introduccién nos va a permitir analizar cualquier
matriz de datos X,p, bajo las hipdtesis del Modelo Factorial, en el espacio
de las variables y en el de los individuos, tratando de buscar en cada caso
factores que traten de explicar la dispersion existente en los elementos de cada
espacio. Ademas, la DVS nos va a permitir establecer una estrecha relacién
entre los modelos factoriales obtenidos para ambos tipos de elementos de una.
misma matriz X.

La versién més general de la DVS para el caso de matrices rectangulares
reales estd recogida en el siguiente resultado ([78]):

Teorema

Dada una matriz X de orden nzp, con rango(X) igual a r(< p < n),
existen una matriz Up, real, otra matriz V,, real y una matriz diagonal

Iy con clementos v, ..., v positivos, denominados valores singulares de X,
tales que
X =vVru’
donde,
1. 942, 92,...,92 son los autovalores y las columnas de U los correspon-
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dientes autovectores en la descomposicion espectral de la matriz cua-
drada semidefinida positiva X'X de orden p-p y de rango r.

2. Andlogamente, 'yf,'yg, ceey '73 y las columnas de 'V son los autovalores y
autovectores de la matriz cuadrada semidefinida positiva X X' de orden
n-n y de rango r.

8. Tanto las columnas de U como las de V son ortonormales respectiva-
' mente.

4. Los autovalores positivos de X'X y XX' son los mismos. Ademds, siuq
es el autovector de X'X y v, el autovector de XX', que corresponden
ambos al autovalor .2, se verifican las siguientes relaciones, para a =
1,...,r:

Ug = fy;lX'va
— -1
Va = Vo XUlg
En forma matricial, las relaciones anteriores son
V=XUur?t! y v=x'vr?

En la practica, los pasos para realizar la descomposicién en valores sin-
gulares son los siguientes:

1. Se calculan XX’ 6 X'X, y se toma aquélla que sea de menor orden.
Por lo general, serd X'X

2. Se calculan los autovalores positivos A1, Ag, ..., A» de X'X y los corres-
pondientes autovectores uy, ug, ..., u,.

3. Se calculan los valores singulares y1 = v/A1, 72 = VA2, .. ., Tr = vV Ar.
4. Se calculan vq,vs,..., v, mediante

va:'ygl)(ua a=12...,r
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Mediante la DVS, la matriz X puede expresarse de la forma

i ! !
X =yviu'; + yovoua + -+ + Ypveu's (1.33)
donde a vi,vs,..., v, se les denomina vectores singulares a izquierda de X,
a uy, uy,...,u, vectores singulares a derecha de X y a las matrices vyul, de

dimensién n-p, se les denomina planos singulares. Se dice que la matriz X de

rango r se ha descompuesto como combinaciéon lineal de » matrices de rango
1.

Obtencién de las direcciones en IR y IR™ y relaciones entre ellas

La obtencién de las direcciones Fy, Fy, ..., Fyen R’y G1,Gy,...,G, en R™
estd resuelta en el siguiente resultado ([70}):

Teorema
Dada la matriz X, , de rangor <p < g,
1. Pueden encontrarse r vectores uy,us,...,u, en IRP con la condicion

de que que u,X'Xu,, o = 1,...,7 sea mdzima, siendo upu, = 1 y
uwug=0paraa#8=12,...,q.

)

Los vectores uy,ug, ..., u, son los autovectores correspondientes a los
autovalores positivos ordenados en orden decreciente de la matriz X'X.

3. Ancdlogamente, pueden encontrarse r vectores vi,va, ..., v, en R™ con
la condicion de que v, XX'v,, a =1,...,7 sea mdzrima, siendo v, v, =
lLyvovg=0paraa#5=12,...,q.

4. Los vectores vi,vs, ..., v, son los autovectores correspondientes a los
autovalores positivos ordenados en orden decreciente de la matriz XX'.

Los resultados anteriores no sélo indican qué son las direcciones que bus-
cdbamos en los dos espacios, sino que ademads, utilizando la DVS de X
podemos deducir que:
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e Los autovalores positivos A, Ag,..., A, de X'X y XX’ son los mismos
y, ademas, verifican que

u,XXu,=24 a=1,...,r

v;XX'va:/\a a=1,...,7

es decir, son las sumas de los cuadrados de la proyecciones de los I;
sobre las direcciones F,, lo cual es una medida de la dispersién que es
capaz de explicar cada direccién. Analogamente, son las sumas de las
proyecciones de las x; sobre las direcciones G.

¢ Los vectores u, y v, correspondientes al autovalor ), verifican para
a=1,...,7
u, = )\;1/2X'va

Vo = A, Xu,

es decir, las coordenadas de los puntos I; de IR? en cada eje F, son
proporcionales a las componentes del vector unitario v,. Por su parte,
las coordenadas de los puntos z; de IR™ en cada eje G, son proporcio-
nales a las del vector unitario u,. En forma matricial, las relaciones
anteriores pueden escribirse como:

V=AYXU y U=AYXV (1.34)

¢ Las nubes de puntos de IR? y IR™ pueden reconstruirse mediante el
nuevo conjunto de coordenadas dado por las direcciones Fp y Ge.

Para la reconstruccién exacta podemos utilizar la descomposicién (1.33)
que nos da la DVS

r
Xup) = 2 M Ve ug,
a=1

Si utilizaramos sélo la primera direccién F; o G, que seria la que recoge la
maéaxima variabilidad dada por el autovalor A1, la matriz X puede aproximarse
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en IRP por las coordenadas de los puntos I; a lo largo de F; y en IR™ por las
coordenadas de los puntos z; a lo largo de G;. Se tendria entonces que:

[t N2

—~ '
X~ vl-ul

Si tomaramos los ¢ primeros autovalores Ay, ..., A, de forma que A; +
...+ A, represente una parte importante de la variabilidad de la nube de
puntos en IR? o IR™, se tendra que:

q 1
5 /
X = Z AdVea - U,
=1

y la reconstruccién sera mejor cuanto que 37 _; A, se acerque a la variabilidad
total 377 _; As. Por ello, se suele tomar como coeficiente de la ”calidad” de
la reconstruccion al cociente:

g
— =1 Ae

Ty o8 ————————
e

La expresion anterior de X puede escribirse también en forma matricial
como: ‘

1
~ ayt/
X ~ V,AZU,
donde U, y V, son las matrices p- ¢ y n - ¢ cuyas columnas son los ¢ auto-

vectores de X'X y XX’ correspondientes a los g primeros autovalores, y A,
es la matriz diagonal cuyos elementos son tales autovalores.

1.4.2 Diferentes modelos de Analisis Factorial

El procedimiento de obtencién de los ejes factoriales en IR? y IR™ descritos
en la seccién anterior es general. En €l se ha partido de una matriz de datos
X que en principio puede ser la de los datos originales, pero que también
podria ser una matriz de los datos transformada previamente.

Si tenemos en cuenta que las direcciones obtenidas en cada espacio son
las determinadas por los autovectores de X'X y de XX', no es de extranar
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que nos planteemos ahora transformar la matriz X para que los productos
anteriores cobren un significado especial. Pretendemos que los elementos

n

ajk =) zyTa  Sk=1,...,p

=1

de la matriz A = X’X,y
?
bik:injzckj LwWwk=1...,n
Jj=1

de la matriz B = XX’ tengan un significado no sélo geométrico, sino también
estadistico, que permitan llegar a conclusiones mas claras.

Dependiendo de si estamos interesados en obtener factores entre las va-
riables o entre los elementos, la matriz X puede transformarse para que A
y B representen coeficientes o pardmetros familiares. Veremos en las sec-
ciones siguientes algunos casos que permitiran mostrarnos cémo los modelos
de Anélisis Factorial para variables y para elementos, introducidos en las
seccidnes anteriores, estan presentes en este mas general.

Aunque el Anélisis Factorial Moderno también contempla el caso en el
que las variables tratadas sean cualitativas o mezcla de cualitativas y cuanti-
tativas, el caso mas frecuente y al que nos limitaremos aqui, es aquel en que
las variables sean cuantitativas.

El modelo para variables con la matriz de covarianzas

Si estamos interesados en descubrir factores entre las variables, representadas
por vectores en IR™, hemos visto que estas direcciones se obtienen descom-
poniendo espectralmente X'X, matriz de dispersién de los puntos de IR”.

Si el conjunto de las p variables es heterogéneo en cuanto a sus valores
medios y sus varianzas, a causa de que cada una mida magnitudes distintas,
una forma de evitar tal heterogeneidad entre los valores medios es sustituir los
elementos z;; de X por sus desviaciones respecto de la media y;; = z;; — T;.
Graficamente, en IR?, esta transformacién (Figura 1.7) tiene el efecto de
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Figura 1.7: Centralizacién de una nube de puntos.

trasladar la nube de puntos al centro de coordenadas: mientras que en IR",
los vectores x; que representaban a las variables se habran desplazado (Figura
1.8) por el vector 1Z; cuyas coordenas serdn todas iguales a 7;

Lo anterior no sufre cambios significativos si ademas utilizamos un coefi-
ciente de normalizacién (/n) por el que dividiremos las desviaciones con el
fin de obtener una matriz conocida al calcular X'X. En efecto, si la trans-
formacién que efectuamos es

entonces los elementos de la matriz Y'Y serdn

oy - % mk-Ek LS -
sjk = ) =t o= = = (i — Fj) - (wik — Fk)

i=1 \/E Vn "

es decir, Y'Y seré la matriz de varianzas y covarianzas entre las p variables.

Por otra parte, en IR", las variables y; han sido desplazadas respecto de
las z; de forma que las longitudes de los vectores que forman cada variable

seridn
0y - 2)°
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Iy

Figura 1.8: Vectores variables desplazados por 1z;

es decir, las desviaciones tipicas de cada variable.

Sison Ay, Ag,..., Ag up,u2,...,u4Y Vi, Va,..., Vg los g primeros autova-
lores y autovectores de Y'Y y YY’, podremos poner

1
X = VAU, = FA’

con F la matriz n g cuyas columnas van a ser las coordenadas que cada nueva
direccién tiene respecto de los I; en R™, y A la matriz p - ¢ cuyas columnas
van a ser las coordenadas que tienen las ¢ nuevas direcciones respecto de las
variables originales y; en IR?.

Hay dos formas de elegir F y A, originadas por la DVS, que aunque son
esencialmente las mismas, difieren en la longitud que tendran los factores:

¢ Forma 1
Tomamos F =V, y A =U,AL2

Es facil probar que como una consecuencia de que las columnas de Y
suman cero, las de V, también. Por tanto, como F'F = V;Vq =1
los factores serdn incorrelados y estandarizados, es decir, representados
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en IR™ seran q vectores perpendiculares y unitarios. Por otra parte, la
matriz A serd segln (1.34)

A=UA2=X'V,

es decir, tendra por elementos a;, las proyecciones de cada variable z;
en cada factor F,. Al ser en esta solucién todos los factores unitarios,
las columnas de A son directamente comparables para ver la impor-
tancia que representa cada factor F, en la variable z;. A esta matriz
es a la que en la seccién 1.2 se le ha denominado matriz de pesos, o

patron factorial. '

Pero ademas, en esta forma la matriz A también representa las cova-
rianzas entre las variables y los factores, es decir la matriz de estructura
factorial. Si, en particular, desedramos obtener la matriz de correlacio-
nes entre las variables y los factores, sélo tendriamos que dividir cada
fila de A por la desviacién tipica de las variables.

Forma 2

Tomamos A = Uy y F = V,AL?

Con esta eleccién, los factores siguen siendo incorrelados, pero F'F =
A, es decir, las desviaciénes tipicas, y por tanto las longitudes de los

factores no son iguales. Con esto, las columnas de A no van a ser
directamente comparables.

El modelo para variables con la matriz de correlaciones

Cuando la heterogeneidad entre las variables se debe no sélo a los valores
medios, sino también a la dispersién de cada una, la transformacién que
puede hacerse es:

= S "
ZJ —_— T =
O'J\/n

Con esto, los elementos de la matriz Z'Z seran:

n — —
. Tij — T Tik — T Ok
Tk =D '

= o/ ow/n gjo
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es decir, que Z'Z sera la matriz de correlaciones entre las p variables.

Graficamente, en IRP esta transformacion tendra el efecto de trasladar la
nube de puntos al centro de coordenadas y homogeneizar la dispersién. Si
ésta se representara por el volimen de la nube de puntos, seria como pasar
de un vollmen en forma de hiperelipsoide a otro con forma de hiperesfera.

Por otra parte, en IR™, las variables z; han sido también desplazadas
respecto de las z; y las longitudes de los vectores que forman las nuevas
variables seran ahora la unidad :

L(zj) — J lel(mij — xj)g =1

g;j'n

Al igual que antes, sison Ay, Ag, ..., Ag, Uy, ug,..., Uy ¥ Vq,Va,..., Vg los
g primeros autovalores y autovectores de Z'Z y ZZ', podremos poner

X ~ V,AY2U!, = FA'
g g
y tendremos nuevamente las dos soluciones anteriores.

Notese que, en este caso, la matriz patrén factorial coincide con la de
estructura factorial.

Modelos para los elementos de un conjunto

En las mismas hip6tesis que se han utilizado para los modelos entre variables,
la DVS permite utilizar la expresién:

X = VAU, = AG' (1.35)

para formular un modelo en el que encontrar un conjunto de direcciones
entre los elementos que permitan reconstruir la matriz X. La matriz G, de
dimensién p - ¢, representa por columnas las coordenadas que los vectores
directores tendran respecto de las variables originales x; en IR?, mientras
que la matriz A, de dimensién n - ¢, representa las coordenadas que tiene
cada direccibén respecto de los elementos I; en R”™.

También aqui podremos elegir dos opcines para G y A:
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e Opcién 1
Tomamos G =U,y A = V(,,A;/2

e Opcién 2
Tomamos A =V, y G = UA}?

Los mismos argumentos de homogeneidad que se utilizaron para varia-
bles, hacen que se suela adoptar la opcién 1, donde los factores, ademas de
ser ortogonales, estan normalizados y permiten ser comparados facilmente
mediante las columnas de A.

En cuanto a las transformaciones que pueden hacerse sobre la matriz
inicial X para obtener pardmetros interpretables, como ya se ha comentado
en la seccién anterior, en un principio simplemente se intercambié el papel de
las variables por los elementos (Burt [15],{16] y Stephenson [120]), y asi como
en los modelos para variables se estandarizaron los datos por las columnas,
se hizo lo propio por las filas. El resultado es que si consideramos

13 g L& 712
Iiz—zmij y SIi :—-E(mzj—li)
Pj=1 Pj=1

y transformamos los datos z;; a

T4 — Iz’
SI; - \/p
los elementos de XX’ serian una especie de coeficientes de correlacién entre
individuos _ _
o= Y= (zy — L) (@ — In)
ih T = =
\/Z§:1(xij - Ii)z\/2§=l(xhj —I4)?

representando en IR? los cosenos de los d4ngulos que forman los vectores I; —
1y I —1Ig-1

Otra alternativa que plantea menos problemas de interpretacién es la
introducida también en la anterior seccién. Veamos c6mo se interpretaria
desde el punto de vista de la DVS.
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Si llamamos n; a la norma euclidea de cada I;, considerado como un vector
en IR?

n; representard la norma del vector OI,.

Efectuando la transformacién

Wij = —*
7 n;

se tendra que la matriz WW/' tiene ahora por elementos los coeficientes

v
Zj:l T45%hj

qih =
P 2 P 2
\/ j=1%; \/Ej:l Lhj

que representan el coseno del dngulo que forman en IR? los vectores (e}
y OI;. Los valores entre —1 y 1, pasando por 0, que puede tomar este
coeficiente representan la linealidad exacta entre ambos vectores en la misma
y en distinta direccidn, o la perpendicularidad en el caso de 0.

La opcién 1 anterior no dara en este caso que
W~ AG’

conG=U,y A = VqA}/ 2. Las columnas de G seran los autovectores de
W'W y por tanto las direcciones en IRP que resumen a los individuos. Al
ser ortonormales, facilitan la interpretacién de las columnas de la matriz A,
donde se tendra por columnas las coordenadas de los factores respecto de los
individuos en IR™.

Como también se ha mencionado en la seccién anterior, este modelo de
analisis es muy utilizado en algunos tipos de estudios geol6gicos para analizar
rocas o sedimentos que se encuentran en un determinado lugar, desde el punto
de vista de la composicién mineralégica que presentan. Imbrie y Purdy [66],
Imbrie [67], Imbrie y Van Andel [68] y posteriormente Jéreskog et al. [83] lo
recogen como una de las técnicas de Analisis Factorial posibles a utilizar en
Geologia. En este contexto, la técnica pretende tres objetivos principales:
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1. Encontrar el nimero minimo, k, de factores o ”composiciones tipo”
diferentes que han servido como base a la formacién de los objetos
estudiados.

2. Especificar las composiciones de tales factores respecto de las especies
minerales estudiadas.

3. Describir cada objeto en términos lineales de los factores, es decir, ob-
tener para cada objeto la cantidad que aporta cada uno de los factores
encontrados.

Generalmente, el caracter de la composicién que presentan los objetos es
porcentual, lo cual representa una cierta homogeneidad entre los elementos.
En IRP| la nube de puntos estara situada en el cuadrante de la esfera p-
dimensional que corresponde al subconjunto

S ={(z1,22,...,2p)/z: 20 Vi}

lo cual permite tener valores para el coeficiente ¢;; entre 0 y 1, asociando los
valores préximos a 1 a aquellos objetos que presenten composiciones parecidas
y proximos a 0 para los de composiciones dispares, no teniendo los problemas
comentados en la seccién anterior que apuntaban Fleiss y Zubin [48]. Ade-
maés, este tipo de datos permite realizar el objetivo 2 anterior (Miesch [100}),
es decir, especificar las composiciones porcentuales de los factores obtenidos
respecto de las especies minerales estudiadas.

En cierto modo, el Analisis Factorial introducido por Imbrie y Purdy re-
aliza una clasificacién de los objetos analizados. En él, podemos utilizar la
matriz de pesos A 6 la matriz de estructura factorial si se realizan rotaciones
oblicuas con los factores originales, para asignar cada objeto a un factor, de
forma que todos los objetos asignados al mismo factor serdn muy similares en
cuanto a su composicién. Ademas, de la matriz G se puede tener por colum-
nas las composiciones porcentuales de los factores, que pueden considerarse
como objetos ideales o patrones que representan a cada grupo.

En este punto, nos preguntamos si este procedimiento no podria ser uti-
lizado como técnica de clasificacién para un conjunto de datos cualquiera,
quizés con las Gnicas hipdtesis de que las variables utilizadas sean cuanti-
tativas. Pensamos que el planteamiento expuesto en esta seccién sobre el
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modelo del Anélisis Factorial Moderno, permite introducir algunas modifi-
caciones que haran posible este propdsito. Abordaremos estas ideas en los
siguientes capitulos.
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Capitulo 2

Un procedimiento basado en la
D.V.S. que permite clasificar
bajo ciertas hipodtesis

2.1 Introduccion

En este capitulo abordaremos el problema de encontrar agrupaciones na-
turales dentro de un conjunto de elementos del que se dispone de alguna
informacién sobre la existencia de tales grupos homogéneos. No se va a res-
tringir la naturaleza de los datos, en principio, més que la exigencia de que
sean cuantitativos para que tenga sentido representarlos como puntos de un
espacio métrico. En cuanto a ntmero de grupos, forma o distribucién de los
grupos y proporcién de cada grupo dentro del conjunto total, son aspectos
que en algtinos casos seran considerados méas adelante y en otros pueden ser
objeto de futuras investigaciones.

Partiendo de este conjunto, representado por la matriz de datos X, ¥
utilizando la terminologia del Analisis Cluster donde se engloba este pro-
blema, nuestro objetivo sera encontrar una particién del conjunto de elemen-
tos que obtenga los grupos existentes en el conjunto. Para ello, comenzaremos
primero introduciendo en la seccién 2.2 aquellos conceptos y métodos més
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importantes que utiliza la técnica multivariante del Analisis Cluster.

En la seccién 2.3, queremos proponer un procedimiento de clasificacién
basado en el modelo factorial para elementos de un conjunto, expuesto al
final del capitulo anterior. Este procedimiento serd propuesto, en principio,
con la restriccién de que el nimero de grupos existentes en el conjunto no
exceda al nimero de variables mas uno, y sera ilustrado con un ejemplo.

Por altimo, en la seccién 2.4, se hard un estudio de simulacién generando
una muestra grande de conjuntos de elementos en los que haya grupos na-
turales, que nos permitira precisar hasta qué punto es capaz de clasificar el
procedimiento, y al mismo tiempo se comparan los resultados obtenidos con
uno de los procedimientos de clasificaciéon dados en la seccién 2.2.
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2.2 Los procedimientos del Analisis Cluster

2.2.1 El objetivo del Analisis Cluster

Podria definirse el Analisis Cluster como aquella técnica multivariante cuyo
objetivo es realizar una clasificacién de un grupo de individuos u objetos en
grupos mas pequenos, también llamados clusters, de forma que los objetos
del mismo cluster sean lo mas homogeneos posibles en algin sentido, mien-
tras que los de diferentes clusters sean lo més heterogeneos posibles. Esta
declaracién de intenciones sobre lo que es el Anélisis Cluster es muy sencilla
en sus pretensiones, pero encierra una gran cantidad de problemas abiertos
que no se han resuelto todavia. A pesar de que este tipo de procedimientos
no son recientes dentro del Analisis Multivariante, hay algunos aspectos de
la definicién anterior que parecen tener dificil solucién, en la mayoria de los
casos debido a la subjetividad que encierran algunos problemas de clasifica-
cién.

Para empezar conviene que aclararemos algunos términos. En muchas
aplicaciones del Analisis Cluster, se supone que los objetos pertenecen a
grupos naturales mientras que, en otros casos, la cuestiéon es simplemente
encontrar la mejor forma de agruparlos. En el primer caso se dice que es-
tamos tratando con la clasificacién de los objetos y en el segundo con la
disecciéon. Otros términos utilizados también cuando se trata de descubrir o
confirmar que existen grupos naturales es el reconocimiento de patrones
y la taxonomia numérica.

Durante los Gltimos cincuenta anos se han desarrollado una gran variedad
de técnicas de Analisis Cluster. Estas han tratado siempre de dar solucién
a los dos problemas principales que tiene este tipo de Analisis. Por un lado,
la construccién de diversos tipos de medidas de semejanza entre los objetos,
dependiendo de lo que se entienda por homogeneidad en el conjunto de in-
dividuos u objetos que tratemos y del tipo de variables que se observen en
ellos. Por otro, los problemas originados al buscar técnicas algoritmicas ade-
cuadas que permitan ir formando los grupos con las caracteristicas expuestas
al principio.
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Fruto de esta investigacin son las numerosas referencias que han aparecido
desarrollando las cuestiones anteriores, sobre todo en los afios 70 y 80. Entre
las més destacables por contener una recopilacion de todo lo aparecido sobre
el tema figuran los manuales de Jardine y Sibson [75], Sneath y Sokal [116],
Anderberg [1], Everitt [42] y [44], Hartigan [63] y Gordon [56].

De especial importancia para conocer el estado de la cuestién son los ar-
ticulos de Cormack [28] y Everitt [43]. En el primero, Corkmack hace un
repaso de la bibliografia que ha aparecido hasta ese momento sobre el tema,
destacando aquellas que en su opinién merecen relevancia sobre temas como
medidas de similaridad y de clusters, los principios en los que se basan las
técnicas de clasificacién empiricas y las limitaciones y fallos en su utiliza-
cin. En este sentido, subraya la importancia de aquellos métodos basados en
formulaciones matematicas bien definidas, y sugiere otras formas de resumir
datos alternativas a la clasificacién. Por Gltimo, censura la tendencia cre-
ciente a ver la taxonomia numérica como una alternativa satisfactoria para
clasificar ideas.

En el articulo de Everitt, se hace primero un repaso de los problemas
aln no resueltos por el Anélisis Cluster, a pesar del gran nimero de técnicas
que hasta ese momento han aparecido. Problemas como el de elegir el mejor
namero de clusters, el mejor método segiin el tipo de datos o el problema de
las interacciones ”peligrosas” que pueden existir en algunos problemas entre
métodon 1o cluster y lgunas téenicas graficas, son algunos de los que se co-
mentan en el articulo con vistas a futuros desarrollos que intenten resolverlos.

2.2.2 Medidas de similaridad y disimilaridad

La mayoria de los métodos de analisis cluster se han desarrollado apoyan-
dose en algin parametro cuantitativo que fuera capaz de medir cuanto de
parecidos o de distintos son dos individuos u objetos entre si, o por utilizar
un término que no hay que entender sélo en su acepcién geométrica, cuanto
de proximos estan entre si.

Hay muchas formas de medir la proximidad, dependiendo principalmente
del tipo de datos utilizados, en particular del tipo de variables. Comentare-
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mos, antes de enumerar algunas, ciertos aspectos de interés.

La eleccién de las variables utilizadas para describir a cada individuo que
serd clasificado, constituye un marco de referencia que tendra una importan-
cia capital en los futuros clusters. Es evidente que esta eleccién es la primera
decision en la que el juicio del investigador refleja los aspectos que para él
seran relevantes en la clasificacién. En consecuencia hay varias cuestiones
que surgen al realizar esta eleccién :

1. ;Son relevantes las variables elegidas para el tipo de clasificacién que
se desea realizar?

2. jCuéntas variables deben medirse en cada individuo?

No existe una base tedrica que tenga una respuesta objetiva a estas pre-
guntas. Mas bien deben ser argumentos de tipo empiricos y, a veces subjeti-
vos, los que orienten sobre cuintas y cuéles deben ser las variables utilizadas.
De Sarbo et al. [31] ha estudiado que es mejor no utilizar variables que no
distingan a los clusters, que dejar fuera de la eleccién alguna que podria ser
esclarecedora de la situacién. Por Gltimo, también influiran en esta eleccién
los tradicionalmente llamados "missing values”. Este tipo de Analisis no
permite reemplazarlos por valores estimados como en otras técnicas multiva-
riantes, debido al desconocimiento que se tiene a priori de los valores medios
de los posibles grupos a formar. Por ello habra que ir seleccionando en un
principio aquellos objetos v aquellas variables que no presenten muchos valo-
res de este tipo. De todas formas, en determinados casos, Dixon [33] y Little
and Rubin [92] han desarrollado algunos métodos de estimacién que pueden
utilizarse.

Una vez que las variables han sido elegidas, podemos encontrarnos con
el problema de que no utilicen las mismas unidades, e incluso, que sean de
tipos diferentes: categdricas, ordinales o cuantitativas. Para este iltimo tipo
de variables, la solucién que suele adoptarse es la de estandarizar los datos,
utilizando los valores medios y las desviaciones tipicas de las variables cal-
culadas sobre el conjunto completo de datos. A pesar de los problemas que
Fleiss y Zubin [48] o Duda y Hart [35] apuntan que pueden existir con esta
practica, los intentos de resolver el problema, utilizando las desviaciones tipi-
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cas de las variables dentro de los grupos, que en principio son desconocidos,
plantean todavia mas problemas.

Cuando las variables son de otros tipos o de tipos diferentes, se han dado
varias sugerencias para utilizarlas. La solucién mas simple es convertirlas to-
das a variables binarias, pero esto conlleva una gran pérdida de informacién.
Una alternativa mas razonable es utilizar un coeficiente de similaridad (Go-
wer [58]), que sea capaz de incorporar la informacién de diferentes tipos de
variables. Otra posibilidad es analizar los objetos separadamente con grupos
de variables del mismo tipo, y después intentar sintetizar los resultados de
los diferentes estudios. ‘

El siguiente paso, una vez resuelta la eleccion de las variables y su estan-
darizacién e importancia en el conjunto de objetos a clasificar, es la definicién
de una medida que represente la fuerte o débil relacién que exista entre cada
pareja de objetos, dados los valores en ambos de las p variables elegidas.

Se define una similaridad entre dos objetos I; e Ix a alguna funcién de
sus valores observados

Sik — f(xiaxk)

donde x| = [zs1,%2, ..., Tip] ¥ Xk = [Tk1,Tk2, ..., Thp) sON los valores que
toman las variables elegidas para los dos objetos. Se han propuesto muchas
funciones dependiendo, en parte, del tipo de las variables y, en parte del tipo
de objetos. Listas completas de similaridades pueden encontrarse en Sneath y
Sokal [116], Anderberg [1], Clifford y Stephenson [25], Cormack [28] y Gower
159].

Las similaridades son medidad a las que en general se les exige la simetria
(s = sk;), aunque hay medidas asimétricas consideradas por Constantine
y Gower [27]. La mayoria de estas medidas son no negativas y suelen estar
definidas para que su valor mas alto sea la unidad

0<spx <1

aunque algunas similaridades son correlaciones entre objetos, o cosenos entre
vectores que representen a los objetos en un espacio euclideo, y por tanto
estaran entre

1 <5y <1
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Asociada con cada similaridad que esté entre 0 y 1 hay una disimilaridad
dig =1 — sy

que serd simétrica y no negativa. El grado de similaridad entre dos objetos
crecera con s;; y decrecerd cuando crezca d;x. Ademas es natural exigirle a
esta medida que cada objeto tenga similaridad maxima consigo mismo, es
decir, S84 = 1 Y di,; =0.

Por su parte, alguna medidas de disimilaridad tienen la propiedad de que
dix < dij +dj Vi, 5, k

en cuyo caso se les conoce como distancias métricas. Gower [59] da una
lista bastante completa de ellas. Entre las mas utilizadas para variables
cuantitativas esta la distancia Euclidea

p

d?k = E(mij - “’hy‘)2
j=1

que suele utilizarse con los datos estandarizados o, incluso teniendo en cuenta
las covarianzas entre las variables en la llamada distancia de Mahalanobis

D2, = (x; — xx)'S 7 (x; — xx)

donde S es la matriz de covarianza del conjunto de datos.

2.2.3 Tipos y procedimientos de clasificacion

Antes de utilizar alguno de los muchos procedimientos que se han dado hasta
ahora para clasificar objetos, el analista debe decidir el tipo de clasificacion
apropiada para sus datos. En la mayoria de los casos, la eleccién del proce-
dimiento a emplear depender4 del tipo.

Generalmente, pueden distinguirse entre cuatro tipos de clasificacién:
particiones, particiones difusas, clasificaciones jerarquicas, y cla-
sificaciones cuasi-jerarquicas.
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1. Clasificaciones disjuntas o particiones, en las que el conjunto de
n objetos {Iy, I, ..., I,} se divide en un ntimero de subconjuntos dis-
juntos y todo elemento del conjunto estd dentro de algiin subconjunto.
A veces puede ocurrir que algunos objetos permanezcan aislados sin
estar en ningin grupo y formando cada uno de ellos uno, llaméndose
en ese caso una clasificacién no exhaustiva. Obviamente. los dife-
rentes grupos son mas homogéneos cuanto mas alto es su niimero y la
separacion entre ellos serd mayor.

Los procedimientos que se utilizan para este tipo de clasificaciones se
basan en la optimizacidn de criterios que detecten tales grupos, aunque
generalmente necesitan conocer el ntimero de clusters. Esta es una de
las principales dificultades al aplicarlos, de forma que en los andlisis
cluster de tipo exploratorio el investigador tendra raramente bastante
informacién para determinar el nimero apropiado de grupos.

2. Clasificaciones difusas o no disjuntas, que se dan en aquellos pro-
blemas en los que la naturaleza de los objetos permite clasificarlos en
més de un grupo a la vez. En ese caso, los clusters se solapan y forman
un recubrimiento no disjunto del conjunto de objetos.

En este tipo de clasificaciones suele utilizarse la teoria de los conjuntos
difusos como indica Bezdek [10] y [11].

Dentro de este tipo de clasificaciones pueden enmarcarse los métodos
recomendados por Anderberg [1] para encontrar clusters que se solapan
en muestras de datos continuos, basadas en el anélisis de la densidad
puntual y en el analisis discriminante. En ellos se estiman los pardme-
tros y el numero de densidades diferentes que estan mezcladas dentro
del conjunto de datos.

Por Gltimo, Jardine y Sibson [72],[73] y [74] utilizan teoria de grafos
para construir este tipo de grupos.

3. Clasificaciones jerarquicas, en las que los objetos y los grupos pue-
den representarse graficamente en forma de arbol genético o dendo-
grama. Todos los grupos van surgiendo por la fusién de subgrupos que
estan por debajo en el arbol, o por la divisién de grupos que estan por
encima. En el extremo inferior de esta jerarquia estin los diferentes
objetos, cada uno en una clase, mientras que en el extremo superior
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hay un grupo con todos los objetos. Si introducimos este dendograma
en un sistema de coordenadas donde el eje OY represente una medida
apropiada de homogeneidad dentro de los grupos, tendremos una jerar-
quia en la que en cada nivel se tendra una coleccién de grupos disjuntos
de la misma homogeneidad. Un desarrollo mas completo puede encon-
trarse en multiples referencias, entre las que destacan las de Sokal y
Rohlf [118], Ward [129], Hartigan [62], Johnson [79], Lance y Willians
[88], Jardine y Sibson [72], Wishart [131] y Calinsky y Harabasz [17].

Se hablara de un procedimiento de cluster aglomerativo si los grupos
en la jerarquia se van obteniendo por la unién de subgrupos. Por el
contrario, los procedimientos que van dividiendo paso a paso los grupos
(comenzando por el grupo completo), se denominan divisivos

Los dendogramas pueden también construirse utilizando métodos para
generar particiones, eligiendo un criterio de clasificacién por el que,
por ejemplo, cada uno de los grupos formados tenga un cierto grado de
homogeneidad. Disminuyendo este criterio paso a paso se va formando
la jerarquia.

Murtagh [104],[105] comenta los Gltimos resultados en algoritmos de
clasificacién jerarquicos y dendogramas y,ademas, obtiene distribucio-
nes de probabilidad de dendogramas aleatorios que pueden ser uti-
lizados como modelos de probabilidad para contrastar la aleatoriedad
de las estructuras jerarquicas.

1. Clasificaciones cuasi-jerarquicas, que tienen las propiedades de las

clasificaciones jerdrquicas con la excepcién de que los clusters de cada
nivel pueden solaparse.

En general, tanto los procedimientos que obtienen grupos disjuntos como

solapados de denominan horizontales, mientras que los procedimientos je-
rarquicos o cuasi-jerarquicos son verticales. En realidad, como un dendo-
grama estd formado por diferentes niveles, cada uno de los cuales es una
clasificacién disjunta o no, pueden valer muchas de las propiedades de los
procedimientos horizontales para cada nivel.

Por dltimo, es muy importante que el analista tenga una herramienta

que le permita evaluar la clasificacién, un criterio de clasificacién que sea
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tan natural y orientado al problema como sea posible. En una particién,
los grupos deben ser homogeneos y estar bien separados mutuamente.
Una medida de homogeneidad que a menudo se utiliza para los clusters Cy
que tengan al menos dos objetos es la media de todas las proximidades o
distancias en Cy,

hom(C) = m > 2 dy

LieCy I;eCy
donde ny es el nimero de objetos en el cluster k. Cuando se utiliza la
distancia Euclidea como medida, otra forma de medir la homogeneidad es la
varianza dentro de los grupos, obtenida con sélo sustituir las distancias d;;
en la expresién anterior por dfj. En ocasiones, también se puede medir la
homogeneidad de un grupo con al menos dos objetos por los indices

hom(Cyg) = ,I},nenck dij

hom(Ck) = I-n}-éé}({?k de
47

El valor de un indice de homogeneidad debe ser pequefio cuando la homoge-

neidad sea alta. Por ello, el indice de homogeneidad de los clusters con un
s6lo elemento es 0.

Por otra parte, la separacidon entre dos clusters Cy y C; puede medirse
por la media de las distancias de todas las parejas de objetos, uno de Cy y
otro de ¢

1
CrC)=— 3 3 d;
sep(Ch, ) kTl fec, Leg %

Otras veces la separacioén se calcula utilizando alguno de los indices

seplCL,C;) = min  d;;
P(Cr C1) LeCyLec

sep(Cr, C) = | _méx_  dy;
[ s

Un indice de separacién alto dard buenas separaciones. La separacién de una
clase Cf del resto de la muestra puede definirse simplemente como

sep(Cy) = sep(Cr, S — Ck)
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Es facil ver que de las definiciones expuestas, hay algunas méas fuertes para
los grupos grandes, mientras que otras son mas débiles y pequeiios valores
pueden indicar que no hay homogeneidad en los clusters.

Por Gltimo, una medida de la calidad de un cluster es la razén
hom(Cl)
sep(Ck)

denominado coeficiente B, que se utiliza mucho en los métodos de optimi-
zacidon de analisis cluster tratados més extensamente en 2.4.4

b(Cy) =

El Analisis Cluster esta constituido por una coleccién de muchas técnicas
diversas cuyo fin es descubrir la estructura de los datos, algunas de ellas de-
ducidas de hip6tesis matematicas realizadas sobre la muestra y otras basadas
sblo en razonamientos heuristicos.

Un problema importante que est4 presente en todos los tipos de clasifica-
cién, y que en la mayoria de los casos hay que resolverlo de forma subjetiva,
es el de la determinacién del nimero correcto de grupos. No hay mas que ins-
peccionar la cantidad de algoritmos diferentes que en la actualidad se ofrecen
como solucién, para darse cuenta de que no hay un procedimiento que nos
proporcione una solucién éptima en todos los casos y, por tanto, con cada
procedimiento siempre se podran encontrar ejemplos de datos que no queden
bien clasificados.

Por otra parte, los algoritmos que estan especialmente disehados para
analizar muestras donde existen grupos esféricos y compactos no suelen dar
buenos resultados cuando los clusters son alargados y curvados. Otros pro-
cedimientos detectan bien la existencia de los grupos pequeios frente a los
grandes, o la existencia de grupos mas o menos esféricos y compactos, pero
en el momento en que estas configuraciones fallan en alguna/s de sus carac-
teristicas, no funcionan.

En general, todo investigador que vaya a utilizar técnicas de Analisis
Cluster, necesita un cierto aprendizaje profesional en el que se familiarice
con las propiedades y posibilidades de los algoritmos que puede aplicar a
sus datos. Kl debe conocer con detalle las posibilidades de preparacion de
sus datos (datos faltantes, estandarizacién, etc), y debe elegir la medida de
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proximidad més apropiada para sus datos. La mayoria de los programas que
necesita para realizar los andlisis no los va a encontrar normalmente en los
principales paquetes estadisticos al uso (BMDP, SPSS, SAS), por lo que tiene
que acudir a pequenas subrutinas que estin disponibles o a confeccionarse
sus propios programas.

Independientemente del tipo de clasificacion que se pretenda, los proce-
dimientos del AnAlisis Cluster pueden clasificarse en 4 grandes categorias:

1. Métodos de Optimizacién, que utilizan un criterio de clasificacién
que es optimizado sobre todas las posibles clasificaciones que pueden
hacerse. Generalmente llevan aparejado un algoritmo que evalia el
criterio y obtiene la solucién éptima o cuasi-6ptima.

2. Métodos recursivos de construccién de grupos alrededor de
centros, que comienzan con un elemento arbitrario I; del conjunto
(lamado también ntcleo) para ir construyendo un grupo alrededor de
él de forma recursiva. El proceso se para cuando el grupo comienza a
ser heterogeneo y se comienza de nuevo el proceso con otro elemento
de los que se encuentran alejados del primero. Este procedimiento se
repite hasta que todos los objetos son clasificados.

3. Métodos basados en el anilisis de la densidad puntual, en los
que los clusters se relacionan con areas de puntos de alta densidad,
Hamados también modas. Ademaés, bajo condiciones ideales, los clus-
ters son separados por areas de baja densidad, llamados "valles” de la
mezcla de distribuciones.

4. Métodos de unidén/divisién, disefiados principalmente para obtener
los clusters jerarquicos. En ellos, el proceso se realiza secuencial-
mente de forma que en cada paso sblo un objeto o grupo de objetos
cambia de grupo, y los grupos en cada paso se anidan con respecto a
grupos previos. Asi, una vez que un objeto se asigna a un grupo, nunca
deja de pertenecer a &l en todo el proceso del analisis. Pueden utilizarse
procedimientos aglomerativos frente a otros divisivos, segin que el
procedimiento de formacion de los grupos comience con n grupos, uno
por objeto, y termine en un s6lo grupo con todos los objetos, o que el
procedimiento siga el orden inverso.
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Para los procedimientos de la tercera clase, el punto de partida es la
matriz de datos X de los datos originales o la matriz Z de los datos estanda-
rizados. Para los demés, el punto de partida es una matriz de proximidades
o similaridades definida entre todos los pares de objetos.

Puede anadirse una dltima clase de procedimientos denominada ”otroes
métodos”. El anilisis de correspondencia, por ejemplo, proporciona la de-
terminacién de clusters para datos cualitativos (Benzécri [9]). O como se ha
mencionado en el capitulo primero, el Analisis Factorial en modo Q puede
utilizarse también en determinadas situaciones (Overall y Klett [106]). Po-
demos también citar aqui los métodos derivados de la teoria de los conjuntos
difusos (Bezdek [10],{11]; Gitman y Levine [53]; Ruspini {112]) y a los méto-
dos que estan basados en la teoria de la decision.

En la seccién siguiente nos centraremos en las caracteristicas de los pro-
cedimientos de optimizacién, ya que algunos de sus resultados nos seran de
utilidad en el procedimiento que propondremos en la seccién 2.3.

2.2.4 Meétodos de optimizacion de Analisis Cluster

Las técnicas de optimizacién para conseguir clusters estan basadas en mini-
mizar o maximizar algiin criterio numérico relacionado con las posibles par-

ticiones que puedan llevarse a cabo en un conjunto de objetos. La principal

diferencia respecto de las técnicas jerarquicas es que con ellas no necesaria-

mente se forman clasificaciones jerarquicas.

Son muchos los criterios numéricos de clasificacién vy los algoritmos de op-
timizacidon que pueden utilizarse en este tipo de métodos, pero todos tratan
de responder a las dos preguntas béasicas que, una vez que se han elegido las
variables, quiere responder cualquier analista que busca agrupaciones natu-
rales en un conjunto de datos:

1. Si existen tales agrupaciones naturales, ;cuédntos grupos hay? & ;cual
es el mejor nimero de grupos g7

2. jdénde deben hacerse las divisiones? 6 dade un ntmero de grupos fijo
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g, icudl es la mejor subdivisién del conjunto de datos en ese nimero
de grupos?

Criterios de clasificacién

La idea basica en la que se apoyan estos criterios es que asociada con cada
posible particién de los n objetos en g grupos, puede definirse un coeficiente
f(n, g}, que indica la ”calidad” de tal particién. Definiendo tales indices de
forma que el maximo (6 el minimo) lo alcancen cuando la particién refleje
la situacién mas clara de agrupamiento, se puede buscar tal particién y por
tanto los grupos. ‘

Se han sugerido muchos criterios para responder a las preguntas anterio-
res, pero los méas utilizados son los que surgen al considerar las tres matrices
de dispersion que pueden calcularse al realizar cualquier particién de un con-
junto de n datos en g grupos:

1 9. 1
T==3 3 (xq—X)(xy ~ %)

i=1j=1

1
W =

ii(xﬁ - %) (x5 — %) 2.1)

n—g,515=1

g
B =) ni{% — %)X - %)’
=1
donde las matrices p - p {con p el niimero de variables) representan, res-
pectivamente, la dispersion total, dentro de los grupos y entre los grupos,
satisfaciendo la ecuacién
T=W+B (2.2)

Para p = 1, esta ecuacién representa una relacién entre escalares, uti-
lizada en el Analisis de la Varianza. En este caso, un criterio natural de
agrupamiento podria ser elegir la particién correspondiente al valor minimo
de la suma de cuadrados dentro de los grupos o, lo que es equivalente, al
valor maximo de la suma entre grupos.
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Para p > 1, el criterio de clasificacién para la ecuacion anterior no esta
clara y se han sugerido varias alternativas.

1. Minimizacién de la traza de W

Una extensién natural de la minimizacién de la suma de cuadrados
dentro de los grupos es minimizar la suma de las sumas de cuadrados
dentro de los grupos para todas las variables, es decir, minimizar tr(W).

Puede demostrarse que este criterio es equivalente a minimizar la suma
de distancias euclideas cuadradas entre los individuos de cada grupo y
su media, es decir

E = ;dic@) (2.3)

donde d; ;) es la distancia euclidea entre el objeto I; y la media del
grupo donde ha sido asignado.

El primero que lo sugiri6 fue Singleton y Kautz [115], y estd implicito
en los métodos descritos por Forgey [50], Jancey [71], MacQueen [94]
y Ball y Hall [6].

2. Minimizacién del determinante de W

Uno de los tests para contrastar las diferencias entre grupos dentro del
Anaélisis Multivariante de la Varianza, estd basado en la razén de los
determinantes entre las matrices de dispersién dentro de los grupos y
total (Krzanowski [87]). Valores altos del cociente

det(T)

det(W)

indican que los vectores medios de cada grupo son diferentes. Con esta
base, Friedman y Rubin [51] sugieren como criterio de clasificacién
maximizar este cociente. Si se tiene ademé&s en cuenta que para todas
las posibles particiones de n objetos en g grupos, la matriz T permanece
constante, maximizar el cociente anterior es equivalente a minimizar
det(W). El criterio ha sido estudiado con maés detalle por Marriott
[98},[99].
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3. Maximizacién de la traza de BW ™!

Otro criterio sugerido por Friedman y Rubin [51] es la maximizacién de
la traza de la matriz obtenida multiplicando la matriz B y la inversa
de W. Esta funcién es utilizada también en el contexto del Analisis
Multivariante de la Varianza, y es equivalente a la que Rao [108] llama
la generalizacién de la distancia de Mahalanobis [96] para més de dos
grupos.

Tanto tr(BW ™) como det(T)/det(W) pueden expresarse en términos
de los autovalores A; de BW ™!, siendo

V4
tr(BW™1) ="
=1

det(T)
det(W)

e+ )

=1

Otros criterios de optimizacién, no basados en funciones de las matri-
ces de dispersién, se describen en Rubin [110] y Wallace y Boulton [128§],
esencialmente para datos con variables continuas. Spath [119] describe otros
criterios para variables binarias y ordinales.

Optimizacién del criterio de clasificacién

Una vez que el criterio de clasificacién se selecciona, hay que tratar de dar
solucién a las dos cuestiones planteadas en la introduccién sobre el nimero
de grupos y la mejor particion.

Suponiendo que se tuviera por alglin medio el nimero de grupos g que
pueden formarse de forma natural en un conjunto de datos, se plantea un
problema, al optimizar el criterio elegido dado el elevado niimero de posibles
particiones que pueden formarse. Hay que tener en cuenta que este nimero
depende de n y g, y es muy grande incluso para valores pequefios de n y g.
Viene dado por

. _]-_Zg:( f ) (_1)g—iin

gl
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que es del orden de g”/g! cuando n es grande, de forma que evaluar todas
las posibles particiones es prohibitivo en cuanto n sea un poco grande.

En la practica, la imposibilidad de poder examinar todas las posibles
particiones ha traido el desarrollo de algoritmos que, partiendo de una dada,
investigan el valor 6ptimo del criterio reordenando particiones a partir de la
inicial y quedandose con las nuevas sb6lo en el caso de que suponga una mejora
en la optimizacién. A este tipo de algoritmos se les denomina ”hill-climbing”.
No obstante, es necesario afinar bien en las soluciones iniciales, y en general
utilizar varias configuraciones iniciales para asegurar la validez de la solucion
final, ya que el resultado final del método puede depender en algunos casos
de la particién inicial. Para més detalles sobre estos algoritmos puede verse
MacQueen [94], Beale [7] y [8], Thorndike [124], McRae [95], Friedman y
Rubin [51] y Blashfield [12]. Hartigan [63] da algunos resultados empiricos
y analiticos sobre la conexion entre los posibles 6ptimos locales y el 6ptimo
global y Marriott [99] sugiere que una convergencia débil y la obtencién de
agrupamientos diferentes cuando se parte de soluciones iniciales diferentes,
indica que g esta elegido errdneamente y, en particular, que no hay evidencia
de clusters naturales.

Por otra parte, Marriott [99] también proporciona algunos resultados muy
interesantes sobre los cambios que producen en algunos de los criterios de
clasificacién el hecho de que un individuo se anada a un grupo ya formado.
Muestra que, por ejemplo, afadir un individuo, I, al grupo s con media z, y
de tamafio ng, cambia W, a W = W, + d,d}, donde

)

Ng
ng+ 1

(Mg

d, = (I - 7,)(

¥y en consecuencia
tr(W?) = tr(W,) + d.d,

det(W?) = det(W,)(1 + d,Wld,)

Ademaés de las referencias citadas que tratan sobre los algoritmos hill-
climbing”, existen otras que introducen otros algoritmos o formas de abordar
el problema. entre ellas, Jensen y al. [76], da detalles de un algoritmo de
programacién dindmica, Gordon y Henderson [55] dan un algoritmo basado
en la técnica de paso descendente y Koontz y al. [85] utilizan un algoritmo
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que investiga el 6ptimo global a traves de cotas. Por Gltimo, una alternativa
interesante al problema de investigar la particién que minimiza la tr(W)
la proporciona Calinsky y Harabasz [17], que utilizan el arbol de minima
expansién partiendo de la matriz de distancias euclideas entre cada pareja
de objetos.

No terminaremos esta seccién sin apuntar algunas de las propiedades y
los problemas que plantean los criterios expuestos.

Uno de los principales problemas del criterio tr(W) es que depende de las
unidades de medida. Pueden obtenerse diferentes soluciones segin se utilicen
los datos originales o se estandaricen. Este fue quizas el principal motivo para
que se introdujera el criterio det(W), que no depende de la escala en que se
midan las variables.

Otro problema de la tr{W) es que impone una estructura esférica para los
grupos que forma, incluso aunque éstos se presenten en los datos con otras
formas. Sin embargo, nuevamente el criterio det(W') no restringe los grupos
a que sean esféricos, aunque si tiene el problema de suponer que todos los
grupos tienen la misma forma, causando problemas cuando no ocurre esto.

En un intento de solucionar el problema de las formas, Scott y Symons
[114] han sugerido cambiar det(W) por

g
H d@t(W., )ni
=1

aunque aqui es necesaria la restriccién de que cada cluster tenga al menos
p+ 1 elementos para que los determinantes sean todos no nulos. Por su parte,
Maronna y Jacovkis [97) han sugerido minimizar

g 1
> (g — 1)det(W,)?

=1

y Symons [123] sugiere dos nuevos criterios
nlndet(W) — 2 n;lnn,

Z(ni In det(W;) — 2n;Inn;)
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La seleccion del niimero de grupos g

Ademaés de criterios subjetivos que puedan ser ayudados por otras técnicas
de Anilisis Multivariante, se han sugerido una gran variedad de métodos que
pueden ayudar para determinarlo, la mayoria ttiles en situaciones particula-
res.

El més general y razonable, aunque prohibitivo en los cilculos, es calcular
el valor que optimiza el criterio de clasificacion elegido para cada nlimero de
grupos g, representando este valor frente a g. Esta claro que grandes cambios
de nivel en la grafica deben tomarse, generalmente, como sugerencias sobre el
ntmero de grupos. Tiene el defecto de ser un procedimiento subjetivo, pues
por lo general no nos encontraremos con situaciones de una claridad objetiva
en cuanto a estos cambios de nivel.

Beale [8], describe un contraste utilizando la F de Fisher, que puede
utilizarse para analizar si una subdivisién en g9 clusters es significativamente
mejor que una subdivisién en un nimero menor de clusters g;. El estadistico
que utiliza es

Rg, — Ry, Vl_QIQQZ |

F(gl: 92) =
Rgg n - g2 g1

donde R, = (n—g)S2 y S7 es la desviacién media cuadratica desde los centros
de los clusters en la muestra. Esta cantidad se compara con la F de Fisher,
con p(gs — g1) ¥ p(n — g2) grados de libertad, de forma que un resultado
significativo indica que una subdivisién en g, clusters es mejor que en g;. Sin
embargo, la experiencia con este procedimiento revela que sblo es 1til cuando
los clusters estan bien separados y aproximadamente con forma esférica.

Otro criterio sugerido por Calinsky y Harabasz [17] es tomar el valor de
g que corresponde al maximo valor de C, donde

_ tr(B)/tr(W)

g—1" n-g

C

que es capaz de obtener razonablemente bien el nimero de grupos segln
estudiaron Milligan y Cooper [101].
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Por dltimo, Marriott [98] y Krzanowski y Lai [87] utilizan argumentos
heuristicos para determinar el nmero de grupos g. El primero toma el valor
de g para el que g?det(W) es minimo, y los segundos obtienen el valor que
hace maximo Cy, con

C, =|DIFF(g)/DIFF(g +1)|

Siendo 2 ~ 2~
DIFF(g) = (g — 1)?8(g-1) — 97 S()

con S’(g) el valor éptimo de la funcién tr(W) para un valor de g dado.
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2.3 El procedimiento PROCED para clasifi-
car elementos de un conjunto. Ejemplo

Como se ha visto en la seccién anterior, son muchos los procedimientos que
pueden utilizarse para obtener clasificaciones de un conjunto de elementos
en el que se sospeche que existen grupos homogéneos y, si bien es cierto que
unos funcionan mejor que otros dependiendo de la naturaleza de los datos,
no es menos cierto que no existe el método ideal de clasificacién, pues es facil
buscar para cualquiera de ellos un ejemplo que no quede bien clasificado.

Con esta salvedad presente, en esta seccidn queremos proponer un proce-
dimiento de clasificacién basado en el modelo factorial para los elementos de
un conjunto, expuesto al final del capitulo anterior. En concreto, alli se dijo
que la DVS permite utilizar la expresién (1.35)

L
X ~ VAU, = AG/

para formular un modelo en el que encontrar un conjunto de direcciones,
dadas por las columnas de G, entre los individuos que permitan reconstruir
la matriz X y emplear, posteriormente, procedimientos de rotacion clésicos
dentro del Analisis Factorial, que permitan orientar tales direcciones hacia
los centros de los distintos grupos y asi poder determinar los posibles clusters
naturales que hubiera en él.

En general, este procedimiento se puede enmarcar dentro de los proce-
dimientos de optimizacién del Anilisis Cluster, pues si bien en él no se va
a utilizar la descomposicién (2.2) de la matriz de dispersién T vista en la
seccion anterior para optimizar algunos de los criterios dados sobre las ma-
trices W y/6 B de dispersién dentro de los grupos y entre los grupos, sin
embargo el objetivo va a ser minimizar las distancias que existan entre los
elementos de cada grupo determinado por cada factor y el propio factor que
lo determina, de forma que el papel que juega el vector de valores medios
dentro de cada grupo es el que tendria aqui el vector-factor que determina
al grupo. Asi, si la matriz de distancias dentro de los grupos, referidas a los
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vectores-factores que los determinan es, salvo constantes,

W* = 29: g:(xij - gi)(xij — i)

i=1j=1

donde x;; representa el elemento j del grupo i y g; el factor que determina al
grupo 1, el criterio de minimizar la traza de W* seria equivalente a minimizar

* & 2
E" = Z 4; &)
=1

donde d; g;) es la distancia euclidea entre el elemento I; y el factor g que
determina el grupo donde esta I;.

Con el procedimiento que se propone, pretendemos tener una forma de
determinar, al mismo tiempo, tanto el ntmero de grupos (suponiendo que
existan més de uno) como la mejor asignacién de cada elemento a uno de los
grupos, tratando asi de resolver en un sélo procedimiento las dos cuestiones
principales con las que se iniciaba la seccidon (2.2.4). Debemos, no obstante,
imponer una condicibén restrictiva al nimero de grupos: dado que el nlimero
méximo de direcciones que obtendremos no puede exceder de p+1, limita-
remos a esta cantidad también el nimero de grupos. Posteriormente, en el
Capitulo 3, trataremos de abordar el problema sin que exista tal restriccion.

Sokal y Michener [117], Overall y Klett [106] y Miyazaki y Seki [L03] son
las referencias mas cercanas encontradas sobre algo similar, en ciertos aspec-
tos, respecto de lo que proponemos. En las dos primeras, se utiliza el Analisis
Factorial sobre la matriz de correlaciones entre individuos a los que se han
aplicado una serie de tests psicolégicos, buscando que los factores obtenidos
se puedan identificar con patrones o individuos tipo. En la seccién 1.3 se
expusieron algunos de los problemas que podia acarrear el uso del coeficiente
de correlacion entre individuos o de la generalizacién de los resultados que
puedan obtenerse con una muestra a una poblacién en general. Por su parte,
Miyazaki y Seki [103], aunque obtienen en su articulo un procedimiento de
clasificacién mediante el Analisis de Componentes Principales (al que deno-
minan Clusters Principales), s6lo utilizan éstas para ir obteniendo un grupo
por cada Componente Principal del conjunto de datos que sea representativa
en cuanto a la variabilidad que es capaz de explicar. Cada grupo se forma
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tomando aquellos elementos mas alejados a cada Componente, hasta que las
que quedan son poco representativas y los elementos mas alejados a ellas
forman un dltimo grupo. Este procedimiento no asegura que la particién ob-
tenida sea 6ptima para algunos de los criterios objetivos que suelen utilizarse
dentro del Analisis Cluster.

En nuestro caso, aunque proponemos un procedimiento que se basa en
algunas de las técnicas utilizadas en las referencias citadas, sin embargo pen-
samos que las propiedades geométricas de las transformaciones que utilizamos
nos permiten evitar gran parte de los problemas encontrados en ellas.

2.3.1 Preparacion de los datos. Coeficiente de simi-
laridad

Las transformaciones a las que nos referimos comienzan sobre la matriz X
inicial, antes de obtener las direcciones de la descomposicién (1.35).

Si, como hemos venido haciendo hasta ahora, consideramos cada fila de
X como un punto de IR?, lo primero que haremos con tal nube de puntos sera
centrarla respecto a las columnas. Esta operacién va a permitirnos situar a
la nube de puntos en torno al origen de coordenadas de IR?, como se vié en
la Figura 1.7, lo cual serad de especial importancia en lo que sigue.

Una vez centrados los datos en C, pueden adoptarse varias alternativas
sobre el coeficiente de similaridad entre los elementos que se va a emplear o,
lo que es lo mismo, sobre como transformar C en otra matriz W que sirva
como base para entraer las direcciones buscadas con (1.35). Esta claro que
utilizar los valores medios y desviaciones tipicas de las filas de C para definir
coeficientes de correlacidn entre los individuos no es una solucién aceptable
desde el punto de vista estadistico. En su lugar, nos parece que la solucién
que adoptan Imbrie y Purdi [66] al dividir los elementos de cada fila por
su modulo es, desde el punto de vista geométrico aceptable y, al menos, no
rechazable desde el punto de vista estadistico. Existe una tercera solucién
que seria utilizar los vectores fila con las longitudes originales, en cuyo caso
los coeficientes de similaridad dados por los elementos de CC' dependerian
no sélo del angulo que formen los vectores fila, sino también del producto de
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sus longitudes como se vié en la seccién (1.3).

Se tiene aqui, por tanto, la posibilidad de realizar dos descomposiciones
en valores singulares de la matriz resultante, una con los vectores fila de C
sin normalizar y otra normalizandolos, al igual que para el caso de las varia-
bles puede realizarse una doble descomposicién con las variables centradas
-que conlleva la descomposicién de la matriz de varianzas y covarianzas- o
con las variables tipificadas -que conlleva la descomposicién de la matriz de
correlaciones-.

Es conocido que en el caso de las variables (Jackson [69]), no hay una co-
rrespondencia uno a uno entre las direcciones obtenidas mediante la matriz
de correlaciones y las obtenidas a partir de la matriz de covarianzas. En el
dilema de utilizar la matriz de correlaciones en lugar de la de covarianzas,
se apuntan razones sobre si las variables originales estdn medidas en diferen-
tes unidades e, incluso, aunque sean las mismas unidades, el hecho de que
tengan diferentes varianzas da un peso excesivo a algunas de ellas respecto
de las otras. Al trasladar estos razonamientos a las direcciones que preten-
demos encontrar entre los individuos, parece aconsejable que normalizemos
la matriz C por filas, para evitar los mismos problemas de que pesen exce-
sivamente en la descomposicién los individuos con mayor longitud. Es por
ello que adoptaremos la normalizacién como paso previo a la descomposicién,
sin descartar que puede haber casos en los que también pueda ir bien para
nuestros propdsitos la descomposicién sin normalizar.

Ademas, antes de normalizar por filas, realizaremos una transformacion
geométrica después de obtener la matriz C. La idea sobre la que trabajare-
mos es la siguiente: sien los datos existen grupos homogeneos, y utilizamos la
métrica euclidea para determinar la proximidad entre los puntos, una buena
forma de detectarlos seria que pudiéramos ”verlos” desde una perspectiva
apropiada que nos permitiera descubrir tales grupos. Pueden encontrarse
ejemplos de datos en los que, existiendo grupos entre ellos, un analisis facto-
rial en modo Q clasico 6 por el procedimiento expuesto antes, no detectaria
tales grupos. Simplemente el hecho de que exista més de un grupo en alguna
de las direcciones de maxima variabilidad como ocurria en la Figura 1.5, hara
que el factor que determine tal direccién aglutine a todos los grupos que se
encuentran en dicha direccién.
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Lo que ocurre en estos casos es que los coeficientes de similaridad de
objetos que estuvieran en distintos grupos podrian tener valores préximos a
1 al estar en una misma direccién, lo cual facilitaria que los objetos de estos
grupos se asocien al mismo factor, y esto no es deseable si queremos obtener
una clasificacién que refleje correctamente la composicién del conjunto de
elementos.

Tenemos, pues, que evitar estos casos, buscando que los vectores unitarios
que representan a los objetos formen angulos préximos a 02 sélo cuando éstos
pertenezcan al mismo grupo. Esta idea intuitiva puede concretarse realizando
las siguientes operaciones:

Primero, incluimos la nube de puntos C de IR” en un espacio de una

dimensién més, IRP*?, sin mas que afadir una columna de ceros a la matriz
Chp

€11 C12 '+ Cip 0

« | c21 e v cp O
cr=| “ ,

Cal Cn2 ' Cpp O

que pasara a ser de dimensién n - (p + 1). Tendremos con esto que en IRF™,
cada individuo tendra unas coordenadas en las p primeras direcciones dadas
por las filas de Cp p, y en la direccién p+1 tendré coordenada O.

Podemos ahora, en segundo lugar, hacer una traslacién (Figura 2.1) en
IRP™ de cada punto mediante el vector t = (0,...,0, A) del espacio RP™, es
decir, se desplazaran a través de la dimensién p+ 1 una longitud A, de forma
que este desplazamiento permita ”ver” desde el origen los grupos homogeneos
con mayor claridad.

€i1 Cig - Cip A

c ¢ e e A
T=| ‘n c2 %

Cnl Cn2 "' Cnp A

El siguiente paso seria aplicar el modelo Q-factorial a la matriz T, es decir,
se pretende encontrar un grupo de ¢ direcciones que nos permitan expresar
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Figura 2.1: Traslacién en R de cada punto mediante el vector t = (0,...,0,X).

a los n vectores fila en combinacién lineal de ellas, de forma que si exiten
grupos naturales, éstos puedan ser determinados mediante asociaciones altas
con las direcciones encontradas (en sentido positivo o negativo).

Para ello, el método dado en la seccién 1.4 obtiene primero la matriz
diagonal
D = diag(T - T')

cuyos elementos seran las normas euclideas al cuadrado de cada vector de
IRPT! que, desde el origen, representa a cada individuo trasladado en las filas
de T. De esta forma, la matriz

W :D—1/2 T

tendra por filas vectores unitarios de IR”™* cuyas coordenadas dependeran de
A, distancia desde el origen a la que se han desplazado los datos.

En este punto, el modelo en modo Q define los coeficientes de asociacion o
similaridades que permiten expresar de forma numérica la cercania o lejania
entre dos puntos de la nube.

Para ello definimos la matriz

Q=W W
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cuyos elementos

@ik = COS Bjk
son, precisamente, los cosenos de los angulos que forman cada pareja de
vectores fila. Q serd una matriz que dependera de A al ser

p+1
=1 bijtkj

qik —
1 1
E?:l CijCrj + A2
Vb1l + 2y + N2

Sera esta matriz Q la que tomaremos como punto de partida para ex-
traer las direcciones, pero veamos antes cémo obtener la coordenada A del
desplazamiento en la dimensién p + 1.

Obtencién del desplazamiento de la nube de puntos

La traslacién a través de la dimensién p + 1 de los puntos la hemos realizado
con el objetivo de ”ver” o ”tener una perspectiva mejor” desde el origen para
detectar los posibles grupos homogéneos en los datos. Es légico que a la
hora de determinar cuanto debemos desplazarnos, es decir el valor de A, lo
hagamos de forma que tal valor haga maxima la dispersién que presentan los
puntos desde el origen. Anderson [2] define un concepto que vamos a utilizar
para este propdsito.

Consideremos p variables observadas en n unidades. Como se sabe, la
matriz de varianzas y covarianzas es la que describe tanto la variacion de
cada variable como la conjunta de cada pareja de ellas:

811 S12 S
S — 91 S22 ' S9p
Snl Sn2 ' Snp
con
1 n
Sk = — > (@35 — T;) (@ — Tr)
=1
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Si deseamos obtener un parametro que resuma la dispersidén general de
estas variables en el conjunto de estas n unidades, podemos dar la siguiente

Definicién

Se define el término varianza generalizada en las n unidades como el
determinante de S
VG = det(S) =| S|

La varianza generalizada proporciona una forma resumida de dar la in-
formacién que encierran todas las varianzas y covarianzas en un sblo valor.
Es evidente que cuando p = 1, este valor coincide con la varianza de la va-
riable, y que cuando p > 1, en esta definicién debe haber alguna pérdida de
informacién sobre la estructura de varianzas y covarianzas de las variables.
No obstante, presenta algunas propiedades interesantes. Una interpretacion
geométrica de | S | nos ayudaré a introducirlas.

Si llamamos VOL al volimen generado por los vectores formados por
las columnas de la matriz de datos, previamente centrados por sus valores
medios, e; = X1 —Z1,...,€p = Xp — Tp representados en la Figura 1.8, puede
probarse con facilidad que

VOL?
n?
lo cual indica que el volimen depende de la varianza generalizada.

|8 |=

En el caso de datos estandarizados, la varianza generalizada se definira
como
voL?
n?
y el volumen dependera también de ella.

IR [=

Pero la varianza generalizada puede interpretarse también geométrica-
mente en el espacio IR” donde puede representarse la nube de puntos de las
unidades. La representacién mas intuitiva se refiere a la dispersion de és-
tos puntos respecto al punto medio X = [Z;, T2, ..., Tp]. Si consideramos la
distancia estadistica (Mahalanobis [96]) entre dos puntos de IR?, x' e y' como

d*(x,y) =x'S7'y
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puede verse facilmente que la ecuacién

(x-z)8y -7) =<

define un hiperelipsoide centrado en X cuyo volumen esta relacionado con
| S |. Concretamente

Volumen de{x: (x —Z)S7}y - 7) < *} =k, | S| &,

donde k, y ¢ son constantes, con lo que el volimen ser4 directamente pro-
porcional a la varianza generalizada.

Volviendo a nuestro problema, estamos interesados en obtener la mejor
forma de ”ver” los datos desde el origen, proyectados en la hiperesfera de
radio unidad, de forma que los grupos naturales queden al descubierto.

Un procedimiento para obtener la mejor forma de ”ver” los datos puede
ser maximizar el volimen que éstos determinen en JR”™ desde el origen. Tal
volimen vendra dado por un miltiplo de

det(W'W)

¥y, por lo tanto, dependera de A. En concreto, el volimen serd maximo cuando
lo sea la funcidén f(A) = det(W'W). Veremos en el siguiente resultado que
este maximo se alcanza.

Teorema 2.3.1 Dada la matriz X,p, sea la matriz centrada Cypp, sea Trpi1
la obtenida al trasladar los datos por una dimensicn mds, cuya wltima co-
lumna tiene por elementos el pardmetro A, e indicamos por W, 541 la matriz
normalizada por las filas. Entonces la dispersion que presentan los datos en
IRP*? desde el origen, es directamente proporcional al det(W'W). Ademds,
la funcidn f(A) = det(W'W) alcanza un mazimo finito en [0, 00].

DEMOSTRACION

Con los datos centrados por columnas, considerados como puntos de IR”,
la varianza generalizada ser la obtenida por el determinante de la matriz de
covarianzas S = (1/n)C’'C.
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Cuando estos datos se incluyen en un espacio de dimensién p + 1, se
desplazan y se normalizan por filas, el volimen del hipercono determinado
por det(W'W) serd 0 cuando A = 0.

Cuando A tiende a o0, tal volimen serd una funcién que dependera de

f) = 3 (F Ry b

Jieedp41

con ji...jp+1 cualquier permutacién del orden natural, y siendo los términos
hjk los elementos de H = W'W de la forma

CijCik
hik = Do & Hk=1,...,p

i=1 “ t
N Cigh
hipry) = Z”t E i=1...,p
:L A2
et = 2T
=1 t

con t; las filas de la matriz T. Estos términos tienden todos a 0 cuando A
tiende a oo, excepto el A(yi1)p+1) que tiende a 1.

Tenemos por tanto que la funcién f(A) = det(W’W) toma el valor f(0) =
0, y para un cierto valor k& en adelante puede hacerse tan pequefia como se
quiera, con lo cual f estard acotada en un entorno de co.

Con esto, la funcién f(\), que es continua en IR™ por ser sumas y pro-
ductos de funciones continuas, estd acotada en un compacto con lo que se
sigue por continuidad que debe alcanzar su maximo absoluto en el intervalo
[0, k], es decir que tendremos un valor de A para el que ”veremos” la nube de
puntos desde el origen con mayor dispersién. ®

2.3.2 Obtencién de los factores

Demostrada la existencia de un valor Ay que hace maxima la dispersion, el

0 )
procedimiento extrae los factores siguiendo los pasos de la técnica propuesta
en la seccién 1.4.
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Aplicando tales resultados a la matriz W, factorizaremos la matriz de
coeficientes Q = WW/', cuyos autovectores nos proporcionaran un conjunto
de vectores independientes con los que podremos extraer los factores.

De forma aniloga a (1.35), queremos expresar W, aproximadamente,
como el producto de una matriz de pesos factoriales y otra de puntuacio-
nes de los factores, de la forma

W =~ AG'

donde A es una matriz n-q y G una matriz (p+1)-gq, siendo ¢ < r = rg(W).

El desarrollo para el vector I, de IR”'*, cuyas coordenadas son las de la fila
¢ de W, seré
I, = (ail, @i, ... saiq) ' (gl,gm coo ;gq),
R a;gr t et Tt a8y
con g1,89, ...,Eq las columnas de G.

1

La solucién méas utilizada es la que se obtiene con G = U,y A = VA7,
siendo las columnas de U, los autovectores de W'W, y por tanto las direc-
ciones en IJRP™ que resumen a los individuos, las columnas de V, los auto-

1
vectores de WW' y AZ los autovalores. Por su parte, A puede escribirse
también como s

A=VAI=W .U,

que facilita su obtencidn sin tener que determinar WW’

El ndmero de factores

El primer objetivo del analisis es determinar ¢, el nimero de factores inde-
pendientes que generen los datos. Un valor maximo para g es el rango de las
matrices W, WW' § W'W | que en la mayoria de los casos serd p + 1. Este
rango es el que determinarg el nlimero de autovalores y autovectores en la
descomposicién espectral.

Sin embargo, en la mayoria de los casos es posible llegar a una aproxi-
macién buena de W con pocos términos de la descomposicion espectral. En
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estos casos, g estara determinado por el rango aproximado de W, y serd el
namero de autovectores que utilicemos en la descomposicién de W.

Si se tuviera conocimiento por algn procedimiento previo del ndmero g
de grupos que existen entre los datos, y éste valor de g fuera menor que p+1,
la decisién sobre el nimero de factores a elegir seria obviamente el valor de
g. Pero en el Analisis Cluster, la determinacién del nimero de clusters es
un problema que en la mayoria de los casos viene asociado al de determinar
los clusters, como se vid en la secciébn anterior. Es por ello que, en general,
el valor de g serd desconocido, y tendremos que incluir en el procedimiento
alguna forma de determinarlo. Vamos a asociar su extraccién con el problema
de determinar el nimero ¢ de factores de la descomposicién que es capaz de
explicar, salvo un error pequeiio, la variabilidad existente en los datos.

Una forma de detectar tal valor de ¢ es utilizar el hecho de que la suma
de los autovalores de Q 6 H debe ser igual a su traza, es decir, n.

Como se vié en la seccién 1.4, un autovalor representa la suma de las
proyecciones cuadradas de los vectores objetos en el autovector asociado. Por
lo tanto, la razén de un autovalor respecto de la traza de H, es una medida
apropiada de la informacién contenida en el factor asociado. Si esta razén
indica que un factor contribuye con una cantidad pequeiia de informacién
a la solucidén, puede decirse que este factor es insignificante. El ntGmero de
autovalores ttiles servira, entonces, como una primera aproximacioén a g.

Rotacion de los factores

Nuestra intencién, como se ha dicho anteriormente, es utilizar los medios
necesarios para que los diferentes grupos que pudieran existir en un conjunto
de datos, salgan a la luz con la ayuda de los factores que se obtienen en este
tipo de andlisis. Ya hemos mencionado la limitacién que existe en cuanto
a su ntmero y la posibilidad de despreciar aquellos que aporten muy poca
informaci6én al conjunto de datos. En nuestro caso, esta informacién debe
ser poco relevante al utilizarla para descubrir grupos entre ellos.

La solucién obtenida hasta ahora permite que los objetos originales pue-
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dan representarse respecto de los factores obtenidos, los cuales seran ortogo-
nales entre si al proceder del sistema de autovectores de la matriz H. Pero
esta representacién no es dnica. Como ya se ha mencionado en el capitulo
primero, al descomponer una matriz en factores, existen infinidad de trans-
formaciones ortogonales T que permitan expresar W como producto

W — A*(F*)l

siendo A* = AT y F* = FT. Pero ademas, suprimiendo la hipdtesis de orto-
gonalidad entre los factores, pueden obtenerse, a veces, soluciones factoriales
que simplifiquen la matriz de pesos factoriales en cuanto a que cada factor
pese mas en un objeto determinado que en el resto.

En nuestro caso, una vez obtenida la solucién dada por los primeros
autovectores de H, es necesario buscar nuevas soluciones que definan los
grupos con mas claridad. En principio, los puntos que representan a los
objetos estaran situados en direcciones que recogen la méaxima variabilidad
en orden decreciente del conjunto de datos, pero éstas no tienen porqué
pasar por los centros de gravedad de los posibles grupos que existan entre los
datos. Nuestro proximo objetivo al rotar los factores va a ser precisamente
buscar nuevos factores, ortogonales o no, que pasen por estos centros de
gravedad. Es en este punto donde el procedimiento que proponemos cobra
su verdadera dimensién como procedimiento de optimizacién. Como se vera
a continuacién, las rotaciones que pueden efectuarse con los factores son
transformaciones que permiten encontrar factores derivados mas préximos
a los grupos de elementos que existan en el conjunto de datos. La amplia
variedad de criterios que los analistas factoriales han propuesto para obtener
estas rotaciones, no responden mas que al deseo de simplificar las matrices de
pesos y estructura en orden a obtener valores extremos en ellas que clarifiquen
las asociaciones existentes entre los factores y los elementos. Ya que tanto
unos como otros se han normalizado, las distancias entre ellos dependen
Gnicamente del coseno del angulo que forman, segiin

r Y4 Y4 Y4
2
d(lig) = Dabk+ ) 0 —2 | D wh | D aw
k=1 k=1 k=1 k=1

1+1—2‘C059ij
2 (1 —cosby)
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De esta forma, minimizar expresiones del tipo

E = Zd e OF

con g(1) el factor que méas pesa en el objeto 1, es equivalente a maximizar los
cosenos de los Angulos entre los factores y los individuos, es decir, maximizar
los elementos extradiagonales de la matriz de estructura factorial, que es uno
de los objetivos de las rotaciones factoriales.

El hecho de que los nuevos factores que buscamos tengan que pasar lo
mas cerca posible de los centros de gravedad exige que no tengan que ser, en
general, necesariamente ortogonales. Es por ello que nosotros utilizaremos
en nuestro procedimiento rotaciones oblicuas que sean capaces de obtener lo
esperado.

De los procedimientos apuntados en al seccién 1.2, utilizaremos aqui el
criterio propuesto por Jennrich y Sampson [77].

En él, se encuentra la matriz transformacién T y el patrén oblicuo B =
A(T)™!, sujeta a la condicién diag(T'T) = I, minimizando

an nb_nb

F(B) = F(A(T’ 2; (Z h’zﬁ - —Z ) (2.4)

con 5 = 0.

El método actla mediante secuencias de rotaciones simples, en las que
se van tomando parejas de factores, por ejemplo g1 y go, ¥ calculando la
rotacion simple

g1 = 1181 + tago (2.5)

con t% + 2t1tacig + t% =1y la correlacic’)n~entre g1y g2, de tal forma que
la nueva matriz de pesos B haga minimo F(B).

Las ecuaciones

-~ 1 ~ —t -~
bl = —Qy, bg = ‘t—2(21 + aq, y bi = a;, para 2 7+~ 1,2 (26)



y el cambio de coordenadas

1 1

- 2.7
t1 : (2.7)

permiten poner F(B) como un polinomio de cuarto grado, que es en realidad
el que se minimiza eligiendo la raiz de su derivada que cumple ese propdsito.

Desecho el cambio (2.7), se obtiene la nueva matriz de pesos B mediante
(2.6) y la de correlaciones C mediante las ecuaciones (2.8)

Gij = ticij + tacyj, para j#EL ¥y & =cj para §,5#Ll (2.8)

Las rotaciones se van tomando con todas las parejas posibles de factores
hasta que F(B) converge, siendo los valores finales de B y C las matrices
de pesos y de correlaciones de la solucién factorial rotada. Por dltimo, la
expresién (1.17) nos permite obtener la matriz S de estructura factorial.

2.3.3 Ejemplo

Un ejemplo real que vamos a utilizar para comprobar si el procedimiento
funciona nos lo proporcionan los conocidos datos de los tres tipos de Iris que
Fisher [46] utilizaré por primera vez en problemas de discriminacién. Estos
datos (Apéndice A) consisten en las medidas de las longitudes y anchuras de
los sépalos y pétalos de 150 especimenes de plantas de Iris. Fueron utilizadas
50 plantas de cada uno de los tres tipos de Iris Setosa, Versicolor y Virginica,
aunque aqui sélo tomaremos las 10 primeras flores, entre las que hay 3 del
Tipo Setosa (A), 3 del Tipo Versicolor (B) y 4 del Tipo Virginica (C), seglin
la Tabla 2.1.
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IRIS | Long. Anch. Long. Anch. | Tipo
Sepa. Sepa. Peta. Peta. | Iris
1 50 33 14 02 A
2 64 28 56 22 C
3 65 28 46 15 B
4 67 31 56 24 C
5 63 28 51 15 C
6 46 34 14 03 A
7 69 31 51 23 C
8 62 22 45 15 B
9 59 32 48 18 B
10 46 36 10 02 A

Tabla 2.1: Las 10 primeras flores Iris utilizadas por Fisher.

En la obtencién de los resultados que siguen se ha utilizado el procedi-
miento PROCED, que serd comentado en la secci6én siguiente mas detenida-
mente y cuyo listado aparece en el Apéndice B. Primero se ha obtenido el
modelo Q-factorial para estos datos sin desplazarlos en una dimensién més,
y después haciendo el desplazamiento como se ha indicado anteriormente.

Con estos datos, después de centrarlos por columnas y normalizarlos por
filas, se obtiene una matriz de pesos inicial (Tabla 2.2) dada por el modelo

Q-factorial (1.35},

Iris Factor 1 Factor 2 Factor 3
I1 -0.99 -0.08 0.04
12 0.98 0.07 -0.11
13 0.93 -0.25 0.21
i4 0.97 0.19 007
15 0.96 -0.11 -0.13
i6 -0.98 0.00 -0.06
17 0.93 0.16 0.20
18 0.71 -0.66 -0.16
19 0.87 0.39 -0.27
110 -1.00 0.02 0.00
V.E 88.6% 7.5% 2 7%

Tabla 2.2: Matriz de pesos iniciales del modelo Q-factorial para los dates de la Tabla 2.1.
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y si este patrén factorial se rota oblicuamente utilizando el criterio de
Jennrich y Sampson [77] con los dos primeros factores, se obtiene una matriz

de pesos rotada (izquierda) y de estructuras (derecha) dadas por la Tabla
2.3.

Iris | Factor 1 Factor 2 Factor 1  Factor 2
Il -0.96 0.07 {-0.99 0.53
I2 0.95 -0.07 -0.63
13 066 043 -0.75
14 1.02 0.06 -0.43
Is 0.7 -0.28 0.92 -0.66
I6 -0.91 0.16 [-0.98 0.59
I7 0.96 0.02 -0.44
I8 0.16 -0.86 058  [-0.94]
19 1.08 0.30 093 -0.21
110 -0.88 0.19 [-0.08 0.62

Tabla 2.3: Matriz de pesos rotada y de estructura con dos factores para el modelo
Q-factorial con los datos de la Tabla 2.1.

Una simple inspeccidn de la matriz de estructuras de la Tabla 2.3 nos
permite ver que los posibles grupos que pueden determinar los factores son,
por un lado, el formado por las flores del grupo Setosa (I1, I6 y I10) que
tienen una asociacién alta con la direccion negativa del Factor 1, con cosenos
directores préximos a —1. Por otro lado, las flores de los grupos Versicolor y
Virginica (12, I3, 14, 15, I7 y 19) se asocian al mismo factor 1 en su direccién
positiva sin posibilidad clara de distincion entre los dos grupos, mientras que
la flor I8 del grupo Versicolor quedaria asociada a la direccién negativa del
Factor 2.

Si en lugar de tomar los dos primeros factores tomaramos los tres prime-
ros, se tienen las matrices de pesos rotada y de estructuras dadas en la Tabla
2.4, que mantienen la misma asociaciéon anterior.
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Iris | Fac. 1 Fac. 2 Fac. 3 Fac. 1 Fac. 2 Fac 3
Il 094 009 004 [-0.99 068  0.01
I2 092 -013  -0.10 059  -0.06
I3 070 033 028 0.87 074 034
14 104 008 004 046  0.05
I5 0.75  -034  -0.10 0.92 071 003
16 091 013 007 | -0.98 062  -011
I7 103 014 027 043 026
I8 011  -090 0003 058 [-096] 015
I9 102 016  -0.34 0.93 031 -0.38
1o | -08 019  -0.02 [-0.08 065 006

Tabla 2.4: Matriz de pesos rotada y de estructura con tres factores para el modelo

Si ahora utilizamos el desplazamiento descrito en el procedimiento PRO-
CED antes de extraer los factores, las primeras operaciones de centralizacién
y la blisqueda de la distancia de desplazamiento que maximice la dispersién
nos dan una matriz T,

Matriz T obtenida al desplazar una dimensién mas los elementos de la Tabla 2.1

v la matriz que se obtiene al normalizar los vectores fila serd la W.

Q-factorial con los datos de la Tabla 2.1.

-9.1
49
6.9
7.9
3.9

-13.1
9.9
2.9

-0.
\ s

—256.1
16.9
6.9
16.9
11.9
~25.1
11.9
5.9
8.9
-20.1

—11.9
8.1
11

10.1
1.1

—10.9
9.1
1.1
4.1

—11.9

centrados por columnas.
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0.24 -0.11 0.82 0.39 0.32
0.61 -0.20 0.59 0.09 0.68
0.36 0.03 0.76 0.45 0.30
0.27 -0.16 0.82 0.07 0.46
~0.42 0.12 -0.80 -0.35 0.21
0.561 0.03 0.62 0.47 0.35
0.23 -~0.66 0.47 0.08 0.63
0.00 0.14 0.74 0.34 0.85
-0.37 0.16 -0.82 -0.34 0.19 /

-0.30 0.09 -0.83 -0.39 0.22\

Matriz W obtenida al normalizar por filas las matriz T.

Los tres primeros autovalores de la matriz W'W aparecen en la Tabla
2.5.

N2 orden Autovalor Porc. infoom. Porc. inf. acumulada

AL 8.08 80.8 808
A2 1.14 114 922
Az 0.49 49 97.1

Tabla 2.5: Autovalores de W'W y porcentsje de informacién que representan.

Dependiendo del nimero de factores que queramos tomar (segin el por-
centaje de la variabilidad explicada), la matriz de pesos factoriales A vendra
dada por el mismo nimero de columnas de la Tabla 2.6, obtenida mediante
A = WG, donde en G se tienen por columnas los autovectores correspon-
dientes a los autovalores de la Tabla 2.5.

Iris | Factor1  Factor 2 Factor 3
I1 -0.87 047 0.06
12 0.99 0.03 0.08
I3 0.88 0.39 -G.10
14 0.98 -0.02 0.18
15 0.94 0.25 -0.02
16 -0 .88 0.45 0.14
I7 0.94 0.02 0.16
I8 0.72 0.50 -0.44
19 0.85 0.25 0.41

110 -0.89 0.42 0.16

V.E. 80 8% 11.4% 4.9%

Tabla 2.6: Matriz de pesos inicial en el modelo Q-factorial para los datos de la Tabla 2.1
iransformados en W.
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Podemos ahora tomar también dos o tres factores en el modelo inicial,
dependiendo del porcentaje de variabilidad que queramos explicar. Esto
puede ser relevante si se tiene en cuenta que a la hora de rotarlos no es lo
mismo minimizar el criterio (2.4) con 2 factores que con 3. La informacién
que se pierde al tomar menos factores puede hacer que oblige a los elementos
a formar menos grupos de los que en realidad existen, y por otra parte,
si se toman demasiados factores, el procedimiento de rotacién puede hacer
aparecer mas grupos de los que hay. En la seccién siguiente se trataré este
tema con méas profundidad mediante un estudio de simulacién.

Los resultados para la nueva matriz de pesos rotada oblicuamente cuando
se toman tres factores son los de la Tabla 2.7.

Iris { Factor 1 Iactor 2 Factor 3
Il -0.06 0.94 -0.07
12 0.56 -0.35 -0.19
13 0.42 -0.01 -0.61
14 0.67 -0.38 -0.04
15 0.48 -0.15 -0.45
16 0.02 0.95 0.01
17 0.64 -0.32 -0.09
B -0.08 0.01 -0.99
19 1.07 0.09 0.01

110 0.03 0.93 0.06

Tabla 2.7: Matriz de pesos rotada con tres factores en el modelo Q-faciorial para los
datos de la Tabla 2.1 transformados en W.

La obtencién de los factores oblicuos anteriores nos va a permitir llegar a
las conclusiones que nos proponiamos respecto de los posibles grupos existen-
tes entre los datos. Tanto la Tabla 2.7 anterior como, en especial, la que se
obtendria con la matriz de estructura factorial (Tabla 2.8), pueden servirnos
para llegar a una clasificacién de acuerdo a las asociaciones que la matriz de
estructuras establece entre los factores y los Iris, evidenciando las diferencias
respecto del modelo extraido sin realizar el desplazamiento.
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Iris | Factor 1 Factor 2  Pactor 3
IRIS1 -0.62 | 0.95 l 0.37

IRIS? -0.80 -0.69
IRIS3 080 -0.54

TRIS4 0.93 -0.82 -0.61
IRISE 0.85 -0.66 -0.81
IRIS6 -0.59 ‘ 0.94‘ 0.41

IRIS? -0.77 0.62
IRIS8 0.61 -0.36
IRISO 059 060

IRIS10 -0.60 l 0.94[ 0.44

Tabla 2.8: Matriz de estructuras después de rotar con tres factores en el modelo
Q-factorial para los datos de la Tabla 2.1 transformados en W,

En la Tabla 2.8 vemos cdémo los Iris que tienen coeficiente de asociacién
méaximo con el primer factor oblicuo son el 2, 4, 5, 7y 9, los que mejor se
asocian con el segundo son el 1, 6 y 10, y con el tercero el 3 y 8. Puede
establecerse asi una clasificacién originada por los factores, que como puede
comprobarse agrupa a los Iris del grupo Virginica y uno Versicolor en el pri-
mer factor, a los del grupo Setosa en el segundo, y a dos del grupo Versicolor
en el tercero. Combinando la tabla de datos originales con esta clasificacién
se obtiene la Tabla 2.9,

Iris Grupe Factor
1 A 2
12 < 1
3 B 3
I4 o] 1
Is c 1
6 A 2
I7 C 1
I3 B 3
19 B 1

110 A 2

Tabla 2.9: Correspondencia entre clasificacién original y clasificacién obtenida con
PROCED para los datos de la Tabla 2.1.

la cual pone en evidencia que, a excepcidn del Iris 92, los demés han sido
bien clasificados.
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Si hubiéramos tomado los dos primeros factores, los resultados cambian
algo. En efecto, la matriz de pesos rotada seria la de la Tabla 2.10,

Iris { Factor 1  Factor 2
I1 0.02 0.04
12 0.64 -0.43
i3 0.98 0.00
14 0.65 -0.80
I5 0.86 -0.17
16 0.00 0.92
17 0.59 -0.43
18 1.01 0.20
9 0.80 0.13

110 -0.05 0.89

Tabla 2.10: Matriz de pesos rotada con dos factores en el modelo Q-factorial para los
datos de la Tabla 2.1 transformados en W.

y la de estructuras la de la Tabla 2.11,

Iris | Factor 1  Factor 2
IRIS1 051 093]
IRIS2 0.88 -0.80
IRIS3 0.98 -0.55
IRIS4 0.84 -082
IRIS5 0.96 -0.66
IRIS6 083 [092]
IRIS7 0.84 0.77
IRISS 0.50 -0.38
IRISO 0.87 -0.59

IRIS10 056  [092]

Tabla 2.11; Matriz de estructuras después de rotar con dos factores en el modelo

Q-factorial para los datos de la Tabla 2.1 transformados en W.

poniendo de manifiesto que ahora el Factor 1 aglutina al conjunto de los Iris
Virginica y Versicolor, mientras que el Factor 2 agruparia a los Iris Setosa.

Por altimo, no terminaremos la seccién sin comentar que el procedimiento
de clasificacién que estamos proponiendo depende no sélo del nimero de
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factores que se elijan en el modelo Q-factorial, sino también de la dimensién
de los datos, nimero de grupos, nimero de elementos en cada grupo y, en
general, todos aquellos factores que puedan influir a la hora de detectar las
separaciones entre los grupos, cuando se realiza el desplazamiento de los
elementos en una dimensiéon maés.

Concretamente, cuando se ha utilizado PROCED con las 150 flores Iris
(Apéndice A), los resultados obtenidos son algo peores que los anteriores,
ya que se han conseguido clasificar bien a 124 de ellas (82.66 %), cuando se
tomaron 2 factores, y a 111 (74 %) cuando se tomaron 3 factores.
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2.4 Estudio de simulacién utilizando PRO-
CED. Comparacion con otros métodos
de optimizacion del Analisis Cluster

Para evaluar el funcionamiento del procedimiento que se propone, se ha re-
alizado una simulacién generando una muestra de 100 conjuntos de datos,
cada uno de ellos con 50 elementos entre los que existen grupos definidos.

Como el niimero de factores a tener en cuenta para la formacién de esta
muestra es muy elevado, se han acotado las posibilidades intentando no quitar
generalidad y aleatoriedad a la muestra elegida.

En el Apéndice B se adjuntan una serie de Programas realizados con el
Lenguaje FORTRAN 77 y la ayuda de algunas subrutinas de IMSL. Entre
ellos, puede verse cémo el algoritmo GENALTO utiliza la generacién de
nameros aleatorios entre 0 y 1 para obtener:

1. Un nGmero entre 1 y 5 que determine la dimensién del espacio inicial
de los datos : ndim.

2. Un nGmero entre 2 y 6 que determine el nimero de grupos definido en
cada conjunto : ngrup.

3. Para cada grupo, se determina un punto aleatorio que seréd considerado
como centro del grupo. Para ello se elige:

(a) Un ntmero aleatorio entre 0 y 50, que serad el radio de la es-
fera con centro el origen donde esté situado el punto : 7(z), i =
1,...,ngrup.

(b) Cada coordenada del punto ¢(i) = (x1(i), ..., Znaim(i) se calcula
de forma aleatoria con la condicién de que

:L‘l('i)Q + 4 f‘ffmllz"rn,(i)2 = 7'(2‘)2

(c) Ademais, se exige que la distancia minima entre dos centros cua-
lesquiera dentro de un conjunto sea al menos de 3.
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(d)

A continuacidn, en cada grupo (i) y coordenada (j), se determina
aleatoriamente un coeficiente de dispersién disp(i,j) entre 1y 3
que determina en cada grupo la distancia maxima a la que estaran
las coordenadas de los elementos de las del centro. Esta dispersion
se determina coordenada a coordenada independientemente, de
forma que los elementos de cada grupo ¢ pueden encontrarse distri-
buidos uniformemente dentro del hiperparalelepipedo cuyo centro
sea c(i) y cuyos lados midan 2 - disp(¢, ) para j =1, -, ndim.

Por Gltimo, se elije un nimero de elementos (kelem(:)) para cada
grupo con la restriccién de que el conjunto en total tenga 50,
y se van obteniendo las coordenadas de los elementos de cada
grupo sumando o restando a las coordenadas del centro un niimero
aleatorio entre 1 y 3 determinado por el coeficiente disp(%, 7).

Un Diagrama del Algoritmo GENALTO se presenta a continuacién:

Diagrama de flujo del algoritmo GENALTO

DIMENS. Se dimensionan el vector de distancias de centros al origenr:

r(10), la matriz de centros por cada grupo y dimensién: ¢(10,10), la
matriz de dispersién por grupo y dimensién: disp(10, 10), el vector del
nmero de elementos por grupo: kelem(10) y el vector de coordenadas
de los elementos: z(10).

DECLAR. Subrutinas externas de IMSL para generar aleatorios: rnset,

rnunf.

INICIO Valores aleatorios rnset(0).

SALIDA Muestra de 100 conjuntos con 50 elementos cada uno y grupos

entre los elementos. Se escribe en un fichero para su analisis posterior,
teniendo la precaucién de reflejar al comienzo de cada conjunto: un
nimero de acuerdo al lugar que ocupa, la dimensién de los datos y el
nlimero de grupos, asi como afnadir al final de cada elemento el grupo
al que pertenece.

PARA ! recorriendo de 1 a 100:
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Paso 1 Se obtiene la dimensién de los datos del conjunto: ndim,
Paso 2 Se obtiene el nlimero de grupos del conjunto: ngrup,
Paso 3 Se escriben I, ndim, ngrup en SALIDA,
Paso 4 Se pone cond a 1,
Paso 5 MIENTRAS (cond = 1), HACER Pasos 5.1 a 5.4:
Paso 5.1 Se obtienen las distancias de cada centro de grupo al
origen: 7(i),
Paso 5.2 Se obtiene los centros de cada grupo: c(i,j), y se pone
cond a 0,
Paso 5.3 Se calculan las distancias entre todos los centros,
Paso 5.4 SI alguna distancia es menor que 3, ENTONCES se
pone cond = 1.
Paso 6 Se obtiene la dispersién en cada grupo y dimensién: disp(i, 5),
Paso 7 Se obtiene el nimero de elementos en cada grupo: kelem (i),

Paso 8 Se generan las coordenadas de los elementos en cada grupo y
dimensién con c(i,5) y disp(s, ), y se escriben en SALIDA.

FIN

El programa esta preparado para obtener al mismo tiempo los 100 con-
juntos en un fichero de salida, que ha servido de fichero de datos para el
Algoritmo PROCED dado también en el Apéndice B.

Como puede apreciarse, PROCED va tomando cada uno de los 100 con-
juntos generados por GENALTO y le aplica el procedimiento expuesto a lo
largo de la seccién 2.3.

Para aplicar este procedimiento, el programa PROCED consta de un
programa principal y varias subrutinas y funciones definidas, utilizadas a lo
largo de él, que enumeramos a continuacién:

1. La Subrutina ROT, que obtiene la matriz de pesos factoriales rotada
por el criterio cuartimin directo de Jennrich y Sampson [77]. Esta
Subrutina tiene asociadas las funciones CRIT y POL4, que se utilizan
como funciones definidas dentro de ella.
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2. La Funcién DET, donde se calcula el determinante de la matriz cua-
drada W'W y con la ayuda de la subrutina UVMIF de IMSL se obtiene
el desplazamiento que maximiza la dispersion.

3. La Subrutina TRAT, donde se parte de la matriz de datos inicial cen-
trada por columnas, desplazada en una dimensién mas y normalizada
por filas y se obtiene el patrén factorial inicial.

Diagrama de flujo del algoritmmo PROCED

DIMENS. Se dimensionan generosamente la matriz total de elementos:
(10000, 10), la matriz temporal con los elementos de cada conjunto:
a(100, 10}, la matriz de estructuras factoriales: s(100, 10), el vector de
normas de los elementos: znor(100).

DECLAR. Se declaran variables enteras para ir eligiendo el conjunto de
elementos temporal: comi, conj, ncolum, nfilas, ngrup.

DIMENS. Se dimensionan vector de agrupacién inicial: grupin(100), agru-
pacién final: n(100) y matriz para contar el nimero de elementos bien
clasificados: matbu(20, —20 : 20).

DECLAR. Se declaran variables enteras para contar el nimero de elemen-
tos bien clasificados en cada conjunto: buenos y el total: buentotal.

COMUN Se dimensionan y declaran comunes en todo el algoritmo la matriz
de elementos centrados por columnas: ¢(100, 10), la matriz de elemen-
tos centrada por columnas, desplazada una dimensién més y norma-
lizada por filas: w(100,10), la matriz producto W’W : wpw(10, 10),
el nimero de filas: nfilas, el nimero inicial de columnas: ncolum, el
nimero de autovalores de W’W que se eligen: kautv, la distancia que
se desplazan los datos en una dimensién mas: d y la cota inferior para
elegir los autovalores de W’W : cotaut.

COMUN Se dimensionan y declaran comunes con la subrutina ROT la
matriz de pesos: 5(100, 10}, la matriz de correlaciones entre los facto-
res: cor(10,10), la matriz de autovectores de W’W : avec(10, 10) y el
nimero de columnas después de desplazar los elementos: nncolum.
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DECLAR. Se declaran subrutinas y funciones externas definidas para efec-
tuar rotaciones: TRAT, para calcular det(W’W ): DET, para el criterio
a minimizar en las rotaciones: CRIT, para el polinomio a minimizar
segln el criterio de rotacién: POL4 y las de IMSL para minimizar una
funcién: UVMIF, para calcular los autovalores de una matriz cuadrada:

EVLSF y para calcular los autovalores y autovectores de una matriz
cuadrada: EVCSF

ENTRADA Se introduce la matriz total de datos con los 100 conjuntos
generados por GENALTO y la cota minima para elegir los autovalores.

SALIDA Se obtienen los resultados que se describen a continuacién para
cada conjunto de datos.

INICIO Se inicia el contador de elementos totales bien clasificados a 0.
PARA ! recorriendo de 1 a 100:

Paso 1 Se obtiene la matriz y pardmetros temporales: [, ncolum,
ngrup, a3, j) y grupin(3),
Paso 2 Se centran los datos de a(%, j) por columnas,

Paso 3 Se obtiene la distancia d con ayuda de DET y UVMIF,

Paso 4 Se calcula W’W una vez desplazados los datos y el valor de
det(W'W),

Paso 5 Se llama a la subrutina TRAT que nos dard el nGmero de
factores, los factores, la matriz de pesos inicial y la de correlaciones
entre factores inicial,

Paso 6 SI (kautv > 1), HACER Pasos 6.1 y 6.2:

Paso 6.1 Se normaliza por filas la matriz de pesos inicial,

Paso 6.2 Con la ayuda de CRIT y ROT, se realizan rotaciones
con los factores iniciales hasta que el valor del criterio a mi-
nimizar converge,

Paso 7 Se obtiene la matriz de pesos rotada,
Paso 8 Se obtiene la matriz de correlaciones entre los factores rotados,

Paso 9 Se obtiene la matriz de estructura factorial,
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Paso 10 Utilizando la matriz de estructura factorial, se obtiene el vec-
tor in(i) de agrupacién final para cada elemento, asociandole a
cada uno la direccién del factor con el que tiene mayor valor ab-
soluto en la matriz de estructuras,

Paso 11 Se escriben en SALIDA los datos, la agrupacién inicial y la
direccién del factor asignada,

Paso 12 Se obtiene la matriz matbu(i,j) que cuenta el nimero de
elementos en cada nimero de grupo inicial y direccién,

Paso 13 Se cuenta el niimero de elementos correctamente clasificados
en el conjunto, asignando a cada grupo la direccién donde encuen-
tra mas elementos, escribiendo en SALIDA el valor de buenos.

TERMINA Finaliza el bucle de todos los conjuntos

CUENTA Cuenta y escribe elementos totales bien clasificados, realizando
los Pasos A al E:

Paso A Con los elementos de la matriz matby, donde sus elementos
representan por filas el namero de datos de cada grupo inicial que
hay en cada uno de los grupos finales, se toma en primer lugar el
maximo de sus elementos y se introduce en buenos.

Paso B Se ponen a 0 la fila y columna del elemento elegido, y con la
matriz que queda se vuelve a tomar el maximo de sus elementos,
incrementando buernos con este valor.

Paso C El Paso B se repite hasta que todos los elementos de matbu
sean 0.

Paso D El nimero de elementos bien clasificados del conjunto de ele-
mentos temporal sera el valor de buenos, y se escribe.

Paso E El ntmero de elementos bien clasificados para los 100 con-
juntos buentotal, se va incrementando con los valores de buenos,
escribiéndolo al final.

FIN

Diagrama de flujo de la Funcion CRIT
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INICIO Se define la funcién CRIT(n filas,kautv)

COMUN Se dimensionan y declaran en com@n con la subrutina ROT la
matriz de pesos: b(100, 10), la matriz de correlaciones entre los factores:
cor(10,10), la matriz de factores inicial: avec(l0,10) y el ntmero de
columnas después de desplazar: nncolum.

CALCULO Se obtiene el valor del criterio a minimizar en las rotaciones.

RETURN
Diagrama de flujo de la Funcién POL4

INICIO Se define la funcién POL4(x).

COMUN Se declaran en comin con la subrutina ROT los coeficientes del
polinomio.

CALCULO Se obtiene el valor del polinomio.

RETURN
Diagrama de flujo de la Subrutina ROT

INICIO Se define la subrutina ROT(n filas, kautv).
DECLAR. Se declara la funcién POL4 y la subrutina de IMSL UVMIF.

COMUN Se dimensionan y declaran en comtn con la Funcién CRIT la
matriz de pesos: (100, 10), la matriz de correlaciones entre los factores:
cor(10, 10}, la matriz de factores inicial: avec(10,10) y el ntmero de
columnas después de desplazar: nncolum.

COMUN Se declaran en comin con la Funcién POL4 los coeficientes del
polinomio.

PARA Eligiendo todas las parejas de factores posibles:
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Paso 1 Se obtienen los coeficientes del polinomio de 4° grado,

Paso 2 Con ayuda de POL4, se obtiene el valor que minimiza el poli-
nomio: zgam,

Paso 3 Se obtiene la nueva matriz de pesos con los dos factores rota-
dos,

Paso 4 Se obtienen los nuevos factores rotados,

Paso 5 Se obtiene la nueva matriz de correlaciones entre factores.
TERMINA Finalizan los bucles que eligen cada pareja de factores.
RETURN

Diagrama de flujo de la Funcién DET

INICIO Se define la funcién DET(4).

DIMENS. Se dimensionan el vector de autovalores temporales: aval(10) y
avalord(10).

COMUN Se dimensionan y declaran en comtin con el Programa Princi-
pal la matriz centrada: c¢(100,10), la matriz centrada, desplazada y
normalizada: w(100, 10), la matriz producto W'W : wpw(10, 10) y los
pardmetros nfilas y ncolum.

Paso 1 Se inicializa nncolum a ncolum + 1.

Paso 2 Se afade la columna constante a c(z,j) y se calculan las normas de
cada fila.

Paso 3 SI (norma > 0) ENTONCES se obtiene matriz w(%, ) normalizando
por filas la c(7, ) desplazada.

Paso 4 Se obtiene la matriz producto W’W .

Paso 5 Mediante la subrutina de IMSL EVLSF se calculan los autovalores
de W'W y, posteriormente, det(W'W) en DET.

RETURN
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Diagrama de flujo de la Subrutina TRAT

INICIO Se define la subrutina TRAT().

DIMENS. Sedimensionan los vectores de autovalores temporales: aval(10), oval(10)
y la matriz de autovectores: ovec(10, 10).

COMUN Se dimensionan y declaran en comin con el Programa Princi-
pal la matriz centrada: ¢(100,10), la matriz centrada, desplazada y
normalizada: w(100,10), la matriz producto W’W : wpw(10, 10) y los
parametros nfilas y ncolum, kautv, d y cotaut.

COMUN Se dimensionan y declaran en comin con la Subrutina ROT la
matriz de pesos: 5(100, 10), la matriz de correlaciones entre los factores:
cor(10, 10), la matriz de factores inicial: avec(10,10) y el nimero de
columnas después de desplazar: nncolum.

DECLAR. Se declaran las funciones DET, CRIT, POL4 y las subrutinas
de IMSL UVMIF, EVLSF Y EVCSF.

Paso 1 Se inicializa nncolum a ncolum + 1.
Paso 2 Se obtiene la matriz producto WW .

Paso 3 Mediante la subrutina de IMSL EVCSF se calculan los autovalores
autovectores de W'W .

Paso 4 Mediante el contador kautv, se eligen los autovalores que superan la
cota minima cotaut - n filas.

Paso 5 Con los autovalores en orden creciente, se obtiene los autovectores
correspondiente, y con ello, los factores.

Paso 6 Se obtiene la matriz de pesos inicial.

Paso 7 Se obtiene la matriz de correlaciones entre factores inicial.

RETURN
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Cuando se ha utilizado en PROCED el fichero de datos obtenido con
GENALTO con los 100 conjuntos de elementos, hemos realizado los calculos
para distintas cotas impuestas a los autovalores de W'W que, como se sabe,
limitard en mayor o menor medida el nimero de factores a extraer en el
modelo Q-factorial. Asi, la Tabla 2.12 nos proporciona el porcentaje de
elementos bien clasificados obtenido segln el tanto por ciento de variabilidad
minimo que se ha exigido a cada factor para ser elegido en el modelo Q-
factorial

% EXIGIDO 1 5 10 15 20 25 30
% BIEN CLASIF. | 83.47 8524 8586 85.12 84.36 82.88 82.88

Tabla 2.12: Porcentaje de elementos bien clasificades de 1a muestra generada con
GENALTO, segiin el porcentaje minimo de variabilidad exigido a cada factor elegido en
el modelo.

Como puede verse, el porcentaje mayor de elementos bien clasificados se
obtiene cuando se toman los factores de forma que sean capaces de explicar
al menos el 10% de la variabilidad, representada por los autovalores de la
matriz H. Este resultado es el esperado ya que, por un lado, st se toma un
valor mas bajo el nimero de factores elegidos aumenta y ello hace que, al
rotarlos, aparezcan maéas direcciones de las que deberia haber y, por tanto,
mas dispersién. Por otro, si se toma un valor mas alto, pueden despreciarse
direcciones antes de la rotacién que sean significativas a la hora de formar
grupos.

Por otra parte, este procedimiento puede también utilizarse para determi-
nar el nimero de grupos en un conjunto, si éste es desconocido. Si analizamos
las direcciones (positivas o negativas) significativas que han intervenido en
cada uno de los 100 conjuntos para determinar las clasificaciones, podemos
enfrentar en la Tabla 2.13 los parametros nimero de grupos inicial con el
nlimero de direcciones significativas:
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N2 de grupos inicial
Nedir.| 23| 41(5|6

2 2112514 |5
3 1511212 2
4 54
5 1

Tabla 2.13: Niimero de grupos inicial frente a nimero de direcciones significativas
obtenidas en los 100 conjuntos generados por GENALTO.

Como puede verse, el procedimiento determina, en general, menos grupos
de los que hay originalmente. La diagonal principal de la matriz formada
con las 4 primeras columnas tiene por traza el nimero de conjuntos en los
que el nimero de grupos inicial y el de direcciones obtenidas coinciden. En
el 46% de los casos se ha obtenido el mismo nGmero. Por otra parte, los
elementos de la diagonal secundaria por encima de la principal representan
aquellos conjuntos en los que el ntimero de direcciones obtenidas ha sido una
menos que el nimero de grupos inicial, obteniendo el 41% de estos casos.
Resumiendo, en el 87% de los casos, se han obtenido el mismo nimero de
grupos iniciales 6 uno menos.

2.4.1 Comparacién con otros procedimientos de op-
timizacion de Analisis Cluster

Ademas del estudio de simulacién anterior, hemos comparado los resultados
anteriores con los que se obtienen con uno de los métodos de optimizacién
del Analisis Cluster mencionados en la seccién 2.2. Pensamos que, aunque
la validez del método PROCED puede determinarse dado que la muestra
que analizamos con él ya est4 clasificada, sin embargo es aconsejable que sus
resultados sean comparados con los obtenidos con los mismos datos por otros
procedimientos de clasificacién existentes.

El programa MINTRAZ del Apéndice B es capaz de obtener la mejor
clasificacién en grupos de un conjunto, dado el nlmero de grupos, con el
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criterio de minimizar la traza de la matriz W de dispersién dentro de los
grupos dada en (2.1).

Diagrama de Flujo del algoritmo MINTRAZ

DIMENS. Se dimensionan generosamente la matriz total de elementos:

¢(10000, 10) y la matriz temporal con los elementos de cada conjunto:
a(200, 10).

DIMENS. Se dimensionan vector de agrupacién inicial: grupin(100), agru-

pacién temporal: in(100) y agrupacién final: lug(100).

DIMENS. Se dimensionan las matrices suma: suma(20, 50) y suma de cua-
drados: suma?2(20, 50) para cada grupo y dimension.

DIMENS. Se dimensionan el vector de trazas de cada grupo: trwv(20).

DIMENS. Se dimensionan los vectores, para cada dimension, de las sumas
y sumas de cuadrados viejas y nuevas de los posibles cambios: sv(50),
sv2(50), sn(B0) y sn2(50).

DIMENS. Se dimensionan el vector temporal del nimero de elementos de
cada grupo: kgrupo(20)y la matriz para contar el nmero de elementos
bien clasificados: matbu(100, 100).

ENTRADA Se introduce la matriz total de datos con los 100 conjuntos
generados por GENALTO.

SALIDA Se escriben los resultados que se describen a continuacién para
cada conjunto de datos.

INICIO Se inicia el contador de elementos totales bien clasificados y el de
reordenaciones a 0.

PARA [ recorriendo de 1 a 100:

Paso 1 Seobtiene la matriz y pardmetros temporales: [, n filas, ncolum,
ngrup, a(i, j) y in(i),

Paso 2 Se inicializan a 0 la suma, suma de cuadrados y ntimero de
elementos de cada grupo: sumal(i), suma2(i), kgrupo(i),
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Paso 3 Secalculan la suma, suma de cuadrados y nimero de elementos
de cada grupo iniciales: suma(i), suma2(i), kgrupo(i),

Paso 4 Se calculan las trazas iniciales de la matriz de dispersiéon dentro
de cada grupo y la total: trwu(i), trw,

Paso 5 Se inicializan a cero sumas y sumas de cuadrados temporales:
su(), sv2(i), sn(i), sn2(z),
Paso 6 Se iniciliza a 0 un contador que indica cuantos elementos del

conjunto se han intentado mover sin éxito desde el Gltimo cambio:
tban,

Paso 7 Se inicializa a 1 un contador de elementos del conjunto que los
recorrera de forma ciclica: icon,

Paso 8 MIENTRAS (iban < nfilas), HACER Pasos 8.1 a 8.6:

Paso 8.1 Se inicializa a 1 un contador de incremento del namero
del grupo donde esti el elemento, que recorrerd los demas
grupos de forma ciclica: ig,

Paso 8.2 Se obtiene el niimero del grupo inicial del elemento:
igv = in(icon),

Paso 8.3 SI (kgrup(igv) > 1) ENTONCES HACER Pasos 8.3.1
y 8.3.2:

Paso 8.3.1 Se calculan suma, suma de cuadrados y traza de
la matriz de dispersién del grupo donde esta el elemento
al quitarlo de él: sv(i), sv2(s) y tngv,

Paso 8.3.2 MIENTRAS (ig < ngrup y iban > 0), HA-
CER Pasos 8.3.2.1 a 8.3.2.3:

Paso 8.3.2.1 Se calcula el nimero de grupo donde se
prueba a colocar, obtenido de forma ciclica: ign = igu+
igy SI (ign > ngrup) ENTONCES ign = ign — ngrup,

Paso 8.3.2.2 Se calculan suma, suma de cuadrados y
traza de la matriz de dispersién del grupo donde se
intenta cambiar, afiadiéndole el elemento: sn(z), sn2(3)
y tngn,

Paso 8.3.2.3 SI (la traza total es menor) ENTONCES
HACER Pasos 8.3.2.3.1 a 8.3.2.3.4, SI NO HACER
Paso 8.3.2.3.5:
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Paso 8.3.2.3.1 Se pone iban a 0,

Paso 8.8.2.3.2 Se redefinen trazas, sumas y sumas de
cuadrados con el elemento cambiado,

Paso 8.3.2.3.3 Se cambia el indice del grupo por el
del nuevo grupo,

Paso 8.3.2.3.4 Se actualiza el niimero de elementos
de cada grupo.

Paso 8.3.2.3.5 Se incrementa en 1 el contador de in-
cremento de grupo: ig = ig + 1.

Paso 8.4 Grupo final donde esta el elemento: lug(icon) = in{icon},

Paso 8.5 Incrementamos en 1 el contador de elementos para re-
correrlos de forma ciclica: icon = icon+1y SI (icon > nfilas)

ENTONCES ¢con = icon — nfilas,

Paso 8.6 Incrementamos en 1 el contador de elementos que lleva-
mos desde el Gltimo cambio. Si se recorren todos los elementos
sin ninglin cambio, termina.

Paso 9 Se escriben en SALIDA elementos, agrupacioén inicial y agru-
pacién final.

Paso 10 Se calcula y escribe la traza de la matriz de dispersién dentro
de los grupos de la ordenacién final.

Paso 11 Se obtiene la matriz matbu(s, j) que cuenta el namero de
elementos en cada nlmero de grupo inicial y final,

Paso 12 Se cuenta el nimero de elementos bien clasificados en el con-
junto, asignando a cada grupo el grupo final donde encuentra maés
elementos, escribiendo en SALIDA el valor de buenos.

TERMINA Finaliza el bucle de todos los conjuntos

CUENTA Cuenta y escribe en SALIDA los elementos totales bien clasifi-
cados y reordenaciones.

FIN

Los resultados obtenidos cuando se ha utilizado MINTRAZ con la misma
muestra de conjuntos de datos que se utilizé6 en PROCED, teniendo en cuenta
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que en el procedimiento de minimizar la traz(W) se parte del conocimiento
del nlimero correcto de grupos en cada conjunto, y de la clasificacion origi-
nal que traen los conjuntos al ser generados por GENALTO, muestra que
MINTRAZ no ha sido capaz de clasificar bien al 100 % de los elementos
como podria esperarse, sino que ha logrado 4285 elementos bien clasificados
del total de los 5000, es decir, un 87.7 %. Ademd4s, hemos comprobado que
el algoritmo ha cambiado la agrupacién original, al menos en un elemento,
en 64 de los 100 conjuntos, lo cual nos da una idea de lo poco eficiente que
resulta este algoritmo.

Si comparamos éstos resultados con los obtenidos con PROCED, vemos
que MINTRAZ se comporta de forma parecida cuando en aquél se tomaban
los autovalores capaces de explicar al menos el 10 % de la dispersién de los
datos, donde se obtenian el 85.83 % de datos bien clasificados. Pero ademais,
hay que tener en cuenta, por un lado, que PROCED tiene la ventaja sobre
MINTRAZ de que no necesita el conocimiento previo del nimero de grupos
para obtener este porcentaje de clasificaciones y, por otro lado, que PROCED
puede partir de cualquier ordenacién inicial de los elementos para obtener los
resultados que ha obtenido.

2.4.2 Estudio de simulacién controlando el nimero
de grupos

Por dltimo, hemos realizado con PROCED un estudio de simulacién con va-
rias muestras en las que se ha controlado el nimero de grupos original de cada
conjunto. Queremos ver con él en qué medida puede influir este parametro
en cuanto al niimero de elementos bien clasificados que pueden obtenerse con
él. En la Tabla 2.13 veiamos que mientras aumentaba el nimero de grupos
original, el nimero de direcciones que clasifican obtenidas con PROCED no
aumenta en la misma medida, y pretendemos ver si éste es un factor a tener
en cuenta cuando se vaya a utilizar el procedimiento.

Haciendo los cambios apropiados en GENALTO, se han generado 5 mues-
tras de 100 conjuntos, de forma que cada una de ellas contiene s6lo conjuntos
de 50 elementos con 2, 3, 4, 5y 6 grupos, respectivamente para cada muestra,
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y por otra parte se ha tenido en cuenta que en cada caso el nlimero de grupos
no excediera a la dimensién de los datos més uno. A cada una de estas mues-
tras se les ha aplicado PROCED, variando también el porcentaje minimo de
variabilidad explicada por cada direccién obtenida, y al mismo tiempo el
procedimiento MINTRAZ, de forma que los porcentajes de elementos bien
clasificados figuran en la Tabla 2.14.

PROCED
% VARIABILIDAD EXIGIDA MINTRAZ
% BIEN CLASIF. 1 & 10 16 20 25 30 35

Con 2 grupos 7872 8LE0 8566 878 83098 0130 9324 92.72 9484
Con 3 grupos 8470 8802 872 808 8760 8768 8500 66.84 8594
Con 4 grupos 88.16 8370 8748 8532 82092 8000 7660 7638 80.14
Con b grupos 8483 8456 8334 8134 7798 7312 7080 69.02 72.26
Con 6 grupos 8704 8452 8156 7360 7244 66.16 64836 5534 65.24

Tabla 2.14: Porcentaje de elementos bien clasificados de las muestras generadas con
GENALTO con un niimero constante de grupos, obtenides con PROCED, para distintos
valores del tanto por ciento de variabilidad exigida a los autovalores, y MINTRAZ.

El anélisis de la Tabla 2.14 nos proporciona algunos resultados interesan-
tes. Por un lado, se aprecia que en general se obtienen mejores clasificaciones
cuando los conjuntos tienen menos grupos (2, 3 6 4), alcanzandose para el
caso de 2 grupos hasta un 93.24 % de elementos bien clasificados. Parece
claro que PROCED es capaz de obtener mejor las direcciones que clasifican
a los elementos cuando el ndmero de grupos no es muy grande, lo cual parece
légico.

Por otro lado, el porcentaje de variabilidad minima explicada por las
direcciones puede tomarse alto cuando el nimero de grupos es menor que
cuando éste es mas de 3. Parece también logico que sea necesario elegir
maéas direcciones al principio, que después seran rotadas, cuando el nimero
de grupos es mayor (4, 5 6 6).

Por otra parte, pensamos que es también evidente en los dos resulta-
dos comentados anteriormente, la influencia del método de rotacién oblicua
empleado. Quizas la utilizacién de otros métodos como el mismo Oblimin
Directo para otros valores de § que no sean 0, puede obtener direcciones
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mas oblicuas entre si, lo cual puede suponer un cambio importante en los
resultados obtenidos anteriormente.

Finalmente, y para tener aqui también una referencia respecto a otro
método de clasificacién, los resultados obtenidos con MINTRAZ muestran un
claro paralelismo con los de PROCED cuando cambia el nimero de grupos,
siendo en todos los casos, excepto con 2 grupos, peores. Este hecho reafirma
la idea de que MINTRAZ no es un buen procedimiento de clasificacion por si
mismo, y que en la mayoria de los casos PROCED obtiene mejores resultados.
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Capitulo 3

Una generalizacién de
PROCED

3.1 Introduccién

En el capitulo anterior se ha introducido un procedimiento que permite des-
cubrir utilizando la DVS, la mejor agrupacién existente en un conjunto de
datos, donde se sospecha la existencia de méas de un grupo y este niimero no
supera al nimero de variables méas uno.

En éste, se pretende analizar algunos aspectos del procedimiento para ver
si podemos obtener generalizaciénes de él. Se trata de ver si puede quitarse
la restriccién sobre el nlimero de grupos en cuanto a su cota superior, que
hasta ahora era el nimero de variables mas uno (g <p + 1).

En la seccién 3.2, introduciremos un algoritmo que generaliza al pro-
puesto cuando se sabe que existen al menos dos grupos en el conjunto a
analizar. El procedimiento se ilustrari con un ejemplo y, posteriormente, en
la seccién 3.3 se hard una simulacién para estudiar su comportamiento.
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3.2 El procedimiento PROCGEN

El hecho de que el nimero de grupos g pueda ser superior a p + 1, impide
que en algunos casos obtengamos en la descomposicioén de la matriz de datos,
previamente centrada y desplazada en una dimensién més, un ntmero sufi-
ciente de factores que representen a la totalidad de los grupos, aunque esto
no quiere decir que puedieran aparecer en el analisis factores que determinen
dos grupos, uno en la direccién positiva del autovector que lo determina y el
otro en la negativa. Cuando esto no sea asi, habra que recurrir a un proce-
dimiento iterativo en el que en cada paso, aquellos individuos que aparezcan
fuertemente asociados a un factor sean eliminados del conjunto de datos para
realizar nuevamente el analisis con los elementos que queden sin clasificar.

El procedimiento iterativo tendria, por tanto, una serie de pasos en los
que se irian obteniendo en cada uno un factor que sea capaz de agrupar a
una serie de individuos, hasta que todos quedaran agrupados en alguno.

Con todo, los pasos del procedimiento para cuando g > p + 1 estan
descritos en el programa PROCGEN del Apéndice B, realizado también como
los demas en FORTRAN 77 y con la ayuda de algunas subrutinas de IMSL.
Las operaciones que realiza pueden resumirse en las siguientes:

1. En el primer paso, se realizan las operaciones siguientes:

(a) Las transformaciones descritas en la seccién anterior sobre la ma-
triz X, , hasta llegar a la matriz W, ,,1, cuyas filas representan
las coordenadas de las proyecciones de cada individuo en la hipe-
resfera de radio unidad de RPYL.

(b) Posteriormente, se realiza la DVS de W, calculando la matriz
de pesos para los p + 1 factores, cuyas coordenadas son las de
los autovalores de W'W y se eligen los ¢ primeros que verifiquen
alglin criterio.

(c) A continuacién se rotan oblicuamente los factores elegidos utili-
zando el método de Jennrich y Sampson [77], el cual permitira
que al menos uno de los factores se acerque al centroide de los
elementos que se agrupen con él, separando a éstos del resto.
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2. Con los elementos que quedan en el conjunto de datos, se vuelven a
realizar los pasos b) y c), de forma que al final se debera tener este
conjunto de datos mermado por otro grupo de elementos que se haya
asociado fuertemente a un factor

3. Asi se procede hasta que todos los elementos queden asociados a al-
guno de los factores que habréan ido apareciendo en alguno de los pasos
anteriores.

Diagrama de Flujo del algoritmo PROCGEN

DIMENS. Se dimensionan generosamente la matriz total de elementos:
(10000, 10), la matriz temporal con los elementos de cada conjunto:
a(100, 10), la matriz de estructuras factoriales: s(100, 10), el vector de
normas de los elementos: znor(100).

DECLAR. Se declaran variables enteras para ir eligiendo el conjunto de
elementos temporal: comi, conj, neolum, n filas, ngrup.

DIMENS. Sedimensionan los vectores de nimero de elementos: kmed(—20 :
20) y medias: valmed(—20: 20) de los indices obtenidos por las direc-
ciones que clasifican.

DIMENS. Se dimensionan los vectores de agrupacién inicial: grupin(100),
indice de las direcciones: in(100), agrupacién temporal: ordin(100),
agrupacion final: lug(100), matriz para contar el ntimero de elementos
bien clasificados: matbu (100, 100) y matriz de nimero de grupos inicial
y final: grupos(10,10).

DECLAR. Se declaran variables enteras para contar el nimero de elemen-
tos bien clasificados en cada conjunto: buenos y el total: buentotal.

COMUN Se dimensionan y declaran comunes en todo el algoritmo la matriz
de elementos centrados por columnas: ¢(100, 10), la matriz de elemen-
tos centrada por columnas, desplazada una dimensién mas y norma-
lizada por filas: w(100, 10), la matriz producto W’W: wpw(10, 10), el
nimero de filas: nfilas, el nimero inicial de columnas: ncolum, el
namero de autovalores de W’W que se eligen: kautv, la distancia que

118



se desplazan los datos en una dimensién mas: d y la cota inferior para
elegir los autovalores de W’W: cotaut.

COMUN Se dimensionan y declaran comunes con la subrutina ROT la
matriz de pesos: 5(100, 10), la matriz de correlaciones entre los factores:
cor(10, 10), la matriz de autovectores de W’W: auec(10, 10) y el nimero
de columnas después de desplazar los elementos: nncolum.

DECLAR. Se declaran subrutinas y funciones externas definidas: para efec-
tuar rotaciones: TRAT, para calcular det(W’W): DET, para el criterio
a minimizar en las rotaciones: CRIT, para el polinomio a minimizar
segin el criterio de rotacién: POL4 y las de IMSL para minimizar una
funcién: UVMIF, para calcular los autovalores de una matriz cuadrada:
EVLSF y para calcular los autovalores y autovectores de una matriz
cuadrada: EVCSF

ENTRADA Se introduce la matriz total de datos con los 100 conjuntos
generados por GENALTO y la cota minima para elegir los autovalores.

SALIDA Se obtienen los resultados que se describen a continuacién para
cada conjunto de datos.

INICIO Se inicia el contador de elementos totales bien clasificados a 0.
PARA ! recorriendo de 1 a 100:
Paso 1 Se obtiene la matriz y parametros temporales: I, ncolum,
ngrup, a(i, j) y grupin(i),
Paso 2 Se centran los datos de a(3, j) por columnas,

Paso 3 Se obtiene la distancia d con ayuda de DET y UVMIF,

Paso 4 Se calcula W’W una vez desplazados los datos y el valor de
det(W'W),

Paso 5 Se inicializa a 0 el nimero del grupo de los elementos que en
cada paso se van a ir separando del total: ks.

Paso 6 MIENTRAS (nfilas > 1) HACER Pasos 6.1 a 6.10:

Paso 6.1 Se incrementa ki en 1,
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Paso 6.2 Se llama a la subrutina TRAT que nos dara el niimero
de factores, los factores, la matriz de pesos inicial y la de
correlaciones entre factores inicial,

Paso 6.3 SI (kautv > 1), HACER Pasos 6.3.1 y 6.3.2:
Paso 6.3.1 Se normaliza por filas la matriz de pesos inicial,

Paso 6.3.2 Con la ayuda de CRIT y ROT, se realizan ro-
taciones con los factores iniciales hasta que el valor del
criterio a minimizar converge,

Paso 6.4 Se obtiene la matriz de pesos rotada,

Paso 6.5 Se obtiene la matriz de correlaciones entre los factores
rotados,

Paso 6.6 Se obtiene la matriz de estructura factorial,

Paso 6.7 Utilizando la matriz de estructura factorial, se obtiene
el vector in(z) de agrupacion final para cada elemento, aso-
ciandole a cada uno la direccién del factor con el que tiene
mayor valor absoluto en la matriz de estructuras,

Paso 6.8 Recorriendo todas las direcciones, se busca aquélla cu-
yos elementos asociados tienen la mayor asociaciéon media en
valor absoluto,

Paso 6.9 A los elementos asociados a la direccién anterior le asig-
namos el grupo ki y los separamos del conjunto total,

Paso 6.10 Los elementos que quedan se meten en la nueva matriz
W.

Paso 7 Se incrementan en 1 el elemento correspondiente de la matriz
grupos(ngrup, ki),

Paso 8 Se escriben en SALIDA los datos, la agrupacidén inicial y la
agrupacién final,

Paso 9 Se obtiene la matriz matbu(i, j) que cuenta el nimero de ele-
mentos en cada nimero de grupo inicial y final,

Paso 10 Se cuenta el nimero de elementos bien clasificados en el con-
junto, asignando a cada grupo inicial el grupo final donde encuen-
tra mas elementos, escribiendo en SALIDA el valor de buenos.

TERMINA Finaliza el bucle de todos los conjuntos
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CUENTA Cuenta y escribe elementos totales bien clasificados y la matriz
de grupos iniciales y finales con la matriz matbu.

FIN

Es evidente que en el procedimiento anterior hay algunas decisiones que
tomar en algunos momentos que habra que comentar con mas detalle.

La primera de ellas es qué criterio adoptar para elegir el nimero de fac-
tores. En el estudio de simulacién realizado en el capitulo anterior, se vi
cémo el mayor porcentaje de elementos bien clasificados lo proporcionaba
elegir aquellos autovalores de H que superaran al menos el 10% del nimero
de datos. Aqui seguiremos utilizando esta cota en principio, sin perjuicio de
que mas adelante podamos usar otras.

La segunda est4 en el apartado C) del primer paso, en el que después de
rotar los factores, hay que separar del conjunto inicial aquellos elementos que
se asocien " fuertemente” a un factor. Aunque pueden darse varias formas de
medir el grado de asociacién entre los individuos y los factores, seguiremos
utilizando el mismo criterio que en PROCED. Dado que tanto los individuos
como los factores estin normalizados por el procedimiento, utilizaremos la
matriz de estructura factorial que como se sabe determina la asociacién entre
cada individuo y cada factor mediante el coseno del dngulo que forman al
representarlos en JR?P+!

Conviene que nos paremos en este punto a hacer algunos comentarios.
Como acabamos de decir, el procedimiento se ha estructurado de forma que
los elementos que surgen del andlisis Q estén referidos a la hiperesfera de
radio unidad. Este hecho estd basado en la normalizacién por filas que se
realiza antes de obtener la DVS de W. Si esta normalizacién no se hubiera
llevado a efecto, el analisis Q de la matriz T no hubiera dado a los elementos
proyectados en al hiperesfera unidad, sino que cada uno tendria su propia
longitud dentro de RP*! y esto llevaria a que ademés de la estructura factorial
se tendrian las longitudes de cada individuo para determinar las posibles
agrupaciones. Pensamos que, como hemos venido haciendo hasta ahora,
conviene que simplifiquemos lo mas posible los elementos en los que nos
basaremos para determinar la proximidad entre los individuos. De todas

121



formas, podria investigarse si la cuestién de considerar también la longitud
puede ampliar el abanico de casos que el procedimiento puede resolver.

Asi pues, entre los factores que se obtengan con un porcentaje de al
menos un 10% de informacién, se elegira aquél que mas fuertemente asociados
tenga a los individuos. Una forma de determinar esta fortaleza puede ser
determinar para cada factor un pardmetro determinado por el valor medio
de las asociaciones que tienen con el factor todos los individuos asociados a
él. Estas asociaciones, dadas por los elementos de la estructura, se toman en
valor absoluto. Asi, si la matriz de estructura factorial para los q primeros
factores (¢ < p + 1) una vez rotados es

S11 S12 't Sig

S S LY S

Snl Sn2 ' Sng
en cada fila i el valor absoluto maximo de los s, ;& =1, -+, ¢ determinaré
el factor al que el individuo se asocia. Si al factor f; se asocian los individuos
Iy, I,,, una medida de la fortaleza de tal asociacién conjunta puede ser
la media:

1

|56l= — > | s
nkl:l

tras medidas de tal fortaleza pueden ser también el méaximo o el minimo
de todos los valores | sy |, ;0 =1,  , ng

mléxl Stk |

mlin l Stk |

3.2.1 Ejemplo

Analizaremos con el procedimiento iterativo PROCGEN un conjunto de da-
tos simulado, dificil de clasificar si no se desplazan los datos en una dimensién
més, en el que se conoce de antemano el namero de grupos y éste es mayor
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Figura 3.1: Datos con cuatro grupos en dimensién 2

que el nimero de variables més uno. Tomaremos los datos representados en
la Figura 3.1 dados en la Tabla 3.1

T T3
20 20
2.0 1.5
20 25
15 20
25 290
20 20
20 -15
20 -258
15 20
25 20

20 20

-2.0 15

20 28

-1.5 2.0

-2.5 2.0

20 20

20 15

20 25

.18 2.0

25 -2.0

Tabla 3.1: Matriz A de datos de la Figura 3.1.

En este caso, las primeras operaciones de centralizacion y la basqueda de
la distancia de desplazamiento que maximice la dispersién nos proporcionan
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una matriz T;, y una matriz W, obtenida al normalizar los vectores fila.

Ty =

/ 2.00
2.00
2.00
1.50
2.50
2.00
2.00
2.00
1.50
2.50
-2.00
—-2.00
-2.00
—1.80
~2.50
—2.00
-2.00
—2.00

—1.50
\ —250

2.00
1.80
2.50
2.00
2.00
—-2.00
—1.50
-2.50
—2.00
-2.00
2.00
1.80
2.50
2.00
2.00
—~2.00
~1.50
—2.50
-2.00
-2.00

1.99
1.99
1.99
1.99
1.99
1.99
1.99
1.99
1.99
1.99
1.99
1.89
1.99
1.99
1.99
1.99
1.99
1.99
1.99
1.99

/

W,

( .58
.63
53
AT
.66
.58
.63
.53
47
.66
—-.58
—.63
-.53
—.47
—.66
—.68
—-563
—.B3
—.47

\ ~.66

~.63

.58
.62
.63
.62
.63
.57
.62
.63
62
.53
57
.62
.63
.62
.63
57
.62
.83
.62
.83

/

Matrices T; y W obtenidas al desplazar una dimensién més y normalizar por filas,

respectivamente, los elementos de la Tabla 3.1 centrados por columnas.

Los autovalores de la matriz W{ W vienen dados en la Tabla 3.2,

N2 orden  Autovalor Porc. inform. Pore. inf scumulada
AL €.667 3334 33.34
Ao 6.668 33.33 &a7.87
Az 6.666 32.33 100.00

Tabla 3.2: Autovalores de W{ W, y porcentaje de informacién que representan para los
datos de la Tabla 3.1,

y los autovectores en la Tabla 3.3.

Por tanto, las puntuaciones de los factores G vendran dadas por los au-
tovectores anteriores, mientras que la matriz de pesos factoriales A, que de
momento coincide con la de estructura factorial, vendra dada por A = W;-G

en la Tabla 3.4.
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U un Uuz
0.000 0981 -0.196
0.000 0196 0981
1000 0.000 0.000

Tabla 3.3: Autovectores de Wi W, correspondientes a los autovalores de la Tabla 3.2.

Iris | Facter 1 TFactor 2 Factar 3
I 0.67 0.68 0.45
12 0.62 0.70 0.34
13 0.53 0.65 0.55
14 0.62 0.58 0.52
15 0.53 0.76 0.39
16 0.57 0.45 -0.68
17 0.62 0.52 -0.58
I8 0.53 0.39 -0.75
9 0.62 0.34 -0.70
110 0.53 0.54 -0.65
I11 0.57 -0.45 0.68
112 0.62 -0.52 0.58
113 0.53 -0.39 0.78
114 0.62 -0.34 0.70
115 0.53 -0.54 0.65
116 0.57 -0.68 -0.46
117 0.62 -0.70 -0.34
18 0.53 -0.68 -0.64
116 0.62 -0.68 -0.52
120 0.63 -0.75 -0.39

Tabla 3.4: Matriz de pesos inicial en el modelo Q-factorial para los datos de la Tabla 3.1

transformados en Wy.

Pero como hemos dicho, las asociaciones dadas por matriz de estructura
factorial suelen clarificarse mas cuando se somete a los factores a una rota-
cién oblicua. En este caso, después de tal rotacién, la matriz de estructura
factorial viene dada en la Tabla 3.5.
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Iris | Factor 1 PFactor 2 Factor 3
I1 0.568 0.82 -0.00
12 0.62 0.77 -0.11
i3 0.53 0.84 0.08
14 0.62 0.77 0.11
15 0.53 0.84 -0.09
16 0.68 -0.00 -0.82
I7 0.62 0.11 0.77
I8 0.83 -0.09 -0.84
I9 0.62 -0.11 -0.77
110 0.83 0.09 -0.84
I11 0.58 0.00 0.82
N2 0.62 -0.11 0.77
113 0.53 0.08 0.84
114 0.62 0.11 0.77
115 0.53 -0.09 0.84
[16 0.58 -0.82 0.00
ny 0.62 -0.77 0.11
s 0.63 -0.84 -0.08
119 062 Q.77 -0.11
120 0.53 -0.84 0.09

Tabla 3.5: Matriz de estructuras después de rotar con tres factores en el modelo
Q-factorial para los datos de la Tabla 3.1 transformados en Wj.

Como puede verse, la simetria que presenta el conjunto de datos inicial
hace que la eleccidn del primer grupo de datos que se separe de total pueda
ser cualquiera de los cuatro existentes. El valor medio de las asociaciones
con los factores 2 6 3 (en sentido positivo o negativo) es el mismo para los
cuatro grupos : 0.808. El programa separa en primer lugar los elementos 16
a I10, asociados a la direccién negativa del factor 3.

Por su parte, con los elementos que quedan sin clasificar, puede volver
a realizarse todo lo anteriormente expuesto. Obtenemos primero la nueva
matriz W.
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/ 0.58 0.58 0.58
0.63 0.47 0.62
0.53 0.66 0.63
0.47 082 0.62
0.66 0.63 0.83

—0.58 0.58 0.58

~0.63 0.47 0.62

Wy = ~0.63 0.66 0.53

-0.47 0.62 0.62

—0.66 0.63 0.63

-0.68 -0.68 0.58

-0.62 -0.47 0.62

-0.83 -0.66 0.83

\ -0.47 062 0.62
-0.66 -0.838 0.53

Matriz W3 obtenida al desplazar una dimensién més y normalizar por filas los 15

elementos que quedan de la Tabla 3.1 centrados por columnas.

y los autovalores y autovectores de W, W, estan en las Tablas 3.6 y 3.7,

respectivamente.

N2 orden Autovalor Pore. inform. Porc. inf. acumulada

Ay 6.663 44.36 44.35
A2 6.624 44.16 88.51
Az 1.728 11.49 100.00

Tabla 3.6: Autovalores de Wo W3 y porcentaje de informacién que representan.

Uy Uy U3
-041 071 0567
041 07 -0.57
081 0.00 0.58

Tabla 3.7: Autovectores de W5 W3 correspondientes a los autovalores de la Tabla 3.6.

La matriz de estructuras que nos interesa para clasificar, obtenida de

rotar oblicuamente los pesos iniciales esta en la Tabla 3.8.

127



Iris | Factor 1 Factor 2 TFactor 3
Il 0.34 0.82 0.64
12 0.27 0.77 0.62
13 0.33 0.84 0.47
I4 0.45 0.77 0.55
15 0.23 0.84 0.52
11 1.00 -0.00 0.31
112 1.00 -0.11 0.37
13 1.00 0.09 0.26
114 1.00 0.11 0.37
15 1.00 -0.09 0.26
116 0.34 -0.81 0.54
nr 0.45 -0.77 0.65
118 0.23 -0.84 0.52
119 0.27 -0.77 0.61
120 0.3% -0.84 0.47

Tabla 3.8: Matriz de estructuras cbtenida al rotar los pesos iniciales con los 15 elementos

que quedan,

Es evidente que el grupo que surge ahora de este segundo paso es el de
los elementos 10 al 15, que estan fuertemente asociados al factor segundo.

Con los restantes elementos que alin permanecen sin clasificar puede vol-
ver a realizarse el analisis completo. Obtenemos la matriz W,

Wi =

(.58
0.47
0.66
0.63
0.63
-0.57
—-0.47
—-0.66
-0.63
-Q.63

0.57
0.62
0.63
0.62
0.63
0.57
0.62
0.83
0.62
0.863

/

Matriz W3 obtenida al desplazar una dimensién més y normalizar por filas los 10

elementos que quedan de la Tabla 3.1 centrados por columnas.

los autovalores y dos primeros autovectores de WiW 3 se dan en las Tablas

3.9y 3.10,
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N2 orden Autovalor Porc. inform. Porc. inf. acumulada

A1 6.682 65.82 65.82
Az 3334 3.4 99.16
A3z 0.084 0.84 100.00

Tabla 3.9: Autovalores de W3W3 y porcentaje de informacién que representan.

Uy U2
0.707 0.000
0.707 0000
0.000 1.000

Tabla 3.10: Autovectores de W3 W3 correspondientes a los dos primeros autovalores de
la Tabla 3.9,

y la matriz de estructuras una vez rotados estan en la Tabla 3.11,

Iris | Factor 1 Factor 2
I1 0.82 0.57
12 0.77 0.62
I3 0.84 0.53
14 0.77 0.62
15 0.84 0.53
116 -0.82 0.58
117 -0.77 0.62
118 -0.84 0.53
119 -0.77 0.62
| 120 084 053 |

Tabla 3.11: Matriz de estructuras obtenida al rotar los pesos iniciales con los 10

elementos que quedan.

que permite clasificar a cualquiera de los dos grupos, por ejemplo del 116 al
120.

Por ltimo, los elementos que quedan del 11 al I5 pueden ser analizados de
la misma forma. La matriz que forman es W, los autovalores y autovectores
significativos de W, W, estan en las Tablas 3.12 y 3.13, y la matriz de
estructuras una vez rotados en la Tabla 3.14.
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0.68 0.588 0.57
0.62 0.47 0.62
0.63 0.66 0.53
0.47 0.63 0.62
0.66 0.583 0.63

W,

Matriz W4 obtenida al desplazar una dimensién mas y normalizar por filas los 5
elementos que quedan de 1a Tabla 3.1 centrados por columnas.

NZorden Autovalor Porc. inform. Porc. inf. acumulada
Ay 4944 GR 88 08 8%

Tabla 3.12: Autovalores de Wi W, y porcentaje de informacién que representan.

Uy
0.57
0.67
0.58

Tabla 3.13: Autovector de W, W correspondiente al autovalor de la Tabla 3.12.

Iris | Pactor 1
Il 0.96
12 0.99
I3 0.99
I4 0.99
5 0.99

Tabla 3.14: Matiriz de estructuras obtenida al rotar los pesos iniciales obtenidos con los 5

elementos ltimos.
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3.3 Estudio de simulaciéon para PROCGEN.
Comparaciéon con otros métodos

Nuevamente, para evaluar el funcionamiento del procedimiento PROCGEN,
se ha realizado un estudio de simulacién, en principio con la misma muestra,
a la que denominaremos MUESTRAL, que se utilizé para evaluar PROCED
en la seccién 2.4.

Los resultados obtenidos en esta ocasién estan en la Tabla 3.15, que nos
proporciona el porcentaje de elementos bien clasificados segiin el tanto por
ciento de variabilidad que exigimos a cada factor para ser elegido en el modelo
Q-factorial.

% EXIGIDO 1 5 10 15 20 25 30
% BIEN CLASIF. | 83.36 85.64 87.30 87.40 86.54 86.44 85.92

Tabla 3.15: Porcentaje de elementos bien clasificados de la MUESTRA1 generada con
GENALTO, segin el porcentaje minimo de variabilidad exigido a cada factor elegido en
el modelo.

Como puede verse comparando con la Tabla 2.12, el porcentaje mayor de
elementos bien clasificados (87.30 %) ha aumentado respecto de los obtenidos
con PROCED, obteniéndose cuando se toman los factores de forma que sean
capaces de explicar al menos el 15% de la variabilidad, representada por
los autovalores de la matriz H. Ademas, en este caso, este porcentaje es
més estable en la banda entre el 5 y el 30 por ciento, lo cual hace que
PROCGEN dependa en menor medida del porcentaje de variabilidad tomado.
Este resultado es también el esperado si se tiene en cuenta que en PROCGEN
se obtiene una optimizacién del método en cierto sentido, al ir eligiendo en
cada paso la direccién mas fuertemente asociada a alguno de los grupos.

Por otra parte, si utilizamos también PROCGEN para determinar el
nimero de grupos en un conjunto, al enfrentar el nimero de direcciones
finales que se han obtenido en cada uno de los 100 conjuntos con el nimero
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N2 de grupos inicial
Nedir.j 2 | 3|4 (5]|6

2 15118( 2 |4
3 2116|103
4 11419 (415
5 3 111
6 1
7
8 1

Tabla 3.16: Numero de grupos inicial frente a nimero de direcciones significativas
obtenidas en los 100 conjuntos generados por GENALTO.

de grupos inicial, se obtiene la Tabla 3.16 para el caso de tomar los factores
que expliquen al menos el 15% de la variabilidad:

Como puede verse, el procedimiento también determina en general me-
nos grupos de los que hay originalmente, al igual que ocurria con PROCED.
Analizando més detenidamente, hay un 41% de conjuntos en los que se de-
termina el mismo ndmero original, y un 39% en los que se determinan uno
més 6 uno menos que el ntmero original, en total, un 80%.

Pero el procedimiento de clasificacion PROCGEN se ha construido para
que el nimero de grupos del conjunto no tenga la limitacién de la dimension
de los datos mas 1. Por ello, con una ligera modificacién del programa
GENALTO, puede generarse una segunda muestra en la que no exista esta
restricciéon. De todas formas tampoco se permite que el nimero de grupos
sea ilimitado, ya que como cada conjunto tiene 50 elementos, éste nmero
podria ser una cota, aunque se ha puesto un tope méaximo de 10 grupos,
cualquiera que sea la dimensién del espacio donde estan los datos, que sigue
siendo entre 1 y 5.

Los resultados obtenidos con esta nueva muestra son ligeramente peores
a los obtenidos con la primera, y se presentan en la Tabla 3.17, y el nimero
de grupos obtenidos en cada conjunto enfrentados a los originales aparecen
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% EXIGIDO 1 5 10 15 20
% BIEN CLASIF. | 70.88 81.22 80.34 78.90 76.84

Tabla 3.17: Porcentiaje de elementos bien clasificados de la MUESTRAZ2 generada con
GENALTO, segiin el porcentaje minimo de variabilidad exigido a cada factor elegido en
el modelo.

N2 de grupos inicial

Nedir. [2({3|4]565[|6 |7 |8(5]|10
2 5|6
3 1161362121133
4 1 51413141211 2
) 2 3{3(8(2(21 1
6 1 212 2
7 1 11143 1
8 2 1 1
9 1
10 2

Tabla 3.18: Namero de grupos inicial frente a niimero de direcciones significativas
obtenidas con los 100 conjuntos de la MUESTRAZ2 generados por GENALTO.

en la Tabla 3.18.

Al igual que se hizo en la seccién 2.4, compararemos ahora los resultados
anteriores con la clasificacién que de la MUESTRA2 ha sido capaz de realizar
el procedimiento MINTRAZ. El porcentaje de elementos bien clasificados
para esta nueva muestra es de 4011, lo que supone un 80.22 % que esti en
consonancia con los obtenidos en la Tabla 3.17.

Por Gltimo, y siguiendo también los pasos de la seccién 2.4, se han vuelto
a generar, modificando ligeramente GENALTO, varias muestras en las que se
ha controlado el nimero de grupos original de cada conjunto. En este caso,
las posibilidades de PROCGEN nos permiten generar muestras de conjuntos
con 2, 3, 4, 5y 6 grupos, sin que éste nimero limite la dimensién de los
datos. A cada una de las muestras generadas se les ha aplicado PROCGEN,
variando también el porcentaje minimo de variabilidad explicada por cada
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PROCGEN

% VARIABILIDAD EXIGIDA MINTRAZ
% BIEN CLASIF. 1 b 10 15 20 28 30
Con 2 grupos 7786 8072 8542 89.3% 09024 9256 93.50 94.56
Con 3 grupos 8726 8868 83.42 8394 8326 8804 8690 90.90
Con 4 grupos 84564 8570 8.00 8492 8392 8278 8108 85.50
Con 5 grupos 8478 8630 8476 8236 80.16 7678 73.94 82.64
Con 6 grupos 8566 8554 8374 8132 7768 7308 71.68 75.38

Tabla 3.19: Porcentaje de elementos bien clasificados de las muestras generadas con
GENALTO con un niimero constante de grupos, obtenidos con PROCGEN y MINTRAZ.

direccién obtenida, y MINTRAZ, de forma que los porcentajes de elementos
bien clasificados figuran en la Tabla 3.19, donde se pone nuevamente de
manifiesto que también PROCGEN clasifica mejor a conjuntos con menos
grupos, que a medida que el nimero de grupos aumenta es necesario exigir
menos porcentaje de variabilidad explicada por los autovalores de H, y que
el procedimiento MINTRAZ s6lo mejora al PROCGEN cuando se tiene 2 6
3 grupos en los conjuntos de datos.
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Algunos problemas abiertos

Son varias las problemas abiertos que quedan pendientes al terminar esta Me-
moria. Sélo queremos en este apartado enumerarlas, abriendo la posibilidad
de que puedan ser objeto de futuros anilisis.

En primer lugar, pensamos que pueden depurarse ain méas los dos pro-
cedimientos propuestos, tratando de analizar como se comportan con otras
muestras de conjuntos con grupos en los que se controlen mas factores como:

La forma de los grupos, generandolos mediante otros modelos aleatorios
distinto del uniforme, por ejemplo el multinormal.

La distancia entre los centros de los grupos.

¢ El nimero de elementos total en el conjunto y el de los elementos en
cada grupo.

La dimensidn del espacio inicial de los elementos.

En segundo lugar, pueden estudiarse para los dos procedimientos algtinos
algoritmos de parada que sean capaces de detectar la presencia de conjuntos
sin grupos.

En tercer lugar, pueden utilizarse en los procedimientos otras técnicas
de rotacién oblicua, algunas de las cuales estdn descritas en la seccién 1.2.
Incluso podria intentarse construir una técnica de rotacién oblicua propia
para los procedimientos.

135



En cuarto lugar, puede abordarse el estudio de los dos procedimientos sin
normalizar por filas la matriz de datos desplazada en una dimension méas. En
ese caso, las asociaciones de la matriz TT’ no estarian comprendidas entre -1
y 1, al depender éstas de las normas de los vectores fila de T, pero podrian
adoptarse criterios para buscar los grupos que tuvieran en cuenta este hecho.

Por dltimo, la diversidad de procedimientos de optimizacién y obtencién
del nlimero de grupos de un conjunto de elementos, mencionados en la seccién
2.2, permiten realizar discusiones al compararlos con los propuestos en la
Memoria, al igual que se ha hecho con MINTRAZ.
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Apéndice A

Datos utilizados por
R.A.Fisher

Datos recogidos por Fisher [46] sobre 150 especimenes de plantas de Iris, de
las que se midieron las longitudes y anchuras de los sépalos (LS y AS) y de
los pétalos (LP y AP). Fueron utilizadas 50 plantas de cada uno de los tres
tipos de Iris Setosa (1), Versicolor (2) y Virginica (3).
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Apéndice B
Programas

Algoritmos GENALTO, PROCED, MINTRAZ y PROCGEN de los Capitu-
los 2 v 3, realizados en FORTRAN 77 y ejecutados en el ordenador VAX del
Centro de Céalculo de la Universidad de Cadiz.

GENALTO

Generacion de una muestra aleatoria de 100 conjuntos con 50 elementos
cada uno, eligiendo de forma aleatoria los parametros: dimension del
espacio, numero de grupos, nimero de elementos en cada grupo, centros
de cada grupo con una distancia entre ellos de al menos 3 y dispersién
dentro de cada grupc y dimensién de al menos 3

QOO0 0O0n

Declaracién de dimensiones de distancia de cada centro de grupo al
origen, matriz de centros por grupos, matriz de dispersién por grupos,
vector de elementos y nimero de elementos de cada grupo (hasta 10
grupos)

oo oS!
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Q0O 00 (@] (e eNe]

QOO0

Character x50 nombre
Real r(10),c(10,10),disp(10,10),x(10)
Integer kelem(10)

Declaracién de funciones de IMSL utilizadas e inicio de contador
aleatorio

External BNSET,RNUNF
Call RNSET(0)

Apertura del fichero donde se grabardn resultados

Type*, 'nombre.tipo del fichero donde estan los datos’
Accept 12,nombre

Format (a50)

0pen(20,name=nombre,status=’new’)

Inicio del programa
Se generan los 100 conjuntos de datos en el mismo fichero

do 1=1,100

Dimension del espacio de entre 1 y 5, nimero de grupos entre 2 y ndim+l
y escritura

ndim=1+int (5¥RNUNF())
ngrup=2+int (ndim*RNUNF () )
write(20,%),1,ndim, ngrup
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c
C Formacion de los centros de los grupos
c

cond=1

do while (cond.eq.1)

do i=1,ngrup

ccua=0

r(i)=int (BO*RNUNF () )!distancia de cada centro al origen
do j=1,ndim-1

cota=sqrt (r(i)*r(i)-ccua)
c(i,j)=cota*RNUNF ()

ccua = ccua + c(i,jl)*c(i,j)
enddo
c(i,ndim)=sqrt(r(i)*r(i)-ccua)
enddo

cond=0

do i=1,ngrup-i

do j=i+1,ngrup

dist2=0

do k=1,ndim
dist2=dist2+(c(i,k)-c(j,k))*(c(i,k)-c(j,k))
enddo

if (dist2.1t.9) then

cond=1

endif

enddo

enddo

enddo

C
C Dispersion en cada grupo y dimension
C

do i=1,ngrup
do j=1,ndim
disp(i,j) = 1 + int (3+*RNUNF())
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enddo

enddo

c

C Nimero de elementos en cada grupo

c
keletot=0
do k=1,ngrup-1
kelem(k)=1+int (50*RNUNF () /ngrup)
keletot = keletot + kelem(k)
enddo
kelem(ngrup)=50-keletot

C

C Generacién de elementos en cada grupo y escritura

. C

do k=1,ngrup

do i=1,kelem(k)

do j=1,ndim

x(j)=c(k,j) + disp(k,j)*(2«RNUNF()-1)
enddo

write(20,*),(x(j),j=1,ndim) ,k

enddo

enddo

enddo

CLOSE(20)
end
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QOO0

Q0 Q0

Q0O 00

PROCED

Procedimiento de clasificacion utilizando el modelo factorial

en modo  cuando se tienen un numero de grupos en el conjunto
de datos mayor que uno y menor o igual que la dimension de los
datos mas uno

Declaracién de dimensiones y de subrutinas y funciones externas de IMSL

12

utilizadas

Character *50 nombre

Real t{(10000,10),a(100,10),s(100,10),xnor(100)

Integer comi,conj,ncolum,nfilas,ngrup

Integer grupin(100),in(100) ,matbu(20,-20:20)

Integer buenos,buentotal

Common ¢(100,10),w(100,10),wpw(10,10),nfilas,ncolum,kautv,d,cotaut
Common /rot/ b(100,10),cor(10,10),avec(10,10) ,nncolum

External TRAT,DET,CRIT,POL4,UVMIF,EVLSF,EVCSF

Introduccién del fichero de datos y la cota minima para elegir los
autovalores

Type*, ’Los datos del fichero deben contener para cada uno de los
100 conjuntos el nimero de conjunto, la dimensién y el niumero de
grupos en la primera linea, y en las siguientes lineas los valores
de cada elemento y grupo inicial al que pertenece’

Type*, 'nombre.tipo del fichero donde estan los datos’

Accept 12,nombre

Format (a50)

Open(10,name=nombre,status=’o0ld’)

i=1

do while (i.le.10000)
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QOO0 00N

a0

15

do k=1,100

if (i.eq.50*(k-1)+k) then
read(10,x),(t(i,j),j=1,3)

ncolum=int (t(i,2))

i=i+1

endif

enddo
read(10,*,end=2), (t (i, j),j=1,ncolum+1)
i=i+1

enddo

CLOSE(10) !LEIDOS

Type*, ’cota minima para los autovalores’
Accept #*,cotaut

PROGRAMA PRINCIPAL

Apertura del fichero donde se graban los resultados

Type*, 'nombre.tipo del fichero donde se graban resultados’
Accept 15,nombre

Format (a50)

Open(20,name=nombre,status=’new’) !se abre el fichero

aaoaaan

Inicio de contador de elementos bien clasificados y asignacién de conj,
nfilas, ncolum, ngrup, matriz de datos inicial en A, agrupacién inicial
de sus elementos en grupin y escritura

buentotal=0
do 1=1,100
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a6

aQ O 0o0

comi=50*(1-1)+1

conj=t(comi,1)

nfilas=50

ncolum=t (comi,?2)

ngrup=t(comi,3)

do i=1,nfilas

do j=1,ncolum

a(i,j)=t(comi+i,j)

enddo

grupin(i)=t(comi+i,ncolum+1)

enddo
write(20,%),’conjunto’,l,’dimesion’ ,ncolum, ’grupos’ ,ngrup
write(20,*),’matriz de datos y agrupacién inicial’
do i=1,nfilas
write(20,%),(a(i,j),j=1,ncolum),grupin(i)

enddo

Calculo de la matriz de datos centrada

do j=1,ncolum

suma=0

do i=1,nfilas
suma=suma+a (i, j)
enddo
xmedia=suma/nfilas
do i=1,nfilas
c(i,j)=a(i,j)-xmedia
enddo

enddo

Busqueda de la distancia de desplazamiento d 6ptima, con ayuda de la
funcién DET y la subrutina de IMSL UVMIF
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QOO0 (@]

DO OO0

Call UVMIF(DET,.5,.4,10.,.01,200,d)
write(20,%),’valor de d ’,d

Cilculo de det (W’W) con ayuda de DET, una vez desplazados los datos

vdet=-DET(d)
write(20,*),’valor del det(WPW) desplazado ’,vdet

Cilculo de los autovalores y autovectores de W’W eligiendo aquéllos
autovalores que cumplan la condicién de ser mayores que cotaut*nfilas,
la matriz de pesos inicial y la de correlaciones entre los autovectores
con ayuda de la subrutina TRAT

Call TRAT()

Comienzo de las rotaciones con la ayuda de la subrutina ROT y la funcién
CRIT y la funcién POL4, obteniendo y escribiendo las matrices de pesos
rotada, la de correlaciones de los nuevos factores y la de estructura
factorial

if (kautv.gt.1) then ! kautv es el nimero de direcciones elegidas
do i=1,nfilas ! tipificacion por filas de la matriz de pesos
xnorma=0

do j=1,kautv

xnorma=xnorma+b(i,j)*b(i,j)

enddo

xnor (i)=sqrt(xnorma)

if (xnor(i).gt.0.) then

do j=1,kautv

b(i,j)=b(i,j)/xnor(i)

enddo
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endif

enddo

vali=CRIT(nfilas,kautv)

valv=vali

Call ROT(nfilas,kautv)
valn=CRIT(nfilas,kautv)
write(20,*),’criterio’,valn

do while ((valv-valn)/vali.gt.l.e-B)
Call ROT(nfilas,kautv)

valv=valn

valn= CRIT(nfilas,kautv)
write(20,%),’criterio’,valn

enddo

endif

write(20,*),’matriz de pesos rotada’
do i=1,nfilas

do j=1,kautv

b(i,j)=b(i,j)*xnor(i)! devolvemos b(i,j) a su valor inicial
enddo

write(20,%),(b(i,j),j=1,kautv)

enddo

write(20,*),’matriz de correlaciones final’
do i=1,kautv
write(20,%),(cor(i,j),j=1,kautv)
enddo

write(20,*),’matriz de estructura factorial’
do i=1,nfilas

do j=1,kautv

8(i,j)=0

do k=1,kautv
s(i,j)=s(4,j)+b(i,k)*cor(k,j)

enddo

enddo

write(20,*),(s(i,j),j=1,kautv)

enddo
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C Agrupamientos de los elementos por la matriz de estructura factorial
C v escritura de los datos con su agrupacién inicial y final
C

do i=1,nfilas

xmax=abs(s(i,1))

in(i)=nint(sign(1.,s(i,1))) ! 1xsigno de s(i,1)
do j=2,kautv

if (abs(s(i,j)).gt.xmax) then

xmax=abs(s(i,j))
in(i)=nint(sign(float(j),s(i,j)))

endif

enddo

enddo

write(20,%),’datos, agrupacion inicial y agrupacion final’
do i=1,nfilas
write(20,%),(a(i,j),j=1,ncolum),grupin(i),in(i)

enddo
C
C Recuento de elementos bien clasificados
C

do i1=1,20

do j=-20,20

matbu(i,j)=0

enddo

enddo

do k=1,nfilas
matbu(grupin(k),in(k))=matbu(grupin(k),in(k))+1
enddo

buenos=0

bmax=1

do while (bmax.ne.0)

bmax=0

do i=1,20

do j=-20,20
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if (matbu(i,j).gt.bmax) then
bmax=matbu(i,j)

ibm=i

jbm=j

endif

enddo

enddo

buenos=buenos+bmax

do k=-20,20

matbu(ibm,k)=0

enddo

do k=1,20

matbu(k, jbm)=0

enddo

enddo

write(20,*), ’numero de elementos bien clasificados’,buenos
buentotal=buentotal+buenos

enddo
write(20,*),’elementos totales bien clasificados ’,buentotal
CLOSE(20)

END ! FIN DEL PROGRAMA PRINCIPAL

FUNCION CRITERIO A MINIMIZAR EN LAS ROTACIONES

Real Function CRIT(nfilas,kautv)

Common /ROT/ b(100,10),cor(10,10),avec(10,10) ,nncolum
tem=0

do i=1,kautv

do j=i+1,kautv

do k=1,nfilas

tem=tem+b(k,i)*b(k,i)*b(k,j)*b(k,j)
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enddo
enddo
enddo
CRIT=tem
return
end

FUNCION POLINOMICA UTILIZADA EN LA SUBRUTINA ROTACION

Real Function POL4(x)

Common /coef/ aa,bb,cc,dd,ee
POL4=aa+x* (bb+x* (cc+x* (dd+x*ee)))
return

end

SUBRUTINA ROTACION

Subroutine ROT(nfilas,kautv)

External POL4,UVMIF

Common /ROT/ b(100,10),cor(10,10),avec(10,10) ,nncolum
common /coef/ aa,bb,cc,dd,ee

do nfi=1,kautv ! se eligen dos factores
do nf2=1,kautv

if (nfl.ne.nf2) then

aa=0

bb=0

cc=0

ad=0
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ee=0

do i=1,nfilas ! obtencién de los coeficientes de POL4
vi=b(i,nf1)*b(i,nf1)

v2=b(i,nf2)*xb(i,nf2)

v3=b(i,nf1)*b(i,nf2)

vi4=-vi-v2

do j=1,kautv

v4=v4+b(i,j)*b(i,j) 'suma de cuadrados menos los dos factores
enddo

aa=aa+vlxva+v2*xv4+vixv2

bb=bb+2*cor (nf1,nf2)*vi* (vd+v2)-2%v3*(vi+v4)
cec=ce+vix (vi1+v242xv4)-4*cor (nf1,nf2)*v1%v3
dd=dd+2*cor (nf1,nf2) *vixvi-2%v1xv3

ee=ee+vi*v]i

enddo ! obtenidos los coeficientes de POL4

Call UVMIF(pol4,0.,2.,20.,.01,200,xdel) ! llamada para min. POL4
xgam=sqrt (1+2*cor (nfl,nf2) *xdel+xdel*xdel)

do i=1,nfilas ! nueva matriz de pesos
b(i,nf1)=b(i,nfl)*xgam
b(i,nf2)=b(i,nf2)-b(i,nf1)*xdel

enddo

do i=1,nncolum ! nuevas direcciones rotadas
avec(i,nf1)=(avec(i,nf1)+xdel*avec(i,nf2))/xgam
enddo

do i=1,kautv l!nueva matriz de correlaciones
if (i.ne.nfi) then
cor(nf1,i)=(cor(nfi,i)+xdelxcor(nf2,i))/xgam
cor(i,nfi)=cor(nfi,i)

endif

enddo

endif
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enddo
enddo

return
end

FUNCION DETERMINANTE UTILIZADA PARA EL CALCULO DEL DESPLAZAMIENTO Y
DE LA MATRIZ W’W

Real Function DET(d)
Real aval(10),avalord(10)
Common ¢(100,10),w(100,10) ,wpw(10,10) ,nfilas,ncolum,kautv

nncolum=ncolum+1

do i=1,nfilas lafiadimos la columna constante y norm. por filas
xnorma=d*d

do j=1,ncolum
xnorma=xnorma+c(i,j)*c(i,j)
enddo

xnorma=sqrt {xnerma)

if (xnorma.gt.0.) then

do j=1,ncolum
w(i,j)=c(i,j)/xnorma

enddo
w(i,nncolum)=d/xnorma
endif

enddo

do i=1,nncolum! calculo de W’W
do j=1,nncolum

wpw(i, j)=0

do k=1,nfilas
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wpw (i, j)=wpw(i,j)+w(k,i)*u(k,j)
enddo
enddo
enddo

Call EVLSF(nncolum,wpw,10,aval) ! autovalores de W’'W

vdet=1 ! calculo del determinante det(W’W)

do i=1,nncolum

vdet=vdet*aval (i)

enddo

DET=-vdet !la rutina de IMSL llamada minimiza
return

end

SUBRUTINA TRATAMIENTO DONDE SE OBTIENE LA DESCOMPOSICION ESPECTRAL
DE LA MATRIZ W’W, EL NUMERO DE DIRECCIONES PRINCIPALES ELEGIDAS Y
LA MATRIZ DE PESOS Y DE CORRELACIONES INICIAL

Subroutine TRAT()

Real aval(10),oval(10) ,ovec(10,10)

Common ¢(100,10),w(100,10),wpw(10,10),nfilas,ncolum,kautv,d,cotaut
Common /ROT/ b(100,10),cor(10,10),avec(10,10) ,nncolum

External DET,CRIT,POL4,UVMIF,EVLSF,EVCSF

nncolum=ncolum+1

do i=1,nncolum! cdlculo de W’W
do j=1,nncolum

wpw (i, j)=0

do k=1,nfilas

wpw(i, j)=wpw(di,j)+w(k,i)*w(k,]j)
enddo

enddo
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enddo

Call EVCSF(nncolum,wpw,10,0val,ovec,10) lautovalores y autovectores
kautv=0 !contador autovectores mayores que cotaut*nfilas

do i=1,nncolum

if (oval(i).gt.nfilasxcotaut) kautv=kautv+i

aval(i)=oval(nncolum-i+1) ! autovalores en orden decreciente
do j=1,nncolum

avec(i,j)=ovec(i,nncolum-j+1)

enddo

enddo

do j=1,kautv ! autovectores que interesan a norma euclidea 1
Xnorma=0

do i=1,nncolum
xnorma=xnorma+avec(i,j)*avec(i,j)
enddo

xnorma=sqrt (xnorma)

if (xnorma.gt.0.) then

do i=1,nncolum
avec(i,j)=avec(i,j)/xnorma

enddo

endif

enddo

write(20,*),’autovalores y autovectores de W’W que interesan’
do j=1,kautv

write(20,*) ,aval(j),(avec(i,j),i=1,nncolum)

enddo

write(20,%),’matriz de pesos inicial’ ! obtencién y escritura
do i=1,nfilas

do j=1,kautv

b(i,j)=0

do k=1,nncolum

b(i,j)=b(i,j)+w(i,k)*avec(k,j)
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enddo
enddo
write(20,%),(b(i,j),j=1,kautv)
enddo

write(20,%),’matriz de correlaciones inicial’l!obtencién y escritura
do i=1,kautv

do j=1,kautv

cor(i,j)=0

do k=1,nncolum
cor(i,j)=cor(i,j)+avec(k,i)*avec(k,j)
enddo

enddo
write(20,*),(cor(i,j),j=1,kautv)
enddo

return

end
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MINTRAZ

Cdlculo de la ordenacién que minimiza la traza de la matriz W de
dispersién dentro de los grupos dada en (2.1), cuando se

conoce el niimero de grupos y se parte de una ordenacién cualquiera.
El programa realiza las ordenaciones para 100 conjuntos de datos y
cuenta los elementos bien clasificados

-Declaracién de dimensiones

Character *50 nombre
Real t(10000,50),a(100,50)! hasta 100 elementos y 50 valores

Integer in(100),grupin(100),lug(100)! indices de grupos ini. y fin.
Real suma(20,50), suma2(20,50) ! hasta 20 grupos, suma y suma de

cuadrados

Real trwv(20) ! para guardar las trazas de cada grupo

Real sv(50),sv2(50),sn(50),sn2(50) ! sumas del posible cambio
Integer kgrupo(20),matbu(100,100) ! hasta 20 grupos

Introduccién y lectura de los datos

Typex, ’Los datos del fichero deben contener para cada uno de los
100 conjuntos el nimero de conjunto, la dimensién y el nimero de
grupos en la primera linea, y en las siguientes lineas los valores
de cada elemento y grupo inicial al que pertenece’

Type*, ’nombre.tipo del fichero donde estan los datos’

accept 12,nombre

Format (a50)

Open(10,name=nombre,status=’0ld’) !se abre el fichero

i=1
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do while (i.le.10000)

do k=1,100

if (i.eq.50%(k-~1)+k) then
read(10,*),(t(i,j),j=1,3)
ncolum=int (t(i,2))

i=i+i

endif

enddo
read(10,*,end=2), (t (i, j),j=1,ncolum+1)
i=i+i

enddo

CLOSE(10) ILEIDOS

Apertura del fichero donde se graban los resultados

Type*, 'nombre.tipo del fichero de salida de los datos’
Accept 12,nombre
Open(20,name=nombre,status=’new’) !se abre el fichero

Inicio de contador de elementos bien clasificados y reordenaciones, y
asignacién de conj, nfilas, ncolum, ngrup, matriz de datos inicial en
A, agrupacién inicial de sus elementos en in y grupin y escritura

buentotal=0 ! iniciamos a cero los bien clasificados
reorden=0 ! iniciamos numero de reordenaciones a cero

do 1=1,100 ! contador de conjuntos

comi=50%(1-1)+1 | para leer los comienzos de cada conjunto
conj=int(t(comi,1))

nfilas=50

ncolum=int (t(comi,2))

ngrup=int (t (comi, 3))

do i=1,nfilas

de¢ j=1,ncolum
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a(i,j)=t(comi+i,j)

enddo

in(i)=int (t (comi+i,ncolum+1))
grupin(i)=in(i)

lug(i)=0

enddo
Write(QO,*),’conjunto’,conj,’dimension’,ncolum,’grupos’,ngrup
write(20,*),’matriz inicial’

do i=1,nfilas
write(20,*),(a(i,j),j=1,ncolum),in(i)
enddo

C
C Cdlculos de las trazas iniciales de cada grupo y la total
C

do i=1,ngrup !iniciamos a cero suma, suma2 y kgrupo
do j=1,ncolum

suma(i,j)=0

suma2(i,j)=0

enddo

kgrupo (i)=0

enddo

do i=1,nfilas ! calculo de las medias de los grupos
k=in(i)

kgrupo (k) =kgrupo (k) +1

do j=1,ncolum

tem=a(i,j)

suma(k,j)=suma(k, j)+tem

suma2(k, j)=suma2(k, j)+tem*tem

enddo

enddo

trw=0 ! calculo de las trazas iniciales de cada grupo y la total
do i=1,ngrup
if (kgrupo(i).gt.0) then
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do j=1,ncolum
trwv(i)=suma2(i,j)~-suma(i,j)*suma(i,j) /kgrupo (i)
enddo

endif

trw=trwttrwv(i)

enddo

write(20,%),’traza de w de la ordenacion inicial’,trw

C
C COMIENZA EL CALCULO DE OTRAS ORDENACIONES MEJORES
C

do i=1,ncolum ! inicializamos a cero vectores temporales
sv(i)=0

sv2(i)=0

sn(i)=0

sn2(i)=0

enddo

iban=0 | bandera de cambio de grupo

icon=1 ! contador individuo

do while (iban.le.nfilas) ! se da una vuelta completa sin cambios
ig=1 ! contador incremento grupo al que se pretende cambiar
igv=in(icon) ! numero de grupo inicial del individuo

if (kgrupo(igv).gt.1) then

do i=1,ncolum

tem=a(icon,i)

sv(i)=suma(igv,i)-tem

sv2(i)=suma2(igv,i)-tem*tem ! lo quitamos del grupo donde estaba
tngv=sv2(i)-sv (i) *sv(i)/ (kgrupo(igv)-1)

enddo

do while (ig.lt.ngrup.and.iban.gt.0) ! no hay cambios y no se han
! probade todos los grupos para este individuo

ign=igv+ig

if (ign.gt.ngrup) ign=ign-ngrup ! grupo al que se apunta

do i=1,ncolum

tem=a(icon,i)

162



sn(i)=suma(ign,i)+tem

sn2(i)=suma2(ign,i)+tem*tem ! lo afiadimos en el grupo nuevo
tngn=sn2(i)-sn(i)*sn(i)/ (kgrupo{ign)+1)

enddo

if(tngn+tngv.lt.truv(igv)+trwv(ign)) then ! se debe cambiar
iban=0 ! cambiamos bandera, trazas y sumas

trwv(igv)=tngv

trwv(ign)=tngn

do i=1,nfilas

suma(ign,i)=sn(i)

suma2(ign,i)=sn2(i)

suma(igv,i)=sv(i)

suma2(igv,i)=sv2(i)

enddo

in(icon)=ign ! lo afiadimos al nuevo grupo

kgrupo (igv)=kgrupo(igv)-1

kgrupo (ign) =kgrupo(ign)+1

else ! miramos al siguiente grupo

ig=ig+1

endif

enddo ! fin de do while de grupos

endif ! fin de condicional mas de un elemento en grupo de partida
lug(icon)=in(icon)

icon=icon+1

if (icon.gt.nfilas) icon=icon-nfilas

iban=iban+1

enddo ! fin de do while de elementos

do I=1,nfilas
write(20,*),(a(i,j),j=1,ncolum),grupin(i),lug(i)

enddo

@]

C C3dlculo de la nueva traza de W

@]

trwf=0
do i=1,ugrup
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if (kgrupo(i).gt.0) then

do j=1,ncolum
trwv(i)=suma2(i,j)-suma(i,j)*suma(i,j)/kgrupo(i)
enddo

endif

trwf=trwf+trwv (i)

enddo

write(20,%*),’traza de w de la ordenacion final’,trwf

C
C Recuento de elementos bien clasificados
C

do i=1,100

do j=1,100

matbu(i,j)=0

enddo

enddo

do k=1,nfilas
matbu(grupin(k),lug (k) )=matbu(grupin(k),lug(k))+1
enddo

buenos=0

bmax=1

do while (bmax.ne.Q)

bmax=0

do i=1,100

do j=1,100

if (matbu(i,j).gt.bmax) then
bmax=matbu(i,j)

ibm=i

jbm=]

endif

enddo

enddo

buenos=buenocs+bmax

do k=1,100

matbu(ibm,k)=0
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matbu(k, jbm)=0

enddo

enddo

if (buenos.ne.50) reorden=reorden+i

write(20,*), ’numero de elementos bien clasificados’, buenos
buentotal=buentotal+buenos

enddo ! fin contador de conjuntos
write(20,*),’elementos totales bien clasificados’, buentotal
write(20,*),’numero de reordenaciones’,reorden

CLOSE(20)

end ! FIN DEL PROGRAMA
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PROCGEN

Procedimiento de clasificacion utilizando el modelo factorial en modo Q
cuando se tiene mds de un grupo en el conjunto de datos.

Declaracién de dimensiones y de subrutinas y funciones externas de IMSL
utilizadas

Character *50 nombre

Real t(10000,10), a(100,10),s(100,10),xnor(100)

Integer comi,conj,ncolum,nfilas,ngrup

Integer kmed(-20:20),valmed(-20:20),grupos(10,10)

Integer buenos, buentotal

Integer grupin(100),in(100),1ug(100),0rdin(100) ,matbu(100,100)
Common c(100,10),w(100,10),wpw(10,10) ,nfilas,ncolum,kautv,d,cotaut
Common /ROT/ b(100,10),cor(10,10),avec(10,10) ,nncolum

External TRAT,DET,CRIT,POL4,UVMIF,EVLSF,EVCSF

Introduccién del fichero de datos y la cota minima para elegir los
autovalores

Type*, ’Los datos del fichero deben contener para cada uno de los
100 conjuntos el niimero de conjunto, la dimensidén y €l nimero de
grupos en la primera linea, y en las siguientes lineas los valores
de cada elemento y grupo inicial al que pertenece’

Type*, ’nombre.tipo del fichero donde estan los datos’

Accept 12,nombre

Typex,’cota minima para los autovalores’

Accept *,cotaut

Format (a50)

166



Q000

o]

15

QOO0

Open(10,name=nombre,status=’0ld’) ! se abre el fichero
i=1

do while (i.le.10000)

do k=1,100

if (i.eq.50x(k-1)+k) then
read(10,*),(t(i,j),j=1,3)

ncolum=int (t(i,2))

i=i+1

endif

enddo
read(10,%,end=2),(t (i, j),j=1,ncolum+1)
i=i+l

enddo

CLOSE(10) ! LEIDOGS

PROGRAMA PRINCIPAL

Apertura del fichero donde se graban los resultados

Type*, ’nombre.tipo del fichero donde se graban resultados’
Accept 15,nombre

Format (a50)

Open(20,name=nombre,status=’new’) ! se abre el fichero

Inicio de contador de elementos bien clasificados y asignacién de conj,
nfilas, ncolum, ngrup, matriz de datos inicial en A, agrupacién inicial
de sus elementos en grupin y escritura

167



buentotal=0

do 1=1,100

comi=50*(1-1)+1

conj=t (comi,1)

nfilas=50

ncolum=t (comi,2)

ngrup=t (comi,3)

do i=i,nfilas

do j=1,ncolum

a(i,j)=t(comi+i,j)

enddo

grupin(i)=t (comi+i,ncolum+1)

ordin(i)=i

lug(i)=0

enddo

write(20,%),’conjunto’,conj,’dimesion’ ,ncolum,’grupos’,ngrup
write(20,*) ,’matriz de datos y agrupacién inicial’
do i=1,nfilas
write(20,%),(a(i,j),j=1,ncolum),grupin(i)

enddo

C
C Calculo de la matriz de datos centrada
C

do j=1,ncolum

suma=0

do i=1,nfilas
suma=suma+a (i, j)
enddo
xmedia=suma/nfilas
do i=1,nfilas
c(i,j)=aldi,j)-xmedia
enddo

enddo
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GO OO OO0

QOO0 000

Busqueda de la distancia de desplazamiento d 6ptima, con ayuda de la
funcién DET y la subrutina de IMSL UVMIF

Call UVMIF(DET,.5,.4,50.,.01,200,4)
write(20,*),’valor de d ’,d

Cdlculo de det(W’W) con ayuda de DET, una vez desplazados los datos

vdet=-DET (d)
write(20,%),’valor del det(WPW) desplazado ’,vdet

Mientras queden elementos por clasificar, cdlculo de los autovalores y
autovectores de W’W, eligiendo aquéllos autovalores que cumplan la
condicién de ser mayores que cotaut*nfilas, y obteniendo la matriz de
pesos inicial y la de correlaciones entre los autovectores con ayuda de
la subrutina TRAT

ki=0

do while (nfilas.gt.1)
ki=ki+1

call trat()

Comienzo de las rotaciones con la ayuda de la subrutina ROT y la funcién
CRIT y la funcién POL4, obteniendo y escribiendo las matrices de pesos
rotada, la de correlaciones de los nuevos factores y la de estructura
factorial

do i=1,nfilas ! tipificacion por filas de la matriz de pesos
xnorma=0

do j=1,kautv

xnorma=xnorma+b(i,ji*b{i,])
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enddo

xnor (i)=sqrt(xnorma)

if (xnor(i).gt.0.) then

do j=1,kautv

b(i,j)=b(i,j)/xnor(i)

enddo

endif

enddo

if (kautv.gt.1) then ! kautv es el nimero de direcciones elegidas
vali=CRIT(nfilas,kautv)

valv=vali

Call ROT(nfilas,kautv)
valn=CRIT(nfilas, kautv)
write(20,%),’criterio’,valn

do while ((valv-valn)/vali.gt.l.e-5)

Call ROT(nfilas,kautv)

valv=valn

valn= CRIT(nfilas,kautv)
write(20,%),’criterio’,valn

enddo

endif

write(20,*),’matriz de pesos rotada’

do i=1,nfilas

do j=1,kautv

b(i,i)=b(i,j)*xnor(i) !devolvemos b(i,j) a su valer inicial
enddo

write(20,%),(b(i,j),j=1,kautv)

enddo

write(20,*),’matriz de correlaciones final’
do i=1,kautv
write(20,*),(cor(i,j),j=1,kautv)

enddo

write(20,*),’matriz de estructura factorial’
do i=1,nfilas

do j=1,kautv

s(i,j)=0

do k=1,kautv
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s(i,j)=s(i,j)+b(i,k)*cor(k,]j)
enddo

enddo
write(20,%),(s(i,j),j=1,kautv)
enddo

C

C Agrupamientos de los elementos por la matriz de estructura factorial
C

do i=1,nfilas

xmax=abs(s(i,1))

in(i)=nint(sign(1.,s(i,1))) ! 1*signo de s(i,1)
do j=2,kautv

if (abs(s(i,j)).gt.xmax) then

xmax=abs(s(i,j))
in(i)=nint(sign(float(j),s(i,j)))

endif

enddo

enddo

Bisqueda de la mayor media en valor absoluto, clasificacién final y
escritura de los datos con su agrupacién inicial y final

oo Ne]

do i=-kautv,kautv

valmed (i)=0

kmed (i)=0

enddo

do i=1,nfilas

valmed (in(i))=valmed(in(i))+abs(s(i,abs(in(i))))
kmed(in(i))=kmed(in(i))+1

enddo

xmedma=0

imedma=0

do i=-kautv,kautv
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if (kmed(i).gt.0.) then

if (valmed(i)/kmed(i).gt.xmedma) then
xmedma=valmed (i) /kmed (i)

imedma=i

endif

endif

enddo

kon=1

do i=1,nfilas

if (in(i).eq.imedma) then

lug(ordin(i))=ki ! damos a los elementos clasificados el lugar ki
write(20,%) ,ordin(i),grupin(ordin(i)), ’grupclas’, ki
else

do j=1,ncolum+l ! los metemos en la nueva matriz para analizar
w(kon, j)=w(i,j)

enddo

ordin(kon)=ordin(i)

kon=kon+1

endif

enddo

nfilas=kon-1

write(20,*),’quedan por clasificar’

do i=1,nfilas

write(20,*) ,ordin(i),grupin(ordin(i))

enddo

enddo

nfilas=50

grupos (ngrup,ki)=grupos (ngrup, ki)+1

write(20,*),’datos, agrupacion inicial y agrupacion final’
do i=1,nfilas
write(20,#),(a(i,j),j=1,ncolum),grupin(i),lug(i)

enddo
C
C BRecuento de elementos bien clasificados
C
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do i=1,100

do j=1,100

matbu(i, j)=0

enddo

enddo

do k=1,nfilas
matbu(grupin(k),lug(k))=matbu(grupin(k),lug(k))+1
enddo

buenos=0

bmax=1

do while (bmax.ne.0)

bmax=0

do i=1,100

do j=1,100

if (matbu(i,j).gt.bmax) then
bmax=matbu(i,j)

ibm=i

jbm=j

endif

enddo

enddo

buenos=buenos+bmax

do k=1,100

matbu{ibm,k)=0

matbu(k, jbm)=0

enddo

enddo

write(20,*), ’numero de elementos bien clasificados ’,buenos
buentotal=buentotal+buenos

enddo

write(20,*), ’nimero de elementos en agrup. inicial y final’
do i=1,10

write(20, *) (grupos(i,j),j=1,10)

enddo

write(20,*), ’clementos totales bien clasificades ’,buentotal
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QOO0

QOO0 Q0

CLOSE(20)

END ! FIN DEL PROGRAMA PRINCIPAL

FUNCION CRITERIO A MINIMIZAR EN LAS ROTACIONES

Real Function CRIT(nfilas,kautv)
Common /ROT/ b(100,10),cor(10,10),avec(10,10) ,nncolum
tem=0

do i=1,kautv

do j=i+l,kautv

do k=1,nfilas
tem=tem+b(k,i)*b(k,i)*b(k,j)*b(k,j)
enddo

enddo

enddo

CRIT=tem

return

end

FUNCION POLINOMICA UTILIZADA EN LA SUBRUTINA ROTACION

Real Function POL4(x)

Common /coef/ aa,bb,cc,dd,ee
POL4=aa+x* (bb+x* (cc+x* (dd+x*ee)))
return

end
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C

C SUBRUTINA ROTACION

C
C

Subroutine ROT(nfilas,kautv)

External POL4,UVMIF

Common /ROT/ b(100,10),cor(10,10),avec(10,10) ,nncolunm
Common /coef/ aa,bb,cc,dd,ee

do nfl=1,kautv ! se eligen dos factores
do nf2=1,kautv

if (nfi.ne.nf2) then

aa=0

bb=0

¢c=0

dd=0

ee=0

do i=1,nfilas | obtencién de los coeficientes de POL4
v1=b(i,nf1)*b(i,nf1)

v2=b(i,nf2)*b(i,nf2)

v3=b(i,nf1)*b(i,nf2)

v4=-v1-v2

do j=1,kautv

v4=v4+b(i,j)*b(i,j) 'suma de cuadrados menos los dos factores
enddo

aa=aa+vixvd+v2xvd+vixy2

bb=bb+2*cor (nf1,nf2)*xvi* (v4+v2)-2%v3*(vi+vd)
ce=cc+vlk (v1+v2+2xvd)-dxcor (nfl,nf2)*vixv3
dd=dd+2*cor (nf1,nf2)*vi*vi-2%vi*v3

ee=ee+vixvl

enddo ! obtenidos los coeficientes de POL4

Call UVMIF(pol4,0.,2.,20.,.01,200,xdel) ! llamada para min. POL4
xgam=sqrt (1+2+cor (nf1,nf2)*xdel+xdel*xdel)
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do i=1,nfilas ! nueva matriz de pesos
b(i,nf1)=b(i,nf1)*xgam
b(i,nf2)=b(i,nf2)-b(i,nf1)*xdel

enddo

do i=1,nncolum ! nuevas direcciones rotadas
avec(i,nf1)=(avec(i,nf1)+xdel*avec(i,nf2))/xgam
enddo

do i=1,kautv ! nueva matriz de correlaciones
if (i.ne.nf1) then
cor(nf1,i)=(cor(nfi,i)+xdel*cor(nf2,i))/xgam
cor (i,nfil)=cor(nfl,i)

endif

enddo

endif
enddo
enddo

return
end

FUNCION DETERMINANTE UTILIZADA PARA EL CALCULO DEL DESPLAZAMIENTO
Y DE LA MATRIZ W’W

QOO0 00

Real Function DET(d)

Real aval(10),avalord(10)

Common c(100,10),w(100,10),wpw(10,10) ,nfilas,ncolum,kautv
nncolum=ncolum+i

do i=1,nfilas !afladimos la columna constante y norm. por filas
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Xnorma=d*d

do j=1,ncolum
xnorma=xnorma+c{i,jl*c(i,j)
enddo

xnorma=sqrt (xnorma)

if (xnorma.gt.0.) then
do j=1,ncolum
w(i,j)=c(i,j)/xnorma
enddo
w(i,nncolum)=d/xnorma
endif

enddo

do i=1,nncolum! calculo de W’W
do j=1,nncolum

wpw(i, j)=0 tiniciar a cero wpw
do k=1 ,nfilas

wpw(i, j)=wpw(i, j)+w(k,i)*w(k,j)
enddo

enddo

enddo

Call EVLSF(nncolum,wpw,10,aval) ! autovalores de W’W
vdet=1 ! calculo del determinante

do i=1,nncolum
vdet=vdet*aval (i)

enddo
DET=-vdet !la rutina de IMSL llamada minimiza
return
end
C
C

C SUBRUTINA TRATAMIENTO DONDE SE OBTIENE LA DESCOMPOSICION ESPECTRAL
C DE LA MATRIZ W’W, EL NUMERO DE DIRECCIONES PRINCIPALES ELEGIDAS Y
C LA MATRIZ DE PES0S INICIAL
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Subroutine TRAT()

Real aval(10),o0val(10),ovec(10,10)

Common ¢(100,10),w(100,10),wpw(10,10),nfilas,ncolum,kautv,d,cotaut
Common /ROT/ b(100,10),cor(10,10),avec(10,10) ,nncolum

External DET,CRIT,POL4,UVMIF,EVLSF,EVCSF

nncolum=ncolum+i

do i=1,nncolum! calculo de W’W
do j=1,nncolum

wpw(i,j)=0 liniciar a cero wpw
do k=1,nfilas

wpw (i, j)=wpw(i,j)+w(k,i)*w(k,])
enddo

enddo

enddo

Call EVCSF(nncolum,wpw,10,oval,ovec,10) lautovalores y autovectores
kautv=0 l!contador autovectores mayores que cotaut*nfilas

do i=1,nncolum

if (oval(i).gt.nfilas*cotaut) kautv=kautv+i

aval(i)=oval(nncolum-i+1) ! autovalores en orden decreciente
do j=1,nncolum

avec(i, j)=ovec(i,nncolum-j+1)

enddo

enddo

do j=1,kautv ! autovectores que interesan a norma euclidea 1
xnorma=0

do i=1,nncolum

xnorma=xnormatavec(i,j)*avec(i,j)

enddo

xnorma=sgre (xnorma)
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if (xnorma.gt.0.) then

do i=1,nncolum
avec(i,j)=avec(i,j)/xnorma
enddo

endif

enddo

write(20,%),’autovalores y autovectores de W’W que interesan’
do j=1,kautv

write(20,*) ,aval(j),(avec(i,j),i=1,nncolum)

enddo

write(20,*),’matriz de pesos inicial’ ! obtencién y escritura
do i=1,nfilas

do j=1,kautv

b(i,j)=0

do k=1,nncolum

b(i,j)=b(i,j)+w(i,k)*avec(k,j)

enddo

enddo

write(20,%),(b(i,j),j=1,kautv)

enddo

write(20,*),’matriz de correlacicnes inicial’lobtencién y escritura
do i=1,kautv !matriz de correlaciones

do j=1,kautv

cor (i, j)=0

do k=1,nncolum

cor(i, j)=cor(i,j)+avec(k,i)*avec(k,j)

enddo

enddo

write(20,%),(cor(i,j), j=1,kautv)

enddo

return
end
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