LRS. 369.032 ou3

UNIVERSIDAD DE SEVILLA
FACULTAD DE MATEMATICAS

Un problema de localizacion
Max—Min
con restricciones

Memoria de Tesis que presenta

Fernando Ferndndez Palacin

octor en Matematicas.

—

para optar al grado d¢

Directores de Tesis

Dr. D. Antonino Garcia Rendén Dr. D. José Munoz Pérez
Catedratico de Estadistica Catedratico de Ciencias

e Investigacion Operativa de la Computacién
Universidad de Cadiz e Inteligencia Artificial

Universidad de Malaga

!

/7 ’/‘v‘«k«;ﬁ;:’;

‘\\;’7 o
Fdo.: Antonino Garcia Rendén Fdo.: José Munoz Pérez ‘

Sevilla 1.993
TUTOR

Dr.D. Rafael Infante NMacias
Catedrdtico de Zstadistica e Investigacidn Operativa

¥



CYRTTITINDY ":T
B A M T I

ST R ST - V—

El Jefg del Negocigdo,de Tesis,

AT DT SEVILLA

UNIVERSIDAD DE SEVILLA
FACULTAD DE MATEMATICAS

UNIVERSTDAD DI SEVILLA

,_.____.} Deﬁn:rif;zzalﬁ en (\ ’é . 287/‘.4/5.}((“

" silg Ironiora / ! .
Sy A cu laessn Pt
40 TN S AU Qi dio

o Traiversidad desde el dia /P 4 2

de 19

77 — . .,
Un problema de localizacion
Max—Min
con restricciones

Fernando Ferndndez Palacin



Indice

1 Inscripcién de un circulo en un poligono 10
1.1 Introduccién. . .. .. .. ... . ... .. 10

1.2 Construccién de la trayectoria del centro de los circulos

inscritos en un poligono. . . . . .. .. ..o 11

2 Un problema de localizacién Max-Min con restricciones 35
2.1 Introducciéon. . ... ... ... L oo 35

2.2 Formulacién del problema. . . . . . ... ..o oo 37
2.3 Formulacion del problema. . . . . ... ... o000 58

3 Aplicacion: Localizacién de un centro emisor de gases 64
3.1 Introduccion . . . . . ... ... .. o 64
3.2 Planteamiento del problema. . . . . .. ... ... ... .. .. 65
3.3 Determinacién de la region factible. . . . . .. ... .. .. .. 67
3.4 Formulacién del problema. . . . .. ... ... 68
3.5 Algoritmo . . . .. . ... e e 70
3.5.1 Rutinas del Algoritmo . . . . ... .. ... 70

3.5.2 Programa principal . . . .. .. ... oo 74

3.6 Construccion de las Poligonales de indiferencia . . . . . . . .. 82

A Algunos resultados sobre convexidad. 84

B Restricciones sobre los r; para que el Poligono de vientos sea

convexo. 88



Un problema de localizacién Max-Min 2

Introduccion

La teorfa de la localizacién nace en el siglo XV II cuando Fermat al final
de un célebre trabajo de maximos y minimos plantea el siguiente problema:
"Dados tres puntos en el plano, encontrar un cuarto punto, de tal modo
que la suma de las distancias de éste a los puntos originales sea minima”.
Sin embargo, no es hasta principios de esta centuria, y debido al interés
de ciertos economistas -que, ademas de la distancia consideran factores de
caracter socioecondmicos-, cuando alcanza su verdadera dimension.

La dificultad principal en la resolucién de los problemas de localizacién
radica en el hecho de que, en la mayoria de los casos, no existen soluciones
analiticas; por ello, a lo largo del tiempo, se han dado soluciones de tipo
grafico y analégico de gran imaginacién'. En la actualidad, gracias a las
modernas técnicas de investigacién y al uso de ordenadores, es posible el

empleo de procedimientos algoritmicos de alta precisién y rapidez.

!La primera solucién de tipo grafico al problema de Fermat la dio Torricelli en 1640
(Infante [19]). Por otra parte, una solucién analégica muy ingeniosa a un cierto tipo de
problema de localizacién -modelo de enclaves ponderado- lo dio Varignon, a través de su

conocido Armazén.
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Una primera clasificacién de los modelos de localizacién, dividiria a éstos
en Centros de localizacién deseables en proximidad y Centros de localizacién
de efectos peligrosos o molestos; a partir de ahora, Centros deseables y
Centros peligrosos, respectivamente.

La investigacién realizada sobre Centros peligrosos, motivo de nuestro
trabajo, tiene sus origenes a finales de los afos setenta, y, segin Erkut y
Neuman [9] los estudios sobre este tipo de modelos apenas suponen el 2%
del total de trabajos sobre localizacién. En opinién de los mismos autores, la
causa de la tardanza en el planteamiento de esta clase de problemas se debe
al hecho de que la mayoria de los centros peligrosos son una consecuencia del
desarrollo tecnolégico e industrial. Piénsese en centrales nucleares, centros de
tratamientos de residuos téxicos, mega-aeropuertos, etc. Por otra parte, la
desproporcién entre el nimero de trabajos realizados sobre centros peligrosos
respecto a centros deseables se explica, ademés de por lo expuesto en el
pérrafo anterior, porque es mucho mas frecuente el problema de localizar
un Centro deseable que uno peligroso. De hecho, la mayoria de las veces
la localizacién de un centro deseable tiene un caracter local, mientras que la
localizacién de un centro peligroso implica, generalmente, a grandes regiones,
en ocasiones de 4mbito supranacional (Ver Hansen, Peeters y Thisse [14]).

Criterios de localizacion de Centros Peligrosos. Antes de continuar,
expondremos una serie de criterios que nos ayudaran en la clasificacion de

los modelos de localizacién de centros peligrosos.
1. Por el nimero de centros a localizar:

e Problema de localizacion simple.

o Problema de localizacién de multiples centros.

2. Por el espacio en el que se plantea el problema:
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o IR*.
o Redes.

3. Por la regién, S, donde es factible la localizacién de los centros:

e Discreta.
¢ Continua:

— Poligono convexo.
— Poligono no convexo.

— Otra.
4. Por la medida utilizada:

o FEuclidea.
e Rectilinea.
e Sobre red.

e Otra.
5. Por la funcién objetivo:

e Objetivo unico:
— MAXMIN.
— MAXISUM.

e Multiobjetivo.
6. Por las interacciones consideradas:

e Sélo entre los centros a localizar y los existentes.

e Sélo entre los centros a localizar.
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e Con los dos tipos de interaccién anteriores.
7. Por las ponderaciones utilizadas:

e Modelo ponderado.

¢ Modelo no ponderado.

Especialmente interesante resulta la clasificacién en relacién con la
funcién objetivo que se utilice. Si el objetivo es tinico, como ocurrira en el
modelo que desarrollaremos, los dos criterios utilizables son los MAXMIN
y MAXISUM. Dichos criterios se corresponden, respectivamente, con los
MINIMAX y MINISUM en la localizacién de centros deseables y, mientras
que en éstos la opcién mayoritariamente elegida ha sido la MINISUM, por
motivos de rentabilidad y eficacia, en trabajos con centros peligrosos se
impone el criterio MAXMIN, entendemos que debido al interés en proteger
minimamente al enclave que resultard mas afectado.

Es evidente que para el problema de localizacién de centros peligrosos, la
zona factible debe ser acotada, pues, de no ser asi, la naturaleza del problema
nos llevara a una imposible localizacion en el infinito.

Una vez expuestos los aspectos generales de la teoria nos centraremos
en el problema del tipo MAXMIN, que en su forma més general podemos
expresar como:

max min w;d(X, P;)
XeS 1<i<m

donde X representa la localizacién del centro peligroso, P, = (zi,y:) ¢ =
1,...,m, la localizacién de los enclaves existentes, S es la regién factible,
d una cierta distancia y w; la ponderacién de P; que refleja el nivel de
incompatibilidad entre el centro peligroso y el enclave existente P;. En la
mayoria de los casos la distancia utilizada es la euclidea.

En orden cronolégico, los primeros en plantear este tipo de problemas

fueron Dasarathy y White [1] , resolviéndolo para el caso en que w; = 1
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para todo i y siendo S C IR* una regién convexa poliédrica. Demuestran la
existencia de un nimero finito de candidatos a 6ptimos y ofrecen un algoritmo
de tipo combinatorio para k = 2 y k = 3. Asimismo, dan otro algoritmo para
el plano basado en los poligonos de Vorono.

Drezner y Wesolowsky [3] dan soluciones para el problema ponderado,
estando constituida la regién factible por la interseccién de m circulos
centrados en los enclaves existentes. Proponen un algoritmo de biseccion.

Melachrinoudis y Cullinane [27] y [28] presentan problemas MaxMin
ponderados en regiones poligonales no convexas y donde, con centro en cada
localizacién existente, se han considerado regiones circulares en las cuales no
esta permitida la localizacién del centro peligroso. Asimismo aportan sendos
algoritmos.

Melachrinoudis [26) demuestra que una solucién 6ptima del problema esta
localizada en un vértice de S (si S es una regién poligonal), 6 sobre un lado
de & w-distante de, al menos, dos localizaciones existentes, 6 en el interior
de S, w-distante de, al menos, tres localizaciones existentes.

Para ciertos problemas de contaminacién ambiental por la emisién de
ruidos, gases, etc., Melachrinoudis y Cullinane [29] consideran el problema

de encontrar sobre un poligono convexo, S, el punto X(z,y) que satisface:

. w;
min max —
XeS 1<i<m ;]

donde:
rf=(z—2:) 4+ (y— )
Erkut y Onci [10] generalizan el problema anterior, planteando:

. w;
min max — =7

Xes1<i<m d( X, P)e

para q = 2 se tendria el modelo de Melachrinoudis y Cullinane.
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En nuestro trabajo, tratamos el problema de localizaciéon de un centro
peligroso en un poligono convexo, S -aunque en la Segunda parte del Capitulo
IT consideramos un caso en el que sélo exigimos a & que sea multiplemente
conexo- dentro de una regién donde existen otras localizaciones que pue-
den verse afectadas. Para cada una de dichas localizaciones existentes
establecemos un é4rea de seguridad poligonal convexa donde queda excluida
la localizacién del centro peligroso, que llamamos Area de respeto de la
poblacién o enclave. El criterio utilizado es el de maximizar la minima
distancia a las Areas de respeto.

El esquema de la presente memoria es el siguiente:

En el Primer capitulo abordamos el problema de la inscripcién de un
circulo en un poligono, tomando como base un trabajo de Karkazis y
Karagiorgis [20], al cual hemos afiadido numerosas aportaciones y realizado
algunas modificaciones. En concreto, se han eliminado algunos conceptos
que realmente aportaban poco a la comprensién del problema, como los de
Area activa, Punto tangencial piloto,. . .; se han anadido algunos resultados
fundamentales que caracterizan la inscripcién de un circulo en un poligono;
se han mejorado algunas demostraciones y se ha simplificado y clarificado el
algoritmo.

En el Segundo capitulo se plantea el problema central de nuestro estudio.
Este capitulo lo hemos dividido en dos partes, en la primera se analiza
el problema en su forma general. Para ello, se ha procedido a realizar
una particién de la regién factible en una serie de poligonos, al objeto de
garantizar la existencia y unicidad de éptimos en un cierto tipo de poligono.
Una vez realizada la particién, hemos puesto de manifiesto la correspondencia
existente entre los éptimos de nuestro problema y los centros de los circulos
méximos inscritos en los poligonos. Los dltimos resultados de esta parte

caracterizan los posibles 6ptimos del problema. En la segunda parte se
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introduce una restriccién adicional al problema original, consistente en dar
al exterior del poligono S la misma consideracién que al resto de poligonos
de seguridad y hacer maxima también la distancia a su frontera. Ademas, la
unica exigencia, tanto sobre S como sobre el resto de poligonos de seguridad,
es la de que sea multiplemente conexo. El objeto que se persigue con
esta variacion -amén de dar solucién a un problema concreto que pudiera
realmente presentarse- es el de ofrecer algunas condiciones para la existencia
y unicidad de soluciones en el interior de recintos poligonales.

En el Tercer capitulo se ha desarrollado una aplicacién consistente en la
localizacién de un centro emisor de gases en una region donde existen unas
tendencias definidas en cuanto a la velocidad y direccién del viento. Dichas
tendencias son las que determinardn las Areas de respeto de las que hablamos
mas arriba. Proponemos un algoritmo para determinar los éptimos locales,
concluyéndose el Capitulo con una exposicién de pautas para la construccion
de Poligonales de indiferencia.

Por 1ltimo, se incluyen dos Apéndices, el primero de ellos sobre Algunos
resultados sobre convezidad en poligonos, necesario para el desarrollo de la
primera parte del Capitulo II; y el segundo ofrece las condiciones para que

las Areas de respeto sean convexas.
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Notacién de utilizacién general:

o La distancia utilizada es la Euclidea, representada por "d”.

e En general hemos utilizado letras latinas maytsculas para identificar
puntos del plano y minidsculas para referirnos a las componentes de los

puntos.

e Hemos empleado letra Caligrafica en la notacién de figuras en el plano:

Circulos y Poligonos y les hemos afadido el subindice ”¢” cuando

considerdbamos circunferencias o perimetros de poligono.
¢ Denotamos con N(X,é) al conjunto siguiente:
N(X,6) ={Y € R*/d(X,Y) < 6}
Es decir, la bola abierta de centro X y radio 4.

e Decimos que el vértice ) de un poligono P es convexo si existe una

recta A, que pasa por ), y un é > 0 tal que:
ANNQ,)NP=Q
en otro caso (J es no convexo.

e Decimos que un circulo C(X,r) estd inscrito en un poligono P si

Int(C) C Py el cardinal de P NC es finito.

e Llamamos S(X,Y), S[X,Y], S(X,Y]y [X,Y) a, respectivamente, los
segmentos abierto, cerrado, semiabierto por la izquierda y semiabierto

por la derecha entre los puntos X e Y.



Capitulo 1

Inscripcion de un circulo en un

poligono

1.1 Introduccion.

Pretendemos en este capitulo caracterizar las condiciones para la inscripcién
de un circulo dentro de un poligono acotado y simplemente conexo, convexo o
no, y analizar en qué circunstancias el circulo inscrito es maximo. El método
utilizado es el propuesto por Karkazis y Karagiorgis [20].

Supongamos un poligono P, simple, cerrado y acotado con perimetro Po
y vértices {V1,Vs,...,V,}. -el Teorema de la curva de Jordan, garantiza que
P es simplemente conexo !-, con perimetro Py y vértices {Vq,Va,...,Va}.
Consideremos un punto P; que recorre P, desde V; en el sentido contrario a
las agujas del reloj, llamaremos a P; punto tangencial basel; basel a partir
de ahora.

Asociamos a P; un circulo C;( X, r), que es mdximo entre todos los circulos

1Una demostracién geométrica puede verse en los apéndices del volumen 1 de ” Analytic
Function Theory”, por E.Hille {16]

10
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inscritos en P que tocan en P;. Al circulo Ci(X,r) asociado a cada P;
le llamaremos ”circulo rodante”, CR en adelante. Puesto que basel se
mueve de forma continua, el lugar geométrico del centro de los CR, {C R}
abreviadamente, es también una linea continua. En otras palabras, {C R} es
un grafo conexo porque el poligono P es simplemente conexo. En realidad
{C R}, esta formada por segmentos y arcos de parabolas, unidos. Los puntos
de unién, finitos, son puntos de cambio de direccién de {C' R} y constituyen
los puntos singulares del problema.

Sea A € P, laposicién actual de basel y C(X,r) su C R asociado. Veremos
mas adelante que C(X,r) tiene al menos otro punto de tangencia con Po,
supongamos que B es el primer punto de tangencia que nos encontramos al
recorrer la circunferencia Co(X,r) a partir de A en sentido contrario a las
agujas del reloj, llamaremos a B punto tangencial base2, base2 en lo que
sigue. En la seccién siguiente explicamos de forma esquematica los pasos a

dar para la construccién de {CR}.

1.2 Construcciéon de la trayectoria del cen-
tro de los circulos inscritos en un poli-

gono.

Para empezar, es evidente que {C' R} contiene a todos los vértices convexos
del poligono, ademds cuando basel y base2 son interiores a dos lados del
poligono el centro de los CR se mueve a lo largo de un segmento, y cuando
uno de los dos es un vértice no convexo el centro de los C' R describe un arco
de parabola, pues, en ese caso, {C R} equidista de un punto y una recta.
Obsérvese, asimismo, que los papeles de basel y base2 se intercambian

cuando P, recorre Py.
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Figura 1.1:

PARABOLA

Figura 1.2:

De forma més detallada, si consideramos los lados y los vértices no
convexos del poligono P como una lista de elementos ordenados, cada trozo
de la trayectoria {C' R} viene determinado por dos de esos elementos, que
denominamos activos: basel y base2, y pasamos a otro trozo de {C R} cuando
un tercer elemento entra en actividad relevando a una de las bases.

En todo caso, la construccién de {CR} parte de un vértice convexo

continuando con la bisectriz de los lados que encierran a dicho vértice (Figura

1.1).
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Estos dos lados se corresponden con las bases, es decir, son los elementos
activos y decimos que la bisectriz es la trayectoria actual de {CR}. Para
obtener el elemento que sustituird a una de las bases arbitramos un
procedimiento combinatorio, obteniendo las trayectorias determinadas por
basel y el resto de elementos hasta base2, y por base2 y el resto de elementos
hasta basel, la primera trayectoria que intersecta con la trayectoria actual
sustituye a ésta y se produce una bifurcacién de {C R} (F z:gura 1.2). Por
una parte, tendremos la rama de {C R} dada por la trayectoria determinada
por basel(2) y el nuevo elemento activo y, por otra, una segunda rama entre
el nuevo elemento activo y base2(1), que habrd igualmente que explorar.
Excepcionalmente puede haber terceras o mas ramas, cuando el circulo en
cuestién tenga cuatro o més puntos de tangencia. Cada una de las ramas
que se produce tras una bifurcacién tendra que ser analizada hasta que nos
encontremos con un vértice convexo donde termina. Todo lo anterior se
explica con detalle en el desarrollo del algoritmo que se ofrece en el Tercer

capitulo.

Definicién 1.1 Dado X € P, decimos que C(X,r) es un circulo inscrito
mdzimo, CIM en adelante, local en P si existe un 6 > 0, de tal forma que
VX' € N(X,8), X' # X, el CIM con centro en X', C(X',r'"), verifica que
r' <r. Sir' <r, decimos que C(X,r) es un CIM local estricto en P.

Si para todo CIM C(X',r") con X' € P, X' # X se verifica que ' <'r
entonces decimos que C(X,r) es un CIM global. Si r' < r entonces C(X,r)
es un CIM global estricto en P. Todo CIM global lo es local.

Definicién 1.2 Diremos que un circulo es tangente a un poligono si estd
inscrito en €l y su circunferencia adjunta es tangente a uno de sus lados o

bien toca uno de sus vértices.

El siguiente resultado estd tomado de Karkazis y Karagiorgis [20].
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Figura 1.3:

Lema 1.1 Cualquier CIM en el interior de un poligono P es tangente al

perimetro del poligono, Py, en, al menos, dos puntos.

La Figura 1.3 ilustra esta situacién. Observe que conservando el punto
de tangencia @ el circulo puede crecer hasta encontrar, al menos, un segundo
punto de tangencia.

Aunque también el Lema que sigue es del mismo trabajo de Karkazis y
Karagiorgis [20] hemos detectado algunas imprecisiones en su demostracion

que nos han llevado a rehacerla.

Lema 1.2 Si un CIM tiene exactamente dos puntos tangenciales con Pg,
entonces ambos puntos estdn unidos por un didmetro y son interiores a caras

paralelas de Py.

Demostracién: Probaremos en primer lugar que si Q1 y Q2 son los puntos
tangenciales son antidiametrales. Para ello supondremos que no es asi y
llegaremos a una contradiccion. Si Q1 y Q2 no son antidiametrales, entonces
las rectas Ay y A, tangentes a C(X,r) en Q1 y Q2, respectivamente, no son

paralelas y, por tanto, tendrdn un punto de corte que llamaremos A. Si
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Figura 1.4:

llamamos P* = PNT, donde T es la regidn angular cerrada definida por Ay
y Ay que contiene a X, entonces C(X,r) estd inscrita en P*(ya que C(X,r)
estd inscrita en ambos P yT') y es tangente al perimetro de P* exactamente
en dos puntos, ()1 y Q2 (Figura 1.4).

Ademds, si oy y oy son los lados de P* donde se encuentran respecti-
vamente Q1 y @2, entonces es evidente que ()1 y Q2 son interiores a estos
lados, ya que los vértices adjuntos a oy y 0y son convezos.

Definimos:

P =P,nT'NQ, (1)

szpoﬂf'ﬂSb (2)

donde I' representa al interior de T', Q) es el semiplano abierto determinado
por S(Q1,Q2) y que contiene a X, y Qs el complementario de (.

Si elegimos r* de la siguiente forma:

r* =inf{d(X,Y)/Y € P} (3)



Un problema de localizaciéon Max—Min 16

entonces
E=r"—r>0 (4)

ya que C(X,r) no tiene puntos comunes con Py y por tanto:
dX,Y)>e+r VY €ePR (5)

Consideramos a continuacion el circulo C(X',r") centrado en la bisectriz

[

de T, que llamaremos 7, y a una distancia ¢ < 5,

-¢ > 0 tan pequenia como

se quiera- de X alejdndose de A, y con radio:

r':r-l—esen-g- (6)
Donde a es el dngulo que forma A\; con Ay. Por otro lado si'Y € Py

entonces

*

dXY) 2 dX,Y)—d(X,X)> & +r—e>c+r——=

2
:r—l—;—*2r-{—e:r'——esen(—g)+e=r'+c(1—sen(%)) (7)
Ademds es evidente que
dX',Y)>d X' X)-d(X,Y)>r VY € P, (8)

Considerando finalmente que C(X',r') estd inscrito en I' ya que:

d X' o)=r+ esen(g) =7 =d(X',03) (9)

resulta que:
dX\Y)>r VY € P* (10)

y entonces:
dX',Y)>r VY eP (11)

lo que implica que C(X',r") estd inscrito en P.
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Figtira 1.5:

Pero esto contradice la suposicion inicial de que C(X,r) era un CIM, ya
que r < ' y ademds X' estd tan prérimo como se quiera de X, por tanto Q)
y Q2 son antidiametrales.

Veremos a continuacion que Q; y Qy son puntos interiores a dos lados
de Py. Esto es equivalente a demostrar que ninguno de los dos puntos es un
vértice.

Observemos, en primer lugar, que ni @y ni @, pueden ser vértices
convezos. Supongamos entonces que uno de los dos, por ejemplo ()1, es un
vértice no convexro. Llegaremos a una contradiccion.

Sea Ry el semiplano abierto a la derecha de S(Q1,Q2) y Ry el comple-
mentario de Ry. Consideremos las rectas A\ y Ay, tangentes a C(X,r) en
Q1 v Q2, respectivamente. Ya que Q; y Q)2 son antidiametrales las rectas
A1 y Ay son paralelas, consideremos la banda limitada por ambas rectas que
llamaremos A (Figura 1.5).

Sean o1 y 0y los lados de P* = PN A en los cuales se encuentran Q1 ¥y
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()2, respectivamente. Definimos:

Plzp()nA/an (12)

Py =Py NA'NR, (13)

donde A’ representa el interior de A.

Puesto que (), es un vértice no convezo eristird un entorno suyo en el
que o1 no coincidird con Py, supongamos que esto ocurre a la derecha de Q5.
Sea A el punto de o1 N Py N Ry mds prézimo a Q1 y A’ el vértice derecho
adjunto de Q3 si QQq es interior a un lado de Py, y A’ el punto de cNPoN Ry
mds prozimo de Q2 si () es un vértice no convero. Entonces es evidente
que:

r = d(Ql,A) >0 (14)

Por otra parte:

dX,Y)>r VYePr (15)

ya que C(X,r) no posee puntos comunes con P;. De aqui
r = inf{d(X,Y)/Y € P} >r (16)

y también:

r3=d(Q,,A) >0 (17)

ya que Q3 €s un punto interior de oy.
Consideremos ahora el circulo C(X',r) con centro en la mediatriz p de

A ¥y A2 ¥ @ una distancia € < € (e > 0 tan pequerio como queramos) a la
derecha de X, donde:

€ = mlﬂ{T177'22 =T, 7"3} (18)
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Supongamos que Q} y Q% son puntos tangentes de C(X',r) con A1 y Ag,

respectivamente, entonces Q7 es un punto interior de S(Q1, A), porque:
d(Q1,Q7) =d(X, X') < € <r1 = d(Q1, A) (19)
y por definicion de A
Q1 € Po (20)
Ademds, es evidente que C(X',r) se encuentra estrictamente a la derecha

de P,, por tanto:
dX,Y)>r VY € P, (21)
Por otro lado, si Y € P;, tomando el tridngulo XX'Y, tendremos:
dX',Y)>d(X,Y)—d(X,X")=d(X,Y)—¢ (22)
y por tanto:
ro—1 21

— = YeP 23
2>27' Vel()

Considerando las ecuaciones (20), (21) y (23), concluimos que C(X',r)

posee, a lo sumo, un unico punto tangencial con Po(Si Q3 € Po ese es el

dX',Y)>ro—e>rg—€¢ 2ry—

punto, si no es asi, no hay ninguno). En definitiva, tenemos un circulo
C(X',r) con X' tan prérimo como se quiera de X, con radio r y con, a lo
mds, un unico punto tangencial con Py, por el Lema 1.1 no puede ser un
CIM y consecuentemente C(X,r) tampoco, en contradiccion con la hipdtesis
de partida. Como consecuencia, Q1 y Q2 no pueden ser vértices no converos
y pertenecen al interior de dos lados de Po.

Como los anteriores el siguiente resultado es de los mismos autores,
aunque también aqui hemos detectado alguna deficiencia. Concretamente
se ha apoyado la demostracién en una cierta ilustracién cuando se pueden
presentar otro tipo de situaciones donde lo que se dice no es absolutamente

cierto.
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Figura 1.6:

Lema 1.3 Si un CIM local: C(X,r), de un poligono P tiene eractamente
dos puntos tangenciales Q1 y Q,, entonces: Ezisten infinitos CIM locales,

cada uno de ellos con exactamente dos puntos tangenciales, que llamaremos
CIM triviales.

Demostracién: Sea Ry el semiplano abierto a la derecha de S(Q1,Q2) y
R, el complementario de Ry. Consideremos las rectas Ay y A2, tangentes a
C(X,r) en Q1 y Qq, respectivamente. Ya que Q1 y Q2 son antidiametrales
las rectas Ay y Ay son paralelas, consideremos la banda limitada por ambas
rectas que llamaremos A.

Por el Lema 1.2, Q1 y Q4 son interiores a dos lados paralelos de Py, Ly
y Lo, consideremos los extremos de ambos lados: Ay y By para L1 y A; y Ba
para L,. (Figura 1.6) Consideremos los extremos a la derecha de Q1 y Q2:
By y By (De igual forma procederiamos hacia la izquierda). Definimos Py y
P, como:

PlzpoﬂA,ﬁRl (24)
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P,=P,NA'NR,y (25)
Consideremos las siguientes distancias:
r =d(Q1,B1) >0 (26)
ya que ()1 es interior a Ly. Por otra parte:
dX,Y)>r VY € P, (27)
ya que C(X,r) no posee puntos comunes con Py. De aqui
ro =inf{d(X,Y)/Y € P} >r (28)
y también:
r3 = d(Q2,B2) >0 (29)

ya que Q2 es un punto interior del L,.
Consideremos ahora el punto X' en la mediatriz de Ay y Ay y a una
distancia €* a la derecha de X, donde:

_ Min{ry,ry —r,r3}
B 2

*
€

(30)

Obviamente ¢ > 0.

Es evidente que VX* € S[X, X'] el circulo C(X*,r) tiene dos puntos de
tangencia antidiametrales, Q7 y @}, contenidos en L, y Lo, respectivamente.
Veremos que no hay ningin otro punto de tangencia.

FEs trivial ver que C(X*,r) se encuentra estrictamente a la derecha de P,

por tanto:

dX*Y)>r VYebh (31)

Por otro lado, si Y € P, tendremos:

dX*Y) > d(X',Y) > d(X,Y) - d(X,X') =
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ro—r 21
)
Veamos que C(X*,r) es un CIM local. Supongamos que no, entonces

V6 >0 3X; € N(X*,6) yunry >r tal que C(X1,71) estd inscrita en P,

es decir:

=dX,)Y)—€>rp—€>r—

=r (32)

d(Xl, Y) 2 ™ \V/Y c Po (33)

Tomemos & como:

6 = min{d(Q7, A1), d(Q3, B1), d(Q3, A2), d(Q3, Ba)} (34)

Consideremos ahora el didmetro D de C(X1,r1) paralelo a S(Q3%,Q3), D
toca a la circunferencia en dos puntos: Ty y Ty. D es perpendicular a Ly y
Ly, ademds:

d(Tl, Tg) =2ry > 2r = d(Ll, Lz) (35)

De lo anterior deducimos que S(Ty,T;) tiene puntos exteriores a la banda
formada por Ay y Ay; es decir, S(T1,T3) corta, al menos, una de las rectas,
supongamos que a )\, en un punto Ci. Y puesto que d(X*, X;) < 6,
tendremos que d(Q%;C1) < 8. De donde deducimos que C1 € Ly y que
S(Ty,T,) tiene puntos exteriores a P, lo que contradice que C(Xy,r1) esté
inscrito en P. De todo lo anterior podemos afirmar que C(X*,r) es CIM
local y ya que esto ocurre para todo circulo cuyo centro se encuenire en
S[X,X'], existen infinitos CIM locales con ezactamente dos puntos de

tangencia con Py.

Lema 1.4 Si un circulo es CIM para un poligono P, entonces no pue-
de ocurrir que todos los puntos de tangencia pertenezcan a la misma

semicircunferencia abierta.

Demostracién: Supongamos que no es asi. Sea So[C(X, )] la semicircun-

ferencia abierta que contiene a todos los puntos de tangencia y D el didmetro
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A,
Figura 1.7:

que la define, llamemos Q1 y Q2 a los puntos de tangencia mds prézimos a los
extremos de D, sean Ay y \; las tangentes en Q1 y Q2 y A el punto de corte
de éstas, consideremos la regidn angular T' determinada por Ay y A2, Ry el

semiplano abierto limitado por D y que contiene a A y Ry su complementario.

(Figura 1.7)

Definimos:

Pi=PonI'NR, (36)

P2:”P00F’OR2 (37)

Con 1" = Int('). Si elegimos v’ de la forma:
r' = inf{d(X,Y)/Y € Py} (38)

entonces tendremos que:
€=r'"—r>0 (39)

ya que C(X,r) no tiene puntos en comin con P,.
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Tomando ahora C(X',r) con X' centrado en la bisectriz de I' a una
oL
de A, tendremos:

distancia € < (¢ > 0 tan pequerio como se quiera), de X alejindose

/

d(X'Y) > d(X,Y) —d(X,X) >t —e>r1 — % >r  YYePR (40)

dX,Y)>dX,Y)>r VYeP (41)

Y ya que obviamente d(X', A1) > r y d(X', A\2) > r, tendremos que:
dX,Y)>r VYeP (42)

y por el Lema 1.1, podemos encontrar un r' > r tal que C(X',r') estd inscrito
en P. Luego C(X',r) no es CIM y puesto que X' estd tan prorimo a X como
queramos C(X,r) tampoco lo serd. Por tanto la hipdtesis de partida es falsa

y no todos los puntos pueden estar dentro de la misma circunferencia abierta.

Lema 1.5 Si C(X,r) es un CIM con todos sus puntos tangenciales dentro
de una misma semicircunferencia cerrada, entonces tiene dos puntos tan-
genciales antidiametrales. Ademds, existen infinitos CIM. C(X,r) seria un
CIM local no estricto.

Demostracién: La primera parte es trivial, pues st no fuera asi, todos los
puntos estarian dentro de una semicircunferencia abierta y por el resultado
anterior el circulo no seria CIM.

La sequnda parte es consecuencia inmediata del Lema 1.2,

A la vista del resultado anterior podriamos decir que un CIM que no
tenga todos sus puntos de tangencia dentro una misma semicircunferencia
cerrada estd encajado en el poligono y no tiene posibilidad alguna de "rodar”.

El resultado siguiente viene a profundizar un poco mas en la cuestién.
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Teorema 1.1 Un circulo C(X,r) es un CIM local estricto si y sdlo s,
tiene tres o mds puntos de tangencia no todos contenidos en la misma

semicircunferencia cerrada.

Demostracién: Supongamos que C(X,r) tiene tres puntos de tangencia
no contenidos en la misma semicircunferencia cerrada, si C(X,r) no es un
CIM local estricto entonces eziste un circulo inscrito en P, C(X',r'), con
centro en la bola N(X,46), 6 > 0 tan pequerio como se quiera, en una cierta
direccion 0 desde X y tal que r' > r. Consideremos el didmetro D de C(X, )
perpendicular a la direccion 0 y el didmetro D' de C(X',r') paralelo a D.
Llamemos R, al semiplano abierto determinado por D conteniendo a X' y
Ry a su complementario.

Definimos:

P, = Ry NCo(X,T) (43)

Puesto que no todos los puntos tangenciales pertenecen a la misma
semicircunferencia cerrada, existe al menos uno, (), que pertenece a Py.
Sea Q* la proyeccion de @) sobre la recta que pasa por X en la direccion
0, tomemos X' € S(X,Q*), sea a el dngulo Q*XQ y B el dngulo Q*X'Q
(Figura 1.8)

obviamente 0 < o < 8 < T y, por tanto, sen o < sen 3, entonces:

1Q.Q)  4Q,Q)

sen o sen 3

r=d(X,Q) = = d(X',Q) (44)

lo que implica que Q € Int[C(X',7")], y llegamos a una contradiccion puesto
que C(X',r") no puede contener en su interior puntos de Po.

El reciproco es consecuencia inmediata del Lema 1.5.

Teorema 1.2 Para cualquier poligono ezxiste un CIM que tiene, al menos,

tres puntos tangenciales con el perimetro del poligono.
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’

Figura 1.8:

Demostracién: Supongamos que lo anterior no es cierto. Ello implica, por
el Lema 1.1, que todos los CIM tienen ezactamente dos puntos de tangencia
con Py y, por el Lema 1.2, dichos puntos son antidiametrales e interiores a
lados paralelos de Py. Sea C(X,r) el CIM cuyo radio es mayor o igual que
el de cualquier otro CIM. Emplearemos la notacion de los lemas anteriores.

Hemos visto que C(X,r) no tiene puntos comunes con P, y Py, mientras
que tiene dos puntos tangenciales con 01(Q1) y 02(Q2). FEs evidente que
si C(X,r) es obligada a ”rodar” hacia Pi(P;) entonces, acaba tocando
Py(Py). En esta operacion el centro del circulo habrd trazado un segmento
de tamafio no nulo en la mediatriz de A. Denominemos a ese segmento
S[X, B](S[A, X]).

Obviamente:

d(B,Y') =r (45)
para un cierto Y' € Py, y

dB,Y)>r VYeP (46)
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Ademds, C(B,r) tiene dos puntos de tangencia con o1 y 02, sean Q7 y
Q5 dichos puntos. Si Q% y Q; pertenecen a Py entonces queda demostrado el
Teorema y a C(B,r) le llamamos C I M mayorante; si no es asi, uno de ellos,
Q3 por ejemplo, es interior a P. (Es interior ya que si fuera exterior existiria
un X' € S(X, B) que toca a Py, en conira de que C(B,r) es la primera que lo
toca). Tenemos que puesto que Q7 es distinto de Y', los puntos de tangencia
de C(B,r), @3 e Y', pertenecen a una semicircunferencia abierta, y por el
Lema 1.4 C(B,r) no es CIM local; es decir, existe un B’ en un entorno de
B yunrt' > r tal que C(B',r") estd inscrito en P, en contra de que el CIM
global tiene radio r.

El Lema y el Teorema que siguen pertenecen al articulo de Karkazis y

Karagiorgis [20] y han sido respetados en su totalidad.

Lema 1.6 El mdzimo circulo C(X,r) inscrito en un poligono P y tangente

a Po en un punto A, posee, al menos, un punto tangencial mds.

Teorema 1.3 El centro de un circulo C(X,r), inscrito en un poligono P, se
encuentra en {C R} si y solo si la circunferencia Co(X,r) tiene al menos dos

puntos de tangencia con Py.
Corolario 1.3.1 Si C(X,r) es un CIM para P entonces X € {CR}.

Demostracién: SiC(X,r) es un CIM para P posee, al menos, dos puntos

de tangencia con Py y, por tanto, X € {CR}.

 Definicién 1.3 Decimos que el punto X € {CR} es un nudo si V6 > 0
existe un € > 0 tal que Co(X,€) estd contenido en N(X,6) y corta a {CR}

en, al menos, tres puntos.

Teorema 1.4 Si un circulo C(X,r) tiene tres o mas puntos de tangencia en
lados distintos de Py entonces X es un nudo, el reciproco también es cierto,

si X es un nudo C(X,r) tiene, al menos, tres puntos de tangencia.
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Demostracién: Supongamos dos puntos de tangencia de C(X,r) contiguos:
Q1 y Q2 que no pertenezcan al mismo lado de Py, es evidente que ni Q1 ni Q2
pueden ser vértices converos. Definimos Ry como el semiplano determinado
por S(Q1,Q2) que no contiene a X.

Necesariamente en el recinto R = Ry NP existe al menos un vértice
convezo y por tanto {CRYNR # 0, por los mismos motivos {C R}N(P—R) #
0 y puesto que {CR} es una linea continua cortard, al menos, uno de los
segmentos S(Q1,X] o S[X, Q). Supongamos que X' € {CR} N S(Q1,X] es

claro que:
r' =min{d(X',Y) con Y e€Po}=d(X,Q1)<r (47)

Por tanto el CIM con centro en X' es C(X',r').

Ademds, es evidente que C(X', ") C C(X,r) y que Co(X', ") NCo(X,r) =
{@1}, por tanto C(X',r') tiene un wnico punto de tangencia con Py, Q1; pero
por el Teorema 1.3, para que un punto pertenezca a {C R} el CIM con centro
en €l debe tener, al menos, dos puntos de tangencia. Consecuentemente
X' ¢ {CR} y la dnica posibilidad es que X' = X.

Reciprocamente, si X es un nudo hay, al menos, dos trayectorias que se
cortan y, al menos, dos puntos por cada trayectoria no todos coincidentes,
pues pertenecen a distintas bases.

De la demostracién anterior se deduce que si un circulo C(X,r) tiene

k > 2 puntos de tangencia, en el nudo X confluyen k ramas de {C'R}.

Corolario 1.4.1 SiC(X,r) es un CIM estricto entonces X es un nudo. El

rectproco no es cierto.

Demostracién: La primera parte es consecuencia inmediata del Teorema
1.4. Para ver que el reciproco no es cierto basta considerar el ejemplo grdfico
mostrado en la Figura 1.9, en donde los puntos A; y Az son nudos y C(As,r)
y C(Az,r) son CIM locales no estrictos.
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Figura 1.9:

Figura 1.10:

Obsérvese que hay un nimero finito de nudos; dicho nimero estard en
funcién de la cantidad y disposicién de los vértices convezos del poligono,
como veremos a continuacion. Sin embargo, no todos ellos serdn CIM
locales, como se puede apreciar en la Figura 1.10. Asi X es un nudo y ademds
CIM estricto pero X' a pesar de ser nudo no es ni siquiera un CIM ya que
el circulo puede rodar a través del segmento que une X' con X aumentando

el tamano del radio.

El siguiente es un resultado de Karkazis y Karagiorgis [20], sin embargo
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incluimos una demostracién que entendemos es mds rigurosa que la aportada

por éstos autores.
Teorema 1.5 {CR} no tiene bucles.

Demostracién: Supongamos que existe un bucle, ®o, tomemos X' €

Int(®), siendo ® el recinto cuya frontera es ®q, ello implica que:
dX',Y)>0 VY e (48)

Consideremos el CIM centrado en X', C(X',r"); existird, al menos, un
punto tangencial Qy, tal que d(X', Q1) = r'. Determinamos el punto de corte
de S(X', Q1) con B, sea dicho punto Q3; el CIM centrado en él, C(Q7,77)
tendrd, al menos, dos puntos de tangencia, Ty, T5,.... Veremos que uno de

ellos coincide con Q1. Supongamos que no. Sea T; el punto mds préorimoa

Qn:
d(Xla Tz) < d(X/a Q){) + d(QL Tl) < d(X,a QI) + d(QL Ql) = d(X,) Ql) (49)

ello implica que T; € Int[C(X',r")], en contra de que T; es un punto de Po.
Luego T; = Q. De lo anterior deducimos que C(X',r") y C(Q7,r}) tienen
un punto de tangencia comin: @Q; y ademds Q} € S(X',Q1), y, por tanto,
C(Q1,7rY) C C(X',r') estrictamente y consecuentemente el resto de los puntos
tangenciales de C(Q7,75) son interiores a C(X',r'), en contra de pertenecer

a Po. Como consecuencia de lo anterior Int(®) = 0 y no existen bucles en

{CR)}.

o Elteorema viene a decir que existe un unico camino para ir de un punto

de {CR} a otro; luego tiene estructura de drbol.

NOTACION
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e Dados X; y X, pertenecientes a {C R}, notamos con C(X;,X3) C
{CR} al camino abierto de {CR} que une X; con X,. C[Xy,X3],
Cl[X1, X,) y C(X1, X2] serdn los caminos cerrados y semiabiertos por

la derecha e izquierda, respectivamente.

e Llamaremos 7 a la topologia inducida en {C R}, los abiertos de 7 vienen

dados por B(X,6) = {CR} N N(X,$4).

Definicién 1.4 Si en X € {CR} coinciden k ramas, diremos que X es un
punto de orden k — 2. Por ejemplo, en el centro de un cuadrado coinciden 4
ramas y éste seria un punto de orden 2. Por extension, podriamos decir que
todo punto X de {C R} que no es un nudo es un punto de orden 0, puesto
que puede verse como la confluencia de dos ramas. Es decir, el orden de un
punto X € {CR} se determinaria como el nimero de puntos de tangencia

del CIM C(X,r) menos 2 y es igual al nimero de nudos que coinciden en
X.

Lema 1.7 Si un poligono P tiene N vértices convezos la suma de los ordenes

de {CR} es igual a N — 2. O lo que es lo mismo posee N — 2 nudos.

Demostracién: Desde cada vértice convezo nace una rama de {CR}. Por
el Teorema 1.5, para ir de un vértice convezo V, a otro Vs existe un tunico
camino C(V1,Vs). Si consideramos un tercer vértice convezo el camino que
lo une a V; 6 a Vy coincide, a partir de un punto Xy, con C(V1,Vs). Es
evidente que en X; confluyen tres ramas de {CR}, las que van a V1, V2 y
Vs, y por tanto X, es un nudo. A continuacion, consideramos un cuarto
vértice V, y el camino que lo une con Vi, Vo 6 Vs, es evidente que dicho
camino coincide con alguno de los dos anteriores a partir de un punto X,,
en el que vuelven a confluir tres ramas de {C R}, la que va V4 y a dos de los
{V1,V3,V3}. Continuando con el procedimiento llegariamos al iltimo de los

vértices converos Vy que generaria un nuevo y ultimo nudo Xy_,.
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Lema 1.8 Dado cualquier punto X € {C R} que no sea un nudo, y su CIM
asociado C(X,r), el wnico punto de corte de {C R} con el didmetro de C(X,r)
perpendicular ¢ {CR} es X.

Demostracién: Si {CR} corta en un punto Xo # X, es evidente que
C(Xo,r0) C C(X,r) yro < r, lo que implica que C(Xo,r0) sdlo tiene un
punto de tangencia, contradiciendo que Xo € {CR}.

De igual forma se demostraria el siguiente Lema:

Lema 1.9 Sea Q un punto de tangencia de C(X,r), con X € {CR},
entonces se verifica que {CR} N S(X,Q) = 0.

Llegados a este punto, es evidente la importancia que tiene {CR} en
la bisqueda de los circulos inscritos maximos; por ello hemos considerado
interesante dotarnos de una herramienta que facilite el trabajo con {C R},
a la vez que nos permita hacer una mejor formalizacién del problema. Nos

estamos refiriendo a la funcién v que definimos a continuacién.
Definicién 1.5 Definimos la funcion v como:
v:{CR}cIR®? — R

X —  rx (50)

donde rx es el radio del CIM con centro en X.

Lema 1.10 La funcidn v toma siempre valores mayores o iguales a cero y

¥(X) =0 si y sélo si X es un vértice convexo del poligono.
Demostracion: Trivial.

Lema 1.11 La funcion v es continua.
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Demostracién: Supongamos la sucesion {X,} C {CR} que converge a

Xo, demostraremos que {y(X,)} converge a v(Xo).

lim (X,)= lim rx, = hm {mln d( X, Y)} =

Xn—Xo Xrn—Xo Xn—Xo Y€EPo
= Yr%l?% Xll—%(o d(X,,Y) = }Ifnln d(Xo,Y) = rx, = 7(Xo) (51)

Ademds de la continuidad, la funcién v goza de ciertas propiedades que
la hardn muy deseable desde el punto de vista de obtencion de optimos, como
veremos en el siguiente capitulo. Por otra parte el Teorema siguiente, que
relaciona los CIM de P con la funcidn v, es evidente sin mds que tener

presente la definicion de .

Teorema 1.6 C(X,r) es un CIM para P si y sélo si X es un mdzimo para

~; y serd CIM estricto si y sdlo si el mdzimo es estricto.

Demostracién: Si C(X,r) es un CIM para P entonces, por el Corolario
del Teorema 1.8, X € {CR}, ademds 36 > 0 tal que YY € N(X,6) el CIM
con centro en Y, C(Y,ry) verifica que ry < r y por tanto VY € B(X,6) C
N(X,6), v(Y) < v(X) y v toma un mdzimo en X. Si el CIM es estricto,
las desigualdades son estrictas y el mdzimo de vy estricto.

Reciprocamente, si X es un mdzimo para v, 36 > 0 tal que VY € B(X,6),
1Y) < y(X) y ry < r. Supongamos que C(X,r) no es un CIM para P,
en ese caso Ve, 1Z € N(X,¢€) tal que rz > r. Tomemos € = 6, en tal caso
Z e N(X,)N{CR}, y el CIM C(Z,rz) tiene un tnico punto de tangencia,
Q.

Consideremos el punto Z* € {CR} en la perpendicular a {C R} que pasa
por Z, Z* € B(X,6) y

=d(Z2°,Q)=d(Z*,2) + d(Z,Q) > 1z (52)

Pero por ser Z* € B(X,8), rzx <ryrz <r.
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Si el mdximo de v es estricto, las desigualdades son estrictas y el CIM

estricto.

Corolario 1.6.1 v es constante en C[X;, Xs] si y solo st VX € C(Xy,X3)
el circulo inscrito mdzimo en P con centro en X, C(X,r), es un CIM trivial

para P.

Demostracion: Evidente a la vista del Teorema.



Capitulo 2

Un problema de localizacion

Max-Min con restricciones

2.1 Introduccion.

En el desarrollo de este capitulo, que hemos dividido en dos partes, trataremos
del problema de localizacion de un centro peligroso en un recinto poligonal
utilizando el criterio Max-Min.

En la primera parte abordaremos el problema de localizacion en una
region convera, en cuyo interior o prozimidad existen otras localizaciones
que pueden verse afectadas por dicho centro. Como se ha dicho, utilizaremos
el criterio Maz-Min, con la novedad de que mazimizaremos la distancia,
no a las localizaciones existentes, sino a unos ciertos poligonos converos
construidos alrededor de cada una de dichas localizaciones -que podemos
asociar con zonas minimas de sequridad- y en cuyo interior no es posible
la ubicacion del centro peligroso.

La sequnda parte, la dedicamos a la localizacién del centro peligroso dentro

de un recinto poligonal, de tal forma que la distancia euclidea desde dicho

35
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centro a la frontera del recinto sea mdzrima.
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PRIMERA PARTE

2.2 Formulacion del problema.

El problema, al que nos referiremos como g1, lo formulamos como:

max [pin {d(P, Si)} (1)
con
Si={(z,y) € Rleijz +dyy < b} 1<i<k} (2)
Donde:
d(P,S;) = mip d(P,Q) (3)
restringido a:
Pe{sSn([15)} =Rr (4)
J=1
siendo
S={(z,y) € Rz +djy<b; 1<j<p} (5)

A R le llamaremos la region factible (Figura 2.1). Supondremos que
Rr no es vacia; si no fuera asi, en el Capitulo III se ofrece una solucion
alternativa para el caso concreto que se plantea.

Si en 4 consideramos S = IR?, tendriamos:
)

Pe()S=Rr (6)

1=1

al problema asi planteado sustituyendo 4 por 6 lo denominaremos p3.

e 5 Rp no es convero los problemas g;, = 1,2 no son converos.
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S

)

o Obsérvese, que si para algin j, Int(SNS;) # 0 y SN Fr(S;)

no estd contenida en un iunico lado de S;, Rp es, en general no

Figura 2.1:

convera. La excepcidn estaria en el caso excepcional en que los {S;}
estuvieran dispuestos en grupos formando bandas que contuvieran a

lados completos de S.

Definicién 2.1 Decimos que un punto Xo € Rr es un dptimo local para
@i, © = 1,2 st AN(Xo,r) tal que VX € N(Xo,7) N Rr, X # Xy, se verifica
que:

min d(X,S;) < min d(Xo,8;) =10 (7)

1<5<n 1<j<n
Si la desigualdad anterior es estricta el dptimo es estricto o unico. Si la
condicion expresada en la ecuacidn anterior es vdlida para cualquier X € R

entonces el dptimo es global'.

En lo que sigue usaremos algunas propiedades de los poligonos convexos

Los éptimos globales sélo tienen sentido para el problema 1, pues es evidente que no

existen Optimos globales finitos para po.
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Figura 2.2:

que se recogen en un anexo al final del capitulo.

Definicién 2.2 Decimos que el segmento S[Uy,Us], con Uy € Fr(S;) y
U, € Fr(S;), 1 # 3,1 <i,5 < n, es un Estrechamiento para {S;}1<j<n st

se verifican las dos condiciones siguientes:

1. 36 > 0, tal que VX € IR? y con d(X, S[U1,U,)) < & entonces

d(X,8:) +d(X,S8;) > d(Uy,Us) (8)

d(Ula U2)

5 Vr#ij; 1<r<n  (9)

d(m(Ul, Uz), ST) >

A d(Uy,Usy) lo llamaremos tamario del estrechamiento (Figura 2.2).

Definicién 2.3 $i S, y S;, 1 < j < n, se cortan en uno o dos puntos,
o coinciden en un trozo de frontera, existirdn, respectivamente, uno, dos o
un segmento de estrechamientos entre ambos poligonos, de tamano cero que

denominaremos Estrechamientos nulos.
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Definicién 2.4 Si un estrechamiento S[Uy,U,] es de tal forma que une
dos caras paralelas de dos poligonos S; y S; y al menos uno de los dos,
Uy o Uy, no es un vértice, entonces eristirdn infinitos estrechamientos de
igual tamano entre S; y S;. A dichos estrechamientos los denominaremos
Estrechamientos triviales y a los estrechamientos extremos, que encierran

al resto, los llamaremos Estrechamientos mayorantes.

Lema 2.1 Al menos uno de los extremos de un estrechamiento mayorante

es un vertice.

Demostracion: Trivial.

Es interesante observar que en el caso de que entre S; y S; existan
estrechamientos triviales que unan lados paralelos L; y L;, y para el
estrechamiento S[Uy,U,] que vaya desde un vértice de uno de ellos, Uy o
U,, al otro, (tedricamente un estrechamiento mayorante), se verifique para

un cierto r # t,3, que:

d(U1,Us)

d(m(Ul,Uz),Sr) = 2

(10)

tendriamos que S[Up,Us] no seria estrechamiento mayorante, puesto que
no se verifica la condicidn 9, produciéndose una cierta indefinicion. Para
soslayar el problema definimos el estrechamiento mayorante adjunto a
S[Us, Usz] como:

lim S[X,, Y] (11)

=00

stendo

lim X, =U; y lm Y, =U;

n—oo n—00
y donde {X,} € L; e{Y,} € L;.
Las situaciones que se reflejan en las definiciones precedentes se recojen

y justifican en el siguiente Lema.
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Lema 2.2 El conjunto £ = {E}}icr, donde E} = S[U},Uj}], de estrecha-

mientos entre los poligonos {S;}1<j<n €s finito o no numerable.

Demostracién: Efectivamente, dados dos poligonos cualesquiera S; y Sj,
puede no haber estrechamientos entre ellos si no se verifica la condicion 9;
puede existir un estrechamiento si son disjuntos y sus caras mds prorimas
no son paralelas & bien si se tocan en un unico punto (Estrechamiento nulo);
pueden ezxistir dos estrechamientos si Int(S; N S;) # 0, que coincidirian con
los dos puntos de corte de sus perimetros (Estrechamientos nulos); pueden
ezistir un conjunto no numerable de estrechamientos si Int(S; N S;) = 0
y Si y S; coinciden en un trozo de frontera (Estrechameintos nulos); y la
iltima situacion que puede plantearse es que sean disjuntos y que sus caras
mds prézimas sean paralelas, en cuyo caso podrian existir un conjunto no
numerable de estrechamientos entre ambas caras (Estrechamientos triviales

y triviales mayorantes).

Lema 2.3 Si S[U;,Us] es un estrechamiento no nulo entre S; y S;, 1 <

i, < n, entonces una de las dos condiciones siguientes es cierta:

1. Uy y Uy son interiores a caras paralelas de S; y S;, respectivamente.

2. Al menos uno de los dos es un vértice.

Demostracién: Supongamos que ninguna de las dos condiciones es cierta.
Es decir, Uy y Uy son interiores a lados, L; y L;, no paralelos de S; y
S;, respectivamente. Consideremos el semiplano abierto R determinado por
S[U1,Us] en la direccion de convergencia de L; y L;. Puesto que ni Uy ni Uz

son vértices, existird un punto X € R en la prozimidad de S[U1,Us] y tal que
la recta que pasa por €l, paralela a S[Uy,Us], corta a L; y Lj, de modo que:

d(X,8:) +d(X,8;) < d(Uh,Us) (12)

en contra de la condicidn 8 de estrechamiento.
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Lema 2.4 Si S[Uy, U] es un estrechamiento entre S; y S;, 1 < 1,5 < n,

entonces se verifica que:

d(S;,S;) = d(U1,Uz) (13)

Demostracién: Si¢ el estrechamiento es nulo, Uy = U; y entonces
trivialmente:

d(8;,S;) = 0=d(U1,Us) (14)

Si el estrechamiento no es nulo, consideremos las rectas Ay y Ay perpen-
diculares a S[Uy,Us) en Uy y Uy, respectivamente, y sea A la banda cerrada

determinada por Ay y \y. Veamos que existe un § > 0 tal que:

Fr(&)NInt(A)YNN(Uy,6) =0 (15)

Fr(S;) N Int(A)N N(Us, 6) =0 (16)
Supongamos que no fuera asi y, por ejemplo:
X € Fr(S;) N Int(A)N N(Uy, 6) (17)

Consideremos el tridngulo U XU;, podemos tomar 6 lo suficientemente

pequerio para que S[Uy, Us] sea la hipotenusa del tridngulo, por tanto:
d(X,8)+d(X,S;) =d(X,S;) <d(X,U;) < d(Uy,Us) (18)

pero lo anterior contradice la condicidon 8 de estrechamiento, luego 15 y 16
son ciertas y en sendos entornos de Uy y Uy, S; y S; estdn separados por la
banda A de anchura d(Uy,Us). De aqui, por la convezidad de S; y S;, €stos

estan separados por la misma banda A. Luego:
d(8:,8;) 2 d(Uy, U) (19)

y por ser S[Uy, Us] un estrechamiento quedaria demostrado el Lema.
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Lema 2.5 Entre dos poligonos S; y S;, 1 < 1,j < n, eziste, a lo mds, un

estrechamiento que no sea ni trivial ni nulo.

Demostracién: Hemos visto en el Lema 2.4 que si S[U;,U,] es un
estrechamiento no nulo existe una banda de anchura d(Uy, Uz) que los separa,
por tanto no puede haber ningin estrechamiento nulo. St existiera otro

estrechamiento S[Vi, V2] necesariamente se tendria que:
d(V1,Va) = d(S;, 8;) = d(Uy, Ua) (20)

y por la convexridad de S; y S;, se tendria que Uy, Vi, U; y V2 pertenecerian,
respectivamente a lados L; y L; paralelos y los estrechamientos entre ellos

serian triviales.

Definicién 2.5 Consideremos ahora € = {Ei,Es,...,E,}, obtenido de
E* al eliminar los estrechamientos nulos y los triviales no mayorantes.

Obviamente £ estd formado por un numero finito de elementos.

Lema 2.6 £ define una particidn sobre N7_;S%, es decir sobre la region
factible para p;. Denotamos con A = {Py,Py,...,Ps} el conjunto de
poligonos cerrados y acotados de la particion, tal que Int(P;) # 0. Las
Fr(P;) estdn determinadas por {Fr(S;)}1<j<n y por, en general, {Ei}i<i<m-

Demostracién: Trivial.

Definicién 2.6 Sea P; € A tal que {Eihi<ick € Fr(Pi); By = S[UE, U3l
Defintmos:
k
Pr=PiU[|JR) (21)
t=1

donde R, es el rectdngulo cerrado de base S[U}, Ul y altura 40 L HULYD) - egterior

a P; (Figura 2.3).
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Figura 2.3:

La razon de definir estos poligonos P} nos la dard el Teorema 2.3 y no
es otra que la de conectar los dptimos de nuestro problema con el centro del
circulo mdzimo inscrito en un poligono, cuestion analizada en el Capitulo I.
Es evidente, que los P; no deben ser los poligonos de inscripcion puesto que
no es necesario mazimizar la distancia a los estrechamientos. El anadir un
rectangulo en cada estrechamiento de altura la mitad de la longitud de éste,
nos ha parecido una solucion aceptable y comoda.

El Lema y Corolario que siguen garantizan que los circulos inscritos en

P} no contienen en su interior puntos de los poligonos S;s.
Lema 2.7 Dado X € P; entonces se verifica que:
d(X, Fr(P)) = min d(X, Fr(5,)) (22)
<i<n

Demostracién: St X € Fr(P;) entonces, 6 X € Fr(S;) para algin j =
1,...,n con lo que el Lema estaria demostrado, ¢ bien X € E, = S[U}, U}
parat =1,...,k, pero por la construccion de R; y la condicion 9 se tendria
que:

d(X, Fr(P)) = minfd(X,U])} = min {(d(X,Fr(5))}  (23)
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Supongamos ahora que X € Int(P;) y sea Y € Fr(P}) tal que:

d(X,Y) < min {d(X, Fr(5;))} (24)
Es evidente que:
Y e | J{Fr(R) n E} (25)

Consideremos el segmento S[X,Y], puesto que X € Int(P;), S[X,Y]

corta bien a algin S; ¢ bien a algin Ey; si corta a algin S; se tendria que:

en contra de lo que dice la ecuacion 24. Supongamos pues que S[X,Y] corta
a algin Ey; sea Z el punto de corte. Sea U} el extremo del estrechamiento

mds prozimo a Z. Es claro que:
d(X,Y) = d(X,Z) + d(Z,Y) (27)

ahora bien

d(Z,Y) > d(Z,U;) (28)

por la razén que aduciamos en la primera parte de la demostracion. Por

tanto tendremos que:
d(X,Y) 2 d(X, Z) +d(Z,U;) 2 d(X, Uy) (29)
con lo que el Lema queda demostrado.

Corolario 2.0.2 Todos los puntos de tangencia de un CIM en P} con

1

centro en Int(P;) pertenecen a U"_ Fr(S;) y, por tanto, a Fr(P;).

Demostracién: Inmediato a partir del Lema anterior.
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Teorema 2.1 Dado P; € A, Xy € P; es un dptimo local para p, si y solo si
C(Xo,ro) es un CIM para PF. Donde

ro = min d(Xo,S;) (30)

1<5<

El optimo serd estricto si y sdlo si el CIM lo es.

Demostracién: Supongamos que Xo € P; € A es un optimo local para g,
entonces 36 tal que VX € N(Xo,6) N Rr tendriamos:

min d(X,S;) < min d(Xo,S;) =ro (31)
1<5<n

1<;<n

Supongamos el CIM en PF con centro en X: C(X,r), tendremos:

1

r=d(X, Fr(P})) = min d(X,Fr(5;)) =

1<5<n
= 1r<1§1<nn d(X,S;) < 1r<r;1£1n d(Xo,S;) =ro (32)

y por tanto C(Xo,ro) es un CIM. Si el dptimo es estricto la desigualdad es
estricta y el CIM es estricto.
Reciprocamente, si C(Xo,7m9) es un CIM para P, 36 tal que VX €

?

N(Xo,6) el CIM con centro en X: C(X,r) verifica que r < ro, entonces:

min d(X,S;) = min d(X, Fr(S;)) =d(X,Fr(P;))=r <

1<j<n 1<<n

<ro=d(Xo, Fr(P})) = min d(Xo, Fr(S;)) = min d(Xo,S;) (33)
<j<n

1<5<
y consecuentemente Xo es un dptimo local para py. Si el CIM es estricto,

la desigualdad es estricta y el dptimo estricto.

Definicién 2.7 Los poligonos de A podemos subdividirlos en dos categorias:
I) Los poligonos Ay = P; € A cuya frontera conliene a dos estrechamien-

tos paralelos mayorantes y tal que los otros dos lados, también paralelos,
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estan formados por segmentos de Fr(Sj)lstn; obviamente P; tendrd forma
de rectangulo.

II) FEl resto de poligonos de A no contenidos en la categoria I, Ay =
A — Ay.  FEs decir, aquellos poligonos cuya frontera contiene al menos
tres estrechamientos. QObviamente, la frontera de estos poligonos tendrd

interseccién no vacia con, al menos, ires Sis.

NOTACION:

o Liamaremos m(E,) al centro del segmento E;.

e Notaremos con d(E;) a la longitud de E,.

Teorema 2.2 Si P; € Ay, no existe ningin optimo estricto Xo € P; para el

problema p,.

Demostracion: Sea P; € Ay, E1 y E;y los estrechamientos mayorantes y
consideremos el {C R} de Pr. Es evidente que {CR}NP; = S[m(E1), m(Es)),
que st X € S(m(Ey),m(E3)) X es un dptimo no estricto y que los puntos
m(E1) ym(E;) no son ni siquiera dptimos. Veamos que efectivamente m(Ey)
no es dptimo. Sea E; = S[Q;,Q;], con Q; € S; y Q; € &;. V6 > 0
31X € B(m(E;),8) N'P¢ tal que:

d(X,S) + d(X,5;) > d(Qs, Q;) (34)

por ser Q; o Q; vértice no convezo por el Lema 2.3. Ademds, por la condicion

9 de estrechamiento, es posible tomar é para que:

d(X,8,) > d(i’é’@ Vr i, (35)

de las ecuaciones anteriores podemos deducir que:

2v(X) =2rx = d(X,8;) + d(X,S;) > d(Qi, Q;) = 2v(m(Fr)) (36)
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y 7(X) > y(m(E1)), con lo que m(Ey) no puede ser dptimo.

Los Corolarios siguientes son evidentes:

Corolario 2.2.1 Sea P; € A; C(X,r) es un CIM en P} con exactamente
dos puntos de tangencia, Q1 y Qo, si y sdlo si S[Q1, Q2] es un estrechamiento
trivial no mayorante para {S;}i<j<n y entonces P; € A;. En ese caso

m(Q1,Q2) es un dptimo local no estricto.

Corolario 2.2.2 Dado P;, la funcidn v es constante en un camino C[X,Y]
C {CR} con X #Y si y solo si P; € A;.

Corolario 2.2.3 SiC(X,r) es un CIM en P} con P; € A;, entonces tiene,

1

al menos, tres puntos de tangencia con Fr(P;).

Teorema 2.3 Sea E; un estrechamiento entre dos poligonos S; y S;, tal
que Ey € Pr con P; € Ay para un cierto i, entonces se verifica que
m(E;) € {CR}. Ademds, 36 > 0 tal que VX € B(m(E;),6) N'P; se tiene que
7(X) > v(m(E)).

Reciprocamente, si 36 > 0 tal que 0 < (X)) < v(X), VX € B(Xo,6)NP;,

entonces P; € Ay y Xo = m(FE;) para algin estrechamiento Ei.

Demostracion: Sea E; = S[Uy,Us] con Uy € S; y Uy € S;. El circulo con
centro en m(E;) y radio é@l tiene dos puntos de tangencia, Uy y Uy y estd
inscrito en PF, ya que si no fuera asi, AX € S, para algun r # ¢,j tal que:

X elnt {c (m(Et), d(ft))] (37)

y esto implicaria que:

d(E)
2
pero esto contradice la condicidn 9 de estrechamiento, por tanto m(E:) €

{CRY}.

d(X,m(E,)) < (38)
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Supongamos ahora que ¥é > 0, 3X € B(m(E;),8) N Pi, X # m(Ey), tal
que ¥(X) < y(m(E;)). Necesariamente X € Int(P;). SiC(X,rx) esel CIM
con centro en X se tendria que rx < ﬂ%l, y por tanto 2rx = dx < d(E,).
Ademds, por pertenecer X a {CR}, C(X,rx) tiene, al menos, dos puntos de

tangencia, ()1 y Q2. Por la condicion 9 es posible elegir 6 para que:

d(X,ST)>@ Vr#£1,57; 1<r<n (39)

y por tanto, necesariamente Qy y Qo pertenecen a S; y S;. Asi:
d(X,5;) +d(X,5,) = d(X, Q1) + d(X,Q2) = du S () (40)
pero por la condicion 8:
d(X,8) +d(X,8;) > d(Uh,Uz) = d(Ey) (41)
de la doble desigualdad se tendria que:
d(X,S8:) +d(X,S;) = d(Uy,U,) (42)

con lo que S[Q1, Q2] seria un estrechamiento, y al existir dos estrechamientos
entre S; y S;, ambos son triviales. Ademds por ser X € Int(P;), se
verifica que S[Q1, Q2] N Int(P;) # 0, lo que es imposible. Consecuentemente
3(X) > 5(m(Ey).

Para el reciproco, es evidente que P; € Ay puesto que si no fuera asi
la funcion v seria constante. Ademds Xo no es un vértice convexo puesto
que ¥(Xo) > 0. Por otra parte, es evidente que si Xo perteneciera a algun
estrechamiento coincidiria con su punto medio ya que €ste es el inico punto
que estd en {CR}. Supongamos, por tanto, que Xo no pertenece a ningun
estrechamiento, se verificard que Xo € Int(P;). Sea C(Xo,ro) €l circulo
inscrito mdzimo con centro en Xy, obviamente todos los puntos de tangencia

de C(Xo,ro) estdn en la misma semicircunferencia cerrada, puesto que st
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no fuera asi por el Teorema 1.1 C(Xo,10) seria CIM local estricto y por el
Teorema 1.6 v tomaria un mdzimo en Xo. Sean ()1 € S; y Q2 € S; los
puntos de tangencia de C(Xo,r0) mds alejados entre si, existen puesto que
por ser Xo € {CR} posee al menos dos puntos de tangencia, veremos que
son antidiametrales. Supongamos que no lo son, consideremos el tridangulo
I' = Q1 XoQ32, es claro que {C R} NT # 0, puesto que entre Q1 y Q2 hay un
vértice convexo y ademds por el Lema 1.9 {C R} no corta ni a S(Xo, Q1) ni
a §(Xo,Q2). Podemos tomar X € {CR} tan prézimo como queramos de X
tal que Q1 X Q2 CT y por tanto y(X) < 4(Xo). Consecuentemente, Q1 y Q2
son antidiametrales. Si ambos, Q1 y @2, pertenecen al interior de dos lados
del poligono entonces C(Xo,70) €s un CIM trivial y v toma un mdzimo en
Xo, por lo que al menos uno de los dos, Q1 o Qs, ha de ser un vértice no
convezo.

Veamos que la inica posibilidad es que S[Q1, Q2] sea un estrechamiento.
Efectivamente, la condicion 9 se da trivialmente y st no se diera la condicidn
8 tendriamos que V6 > 0 ezistiria un X tal que d(X,S[Q1,Q2]) < 6 se
verificaria que:

d(X, ) +d(X, ;) < (@, Q) (43)
suponiendo que d(X,S;) = d(X,Q;) con Q; € S; y que d(X,S;) = d(X,Q;)
con Q; € S; y tomando X* = S[Q;,Q;] N {CR} tendriamos que y(X*) <
¥(Xo), estando X* tan prézimo como queramos de Xy. Luego S[Q1, Q2] es

un estrechamiento y Xo = m(FE;), como queriamos demostrar.

Corolario 2.3.1 Sea P; € Ay, si X € {CR} y eziste un § > 0 tal
que 7(X) < v(Y) VY € B(X,$) entonces 6 X es un vértice convezo ¢

X = m(E;) para un cierto estrechamiento E,.

Demostracién: Trivial.
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Corolario 2.3.2 Sea P; € Ay y PF asociado a P;. Consideremos el {C R}

?

de P*. Entonces si E; es un estrechamiento contenido en P* se verifica que

m(E;) es un nudo de {CR}.

Demostracién: Hemos visto que {CR} pasa por m(E;) y que en este
punto, por la construccion de R;, confluyen las ramas de {C R} que van a los

dos vértices convexzos de Ry N Ef, luego m(E;) es un nudo.

Lema 2.8 Sea P; € Ay y consideremos el {CR} de PF. La funcion v es

1

estrictamente mondtona entre nudos en P; N {CR}.

Demostracion: Supongamos X, y X, pertenecientes a {CR} N P; tal que
C[X1, X3] C {CR} no contiene nudos. Ademds v no puede ser constante en
ningin camino puesto que si no fuera asi P; € Ay. Vamos a considerar las

dos situaciones posibles:

1. §5i X € C(X1,X3) tal que v(X1) < v(X) y v(X) > v(X3); es
decir, si los CIM vienen dados por C(X,r), C(X1,m1) y C(X2,72),
entonces r1 < r yr > ry. Consideremos los didmetros de los CIM
perpendiculares a {C R}, evidentemente se tendrd que dy < d yd > ds.
Necesariamente en el interior del sector determinado por dy y da existe
al menos un vértice convero V, del cual parte una rama de {CR} y
puesto que por el 1.8, {CR} no corta a los didmetros de los CIM
perpendiculares a €l, existiria un nudo en C(X1,X2), en contra de lo

supuesto.

2. 8i X € C(X1,X3) tal que v(X1) > y(X) y v(X) < 4(Xz2). Porla
continuidad de v existird un punto Xo € Int(P;) tal que ¥(Xo) es un
“minimo local estricto, pero esto implica que Xo = m(FE;) para un cierto
estrechamiento F; y P; contendrd en su interior puntos de E;, lo que

es imposible.
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Teorema 2.4 Si P; € A; entonces existe un unico optimo local de py, Xo,
tal que Xo € Int(P;).

Demostracién: Al ser 4 mondtona estricta entre nudos en P; N {CR} y
tomar valores minimos estrictos en m(FE;), en todos los estrechamientos E,
de P;, y en todos los vértices convezos, necesariamente ha de existir un inico
mdzimo de v en {CR} N Int(P;), que serd, por tanto, el inico dptimo para

02 en P;.

Teorema 2.5 Si X, € P; € Ay, dptimo para p, es tal que Xog € S entonces
Xo es el unico dptimo local para p; contenido en P;NS. Reciprocamente, si
Xo € Int(S)NP; es un dptimo para p, entonces Xy es el unico dptimo para

P2 en P;.

Demostracion: La primera parte es evidente puesto que P; NS C P;.

Para demostrar el reciproco, puesto que X, es dptimo sdlo si y(Xo)
es mdrimo estricto en Int(S) N P; N {CR}, entonces 36 > 0 tal que
VX € B(Xo,96) se verifica que v(X) < v(Xo). Es decir, Xy es un mdzimo
local y puesto que los inicos minimos estdn en los vértices converos y en
los puntos medios de los estrechamientos, X, es el inico mdzimo local en

P; N {CR} y, consecuentemente, es el inico dptimo para p; en P;.

Teorema 2.6 Si Xo € S es un dptimo estricto para g, y no es optimo para
2, entonces Xy € Fr(S).

Demostracion: Haremos la demostracion en dos partes, en la primera

supondremos que Xo € P; para algin P; € Ay y en la segunda que Xo ¢ P; Vi.

1. Sea Xo € P;, si Xo € Int(S), entonces Xo € P; N Int(S) y por el
Teorema 2.5 X, seria dptimo para 3, luego necesariamente Xy €

Fr(S).
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2. Sea ahora Xo ¢ P; Vi = 1,2,...,s. Volvamos a suponer que
Xo € Int(S)

El CIM C(Xo,ro) tiene todos sus puntos de tangencia con los {S;}
en la misma semicircunferencia cerrada. De no ser asi consideramos
los puntos de tangencia contiguos, Q1,Qs,...,Q, con los poligonos
S1,8:,...,8,; si tomamos ahora dos puntos de tangencia consecutivos
@1 y @2, -es evidente que no pueden ser antidiametrales, pues si lo
fueran todos los Q); estarian en la misma semicircunferencia cerrada-
y consideramos el semiplano determinado por ellos que no contiene
a X, es trivial ver que en dicho semiplano existe uno o wvarios
estrechamientos que unen Sy con S;. Lo mismo podriamos hacer con
S2 ¥y Ss,..., S y Si; de tal forma, que Xy estd contenido en el interior
del poligono (Q1,Q2,...,Qr, Q1) que estd claramente contenido en un
P;. Luego C(Xo,ro) tiene todos sus puntos de tangencia en la misma
semicircunferencia cerrada. Ademds si tiene dos puntos de tangencia
antidiametrales, o bien €stos serian interiores a caras paralelas de los
poligonos S's y entonces C(Xo, 7o) seria un CIM trivial y Xo no seria
optimo estricto, o bien , al menos uno de los dos seria un vértice no
convezo, con lo que Xy seria el centro de un estrechamiento y v tomaria
un minimo en Xo, en contra de ser dptimo. Luego todos los puntos
de tangencia de C(Xo,ro) pertenecen a la misma semicircunferencia

abierta.

Si C(Xo, o) tiene un tnico punto de tangencia con un poligono S;, Q,
basta considerar otro punto X, en la recta determinada por Xy y Q
a una distancia 6 > 0(suficientemente pequeiia) de Xo alejindose de
Q, de tal forma que X; € § y d(X1,S,) >ro+8 Vr #14, lo cual es
factible puesto que Xy es el inico punto de tangencia, de tal forma que

C(X1,r1) tiene un tnico punto de tangenciq con los Sis, Q, yr1 > ro,
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en contra de que Xo era dptimo.

Si C(Xo,70) posee mds de un punto de tangencia, consideremos los
puntos (Q1, Q. que encierran al resto. Trazamos las rectas Ay y Ay que
pasan por Q1 Xo y Q.Xo, respectivamente, sea S, el sector circular de
C(Xo,r0) determinado por Ay y Ay opuesto al que contiene los puntos

de tangencia.

Si Int(S:NS) = 0 entonces Xo € Fr(S). Supongamos entonces que
Int(S.NS)#0. Si Q1,Q2,...,Q, son los inicos puntos de tangencia
existird 6 > 0 tal que VX € N(Xo,6) se verifiqgue que d(X,Sk) >
ro Yk # 1,2,..,r. Si consideramos X € N(Xo,8) N Int(S. N S),

tendremos, por la converidad de los {S;} que:
d(X,S;) > d(Xo,Si)ZT‘O \VI’L= 1,...,7‘ (44)

y, por tanto, d(X,S;) > ro para todo j = 1,2,...,n; con lo que Xy no
puede ser optimo. De 1) y 2) concluimos que X, € Fr(S).

Teorema 2.7 Sea Xo € P; € Ay un dptimo para p; con P;NS #£ B y tal que
Xo ¢ 8. Consideremos H = {CR} N Int(P;) N Fr(S). Entonces:

1.

Si H = {0} y X, es un dptimo estricto para gy, entonces X; coincide

con un vértice de S.

Si'H # {0} y X1 es un dptimo estricto para ., entonces 6 X, coincide

con un vértice de S, ¢ bien X; € H.

Demostracion:

1.

Sea Xy dptimo para p1, necesariamente X, € Int(P;)NFr(S)N{CR}".
Supongamos que Xy € Int(L) donde L es un lado de S, puesto que
Xy € Int(P;) AN(Xy, 61) tal que N(X1,6,)NS C Int(P;)NInt(L). Sea
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X,
L
r1
Q,
7 ___________________________________________________________
Figura 2.4:

C(X1,r1) el CIM con centro en X;, puesto que X; ¢ {CR} C(X1,71)
tiene un unico punto de tangencia con S; para algint =1,2,...,n, sea

este punto ()1, por tanto 365 > 0 tal que d(X1,S5;) > ri+ 62 Vj#:.

Consideremos la banda cerrada, A, determinada por L y la recta
paralela a L que pasa por ;. Demostraremos que S; N Int(A) = 0
-para ello es suficiente ver que es cierto en un entorno de )y, pues por
la convexidad de S; lo serd en todo-. Si no fuera asi tomamos un punto
Q@2 en la frontera de S; interior a A y a una distancia § < 2r;sena,

siendo o el dngulo que forma @Q1Q2 con L, tendremos que (Figura 2.4):

d(X1,Q2)% = (r1 — ésena)? + 6% cos® a = r? + 6%sen® a — 2r; 6 sen a+

+ 6% cos’a =12 4 6% — 2ri6sena = r? + §(6 —2rysena) <17 (45)

y por tanto @)y € S; seria interior a C(Xy,r1) lo que no es posible.
Luego S; N Int(A) = 0, por lo que, é @, es interior a un lado L,
de S; paralelo a L y entonces X, no es dptimo estricto, ¢ es un

vértice convezo de S;. Si fuera esto iltimo, seria posible encontrar
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X X
L
r
Q,
A
Figura 2.5:

un punto Qq de Fr(S;) tal que d(Q1,Q,) < &, con 6§ = min(éy,9;)
tal que VX € N(X1,e) N Fr(S)NT, donde € = d(Q1,Q2)cosa, T el
semiplano determinado por X, y Q1 que contiene a Q2 y o igual que

antes, tendriamos (Figura 2.5):

d(X,X1) < d(Q1,Q2) cos a < d(Q1,Q2) < 63 (46)
y, consiguientemente, X € Int(P;) N Int(L). Ademds:

d(X,8;) 2 d(X1,8;) — d(Q1,Q@2) cos o > 1y + 63—
—écosa>ry 46, —dcosa>my Vj #1 (47)
Y también, de forma trivial:

d(X,8) > d(X:,8)=r (48)

Luego el CIM en X,, C(Xz,r;) verifica que r2 > 11, en contra de que
X, era dptimo. Por tanto, de existir éptimo estricto, necesariamente

debe coincidir con un vértice de S.
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2. Supongamos que Xy es un dptimo para g, tal que X; € Int(L) para un
cierto lado de S y X1 ¢ H, utilizando el mismo razonamiento que en
el apartado anterior llegariamos a la misma contradiccidn, por lo que

debe de darse una de las dos condiciones expuestas.
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PARTE SEGUNDA

En la primera parte de este capitulo hemos tratado el problema de
localizar un centro peligroso en un poligono convexo S, de tal forma que
dicho centro estuviera en el exterior de otros poligonos {S;}i<j<n, también
convexos, situados alrededor de una serie de localizaciones existentes. Para
ello hemos hecho una particién de S a través de lo que hemos denominado
estrechamientos entre los poligonos {S;}1<j<n-

Nos planteamos ahora un enfoque distinto del problema, consistente en
la localizacion del centro peligroso dentro de un recinto poligonal §*, de tal
forma que la distancia euclidea desde dicho centro a la frontera del recinto

sea mdzrima.

2.3 Formulacion del problema.

El problema, al que nos referiremos como p, lo formulamos como:

max min d(PY) (49)
PES* YEFr(S¥)
con
s =5-Js; (50)
7=1

donde tanto S como S; son poligonos acotados y simplemente conezos (Figura
2.6).

Admitimos la posibilidad de que todos los S}s sean vacios y que, por tanto,
S§* = §. Sialguno de los S}s es distinto de vacio, y estd contenido en Int(S),
entonces S* es un recinto poligonal miltiplemente conezo.

La formulacion de los problemas p; y p es bastante parecida, de hecho

el problema p coincide bdsicamente con el problema p,, en el que ademds
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Figura 2.6:

debemos hacer mdxima la distancia a S. Para abordar €l problema p debemos

redefinir algunos de los conceptos dados.

Definicién 2.8 Decimos que un punto Xy € S* es un dptimo local para p
st AN(Xo, d) tal que VX € N(Xo,r)NS*, X # X,, se verifica que:

i < i 51
vl OV S Zpig, oY) ey

Si la desigualdad es estricta el optimo es estricto. Si la condicion expresada
en la ecuacion anterior es vdlida para cualquier X € 8* entonces el optimo

es global.

El concepto de estrechamiento tiene en este caso algunos matices dis-
tintos, derivados de que se establece entre poligonos, y partes de poligonos,
que no son necesariamente converos. Ahora, por ejemplo, ninguno de los
extremos de los estrechamientos mayorantes han de coincidir necesariamente

con VETlices no convexros.
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Figura 2.7:

Definiciéon 2.9 Decimos que el segmento S[Uy,U,] es un estrechamiento

para 8* si S[Uy, U] C 8*, Uy y U, pertenecen a lados no contiguos de 8*, y

verifican las dos condiciones siguientes (Figura 2.7):

1. Para cualquier par de puntos, Zy # Uy y Zy # Us,, que pertenezcan,

respectivamente, a los mismos lados que Uy y Us, se tiene que:

d(21, Z) > d(Uy, Uy) (52)

d(m(Us, U2), {Fr(S7) — {0, Uy > D0 (ay)

Decimos que un estrechamiento es estricto si la desigualdad 52 es estricta,
y trivial si es igualdad. Como anteriormente, en este iltimo caso existirian

infinitos estrechamientos triviales y a los estrechamientos que encierran al

resto los llamaremos mayorantes.
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Antes de dar el siguiente resultado conviene aclarar que el concepto de

converidad hay que verlo desde el interior de S y el exterior de los S}s.

Lema 2.9 Si S[U;,Us] es un estrechamiento, ni Uy ni U pueden ser vértices

convexos de S*.

Demostracién: Sea Uy = L1 N L] vértice convezo de S, interseccion de
los lados £, y L3. Consideremos el circulo C = C(m(Uy, Us); M%@), que
pasa obviamente por Uy y Uy,. Supongamos la tangente a C en Uy, por ser
U, vértice convezo existird & > 0 tal que si X € N(Uy, 6) N Fr(S*) entonces
X € Int(C)N L, donde L es igual a L1 6 L3, consideremos el segmento
S(X,U;); X y U, pertenecen a lados no contiguos de S* y ademds por ser X

interior a C se tendrd que:
d(X,Uy) < d(Uy, Us) (54)
en contra de la condicidn 52 de estrechamiento.

Corolario 2.7.1 Si S* es un poligono convezo, de contener estrechamientos

estos serian triviales.
Demostracién: Es una consecuencia inmediata del Lema.

Definicion 2.10 Decimos que un recinto poligonal es estrecho- convero si

no contiene ningun estrechamiento.

FEs evidente que hay poligonos converos que no son estrecho- converos y
poligonos estrecho-converos que no son converos. En la figura Figura 2.8 el
poligono A es convexo y estrecho-convexo; el poligono B es convero pero no
estrecho-convezo; mientras que el poligono C' es estrecho-convezo pero no es

CONvero.
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A B C

Figura 2.8:

Lema 2.10 S5i §* es estrecho-convero entonces es un poligono simplemente

CONETo.

Demostracién: Si $* tuviera agujeros poligonales en su interior, Sf, ..., Sy,
es evidente que existirian estrechamientos entre ellos y con S, por ejemplo
el segmento de longitud minima entre dos de los recintos S,S5,...,S; seria

claramente un estrechamiento. Y, por tanto, S* no seria estrecho-convezo.

Teorema 2.8 La condicion necesaria y suficiente para que en un recinto

poligonal 8* exista un inico dptimo local es que S* sea estrecho-convezo.

Demostracion: Condicién suficiente: Sea S* estrecho-convexo. Suponga-
mos el {CR} asociado al poligono S* y la funcién v definida sobre {C R},
utilizando el mismo razonamiento del Lema 2.8, se demuestra que v es es-
trictamente mondtona entre nudos en {C R}, ademds, en este caso, v toma
valores minimos unicamente en los vértices convezros, donde obviamente se
anula. Por tanto, existe un inico dptimo en S*.

Condicién necesaria: Si 8* no fuera estrecho-convezo contendria estre-
chamientos en su interior que generaria una particion en S*, y cada uno
de los poligonos de la particion (existirian como minimo dos) contendria, al

menos, un dptimo local. Luego S* tendria mds de un dptimo.
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Es evidente que dado un recinto poligonal §*, los estrechamientos estrictos
y los triviales mayorantes definen una particion sobre 8*, de forma que
dicha particion estd compuesta por poligonos estrecho-convezos -cada uno
de ellos por el Teorema 2.8 con su dptimo local estricto-, y por poligonos
determinados por estrechamientos mayorantes, donde ezisten una infinidad

de dptimos locales triviales.



Capitulo 3

Aplicacion: Localizaciéon de un

centro emisor de gases

3.1 Introduccion

Nos proponemos estudiar el problema de localizar un centro peligroso dentro
de una region donde existen distintos nicleos urbanos, teniendo en cuenta
que dicho centro emite determinados gases que producen ciertas molestias,
de tal forma que el alcance de éstas estin en funcién de la direccion e
intensidad del viento. Fs razonable esperar que dentro de una region haya una
cierta estabilidad en las condiciones climatoldgicas y por tanto, analizando el
direccionamiento y la intensidad del viento en un periodo largo podremos
obtener, centrdndonos en un punto, lo que se podria demominar haz de
vientos. Los metedrologos para realizar lo anterior dividen la circunferencia
en 16 sectores de amplitud 22,5° y estudian en cada uno de ellos las pautas

del viento, obteniéndose el haz a que haciamos referencia.

64



Un problema de localizacién Max—Min 65

S*

Figura 3.1:

3.2 Planteamiento del problema.

Consideremos una serie de puntos Destinos en el plano: A;(a;;b;) @ =
1,...,n. El problema consiste en localizar dentro de poligono S, convezo y
cerrado, una Fuente P(x;y), de tal forma que la distancia minima entre el
Area de riesgo del punto P(z;y) y los puntos destinos, sea mdzrima.

El drea de riesgo, S8*, para un punto P(zo;yo) queda determinada de
la siguiente manera: Con origen en P(zo;yo) trazamos un abanico de k
segmentos (k par) de tamafio o intensidad r; y a una distancia angular de
(27”)°, 1 <1 L k. Llamando B; a los extremos de los segmentos, obtenemos
S* uniendo los B; adyacentes (Figura 3.1).

Aunque nos acercariamos mas a un modelo real uniendo los B; por
funciones parabdlicas pensamos que si k es suficientemente grande la
aproximacion lineal es bastante buena.

Supongamos que S* es convero. En el Anexo 1 se analizan las condiciones

que han de cumplirse para que S* sea convezo, que, como veremos, no son
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demasiado restrictivas). Los puntos B; vienen dados de la siguiente forma:

270 270
BlE $0+T‘1€OST;:’/O+7‘18€DT

) — 2m(z —1
B; = <z0+ri cos m%—l);yo-}-ri sen W(ZT)-)

27r(kk—— 1) o+ ry sen 27r(kk—- 1)) (1)

Obtendremos a continuacion las ecuaciones de S*. La recta que pasa por

B, = (wg -+ r cos

B; y B;y1 tiene ecuacidn:

2m(i—1
z— (a:o + r; cos ﬂz—l)

%
; ar(i-1)\
(wo + 7341 COS %) (xo + r; cos ﬂ;—l)

y— (yo + risen m}f—ll)

(yO + ;41 sen g—kﬁ) (yo + r; sen 27\'!2—-12)

2T
X — Xg— T;CO8

-1

-

_ k _
— . 2 -_1 -_—
Ti41 COS % — 7 COS ﬂ;—l
2r(i—1
y — yo — r;sen Z24=1 5
- 2mi 2m(i—1 (2)

Tit1 S€N 5= — risen —¢

Quitando los denominadores

271 2m(t — 1) 2r(1 —1) 2w

(z — o)Tip1 5€n - = (x — zo)r; sen : — TiT'i1 €08 ———— sen T_l_
2w(z —1 2r(z —1 ) 27(e — 1
+r? cos (- 1) sen (@ —1) = (y—Yo)Ti+1 COS 2—72——(3;—3/0)1‘,: cos —Tu
k k k k
2m(z — 1 27 2r(z =1 2r(i - 1)
— 7741 €N ——( - ) cos —— + r? sen ( Z ) cos ( z (3)
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Y simplificando nos queda:

Mi(z — o) + Ni(y —yo) + Li =0 (4)
Donde . )
m(e—1 )
M; = r;sen %———)— — 731 S€n 7
2m1 2m(1 — 1
N; = riyq cos - T; COS —(k—-——l
2
L; = ririyq sen —kT (5)

Y de aqui S*(z0;y0) queda determinado por las k inecuaciones:
Mi(z —20)+ Ni(y—yo)+ Li=0 1<:i<k (6)

En todo lo anterior consideramos que Bry1 = By y que 141 =11

3.3 Determinacién de la region factible.

Dado un destino Aj(a;;b;), la zona prohibida para localizar el centro peligroso
en su prozimidad, que denominamos Zona de respeto para el destino

Ajviene dada por el recinto S;, determinado por las inecuaciones:

(z — a;) [r,- sen (WT—U + 7r> — r;sen (% + w)] +
o) frne (22 ) oo (2260014

2
+n7‘,~+1sen%20 1<:<k (7)

Efectivamente, sea el punto P(x;y) € S;, veremos que la fuente no puede
localizarse en €l. Supongamos que el segmento S(A;j, P) tiene direccion 0, de
tal forma que para algin 1, 1 < i < k se verifica que:

2r(t — 1) 271

< - 8
T _0<k (8)
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por tanto P se encuentra comprendido entre segmentos de intensidad Tipk Y

Tipkyrs Y 0 UG distancia 6 de A;. Es fdcil ver que:

2mi g — 2mi=1)
2

bSTipy {k—z_‘—} LTS [T
% k
Si localizamos la fuente en P, S(P, A;) tendrd direccion n+0. La ecuacion
antertor puede ponerse:
2mi 2r(i-1
Ltr—(0+n (0+7r)—4—l+7r
[ k 57 ] Tipk1 [ 57 B (10)

k k

lo que implica que A; € §*(z,y) y por tanto que la fuenie no puede localizarse

en P(z;y). Reciprocamente, es fdcil ver que si P(z;y) ¢ S;, entonces

Aj ¢ S*(z;y).

3.4 Formulacion del problema.

El problema a resolver es, bdsicamente, el planteado en el Capitulo 11, donde
los S; son los determinados en el punto anterior. Las dnicas diferencias
estan en las restricciones adicionales que se hardn sobre S.

Pediremos que S tenga al menos cinco lados, exigencia fdcilmente
asumible, pues si fuera un tridngulo o un trapecio bastaria una pequeina
deformacion para obtener ese nimero minimo de lados. Ademds, si a; y

aiy1 son dngulos contiguos e interiores de S, deberd verificarse que:
o+ 0 > (11)

FEstas exigencias tienen que ver con el desarrollo del algoritmo, como
pondremos de manifiesto mds adelante.
Por otra parte, en la Formulacion del problema hecha en el Capitulo 11,

se advertia de la posibilidad de que Rp fuera vacio. Esto es debido a que S
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estd contenido en la union de los S]‘s. St ocurriera esto una solucion seria

reducir el tamanio de las zonas de seguridad de las poblaciones, haciendo:
ri=r;i—C Yi=1,---,k (12)

tomando 0 < C' < min; r;, lo suficientemente grande para que R deje de ser
vacio.

La idea anterior nos servird ademds para construir poligonales de indi-
ferencia alrededor de cada dptimo local. Piénsese que aunque consideremos
S como poligono de localizacion posible del centro peligroso, pueden existir

zonas dentro de €l donde sea técnicamente inviable dicha localizacion.
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3.5 Algoritmo

Antes de entrar en el algoritmo del programa principal procedemos a dar una
lista de las rutinas necesarias para ejecutarlo. Las rutinas de cardcter general
y fdcil desarrollo solo se enumeran, mientras que las especificas del problema

que estamos tratando son tratadas con detalle.

3.5.1 Rutinas del Algoritmo
Enumeracién de rutinas necesarias para ejecutar el algoritmo

o Rutina para obtener el segmento minimo que une dos segmentos.

o Rutina para obtener el punto de corte de dos segmentos.

Rutina para obtener los puntos de corte de un segmento y un arco de

pardbola.

Rutina para obtener la distancia entre un punto y un segmento.

Rutina para calcular la trayectoria del segmento que equidista de dos
segmentos. Observe que la trayectoria puede ser vacia. De he-
cho, siempre que calculemos una trayectoria dependiendo de algin
segmento, s6lo nos interesara el trozo de esta que se encuentre en la
interseccién de la banda determinada por las perpendiculares trazadas

en los extremos del segmento con el poligono S.

o Rutina para obtener la trayectoria del arco de pardbola que equidista de
un segmento y un punto. Por la misma razoén de antes, esta trayectoria

también podria ser vacia.

e Rutina para obtener la trayectoria de la recta que equidista de dos

puntos.
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Desarrollo de algunas rutinas necesarias para ejecutar el algoritmo

Rutina de obtencién de estrechamientos no nulos.

1. Calculamos o = Argumento[A:Aj] (en grados sezagesimales). Cal-

culamos E=Parte entera de 16 + 1] [De esta forma conseguimos

[
360
determinar los lados més préximos entre S; y S;; pues éstos seran los

que cortan al vector A;A;. Ya que los poligonos son convexos.]

2. Aplicamos la Rutina que calcula los segmentos minimos que unen dos
A;

segmentos dados, a Lg" Yy Lg s

dados en Médulo 16+1./

[Los subindices de los lados estan

8. Para cada uno de los segmentos(dos a lo sumo, en caso de lados
paralelos) que se obtengan de aplicar la Rutina anterior calculamos
su punto medio M y determinamos la distancia a cualquiera del resto
de los ”"poligonos de respeto”. [Para cada poligono de respeto S,
obtendriamos el lado que corta al vector A:M y aplicariamos la Rutina

que nos da la distancia entre un punto y un segmento./

4. St todas las distancias son estrictamente mayores que la mitad de la
longitud del segmento considerado entre S; y S; diremos que dicho
segmento es un estrechamiento e incluimos en LE una lista que incluya:
los dos extremos del segmento, los dos lados en los que se encuentran,
las coordenadas de las poblaciones, el punto medio del segmento, su
tamarnio y un contador a cero si sélo existe un segmento y a uno si
existen dos segmentos minimos, mayorantes, entre S; y S;j, o bien si el
estrechamiento se da entre dos poblaciones ficticias. En caso contrario

desechariamos el segmento.

Rutina de obtencién de estrechamientos nulos.
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1. Recorremos los lados de los poligonos S; y S; y aplicamos a cada
combinacion de lados la Rutina que obtiene los puntos de interseccién

entre dos segmentos.

2. 51 hay puntos de corte, por cada uno incluimos en LE una lista que
incluya: el punto de corte repetido dos veces, los dos lados en los que
se encuentra, las coordenadas de las poblaciones, el punto de corte, el
tamario igual a cero y un contador a uno. [El colocar contadores en los
estrechamientos obedece a que sélo son utilizables un mimero concreto
de veces y luego quedan inactivos. Concretamente, los estrechamientos
nulos y los mayorantes son utilizables una séla vez y los no nulos dos

veces./

3. St no hay puntos de corte aplicamos la Rutina de obtencién de

estrechamientos no nulos.

Rutina para obtener la trayectoria del centro de los circulos

inscritos en un poligono y el posible 6ptimo local.

1. Realizamos lo que sigue en tanto que basel y base2 no sean consecuti-

V0S.

2. Hacemos Trayectoria actual= T, a la que, partiendo de V estd
determinada por basel y base2, aplicando la Rutina de obtencién de la

trayectoria determinada por dos segmentos.
3. Consideramos M = +oo de la mdquina.
4. Recorremos desde i = basel + 1 hasta base2 — 1.

5. Calculamos la Trayectoria = T, determinada por basel y el elemento

i-€simo, lado o vértice, hasta base2 — 1. Utilizamos la Rutina para
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10.
11.

12.

13.
14.
15.

16.

obtener la trayectoria del segmento que equidista de dos segmentos, la
Rutina para obtener la trayectoria del arco de pardbola que equidista de
un segmento y un punto y la Rutina para obtener la recta que equidista

de dos puntos.
Calculamos P. =T, N T..
Calculamos d(P,, P,).
Sid(P,,P.) < M.

o Hacemos M = d(P,, P.).

o Guardamos Pyroy = Pe Yy Tpron = 1.

Calculamos la Trayectoria = T, determinada por base2 y el elemento

i-ésimo, lado o vértice, hasta basel + 1.
Calculamos P, =T, N T,.

Calculamos d(P,, P.).

Sid(P,,P.)< M.

o Hacemos M = d(FP,, P;).

o Guardamos Ppop = Py y Tyrow = T
Fin bucle(z).
Obtenemos D = d(P.,basel). [Pues P, equidista de basel y base2.]

Hacemos P, = P..

St D > rpae y P. € S.[Situacién ideal, puesto que el punto de cambio

mejora al anterior y se encuentra en S.]/
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o Hacemos O, = P,, Typaw = D.

17. Si P, ¢ S y P, € S.[Aplicamos Bolzano y buscamos el éptimo en la
frontera de S./

o Hacemos Po=T,NSy y D = d(F,,basel).
0 SiD>rpe yPoeP;.

— Hacemos rp; =D y O, = By.
18. Hacemos T, =T,.

19. Creamos una lista ordenada de los elementos entre basel y base2 que
distan D de P,.

20. Aplicamos esta rutina a cada par de elementos consecutivos de la

lista.[Obsérvese el caracter recursivo de la Rutina. Asi se analizaria

todo el &rbol./
21. Fin condicion.

FIN RUTINA.

3.5.2 Programa principal
Entrada de datos

1. Introducir coordenadas del poligono convexo S. Supondremos que S

posee al menos cinco lados.
S={(z,y)lc;z+djy <bj; 1<j<p; p=5}
o (enerar lista ordenada de vértices de S.

(Ve Vin)s ooy (Vay, Vi )}
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e Si notamos con oy,qz,...,a, a los dngulos interiores de S
asociado a cada vértice, exigiremos que:
o+ o >T Vi=1,...,p; p+1=1

o Llamamos Dgs al didmetro de S, que vendrd dado por la distancia

entre los dos vértices mds alejados.
2. Introducir las coordenadas de las poblaciones existentes.
A; = (P, Py) j=1,...,ng
Donde ng denota el nimero de poblaciones existentes.

3. Introducir la intensidad del viento en cada una de las 16 direcciones

situadas a una distancia angular de (%’é)

211
— —_— <3 <
T I<(16)> 1<: <16

o Comprobar que el poligono de vientos, centrado en el origen,

resultante es convero. Si para algin v =1,...,16, ocurre que:
2r;_1Tit+1COS =
r < 8 — Mi
ri—1+ i1
entonces hacer r; = M; y volver a comprobar desde 1 = 1.

Considerar ri7 = 1.

e Calculamos el didmetro mdzimo de un Poligono de Respeto:
Dy = max [ri + Tivs)

4. Introducir las coordenadas de 6 poblaciones ficticias en los vértices de
un exdgono regqular centrado en el centro de gravedad de las poblaciones

existentes y de radio rg = [%i[DS + Dvy).

AE+j = (P

TRy

P

vee;) 1 ST <6
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Notaremos ng + 6 como nr, nimero total de poblaciones. [Con
la inclusién de estas poblaciones ficticias pretendemos que S quede
cubierta por los poligonos estrecho-convexos que definiremos mas

adelante, al objeto de darle un tratamiento uniforme al problema./

5. Generar lista ordenadae de poblaciones.

{(Pavl’Pyl)""’(P P

Tnp Y ynT)}7

donde ny denota el nimero total de poblaciones

Determinacién de las zonas de respeto

1. Generacion del Poligono de Respeto centrado en el origen.

o En la direccion (27”61) con i =1,...,16, el centro peligroso ha de
hallarse a una distancia minima de ri4s. [La Zona de Respeto se

obtiene dando un giro de 180° al poligono de vientos./

o Generar lista ordenada de Vértices de Respeto para el origen de

coordenadas.

{(r:’;l’r'yl)’ ‘0t (rx167 r:’!lG)}

[Generacion de los Poligonos de Respeto de las poblaciones. Cada
vez que se quiera utilizar el Poligono de Respeto de la poblacion
A; = (P, Py;), sumamos las coordenadas de A; a las coordenadas
de los Vértices de Respeto en el origen. No obstante lo anterior, cabria
la posibilidad, si hubiera razones para ello, de construir los poligonos
de respeto de forma personalizada, de forma que no todos ellos fueran

iguales.]
NOTACION
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e Llamaremos S;, al Poligono de Respeto de la poblacion A;.

SjE{(rflf,rﬁlj),...,(rﬁlfg,rig)} j=1,...,np

A; - .o, ,
o Llamaremos V;”’, al vértice i-ésimo del poligono S;.

VAj—E(réf,rﬁj) i=1,...,16

e Notaremos con Lflj al lado i-ésimo del poligono S;.
LY =SVA vl i=1,...,16 y Vi = V¥
Determinacion de estrechamientos entre poligonos de respeto
1. Creamos la lista LE = {0}
2. Recorremos los Poligonos de Respeto S; desde 1 =1 hasta np — 1.
3. Recorremos los Poligonos de Respeto S; desde j =1+ 1 hasta nr.

4. Si Modulo[A:Aj] > Dy [Si y S; son disjuntos y la distancia entre ellos

estrictamente mayor que cero]/.

e Aplicamos la Rutina de obtencién de estrechamientos no nulos.

5. St MOdUlO[A;4j] > Dy. [Existe la posiblidad de que S; y S; tengan

interseccién distinta del vacio.]

o Aplicamos la Rutina de obtencién de estrechamientos nulos.

6. Fin bucles(y,1).
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Determinacion de los poligonos estrecho-convexos

1.

2.

Copiamos LE en LET.
Creamos la lista LEC = {0}.

Hacemos r = 3. [Vamos a construir los poligonos estrecho-convexos
empezando por los mas simples, es decir los que estan determinados por
tres estrechamientos (”tridngulos”), luego los de cuatro (”cuadrados”),
etc. Obsérvese que el nimero de tridangulos a investigar es del orden de
n>, el de cuadrados del orden de n*. Y es evidente que no puede haber
un poligono generado por cuatro estrechamientos que contenga a uno
de tres, y asi sucesivamente. Como por otra parte los estrechamientos
tienen un maximo de dos usos, la lista LET decrece rapidamente y la

rutina se ejecuta rapidamente.]

Ejecutamos lo que sigue en tanto que r sea menor o igual que la longitud

de LET.

Generamos una lista de combinaciones de los elementos de LET,

tomados de r en v que llamaremos LC'r.

Recorremos LCr desde p = 1 hasta la longitud de la lista. [Vamos a
comprobar que la combinacién tomada genera realmente un poligono

acotado./

Generamos ListaA=Lista de poligonos de respeto contenidos en el

elemento p-ésimo de CLr.

Si Cardinal[ListaA] # r desechamos CLr[[p]]. [Es evidente que una
combinacién de estrechamientos genera un poligono si hay el mismo

nimero de estrechamientos que de poligonos de respeto afectados.]
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9.

10.
11.
12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Generamos ListaB=Lista encadenada de poligonos de respeto conte-
nidos en el elemento p-ésimo de CLr. [El encadenamiento respeta el

orden y los elementos repetidos./

Ordenamos la ListaB.

Hacemos ListaC =Elementos impares de ListaB.

St ListaC # ListaA desechamos el elemento p-ésimo de CLr.

Ordenamos los estrechamientos contenidos en el elemento p-ésimo de
CLr. A partir de uno de los extremos del primer estrechamiento
nos desplazamos por el perimetro del poligono de respeto hasta el
extremo del estrechamiento que se encuentre mds prozimo, recorremos
este estrechamiento hasta conectar con el siguiente poligono y ast
sucesivamente. En la iltima operacidn volveremos al otro extremo del

estrechamiento de partida. Llamamos P,, al poligono asi generado.

Hacemos Bandera = 0. [Vamos a comprobar que no existe otro

poligono anterior contenido en éste.]/
Recorremos LEC desde j = 1 hasta su longitud actual.

Si el elemento j-ésimo de LEC es un subconjunto P,, ponemos

Bandera=1.
Fin del bucle(y).

Si Bandera = 0: [Esto significa que efectivamente no contiene a otro

poligono./

(a) Aradimos P, a LEC.
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(b) Sumamos una unidad al contador de los estrechamientos que

pertenecen a Pr,.

(c) Si el contador del estrechamiento estd en 2, eliminamos dicho
estrechamiento de LET. [Con esto eliminamos de LET aquellos

elementos que han quedado inactivos./

19. Fin del bucle(p).
20. Hacemosr =r + 1.

21. Fin de la condicion.

Determinaciéon de la trayectoria de los circulos inscritos en los

poligonos Estrecho-convexos.

1. Recorremos LEC desde 1 = 1 hasta longitud de LEC.

2. A partir de cada poligono estrecho-convero P; contenido en LEC
construimos otro poligono P} sustituyendo cada lado que coincide con
un estrechamiento por tres lados: dos de ellos coincidiendo en uno
de sus extremos con los del estrechamiento, perpendiculares a éste y
de longitud la mitad de la del estrechamiento y el tercero que une
los otros extremos de los dos primeros. [En definitiva, se trata de
anadirle un rectangulo a cada lado del poligono P; que coincida con

un estrechamiento que tenga de altura la mitad de la longitud de éste/.

Incluimos la pareja de poligonos originales y transformados en la lista

LECT.
3. Fin bucle(z).

4. Creamos una lista vacia de dptimos locales, que llamaremos LOC.
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10.

11.

12.

15.

Recorremos LECT desde @ = 1 hasta longitud de LECT.

Consideramos el vértice V del poligono P! que se encuentre mds a la
izquierda del plano. [Es decir, aquel cuya coordenada X sea menor,

que necesariamente es convexo/.

Denominamos basel y base2 a los lados adyacentes al vértice V y
ordenamos el resto de elementos de P!, lados y vértices no convezos,
entre basel y base2, considerando dos punteros que recorran dichos

elementos entre una base y la otra.
Hacemos Optimo actual= O, =V, Criaz =V, Tiee = 0.
Hacemos Punto de cambio actual= P, =V

Aplicamos a P} la Rutina de obtencion de la trayectoria del centro de

los circulos inscritos en basel y base2.

81 Tmaz > 0 incluir {P;, 0,,d(0,4,Piy)} en LOC. [Hemos encontrado
un punto equidistante de, al menos, dos poligonos de respeto, puesto

que el circulo adjunto tiene, al menos, dos puntos de tangencia./

Si e = 0. [La Unica posibilidad de que exista un 6ptimo local en
P es que éste se encuentre en un vértice de § N P;, por lo que a

continuaciéon recorremos dichos vértices.]

e Recorremos la lista LV de vértices V; de S contenidos en P;.
o Calculamos D = d(V;, P;,).

® 5t D > rpoy hacemos Oy, =V, y rpas = D.

o Fin bucle(i).

® Si Tmae > 0 tncluir {P;, Vi, rmes} en LOC.

Fin bucle(i).
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Figura 3.2:

Obtencién del 6ptimo global

[Es interesante ofrecer la lista de todos los éptimos locales, pues pueden
producirse circunstancias para la eleccién de uno de ellos en detrimento del
6ptimo global.]

Ordenamos los elementos de LOC' en funcion de su tercera componente
y la imprimimos.

FElegimos aquel cuya seqgunda componente sea mayor. Si hubiera dos nos
quedamos con ambos.

Fin del programa principal.

3.6 Construccion de las Poligonales de indi-

ferencia

Para cada poligono FEstrecho-convezo P; construimos las poligonales de

indiferencia de la siguiente manera (Figura 3.2):

1. Obtenemos el radio del CIM inscrito en P}, sea r dicho radio.
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2. Establecemos la distancia entre dos poligonales consecutivas como un

porcentaje der, p == conn > 2.

3. Consideramos las poblaciones cuyos Poligonos de respeto originales,
llamemosles S;; para j; = 1,...,t;, tienen frontera comun con P; y para
cada h =0,...,n, calculamos el Poligono de respeto, cuya componente

en la direccion l-€sima viene dada por:
ri + ph donde 1=1,...,k (13)
que llamaremos SJ’i

4. Para cada valor de h obtenemos una poligonal de indiferencia como:

P, =Fr

P; h (Sﬁ)c] (14)

Ji=1

Obviamente, para h = n la poligonal de indiferencia coincide con el

centro del CIM y para h =0 con el Poligono Estrecho-convezo.



Apéndice A

Algunos resultados sobre

convexidad.

Lo que sigue son algunos resultados sencillos sobre convezidad en poligonos

que se utilizan en el desarrollo de la primera parte del Capitulo II.

Lema A.1 Si A y B son poligonos convezos y cerrados, entonces cada lado

del poligono A tiene ninguno, uno, dos o infinitos puntos de corte con Fr(B).

Demostracién: Supongamos que un lado de A tiene un numero finito
n > 2 de puntos de corte con Fr(B), tomemos tres puntos de corte
consecutivos: XY y Z, con' Y en el centro (16gicamente S[X, Z] C Fr(A)),
por la convezidad de B, S(X,Z) esta contenido en B y corta a Fr(B) en
un punto interior Y, ello implica que S[X,Z] C Fr(B) y por tanto que
Fr(A)N Fr(B) tiene un nimero infinito de puntos.

Lema A.2 Si A y B son poligonos convezos y cerrados con Int(ANB) # 0,

entonces se vertfica al menos una de las condiciones siguientes:

1. AN Fr(B) tiene interseccion con al menos dos lados distintos de A.

84
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2. BN Fr(A) tiene interseccion con al menos dos lados distintos de B.

Demostracién:  Supongamos que no se verifica ninguna de las dos
condiciones, entonces AN Fr(B) estd contenido en un lado de A, La, y

BN Fr(A) estd contenido en un lado de B, Lg. En esas condiciones:
Fr(A)n Fr(B) Cc[ANFr(A)N[BN Fr(B)] =
=[ANFr(B)N[BNFr(A)] C LsiNLs (1)

lo que implica que, a lo sumo, un unico lado de A intersecciona con un unico
lado de B; es decir: ANB tienen en comin, a lo mds, un trozo de lado y por

consiguiente Int(ANB) =0, en contra de la hipdtesis de partida.

Lema A.3 Si A y B son poligonos convezos y cerrados con Int(ANB) # 0,

entonces se verifica una y sélo una de las condiciones siguientes:

1. ANB° no es convezo.
2. AN Fr(B) estd contenido en un inico lado del poligono B.

Demostracién: Sean X ¢ Y los puntos de corte de las fronteras de los
poligonos, {X,Y} € Fr[AnBc]. Supongamos que ANB° es convero, entonces
VA € (0;1) tendremos que:

Z=AX+(1-)NY e AnB° (2)
por tanto Z # Int(B) y puesto que Z € B, necesariamente Z € Fr(B) con
lo que X e Y pertenecen al mismo lado del poligono B y consecuentemente
que AN Fr(B) estd contenido en un lado del poligono B.

Reciprocamente, si AN Fr(B) no estd contenido en un lado del poligono
B consideremos dos puntos X e Y de AN Fr(B) no pertenecientes al mismo

lado de Fr(B), entonces, por la convezidad de B, VX € (0;1) tendremos que:

Z =X + (1= \Y € Int(B) (3)
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y portanto Z #+ B° y Z # ANB°, lo que implica, puesto que X €Y pertenecen
a Fr[An B¢, que AN B° no es convezo.

Lema A.4 Sean A y B dos poligonos convezos y cerrados con ANB =0, si
eristen X1, Xo € A e Y1,V € B, X; # X; e Y1 # Y2, tal que:

d(X1,11) = d(X3,Y2) = d(A, B) (4)
entonces:
1. X1 y X, (Y1 eY;) pertenecen al mismo lado de Fr(A) (Fr(B)).
2. S[X1,Y1] y S[Xs,Yz] son paralelos, y

8. VX € S(X1,X,) (existen infinitos) IY € S(Y1,Ys) tal que d(X,Y) =
d(A, B).

Demostracién: Los segmentos S[Xy,X,] € A y S[Y1,Ya] € B, por la
convezidad de A y B. Puesto que d(X1,Y;) = d(X2,Y2), X1 XYY es
trivialmente un rectdngulo, por tanto VX € S(X;,Xz) 3Y € S(Y1,Y3) tal
que d(X,Y) = d(X1,Y1) = d(X,,Y3). Ahora bien si X; y X2 no pertenecen
a la misma cara de Fr(A) entonces S(X;, X3) € Int(A) y consecuentemente
S(X,Y) corta a Fr(A), en contra de que d(A,B) = d(X,Y), luego X; y X,
pertenecen a la misma cara de Fr(A) y puesto que X1X,Y2Y; es un rectdngulo
S[X1, X3] es paralelo a S[Y1,Y3).

Lema A.5 Sean A y B dos poligonos convezos y cerrados con ANB = 0,
entonces st A€ Loy B € Ly, con L4 y Lp lados de A y B respectivamente,
son dos puntos tales que d(A,B) = d(A, B) = d, entonces si existen A' € A
y B’ € B, tal que d(A', B') = d, necesariamente A' € L4 y B' € L.
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Demostracién: Supongamos que A’ # L4, por convexridad de A y B,
S(A, A"y € Ay S(B,B") € B. El rectangulo AA'BB’ contiene en su
interior, al menos, un vértice de A, V, y por tanto d(V,S(B,B')) < d y

consecuentemente d(A,B) < d, en contra de las hipdtesis de partida.



Apéndice B

Restricciones sobre los r; para
que el Poligono de vientos sea

convexo.

Supongamos tres vértices consecutivos de S*: B;_y, B; y Biy1, calcularemos

el valor r; para que el vértice B; sea convero (Figura B.1).

Obviamente:

_ 27 ;L 27 B 2n
y=r-—4 =By A=r-p—(m-f)=8-7

Se cumple que:
Ti—1 r

sen f3 ~ sen (7r — 2—”)

re+1 r
sen(r — B)  sen(B — &
Despejando:
T [sen(m — 2%) cos B — cos(m — 2T) sen A]
B sen 3

88
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Figura B.1:

2
cos (3 sen —kﬂ]

2 _

k
sen

Tit1 [sen B cos

Operando y despejando cot 3, tenemos:

T+ ri_q cos(m — 27”)
ri—1 sen(m — —2-,?)

cot § =

Ti41 COS 27” -7

Tiy1 S€n Zkz

cot f =
Igualando ambas erpresiones:

r—+ri_ycos(m — %) 1y cos 2—k’5 -7

k
2T - 2T
ri—1 sen(m — <) Tip18en <
Eliminando los denominadores tendremos:
27 27
rrip1 + rig1rie1 cos(m — 7) = T'417i—1 COS =~ Tri—1

Despejando r queda:

27;_1T41 COS 27“
r o=

ri—1Ti+1
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(8)

(10)
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Y, por tanto:

2T
2r;_17ip1 cos T

r> (11)

B Ti—1Ti41
Légicamente en la expresion anterior k+1 =1y 0= k.

Para comprobar que la condicion de convexidad no es demasiado restric-
tiva véase, por ejemplo, que si k = 16 y r;—; = 1200 y riyy = 1300, entonces

r; debe ser superior a 1153,1.
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ERRATAS DETECTADAS EN LA MEMORIA

t

Pagina 16. Definicién 1.1. 32 Linea, debe decir: "...VX’eN(X, 8), X’#X, cualquier circulo
inscrito en P con centro en X'..."

Pagina 58. 2.3 Formulacion del problema Il. 22 Parrafo. 32 Linea, debe decir: "...es un
recinto poligonal multiplemente conexo o incluso disconexo."

Pagina 81. En el punto 12 debe decir:

"12. Hacemos Bandera=0.
Recorremos la lista LV de vértices V., de S contenidos en P,
Calculamos D=d(V,Py).
Si D>r,, hacemos O,=V, r,,.=D y Bandera=1.
Fin bucle(i)
Si Bandera=1 incluir {P,0O,r,,.} en LOC."

............
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