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RESUMEN:

Se propone una sstrategia para determinar una
situacion compatible intcial que permita comenzar el
analisis de problemas donde 13 zona de contacto disminuye al
actuar la carga, pero no depende de la cantidad de carga
aplicada.  Se analiza el caso de comprasion de una placa
delgada sobre una cimentacion estudiando con detalle para
este cas0, 1a influencia que en los resuitades tienen las
constantes elésticas relativas de ambos soticos, asi coma la
presencia de friceicn en 1a zona de contacto,

I~ INTRODUCCION

Existen sn 13 Ingenieria Civil v Megdnica un gran
NUmero de caso en Jos que al actuar una solicitacion se
Broduce 1nteraceien entre solidos a través de su contorng
®NSrandose en ellos un estado tensional,

~ 18 interaccion se produce a través de una zona de
Sty en funcidn de cdma ésta avelucions con la cargay
1 1es0ecto a 1 sityacion inicial + 58 dan varios casos.

i _EI “ontacto conforme es aquél en que las curvaturas de
% Stlides en 1g 2Zona de contacto coinciden y el tamafio de
1808 contacto ng variacon la carga.

Contact cases where the final contact zone is less than the
initial contact zone are called receding contact. A procedure
to ceal with such cases is proposed. An especial attention is
dedicated to cases when the contact zone changes after the
appiication of the load, but do not thange with the amount of
load. The compression of a plate on a square region is
studied , having into consideration the influence that the
glastic constants of both bodies and the presencs of friction
have an the results.

En el contacte con avance las curvaturas son
diferentes v al aplicar ia carga la zona de contacto aumenta.

En general, cuando 1a zona final de contecto es menor que
la inicial, se dice que es un problema con retroceso.
Situaciones de contacto inicialmente conforme admiten esta
evolucidn. Sobre esta situacion de contacto con retroceso
caben adn dos posibilidades, segun Que la zona de contacto
cambie progresivamente con el aumento de Ia solicitacion o
que cambie bruscamente con la apiicacién de Ja carga, por
pequefia que sea, y luego no se modifique cuando 1a carga
aumenta de madulo,

La primera de estas dos situaciones, desde un punto de




comoatible sobre 'a que aphicarlo.

vista numeérico, no se diferencia naca de la situacion ce

avance. Admiten una formulacion incremental que aungue
puede ser costosa computacionalmente,  NO presenta
dificuitades de definicion cel procedimiento @ Sequir,
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La sequnda situacion, tieng 13 dificuitad de que no €3S
nosinle aplicar desce gl principic un grocedimiento
ya Que no se conmoce una situacion inicial
L a gblencion de dicha

inicial de una manera fiable v eficiente es objelo

ingremental,

sttuacion
fundamental de este trabajo.

Tal como queda definido el probiema, una vez ancontrada
dicha situacion toca la carga puece ser apiicada en un unico
incremento para obtener 12 configuracion final de tensiones y

desplazamigntos

Paraabordar esta clase de problemas, nos centramaos en
la situacion mas usual: Comoresion de una carga delgada
sobre  una cimentacion,  siendo generalizables 128

conclusiones a otras situacionss Que cumplan las premisas
generales enumeradas.

Existen algunes publicaciones, Keer, Dundurs vy Tsal
/2/. Teal, Dundurs y Keer /37, Sclechi /4/, soore
saluciones analiticas ce esta clase de problemas, pero en
todos 1os casos se refieren a dominios infinitos y situaciones
sin friccién, Desde el puntu ce vista numérico, Mahmoud,
Salamon and Marks /S/, estudiaron el problema de una v1ga
sobre cimentacion elastica, por medio cel meteco % los
£lementos Finites, danco ei valor de lazona final ce contacto.

En el apartado 2 se define el problema sobre 8l que se va
atrabajar, estapleciendo las condiciones que cebe cumphir la
solucien, En el apartado 3 se sumariza 8| Metodo de los
Elementos de Contorno, utihizado para ol Analisis. En &l
apartedo 4 se sstablece la estrategia para aicanzar ia
situacion inicial compatinie. £n el Apartado 3 s2 aplica dicha

astrategia parael analisis ge un problemaconcreto.

2.-CONSIDERACIONES GENERALES SOBRE EL
PROBLEMA A ANALIZAR.

A fin de explicar, de un modo sencillo, acuellos aspectos
que caracterizan 2] problema de contacta con retroceso, NOS
apoyaremos en el caso plang simple representado en 12 figura
1. §i los dominigcs oy DB. que iniciaimente estan en
contacto a través de la interfase natural comun aDUC sen
comprimidos por la accion de la fuerza P, es conocido el

hecho ce que el proceso ce geformacion slastica, =n esta
estructura, conducira al despeque parcial de sus elementos
£ste afecto 25 especiaimente intuitiva oara pequenos valores
de h y en contacto entre materiales de caracteristicas

alasticas similares.
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Fig. 1. Definicidn del problema

Sea p el coeficiente ce rozamiento  entrg ambas
superficies (admitiremos por simphcided 'a ley locel
glastica) y 30 12 zona tinal de contacto (cuyo tamafia v
Jbicacion exacta desconocemos). Es un hecho bien conocido
que el tamafio de 30, depende de las caracter isticas (elasticas
y geométricas) de 10s cuerpos que conforman la estructurace
contacts, del punto de aplicaci6n de P vy de su direccidn, pero
no ce su modulo (ver, por gjemplo, las referencias 72/,
/3,144,161y /71

La independencia de 0. respecta del médulo de P,
plantea un serio inconveniente para su determinacion
mediante cualquisr precedimiento numarico, dado que no es
posible utilizar un esquema de resolucion basado en und
formulacion integral (e cominio o contorng) en térmings de
incramentos, qus puegdan valorarss astapleciendo condiciones
limites en los valores ce P. Es, por tanto, necesar io abordar
el  problema  mediants cualquier procedimientd
autocorractivo que posibilite establecer con eficcia, 18
ubicacién de la zona Ge contacto aue permanecs ras el
~etroceso inicial al aplicar la carga. Hacemes noter que 138
implicaciones e la situacién planteada scbre cualquier
esquema de resolucidn numerica ce problemas &8 contacto,
estén relacionades con 1a cefinicion de las condiciones @

contorng iniciales.

Antes de pasar a escribir, 2n los dos apartedos Qué

siguen, el método de analisis (MEC)Y fundamentaiments 18
estrategia de resolucidn que propenemas, expondremos 3
continuacitn aquellas relaciones, que necesar iamente hen e
verificarse, entre las variables primarias en P
planteamiento de contorna (tensionesy cmolazamientos} qué
supuestamente formarian parte de 1a solucion correctd:

Si tj Y Y representan a 1as respectivas chrniJOf“i"‘tes

E;=r 2) de a tension vy el desplazamients de puntos del
.ontqrnc, pedemos, con referenciaa la figura 1, escribir las
sigulentes relaciones incluidas an 1a sglucién

Tensiones a nivel de punto

t;"(x)so (18)

ls,k(x)| zltzkml (/p. (1)
k) =tk (y) =0 (1c)

f'onrze X 2y representan puntes del contorno del cuerpo k
\kﬂf?) incluidos en 20, v 209,- 3D, respectivamente. La
eguac1gn (1.5) recoge Ta iey local de rozemiento. £n ella. al
signo iqual indicara que a traves del punta x {par de pun,tos
materiaies de uno u otro cuerpo que occupan la misma
posicion) se pusge producir deslizamiento entr.e ambos
contornos.  Por el contrario si la igualdad an ( 1.9) no
vgrifica! amoas superficies estaran adheridas en x. .En lo lj:
:;QL;E,‘ consiceraremos este  doble camncrtamienqto
explicitamente, introduciendo la partician 305 = Dpq U 3900,

en la que 2l sequndo subindice denota adhesién y
ceslizamiento respectivamente,

A ni :
| nivel de toda '2 Zona de contactn Ja solucien de
tensiones debera de ser tal que: ]

J' tX(x)ds= P,
D¢ | (1.4)

| K = J‘a“-

ST - \
b ,12 (x)ds + ,rh (£t (x)ds = 0

U
ca c‘)uc d

{(1e)

El sign :
mciug 0 (£) en Ta scuacion de equilibrio tangencial, se
¥e para caracterizar cualquier posible sentido de la

ST, ) e

Lesplazam jentos,
ﬂrouiea 9(2) una funcién que recoge la separacion que se
s C:entre puntos (2) 1niciaiments en contacts, al aplicar
©og(2) = A i
B gl uyA2p), uB(zP) ] Estaviecomos las
k. MES 3 que esta sujeta la solucion de desplazamientos
es ' )
G o(2). Asi para puntos x ¢ a0, ey ¢ D - 3D,
Ux) =0 (22)
%y)s 0 (2.6)

“"logam
ente  sj
_ st v(2) representa ura funcidn que

reion, izam i
3 el deslizamisnto Que se produce entre pares de

punios {2); v(2)=v(ujA-u}. a), 1a solucidn dsbara verificar
que.
v(z) =0 iz
sizcalpy (2¢)
Y
4
2ty ()0 sizeady (29

La restriceidn ( 2.d) recoge
- el caracter disipati nal
de rozamiento PativoRe| o

| Recalcamos que con 1as ecuaciones (1) v las (2) no se
qg;ere representar una relacion de condiciones de contorno
nj de ecuaciones basicas del modelo matematico. son
simplements un conjunto de restricciones Y relac:onés que
sabemas cebe de verificar 1a solucion del probiema. £n ests

contexto, tan solo Ja (1.4) _
ary (18)r n
equlifbrio global. ecogen ralaciones de

Aunoua‘el objetivo de este trabajo es proponsr una estrategia
3 seguir para definir correctamente las condiciones de
centarno iniciales en problemas an Jos que el primer sistema
de carges que actuan implica una situacion de contacto ce
retroceso entre solides, trataremos brevemante, en primer
iugar, aigunos aspectos sobre st método de analisis (M E&) )
que vamos a aplicar. o

Concretamente, se actla estableciendo e sistema lineal
Gue resultaria al plantear 1a compatibilidad cinematica v al
equilibrio estético de los nodos ubicados en los elsmento;,c;e
centorno que describen el comportamiento de las zonas .
cu’ntacto (3Dg, 3D¢yg, 3D4) que suponemos solucién con dicho
metodo aproximado. Una descripcion exhaustiva soore ics
aspectos especificos de la aplicacion del MEC a orobi;mas
de contecto pueden encontrarss en Garride /1/. Paris »
Carrido /8/, Parisy Garrido /5/. : '

En general, y volviendo a 1as no linealicades prapias del
problema (conocicas 3D, 3Dy, ¥ 3Dyy), s puede IIajar aun
s%stgma lineal como 8l representado por la ecuscion (3.c)
p.artaendo de sistemas coma el (3.a) y (3.b), que Gescriﬁer;
el estadg eléstics aproximado del contorno Ce cada cue'r*-c
(A,B?, imponisndo, ademés da las condiciones de cantorZo
propias del modelo, aquellas otras especificas da las zonas L‘e
cantelucto. La solucién de (3.c) deberd de satisfacer I;s
condiciones implicitas de las scuaciones ( 1)y (2)

Bh=Pu? (30




Lx=fF 3

Los sistemas (3.a) y (3.b) tienen, en el caso
oigimensional, orden 2NA v 2NB  respectivamente,
representando N ¥ NB 105 nodos utilizados en 1gs contornos
da cada cuerpo para llevar a3 cabo la aproximacion
matematica con el MEC. Los vectorss uK, K (k=A;)
contisnen las componentes dal desplazemienta y 18 tansion en
los nocos. £l sistema final que resulta cel aceplamientol 3.¢)
s de orcen 2(NA-NB).  Su matriz de coeficientes K v &l
vector de carga dei sistema £ se construyen a partir de ﬁ*‘ Y
Qk al imponer las condiciones de contorng prescrites vy
aquellas que son especificas del contacto. E1 vector x incluird
1as 2(NP+NB) variables que entre desplazamisntos v
tensiones se desconocen, para definir compietamente &l
estado eléstico aproximace de! contorno de cada cuerpo.

4- ESTRATEGIA PARA LA DETERMINACION
EFICIENTE DE LAS ZONAS DE CONTACTO EN
PROBLEMAS CON RETROCESO.

La solucién de cualguier prodlema ce contacto con retroceso
pasa por sstablecer el sistema (3c) gque se deriva de la
definicion correcta ce 30.(30., v 30gg). Para llegar a
localizar las zonas de contacto es preciso, tal y como nemos
expiicado, disefiar un procedimiento de Aproximaciones
sucesivas, que sera mas eficaz en la mecida en que S8 cons'ga
reducir el nimera de veces que ha de ser resuelto el sistema
(3c)  La estrategia que, a tal efecto, proponemos, tiene
siempre garantizada 1a convergencia y en sintesis consta de
l0s siguientes pases.

@ - Determinacion de 2D, para gl primer ensayo (aDe( 1]
Una buena cefinicion de 3D, (1) puede ser sstimada
haciendo 1150 ce 1a conocida relacion de Keer, Dundurs v Tsai
(referencias /2/ y /3/) que proporciona para un modelo
simple v en ausencia de friccion, i tamafio de la zona de
contacto en funcion de un parametro ge ajuste (a) que
depende exclusivamente ce ias caracteristicas elasticas @
los materiales en contacto. Concretamente, si a &s la
semilongitud de contacto, h es 8l canto dai glemento celgedo v

ok y\«'K los médulos de rigidez y ce Poisson respectivemente
del cuerpo K (K=A,3), podemos utilizar:

E£ste valor de a puede adoptarse come samilengitud de
contacto para la prueda inicial, tomada a una Y otro lado del
punto de 3D,% que en la configuracidn indeformada, esta
incluido en la linea de accion de P. Alternativamente puece
definirse un tamafio de » Do( 1) partiendo de 1a solucion que
aporta 1a teoria de flexion de placas. No obstante, cenviene
adoptar valores inictales de 3Dy { 1) algo mayores que ios que
se obtienen con estas teariss v ello debido a dos hechos
concretos: que la zona de contacto es ligeramente mayor en
presencia de friccion v que generaimente s& produce Lna
convergencia mas rapida cuando se toma una z0nd inicial de
contacto por exceso. Parece, por tanto, logico proponer
3D 1) = aDgy( 1) v consicerar que inicialmenta no existe
s0na de deslizamiento cuando p = 0. En el caso de contactd sin
friccion el Unico problema que s plantea es encontrar el
tamafio de 30,, puesto que en cualquier snsayo i: 30.(i)s
aDCﬂ(i), pudiendose, por lo demés, aplicar el esquema que
sique teniendo presente esta circunstancia.

@ - Analisis de la solucion del ensayo

partimos de unos resultados obtenides de (3.c) sobre
una zona aD4( 1) = Aq( 1), escogida por exceso (os8rvess
que con independencia de las recomendaciones antgriores
siempre puede tomarse aD(1) = Meak 1) = 207 La
solucion se considera admisible, en primera instancia Si s8
verifican las relaciones ( 1.a), (1.0),(2.a),(20)y (2¢)a
lo que es o mismo si no s8 procucen interpenstraciones
entre los dos dominios v 1as tensiones de contacto son todas de
compresién. Notese que al considerar 30 =30c4 N0 S8 tienen
en  consideracion en este primer nivel, posibles
incompatibilidades en la direccion del vector tensidn en
puntos de 13 zona de contacto { ecuacin 1.0).

Si 1a solucion que se ha obtenido presenta tracciones en
3D, Serd preciso proceder a un nuevo ensayo considerando
que tales nodos no pertenecen a la zona ce contacto. Por el
contrario, si se na partido de una zona de contecto por
defecto, 1a solucion incluira incompatibilicaces ¢inematicas
(no se verificard la ecuacion 2.b) por interpenetracion
entre ambes dominias, por o que en un nuevo ensayod habra
que incluir esos puntes en 1a zona de contacto.

No obstante conviene resaltar que tomando 3Dyl 1)
el 1) 3 20,7, se llega siempre feciimente @ una it

compatible a efectos de tamafio de la zona de contectl,
considerando cada vez 2ones mas pequefias en funcitn 08 103

Conecido el tamario aproxim S
particidn Ge 30 v 30 ci ey \""Dc' -
g Cequeando en cada par de puntos en
contacto la direceidn del vector tension (ecuacion 1.5). Este
Proceso es rapido v generalmente ng afecta al vaior de 30
obtenido en el paso precedente. i

@ - Mejora dg la solucion

LOg!camente, 1a solucién numérica con el M.E.C. no pueds
produmr tensiones nulas en los pares e puntos ce contacto
situados en los extremos de 30D, lo que siempre ocurre si se
produce el retroceso. Ast, con referancia a la figura 2, que
recoge esquemeticaments la situacién alcanzada cor'1 el
procesy descrito,vamos a abtener ty (1) =0y t{})=0

!

Fig. 2. Esquemade la cenfiguracidn final

‘ La solucidn puege majgrarse consicerande nuevos
glementos de contorno comprendides entre: (i g i-1) y(jy
J* 1), considerando los nuevas pares en 3ny  Esta etapa
esté, ge_r tanto, solo sujeta a la primera .fage anterior; es
f)ecn" eliminar de la solucion aquellos pares que resuita’sen
(raccionagos. Este esquema puede repetirss hasta alcanzar

ungs valores minimos de |
85 I Ce a5 tenslones oreviam
establecidos. et

;;; APLICACION: COMPORTAMIENTO DE LAS
. IABLES DE DISENG EN UN PROBLEMA TIPO DE
ONTACTO CON RETROCESO

sohc'sv'wr'? la Fig. 1, impondremos por simplicidad qus la

L 11&C10n concentrada P se aplica en el punto cel elemento

estgi-ﬂ; (comzm.o oA que pertenece al eje e simatria de la

E UClura. Asi mismo, consideraremos que el canto (h) es
Nstante a o largo ce Ja longrtud.

Con i i ' :
referencia 2 la Fig 1, las dimensiones

Caracter st
teristicas del mogelo son: n=10(L), H=205(L)

gesplazamientes, ref. /17, /87, /97,

. La carga P se ha modelado con una distribucion
mapgular simétrica sobre dos elementos  ubicados
simétricamente, de dimensidn lo suficientemente pequena
corng para evitar posibles influencias schre los iamaﬁcs
m!m@’os e la zona de contacto que se han deducido (la
relacion entre 1a longitud de aplicacion de 1a carga v 1a 2ona
de contacto en el caso mayor es del orden de 1 3 15).

Ppr ser un problema internamente isgstético. las
scluciones de tension que se presentan, no dependen Gle las
censtantes elasticas de cada cuerpo, aunque si §cn funcién ce
125 zonas de contacts qus se producen. Ello implica una
dependencia tan solo ingirecta, a través cel ccef'iciente a
(ecuaciorres 4.1 y 42), puesto que « es un parametro
caracteristico del conjunto de laestructura,

Los resultades relativos a separaciones entrs los
Cuerpos nan sido obtenides, para cada valor ce o
consideranco un mddulo de Young unidad para DA si 850 (£A=
E =172y (8B =E=1(FL2) siac 0. Se ha tomado
siempre V= VB‘

Enlafig. 3 se representan las distribuciones de tensién
r'm’rmal de contacto sin friccidn para el caso ce materiales
iénticos  (@=0), asi como para dos valores
extremos(a=0.964 y a= -0.923). Los tamafios de las 20nas
optenidas (a/h) y sus correspondientes distribuciones se
ajustan exceientemente a los resultados que s& presentan en

lareferencia 2, si bien aguslios corresponcen a dominios no
acotados v en ausencia de friceidn,

a.

e
2
z M

Fig. 3. Tensiones normales en éDc

La influencia del rozamiento sobrs el tamario de la zona

de contacto es més relevante para valores negativos del

ecesa ando n nacar jones inicfales: Na ; ‘ arame B . cAY £
[GB( 1+v8) - A !*-VA)] X[GB{ 1+vB) + AT ,_VA)] n rtirl;:u t:\tnmoass;ea1 poslit;Ie acer estimac . Qu: $100 discretizados con elementos na conformes Gante ;:!n ,,tm o (; G, fzgura 4. Enlo que a las zonas ce
]‘ a partir de casos simples. % ha considerada una evolucisn lineal de tensiones y obseesmn se refiere (tensiores tangenciales de contacto), se
| rva que para obtener una superficie agheri

te agherida ce tamaro

a/h=fla) (4.1),slendoa:

pares de nodes que resulten traccionados. Esta opcion 010 & 2=200(L), 02/2=160(L). Los contornos ce
' caca cuerpo

118
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apreciable son necesarios valores altos del coeficients ce
friccion entre ampas superficies, F1g. 5.
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Fig. S. Tenstones normales y tangenciales en 20¢,

En la Fig 6 38 muestra la variacion ce 'a tensidn
maxima de contacto con o, cuando el contacte se realiza sin
friccion.

En lo que a las magnituces cinematicas se refiere, sg
reprasenta en la figura 7 la variacion de la separacion
méaxima con «, v en 13 figura 8 las saparaciones relatives
que, a lo largo de toda la longitud, se producen entre los
puntos incluides en las zonas que sufren retroceso, para
algunos valores concretes de a. '

Hay que hacer notar qus estos resultadoes de desplazamiento

son Utiles unicamente para los valores ce las constanies
alasticas utilizadas en la soiucion cel problema vy no perd
cualquier combinacion que produzca al mismgo valor dea,

Fig. 6. Yariacion ce 1a tension normal con a.

£s razonable que !as minimas separaciones mMaximas
( tendiendo a cero) se produzcan para valores ¢e a tendiendo a
-1, donde el solido A es muy rigido y el solido 8 es muy
flexible, adaptancose a la configuracion del A,

Fig. 7. Separaciones méximas an ia zona ce despegue.

I~

3

SEPARACIONES RELAIIVAS gIuE,
$ =

Fig. 8. Separacicnes en & zong de despeque.

6.- CONCLUSIONES.

Se ha propuesto ura linea de actuacion para resolver,
con el M.EC., problemas de contacto con friccion entre
solides que presentan retroceso inicial, que en sintesis
consta ce tres fases:

* Encontrar un tamafio de zona e contacto completamente
adnerida que forme parte de una solucién axenta de
incompatibilidades cinematicas (interpenetraciones entre
contornos) v estéticas {ausencia de tracciones).

* Ajustar las zonas de adhesidn v deslizamiento forzando la
compatibilided de la direccidn de los diferentes vectorss
tensibn en los nodos de 1a zona de contacto .

* Mejorar la solucidn considerando més grados de libertad
an los respectivos entorngs de 10s nodos extremos de la
solucién obtenica, hasta encontrar unos valores, que
entendamos suficiantes, de 1as tensiones minimas.

Con el MEC, se pusce actuar -eficientemente
combinande posibles acercamientos a la solucién en lgs
sentidos de avance y retroceso. Asi, por ejemplo podemos
encontrar aD., 2n 13 primera etapa aumentande €l tamafic de
las zonas previamente obtsnidas  (incompatibilidades
cinematicas),

Con ssta sestrategia se han encontrado siemars soluciones
iniciales compatibles v ello en un numero reducids de
pruebas. Puede ser aplicada 2 cualguier combinacion de
geometria y  carges  gue  proveque  situacinnes
cualitativamente equivalentes a la que se grocuce en el
problema aqui analizado, Parisy Garride / 10/,

El prablema concreto analizade puede aplicarse a muchas
situaciones usuales en la Ingenieria siendo Ja mas comun 1a
de cimentaciones flexibles, en las que puede producirse el
®speque v transmitirse la carge al terreno en Zomas
reducidas con respacto a la zona original. £n tales casos, el
lido A representaria la zapata v el B al tarreno,
produciendose, por ejemplo, valores de @ muy proximos a -
I cuando este sea arcilloso.
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