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Resumen.- Se presenta un
dimensional

dos nodos en cada uno de los elementos rectilineos gue represen

nuidad esta provocada porque dichos nodos no se encuentran en la
los mismos, no estando garantizado por tanto, un va--

tos contiguos, sino en el interior de

lor dnico de las variables en la interseccidn de los elementos. s

cién radica en gque las condiciones de contorno,
tes con una casuistica reducida. Los ejemplos que se

lizacién en cuanto al tamafo del sistema de ecuacio-
caso lineal de elementos continuos, para obtener una

da simplicidad de los elementos constan
incluyen ponen de manifiesto que la pena
nes que es preciso resolver, frente al
aproximacion similar, es reducida.

1.- INTRODUCCION.

Desde que en 1967, Rizzo [1] publicé el pri
mer trabajo de lo que hoy conocemos como Método
de los Elementos de Contorno, han aparecido nu-
merosas publicaciones tendentes, tanto a demos-
trar la aplicabilidad del Método a diferentes -
campos de la Mecanica de los Medios Continuos y
de la Fisica en general, como a hacerlo compara
ble en eficacia a otras alternativas numéricas,
fundamentalmente al Método de los Elementos Fi-
nitos. Para esta segunda cuestidn, es preciso -
prestar cuidadosa atencidn a todos los aspectos
relacionados con la formulacion numérica e im--
plementacion en ordenador del proceso de calcu-
lo, maxime teniendo en cuenta el grado de sofis
ticacién conseguido en el campo de los elemen--
tos finitos para este tipo de cuestiones. Un as
pecto especialmente delicado en el Método de --
los Elementos de Contorno es la aplicacidn de -
las condiciones de contorno sobre los puntos
que tienen asociados los valores de las varia--
bles. La trascendencia que esta cuestion plan--
tea es debido a la casuistica que se origina so
bre todo cuando la discretizacién incluye nodos
en la interseccién de los elementos del contor-
no, con objeto de obtener variaciones de las --
funciones de orden lineal o superior. Esta ca--
suistica tiene una repercusién inmediata en el
tamafio del programa necesario para la implemen-
tacién. Asi, mientras que en un programa cen ==
elementos constantes |2], que no implica nodos
interelementales, las condiciones de contorno -
se aplican en un nimerc muy reducido de senten-
cias, en un programa con elementos de variacion
lineal de las funciones |3| se requiere casi un

5 formulacidn de elementos lineales discontinuos e
con el Método de los Elementos de contorno. La linealidad se consigue incluyendo
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n elasticidad bi-

tan el contorno. La disconti
interseccidn de los elemen

a ventaja de esta formula-
pese a la variacioén lineal, tiene la conoci

50% de la programacidon para su aplicacion, si -
se quiere cubrir de forma completa y correcta--
mente la casuistica que se presenta, ¥ ello in-
troduciendo para algunas situaciones, hipotesis
que permiten hacer acorde el ndmero de incogni-
tas asociadas a un punto con el de ecuaciones -
integrales que se aplican en él, 13], 4] v I5]-
En elementos parabdlicos o de orden superior,

el problema es similar.

Las implicaciones del problema aumentan,
cuando lo extendemos al caso tridimensional, ya
que no abarcan exclusivamente al ndmero de sen-
tencias necesarias para aplicar las condiciones
de contorno |61, sino porque el nimero total de
situaciones que se presentan no admite garan---
tias de ser tratada en forma completa y algunos
de los casos tratados lo son en forma muy apro-
ximada.

La alternativa aparentemente evidente para
conjugar la ventaja de la facilidad de aplica--
cidén de las condiciones de contorno de los ele-
mentos constantes y la mayor precisidén de los -
elementos de orden superior parece estar en gilim
tuar los nodos en estas Gltimas en el interior
de los elementos. Esto presenta de forma inme--
diata un serio incenveniente al duplicarse (pa-
ra el caso lineal) el tamano del sistema deé ==
ecuaciones, pues de cada nodo interseccidn de -
dos elementos, hemos generado dos nodos en el -
interior de cada uno de ellos. Hay, sin embhargo
gque indicar que la precisién que se consigue €3
t3 en funcidn del nimero de nodos al que se aso
cien valores discretos de la funcion y cbémo es”
tos representan la evolucién de la misma sobre
el contorno. Por ello, hay que pensar gue el -

problema con elementos discontinues lineales =--
h§br|a que buscarlo mas cerca de uno con mismo

nimero de nodos (y por tanto mitad de elemen---
t?s), con lo que el tamafio del sistema de ecua-
ciones no sufrird un aumento muy significativo

Los_re?ultados presentados en el apartado 5 as%
lo indican. Previamente, en el apartado 2 se --
presentan brevemente las ecuaciones que gobier-
nan e! problema. Una descripcién mas profunda -
del mismo puede encontrarse en |3| y |6]. En el
apar?ado 3 se establece la formulacidn numérica
particular a la aproximacidn que se propone. EIl
apaftado 4 recoge finalmente la simplicidad‘de

aplicacién de las condiciones de contorno.

2. ECUACIONES DE CONTORNO.

) Ngestro objeto de estudio es un dominio ---
elastlco‘D acotade por un contorno D, sobre el
cua1 estan definidas las tensiones o los despla
zamientos. Fig. 1. B

BD] U 802 U ap, = 3D

3
391 up =y
aD =
2 t| t|
oD =u
3 Y il .
r i #E ]
t. =t
J J
Fig. 1.- Definicion del problema.

EI plantfamfento de contorno se consigue a
través del 2° teorema de reciprocidad de Betti.

J Xi wi dv + Jti wi ds = JX? u; dv +

D aD D
v
+Jtl. u; ds D]
ap

dond
nde Xi, ti y U, representan las fuerzas por -
zz;dad g? volumen, de contorno y desplazamientos
proble i g y ‘ i
ma en estudio, vy X?, t# y I, tienen -

ZIC2|ST0 5|9T|f|caqo.para un caso auxiliar que
ntinuacion definiremos. Si suponemos fuer--
3?2 de volumen nulas en el problema bajo estu--
. Vzlj;eiam?o auxi]far de fuerzas por unidad -
e, o reducimos a una carga concentra-
en un punto x € D, (1) toma la forma

uj(x) + JT"(X’V) ui(y) ds(y) =

1]
aD
= JU;j(x,y} ti(y) ds (y) (2)
aD

ecuaciodn
que se conoce como identidad de Somi--

gliana, y dand
onde Tij(x,y) y Uij(x,y), represen--

tan la id

mientosSZIUCIOH de Kelvin, tensiones y desplaza

ek T‘un punto y € 30 en la direccidn j --
Plicamos fuerza unidad en el punto =i
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x ED en la direccidn i.

Si en la expresidn anterior hacemos x+8 7
obtenemos ’

Cy 0 uy 60+ [T, 00y w60 dsty) =

15 i
a0
= JUiJ(x,y) t.(y) ds(y) (3)
30
donde: x,y € 2D
Cij 1lamado término libre depende de la

erma local del contorno en x. Un estu-
dio analitico detallado de Cjj(x) puede
encontrarse en \3\. :

La ecuacidn (3) incluye Gnicamente variables u

y t sobre el contorno, por lo que constituye la
base de la aproximacion numérica del método de

195 elementos de contorno que para la formula--
cion que se propone se presenta en el apartado

siguiente. (2) permite posteriormente la deter-
minacién del campo de desplazamientos en el do-
minio si se esta interesado en su conocimiemto

y.la introduccion de (2) en la ley de comporta-
miento permite obtener una formulacidn integral
de contorno de las tensiones en U para proceder
a su calculo.

3. FORMULACION NUMERICA.

La aproximacién se consigue en la forma ---
hab!tual, sustituyendo el contorno 30 por un =-
conjunto de elementos, dU, , rectilineos en este
caso, s9bre los que se realizardn las integra--
ciones indicadas por (2) y (3). Si sobre estos
elemgntos suponemos una cierta evolucion de las
funciones, esto equivale a realizar la siquien-
te aproximacién sobre las mismas

u = N. a

L a t=N, b (4)

[
d "
onde a; vy b; representan los desplazamientos vy

tensiones en puntos del contorno fijados como -
refergTC|a para establecer la variacién. La ---
ecuacion {2) es sustituida por:

NE
.U, + L (
Tl B s ks B2
v, Yk
- Juij ti),D dsk ! = 0 (5)
oD, L

d?nde NE es el ndmero total de elementos recti-
!|ﬁ?os que representan el contorno. Para intro-
duCIT’]a aproximacién (4) vamos a definir la si
tuacidn de los puntos de referencia que estable
cen la evolucién lineal de u y t, sobre un ele~
mento genérico, Fig. 2. -



Figs 2.= Configuracién de un elemento
genérico Bﬂk.

k y k+1 representan los extremos del elemen
to BDk, 2k-1 y 2k representan los puntos que de

finen la variacién lineal y cuya posic[on den--
tro del elemento viene definida a ?aftlr de la
longitud del elemento por los coeficientes ]—:
oM(k) y DM{k+1), asociados a cada extremo de
elemento, pudiendo tomar valores diferentes en
ambos. £ representa la coordenada natural sobre
el elemento y O define el sistema local de coor
denadas que mds adelante utilizaremos. (4) so--

bre BDk se reduce a {(para u):

00 (6)
= [N, N
ui)a]jk | 1 zl lui(k-{-‘l)
1
con Ny = - %—(5-1} Y N, = i'{€+1)

relacionando los valores de u en los extremos,

u con los valores en los nodos internos 2k-1
e’

y 2k, U

.
u, (k) 1 - DM(k+1) -DM(k)
EE-= u.(k+1)J s -DM(k+1) 1-DM (k)
) ui(Zk-l) i qk . uk .
ui(zk) = -n

siendo § = 1-DM(k) -DM{k+1) .

Si expresamos ahora las variables en el sis
tema local definido en la Fig. 2.

ui(Zk-1) cos8® -senb uLi(Zk-l)
uk = = =
=4 ui(Zk) senf  cos® uLi(Zk)
ko Kk g
=ty (8)

AsT, la evolucidn de up Yoty sobre aDk queda

kook K
Wap, M- - Lty
. (9)
¢ Kk kK
Y, =n . o Lty

donde, por ejemplo

ulk) uL(Zk—l)
K| vik) v
v(k+1) vL(Zk)
N = ; Qk = | Ok
Lt o q
cosf 0 -senf 0
Lk _ |0 cosf 0 -senf
- sent 0 cost 0
0 sent 0 cosf

Introduciendo (9) en (5) obtenemos, en notacion
matricial:

N

m

ko ko ook Lk
; RUISCETRG N &

Ly + Dk =0 (0

o=
N

k

donde Ak Y Bk representan las integraciones de -

los nicleos T.. VY Uy sobre BDk afectados de --
ij ] N
las funciones de forma. Estas integraciones se

calculan numéricamente mediante la férmula de -

Gauss, en el caso en gue el punto en que se ~~~
aplica la ecuacién integral no pertenezca alre!g
mento sobre el gue se integra. En caso contrario
la integracidn se calcula analiticamente y se ~7
describe en el apendice 1. Si (10) la expresamos
para cada nodo de cada elemento, obtenemos un =~
<istema de LNE ecuaciones con 8NE variables (vec

K gtk licacion de 1 dicio
icacion de las condi
tores u_ Y tnL)' La ap

nes de contorno permitird obtener un sistema de-
terminado de la forma

E+g = E (1)

Para el calculo de los desplazamientos en =
puntos interiores, la ecuacidn (2) se discretizd
en forma similar a la (3), obteniéndose una ecu%
cidn similar a (10), salvo el coeficiente de U
gque es |, donde el sumatorio es conocido, preVl?
resolucion de (11). Asimismo el calculo de las

22

tensiones se realiza sin ninguna diferenciacidn
con respecto al caso de elementos lineales con-
tinuos por lo que su formulacién puede consul--
tarse en |3|, y realizarse introduciendo las mo
dificaciones descritas para el elemento en este
apartado. E

L, APLICACION DE LAS CONDICIONES DE CONTORNO.

Dado que cada nodo, al cual se asocian va--
riables, est3d situado en un punto en el que no
hay discontinuidad en la normal, sélo hay cua--
tro casos de condiciones de contorno que se re-
cogen en la tabla 1.

Datos Incognitas
Ca?o 1 u s v By T
Caso 2 o, T W g ¥
Caso 3_ UL § TL VL , GL
Caso 4 G g W W T

Tabla 1. Condiciones de contorno.

Puesto que en todos los casos sblo hay dos
incégnitas, basta reordenar los coeficientes de
u, vyt para dejarlos en K si van asociados a
-l -l —

una incdgnita o incluirlos en F si van asocia--
dos a un dato.

5. EJEMPLOS.

Consideremos en primer lugar el casc de una
tuberia sometida a presidn interior, Fig. 3.a.
Aprovechando las condiciones de simetria estu--
diaremos dnicamente su cuadrante, Fig. 3.b.

=0
u=0 - Tv=0
o |
=0 |
7=0 u=0
(a) (b)
R] = 10 cms. E = 200.000 Kg/cm2

Rz = 25 ems:. )
P = ]00 Kg/sz

0,25.

Fig. 3. Tuberia sometida a presidn inte-
rior.

Con elementos discontinuos utilizaremos una
discretizacién de 12 elementos que incluyen 24
nodos ‘situados en todos los casos a 0,25 L de
cada extremo del elemento, siendo L, la longi--
tud del elemento. La discretizacidn se indica -
en la Fig. 4. :

12
) 11
13 o
1h
15
t

Fig. 4. Discretizacién con elementos dis-
continuos.

A continuacion en la Tabla 2 comparamos valores
de la tensién circunferencial 0,, pertenecien--
tes a los elementos de contorno. Se compara --
con los obtenidos de elementos lineales conti--
nuos, aunque en puntos distintos, tomando estos
valores de la referencia |3|. (o en Kg/cm?).

Teoria n°ele-|n° [Taman.
Punto|Elasti-|M.E.C. |mentos|no-Siste
cidad dos fecuac
A -138 |-138,4
ont inuos 2h |2k | 48
B -38 —34,07
1 1-103,38| -104 , )
elementos 12 24 | 48
disconti- 2 -41,25(-42,31
nuos :

Tabla 2. Valor de Tog perteneciente a un

radio situado sobre el contorno
de la discretizacion de la Fig.h.

En la tabla 3 se comparan los valores de --

B, ¥ Txy en puntos internos situados también -

sobre un radio.



P——

Punto | Teorfa |M.E.C.(d)| Teorfa {M.E.C.(d)
c 19 19,07 -38,85 -39,11
D 19 18,93 -62,94 | -63,22
E 19 19,19 | -26,32 | -26,32
Ox(Kg/cmz) Txy(Kg/cmZ)

Tabla 3. Valor de o, Y T, en puntos in-
ternos. Y

Consideremos en segundo lugar la placa a -
traccidén que se indica en la Fig. 5.a de la ---
cual se ha discretizado un cuadrante aplicando
condiciones de simetria, Fig. 5.b, con 24 ele--
mentos.

i

‘&m‘ L_______..x = SR

4 15
{2
A B
T .
(a) (b)
P = 1000 Kg/cm2 v = 0,25
E = 2,1.10° Kg/cm? DM = 0,25

Fig. 5. Placa a traccién.

|
Punto| Teorfa |M.E.C.(d)

1 0,706419

L 0,714285/0,706549

UyX]OBC.ITI 5 0’7()“577
2 0,357142|0,350622
3 1,071428|1,062696
1 0,181835
2 |0,178571/0,182979
uxx%03cm 3 0,180210

4 0,089285(0,092079

5 0,267857|0,271535

Tabla 4. Valores de los desplazamientos en
la placa a traccion.

Los valores de Oy a lo largo de AB presen--

tan un error de un 3%, salvo en los nodos mas -
préximos a los extremos en que el error es de -
3,4%. En el interior {(puntos 1 a 5) los errores
en Oy se mantienen también préximos al 3%..

La tabla 4 resume los resultados de despla-
zamientos en puntos del interior.

6. CONCLUSIONES.

Se ha establecido una formulacion de elemen
tos de contorno para problemas bidimensicnales,
con variacién lineal discontinua entre los ele-
mentos. Los resultados obtenidos en los ejem---
plos presentados, arrojan una precision similar
que la obtenida con elementos lineales conti---
nuos, para una discretizacién que incluya la re
solucién de un sistema de ecuaciones del mismo
tamafio.Cabe citar que para este caso y puesto =
que los nodos se generan automiticamente, liai ==
discretizacion es la mitad.

Se ha reducido drasticamente el tipo de con
diciones de contorno que se pueden presentar, -
lo que ha supuesto un ahorro de mis de un 50% -
del tamafo del programa que permite la implemen
tacién en ordenador. B

A partir de estos resultados parece que la
ampliacidn de la formulacién con elementos dis-
continuos al caso tridimensional es necesaria,
puesto que los inconvenientes de los elementos
continuos para este caso son mayores que en dos
dimensiones.

7. REFERENCIAS.

1. Rizzo, F.J. "An integral equation approach -
to boundary value problems of classical s
elastostatics'. Q. Appl. Math. 25(1), 83-95,
(1967).

2. Dominguez, J. ''Cdlculo de tensiones en las -
inmediaciones de anclajes. Aplicacidn del Mé
todo de los Elementos de Contorno''. Tesis -
E.T.S.1.1. de Sevilla, (1977).

3. Paris, F. "El Método de los Elementos de Con
torno en la Teoria del Potencial y la Elasti
cidad". Tesis, E.T.S.1.1. de Madrid, (1979).

4. Alarcén et al. "Boundary elements in Poten--
tial and Elasticity Theory'. Computers and -
Structures. Yol. 10, pp. 351-362 (1979).

5, Paris et al. "SERBA: a B.l.E. program with -
linear elements for 2-D elastostatics analy-
sis''., Advances in Engineering Solftware, -~
Vol. 2, N° 2, 79-87, (1980).

6. Doblaré, M. "Formulacién Tridimensional del
Método de los Elementos de Contorno con in--
terpolacién parabdlica''. Tesis, E.T.5.1.1. ~
de Madrid, (1981).

Apendice 1.- Cdlculo de las integraciones sobre
el propio elemento.

.EI cidlculo de los elementos de Ak se reduce
teniendo en cuenta que T]l % T22 son nulos y --

Ty = TZI' Basta por tanto calcular 5#(1.3) y -

k .
5_(1:4). Las integraciones se realizan en el --
sentido del valor principal de Cauchy.

A(1,3) = J T,. N, ds

pg Ny s = ] T
30

+

k

g By sy
a+b
T12 NI dsk

|
|

La descomposicidn est3 referida a la Fig.6
y ‘las integraciones tanto de U,. como de T., -
ij i

se hacen con las identificaciones que se mencio
nan a continuacién. -

n, = cos ; n, = sen 8

tramo |A

r,1 =sen 0 ; r,2 = ~cos & ,

n1 r,2 - né r,1 = -1

trame IB

v,1 = -sen 8 ; v,2 = cos 6

]

1]
it

ny v,2 - n, v,I

2

Fig. 6.- Configuracidn del elemen-
to.
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a a+b
1-1 1-
TS | P o =
a-s °° s-a ds| i n a+b
0 a
b b
= ¢ & iy B
'1 a+h e a
andlogamente:
A1 = e a b
(1.,4) Jle N, ds c (1 + - g

i oo I=2w
siendo C = g g

Para la obtenciGn de B.. se procede en for-
ma similar. '

B =
(1,1) JU|1 Ny ds,

= ‘CZ i - senZGIZ'.C]
BDk
B(2,3) = Juzz N, ds, = 'Cz 11 + cose Iz.'ci
8Dk
con I1 = —L— -a L, (1 - 1) 2
Lk (In a + a” In(a-1) -
a2 1
= g (In a - EJ +ab (Inb-1) +
2
b 1
+ > [inb - 7| = L-b(Inb - 1)
L
1z =K
2
C = 14V . _
T B R E )
- 2
B(1,2) = Ju;1 N, ds, = c1\c2 G, + sen”® 62|
BDk
= 2
B(2,4) = [Uzz N, ds, = C,[C, G1 + cos“e G2|
ank
_ 1 2 a2 1
con Gl = - f; |a® In(a-1) - 5 (In a - EJ +
% 1
+ ab {(In b - =~ - =
ab {In 1) + > {(In b 2)[
L
_ k
B(1,3) =

k
JU12 Ny ds, = -C, |senB cosB i#l
BDk

B(1,4) = B(1,3)

y debido a la simetria de Ui'
J

B(1,3) = B(1,2) y B(1,4) = B(2,2).



