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Resumen.- El Método de los elementos de contorno basa su principal ventaja, como alternativa
numérica de calculo, en que basta discretizar el contorno del dominio en estudio. Cuando la
naturaleza del problema analizado incluye una solicitacidon de dominio, como es el caso de la
ecuacion de Poisson, esta ventaja desaparece. Para ciertas expresiones particulares de la so
licitacién de dominio, es posible su transformacién al contorno mediante la aplicacidn del -
teorema de la divergencia. Para una solicitacién general, se ensaya en este trabajo, una ---
aproximacién numérica mediante integrales de contorno, que son idénticas a las que aparecen
en la ecuacién original, por lo que la aproximacion de la integral de dominioc no representa

un excesivo calculo adicional.

1. INTRODUCCION.

Existen en la actualidad diferentes alterna-
tivas numéricas para el tratamiento aproximado -
de la mayor parte de los problemas de la Fisica-
Matemdtica, aungue ninguno de ellos presente ven
tajas universales. El grupo de soluciones de do-
minio, fundamentalmente el Método de los Elemen-
tos Finitos, basados en una formulacion débil --
del problema en estudio conducen a un sistema de
ecuaciones simétrico y para el caso del M.E.F. -
en banda, lo que, pese al usualmente gran tamafio
del sistema de ecuaciones, simplifica notablemen
te la resolucidén. El grupo de las alternativas -
de contorno, basada en un teorema de reciproci--
dad, conduce a un sistema de ecuaciones lleno y
no simétrico pero de tamafno mds reducido. Exis--
ten un gran ndmero de publicaciones en que se --
compara la eficiencia computacional de ambos mé-
todos de calculo, [1], |2], |3| pueden servir de
ejemplo. Sin embargo, independientemente de las
ventajas de una u otra alternativa en los aspec-
tos numéricos como tamafio y tiempos de genera---
cién y resolucidn del sistema de ecuaciones que
dependen fundamentalmente del ejemplo concreto -
sobre el que se establezca la comparacidn, hay -
una diferencia objetiva a favor de la alternati-
va de contorno, que cada dia tiene un peso mayor
en la explotacién comercial de los programas que
recogen ambas posibilidades. El tiempo de prepa-
racién de datos se disminuye drasticamente si s
lo es preciso discretizar el contorno del domi--
nio en estudio. Sin embargo, existen casos en --
que esta ventaja desaparece debido a la existen-
cia de solicitaciones de dominio, fuerzas en vo-

lumen en problemas elastostaticos, carga trans--

versal en placas o la presencia de un segundo --
miembro en la ecuacién de Poisson. En estos ca--
sos es preciso evaluar una integral de dominio,
lo que requiere la discretizacién del mismo. EI
hecho de que esta discretizacidn no necesite es-
peciales requerimientos de finura debido a que -
no incluye ninguna incégnita del problema y no -
tiene por tanto trascendencia en el sistema de -
ecuaciones no quita para que una de las principa
les ventajas de la alternativa de contorno haya
desaparecido. La transformacién de la integral -
de dominio en integral de contorno mediante la -
aplicacién del teorema de la divergencia sdlo es
posible para expresiones muy particulares de la
solicitacién y desde luego en ningiin caso cuando
la informacién de ésta es en forma discreta.

La alternativa que se realiza en este traba-
jo estd en la linea de las propuestas realizadas
por Nardini y Brebbia |4| y Garcia Suarez |5|- <
El primero de ellos la aplica a problemas dindmi
cos con particularidades que en el desarrollo -~
del presente articulo se pondran de manifiesto Y
el segundo utiliza funciones de la misma natura~
leza pero formalmente diferentes para introducir

la aproximacion.,

2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA.

Sobre un dominio genérico D con un contorno
3D, estda definida una funcidn ¢ gobernada por la
ecuacidn de Poisson (1).
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Fig. 1. Configuracién del dominio bajo
estudio,

2
Vig = -p (1)

Sobre dicho contorno se i
5 conoce bien el -
tencial ¢ o el flujo q. o

La segunda férmula de Green establece una -

;glacion integral entre ¢ y una funcién auxi---
iar ¢

f‘¢ -y ¢)dv=f(¢§ii—w-§§)ds
Y a0 (2)

Si elegiwes ¥ como la solucién fundamental de -
la ecuacidn de Laplace, (2) queda en la forma

d(x) + J¢(y) g%-(x,v) ds(y).=
al

= Jw(x.y) g% (y) ds(y) + fp(Z) v(x,z)
ap D

| . dA(z) (3)
con x,z €D ; y € ap.

La§¢incognitas del problema en (3) son ----
¢(x), 5 (y) en SDI y ¢(y) en aD,. Para obtener

égcognltas exclusivamente en el conterno hace--
s tender x a 30. En tal caso obtenemos

c(x) d(x) + {@(x) g% (x,y) ds(y) =
D

+ Jp(z) U(x,z) dA(z) (4)
D

donde: x.y e 3p;, ;¢ p.
¢(x) es una constante que depende de la
forma real del contorno en x.

La id {
8 . rgguaflon (4) constituye la base del méto
ety e.ementos de contorno puesto que 315
Ncognitas sobre el contorno, o(y) en -

o y 2
2 Y 37 (y) en 9. Una vez calculadas las in-

resolucion numérica de ---

27

(4), que se describe e

: n el apartado siguiente
se puede utilizar (3),Para calcular ¢ en los il
puntos del dominio que se desee.

3. FORMULACION NUMER|CA. APROX | MAC
TEGRAL DE DOMINIOQ. PR e

La resolucigg de (4) implica una aproxima;—
cion de ¢(y) y 5;'(Y) en 0. Asimismo implica -

una eva]uécién de la integral de dominjo lo ==
que constituye el ndcleo central de este’traba-
jo. En primer lugar se describe brevemente 1a -
formulacién numérica de las integrales de con--
torno, e§‘decir, el caso en que al ser p=20, -
la ecuacion de campo (1), se transforma en I; =
ecuacion de Laplace. Fsta formulacién puede en-
contrarse en detalle en las referencias [3] y -
]?J. Posteriormente en 3.1 se analiza la evalua
cion de la integral de volumen para un valer ge
Nerico de p y en 3.2 para el caso particular g;
discontinuidades en p. De cualquier forma ¥ =
tal como puede desprenderse de (4), 1a inéegral
de doTlnro, en el problema que estamos analizan
gg,esolo.fepge?enta una constante a afiadir a ca

cuacion de i ] i
ook sistema que se generar3 a conti

Se va a establecer una aproximacién sobre o]

3
y 5%—en a0 en la forma:
T ap 0
=N ¢ A= N' g (5)

donde N' son funciones de Peqgueno, soporte |inea
les asociadas al punto i y ¢! y g representan
valores de potencial y flujo en el punto | del
contorno. Dicho contorno se aproxima también --
por el§mentos rectilineos, representandose un -
punto interior de un elemento cualquiera por:

, .
x(€) =N () . xJ (6)

donde: xJ(E) coordenada cartesiana j de un pun-
to interior definido por la coorde
denada natural £, -

Na(E) funcién de forma asociada al extre
) mo o del elemento. B
J
e izo;denada cartesiana j del extre-

X

La Fig. 2 ilustra estas aproximaciones.

i L? ecuacn?n'(ﬁ), sin tener en cuenta la in-
egra ?e dominio, se puede escribir en la for-
Z:IS|guéente, teniendo en cuenta la sustitu&ién
contorno real en uno discr
eto =
i de N elemen

N
N
c(2) 6(2) + 3 f¢a‘f’ ds, =
z
=1 4o an k=
K oD
(7)
Si introducimos 1a aproximacisn (
5) sobre cada --
elemento, (7) puede representarse en |a For;a:



(a) Definicidn de un (b) funciones apro-
punto del contor- ximantes
no aproximado.
P 2.
’ 2, (K)
c(2) ¢(2) + T (A A) =
k=1 P (k+1)
Lk
N q, (k)
= I (B1 BZ) (8)
k=1 qk{k+1)

donde los subindices de las variables ¢ y q es-
tin asociados al elemento sobre el que se inte-
gra y los paréntesis al nodo al que estan aso--
ciados. Ai v Bi representan las integraciones -

sobre los elementos una vez introducida (5)s ==
AsT,

|
5 = J N (8) X gs,

Ba = J NOC Y] dsk
EY)

Si la ecuacidon (9) se escribe para todos los no
dos del contorno, obtenemos un sistema de ecua-
ciones en la forma

H $p _ G q (10)
(NxN) (Nx1) (NxN) (Nx1)

donde N es el nimero de nodos del contorno. Re-
ordenando datos e incégnitas (10) se transforma
en:

K . x = F (11)
(NxN) (Nx1) (Hx1)

La integral de dominic que vamos a evaluar a --
continuacién serd preciso incluirla en F, para
cada nodo (£) del contorno.
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3.1. Caso general.

Aproximamos la distribucién p(z) por una se
rie de funciones f(z) definidas sobre todo el -
dominio, en la forma:

f.(d,z) =

1 i f uj fj{r(J,z))

; (12)

It

J

donde Fj(J’Z} representa el valor de la funcidn

asociada a un punto J del dominio o del contor-

no, en un punto z. aj representa el coeficiente

asociado a la funcidn anterior. En definitiva,
£ juega el papel de un sistema de coordenadas

generalizadas de dimension M en el que pretende
mos representar p(z) vy uj son los componentes -

sobre dicho sistema que se ajustardn de acuerdo
a algin criterio. Puesto que p(z) estd definido
en todo el dominio y contorno, los puntos J pue
den elegirse sobre unc u otro. Por razones que

apareceran evidentes, mas adelante se incluiran
siempre los N nodos del contorno y los M-N pun-
tos del dominio que se consideren necesariocs pa
ra consequir una buena aproximacién de p(z) en

D.

Con la aproximacion (12) la integral de do-
minio que aparece en (4) se ha transformado en
M integrales de la forma:

" JFJ(J,Z) (x,z) dA(z) (13)

Para que cada una de estas integrales pueda ser
expresada a partir de integrales de contorno, -
basta, si las asimilamos a la integral de domi-
nio de (4) que Fj represente a p, lo que equiva

le a decir que debe existir una funcidn ¢. aso-
ciada a cada Fj gue cumpla la relacidn

v & = f, (L)

Puesto que no hay definidas condiciones de
contorno sobre ®j o sus derivadas, basta con -~

que ¢j sea una solucidn particular de (14), que

puede encontrarse para cada expresion de
fj(r(J,z)).

Asumiendo catorce y tomando como referencia
(4), cada una de las integrales (13) puede ser
expresada a partir de integrales de contorno -
en la forma:

—Jf}(J,z) Pix,2) dh(z) = T 00 +

3@, (J,y)
9y _ i
o a0

. Plx,y) ds(y) (15)

Introduciendo (12) y (15) en (4):

<) 00 + [o(0) B () ds(y) =

aD
= J¢(X,V) %%-(y) ds(y) - a. lc(x) &.(x) +
J J
3D
30, {J,y)
+ o um By asen - [ i
3D 3D
. Ulx,y) ds(y) | (16)

(16) incluye exclusivamente inteqrales de con--
t?Eno de la misma naturaleza y cuya discretiza-
cién ya se ha analizado posteriormente. Puesto
que los nicleos de la integracidn son los mis--

mos (integraciones de | y %%J, (16) puede escri

birse introduciendo la aproximacidén (5) para --
8¢j
®j Y =5 en la siguiente forma:

H . 9§ = G

LT TRRS WeTH SR PR T

(NxN) (NxM)

- & a* (17)

L 9 %
(NxN) (NxM)  (Mx1)
d?nde N es el ndmero de puntos del contorno uti
lizado en la discretizacién del mismo y M el n¥
de puntos utilizados para la aproximacion de p

y que incluye los N del contorno y M-N de domi-
nio.

La formacidn del sistema de ecuaciones para
obtener (11) y su resolucién no tienen ninguna
p?ft|cularidad, con respecto al caso de la ecua
cion de Laplace. Asimismo, la evaluacidn de la_
integral para el cilculo de ¢ en los puntos in-

ternos se realiza en la misma forma que para el
contorno.

L El.valor de o se determina ajustando p y «,
i mediante colocacidn en los M puntos. J

P = F a 18
(Mx1)  (MxM) Hx1 bR

De (18) podemos ob
ten .
L . a7 er el valor de a para |q

3.2. Caso de funcisn discontinua.

b ¥?2233§ ?naluzar el caso que se presenta --

b cia de.que p sea constante en subdo-

o » pero de diferente valor. En la Fig. 3 =
Presenta esta situacién. ’

Es preciso buscar fu

quen: hoianes © que ver|Fi---

v ®] =pP; en D]

2 (19)
V" o, =

2 p2 en D2

La j i
Integral de dominjo se descompone en:
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p=p; en D]
P=p,en 92
Py # Py

Fig. 3.

Funcidn p discontinua.

J plz) w(x,z) da(z) = fpl(Z) P(x,z) dA(z) +

D
91

+ [DZ(Z) P(x,z) dA(z) (20)
Dy

y teniendo en cuenta (19) las integraciones so-
bre los subdominios DT y DZ se pueden poner en

notacién abreviada, al igual que se hizo en ---

(15):

da = - oY
i p, U dA Jca o, + J ¢ =% ds -
5 . aDa+aDc
o@a
= j Y o5 ds] (21)
apa+89c

(21)'exige la integracién sobre la 1Tnea de dis
continuidad, pero puesto que ¢u son soluciones

particulares de (19), podemos ajustarlos de ma-
nera que:

¢, =290

1 2
a®1 ) 8@2
o B e en BDC (22)

con lo cual las integrales de (21) se reducen -
al contorno del dominio que ya ha tenido que --
ser discretizado.

g] tratamiento para este caso particular de
funcion discontinua es diferente en cuanto que
no se utiliza (12), pero es similar en cuanto -
que I? sustitucidn de la integral de dominio se
hace igual que en el caso general segin (15),

4. EJEMPLOS,

Tres ejemplos van a ser considerados, compa
rando en ellos el valor de la integral calcula-
d? numéricamente a partir de integraciones numé
ricas sobre el dominio discretizado con el va--
lor que se obtiene a partir de las integracio--
nes de contorno que se proponen, o bien los re-
sultados finales de la resolucidn del problema.
Para los dos primeros ejemplos que corresponden
al caso general se han utilizado funciones 1j--
neales

FJ(J,z} =1-r(J,z) (23)



I puntos para su definicidon sobre un lado. Tam- tos internos, asi como la solucién analftica.

i I i n en el i : m
e f%“C'OneS ®j asociadas se caleuls poco se incluyen mayor nimero de puntos inter y
apendice 1. nos ni de elementos de contorno, porgue los re TR T T ——— p—
sultados no mejoran sensiblemente.

pPara el tercer casoc que corresponde a una -

funcidn sigular, las funciones ®a se calculan - E%emple 2 £ ° -
en el apendice 2. J
En este ejemplo el dominio sigue siendo un " ANALITICA | 0,87 | 1,48 [-1,69
Ejemplo 1. cuadfado que representa una placa. La var}abie
- ; flecha w de la placa.
Se trata de resolver la ecuacion VGd = p = de campo ¢ representa la a 16 30+ 50| 0,76 1,28 148

La solicitacién de dominio definida por (24) re
presenta el valor de M/D = (MX+My)/(1+v)D en —=

cualquier punto de la placa para el caso de car 160+ 90 0.84 1 i {5
ga transversal uniforme qg-

la ecuacidn

= cte. que representa, por ejemplo, 18
acion de

de la torsién de un prisma en la formul
Prandtl.

Para el contorno, segin se indic§ en la - &
Fig. 4, se han utilizado discretizaciones de 16 (oy) = - 1 5 & {m2+n2) mn
y 32 elementos y para aproximar la funcion en - PAX,yJ) = ;EE sl 74 m2+n2 2 La eleccién de este ejemplo estd motivada -
el interior se han utilizado 1, 5 ¥ 9 puntos in (——g"—J por la importancia de esta a]ternatiga en el es
ternos. La discretizacidn sobre los lados es re tudio de las placas, como continuacién de los -
gular. T[2 cap S miy (24) trabajos iniciados en |7|. Los resultados que -
. ’ a se representan en las Tablas 2 y 3 reflejan una
rédpida convergencia en los resultados para un -
13-(25) g 17) h3 16q0 nimero de puntos internos reducido, si tenemos
“# con D = ——E———g" v e T ’ en cuenta la complejidad de la funcidn definida
12{1=v") T mn en (24), y para una discretizacién de contorno
2 6 2 que no necesita ninguna modificacidén respecto a
5 q_ = 5000 Kg/m~ E = 2,1.10 Kg/cm la que se utilizarfa para una evaluacién numéri
g ca de la integral de dom[nio.
= = « v = 0,3.
55 (9) gram. o ho TR Ejemplo 3.
3 A 17 (33) . i i io 1 untos : y -
La Fig. 5 recoge la discretizaciony 0s p Este ejemplo corresponde a una aplicacion -
que sirven para la comparacidn de resultados. del caso de carga discontinua y se describe en
la Fig. 6.
B
Fig. 4. Discretizacion de 16 y (32) elemen- - o p=0enD,
o Dz p=p~.=5000 en
. . ; - 0
A continuacidn, en la tabla 1 se obtienen 5 Di
los resultados de la integracién.desde IQE pun-= 92
tos A y B. Los resu1tados de la integracion nu c 0,67
mérica son los siguientes,
1,33

Integracion desde A

7364
Fig. 6. Caso de carga discontinua.
6502 Integracidn desde B R AT R S—— |
Fig. 5. Discretizacidn de la placa. culan en el apendice 2. La Tabla 4 recoge los -
ini resultados de la integral desde los puntos ABC
" 1 de la Integral de dominio. Ita i .
Tabla 1. Ja'or = -2 . La Tabla 2 recoge el valor de %%— en A, com | ig:]'t'ca y numéricamente para 16 y 32 elemen--
T 9 parando la solucién analftica con los resulta--
] ; dos del M.E.C. con 16 elementos de cogtofn? Y Tabla 4. Valor de la integral de dominio.
ini 1 dominio.
1, 5y 9 puntos para definir p en el _
7126 7510 7632 » i A
3 +4 3 C
N® de 16 Tabla 2. Valor de 5% . 10 " en A.
elementos 6028 6288 6349 : 452 | 6051 | 5683 | ANALITICA
en oD
6888 7259 7383 e 9 + Puntos 269 | 6017 | 5865 | 16 2D
Analitica 1 5 K
32 ' internos is | Eila NUMER | CA
6073 6330 6392 | -2,80 -1,52 | -2,43 | -2,72 | 5711 32 D,
) ) 2 3 do Los resultados 5 1 i i
En la tabla no se incluyen qlscretlzac10nes La Tabla 3 recoge los valores de © ?nge]unf 2aciones reducidas Zgljo:ne2$azazzrjed;izgffé
con 8 elementos porque las FUHCLOEeS @.,?1 ser minio con 16 elementos de contorno vy 56 2P '
f. lineal, son cibicas, y debe haber ~al menos

31
30

grar desde la discontinuidad, lo que requiere -
una discretizacién mas fina.

5. CONCLUSIONES.

E1 cdlculo numérico de la integral de domi-
nio gue aparece en la aplicacidon del M.E.C. a -
la ecuacidn de Poisson, por medio de integrales
de contorno que se ha propuesto, evita la dis--
cretizacién del dominico para la evaluacién de -
dicha integral, lo que permite mantener la gran
ventaja del M.E.C. consistente en la discretiza
cidn del contorno exclusivamente. Si es impres—
cindible dar informacién de los valores de la -
funcidn en algunos puntos del dominio, pero es-
to es inherente a la existencia de una funcidn
conocida sobre él.

A cambio de esta clara ventaja, es preciso
realizar algunas integraciones mas, tantas como
puntos del dominio se utilizan para aproximar =
la funcién. A veces, en estos puntos se estd in
teresado en calcular el valor de la incégnita &
su/s derivada/s, de la ecuacidn de campo y --
las integraciones, habria entonces que realizar
las de cualquier forma. Lo que s7 es preciso es
invertir una matriz MxM.

Para el casc de funciones discontinuas se -
ha propuesto un método elegante y rapido de eva
luar la integral de dominio. En el caso en que
haya mas de dos subdominios o uno de ellos sea
cerradc, se hace preciso integrar sobre 1Tneas
interiores de los subdominios, lo que en el ca-
so presentado en el articulo no era necesario.
De cualquier forma, la integral de dominio pue-
de evitarse.

Los ejemplos que se muestran, indican que -
un nidmero muy reducido de puntos en el dominio
es suficiente para conseguir una precisidon ---
equivalente en los resultados a la evolucidn nu
mérica sobre el dominio. Se hace preciso, no --
obstante, un mayor estudio sobre la naturaleza
de las funciones fj a utilizar para una mayor -

precisién y para garantizar la existencia de la
matriz inversa que permite definir los coefi-=--
cientes o.
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APENDICE |. Soluciones particulares del casoc ge
neral Vz 9, = f..
J
Tomando fj =1 - r, es preciso resolver
32¢ Lbode
2 rodr
ar
Haciendo el cambio %9-= B obtenemos
3B 1 _
IF +—B= 1 r

=
= e

w

2 3

_ | \ o
—f:'k+T 3

para que en r=0, ¢ # ©» , k = 0.
2

g = L
3

P
P 5

y una solucién particular de ¢ es por tanto,

B = o2 _ 3
=T "5
APENDICE 1. Solucidn particular para p discon-
tinua.

La Fig. 7 indica la configuracion del domi-
nio que se considera.

Para que las funciones ¢x cumplan

¢ =p en D
o o a

han de ser de la forma:

o
1]

P, en 01

o
1]

P, en 92

Fig. 7. Definicion de p en el dominio.

_ o o 2 o o o
b o=a; x ta,y * 33‘xy +ta, x+ ag Y +

&
+a6

y para que se cumplan las ecuaciones de campo -
en los subdominios

o pDu

kel (65
2.7 2 2

imponiendo la continuidad de b,y su derivada -

con respecto a x en o0 (x=x]) se obtienen las
siguientes relaciones:

te B
A5 =«
1 5
ay = 9y
1 _ PP v
2y 7 I

- ) 2
ag = x (P2 p]) + ag

1 2 P17P2 ]
+

ag = X, 5 ag
Las expresiones de Ql y ¢2 quedan:
Py~P p
172 1 2 2 2 2
Jh_l = ( 5 + a]) x~ + (—2—— 31) y +

G, = .
b, =ay Xy + (5 -ay) v +ay xy 4
Jraz)(-!-azy-ra2
3 b 5
una solucién particular de estas o™ es:
- “P
b = P1™Pa x2 " EE. 2 5 Upmpis TR, XZ El_.g
1 2 g ¥ 1 Ra7P 12
Py 2
) = =y




