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Resumen.- La existencia de interferencias geométricas entre sólidos deformables que entran 
en contacto es incorporada a la formulación del problema en ecuaciones integrales. Las in
terferencias existentes son asi tratadas como cargas equivalentes. El Método de los Elemen
tos de Contorno es utilizado para la resolución numérica del problema. 

l. INTRODUCCION 

El Método de los Elementos de Contorno con! 
tituye una excelente herramienta para tratar 
problemas de contacto entre sólidos deformables 
en presencia o no de fricción 11 j, 12 j, IJI. 
La aplicación de técnicas computacionales per
mite reducir el tiempo de cálculo 141, lo que 
constituye un punto de gran importancia al tra
tarse de un problema no lineal que debe ser tr! 
tado incrementalmente. Este aspecto influye so
bre todo en problemas no-hertzianos donde la 
zona de contacto puede ser del orden de las di
mensiones de los sólidos en contacto lsl. 

Existen situaciones en la Ingeniarla en que 
varios sólidos son forzados a ocupar un espa
cio que es inferior en alguna/a dimensión/es 
a las que ocuparla todo el conjunto sin que se 
produjeran deformaciones. Aparecen, de esta foE 
ma, interferencias entre los contornos en los 
sólidos en contacto. Esta situación abarca pro
blemas genéricamente conocidos como zunchado 
y ajuste con apriete. 

La simulación de estos problemas podria 
efectuarse suponiendo desplaz~mientos en zonas 
alejadas de las de interferen~ia hasta que las 
dimensiones del conjunto cor~·aspondan con las 
finales admitidas. Esto transf~rmaria el probl~ 
fn;\ de las interferencias en un caso genérico 
;:::atec:l.o 9!1 las referencias e1:teriores, si bien 
~sto s6J.o oodria hacerse cu ~.ndo se conociera 
e l 9roceso de ajuste o para g~ometrias muy sen
cillas. 
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En este trabajo se va a poner de manifiesto 
siguiendo las directrices de Okamoto 161 Y Fre
driksson 111. que las interferencias pueden ser 
incorporadas a la formulación del problema apa
reciendo finalmente un término en el vector de 
cargas que puede ser tratado en forma análoga 
a las solicitaciones exteriores. 

Dado que la existencia o no de fricción no 
afecta al tratamiento que se propone de las in
terferencias, el planteamiento del problema se 
va a hacer para el caso sin fricción debido a 
que la formulación resulta más reducida. 

En el siguiente apartado se describen las 
modificaciones que han de tomarse en considera
ción en toda la formulación para la inclusión 
de interferencias. Finalmente, en el apartado 
3 se muestran dos ejemplos, uno de contacto co~ 
forme y otro de superficie final desconocida, 
para probar la viabilidad de la formulación pr~ 
sentada. 

2. FORMULACION CON EL M. E.C. DEL PROBLEMA DE 
CONTACTO CON INTERFERENCIAS GEOMETRICAS 

El problema genérico que se pretende abor
dar está representado en la Fig. l. 

La situación descrita en la Fig. 1 corres
ponde a la geometri.:: original del problema, pr~ 
tendiéndose encor.trl:r la configuración deforma
da y el estado tenl'ional generado. Respecto a 
la nomenclatura em~·leada an':.eriormente, 111 a 
lsl, s6lo hay que especificar le variable o(M) 
que representa la ).nterferencia en dos puntos 

A B M correspond~entes de los contornos aD y aD , 



Fig. 1. Definición del problema. 

~edida sobre un sistema loca~ establecido para 
aquellos pares de puntos de los contornos de 
ambos cuerpos, susceptibles de entrar en contac 
to 4urante el proceso de carga, lal. La direc: 
ción sobre la que se mide, dirección l en lo 
que sigue, correaponde a la dirección interme
dia entre las normales en loa puntos M a los 

A e 
contornos ao y ao • 

En puntos M que pertenecen a la zona de con 
tacto se pueden plantear las siguientes relaci2 
nea de caricter incremental. 

A e 
t. u l ( H) + 6 u l ( H) • O ( H) ( 1) 

6t~(M) t.t~(H) con t.t~(H) < O (2) 

t.t~(H) • O (3) 

f¡t~(H) • O ( 4) 

Sólo la ecuación (l), de compatibilidad de 
desplazamientos normales a ao se ve, obviamente 
afectada por la existencia de una interferen
cia. En función del valor absoluto de o(H), la 
ecuación (1) juega un papel diferente en el pro 
ceso de resolución del problelll&, como se veri 
mis ade:..ante. 

La ecuación integral, ecuación de Somiglia-
na, que gobierna el 
cuerpos esa 

cij<xl 
K 

uj(x) 

para a 

K • A,!l 
x,y '3DK 

aoK + ao 
L e 

+ fx 
aoL 

+ J 
a o e 

- J 
aoK 

L 

+ J 
a o e 

comportamiento de ambos 

X 
Tij(x,y) 

K 
uj(y) ds(y) + 

K u~( y) ds(y) Tij(x,y) a 

J 

K 
uij(x,y) 

K 
tj (y) ds(y) + 

u~. (x, y) 
l.J 

tK(y) 
J 

ds(y) 

( 5) 

representando 3 DK la zona de l contorno de X 
L 

exenta de contacto. 

La ecuación ( 5) escrita para los cuerpos 
A y B junto a las condiciones (1) a (4) define 
completamente el problema. Sin embargo, antes ;e 
de proceder a explicitar estas ecuaciones eJtt' 
preciso ver el sentido de ( l), antes alud~ 
según el valor de o • · 
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- O(H) • O implica que el par de puntos M 
pertenece a la zona de contacto y la ecu~ 
ción ( 1) tiene que ser utilizada en la 
resolución del siguiente incremento. 

- o(H) > O implica que el par de puntos M 
no pertenece a la zona de contacto, por 
tanto, no tiene sentido la utilización 
de esta ecuación (ni, por la misma razón 
las ec. (2), (3) y (4)) en la resolución 
del siguiente incremento. 

Sin embargo, la ecuación (l), si el par 
de puntos M es susceptible de entrar en 
contacto en el siguiente incremento, re
presentar~, para que no aparezcan interp! 
netraciones, una limitación al tamano de 
dicho incremento. 

- o(M) < O implica que hay una interferen
cia y el par de puntos M debe incluirse 
inicialmente en la zona de contacto. La 
ecuación (1) debe por tanto ser utilizada 
en la resolución del siguiente incremen
to. 

A continuación escribimos dos ecuaciones 
integrales ( 5) para los dominios A y e, bien 
entendido que o. según se ha explicado sólo to
mar~ valores negativos o nulos. 

*A A 
+ J *A &lA + J *A A 

fA Tij t.uj ds Til ds T i2 6u2 ds • 
1 

aoL a o a o 
e e 

• J A A 
+ J A A 

uij 6tj ds uil t.tl ds ( 6) 

(lOA a o 
L e 

fe *B e - J *B A ds + 
Tij t.uj ds Til 6u1 

aoL a o e 

+ J *B O(M) ds + J *B B ds • Ti1 Ti2 t.u 2 
ao a o 

e e 

• f Bu~. 6t~ • I B A 
ds ( 7) ds uil 6t1 ao l.J J a o 

L e 

donde • implica simbólicamente la inclusión 
del término libre. 

Efectuando una aproximación de pequeno so-
K 

porte de las variables au e t.t sobre ao , las 
ecuaciones ( 6) y ( 7) conducen a un sistema de 
ecuaciones lineales. En este caso se ha utiliza 
do una aproximación con elementos lineales dis: 
continuos pudi~ndose encontrar detallada infor
mación del uso de los mismos en 11-31. 

Esquem!ticamente, el sistema de ecuacio nes 
que la aproximación genera se puede representar 
en la siguie nte forma• 

/ 
1' 

y 

¿ 

/ 
A 

Ó_!!L 

B 
Ó,!!L 

A 

t·· 
-GA HA HA 

·~ 
f.!L 

o o o - G f.tB -t -u -el -c2 -el 
-L 

o HB o -GB -HA o HB GB A 
-t -u -el -c2 --el 6.!!1c 

A 

[-~ 
-A GA ftA i] 

6.!!2c 
Ó_!!L + -t -L B 

-He -e GB ftB HB 
6.!!2c 

Ó_!!L + A -u -t -L -el 6!1c 

o(H) ~ O §. , V M a o e 
( 8) 

Donde, por ejemplo• 

representa desplazamientos en puntos 
del contorno del dominio A, situados 
fuera de la zona de contacto . 

representa desplazamientos en la di
rección 1 en puntos en la zona de 
contacto referidos al cuerpo A. 

representa integraciones de T so-
A ij 

bre la parte de a~ donde las ten-

siones son conocidas, desde todos 
los nodos de A. 

En el sistema de ecua ciones representado 
por (8), las interferencias juegan el mismo pa-

pel que las acciones exteriores <lit~, t.u~). Por 

consiguiente, el proceso incremental que debe 
ser aplicado para la resolución de (8), no se 
ve afectado por la presencia de las mismas si 
bien la carga que deriva de ellas debe ser ~pli 
cada en primer lugar para que las acciones ex: 
ternas (si existieran) pue~n actuar sobre un 
sistema fisicamente compatible. Una información 
detallada sobre el proceso incremental puede 
encontrarse en 111 y 131. 

La aplicación de la fuerza que deriva de 
las interferencias es función del tipo de con
tacto que se vaya a producir. Si el contacto 
es conforme, es decir el tamano final de la zo
na de contacto no depende de la carga aplicada 
(en este caso de la interferencia existente), 
toda la carga se aplica de una vez. En el caso 
de contacto no conforme se supone como zona de 
contacto inicial la afectada por las interferen 
cias, variandose esta zona en función de la so: 
lución obtenida, hasta alcanzar una solución 
compatible. Asi, se aumentará la zona de contac 
to si aparecen interpenetraciones en puntos fue 
ra de la zona de contacto y se disminuir! dicha 
zona si aparecen tracciones en puntos que ini
cialmente se han supuesto en ella por existir 
interferencias en ellos . 

A continuación se present~·.n dos aplicacio
nes pertenecientes a los Cl\sos genéricos de 
contacto conforme y no confor~e antes enuncia
dos. 
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3. EJEMPLOS 

3.1. Ajuste con apriete entre dominios lares rectang_!! 

La Fig. 2 representa las dimensiones y pro
piedades de ambos dominios. Las dimensiones del 
B no se encuentran especificadas por cuanto se 
v~ a hacer un estudio para comprobar la influen
Cl.a de h2 y L2 en relación a h

1 
y L

1
, con obje-

to de chequear la influencia que el tamano re
lativo de los dominios tiene en la distribución 
de tensiones. También, y a tal efecto, se consi 
derar~ la posibilidad de que las aristas supe: 
rior o inferior del conjunto estlln apoyadas 0 
empotradas. 

EA EB • 4000 Nw/mm 
2 

A 
\1 • \1 

B 
• 0.35 

hl • 20 mm . , Ll . 80 mm., O • 0.1 mm. 

' 
y 

A G 
-...---::..-: = :~.:..:_ 

lh¡ 

" 
B 

h, 
., . / (V 

L, 

Fig. 2. Definición del problema. 

La existencia de simetria respecto al eje 
y, implica que sólo es necesario discretizar 
la mitad del dominio total, habiendose utiliza
do 8 elementos para modelar la semilongitud de 
contacto. Los nodos se han situado de los extre 
mos a una distancia igual a un cuarto de la lon 
gitud del elemento. 

Puesto que se asume la hipótesis de peque
nos desplazamientos (el valor de o respecto a 
las dimensiones de ambos dominios as! lo garan
tiza), no tiene influencia sobre la solución 
final el que la geometria de los sólidos repro
duzca o no las interferencias. Los resultados 
que se muestran estAn obtenidos sobre discreti
zaciones que no la recogen. 

La Fig . 3 muestra la evolución de la compr~ 
sión a lo largo de la semilongitud de c:ontacto. 
Las aristas superior (A.S) e inferior (A.I) han 
sido consideradas empotradas (E) 6 apoyadas 
(A). 

Por tratarse de casos sin rozamiento y con
tacto conforme, todos los resultados se obtie
nen en un sólo incremento de carga. 

Como era evidente esperar, el nivel de las 
compresiones disminuye al aumentar h (casos 

2 
e, d, e) mientras que el uso de rodillos lleva 
a distribuciones m!s uniformes (casos b y e). 
También la existencia de esquinas provoca un 
cambio cualitativo en la forma de trabajo del 
conjunto, tendiendo a funcionar como pun~ón y 
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Fig. 3. Evolución de las tensiones normales 
en la semilongitud de contacto. 

t. 

apareciendo picos importantes de tensión en el 
entorno de la esquina. Esto se aprecia en la 
Fig. 4 donde L

2
;L

1 
• 2 y se hace variar h

2
!h

1 
y en la Fig. S donde h

2
Jh

1 
• 2 y se hace variar 

L
2

;L
1

• En ambos casos , las aristas superior e 

inferior perManecen empotradas. 
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Fig. 4. Influencia de h2/h1 en la tensión 
normal. 

La presencia de la esquina no es sin embar
go, por si sola, responsable del pico de tensio 
nea. Asi, en el caso a de la Fig. 4 la flexibi~ 
lidad del elemento sob~e el qle actua el punzón 
hace que las ml.ximas tensionE;s de compresión 
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aparezcan en el centro de la zona de contacto. 

La Fig. 6 recoge la distribución de tensio
nes normales y tangenciales para e l caso de que 
exista fricción, habiéndose considerado un mod! 
lo de Coulomb con ~ • 0.2. 
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Fig. 6. Tensiones normales y tangenciales a 
lo largo de la semilongitud de con
tacto. 

En este caso, al desconocer el tamano de 
las zonas de adhesión y deslizamiento el probl! 
ma puede resolverse con un incremento, pero de~ 
pués de haber realizado ensayos con diferentes 
particiones hasta obtener una en que los resul
tados sean coherentes con la partición propues
ta. La partición correcta incluye en este caso 
tres pares de contacto en deslizamiento y el 
resto en adhesión. 

Finalmente, la Fig. 7 incluye deslizamien
tos relativos en la zona de contacto con y sin 
fricción. 

G b e d 

~~2 4 2 ll 

», o. 0.2 

0.~1----+-

o 

112• 2 n1 
6'. 0.1 

SEMILONGITUD DE CONTACTO 

Fig. 7. Deslizamientos relativos en la zona 
de contacto. 

3.2. Interferencia entre dominios circulares 

La FJ.g. 8 representa dos semicirculo& con 
una zona de interferencia esquemáticamente re
presentada por el valor de interferencia máxima 
y el semiAngulo a. 

EA E8 • 4000 Nw/mm2 

A B 
\) • \) 2 0.35 

R • 10 mm., 6max • 0.00998 mm. 

Fig. 8. Definición del problema . 
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Al igual que en el ejemplo anterior la dis
cretización puede hacerse sin considerar las 
interferencias. En este caso la zona de inter
ferencias (la mitad pues hay simetria respecto 
al eje vertical) se ha modelado con lO elemen
tos, el empotramiento con 4 y la zona de la ci! 
cunferencia libre de contacto con 14. De esta 
forma el problema global tiene 112 grados de 
libertad. 

A diferencia del ejemplo anterior 6 no es 
constante a lo largo de la zona de interferen
cias geométricas. A efectos del proceso incre
mental esto no tiene ninguna trascendencia, pe
ro si el hecho de que el contacto no sea confo! 
me, es decir no se conozca la zona de contacto 
final correspondiente a la configuración defor
mada en equilibrio. El procedimiento consiste 
en suponer inicialmente toda la zona afectada 
por las interferencias como zona de contacto 
y modificar esta en función de los resultados 
obtenidos. Como era de esperar, con esta supo
sición aparecen tracciones en el extremo, lo 
que indica que la zona de contacto debe ser me
nor. La zona en que aparecian tracciones se si
tua fuera de la nueva zona de contacto (las in
terferencias geométricas de esta zona ya no ju! 
gan ningón papel), y se vuelve a resolver, ac
tuando asi hasta que se obtenga una solución 
compatible (desaparición de tracciones en la 
zona de contacto, sin interferencias en la zona 
sin contacto). La tabla 1 recoge el proceso se
guido (4 pruebas) hasta obtener la definitiva. 

Tabla l.- Resumen de las pruebas realizadas 
hasta encontrar una situación com
patible. 

Zona de contacto Zona donde aparecen 
ensayada tracciones (*) 

a O, 775 a 

o. 725 a 0.625 a 

0.575 a 0.575 a 

0.525 a 0.525 a 

0.475 a -

La solución compatible incluye en la zona 
final de contacto solamente la mitad de la zona 
afectada por las interferencias. 

La Fig. 9 representa la evolución de las 
tensiones normales en la zona de contacto final 
(puntos) frente a la solución de Hertz para esa 
zona de contacto (linea continua). La buena 
coincidencia entre los resultados avala, dado 
que se trata por el tamano de la zona de con
tacto de un caso hertziano, la solución dada 
a la existencia de interferencias. 

(*) Por zona donde aparecen tracciones debe 
interpretarse el Angulo a partir del cual 
dichas tracciones aparecen. Cuando el va
lor de esta columna sea igual a la prece
dente, eso implica que sólo aparecen trae 
ciones en el Oltimo nodo de la zona de
contacto. 



e 
E 

......... 
~ z 

o 
1-
u 
< 
1-

z 
o 
u 
w 
o 
z 
o 
~ 
w 
a: 
a. 

5 o 

40 

lO 

20 

lO 

o 

1 

1 • 
• • 

• 

• -

-• 

0.1 cu 0.4 0.5 

ANGULO DE CONTACTO/o< 

Fig. 9. Evolución de la presión de contacto. 

4. CONCLUSIONES 

Se ha presentado una formulación de proble
mas de contacto con el M6todo de los Elementos 
de Contorno que incluy~ la presencia de inter
ferencias geométricas entre lo& dominios que e~ 
tran en contacto. Su efecto es considerado como 
una carga equivalente, siendo su tratamiento 
an!logo al de las cargas exteriores, por lo que 
el procedimiento incremental general puede ser 
aplicado también sin ninguna modificación cuan
do existen interferencias. 

En el caso de ajuste con apriete de domi
nios rectangulares se han obtenido reglas acer
ca de la influencia de la geometria y las condi 
clones de apoyo en las tensiones de contacto. 
Las tensiones m!ximas se alcan%an en el centro 
salvo que haya esquinas {se produ%can pun%ona
mientos) y no sea pequena la rigidez del elemen 
to sobre el que se punzona respecto a la del
punzón, en cuyo caso aparecerian picos de ten
sión en la esquina. 
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