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Resumen,- En este articulo se presenta la aplicacién del M,E,C, a placas con cier—-
tas condiciones de apoyo que no se tratan habitualmente en los textos cldsicos, pe-
ro que se encuentran con mucha frecuencia en la ingenieria mecdnica y civil, Des———
pués de la formulacidn integral del problema basada en la descomposicifn de la ---
ecuacidn de campo en dos ecuaciones armdnicas y la aplicacién de un teorema de reci
procidad, se estudiard, en primer lugar, la presencia de apoyos rigidos o eldsticos
situados en el 1nter10r del dominio, y en segundo lugar, la existencia de rigidiza-
dores en el contorno de la placa, Se analizarin dos ejemplos para ilustrar la efi--

ciencia del méteodo,

1, INTRODUCCION

La aplicacidn generalizada del M&todo de —--
los Elementos de Contorne a problemas de fle—-—-
xidn de placas delgadas se inicia con los traba
jos de Bezine |1| y Stern |2|, Para evitar los
problemas de singularidades que se plantean en
la obtencifn de una ecuacidn integral, mediante
la derivada direccional de la que resulta de --
apllcar un teorema de reciprocidad, Katayama et

|3] proponen un planteamiento alternative -
usando la analogia existente entre el problema
de flexidn de placas y un problema de elastici~
dad plana, después de la introduccidn de dos ~-
"funciones momento'", que relacionan los momen--
tos flectores y torsores y el cortante sobre la
placa, Con este planteamiento se pueden resol--
ver placas de bordes empotrados y libres,

Una formulacidn alternativa para abordar el
problema, basada en la descomposicidn de la —--
ecuacidn biarménica en dos ecuaciones armdnicas
ha sido desarrollada por Paris y Ledn |4| para
el caso de placas simplemente apoyadas y exten-
dida posteriormente |5| y |6] a otras condicio-
nes de borde. De esta forma se evitan problemas
de singularidades, puesto que las dos ecuaciones
integrales se obtienen directamente de la apli-
cacidén de un teorema de reciprocidad,

L

El estudio de ciertos problemas no cldsices,
como placas con apoyos en el interior del domi-
nio, ha sido abordado por Bezine |7|, que propo
ne una formulacidn mixta de contorno y de demi-
nio, Este planteamiento parece adecuado si el -
niimero de elementos de contorno es pequefio en -
comparacifn con el niimero de apoyos internos, o
bien cuando se tengan que resolver numerosos ==
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problemas con las mismas condiciones de contor-
no, resultanto muy costoso en otros casos, debi
do a la necesidad de discretizar el dominio, --
por un lado y a la inversidn de una matriz de -
tamafio considerable, por otro,

En este articulo, se analizan dos tipos de
condiciones de apoyo especiales, como son los -
apoyos internos y la presencia de rigidizadores
en el contorno de la placa, La formulacibén si--
gue la linea de los trabajos anteriores de los
mismos autores, descomponiendo la ecuacidn de -
campo en dos ecuaciones armdnicas y expresando
las condiciones de contorno en términos de las
variables intermedias introducidas, El primer -
problema, se resolverd afadiendo un nimerc de -
ecuaciones suplementarias igual al nimero de --
condiciones en el interior del dominio y el se-
gundo, buscando una relacidn entre las condicio
nes de contorno naturales (M y V ) v las esen-

ciales (W y wm), sobre el borde rlgldlzado, que
dn

se aplican luege de la forma desarrollada en -~
|5| para los bordes libres.

2, FORMULACION INTEGRAL DEL PROBLEMA DE FLEXION
DE PLACAS

La ecuacidén de campo que define el problema
de flexidn de placas delgadas, con las hipfte--
sis de Kirchoff, es

DW,CLO'.BS = P (L)

donde D es la rigidez a flexidn, w la flecha en
direccidn transversal y p la carga que actua so
bre la placa, '




Esta ecuacifn se puede formular, alternati
vamente, de la siguiente manera:

M,uu = -p (2)
Dw,BB = -M (3)

con 1
M= m (Mn + MC) (4)

Las ecuaciones (2) y (3), admiten la repre
sentacidn integral,

c(p) M(p) + jm) 2 ¢,0 ds(Q) -
r

1

j-gg @ ¥(2,Q ds(@) =
r

[c@) 9, () +

+

—_— —

ROR & (p,0) ds(@) -

3.,
-3 (Q) ¥(P,Q) ds(Q)] (5)

c®) w(@) + JW(Q) 2 (2,0 ds(@ -
r
- J 2@ ¥, ds(@ =
r
- -, lc®) ¢, +
+

Iy
vaj(Q) = (2,Q) ds(Q) -
T

3,
J'-g-" (@ ¥(r,Q) ds(Q)] (6)
r

Si se sustituye el contorno continuo por =-
uno discreto de N elementos, y se aproximan, de
forma congruente, las variables definidas sobre
el mismo, se obtiene

[u] 00 - |6]{d™ = - |R|{a} 7
|8] {w} - |G|{qw} = - |r|{B} (8)

con ¢
IR| = |u]]¢]| - |6||q"] (9)

Para una definicifn apropiada de los coe-—-
cientes {R} se debe aplicar, en general, la —--
ecuacidn (5) en una serie de puntos internos, -
con lo que se tiene:
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oy + Y0 - et ™ = - R o)

con

Y] = e 0] - et |4 an

Para mayores detalles sobre la obtencidn de es-
ta formulacidn integral y matricial, puede con-
sultarse |5| y |6].

La aplicacidn de las condiciones de contor-
no habituales, sobre las ecuaciones (7), (8) y
(10), permite establecer un sistema de ecuacio--

nes lineales de cuya resolucidn se obtienen deg

plazamientos y esfuerzos en el contorno, en un
problema clisico de flexidn de placas,

Los desplazamientos en el interior del domi

nip se obtendri&n aplicando la ecuacidn (6) con
C(P) = 1, y los correspondientes esfuerzos, me-
diante derivacidn de las ecuaciones (5) & (6) -
en el punto fuente, como puede verse con deta--
lle en |4].

3, PLACAS CON APOYOS EN EL INTERIOR DEL DOMINIO

Para una placa que tenga NA apoyos, situa--
dos en el interior del dominio, la ecuacidn di-
ferencial de la deformada es

NA
I X (12)

W
gl &

,opfg - P T
donde X. es la reaccidn or unidad de superfi-
y P
cie, en el apoyo £,
Las ecuaciones matriciales que definen este
problema, despu€s de la formulacidn integral de

las dos ecuaciones armdnicas alternativas y de
su discretizacifn, son:

1] {3 - IGI{qM} = - |R|[{a} - |qQ|{x} (13)

0] {w} - |6]{q"} = - |r|{B} (14)
O 3 [t (M- 6t () = -|RT | fod- 1ot | {x}
(15)

Un término gendrico Q;p de la matriz lql,

representa integraciones desde el punto I (Nodo
del contorno o punto interno usado en la aproxi
macidn de la integral de dominio de M), sobre -
la superficie del apoyo £, Es decir:

Q= j (I, aq, (16)
Qk

Si la superficie del apoyo es pequefia en --
comparacidn con las dimensiones caracteristicas
de la placa, se puede hacer

Q, = VI 9, (17

En otros casos, la expresidn (16) se evalua
numérica o analiticamente,

——————

La aplicacidn de las condiciones de contor-—
no sobre las ecuaciones (13), (14) y (15) condu
ce a un sistema de ecuaciones lineales con mas
incdgnitas que ecuaciones (las reacciones en --
los NA apoyos internos), Se necesitan por tanto
NA ecuaciones adicionales, que se obtienen apli
cando (6) en cada apoyo, e imponiendo la condi-
cidn de flecha nula.

Si se trata de un apoyo eldstico de rigidez
KR' la reaccidn vendrd dada por

XQ = kﬂ Wy (18)

y la incBgnita serd la flecha, De nuevo, se ob-
tiene un sistema de igual nlmero de ecuaciones
que incégnitas, aplicando (6) en los NA apoyos,

4, PLACAS CON RIGIDIZADORES EN EL CONTORNO

Si un borde de una placa estd rigidizado ==
por una viga de rigidez a flexidn EI, la prime-
ra condicidn de contorno se obtiene planteando
el equilibrio de fuerzas en direccidn transver-
sal sobre la viga y teniendc en cuenta que la
flecha de la placa en el borde es igual a la de
la viga, como puede verse en |8,

El resultado final es:

V.= -EI == (19)

Integrando la ecuacidn diferencial (19), y apli
cande condiciones de contorno en los extremos -
de la viga, se obtiene una relacidn entre el --
cortante de Kirchoff y la flecha a lo largo del
borde rigidizado (APENDICE I), Es decir:

V =Bw (20)

Si la viga tiene rigidez a torsifdn GJ y la pla-
ca gira solidariamente unida a ella, la segunda
condicifn de contorno se obtiene planteando el
TqullbrlO de momentos torsores sobre la viga -
8

De esta forma, resulta :

a2
M, = -GJ ;:f (Ena (21)

Integrando la ecuacidn (21) y aplicando condi--
ciones de contorno en giro, en los extremos de
la viga, se obtiene una relacidn entre el momen
to flector y el giro a lo large del borde (APEN
DICE II),

Es decir :

M =¢C oy (22)

Si la rigidez a torsidn de la viga es nula,
o si la unidn viga-placa no impide el giro 1i--
bre, la segunda condici®n de contorno serd:

M =20
n

Las relaciocnes (20) y (22) permiten aplicar
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las condiciones de contorno sobre el borde rigi
dizado :

2
M= Qﬂ - D(1-v) ¥ (23)
at
M aM 2 3w
g S =By ok D(1-v) == (”“) (24)
" Bt

Para la obtencidn de las relaciones equiva-
lentes a (23) y (24), en el caso de un borde Li
bre, puede consultarse |5

5, RESULTADOS

Se van a analizar dos ejemplos para corrobo
rar la validez de la formulacidn propuesta, com
pardndose con la solucidn analitica cuando se -
disponga de ella o con los resultados numéricos
de otros autores,

Ejemplo 1,

Se trata de estudiar una placa cuadrada em-
potrada en todo el contorno y con cuatro apoyos
rigidos situados en el interior del dominio, so
metida a una carga puntual en el centro, como -
se indica en la Fig, 1,
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Fig., l.- Placa cuadrada empotrada, con cua-
tro apoyos internos, Carga puntual
en el centro,

Los resultados obtenidos usando dos discre-
tizaciones de 32 y 64 elementos lineales, combi
nados con 49 puntos internos aproximantes, se -
comparan con los obtenidos por Bezine |7|, con
una formulacién mixta de contorno y de dominio,
discretizando la superficie de un cuadrante de
placa en 49 celdas cuadradas y una discretiza--
cidn de contorno de 12 elementos constantes en
cada medio lade, haciendo uso de la simetria, =
Con este planteamiento se debe invertir una ma-
triz de dimensidén (96x96) vy resolver un sistema
de ecuaciones de dimensidn (49x49). Con nuestra
formulacidén se debe invertir una matriz (81x81)
y resolver un sistema de ecuaciones (117x117),
aunque con submatrices de gran tamaro nulas, en
el caso de 32 elementos,

En las Figs, 2 y 3 se representan el momen-
to flector (Mn) y el cortante (Qn) sobre un me-

dio lado, estando los resultados bastante de --
acuerdo, especialmente cuando usamos 64 elemen-—
taos,

Los resultados obtenidos para la flecha so-



bre la linea media y sobre la diagonal se repre
sentan en la Fig, 4, queestfn bastante de acuer
do, ya en el caso de 32 elementos,
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Fig. 2.- Momento flector (M ) sobre el bor-

de.
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Fig. 3.~ Esfuerzo cortante (Q ) sobre el
borde,

2 2
wD/Pa"x 10

0,4 —— BEZINE 7]
eed-- 32 Llem/49 Puntos >
-+ 2 l
0.3 J .
) J
’ LLLL .
0.2 4 h; ’
4
AS D % :
727777, ]
Ol g
|
a |A
t =" . 4
0.25 ' 050 0.75 1.00

Fig. 4.- Flecha (w) sobre la linea media y
sobre la diagonal,

Se estudia una placa cuadrada simplemente
apoyada en dos bordes opuestos y los otros dos
rigidizados por dos vigas elisticas de igual -
rigidez a flexidn (EI) y de rigidez a torsidn
nula, cargada uniformemente (Fig, 5),

y

ET

AmS== g

v=20,3

Fig, 5.~ Placa cuadrada con dos bordes
opuestos simplemente apoyados
y los otros dos rigidizados,
Carga uniforme,

Se presentan los resultados obtenidos con
dos discretizaciones de contorno de 16 y 32 --
elementos, combinados con dos conjuntos de 9 y
49 puntos internos aproximantes, uniformemente
distribuidos. La solucidn analftica, con que -
se compara, puede encontrarse en |9f

En la Fig. 6 se representa la flecha en el
borde rigidizado, siendo los errores menores -
de un 6% en el caso de 32 elementos,
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Fig. 6.- Fecha (w) a lo largo del borde
rigidizado,

En las Figs, 7 y 8 se representan la flecha
y los momentos flectores, a lo largo del eje de
simetria perpendicular al rigidizador, siendo -
los resultados de una excelente precisién, ya -
en el caso de 16 elementos.
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Fig. 7.- Flecha (w) a lo largo de la linea
media,
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Fig., 8,- Momentos flectores (Mx y My) a lo

largo de la linea media.

Finalmente, en la tabla 1 se dan los valo--
res numéricos de la flecha y los flectores maxi-
mos en el centro de la placa, en el caso de 32
elementos,

Tabla l,- Valores maximos de flecha y flec—
tores en el centro de la placa,

g
=0 &%— MX=Bl qa2 My= 82 qa2
“ By By
| ANALITICA | 0.00472 | 0.0528 0.0447
32 Element,| 0,00475 | 0,0538 0,0463
ERROR % 0.64 1,89 3,58

6. CONCLUSIONES

Se ha presentado la aplicacidn del Método -
de los Elementos de Contorno al anilisis de pla
cas delgadas con ciertas condiciones de apoyo -
especiales, como son la presencia de apoyos si-
tuados en el interior del dominio y de rigidiza

dores en el contorno,

Los resultados numéricos obtenidos avalan -
la validez de la formulacidn, que permite anali
zar un gran niimero de problemas de la 1ngen1e—-
ria mecdnica y civil, como pueden ser el caso -
de cimentaciones de maqulnas que se apoyan elas
ticamente, o el caso de forjados que se apoyan
sobre columnas y/o vigas elésticas,

Respecto a las formulaciones integrales pro
puestas por otros autores para tratar el proble
ma de apoyos internos (no se conocen trabajos -
previos orientados a estudiar placas con rigidi
zadores), el planteamiento propuesto presenta -
un coste numérico equivalente, para problemas -
de la naturaleza del ejemplo analizado, pese a
no haber hecho uso de la simetria, La principal
ventaja de la formulacidn propuesta es que se -
evita la discretizacidn del dominio, lo que res
taba eficacia a los planteamientos anteriores.

APENDICE T, RELACION CORTANTE-FLECHA SOBRE UN
BORDE RIGIDIZADO

Mediante integraciones sucesivas de la ecua
cidn (19), se obtiene:

Yo T TR 3 3 "
5T Dl—f)_+D2T+D3t+Da

Las constantes Di (i=1,4), se determinarin
aplicando condiciones de contorno en los extre-
mos de la viga,

a) Viga doblemente apoyada.

Las condiciones de contorno serén:

z t=0 » w=20

l ‘ 92w

v ) -7 = 0
£=0 t=t at

En este caso, se obtiene:

D2 = D, =0

b) Viga doblemente empotrada,

Las condiciones de contorno seran:



t=0 + w=

T dw
—= )
ot
15 7
1 ¥
t=0 tﬂto tutou» W=
L
at
con esto se obtiene:
-1
Dl Tto DB"O
>
DZ“I-E Daﬂo

c) Viga empotrada-apovada,

Las condiciones de contorno serén:

Tz t=0 2> w=20
1. =k 5o
1 B E;~5 =0
t=C t=t ‘
=)

APENDICE II, RELACION MOMENTO FLECTOR-GIRO SC-

BRE UN BORDE RIGIDIZADO

Mediante integraciones sucesivas de la ecua

cidn (21), se obtiene:

M = Gl g

n t n
1 \l
2*i-Dlt-"'D2

Si admitimos que los extremos de la viga --
tienen impedido el giro, podemos determinar las

constantes Di y Di, obteniéndose
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