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Introduccién

La toma de decisiones en los problemas de la vida real rara vez depende
de un unico criterio sino de varios que suelen estar en conflicto. Podemos
intentar reunir estos criterios en una sola funcién objetivo que los pondere,
pero es bien sabido que esta simplificacién muchas veces no es capaz de refle-
jar adecuadamente la complejidad de los problemas. En esta memoria vamos
a presentar nuevos algoritmos exactos para tratar problemas multiobjetivo
lineales enteros. Es decir, todas las funciones, objetivo y restricciones son
lineales y todas las variables toman valores naturales (esto ocurre siempre
que dichas variables reflejan aspectos combinatorios del problema).

El problema de la optimizaciéon multiobjetivo ha sido tratado de manera
general en muchos manuales y trabajos como, por ejemplo, [15], [23], [12],
[17] o [28]. El caso entero aparece tratado de manera particular en [61], |
o [24].

El interés de estos problemas reside desde luego tanto en su parte tedrica
como en sus aplicaciones, entre las que podemos destacar el diseno de horarios
con flujo [32], diseno de redes de transporte [21], diseno de rutas de transporte
[26, 34], andlisis de presupuestos [53, 39, 36], decisiones de inversién [50, 2, 5]
o remedio de condiciones de polucién [33].

Suele situarse el comienzo de la optimizacion multiobjetivo de alguna ma-
nera en el Manual de Economia Politica [50] del economista italiano Vilfredo
Pareto en el que se introduce explicitamente una manera de tratar varios ob-
jetivos en conflicto. Dada una asignacion inicial de bienes entre un conjunto
de individuos, un cambio hacia una nueva asignacién que al menos mejora la
situacion de un individuo sin hacer que empeore la situacion de los demas se
denomina mejora de ofelimidad (del griego wpeiur, beneficioso). Una asig-
nacién se define como eficiente u 6ptima cuando no pueden lograrse nuevas
mejoras de ofelimidad (que en en realidad es casi un sinénimo de la palabra
utilidad, mds ampliamente usada en economia). Pareto desarrollé para in-
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troducir este concepto los diagramas del economista britanico Francis Ysidro
Edgeworth. Con todo, aunque su interés crece con su aparicién en el con-
texto de la economia, el problema de encontrar los éptimos en un conjunto
parcialmente es un problema clésico tratado por Cantor [12] o Cayley [14].

El problema multiobjetivo lineal entero es un NP-duro y #P-duros (vedse
por ejemplo [25]), pero la existencia de métodos exactos es de gran interés,
ya que sirven para comprobar la precision y el alcance de los métodos apro-
ximados. Dentro de los métodos exactos generales para cualquier nimero de
objetivos podemos citar [19], [10], [55], [11], [16], [60] o [35]. Existen muchos
otros trabajos para sélo dos objetivos o para problemas especificos como [1 1],
[51] v [52].

Dentro de los métodos exactos, nuestro trabajo se enmarca concretamente
en la familia de métodos algebraicos. Entre ellos, cabe mencionar [3] que
propone las bases de Grobner parciales, un objeto combinatorio similar a las
bases de Graver. En [J] se utilizan ideas de [7] para proponer un método
general para problemas polinémicos discretos. De gran interés es también
el trabajo de [1] que utiliza las funciones generatrices para contar puntos
enteros dentro de un poliedro. En [19], por tltimo, se propone un algoritmo
para problemas multiobjetivo lineales enteros polinomial en tiempo, fijados
la dimension y el nimero de objetivos.

En el capitulo 1 mostramos una breve introduccién a los problemas mul-
tiobjetivo, a los conceptos principales que aparecen en su estudio (las solu-
ciones eficientes que forman el conjunto eficiente en el espacio de variables y
los puntos no dominados que forman la frontera de Pareto en el espacio de las
funciones objetivo a optimizar) y a algunos métodos clésicos para resolverlos.
Apuntamos en los ejemplos algunas dificultades que se pueden presentan al
tratar problemas multiobjetivo, como son la aparicién de puntos débilmente
eficientes o la necesidad del punto nadir para mas de dos objetivos. Son pro-
blemas que el método que presentamos resuelven de una manera novedosa.

En el capitulo 2 recordamos los resultados algebraicos que fundamentan
el ingrediente algebraico basico en el que se basa nuestro método: los test-
sets asociados a un problema lineal entero min{cx,s.a.Az = b,z € N"},
que son validos para todo b. Esta caracteristica hace natural el uso de los
test-sets para aplicar el método clasico de las e-restricciones. Los test-sets
seran calculados con bases de Grobner respecto de ordenes que, elegidos
convenientemente, producen ventajas anadidas. Presentamos al final de este
capitulo un ejemplo en el que adelantamos cuéles son las ventajas de nuestro
método para el caso biobjetivo.

En el capitulo 3 presentamos los resultados tedricos que sustentan el al-
goritmo para el caso biobjetivo lineal entero. Aunque en sentido estricto el
algoritmo es un caso particular del que aparece en el capitulo 4, el caso biob-
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Introduccion

jetivo presenta caracteristicas absolutamente singulares. Demostramos que
nuestro algoritmo calcula todos los puntos no dominados (y una solucién
eficiente para cada uno) sin resolver ningin problema de un sélo objetivo
innecesario y sin producir soluciones débilmente eficientes. Ademas, mos-
tramos una ventaja adicional del uso de los test-sets: en algunas familias
de problemas pueden ser calculados teéricamente a priori. Hacemos precisa-
mente esto con un problema de la literatura, el problema BBV, que presenta
un nimero de soluciones eficientes lineal en el niimero de variables pero que
necesita para el método clasico de las e-restricciones un ntimero exponencial
de problemas de un solo objetivo. Terminamos el capitulo con varias tablas
de resultados computacionales en las que mostramos que nuestro método se
adapta especialmente bien al problema de la mochila no acotada.

En el capitulo 4 tratamos el caso de cualquier nimero de objetivos que,
como es bien sabido, presenta siempre un salto de complejidad al pasar de
dos a tres objetivos. En nuestro caso conseguimos un algoritmo que produce
todos los puntos no dominados y s6lo puntos no dominados, pero sin poder
asegurar que no se resolvera algin problema de un sélo objetivo innecesario
al aplicar el método de las e-restricciones. Como aplicacion del algoritmo
resolvemos un problema de la literatura de tres objetivos en sistemas serie-
paralelo. Las tablas que mostramos al final de este capitulo muestran los
resultados al tratar el problema de la mochila no acotada para 3, 4 y 5
objetivos con un numero de variables que no se ha alcanzado para el caso
binario en la literatura.
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CAPITULO 1

Optimizacién multiobjetivo

1.1. Introduccion

En la vida cotidiana nos enfrentamos a situaciones en las que debemos
tomar una decision de entre varias posibilidades, esto es, seleccionar lo “me-
jor”de un conjunto de “alternativas”donde asumimos la existencia de ciertos
criterios que nos permiten establecer la calidad de las opciones.

Los problemas de optimizacién no son mas que un modelo matematico de
problemas de decisiéon. Veamos algunos ejemplos de problemas de decision:

Ejemplo 1.1. [23] Queremos comprar un carro y hemos considerado cuatro
modelos: un VW Golf, un Opel Astra, un Ford Focus y un Toyota Corolla.
Debemos decidir de acuerdo al precio, consumo de gasolina y potencia. Las
caracteristicas de cada carro estdn consignadas en la tabla (1.1).

Alternativas
VW  Opel Ford Toyota
Precio (1000 euros) 16.2 149 14.0 15.2
Criterios Consumo (//100 Km) 7.2 7.0 7.5 8.2
Potencia (kW) 66.0 62.0 55.0 71.0

Tabla 1.1: Criterios y alternativas del ejemplo 1.1.
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x1 + 4ao = 20

Figura 1.1: Los trece puntos representan el conjunto de alternativas del ejem-
plo 1.2.

Como preferimos un carro barato, potente y con bajo consumo de gaso-
lina, nos enfrentamos a un problema de decisiéon con cuatro alternativas y
tres criterios, pero cémo podemos decidir cual es la “mejor” alternativa si
el Toyota, que es el carro mas potente (71.0 kW) es el que consume mas
gasolina (8.2 [/100 Km) y el Ford, que es el caro més barato (14 mil euros)
es el menos potente (55.0 kW). Luego no podemos comprar un carro que
sea tanto barato, como potente y con un consumo de gasolina eficiente. Sin
embargo, si consideramos cada uno de los criterios por separado, la eleccion
seria facil.

Ejemplo 1.2. Consideremos un problema matematico con dos criterios: mi-
nimizar simultdneamente las funciones fi(z) = z1 y fao(xz) = x5 sobre la
region determinada por 2xy + 3xo > 11, 1 + 4xy < 20 y 421 + 25 < 20 con
x > 0en Z% (Figura 1.1). Aunque en este problema el niimero de alternativas
que tenemos es finito, jcudl seria ese minimo? Sin embargo, si consideramos
las funciones individualmente, el problema de decisién es facil: los puntos
(0,4) vy (0,5) minimizan f; y el inico punto que minimiza f5 es (4, 1).

Ejemplo 1.3. En este ejemplo asumimos los mismos dos criterios del ejemplo
1.2 y la region determinada por las misma restricciones pero con x > 0 en
R? (figura 1.2), lo que nos proporciona un conjunto infinito de alternativas.
Nuevamente tenemos inconveniente con decidir cual punto corresponde a
una soluciéon en este ejemplo, pues los puntos que estan en el segmento que



Capitulo 1. Optimizacién multiobjetivo

r1 + 4xo = 20

2x1+ 3x0 =11

Figura 1.2: La region sombreada representa el conjunto de alternativas del
ejemplo 1.3.

une el punto (0, %) con el punto (0,5) minimizan f;, mientras que el punto
49 2

(1, £) minimiza f.
Los ejemplos anteriores nos muestran que dentro del contexto de los pro-

blemas de decision multicriterio, no esta definido tan claramente qué es lo

“mejor”, cuando los criterios o funciones objetivo estan en conflicto.

Cuando establecemos las alternativas o soluciones factibles existentes en
un problema de decision, dicho conjunto puede tener un nimero contable
de alternativas como en los ejemplos 1.1 y 1.2, y en este caso los llamamos
discretos; los otros, como en el ejemplo 1.3, los llamamos continuos. También
podemos clasificar los problemas de decision por la forma en que se describe
el conjunto de alternativas: en el ejemplo 1.1 el conjunto finito de alternativas
se da de forma explicita, mientras que en los ejemplos 1.2 y 1.3 se describen
de manera implicita mediante restricciones.

En la busqueda de un concepto de solucién para los problemas de decisién
multicriterio, aparece en el escenario el concepto de solucion Pareto optima,
basado en el criterio enunciado por el economista italiano Vilfredo Pareto
en su libro Manual de economia politica [50] (capitulo VI §33) a quien se
le atribuye la primera referencia a dicha situacién de objetivos en conflicto:
se menciona que los miembros de una comunidad disfrutan, en determinada
posicion, de mdzimo de ofelimidad (del griego wpeAun, ofélimi, que significa
beneficioso), cuando es imposible encontrar una manera de alejarse un poco

3
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4xy + 29 = 20

/ 5

4xy + x9 = 20

1+ 4xy = 20 )+ 4xy = 20

221 + 3x0 = 11

.
4\ o 0 T T 3 7 4\

(a) Soluciones eficientes del ejemplo 1.2. (b) Soluciones eficientes del ejemplo 1.3.

Figura 1.3

de esa posicion de tal manera que la ofelimidad que cada uno de los miembros
de la comunidad disfruta, aumente o disminuya.

Aplicando este concepto a los ejemplos dados, vemos que en el ejemplo 1.1
todas las alternativas son soluciones Pareto éptimas o soluciones eficientes,
pues no hay un carro que mejore a otro en todos los criterios considerados; si
comparamos el Toyota con el VW, vemos que el Toyota cuesta menos, tiene
mayor potencia pero consume mas gasolina, o si consideramos el Opel y el
Toyota, tenemos que el Opel cuesta menos y consume menos gasolina que el
Toyota, pero tiene menor potencia.

En el ejemplo 1.2 corresponden a los puntos (0,4), (1,3), (3,2) y (4,1)
(figura 1.3 (a)); mientras que en el ejemplo 1.3 son los puntos que estan en
49 2

el segmento que une el punto (0, 1) con el punto (32, 2) (figura 1.3 (b)).

Al conjunto de alternativas de un problema de decisién lo llamamos con-
junto factible. En el ejemplo 1.1 corresponde a X = {VW, Opel, Ford, Toyota}
y en el ejemplo 1.2 al determinado por las restricciones dadas, X = {z € Z?* :
2x1 4+ 3xe > 11,21 + 49 < 20,421 + 29 < 20,2 > 0}. El espacio genérico que
contiene al conjunto factible lo llamamos espacio decision. En el ejemplo 1.1
puede ser carros en el mercado, en el ejemplo 1.2 corresponde a Z? y en el
ejemplo 1.3 a R2.

Ahora, si en el ejemplo 1.1 consideramos solo dos criterios, digamos, el
precio y el consumo de gasolina, podemos representar en R? los valores de
las alternativas segun los criterios dados (figura 1.4). Estos criterios podemos
expresarlos como funciones f; y fo respectivamente con f; : X — R y escribir

4
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simbolicamente el problema como:

“min” (f1(x), fo(x)) (L1)

reX

En la figura 1.4 podemos observar que no tiene sentido comprar un Toyota
o un VW pues estos son mas costosos y consumen mas gasolina que el Opel,
y de las alternativas que quedan, vemos que tanto el Ford como el Opel son
soluciones eficientes.

Consumo (I/100Km)

8.5

Toyota

Ford
7.5 [ J

VW
Opel
{
Precio (1000 Euros)

3 14 15 16 17 18 19

Figura 1.4: Espacio objetivo del ejemplo 1.1.

Al conjunto Z = f(X) = {y € R* : y = f(x) para algin x € X'} de
las imédgenes de las alternativas bajo las funciones objetivo f = (f1, fo),
lo llamamos conjunto objetivo que es un subconjunto del espacio objetivo o
criterio. En los ejemplos 1.2 y 1.3 tenemos que Z = f(X) = X y el espacio
objetivo corresponde a Z? y R? respectivamente.

En (1.1) la palabra “min” significa que queremos minimizar todas las
funciones objetivo, sin embargo como dichas funciones, en general, estan en
conflicto, no podemos hablar de una tnica soluciéon éptima como en el caso
de problemas de optimizacién de un objetivo, por tanto debemos buscar una
solucién que represente un compromiso entre los diferentes objetivos, de ma-
nera que las componentes del vector objetivo no puedan ser simultaneamente
mejoradas, que formalmente es lo que llamamos optimalidad Pareto.
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1.2. Optimalidad Pareto

Un problema de optimizacion multiobjetivo es presentado como

min f(z) = (fi(z), ..., fp(z))

1.2

s.a. rE€X (12)
donde f; : R™ — R son funciones objetivo, cont =1,...,py p > 2. El vector
decision o solucién factible z = (z1, s, ... x,) pertenece al conjunto factible

X que es un subconjunto de R" definido como X = {z € R" : g;(z) <0, i =
1,...,m}. La imagen de X bajo f, Z = f(X), es el conjunto objetivo y
z=(2z1,...,2p) con z; = fi(x) para algin € X es un vector objetivo.

Todo problema de maximizacion es equivalente a un problema de minimi-
zacion, pues se cumple que max f(x) = min — f(z), por tanto los problemas
abordados en este trabajo seran vistos como un problema de minimizacién.

En esta formulacién general, las funciones objetivo y restricciones a utili-
zar pueden ser lineales o no lineales, con variables continuas donde el niimero
de soluciones factibles puede ser infinito. En [12] se puede consultar sobre los
problemas de optimizacion lineal multiobjetivo y en [17] sobre los problemas
de optimizacion no lineal multiobjetivo.

Cuando en (1.2) consideramos coeficientes enteros y variables enteras no
negativas, estamos hablando de la optimizacion discreta multiobjetivo, dentro
de la que se destacan los problemas de optimizacion lineal entera multiobjetivo
que son el objeto de estudio de este trabajo.

Definicién 1.4. Una solucién factible ' € X es eficiente o Pareto dptima
si no existe otra solucién x tal que fij(z) < fi(z') para i = 1,...,p con al
menos una desigualdad estricta. Si 2’ es eficiente, a f(2') lo llamamos un
punto no dominado. Al conjunto de todas las soluciones eficientes 2’ € X lo
notamos Xg y llamamos conjunto eficiente. El conjunto de todos los puntos
no dominados z = f(2') € Z, donde 2’ € X, lo notamos F y llamamos
conjunto no dominado o frontera de Pareto.

La definicién de eficiencia nos conduce a la definiciéon de una relacion de
dominancia de Pareto,

Definicién 1.5. Siz, 2’ € X'y fi(x) < fi(z') parat =1,...,p con al menos
una desigualdad estricta, decimos que x domina a 2’y f(x) domina a f(z').

Notemos que la definicién 1.4 nos indica que para establecer cémo los
vectores objetivo (f1(x), ..., fo(z)) tienen que ser comparados para diferentes
soluciones factibles z € X y asi obtener un significado para la expresion
“min” en los problemas de optimizacién multiobjetivo, hemos elegido el orden
< sobre R? definido como: dados y = (y1,...,4p) y ¥ = (¥1,.--,y,) en R,

6
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y <y siysolosiy, <y, paratodo k=1,...,p.

Es decir, una solucién factible 2’ € X’ es eficiente si no existe otra solucién
x # 2’ tal que f(x) < f(2’). En el caso del ejemplo 1.1, cuando consideramos
solo los criterios precio (f1) y consumo de gasolina (fs), el carro Toyota no
es una solucién eficiente, pues para el carro Opel se cumple que f(Opel) =
(14,2,7,0) < f(Toyota) = (15,2, 8,2).

El orden < en R? no es total, luego no siempre podemos comparar dos
vectores objetivo, siendo esta una diferencia fundamental entre la optimiza-
cion multiobjetivo y la mono-objetivo.

Si somos mas restrictivos y obligamos a que las desigualdades sean es-
trictas en todas las componentes, obtendremos un nuevo concepto, el de
débilmente eficiente.

Definicién 1.6. Una solucidn factible 2’ € X es débilmente eficiente o débil-
mente Pareto dptima si no existe otra solucion x tal que f(z) < f(2'), es
decir, fi(x) < fi(2') para todo i = 1,...,p. A f(2’) lo llamamos un punto
débilmente no dominado. Los conjuntos de las soluciones débilmente eficientes
y los puntos débilmente no dominados los notamos X, g y JF,, respectivamen-
te.

En las figuras 1.5 y 1.6 observamos que las soluciones débilmente eficientes
son dominadas por las soluciones eficientes, por ejemplo en la figura 1.5 (a)
vemos que tanto (0,4) como (1,3) dominan a (1,4).

4z + 29 = 20 4y + 29 = 20

x4+ 4ze = 20

2z + 3z = 11 2x)+ 3z =11

(a) Conjunto F,, del ejemplo 1.2. (b) Conjunto F del ejemplo 1.2.
Figura 1.5

A continuaciéon presentamos una interpretacion geométrica de las defi-
niciones 1.4 y 1.6 para caracterizar las soluciones eficientes y débilmente
eficientes, representada en las figuras 1.7 y 1.8.
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4xy + 29 = 20

/ 5

4xy + x9 = 20

1+ 4xy = 20 )+ 4xy = 20

221 + 3x0 = 11

.
4\ o 0 T T 3 7 4\

(a) Conjunto F,, del ejemplo 1.3. (b) Conjunto F del ejemplo 1.3.
Figura 1.6
Proposicién 1.7. 1. 2’/ € X es eficiente si y solo si

FX)N(f(2) —RY) = {f (")}

donde f(2') —RY = {f(2') —y:y € RL} con R = {y € R? : y > 0}
(El octante no-negativo de R?).

2. ' € X es débilmente eficiente si y solo si
f)N(f@) —RL) =0

donde f(2') —RE ={f(2') —y:y e RE} con RY = {y e R? : y > 0}
(El octante positivo de RP).

En la figura 1.7 vemos que la solucién factible 2’ = (3, 3) del ejemplo 1.2
es débilmente eficiente pues f(X)N(f(z') —RY) = (); mientras que z = (2,4)
no es débilmente eficiente ya que f(X)N(f(x) —RL) # 0, el punto (1, 3) esta
en la interseccion.

La figura 1.8 nos senala que la solucién factible 2’ = (1, 3) del ejemplo 1.2
es eficiente pues f(X) N (f(2') —RZ) = {f(2')}; mientras que = = (4,2) no
lo es ya que la interseccién f(X) N (f(x) — RZ) tiene dos puntos diferentes

de f(x).
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x1 + 4 = 20

2x1 4 3x9 = 11

Figura 1.7: Interpretacién geométrica de solucién débilmente eficiente en el
ejemplo 1.2.

Cuando abordamos un problema en matematicas, nuestro principal ob-
jetivo es garantizar que existe una soluciéon. En el caso de los problemas de
optimizacién multiobjetivo, [23] presenta un teorema donde se mencionan las
condiciones que garantizan la existencia de soluciones eficientes, que resulta
ser una extensiéon del teorema de Weierstrass [13, p. 40] para problemas de
optimizacién mono-objetivo:

Teorema 1.8. (23], lema 2.17, teorema 2.19) Sea X C R™ un conjunto no
vacio y compacto y f : R" — RP una funcién cuyas funciones componentes
fi : R™ — R son semicontinuas inferiormente para todo 7 =1, ..., p, entonces

Xp 0.

En el caso particular de los problemas de optimizacién lineal multiobje-
tivo, se cumple que el conjunto factible X = {x € R" : Az = b,x > 0} es
cerrado y convexo y las funciones lineales son continuas, luego para garanti-
zar que se cumplen las condiciones que exige el teorema 1.8 solo falta asumir
que X # () es acotado.

En el caso de los problemas de optimizacion lineal entera multiobjetivo,
donde la regién factible del problema corresponde a & = X N Z", asumimos
que X es acotado, lo que implica que tanto S como Z = f(S) son finitos.

9
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Figura 1.8: Interpretacion geométrica de solucion eficiente en el ejemplo 1.2.

1.3. Cotas para la frontera de Pareto

Cuando los conjuntos Xg y F son no vacios, podemos hablar de cotas para
la frontera de Pareto, que representamos por dos puntos, el punto ideal que
corresponde a la cota inferior del conjunto F y el punto nadir que corresponde
a la cota superior. Entonces, el propésito es encontrar dos vectores, z y Z, en
RP tales que 2z, < z; < Z; paratodoi=1,...,py 2z € F.

Para el punto z una buena opcién es seleccionar para la coordenada i-
ésima el mejor valor para cada objetivo 7. Formalmente,

Definicién 1.9. El punto 2’ = (2{,...,2]) con

I , ,
z. =z =min f;(x) = min z;
= v zEX filz) ez "

es llamado el punto ideal del problema de optimizacién multiobjetivo (1.2).

En problemas de optimizacion multiobjetivo, el punto ideal normalmente
no forma parte del conjunto objetivo Z, pues las funciones objetivo gene-
ralmente estan en conflicto. Cuando dicho punto estd en Z, no se requiere
seguir buscando ya que este es el tinico punto no dominado disponible.

Para el punto Z una posible cota es

Z. — méx f: = MAx 2
AR ) = s

10
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Sin embargo esta cota suele estar muy lejos de los puntos no dominados,
por tanto es preferible usar como cota:

Definicién 1.10. El punto 2V = (z{",...,z)") con
2N = méax fi(r) = méx z;
T€EXE ZEF

es llamado el punto nadir del problema de optimizacién multiobjetivo (1.2).

41+ 290 =20

/

x4+ 4z9 = 20 x1+4z9 = 20

2x1+ 3z = 11 221 + 3xy = 11

~5

A\ T “To 7 2 g p A\ T

(a) Cotas para la frontera de Pareto del  (b) Cotas para la frontera de Pareto del
ejemplo 1.2. ejemplo 1.3.

Figura 1.9

El punto ideal lo podemos calcular resolviendo p problemas de optimiza-
ciéon mono-objetivo, sin embargo no existe un método eficiente para calcular
el punto nadir de manera general, pues en este caso necesitamos optimizar
sobre el conjunto F.

Debido a la dificultad para calcular el punto nadir, se hace uso de la tabla
de pagos (pay-off table), ([23, p.p. 34-35]), para obtener una aproximacién de
dicho punto. La matriz de pagos tiene p filas y p columnas. Si resolvemos el
problema min,ey f;(z) y notamos z* su solucién, el elemento j,i de la matriz
de pagos se calcula evaluando f;(z").

Usando esta informacion calculamos la tabla de pagos como se muestra
en la tabla 1.2.

En la tabla de pagos las componentes del vector ideal estan localizadas
en la diagonal de la tabla y el valor aproximado de la componente z del
vector nadir lo obtenemos seleccionando el mayor elemento de la fila i.

11
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! x? P
i 2 fi(@?) - fi(a?)
Ja f2<xl) 25 e fo(aP)
i fp<x1) fp<x2) Z;I;
Tabla 1.2

La tabla pagos presenta inconvenientes cuando hay mas de dos objetivos.
Por ejemplo, cuando al minimizar cada funcién objetivo de manera indivi-
dual, existe mas de una solucion 6ptima, la tabla de pagos nos puede llevar
a subestimar o sobreestimar el vector nadir, como sucede en el siguiente
ejemplo presentado en [37] y retomado en [23].

Ejemplo 1.11.

min(f(z) = —11lzy —1lz3 —1224 —925 —92¢ +927,
fQ(I) = —]_]_I'l —11[)33 —91’4 —121’5 —91’6 +9CL’7,
fg([L‘) = —111‘1 —111‘2 —9£L‘4 —9I5 —121’6 —12I7)

S.a. Ty +xo+r3t+axstrstagtarr=1 =0

Para construir la tabla de pagos, primero resolvemos los tres problemas
mono-objetivo:

» El problema min,cy fi(x) solo tiene una solucién, x4y =1y z; = 0 con

i # 4, es decir, 1 = ey.

» El problema mingcy fo(z) también tiene solo una solucién, x5 = 1y
2

x; = 0 con 7 # 5, es decir, z° = es.
» El problema min,cy f3(x) tiene infinitas soluciones, r¢ = o, 27 = 1 — «
yx;=0coni#6,7yacl01]es decir, z° = aes + (1 — a)er.

La tabla de pagos corresponde a la tabla 1.3 donde hemos seleccionado
dos soluciones 6ptimas diferentes, eg y e7, para el tercer problema.

Por otro lado tenemos que cada i-ésimo vector unidad e; coni=1,...,6
es eficiente, mientras que el vector e; es débilmente eficiente. Como f(e;) =
(0,—11,—-11), f(ea) = (=11,0,-11) y f(es) = (=11, —11,0) entonces z > 0
con j = 1,2, 3, pero debido a que en este ejemplo ningiin punto no domina-
do puede tener coordenadas positivas, el punto nadir es z¥ = (0,0,0). Sin

12
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€4 es eg er
fi =12 -9 -9 9
fo =9 —-12 -9 9
fs -9 -9 —12 —12

Tabla 1.3

embargo, ninguno de estos valores aparece en la tabla de pagos: con z° = ey

sobreestimamos 2V y 23’ y con x® = ¢4 subestimamos 2 y 2.

La sobreestimacion se presenta porque e; es una solucién débilmente efi-
ciente, eg lo domina. Sin embargo, esta se puede evitar, si logramos garantizar
que las soluciones z* son eficientes.

En el caso de dos objetivos, podemos determinar el vector nadir, siguiendo
el algoritmo 1 presentado en [23, p. 38|, donde al resolver los 1ltimos dos
problemas con las restricciones adicionales (lineas 3 y 4), lo que estamos
haciendo es eliminando las soluciones débilmente eficientes en la tabla de

pagos.

Algoritmo 1 Algoritmo para obtener el punto nadir cuando p = 2

1: Entrada: Conjunto factible X' y funciones objetivo f = (fi, f2)

2: Resolver los problemas mono-objetivo mingey f1(x) y mingey fo(z). No-
tar los valores éptimos como 2{ y 24.

Resolver mingey fo(x) con la restriccién adicional fi(z) < z{.

Resolver mingey fi(x) con la restriccién adicional fo(x) < 21.

Notar los valores 6ptimos como 2 y 21V respectivamente.

Salida: El punto nadir 2z = (2, 2)¥) y el punto ideal 2! = (2!, 21).

1.4. Meétodos para resolver problemas de op-
timizacion multiobjetivo

Los métodos y ténicas que se utilizan para resolver los problemas de op-
timizacion multiobjetivo admiten diferentes clasificaciones. Una de ellas se
establece de acuerdo a la intervencion que tiene, durante el proceso de solu-
cion, el tomador de decisiones, quien es aquella persona que selecciona una
alternativa de todas las que tiene disponibles en el conjunto de soluciones.

13
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Siguiendo esta clasificacion podemos distinguir los métodos a priori, a pos-
teriori y los interactivos.

1.4.1. Métodos a priori

En los métodos a priori el tomador de decisiones especifica sus prefe-
rencias para cada objetivo antes de que el proceso de busqueda de solucion
inicie y no interfiere durante el proceso. Después de finalizado el método solo
se obtiene una solucién. La estrategia consiste en resolver uno o varios pro-
blemas de un solo objetivo, sin embargo, una dificultad que se presenta es
que el tomador de decisiones no necesariamente conoce con anterioridad el
comportamiento del problema, lo que supone un obstaculo al determinar sus
preferencias.

Los métodos que se destacan en esta categoria [17] son el método de la
funcion de valor, donde el tomador de decisiones debe especificar la expresion
matematica de una funcion de valor U : RP — R que refleje sus preferencias,
convirtiendo el problema (1.2) en uno mono-objetivo.

Otro método es la ordenacion lexicogrdfica, donde el decisor debe or-
denar las funciones objetivo de acuerdo a su importancia. Se minimiza la
funcién objetivo situada en primer lugar sujeta a las restricciones originales,
a continuacion la segunda funcién objetivo priorizada es minimizada y a las
restricciones originales se adiciona una mas, aquella que garantiza que la fun-
cién objetivo situada en primer lugar conserva su valor 6ptimo. El proceso
continia de manera similar hasta agotar las funciones objetivo.

Finalmente tenemos el método de programacion por metas, donde el to-
mador de decisiones especifica un nivel de aspiraciéon z; para cada funcién
objetivo. Luego formula las metas, entendida como la conexién que hay en-
tre un objetivo y su nivel de aspiracion, que en problemas de minimiza-
cién son de la forma f;(z) < z;. Y por dltimo minimiza las desviaciones
d; = méax|[0, fj(x) — Z;] de los valores de la funcién objetivo.

1.4.2. Métodos a posteriori

Este tipo de métodos no requiere que el tomador de decisiones exprese
sus preferencias con anterioridad, su propésito es encontrar toda la frontera
de Pareto (o un subconjunto de ésta), modificando algunos pardmetros, para
que después de ejecutar el algoritmo cierto ntimero de veces y encontrar un
conjunto de puntos no dominados, el tomador de decisiones seleccione la
solucién que considere adecuada, por esta razon estos métodos tambien son
llamados métodos generadores.

14
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Dentro de estos métodos hay dos [15, 17] considerados bésicos: el método
de la suma ponderada (ponderaciones o coeficientes de peso) que consiste
en asociar a cada funcién objetivo un coeficiente de ponderacién y luego se
minimiza la suma ponderada de los objetivos conservando las restricciones
originales del problema, esto es, la idea es convertir el problema original en
uno mono-objetivo, lo que se conoce como escalarizar el problema.

El otro método es el de e-restricciones propuesto por Haimes [29], también
recurre a la escalarizacion del problema original pero estableciendo cotas para
cada funcién objetivo.

En esta categoria también se inscriben el método hibrido que combina
los dos anteriores, el método de restriccion elastica, el método de Benson y
otros cuyos detalles pueden ser consultados en [23, 17].

A continuacién presentamos algunos detalles de los dos métodos bésicos.

Método de la suma ponderada

En este método debemos resolver problemas mono-objetivo de la forma

p
min Z_; Aifil) (1.3)
con A = (Ar,..., ;) € RE\ {0}.

Este método es muy sencillo de llevar a cabo, pero no nos asegura el
calculo de la frontera de Pareto. Dada una solucién de dicho método, tenemos
los siguientes resultados:

Teorema 1.12. Sea x* una solucién 6ptima de (1.3) entonces se cumple que:

1. Si A € RY \ {0} entonces z* es una solucién débilmente eficiente de
(1.2).

2. Si A € RY entonces z* es una solucién eficiente de (1.2).

3. Si A € RE\ {0} y 2" es la tinica solucién 6ptima de (1.3), entonces z*
es una solucién eficiente de (1.2).

Este teorema implica que algunos puntos de la frontera de Pareto pue-
den ser encontrados resolviendo (1.3) con una seleccién apropiada de los \;
sin fijar alguna condicién particular sobre las funciones objetivo o la region
factible.

De hecho, cuando asumimos que tanto las funciones objetivo como el
conjunto factible X' son convexos podemos encontrar toda la frontera de
Pareto.

15
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Teorema 1.13. Sean X un conjunto convexo y f; una funciéon convexa para
cadai=1,...,p. Si 2* es una solucién débilmente eficiente de (1.2) entonces
existe A € RZ \ {0} tal que 2* es una solucién éptima de (1.3).

Notemos que el teorema anterior sigue siendo valido si z* es una solucién
eficiente, pues X'z es un subconjunto del conjunto de las soluciones débilmente
eficientes. En [23] se presenta una linea teérica completa que sustenta los dos
teoremas anteriores.

En esta tesis nos centramos en la optimizacién discreta y el uso del método
de las ponderaciones no nos asegura el calculo completo de la frontera de
Pareto, pues la regién factible X = {z € Z™ : Az = b,z > 0}, de dichos
problemas, no es convexa. A manera de ilustracion, si retomamos el ejemplo
1.2 tenemos que:

» Si A= (1,1) los puntos (0,4) y (1,3) son soluciones éptimas del pro-
blema mingey r1 + 23 con X = {x € Z? : 221 + 39 > 11,21 + 4wy <
20,4z + x5 < 20,2 > 0}.

= Si\=(1,2)el punto (4, 1) es solucién 6ptima del problema ming, ¢y 1+
21’2.

Usando el teorema 1.12, los puntos (0,4), (1,3) y (4,1) son solucio-
nes eficientes del problema 1.2. Sin embargo, para este problema Xp =
{(0,4),(1,3),(3,2),(4,1)}. No existe un A = (A, \2) € R tal que (3,2)
sea solucién 6ptima de un problema de la forma (1.3), pues si A\; < Ay el
coste de (3,2) va a ser mayor que el valor 6ptimo de (4,1); y si Ay > Ag el
coste de (3,2) va a ser mayor que el valor éptimo de (1, 3).

Lo anterior sugiere una distincion de las soluciones eficientes y en conse-
cuencia de los puntos no dominados.

Definicién 1.14. Sea min,cy f(x) = (fi(z),..., fp,(x)) un problema de op-
timizacion lineal entera multiobjetivo con Xg el conjunto eficiente y F el
conjunto no dominado.

Sea x € X. Decimos que = es una solucion eficiente soportada si existe
A € RY tal que z es una solucién éptima de mingex Y o, Aifi(z). A z = f(z)
lo llamamos un punto no dominado soportado. Al conjunto de las soluciones
eficientes soportadas lo notamos X;g y al conjunto de los puntos no domi-
nados soportados lo notamos Fs. En caso contrario, decimos que x es una
solucion eficiente no soportada y z = f(z) un punto no dominado no sopor-
tado. A los conjuntos correspondientes a dichas soluciones los notamos X, g
y JF. respectivamente.
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Método de las e-restricciones

Este método, introducido en [29] y formulado para resolver problemas de
optimizacion multiobjetivo en general,

min f(z) = (fi(z), ..., fp(z)) (1.4)
reX
nos permite transformar dicho problema en una familia de problemas de op-
timizacion mono-objetivo con restricciones adicionales, especificamente de-
bemos seleccionar una funcién objetivo para optimizar y las p — 1 funciones
objetivo restantes, anadirlas como restricciones, esto es, debemos resolver
varios problemas de la forma

min f(z)
Pi(e) s.a. ze€X (1.5)

fj($)§€j, 1§]§pa ]#k

con € = (€1,...,€4—1,€k+1,--.,€), donde cada problema Pj(€) se obtiene
asignando valores diferentes a la cota €; de cada restriccion.

Con una adecuada eleccion del vector € podemos obtener todo el conjunto
Pareto, como se deduce del teorema:

Teorema 1.15. Una solucién factible z* de (1.4) es eficiente si y solo si z*
es una solucién éptima de Py(€*) donde €; = f;(z*), j = 1,...,p, j # k, para
cada k=1,...,p.

Demostracion. Sea x* una solucién eficiente de (1.4). Supongamos que z* no
es solucién 6ptima de Pp(€*) para algtin k donde € = f;(z*), j = 1,...,p,
j # k. Entonces existe z € X tal que fy(z) < fu(z*) v fi(z) < f;j(z*) con
j=1,...,p, 7 # k, pero esto contradice que z* € Xp.

Sea x* una solucién éptima de Py(e*) para cada k = 1,...,p, entonces
no existe z € X tal que f;(z) < f;(z*) para j = 1,...,p con al menos una
desigualdad estricta. Por tanto concluimos que z* € Xg. [

A diferencia del método de las ponderaciones el resultado anterior nos
asegura que el método de las e-restricciones nos proporciona la frontera de
Pareto completa. No obstante, este método implica un gran costo compu-
tacional, ya que la cantidad de problemas que debemos resolver puede ser
enorme, tan sélo delimitado por las cotas que tengamos de la funciones de
coste para los puntos eficientes. Ademaés necesitamos obtener la misma solu-
cién para p — 1 problemas para poder asegurar su condicion de eficiente.

Otra condicién para obtener soluciones eficientes es dada por la unicidad
de la solucion de Py(€e).
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Teorema 1.16. Si z* es una solucién 6ptima de Py(e*) para algin k, donde
e = fi(x*),j=1,...,p, j # k y esta es tnica, entonces z* es una solucién
eficiente de (1.4).

Demostracion. Sea x* la tinica solucién 6ptima de Py (€*) para algin k donde
e = fi(z*), j = 1,...,p, j # k. Supongamos que z* ¢ Xp, luego existe
2’ € X tal que f;(2) < fj(«*) paraj =1,...,p con al menos una desigualdad
estricta. Sin embargo, la unicidad de z* nos indica para todo x € X tal que
fi(x) < fi(a*) con j =1,...,p, j # k se cumple que fx(z*) < fp(x) lo que
nos conduce a una contradiccion. Por tanto, z* € Xp. O]

La unicidad de la solucion es una condicién muy restrictiva, sin embargo,
podemos asegurar una condicion mas débil sobre el 6ptimo del problema
Pi.(€*), esto es,

Teorema 1.17. Si z* es una solucién 6ptima de Py(e*) para algin k, donde
e = fi(z"), j = 1,...,p, j # k, entonces r* es una solucién débilmente
eficiente de (1.4).

Demostracion. Sea z* una solucién éptima de Py (e*) para algun k y suponga-
mos que z* no es una solucién débilmente eficiente de (1.4). Entonces existe
xr € X tal que f;(z) < fj(z*) paratodo j =1,...,p. Como x es factible para
Py (e*) y en particular se tiene que fx(z) < fp(z*), esto contradice que z* sea
una solucién éptima de Py(€*). O

Otros resultados sobre este método pueden ser consultados en [15].

Aunque tedricamente todo punto de la frontera de Pareto de un problema
de optimizacién multiobjetivo puede ser obtenido mediante el método de e-
restricciones, puede ser dificil especificar las cotas para cada funcion objetivo,
sin embargo, podemos utilizar las componentes del punto ideal como punto
de partida, esto es, definir €; = zjl»+ej conj=1,...,p, j # kye; un nimero
real positivo que vamos cambiando.

En los problemas de optimizacién lineal entera multiobjetivo, cuya region
factible es no convexa, podemos obtener toda la frontera de Pareto con este
método, por ejemplo, si partimos de los valores que nos indican las compo-
nentes del punto ideal e incrementamos cada €; de uno en uno hasta el valor
que nos indique cada componente del punto nadir. Siguiendo con el ejem-
plo 1.2 tenemos que 2! = (0,1) y 2V = (4,4). Si seleccionamos la funcién
fi(z) = x1 como restriccién, debemos resolver los problemas

min fo(z) = 3
PQ(El) s.a. x€X (16)
filz) < e

con 0 < ¢ < 4, de donde tenemos que:
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La solucion 6ptima de P(0) es (0,4).

La solucion optima de P(1) es (1, 3).

Las soluciones éptimas de P»(2) son (1,3) y (2,3).

La solucién 6ptima de Py(3) es (3,2).
» La solucién 6ptima de Py(4) es (4,1).

Luego debemos seleccionar solo las soluciones eficientes y asi obtenemos

que Xg = {(0,4),(1,3),(3,2),(4,1)}.

1.4.3. Métodos interactivos

Los métodos interactivos son aquellos donde el tomador de decisiones de-
fine sus preferencias antes de iniciar el proceso de bisqueda de solucién, pero
puede modificar dichas preferencias durante la ejecucion del algoritmo cores-
pondiente, en la medida en que conoce las soluciones parciales del problema
y obtiene mas informacion sobre él. Este proceso de busqueda termina cuan-
do el tomador de decisiones considera buena la solucién obtenida. En [17] se
encuentra una descripcion detallada de algunos métodos que se destacan en
esta categoria.

Como vimos hay diferentes métodos para abordar los problemas de opti-
mizacién multiobjetivo, sin embargo en este trabajo estamos interesados en
aquellos donde las preferencias del tomador de decisiones no son tenidas en
cuenta en su implementacion, por tanto, el objetivo es determinar todo el
conjunto Z y X (un representante para cada punto no dominado). Después
de esto, se debe escoger una solucién del conjunto de soluciones eficientes
proporcionado, usando algin método para ello (véase [31] o [30]), pero esta
parte estd fuera del alcance de este trabajo.

19



M¢étodos algebraicos basados en test-sets para optimizacién lineal entera multiobjetivo

20



CAPITULO 2

Programacion entera desde un punto de vista algebraico

La programacion entera utiliza diferentes técnicas para resolver problemas
de optimizacién discreta. El uso efectivo de herramientas algebraicas comien-
za con el trabajo de Conti y Traverso [16], donde el algoritmo de Buchber-
ger permite resolver problemas de optimizacion lineal entera. Posteriormente
Sturmfels [51] y Thomas [57] enriquecen este punto de vista, conectando di-
cha teoria con el concepto de test-set, introducido desde un punto de vista
tedrico por Graver [27] en 1975. En este capitulo describiremos el algoritmo
de mejora basado en test-sets.

2.1. Introducciéon
Consideramos problemas de programacion lineal entera de la forma

min ¢(x) (2.1)
sa. Ar=0b, ze€N"
donde A € Z™™ con m < n es una matriz de rango méaximo, b € Z™
y ¢ € Z". A este problema lo notamos I P4 .(b). La familia de problemas
lineales enteros obtenida variando b mientras A y ¢ permanecen fijos, serd
IP,,.

El conjunto de soluciones factibles de P4 .(b) es X = P, N N", donde
P, ={x € R": Ax = b,z > 0}, que asumimos acotado para cualquier vector
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b, es el conjunto de soluciones factibles del programa lineal LP, .(b):

min ¢(z)

2.2
sa. Ar=0b, x>0 (2:2)

Sea m : N — Z™ el homomorfismo de semigrupos dado por 7(z) = Az,
luego el conjunto X de soluciones factibles de I P4 .(b) corresponde a 7~ 1(b),
la pre-imagen de b bajo m que llamaremos la b-fibra de I Py4.

Todo vector ¢ € Z" ordena los puntos x en N" via el producto escalar
c-x, esto es, dados a 'y [ en N”,

a>.f siysolosi a=p o c-a>c-f

Sin embargo >. es un orden parcial, en particular o y  no son compa-
rables cuando a # Sy c-a=c-f.

2.2. Test set

Rekha Thomas en [57] presenta un método para resolver un programa
lineal entero que recurre a la idea natural de buscar en la vecindad de un
punto factible, otra soluciéon con un mejor valor de coste, de manera que si
se encuentra dicha mejora, se reemplaza la actual y se repite la bisqueda.

La vecindad proviene de un conjunto de vectores, del nicleo entero de
la matriz A, por lo que al sumarlos o restarlos, se verifican las restricciones
impuestas. Al mismo tiempo queremos asegurar que el éptimo se encuentra
mediante estos vectores, estas condiciones se resumen en el concepto de test-
set acunado por Graver [27].

Definicién 2.1. Un conjunto 7 C {z € Z" : Ax = 0} es un test set para la
familia de programas enteros I P4 si

1. para cada solucién factible no éptima a de cada programa de P4,
existe g € T tal que o — g es una solucién factible del mismo programa
cona >, a—g,y

2. para la solucién éptima 3 del programa en I P4 ., 3 — g es no factible
para todo g € T.

La existencia de un test set T para IP, . implica un algoritmo sencillo
(algoritmo 2) para encontrar una solucién éptima de cada programa entero
en [Py, conbe NA.

El algoritmo 2 efectivamente termina, pues al ejecutar el ciclo “Mien-
tras” (lineas 3-5) vamos obteniendo una cadena decreciente de elementos de
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Algoritmo 2 Algoritmo para obtener una solucién éptima de un programa
entero en I P, . utilizando un test-set

1: Entrada: Un test-set 7T para el programa entero /P4 .(b) y una solucién
factible a.

2: B =«

3: Mientras exista g € 7 tal que ¢ < /3 hacer:

4: Seleccione un g € T tal que g < 8

5 p=05-g

6: Fin Mientras

7. Salida: El vector § que es un éptimo de I P4 .(b).

P, N N" y esta se detiene, ya que asumimos que /P4 .(b) tiene por lo menos
una solucién éptima.

Cuando b € 7(N") el problema IP4.(b) puede tener varias soluciones
Optimas, sin embargo solo estamos interesados en encontrar una. Para esto,
vamos a definir un orden total que notaremos >, a partir del orden inducido
por ¢, esto es, un orden producto de >, por un orden monomial > sobre N,
de la siguiente manera:

c-a>c- 0
a > [ si b
cca=c-f vy a=p

Este refinamiento del orden >, nos ofrece una gran ventaja, hace que el
problema /P4, (b) tenga una tnica solucién éptima, sin embargo el valor
éptimo de [Py, (b) y de I P4 (D) es el mismo.

Recordemos que un orden monomial sobre N" se define como:

Definicién 2.2. Un orden monomial sobre N es un un orden total > que
ademas cumple:

1. > es compatible con la adicion en N™ esto es, si a = 3 entonces a+y >
B+~ para todo «, 8 y v en N".

2. a = 0 para todo o en N" \ {0}.

Algunos ejemplos de 6rdenes monomiales definidos sobre el monoide (N", +)
son: sean o = (ay,...,a,) y 8= (by,...,b,) en N,

= Orden lexicogrdfico: o <jep Bsiysolosia; = by,ag =0bg,...,0,_1 =b;_4
y a; < b; para algin i =1,...,n, osi a = .

» Orden lezicogrdfico graduado: & <gegiew B siy solosi > o ja; <Y b
osi Y iai= " 1 biya<if
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» Orden producto <,, [L7, p. 72]: sea u = (u1,...,u,) € N y un orden
monomial <, (por ejemplo, <jez, <deglex O <degreviez), Sobre N, enton-
ces decimos que @ <,, fsiysolosiuv-a<u-B,ou-a=u-fBy
a <, 0.

Cabe resaltar que aunque >, es un orden total, no siempre es un orden
monomial, pues como ¢ € Z"™ puede no satisfacer la condicién ¢-a > ¢ -0
para todo o € N* — {0}; por ejemplo cuando el vector ¢ tiene componentes

negativas, ¢ = (—2,1), tenemos que ¢ - (0,0) = 0y c¢- (1,0) = =2, luego
(0,0) > (1,0).
Podemos asumir que ¢ > 0 usando el razonamiento de [20], el hecho de

que P, sea acotado para todo b es equivalente a la inexistencia de direcciones
extremas, es decir, el sistema Ax = 0 con x > 0 no tiene alguna solucién con
alguna componente estrictamente positiva. Por el teorema de Tucker [38], una
variante del lema de Farkas, esto implica que existe una solucién a y?' A > 0,
es decir, existe un vector estrictamente positivo en el espacio generado por
las filas de A, esto es, yT A = d¥ con d > 0. Por tanto, y7b = y" Az = d'x
para todo x € B,.

Como d’'z es el mismo para todo z € P,NN", el programa entero I Py .(b)
es equivalente a

min (¢ + A\d)(x)

2.3
sa. Ar=0b, xeN" (23)

con A € R. Luego haciendo X lo suficientemente grande, podemos encontrar
el vector de coste con la condicién ¢ > 0.

Para garantizar la existencia de un test-set 7 que solo dependa de la
matriz A y del vector de coste ¢, primero vamos a caracterizar el conjunto
S.,, de todos los puntos en N™ que son soluciones no 6ptimas con respecto
a . de las diferentes fibras de I P, ., hecho que se deriva de la siguiente
versién equivalente del Lema de Dickson presentada en [17, pp.69-71].

Lema 2.3. [Lema de Dickson| Dado A C N™ existe un tinico conjunto finito
minimal {aq, ... as} C A tal que para todo o € A existe algin i y v € N* de
manera que o = «; + 7y, es decir,

=1

donde o + N" = {ov + v : v € N"}.
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Teorema 2.4. [77, Lema 2.1.4] Consideremos S., el conjunto de puntos
factibles de I P4 .. que no son 6ptimos en su fibra. Existe un tnico conjunto
finito y minimal de vectores aq, as, ..., oy en N” tal que

t

S>.C = U(Oé, + Nn)

i=1

Demostracion. Como S., C N” por el lema de Dickson, existe un conjunto
finito y minimal de vectores o, ay . .., a; en Sy, tal que S., C |Ji_, (a; +N").

Veamos la inclusién contraria: si a € S, entonces a es una solucién no
6ptima de la Aa-fibra de I P4, y sea [ el tnico éptimo de dicha fibra. Dado
v € N, tenemos que a + v € S, _, es decir, a + 7y es una soluciéon no éptima
en la A(a + «y)-fibra pues se cumple que

» Al +7v) = A(B+ ) ya que Ao = AB.
» (a+7),(8+7) € N* pues a, 3,7 € N,
» Como a =, 3 entonces a+ v =. 8+
Por tanto S., = Ji_, (a; + N"). O

La construccién anterior nos permite definir un conjunto de vectores a
partir de los elementos minimales no éptimos y los éptimos de su fibra.

Definicién 2.5. Sea 7., ={g; = a; — f; : i =1,...,t} donde oy, ..., i
son los unicos elementos minimales de S, y ; es el tnico 6ptimo del pro-
grama [Py, (A«a;).

Al pertenecer dichas parejas a la misma fibra, 7., C {x € Z" : Az = 0}
y los vectores a; y [(; tienen soporte disjunto. Supongamos que «; y S; no
tienen soporte disjunto, luego podemos definir el vector entero w diferente
de cero y no negativo de manera que

w; = min{o,,, B} para j=1,....,n

De la definicion de w tenemos que a; —w > 0y B; — w > 0, luego son
soluciones factibles en la A(a; — w)-fibra 'y a; — w =, 5; — w pues «; =, f;.
Entonces a; —w es una soluciéon no 6ptima en su fibra y por tanto pertenece
a S, . Pero a; — w < «; lo que contradice que «; sea un generador minimal
de S..

La definicion de test-set permite que diferentes conjuntos admitan el uso
del Algoritmo 2, también denominado de aumentacién, como sucede con las
bases de Graver. Sin embargo el conjunto que acabamos de describir nos
proporciona un test-set minimal.
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Teorema 2.6. 7. es el tnico test-set minimal para la familia /P4, que
solo depende de la matriz A y del orden ..

Demostracion. Probaremos en primer lugar que el conjunto 7. es un test
set. Sea «a una solucion factible no 6ptima para su fibra con g el éptimo.
Por el teorema 2.4, existe oy; € S, tal que a = «; + v para algtin v € N”,
entonces @ — ¢; = a — (o; — 3;) = B +7 € N" estd en la misma fibra de a y
a . (a— g;) pues o, =, bi.

Sea [ solucién éptima y supongamos que existe g; = a; — f3; € T, tal
que 8 — g; es factible, asi, A = A(B—g;)) y B—g9i =0 —a; + i € N
Distingamos dos casos: si § — a; € N entonces [ = a; + v con v € N, es
decir, 5 € ., lo que contradice la minimalidad de 5. Como segundo caso,
supongamos que 5 —q; ¢ N™ entonces existe k tal que la k-ésima componente
es negativa, esto es, B, — ayr < 0, luego a;, > 0. Como S — ayp + B > 0,
entonces f;, > 0 pero esto contradice que «; y (; tienen soporte disjunto.
Por tanto, para todo g € T, se cumple que 5 — g es no factible.

Por tultimo, probemos la minimalidad. Debemos mostrar que ningtn ele-
mento de 7., puede ser eliminado de este test-set. Para cualquier ¢g; =
a; — B € T, el conjunto T., \ {g;} no es un test-set, pues la solucién no
éptima «; no puede ser mejorada por algin elemento de T, \ {g;}. La uni-
cidad de 7., estd garantizada por la minimalidad del conjunto {as, ..., a;}
de S. .. ]

2.3. Ideales toricos

Los ideales son estructuras algebraicas dentro de un anillo que nos per-
miten representar variedades algebraicas, aquéllas definidas por un conjunto
de polinomios. El teorema de la base de Hilbert [3] inspira el célculo efectivo
en estas estructuras y posteriormente el algoritmo de Buchberger [10] forma-
liza el calculo efectivo en ideales. En los anos 90 se aplica dicho algoritmo
a la optimizacidn, el trabajo seminal de Conti y Traverso [1(] proporciona
un algoritmo de busqueda del 6ptimo mediante el uso de un ideal y 6rdenes
de eliminacion [18]. Otros puntos de vista son aportados posteriormente por
Sturmfels [51].

Notamos k[xy,...,z,] el anillo de polinomios en n variables sobre un
cuerpo k y los monomios en este anillo como z® = z{*z5?--- 2% donde
a = (aq,...,a,) € N". Como cada monomio z% queda determinado de
manera unica por la n-upla del exponente o = (a,...,a,) € N* podemos
establecer una correspondencia biyectiva entre entre el conjunto de monomios
de k[xy,...,2z,] v N Asi, cualquier orden monomial > en N" define un
orden en el conjunto de los monomios, 2® > z” siy solosi @ > . Dado
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un polinomio f, el término lider respecto del orden monomial lo notamos
in=(f), lo que nos permite definir el ideal inicial.

Definicién 2.7. Sea I un ideal de k[xy, . .., x,] distinto de cero y > un orden
monomial sobre k[z1, ..., x,], el ideal inicial de un ideal I es el ideal generado
por los términos iniciales de I, esto es,

in=(I) = (in=(f) : f € I)

Como consecuencia directa del lema de Dickson (lema 2.3) o por el teore-
ma de la base de Hilbert, el ideal monomial iny(I) tiene un conjunto finito
de generadores.

Definicién 2.8. Sea > un orden monomial sobre k[xq, ..., z,]. Un subcon-
junto finito de polinomios G- = {g1, ga, ... gs} de un ideal I es una base de
Grobner para I con respecto a = si

in=(I) = (inx(g1),1nx(g2), - - - in=(9s))-

Con esta definicién no podemos asegurar la unicidad de la base de Grobner,
para ello introducimos dos conceptos, la base minimal y la base reducida. Esta
ultima nos asegura la unicidad, para un ideal y orden monomial.

Definicion 2.9. G, es una base de Grobner minimal para I con respecto a
> si cada uno de sus elementos es un polinomio ménico y para todo g € G-,

inx=(g) ¢ in=(G= — {g})-

Definiciéon 2.10. G- es una base de Grobner reducida para I con respecto
a > si g; es reducido con respecto a G= — {¢g;} para todoi =1,...,s, esto es,
ningtn término de g; es divisible por algin in-(g;) con i # j.

De forma similar a como identificamos N™ con los monomios en k[z1, . . ., x,],
podemos identificar & = (ay, ..., ) € Z™ con el monomio t* = ¢{* - -t

en el anillo de polinomios de Laurent k[t*] = k[t,,t;!, .. . t,, t1].

Definicién 2.11. Sea k un campo y A = {ay,...,a,} CZ™\{0}. Al nicleo
del k-homomorfismo de algebras

@ klwy,. . xn] — k[t b, ]

inducido por p(z;) = t% = t77t5% - - - t;7 donde a; = (ay;, agj, ..., am;), 10
llamamos el ideal torico asociado a A y lo notamos [ 4.
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El conjunto A = {ay,...,a,} se identifica con las columnas de la matriz
A € 7™, Luego la imagen de la funcién m que notamos como NA es el
monoide generado por A. Ademds, notemos que para u = (uq,...,u,) se
cumple que p(z%) = trat-tunan — pAu — yr(u),

De la definicion de I4 podemos establecer que un binomio z% — z¥ € [ 4
con u,v € N" si y solo si 7(u) = 7(v). Un conjunto de generadores de 4 son
precisamente este tipo de binomios.

Proposicién 2.12. [54, lema 4.1, corolario 4.3] El ideal térico 14 es generado
como un k-espacio vectorial por el conjunto de binomios {z" — z" : 7w(u) =
7m(v),u,v € N}, por tanto, I4 = (z* — 2" : 7(u) = w(v)).

Todo vector u € Z" lo podemos escribir como una diferencia de dos
n—uplas de nimeros naturales con soporte disjunto, u = u™ —u~, donde u*
es el vector con u; = wu; si u; > 0y ul =0 en otro caso. Luego si u € Z" tal
que Au = 0, entonces e — e Iy

Iniciando con un conjunto finito de generadores a partir de la proposi-
cién anterior, y por tanto binomios, el algoritmo de Buchberger nos seguira

proporcionando binomios durante todo el proceso.

Proposicién 2.13. [, corolario 4.4] Toda base de Grobner reducida de
I 4 con respecto a un orden monomial > consiste de un conjunto finito de
binomios de la forma z% — 2V € I 4.

El siguiente teorema establece una relacion entre ideales toricos y el pro-
blema de programacién entera (2.1) que nos sirve de base para formular un
algoritmo que nos permita encontrar la soluciéon éptima de cada programa
entero en /P4, cuando b € NA:

Teorema 2.14. [58, corolario 3.3] Al dividir (reducir) un monomio z¥ €
k[x1,...x,] por una base de Grobner reducida de I4 con respecto a un orden
monomial >, si notamos Av = V', todo resto parcial durante el algoritmo (y en
particular la forma normal de z¥, nfg_(z")) es un monomio cuyo exponente
estd en Py, NN". Ademds nfg, (V) < 2.

Demostracion. Recordemos que la forma normal de un polinomio nfg, (f)
es el tnico residuo de la divisién de f por una base de Grébner G- y es
reducido con respecto a G-, esto es, nfg_(f) = 0 o ninguno de sus monomios
es divisible por algin monomio principal de un elemento de la base.

Sea g = zvt — g e G-, sin pérdida de generalidad asumimos que el
monomio principal de g es ins(g) = 24" tal que z*" divide a un monomio
2V € klxy, ... x,), esto es, 2V = 2% 27 para algiin v € N”. En el primer paso
de la divisién obtenemos como residuo parcial r = ¥ — (2 /a*" ) (2" —a*" ) =
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(z°/2* )x* = 2" el cual es un monomio en k[zy,...x,], pues v > ut y
por tanto v — u € N*. Como Au = 0, se sigue que Av = A(v — u), es decir,
v—u € Py, "N". Ademés x"~* < zv. O

El resultado anterior nos permite describir el algoritmo 3 enunciado a
continuacion.

Algoritmo 3 Algoritmo para obtener la soluciéon 6ptima de un programa
entero en [P, . [54, algoritmo 5.6].

1: Entrada: Una matriz A € Z™*" y una funcion de coste ¢ € Z".

2: Calcule la base de Grobner reducida G, . de I 4 con respecto al orden >..

3: Para algun vector b € NA hacer:

4: Encuentre una solucién factible v del programa [Py . (D).

5: Calcule la forma normal de z” con respecto a G._, esto es ¥ =
nf-.(z").

6: Fin

7. Salida: El vector «' que es el éptimo de P4, (b).

Prueba del algoritmo 3: El célculo de la base de Grébner reducida G, de
I 4 con respecto al orden >, es equivalente al cambiar el orden por uno con
un vector con todas las componentes positivas, lo que garantiza la finitud de
dicha base. Comenzamos en la solucién factible v del programa IPy4 (D),
por el teorema 2.14, v’ es solucién factible de 1P, (b). Supongamos que
existe w en P, N N" tal que v/ >, w, entonces z* es el monomio principal
de z* — 2 € I4 con respecto a >.. Luego existe un binomio en g. . cuyo
monomio principal divide a 2%, pero esto contradice que z* es la forma
normal de z¥ con respecto a G._. Entonces, v es el 6ptimo de [Py, (b). O

2.4. Calculo de 7., con bases de Grobner

El algoritmo de Buchberger nos proporciona un método efectivo de reso-
lucién de programas enteros lineales. El test-set minimal que hemos descrito
es puramente tedrico, veamos que dicho test-set es la base de Grobner del
ideal torico 4.

Teorema 2.15. El conjunto de vectores 7., = {uj —u; :i=1,...,p} aso-
ciados a la base de Grobner reducida G, = {2 —a% : A(u}) = A(u;),i =
1,...,p} de I4 es el tnico test set minimal para [Py, ..
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Demostracion. Recordemos que la base de Grobner reducida de 4 es el
conjunto G, = {z* —a% : A(u}) = A(uy),i = 1,...,p} donde 2% es el
monomio principal de cada binomio. Luego el ideal inicial de I4 con respecto
a > es el ideal monomial in. (I4) = (2% :i=1,...,p), cuyos monomios
estdn en biyeccién con los elementos del subconjunto | J7_, (uf + N") de N™.

El conjunto de soluciones no éptimas de los programas de [P, es el
conjunto | J!_, (uf +N") ya que para cada b € N(A) una solucién factible u de
IP, . .(b) es 6ptima si y solo si x* ¢ in, (I4). Pues del algoritmo 3 tenemos
que u es una soluciéon no éptima de P4, (b) siy solo si nf, (z%) # 2" Y
de la definicién de base de Grobner podemos concluir que nf. (") # z* si
y solo si 2% € in. (I4). Asf, o, = U_, (u; + N™).

Veamos ahora que el conjunto de exponentes lideres {uj, ... , U} es mi-
nimal. Sea 2% —z% € G, luego A(u}) = A(u; ), es decir, u; y u; estdn en

la misma fibra. Si asumimos que para algin j # i se cumple que u;” = uf +k

, + o + S
con k € N, tendriamos que " divide a z% , pero esto es una contradiccion
pues G, _ es una base de Grobner reducida.

Tan solo nos queda ver que u; es la solucién éptima de su fibra. Supon-
gamos que no lo es, por tanto, si u; € S, entonces existe uj e S, tal que

_ . + o ~ L,
u;, = u;r +wv, esto implica que % divide a % pero esto es una contradiccion

pues G, _ es una base de Grobner reducida. O]

Anteriormente vimos en el teorema 2.14 que la reduccién de un monomio
¥ por un binomio vt — g corresponde a restarle al exponente v el vector
u = ut —u~. Ademds, como para todo vector g; = u;” —u; de T, se cumple
que u; =, u; , podemos considerar u como el vector orientado de u;" a u;
+

7

7
que notamos [u;, u; |.

El teorema 2.15 implica que existe un camino dirigido (posiblemente més
de uno) desde toda solucién no éptima de P4, (b) al tnico 6ptimo, que

consta de los vectores [u;j,u; ] con g; € T_,. De hecho, los elementos de

7.. construyen un grafo dirigido conexo en cada fibra de IPy4 ., donde los
vértices del grafo son todos los puntos factibles y las aristas son los elementos
de T... El grafo en IP4. (b) es conexo, pues toda solucién no éptima de
IP, . .(b) tiene un grado de salida de al menos uno y el grafo tiene un nico
pozo o sumidero en el tinico 6ptimo de la fibra, pues su grado de salida es
cero.

En la practica, podemos usar paquetes de algebra computacional como
4ti2 [1] para calcular estos test-set, es decir, para calcular una base de Gébner
reducida para [ 4.

30



Capitulo 2. Programacion entera desde un punto de vista algebraico

12010
Ejemplo 2.16. Dada la matriz A= |1 1 1 1 1] y el vector de coste
10201

c=(1,2,1,3,1), siguiendo el algoritmo 3, tenemos que la base de Grébner
reducida del ideal I 4 corresponde a G, | = {Tox3—27, T324— 2125, T1T4—ToT5 }
donde el monomio subrayado es el monomio principal. Para b = (33,30, 18)
el punto (6,9,6,9,0) es un punto factible de P4, (b) y la forma normal
del monomio x?xgxgxg con respecto a G, es x9x§2x5, por tanto la solucién
6ptima de TPy, (b) es (9,12,0,0,9).

Si notamos g; = xox3 — x%, Jo = X3T4 — T1X5 Y g3 = T1X4 — ToT5, algunas

reducciones de x9Sz son:

s Al reducir 2929252] por g3 (tres veces) obtenemos z3zi2x$z8z3) v al

reducir este por gy (seis veces) obtenemos z{xi%z?.

» Al reducir 29232527 por g; obtenemos x?xgxgm?l, luego al reducir este

~ 13,.8,.4,.5 :
por gy (cinco veces) obtenemos z}3z8zir? y finalmente al reducir este

tiltimo por g3 (cuatro veces) obtenemos z{xd?zy.

En términos de vectores, el test-set asociado corresponde a T, = {¢g1 =
(-2,1,1,0,0),92 = (—=1,0,1,1,-1),¢93 = (1,—1,0,1,—1) y las dos reduccio-
nes anteriores interpretadas como restas, que equivale a seguir el algoritmo
2, son:

" (6,9,6,9,0) —95—935— 93— G2—G2— G2 — G2 — g2 — g2 = (9,12,0,0,9).

. (6’976797O)_91_92—92—92—92—92_93_93_93_93 - (97 1270707 9)

(0,1,1,0,0) (0,1,0,0,1)
\ (0,0, 1, 10) \
(2,0,0,0,0) (10001) (1,0,0,1,0)

Figura 2.1: Elementos de 7.,

En la figura 2.1 mostramos las proyecciones sobre el plano xq, xo de los
elementos de 7.,. En la figura 2.2 presentamos los dos caminos dirigidos (en
azul y verde) relativos a las dos reduciones anteriores de (6,9,6,9,0), donde
los puntos negros son las proyecciones sobre las coordenadas xy, xs de los
elementos de la (33,30, 18)-fibra de P4 ., y en la figura 2.3 presentamos el
grafo completo de la (33,30, 18)-fibra de I P, .
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15 .
14 L] (] L]
13 L] (] L] L4 L]

9 (9,12,0,0,9)

(13,8,0,4,5)

(8,8,5,9,0) g2

Figura 2.2: Caminos de reduccién del punto (6,9,6,9,0)

(1,16,4,0,9)

(18,3,0,9,0)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

Figura 2.3: Grafo de la (33,30, 18)-fibra de IP, ., proyectado en el plano
L1, T2
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2.5. Un ejemplo motivador

En las secciones anteriores, vimos que un problema /P, . tiene asociado
un test-set, 7., C Z", que solo depende de la matriz A y de la funcién
objetivo ¢, esto es, es vélido para todo b. Ademas, se pudo establecer que
7T, es equivalente a la base de Grobner reducida con respecto a >, del ideal
térico 1 4.

Por otro lado, el método de las e-restricciones nos asegura, que en ca-
so de dos objetivos, para resolver un problema IP4,., es suficiente resolver
problemas de la forma P;(€;), para valores adecuados de €;, definidos como

min ¢z
sa. Ar =5 (2.4)

car <€, x€ Zgo

Es decir, debemos resolver varios problemas que pertenecen a una misma
familia de problemas enteros, donde la matriz de restricciones y el vector ob-
jetivo son los mismos. Este hecho nos lleva a establecer una conexion directa
con el uso de test-set para su solucion. Veamos un ejemplo para ilustrar el
uso de los test-set en este caso.

Ejemplo 2.17. Consideremos el problema

min ¢ x = T, Cx = Ty
s.a. x1+3z9 <23
41’1 + X9 < 33
—X1 — 41‘2 S —12 x € Z2>0

(2.5)

cuyo conjunto factible y conjunto objetivo coinciden y que se encuentra re-
presentado en la figura 2.4. Para obtener la frontera de Pareto con el método
de las e-restricciones, resolvemos en particular P(e;) que reescribimos en su
forma estandar como:

min cyr = 29

sa. x1+3rs+t; =23
4:81 + xo + tQ =33 (26)
—x1 —4dxy +t3=—12
C11’+h:€1, .TEZ6>O

y asi obtener, con la ayuda de 4ti2, que el test-set de esta familia de problemas
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dx) + x9 = 33

64

T+ 319 = 23

Figura 2.4: Conjunto objetivo del ejemplo 2.17.

. . [A I
asociado al coste ¢y y a la matriz ( Z’X2 5 (1)> es
1

’@:{ 3101113)
~1,7,2,2),

(=
(—2
(1014 ~1,1),
(—1 );
= (0,

-2,3,3,1
1,4,0)}

En la seccion 1.4.2 cuando describimos el método de las e-restricciones,
senalamos que como valor de inicio para €; podiamos utilizar la primera com-
ponente del vector ideal. Asi que al resolver min{c; (z) : Az = b,z € N*}, con
4ti2 con respecto al orden <., obtenemos como punto éptimo (0,7, 2, 26, 16),
es decir, el valor inicial para ¢; = 0.

Para resolver el problema P,(0) utilizando el test-set, debemos encontrar
una solucién factible del problema, y una opcion es utilizar el éptimo del
problema anterior cuyo valor en ¢; es €, por tanto, la ultima variable de
holgura debe ser igual 0, esto es, el punto (0,7,2,26,16,0) es factible pa-
ra P,(0) y de su reduccién obtenemos como éptimo del problema al punto
(0,3,14,30,0,0).

Ahora a partir de ¢; = 0 vamos realizando incrementos de uno en uno.
Luego debemos resolver el problema P,(1). Como debemos partir de una so-
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lucién factible, para luego utilizar el test-set y encontrar el é6ptimo, podemos
utilizar el punto éptimo anterior e incrementar en uno la iltima variable de
holgura, esto es, (0, 3,14, 30,0, 1) es un punto factible para P»(1) y al realizar
la reduccién obtenemos a (1,3, 13,26,1,0) como 6ptimo.

Nuevamente incrementamos el valor de €; en uno, lo que nos conduce al
problema P,(2) con (1,3,13,26,1,1) como punto factible y cuya reduccién
es el punto 6ptimo (2,3,12,22,2,0).

De manera similar seguimos el proceso para los siguientes valores de ¢;:

» Para P»(3), con solucién inicial (2,3,12,22,2, 1) obtenemos como 6pti-
mo (3,3,11,18,3,0).

» Para P(4), con solucién inicial (3,3,11, 18,3, 1) obtenemos como 6pti-
mo (4,2,13,15,0,0).

» Para P»(5), con solucién inicial (4,2,13,15,0, 1) obtenemos como 6pti-
mo (5,2,12,11,1,0).

» Para P,(6), con solucién inicial (5,2,12,11,1, 1) obtenemos como 6pti-
mo (6,2,11,7,2,0).

s Para P»(7), con solucién inicial (6,2, 11, 7,2, 1) obtenemos como 6ptimo
(7,2,10,3,3,0).

» Para P5(8), con solucién inicial (7,2, 10, 3, 3, 1) obtenemos como 6ptimo
(8,1,12,0,0,0).

Ahora, si seguimos incrementando el valor de €; de uno en uno, no obte-
nemos un nuevo punto como 6ptimo, es decir, si consideramos el problema
P5(9) con solucién inicial (8,1,12,0,0,1), la reduccién es el mismo punto o
si resolvemos el problema P,(10) con solucién inicial (8,1,12,0,0,2), la re-
duccién es el mismo punto. De hecho, podemos decir que el proceso termina
al resolver P»(8), pues al modificar la tiltima componente de (8,1,12,0,0,0),
es decir, al incrementar el valor de €; en 9 o més, ningin vector del test-set
lo va a reducir. La figura 2.5 ilustra este proceso, donde los puntos azules
corresponden a los 6ptimos obtenidos en cada problema.

Visto de otra manera, con esta estrategia no necesitamos calcular el vector
nadir para establecer el maximo valor de incremento de €7, pues el test-set nos
indica cuando detenernos. Entonces, como resultado hemos obtenido nueve
soluciones factibles del problema (2.5), de las cuales solo tres son soluciones
eficientes, es decir, Xr = {(0, 3), (4,2),(8,1)}.

Una manera de intentar evitar obtener soluciones débilmente eficientes,
es modificar el orden <., y cambiarlo por un orden, que notamos =, .,
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Figura 2.5: [lustracién de aplicacién del método de las e-restricciones al ejem-
plo 2.17 utilizando el test-set 7<_ con incrementos de ¢; de uno en uno.

|
[
[
L
7

o — — N2

0

que primero compara con respecto a co; en caso de igualdad compara segin
c1 y si persiste la igualdad compara con un orden monomial (4ti2 utiliza
concretamente el lexicografico reverso graduado). De manera general, sean

a, e N?
o -a<cyf 0
a=gpea Bsite-a=c-byc-a<c-f o (2.7)
cra=c-f,aa=c-f ya=xp
Notemos que <, ., es un orden total de tipo producto como vimos en la

seccion 2.2.

Con esta modificacién del orden, el test-set para la familia de problemas
Py(ey) es:

Te, . = {g1 = (=3,1,0,11,1,3),
:( 2,1 1722)

= (1,0,~1,4,1,-1),
:( 1,1 2331)
=(0,1,-3,—1,4,0),
= (—4,1 15,0,4)}
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Partiendo de (0,7,2,26,16,0) y resolviendo P»(0) obtenemos como 6pti-
mo a (0, 3,14, 30,0,0), luego siguiendo con el incremento de uno en uno de
€1, tenemos que (figura 2.6):

T +3£L‘2 =23

——————o——

|
|
|
I

lo 7 B\ 95

Figura 2.6: Ilustracién de aplicacién del método de las e-restricciones al ejem-

plo 2.17 utilizando el test-set 7, . con incrementos de €; de uno en uno.

» Para P»(1), con solucién inicial (0, 3,14, 30,0, 1) obtenemos como 6pti-
mo (0,3, 14, 30,0, 1).

» Para P»(2), con solucién inicial (0, 3, 14, 30,0, 2) obtenemos como 6pti-
mo (0,3, 14, 30,0, 2).

» Para P,(3), con solucién inicial (0, 3,14, 30, 0, 3) obtenemos como épti-
mo (0,3, 14, 30,0, 3).

» Para P»(4), con solucién inicial (0, 3,14, 30,0, 4) obtenemos como 6pti-
mo (4,2,13,15,0,0).

» Para P,(5), con solucién inicial (4,2,13,15,0, 1) obtenemos como 6pti-
mo (4,2,13,15,0, 1).

» Para P»(6), con solucién inicial (4,2,13,15,0,2) obtenemos como 6pti-
mo (4,2,13,15,0,2).
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» Para P,(7), con solucién inicial (4,2, 13, 15,0, 3) obtenemos como 6pti-
mo (4,2,13,15,0, 3).

» Para P,(8), con solucién inicial (4,2, 13,15,0,4) obtenemos como 6pti-
mo (8,1,12,0,0,0).

En los problemas Pa(1), P»(2) y P(3) el éptimo corresponde a la solu-
cién inicial dada, pues no hay reduccién hasta llegar a Py(4) donde el punto
(0,3,14,30,0,4) es reducible por gs. Cuando llegamos a un punto que no es
reducible para ningun valor de la variable de holgura, como ocurre con el
punto (8,1,12,0,0,0), termina el proceso.

Es decir, el test-set nos ha indicado qué calculos son innecesarios, pues fi-
nalmente obtenemos las tres soluciones eficientes esperadas, Xz = {(0, 3), (4, 2),
(8,1)}. En este sentido, podemos incrementar €; de acuerdo con la infor-
macién que nos senala el test-set, como mostramos a continuacién y cuya
ilustracién se encuentra en la figura 2.7.
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Figura 2.7: [lustracién de aplicacién del método de las e-restricciones al ejem-
plo 2.17 utilizando el test-set 7=, . con incrementos de €; dados por dicho
test-set.

» Partiendo de (0,7,2,26,16,0) y resolviendo P»(0) obtenemos como
6ptimo a (0, 3,14, 30,0,0).
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= Luego, segiin nos indica el test-set, hasta que no incrementemos la lti-
ma variable de holgura en 4 no hay reduccion posible. Por tanto, debe-
mos resolver el problema P,(4), con solucién inicial (0, 3,14, 30,0,4) y
cuyo 6ptimo es (4,2,13,15,0,0).

» Siguiendo con la estrategia para modificar el valor de €;, el siguiente
incremento en el que se presenta una reduccion es 4. Entonces, debemos
resolver el problema P»(8) donde la reduccién de la solucién inicial
(4,2,13,15,0,4) es el punto éptimo (8,1,12,0,0,0), con el que, como
hemos senalado antes, terminamos.

Hemos pasado de resolver 9 problemas de la familia P(e;) a 3. También
podemos evitar el problema P5(0) si modificamos el orden utilizado para
encontrar una solucién de min{c;(x) : Az = b,z € N} es decir, si utilizamos
el orden =, ,, pues de todos los puntos con igual coste ¢, obtenemos el
que tiene menor coste ci, que en este caso es (0,3,14,30,0). Observemos
que finalmente hemos necesitado resolver tantos problemas como puntos no
dominados hay en la frontera de Pareto.

En la siguiente capitulo veremos que los resultados que arroja este pro-
cedimiento se pueden aplicar de manera general para cualquier problema de
optimizacién lineal entera con dos objetivos para el que se pueda calcular el
test-set correspondiente.

39



M¢étodos algebraicos basados en test-sets para optimizacién lineal entera multiobjetivo

40



CAPITULO 3

Test-sets para resolver problemas de optimizacion
lineal entera biobjetivo

En el ejemplo 2.17 senalamos que, de manera natural, el uso de los test-
sets permitia dos mejoras importantes: 1) usando el orden producto obtu-
vimos solo soluciones eficientes y, 2) detectamos los problemas innecesarios.
En este capitulo, veremos los resultados tedricos que proporcionan un algo-
ritmo que posee estas dos ventajas. Esto es especialmente interesante, debido
a que el método clésico de las e-restricciones no proporciona una estrategia
eficiente para elegir los problemas a resolver. De hecho, varios trabajos en
optimizacion lineal entera multiobjetivo que utilizan este método como [11],
[40], [49], [45], [46], [35] v [60], lo han adaptado, aumentando la funcién de
coste, cambiando el valor de € en cada problema, e integrando heuristicas.

3.1. Motivacion: el problema BBV

En [10] se presenta un ejemplo de optimizacién lineal entera biobjetivo
llamado problema BBYV. Para dicho problema con el método de las e-res-
tricciones en su formulacién original (que en el caso discreto consiste en
incrementos de 1, cf. [11]), el nimero de problemas a resolver es exponencial
en el nimero de variables de decisién n, mientras que el tamano de la frontera
de Pareto es lineal.

El problema BBV consiste en maximizar la funcién pseudobooleana BBV :
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{0,1}" — N? definida como

BBV (zy,...,2,) = (BBV1 (z) = Zn: 2" '2;, BBV (1) = Xn: 20711 — xi)>

=1

que es una generalizacién de la funcién BV propuesta en [22], pues esta
ultima corresponde a la funcién BBV;. El siguiente resultado nos indica que
la frontera de Pareto del problema BBV de tamano n, tiene exactamente
n + 1 elementos y ademés describe como es cada uno de ellos.

Teorema 3.1. [10, Proposicién 1]. Dado el problema BBV de tamano n,

sa. x€{0,1}" '

una solucién factible x* € X es eficiente para el problema 3.1 si y solo si

tiene la forma (1,...,1,0,...,0) con k =0,1,...,n.
—— ——
k n—k
Demostracion. Sea z* = (x7,...,x}) una solucién eficiente para el problema

3.1 y supongamos que no tiene la forma mencionada. Luego, existe un k tal
que zy, =0y 5, = 1, esto es,

z*=(1,...,1,0,1,0,...,0)
S—— N——

con BBV, = 271 4 4 2n (k1) Loon=(kt1) y BBV, = 2k—1 4 okl 4
2"~1. Pero si intercambiamos esas dos coordenadas, la solucién factible 2’ =
(1,...,1,0,...,0) tiene valores en BBV; y BBV, mayores que z*. Por tanto
k n—k
x* no puede ser una solucién eficiente.
Ahora supongamos que z* es una solucién factible que tiene la forma
(1,...,1,0,...,0) y es dominada por otra solucién factible z’, entonces el
k n—k
valor de BBV o el valor de BBV, deben ser més grandes que los respectivos
valores objetivo de z*. Si BBV, (2’) > BBV, (z*) entonces z’ debe tener las
primeras k componentes iguales a 1 y un nimero arbitrario de componentes
iguales a 1 en las n—k restantes; pero esto implica que BBVy(2') < BBVy(z*).
Si BBVy(2') > BBVy(2*) entonces 2’ debe tener las dltimas n — k compo-
nentes iguales a 0 y un ntimero arbitrario de componentes iguales a 0 en las
k primeras; pero esto implica que BBV, (z') < BBV (z*).
En ambos casos, 2’ no domina a x*, lo cual contradice lo que asumimos.

O
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La tabla 3.1, presentada en [10], compara el nimero de problemas que
resuelve su método y el de las e-restricciones clasico para encontrar la frontera
de Pareto (F). Cabe resaltar que en [10] cada problema es en realidad un
problema de maximizacién lexicografica, luego para dos objetivos implica
resolver dos problemas estdndar, en el sentido del planteamiento original [15,
p. 285].

Método e-restriccion

[40] clésico
3 4 5
3 6 17
10 11 12 1025
20 21 22 1048577
40 41 42
80 81 82

Tabla 3.1: Problema BBV: ntimero de subproblemas utilizados por el método
de e-restricciones original y uno adaptado [10].

Veremos que este problema es especialmente adecuado para aplicar el
algoritmo que proponemos en este capitulo.

3.2. Caraterizacion de soluciones eficientes

En esta seccién presentamos los resultados tedéricos que fundamentan el al-
goritmo que, como mencionamos antes, utiliza el método de las e-restricciones
resolviendo los problemas correspondientes con los test-sets. Podemos decir
que el algoritmo es exacto en dos sentidos: encuentra toda la frontera de
Pareto y lo hace resolviendo tantos problemas como elementos hay en dicha
frontera.

Asumimos el problema de optimizacion lineal entera biobjetivo en su
forma estandar, esto es,

min c¢ix, cr

sa. Av =0 v €Z, (3:2)
Para resolver el problema (3.2) hay que resolver problemas de la forma

min ¢z
sa. Ar=> (3.3)

car<e, x€ Zgo
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que en forma estandar corresponde a

min cex
sa. Az =1b (3.4)
ar+h=e, veZi,

y notamos Py(e;). Llamamos 7=, . C Z"*! al test-set asociado a la familia
de problemas Ps(¢€;) con respecto al orden total <, ., que se definié en (2.7).
Un problema P;(€;) puede tener varias soluciones con el mismo coste ¢,
pero cuando hablemos del problema P (1)<, ., entenderemos que estamos
seleccionando la tnica solucién con respecto al orden total <, .,.
El siguiente teorema nos muestra que utilizando el orden total <, ., solo
obtenemos puntos eficientes.

Teorema 3.2. (z*,0) es solucién del problema Pa(€})<,, . con € = ci(x*)
si y solo si * es solucién eficiente del problema biobjetivo (3.2) y de las
soluciones eficientes con costes (c¢(z*), co(z*)) es la menor segin el orden

Seser-

Demostracion. <) Sea x* solucién eficiente del problema biobjetivo (3.2)
tal que, de las soluciones eficientes con igual coste c;, ¢o, es la menor segun
el orden <., .,. Por el teorema 1.15 tenemos que z* es solucién 6ptima de
Py(cy(2*)). Si dicho problema tiene otras soluciones, estas deben tener igual
coste c9, y por tanto igual coste ¢; que x*, pues este punto es eficiente. Como
x* es la menor de ellas segin <., .,, concluimos que (z*,0) es solucién del
problema Ps(c1(x*))<

=) Ahora, sea (x*,20)1 solucién de Py(e1(7%))<,, ., luego (2*,0) también es

solucién de Py(cy(z*)). Para mostrar que z* es una solucién eficiente de (3.2),

por el teorema 1.15, es suficiente probar que (z*,0) es solucién del problema

CIC)

min cx

sa. Arx=5b (3.5)
cr +h =c(2%), = €Z%

Tenemos que (z*,0) es factible para (3.5). Por reduccién al absurdo, su-
pongamos que (z*,0) no es una solucién éptima de dicho problema. Enton-
ces sea (2/,t) con ¢t > 0, una solucién de (3.5), por tanto ¢;(2') < ¢1(z*) y
co(x') + 1 = co(x*), es decir, ca(a’) < co(x*). Estas desigualdades nos permi-
ten afirmar que existe s > 0 tal que (2',s) es factible para Py(ci(2%))<,, .,
y que (2/,8) = (2%,0) lo que contradice que (z*,0) es la tnica solucién
de Py(ci(7*))<,, ., - Por tanto (2*,0) es solucién del problema (3.5). Ademds,
las soluciones eficientes con iguales costes que z* también son factibles para
Py(e7)<,, ., pero como (x*,0) es la tinica solucién de dicho problema, esto
implica que es la menor de ellas segun el orden =<, ., . O
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Una aplicacion del teorema anterior nos permitira calcular una solucién
eficiente con el menor coste ¢;, que utilizaremos como punto de inicio en el
algoritmo.

Proposicién 3.3. Sea 7; la solucién del problema min{c,(z) : Ax = b,x €
N"} con respecto al orden =, .,. Entonces #; es una solucién eficiente del
problema biobjetivo (3.2).

Demostracion. Sea & la solucién del problema min{c;(z) : Az = b,z € N*}
con respecto al orden =<, ,, esto es, el punto (Z;,0) es la tinica solucién del
problema Pi(cz(e1))<., .,- Por el teorema 3.2 aplicado a P(€)<,, ,, conclui-
mos que Z; es una solucién eficiente del problema biobjetivo (3.2). O

Como el conjunto factible X' # () para el problema biobjetivo (3.2) lo
hemos considerado finito, la frontera de Pareto F es un conjunto finito. De-
finimos X como el conjunto

X={TeX:(Fz=(21,20) € F)((c1(Z),2(T)) = (21, 22) ¥ (3.6)
(Z,0) es solucién de Py(c1(T))=<,,., )} '
Esto es, para cada punto de F, en el conjunto X tenemos una solucién
eficiente que es la menor segun el orden =<, ., de todas las que producen
el mismo punto no dominado. Si X = {Z1,...,%,} estda ordenado de forma
creciente por los costes en cj, en el teorema siguiente vamos a mostrar que
en el test-set 7, . existe un elemento que permite obtener una solucién a
partir de la anterior.
Cada elemento g = (g1, .-, 9n;gns1) € Tx,,,, 10 notamos [g,a] con g =
(91,2 9n) ¥ @ = Gn1-

Teorema 3.4. Sea X = {i1,...,&,} definido como en (3.6) y T=eye, CZH!
el test-set asociado a la familia de problemas P»(€;)<,, ., - Entonces para todo

i=1,...,r—1 existe [¢g;,a;] € T=.,., talque g; <x;y a; = 1(Zip1) — a1 (Zy).

Demostracion. Dado #; € X tenemos que (Z;,0) es la tnica solucién del

problema Py(c1(%;))<,,.,, luego no existe un elemento en el test-set que lo

reduzca, en particular, no existe [g,a] € T<,, . con a <0 tal que g < 7;.
Por otro lado, también tenemos que (Z;41,0) es la unica solucién del

problema Ps(c1(Zi41)) con (Z;,a;) factible para dicho problema, don-

jCQ,Cl
de a; = 1(Zi41) — c1(Z;). Como el punto (Z;,a;) no es el éptimo para
Py(c1(Ziy1))=.,.,  existe un elemento del test-set g = [g;,a’] que lo redu-

ce, es decir, g < (;,a;), con a’ > 0, pues de lo contrario [g;,a’] reduciria a
(Z;,0) y esto es una contradiccion.
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Veamos que a; = a'. Para esto, supongamos lo contrario, que a; # d'.
Como tenemos que g < (;,a;), entonces debe cumplirse que 0 < o <
a;. Si consideramos el problema P(ci(%;) + a)<,, ., tenemos que (Z;,a’) es
factible para este problema, pero no es solucién 6ptima de él, pues [g;, @] lo
reduce. Por tanto, el punto (Z; — g;,0) es factible para Py(ci(%;) +a)<,, .,
con (Z; — i,0) 2¢yey (T4, a") lo que implica que co(Z; — g;) < ca(F;).

Ademas, se cumple que ¢;(Z;) < ¢1(Z; — g;) < 1(Tiq1) pues c1(T; — g;) =
c1(Z;) +d y o > 0, y estamos suponiendo que ¢’ < a;. Esta desigualdad,
junto con la definicién del conjunto X nos permite afirmar que no hay un
punto en la frontera de Pareto cuyo valor de ¢; sea igual al de z; — g;.
Por tanto, Z; — g; es dominado por alguna solucién eficiente 7, de X con
k <, pues ¢1(Z;) < ¢1(Z; — g;). Entonces tenemos que ¢;(Zx) < ¢1(Z; — ¢:) y
c2(Zg) < ea(T; — gi), luego se deduce la igualdad co(Z; — g;) = co(&;). Debido
a que (Z; — gi,0) By, (Z3,0'), concluimos que ¢1(Z; — gi) < ci(;), lo que
nos conduce a una contradiccién. Entonces, a; = a’. O

3.3. Algoritmo para el caso biobjetivo

En esta seccion presentamos finalmente el algoritmo para problemas de
optimizacién lineal entera biobjetivo, basado en el método de las e-restriccio-
nes, y que gracias al uso de los test-sets solo obtenemos soluciones eficientes
sin resolver ningun problema innecesario. La siguiente proposiciéon nos per-
mite identificar qué valor de € determina un problema cuyo 6ptimo es una
nueva solucién eficiente. Pero antes, para cada x € N definimos el conjun-
to G, = {[g,a] € T=,,., : 9 < z}. Recordemos que si (z,0) es el éptimo de
Pg(ﬁ)jcw1 para algin e; con z € N" y G, # (), entonces para todo [g,a] € G,
se tiene que a > 0 (si no, se podria reducir y no serfa 6ptimo).

Proposicién 3.5. Sea el punto (2*,0) solucién del problema Py(c1(z7))<,, .,
y Ggp # () con ag el minimo de los a tales que [g,a] € G,. Entonces se

cumple que:

1. Para todo 0 < a’ < ag la solucién del problema Py(c;(z*) + a’)
(x*,d).

eg,e; €8

2. Para qq la solucién del problema Py(ci(2*) +ag)<,, ., es un punto de la

forma (2/,0) (o sea una nueva solucién eficiente).

Demostracion. 1. El punto (z*,a’) es factible para Py(ci(2*) +a')<,, ., ¥
supongamos que no es el éptimo de dicho problema, entonces existe
l9,a] € T<,,., tal que g < 2y a < a’ < ag, pero esto contradice la

minimalidad de ag.
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ci(z) ci(z?) +ad  ci(z?) +ag ¢
Figura 3.1: Tlustracién de la proposiciéon 3.5

2. El punto (7*,a9) es factible para Py(ci(z*) + ao)<,, ., pero no es la
solucion 6ptima del problema, pues existe un elemento del test-set g =
[g, ao] que lo reduce, es decir, g < (x*, ag), por tanto, el punto (z*—g,0)
es factible para Py (c1(z*) +ag)<,, ., con (z*—g,0) 2, (27, a0) lo que

implica que cy(x* —g) < ca(x*). Como ¢ (z* —g) = c1(x*)+agy agp > 0

entonces c1(z*) < c¢;(z* — g). Esta tltima desigualdad, junto con la

definicién del orden =, ., nos permiten concluir que cy(z* — g) <

co(x*).

Ahora, supongamos que la solucién de Py(ci(2*)+ag)<,,,, €s un punto
de la forma (2/,t) con t > 0, entonces ¢1 (') +t = ¢1(x*)+ag = ¢1(z*—g)
y c2(2') < co(x* — g) < ca(a*).

Al comparar t > 0 y a9 > 0 tenemos dos opciones. Si 0 < t < ag, por
el apartado 1 de esta proposicion, tenemos que la soluciéon éptima del
problema P(ci(7*) + ag —t)<,, ., es (2%, a0 —t). Ademas, como (z,0)
es factible, se cumple que (z*,a9 —t) =<, (2/,0), lo que implica que
co(z*) < co(x'), pero esto nos conduce a una contradiccién.

Si0 < ag < t entonces podemos afirmar que (2/,t — ag) es factible para
Py(ci1(x7))<., ., pues ci(x')+t—ag = ci(x*). Sin embargo como (z*,0) es
la solucién de este problema, tenemos que (z*,0) =, ., (2/,t—ayp), luego
co(z*) < co(a’), pero esto nuevamente nos conduce a una contradiccion.

Por tanto, concluimos que ay = t = 0 y la solucién de Py(ci(x*) +
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ap)<,, .. es un punto de la forma (2’,0). O

Deg,cq

Los teoremas 3.2 y 3.4 y las proposiciones 3.3 y 3.5 son el fundamento del
algoritmo 4 que damos en pseudo-cédigo. El algoritmo calcula un conjunto
de soluciones eficientes X’ con las caracteristicas que cumple el conjunto
definido en (3.6).

Primero se calcula la solucién eficiente Z; usando la proposicion 3.3. A
partir de este punto, dada una solucién eficiente z; seleccionamos de G, el
lg,a] con @ minimo que, como hemos visto en la proposicién 3.5, verifica que
la solucién de Po(cq(Z;) + a) es Tiyq.

El algoritmo 4 calcula una solucién eficiente por cada punto en la frontera
de Pareto, como nos lo asegura el teorema 3.4 y la proposicién 3.5, y termina
cuando obtenemos un punto Z, tal que Gz, = (). Esto ocurre necesariamente
porque el conjunto factible es finito y los valores de ¢; estan acotados.

Algoritmo 4 Algoritmo para obtener la frontera de Pareto exacta de un
problema de optimizacion lineal entera biobjetivo

1: Entrada: el vector de costes ¢ = (¢1, ¢2), la matriz de restricciones A y
el vector b del problema (3.2).

2: Calcular min{¢ (z) : Az = b,z € N} utilizando el test-set asociado con
respecto al orden =<, .,. Notamos Z; el éptimo y ¢;(Z1) = .

X = {jl}
€ = cj.
e:=1x.

: Caleular 7%, el test-set para la familia de problemas P (e;)

: Mientras G, # () hacer:

Seleccione [g,a] € G con a > 0y g < e tal que a sea minimo.

€1 := €1 +a.

10: Calcular el 6ptimo de Py(e1)<,, .,
taremos (p,0).

11: €= Dp.

12: X=X U A{e}.

13: Fin Mientras

14: Salida: El conjunto X’ tal que ¢(X’) = F que cumple las caracteristicas

del conjunto definido en (3.6).

502,51 °

© © e gk W

con solucién inicial (e, a), que no-

A continuacién, ilustramos con un ejemplo el algoritmo 4.

Ejemplo 3.6. Para encontrar la frontera de Pareto del ejemplo BBV en el
caso n = 4 primero resolvemos
min —8xy — 4wy — 223 — x4
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utilizando el test set con respecto al orden <., ., donde ¢; = (=8, —4, -2, —1,
0,0,0,0)y o = (1,2,4,8,0,0,0,0). Asi, obtenemos el punto z; = (1,1, 1, 1,0,
0,0,0) que es la primera solucién eficiente que encontramos (los tltimos cua-
tro ceros se deben a las variables de holgura), con costes (—15, 15).

A continuacion consideramos el problema

min T+ 2.’152 -+ 433‘3 -+ 8274
sa. r;+t;=1 (3.8)
—8x1 — 4wy — 213 — T4+ C= €

El test-set con respecto al orden =<, ., donde ¢2 = (1,2,4,8,0,0,0,0,0)
y g = (—=8,—4,-2,-1,0,0,0,0,0), asociado a esta familia de problemas
corresponde a

T<epe, = 1(-1,0,0,1,1,0,0,-1,-7),(-1,0,1,0,1,0,-1,0,—6),
-1,1,0,0,1,-1,0,0,—4),(0,—1,0,1,0,1,0,—1, —3),
,—1,1,0,0,1,—-1,0,-2),(0,0,—1,1,0,0,1, -1, —1),
,0,0,1,0,0,0,-1,1),(0,0,1,0,0,0,—1,0,2),
,0,0,0,-1,0,0,4),(1,0,0,0,—1,0,0,0,8)}

Y

0 1

Figura 3.2: Tlustracién de la aplicacion del algoritmo 4 al problema BBV con
n =4.

La solucién del problema (3.7) nos indica que el valor de €; debe iniciar en
—15, pero para formular el primer problema P»(€;)<,, ., primero verificamos
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que G, # (0 y luego seleccionamos el minimo de los a tales que [g, a] € G,
que corresponde a 1. Por tanto, debemos encontrar la solucién del proble-
ma P(—14)<,, . reduciendo el punto (1,1,1,1,0,0,0,0,1). De esta forma,
siguiendo el algoritmo 4, solo necesitamos considerar incrementos de 1, 2,
4 y 8 (figura 3.2) para obtener el conjunto de soluciones eficientes que nos

proporciona la frontera de Pareto.
»= (1,1,1,1,0,0,0,0,1) reduce a (1,1,1,0,0,0,0,1,0

1,1,1,0,0,0,0,1,2) reduce a (1,1,0,0,0,0,1,1,0

( )
( ) ( )
(1,1,0,0,0,0,0,0,4) reduce a (1,0,0,0,0,1,1,1,0)
( ) ( )

1,1,1,0,0,0,0,1,8) reduce a (0,0,0,0,1,1,1,1,0

Terminamos el proceso con el punto (0,0,0,0,1,1,1,1,0) pues aunque in-
crementemos la ultima variable de holgura, no vamos a obtener una reduccién
que nos genere una nueva solucién eficiente.

Luego el problema BBV tiene 5 soluciones eficientes:

(1,1,1,1), (1,1,1,0), (1, 1,0,0), (1,0,0,0), (0,0,0,0)
cuyos valores (cq, ¢2) respectivos son
(—15,15),(—14,7),(—12,3),(-8,1),(0,0)

que corresponden a toda la frontera de Pareto.

3.4. Calculo tedrico de los test-sets para el
problema BBV

En algunos casos no tenemos la necesidad de calcular un test-set para
un problema (o una familia de problemas) pues es posible darlo de forma
tedrica y entonces el calculo de la frontera de Pareto siguiendo el algoritmo 4
es lineal. En el caso particular del problema BBV de tamano n, el teorema que
se menciona en esta seccion, expone de forma explicita el test-set asociado a
la familia de problemas Py ()<

Deg,cq ”
Formulamos el problema BBV como un problema de minimizacion

min Y7 =27y, SO =201 — )

sa. z; <1 (3.9)

Por simplicidad llamaremos ¢; a la primera funcién y ¢, a la segunda.
Notaremos t; a las variables de holgura para las restricciones anteriores, por
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tanto, la matriz de las restricciones con las variables de holgura corresponde
a

(. 1)

La siguiente proposicion caracteriza el test set asociado al problema
min,ey c;x con respecto al orden =<, .,.

Proposicién 3.7. Consideremos el problema

min Y0, -2,

sa. x;+t;, =1 (3.10)

con respecto al orden =<, .,, el orden inducido por los vectores de costes
e = (=21 =2n=2 . —1,0,...,0), co = (1,2,22%,...,2"710,...,0) y des-
pués un orden lexicografico, donde t; son las variables de holgura para las n
restricciones. El test-set asociado viene dado por

T=ep ey = {ti — i}

cont=1,...,ny
x;=1(0,...,0,1,0,...,0,0,...,0,0) con 1 en la posicién i.
t; =1(0,...,0,0,0,...,0,1,0,...,0) con 1 en la posicién n + i.
—— ~~ 4

Demostracion. Notemos que cada uno de los elementos de 7=, . , pertenece
al nucleo de la matriz de restricciones A = (In In) y que T; =¢ . ti-

Para demostrar que 7=, . es un test-set asociado a la base de Grobner
reducida del ideal térico definidio por la matriz A, es suficiente probar que
dado z = 2z — 27 € Z?" tal que z € Ker(A) donde z* representa el término
lider, esto es, 2= = . 2T, existe un elemento del test-set t; — x; tal que
ti < Z+.

Para un vector u € Z*" notamos sus primeras n componentes como 1,
con 1 <7 < ny las dltimas n componentes como u;, con 1 < ¢ < n. Si
u € Ker(A) entonces u,, = —uy,.

Sea z = z" — 2z~ con z € Ker(A). Si las ultimas n componentes de z son
todas iguales a 0, esto es, z;, = 0 para todo 1 < i < n, entonces z € Ker(A,)
donde A, = (In O), por tanto z = 0.

Luego, supongamos que alguna de las iltimas n componentes de z es
positiva. Sea p el primer indice tal que z;, > 0, entonces z;; >0yt, <z'.

Ahora supongamos que todas las tltimas n componentes no nulas de z
son negativas y sea p el primer indice tal que 2, < 0. Entonces 2% tiene las

ultimas n componentes iguales a 0, esto es, ztf =0 paratodo 1 <i<ny

o1



M¢étodos algebraicos basados en test-sets para optimizacién lineal entera multiobjetivo

z~ tiene las n primeras componentes iguales a 0, es decir, z,. = 0 para todo
1 < < m; por tanto, ¢1(27) < 0y ¢1(27) = 0 pero esto contradice que 2z es
el término lider. O]

Teorema 3.8. Consideremos la familia de problemas

min Y7 —2741 — )
S 2+ e=¢6

con respecto al orden =, ., el orden inducido por los vectores de costes
co = (1,2,22,...,2"710,...,0), ¢ = (=271, =272 .. —1,0,...,0) y des-
pués un orden lexicografico, donde t; son las variables de holgura para las
n restricciones y ¢ es la variable de holgura para la tltima restriccion. El
test-set asociado viene dado por

277.7]'7271,71' 2n7i
7;62701 = {Z'Zt] — .Tjtl'C , L;C — tl}

conl<1,5<nyj<i, donde
x;=1(0,...,0,1,0,...,0,0,...,0,0,0) con 1 en la posicién i.

t;=1(0,...,0,0,0,...,0,1,0,...,0,0) con 1 en la posicién n + i.
z;it; = (0,...,0,1,0,...,0,0,...,0,1,0,...,0,0,0) con 1 en la posicién i

-~ -~
n

y 1 en la posicion n + j.

zit 2" =(0,...,0,1,0,...,0,0,...,0,1,0,...,0,0,2" 7 —2"%) con

J/

~\~
n

n
1 en la posicion j y 1 en la posicion n + 1.

;¥ =(0,...,0,1,0,...,0,0,...,0,0,2"%) con 1 en la posicién i.

v v
n n

Demostracion. Cada uno de los elementos del test-set 7=, .,
subrayado, pertenece al nicleo de la matriz de restricciones:

e I, I, O

C1 0 1
Para un vector v € Z?"*! notamos sus primeras n componentes como
Uy, con 1 <14 < n, las n siguientes como u;, con 1 < 7 < n y la ultima

componente como u.. Si u € Ker(A) entonces u,, = —uy, y ue = 2" Tuy, +
—2
2" Uy o Uy,

cuyo lider esta
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Seaz = zT—2z~ € Z*"" tal que z € Ker(A) y z* es el término lider segiin
el orden =<, ., esto es, 27 <., . 2z7. A continuacién veremos que existe un
elemento del test-set que lo reduce, esto es, que el término lider del elemento
del test-set es menor o igual que z7.

Si suponemos que z;jl =0, para todo 1 < i < n, esto es, el vector 2z tiene
las n primeras componentes iguales a 0, entonces co(27) = 0 pero como se
cumple que cy(2") > cp(27), entonces z, = 0 para todo 1 < i < n. Esto
implica que z,, = 0 y como z,, = —2;, ¥ 2. es una combinacién lineal de los
2., concluimos que z = 0.

Luego, supongamos que alguna de las n primeras componentes de 2T es
positiva. Sea ¢ el primer indice tal que z;f > 0, entonces z;, = za‘f > 0, pues
como z =zt —27 € Ker(A) y zt, 2z~ tienen soporte disyunto, se cumple que
ah =y =g Rt — e k= oy o —
2, + 2. . Como esta ultima igualdad debe cumplirse, tenemos dos opciones:
existe otro indice j tal que 2z, > 002z >0.

1. Supongamos que existe otro indice j tal que Zy, > 0. Si j <4, entonces

2 = 2z, > 0y por tanto x;t; < z*.

Si ¢ < j, supongamos que las componentes ji, ..., J, en las variables
x, que tiene 2z~ cumplen que ¢ < j; para todo 1 < k& < p, pues si
existe z > 0 tal que j < 7' entonces como z;; > (, tenemos que
zyt; < zT. Por tanto, sean i,...,4, tales que zf > 0y ji,...,Jp
tales que Zy > Oconip <t < -+ < ip < J1 < Jo< - < Jp
Como z =zt — 2z~ € Ker(A), la dltima fila de A nos indica que debe
cumplirse que:
—i1 + —ig + —ip —j1 -
_2n 21,23%1 _ 2n lzzzi2 . 2n 2 inr + 2n lele
—j2 - —ip 5= + -\
+2" ]Qszz +- 42" jpzflijp +(Zc _zc)_o

9Nt 9Nt _ON—J1a— .. _ON—jp y—
con 2 —z, = 2, = 2 Zy, +2" ey, =2 ) 2 Za,

. i n—1
Si demostramos que z. > 2" tendremos que x;¢?" ' < 2T, pero esto
es equivalente a demostrar que

Tt e QT T > 2T (3112)
P

T Ty iy T
Como c2(21) > c2(27) tenemos que

i1—1 + i2—1 _+ - ir—1 4+ Jj1—1,.— jo—1_,— . Jp—1.,—
2 zxi1+2 Zyy, T +27 2y, 22 zm,1+2 2y, T +27 2,

J P

o equivalentemente

+ i2—11 o+ lr—i1 ,+ __9ji—% ,— __9j2—i1,— __ .. ._9Jp— il ,—
Zyy H27 Ty A A2 2 2 Zy; 2 2, 2 Zyy 2 0
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Ahora, si a la expresién del lado izquierdo de la desigualdad (3.12) le
restamos la cantidad positiva anterior, obtenemos que

D A e A L L
i1 ir J1 72 Jp
Jp—i1 __ + Jp—i2 __ 9i2—i1),+ . Jp—ir _ ofr—i1\ .+
O S I e
T 0 o B e P e P
J1 J2 Jp

Por otro lado, tenemos dos sucesiones:
O<ig— <<t —u<ji—4u<-<Jp1—0<Jp—14
jp_il > >jp_ir>jp_j1 >jp_j2>"'>jp_jp—1 >0
Luego, existe un indice kg tal que:

» Para todo i, < k¢ se cumple que i, — ; < j, — %, y para todo
in > ko se tiene que 4, — 4 > j, — i, con 1 <n <7,

» Para todo ji < k¢ se cumple que j, — ;1 < j, — jr vy para todo
Jr = ko se tiene que ji — i1 > jp, — jrcon 1 < k < p.

Vamos a distinguir tres casos dependiendo de dénde se encuentre este
indice kg.

m Sidg << < kg <jp <--- < Jpentonces

(2777 — 1) 2p 4 (27 =227 o e (20T - 20T o
\ / N "y N v ™

-~ -~

>0 >0 >0

~ 2 i 2 Ty
~~ ~~

>0 >0 >0

4 (2]’171’1 o 2jp*j1) 2T+ (2]'2*2'1 _ 2jp*j2) 27 44+ (2jp77;1 . 1) o
S

Asi esta suma de términos positivos, que llamamos S, es mayor o

igual que la suma de su primer y ultimo término, ademés como
z+,1 +2z, > 2, j,—i1 > 1y para todo m > 2 se cumple que
p

T4

2(m — 1) > m, tenemos que

S> (2P = 1)2f + (277" = g
— (9Jp—t1 _ + -
- (2 P 1)(25011 + x]p)
> 2(207 — 1) > 27

Por tanto se cumple (3.12).
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n Sidg <o < <k <ipyr <ip < Jp < -+ < Jp, entonces

S = <2jp_i1 — 1) Z+ + e+ (ij_ik/ _ 2ik/—’i1) Z+
h/_/

Tiq N L i
v
>0 >0
Jp—ig/p1 _ Q1Y) ot Jp—ir _ 9ir—i1) 5+
+ (2 2 Z'Zwk,H +- 4 (2 277 2,
TV TV
<0 <0
J1—i1 __ 9Jp—i1) ,— J2—i1 __ 9Jp—i2) 5~ .. Jp—i1 __ -
+ £2 20r )th + (2 20r Z’Zﬂ% + e (2P 1) %
Vv VvV
>0 >0 20
* : - + - -
Sea t* el menor elemento del conjunto {inlv AR By e By 1

entonces tenemos que

S > (2]’;7*1'1 — 1) t* + .+ (21p*ik/ - Qik/*i1> +
W—’ A -~ v

>0 >0

Y (@i - 2T g (20— ey g

<0
+ (2j2*i1 — ij*Jé) o+ (gjp*il — 1)t
~ ~ ” —_——
>0 >0

Ahora, usando que Y°i_, 2' < 2+1 que para todo 2 < k < 7,
i — 11 < J1— 1%y que jp, — i > j, — j1, obtenemos:

S Z (2jp_i1 — 1) t* 4+ (2jp_ik/ _ Qik/—il) t*

~——— ~ 2
>0 >0
r—1
DD A - Lt L i L
k=k'+1 >0
>0
+ (2j272'1 _ 2jp*j2) AR (2jp*i1 _ 1) t*
-~ 7 ——
>0 >0

> 2% (27T — 1) > 2271 — 1) > 2p
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w Sid << < g1 <o < g < ko < Jw1 < - < Jp, entonces

S= (277" — 1)z o (27 =2 o
N——

Tiq 4 ir

-~
>0 >0
Ji1—i1 _ 9Jp—J1\ ,— Ji/ =% __ 9Jp—Ik!) »—
+ (2 2r) gy A (2 v klz%‘;«
TV TV

<0 <0

Je/11— % _ OJp—J! - Jp—i1 __ -
P T ek @ 1)

>0 >0

\

* : + + - -
Sea t* el menor elemento del conjunto {z%1 v By Py v B 1

entonces tenemos que

S Z <2jp_i1 — 1) t* + SN _|_ (2jp_iT71 _ Qirfl—il) t*

J

—_— ~ ~
>0 >0
k/
+ (2]p_1r _ er—m) t* + Z(ka—u _ 2]p_]k> +
>0 k=1 .
<0
+ <2jk/+1*i1 _ 2jp*jk/+1) e (21@*11 _ 1) t*
~ —~ 4 ———
>0 >0

Si tenemos en cuenta que Yi_, 2! < 2!*! que para todo 1 < k <
p—1, Jp — Jk < Jp — % ¥y que j; — i1 > i, — %1, Obtenemos:

S Z (2jp_i1 — ]_) t* —+ -4 (2‘7.17_1.7'71 _ 22}71—2'1) t*
— ~ —~ Z
>0 >0

+ (2)1 —1i1

N

k/
_ 2ir—i1> 4 Z Ikl p* + (ij—ir _ 2jp—ir)t*
26 k=2
>0

+ (2jk’+1*il _ 2J'p*jk-/+1) 4+ 4 (21'11*@'1 _ 1) t*

~ “ —_——

>0 >0
> 2t (2071 1) > 2(2T — 1) > 20

2. Ahora veamos el caso donde no existe otro indice j tal que Zy, > 0.
Como tenemos que 7 es el primer indice tal que z; > 0, entonces
dados otros indices i = 1; < 15 < --- < 1, tales que z;k > 0 con
1 < k < r, usando la ltima fila de la matriz A tendriamos que z, =
on—i Z;:l g 20l > 2n7 por tanto, ;2 < ot O
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3.5. Resultados computacionales

Podemos encontrar en la literatura diferentes métodos exactos para re-
solver el caso biobjetivo lineal entero. En esta seccién nos centraremos en el
muy citado trabajo de Mavrotas y Florios [16] en el que se presenta el algo-
ritmo AUGMECONZ2, que es una mejora de AUGMECON [15]. Este es un
método general de resolucién de programas multiobjetivos lineales enteros,
basado en el método de la e-restricciones mediante una eleccion adecuada de
pardametros. El codigo en GAMS de AUGMECON2 esta disponible, lo que
nos ha permitido la comparacion con nuestro método en el mismo equipo.
Otro trabajo que hemos utilizado es el de Rong y Figueira [52], en él se
presenta un método de programacion dinamica, tratando especialmente el
problema de la mochila con variables no acotadas.

El algoritmo 4 esta implementado en C++ y utiliza 4ti2 para calcular
los test-set solicitados. Los experimentos se llevaron a cabo en un 3.7 GHz
Quad-Core Intel Xeon con 12 GB de RAM bajo un sistema operativo OSX
version 10.9.5. El algoritmo AUGMECON?2 escrito en GAMS, se ha ejecutado
en GAMS 28.4.5 que usa Cplex 12.7.1.0.

El tipo de problema que hemos elegido para realizar los experimentos es
el problema de la mochila multiobjetivo centrandonos en el caso no acotado
(multiobjective unbounded knapsack problem). Tal y como se dice en [52]
el caso con variables binarias es mas simple y facil de tratar a priori. En
este caso, b es la capacidad limite de peso de la mochila y hay n productos
disponibles, donde cada producto j (j = 1,...,n) tiene un peso a; y costes,
¢kj, uno por cada objetivo k (k = 1,2,...,p). Cada producto j tiene un
numero de copias disponible, acotado por b. Ademads, asumimos que cg;, a;
y b son enteros positivos. El problema consiste en determinar el niimero de
copias para cada producto tal que su peso total no exceda la capacidad de
la mochila y sus costes totales sean maximizados. Cuando p = 2 el problema
tiene la siguiente formulacion:

mix Y7 cpr; k=1,2
(3.13)
sa. Y5 a;x; <b x;>0
Consideramos cuatro grupos de problemas, presentados en [0], generados
aleatoriamente teniendo en cuenta la correlacion existente entre los diferentes
pesos y costes de los productos del problema.

(A) Instancias completamente no correlacionadas: los objetivos y los coefi-
cientes de peso no estan relacionados entre si. Los costes ¢y, c2; ¥ a;
se seleccionan aleatoriamente del intervalo [1,1000] con j =1,...,n.
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(B) Instancias no correlacionadas sin conflicto: dos objetivos estén correla-
cionados positivamente pero los coeficientes de peso no estan relaciona-
dos con estos. Los costes ¢1; € [1+100, 1000], co; € [c1; — 100, ¢q;+ 100]
y a; € [1,1000] con j =1,...,n.

(C) Instancias no correlacionadas en conflicto: dos objetivos estan corre-
lacionados negativamente pero los coeficientes de peso no estan re-
lacionados con estos. Los costes ¢;; € [1,1000], cp; € [max(1,900 —
¢15), min(1000, 1100 — ¢y5)] y a; € [1,1000] con j =1,...,n.

(D) Instancias correlacionadas: dos objetivos estan correlacionados negati-
vamente y los coeficientes de peso estan correlacionados positivamente
con estos. Los costes ¢1; € [1,1000], ¢z; € [max(1,900 — ¢;;), min(1000,
1100_61]’)] ya; € [méx(l, Clj+62j—200), Clj+02j+200] conj=1,...,n.

En todos los caso b= |5 Y7, a;].

3.5.1. Test-sets vs. AUGMECON?2

En la tabla 3.2 se resumen los resultados obtenidos para 10 ejemplos de
problemas tipo A, B, C y D generados aleatoriamente.
En las tablas de esta seccion aparecen:

El tamano de la frontera de Pareto (|F|).

El tamano del tltimo test-set calculado (|T).

El tiempo CPU que tarda el algoritmo 4 en obtener la frontera de
Pareto, discriminado como el tiempo que emplea 4ti2 en calcular todos
los test-sets requeridos (4ti2) y el tiempo restante ().

= Finalmente el tiempo que tarda AUGMECON2.

El tiempo de célculo del algoritmo 4 esta relacionado con el tamano de la
frontera de Pareto y el tamano del test-set, pues al incrementar el tamano de
la base y la complejidad del problema, se requiere mayor tiempo computacio-
nal. Ademas al llevar a cabo las reducciones debemos realizar una busqueda
en el test-set para seleccionar elementos. Al llegar a los problemas tipo D la
combinatoria de los problemas producen test-sets de mucho mayor tamano
que convierten a nuestro método en menos competitivo.

El método AUGMECON2 resuelve, practicamente, el niimero exacto de
subproblemas necesarios. En su codigo se indica que con el objetivo de calcu-
lar la frontera de Pareto se requiere de un mallado completo, en casos biob-
jetivo es el rango de variacion del segundo coste. En los ejemplos tratados,
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dicho rango crecia enormemente, necesitando en muchos casos de mas de 24
horas de ejecucion. Hemos seleccionado valores menores que nos proporcionan
la frontera de Pareto con unos tiempos mas razonables para AUGMECON2,
especialmente en las tablas 3.3 y 3.4, donde los rangos eran mayores.

Podemos observar que la reduccién por el test-set es mucho mas rapida
que la resolucién de un subproblema por CPLEX en los problemas tipo A,
B y C que tarda del orden de 10 veces mas que nosotros.

Problema de la mochila no acotada biobjetivo con n = 50

Algoritmo 4

Tipo |T] |F| AUGMECON?2
4ti2 t,
A media 104,45 233,335 0,0865 sg 1,0345 sg 10,65 sg
mMax. 145 2390 0,09 sg 6,84 sg 101,2 sg
B media 103 46,9 0,072 sg 0,214 sg 4,61 sg
MAax. 104 306 0,1 sg 0,89 sg 34,91 sg
c media 127,2  559.7  0,102sg 4,972 sg 131,3 sg
max. 209 3684 0,12 sg 40,46 sg 1493 sg
b media 1620 200,7 3,42 sg  1219,76 sg 80,1 sg

max. 7981 1061 7,05 sg 130945 sg 140,09 sg

Tabla 3.2

Problemas de la tabla 3.2 con lado derecho igual a 10b

Algoritmo 4

Tipo |T] |F| AUGMECON?2
4ti2 t,
A media 104,45 2319,34 0,0865 sg 11,772 sg 102,77 sg
max. 145 23756 0,09 sg 77,839 sg 976,58 sg
B media 103 466,18 0,072 sg  2,4353 sg 44,48 sg
Max. 104 3041 0,1 sg 10,128 sg 336,88 sg
c media  127,2 5563,41 0,102 sg 56,581 sg 1267,045 sg

méx. 209 36618  0,12sg 460,43 sg  14407.45 sg

Tabla 3.3
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Problemas de la tabla 3.2 con lado derecho igual a 100b

Algoritmo 4

Tipo |7 |F| AUGMECON2
4ti2 iy

A media 104,45 23184,16 0,0865 sg 147,77 sg 1064,14 sg
max. 145 237470 0,09 sg 977,1 sg 10111,9 sg

B media 103 4659,98 0,072 sg 30,56 sg 460,63 sg
max. 104 30404 0,1 sg 127,13 sg 3488,2 sg

C media 127,2  55611,79 0,102 sg 710,25 sg 13119,49 sg
max. 209 366042 0,12sg  5779,71 sg  149180,56 sg

Tabla 3.4

Aumentando el nimero de restricciones en los problemas considerados el
problema tiene asociado test-sets mayores y pueden complicar su resolucion,
como se puede observar en la tabla 3.5.

Problema de la mochila multidimensional no acotada (tipo A)

Algoritmo 4

n  No. filas |T| |F|
4ti2 iy
N media 99 9,2 0,055 sg 0,053 sg
10 max. 160 18 0,06 sg 0,12 sg
5 media 753 5,4 0,098sg  0,3152 sg
mMax. 1930 11 0,2 sg 1,16 sg
5 media  453,8 20,8 0,08 sg 0,9314 sg
90 max. 793 48 0,1 sg 2,89 sg
5 media 2102,75 13 0,425sg  4,5775 sg
Max. 4211 20 0,87 sg 8,11 sg
5 media 999 93,5 0,205 sg 20,11 sg
20 max. 1408 130 0,27 sg 21,85 sg
3 media 9777 70 15,13 sg  1161,06 sg
max. 18638 120 30,11 sg  2320,63 sg
Tabla 3.5
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Este tipo de problema se conocen como el problema de la mochila no aco-
tada multidimensional multiobjetivo, que es una generalizacion del problema
de la mochila no acotada multiobjetivo, al considerar varias mochilas cada
una con un peso limite. Especificamente,

mix > 7 epyr; k=1,2
(3.14)

sa. Yo ga5r;<b i=1...,m x;>0

donde n es el nimero de productos; c; representa el coste del producto j
sobre el criterio k£ (k = 1,2); m es el nimero de mochilas con a;; el peso del
j-ésimo producto respecto de la mochila i (i = 1,...,m); b; es la capacidad
limite de peso de la mochila 7 y la variable de decisién x; indica el nimero
de copias del producto j colocadas en cada mochila. Ademas asumimos que
Ckj, Q35 ¥ b; son enteros positivos.

3.5.2. Problema de la mochila caso binario

El caso binario ha sido mucho mas tratado en la literatura, posiblemente
por ser potencialmente mas sencillo como se destaco anteriormente. En nues-
tro caso, para tratar estos problemas, anadimos tantas variables de holgura
como variables de decision tenga el problema original y el mismo nimero de
restricciones de tipo x; + t; = 1. El calculo general de bases de Grobner es
especialmente sensible al nimero de variables [20]. Y ya hemos citado la sen-
sibilidad al nimero de restricciones. Hemos mejorado los tiempos de computo
al usar las bases de Grébner truncadas [59], sin embargo, los tiempos pasan
a ser poco competitivos con pocas variables (tabla 3.6).

3.5.3. Limites de mochila no acotada tipo A

En la tabla 3.7 mostramos los cédlculos obtenidos para 100,200, ...,500
variables, que proponemos como benchmarks limites de nuestro método.

3.5.4. Mochila no acotada vs. Figueira

Terminamos el caso biobjetivo compardandonos con [52]. Salvo en el caso
D, obtenemos tiempos muy competitivos (tabla 3.8). Es llamativo que los ca-
sos tratados siguen el mismo formato, pero los tamanos medios de la frontera
de Pareto en [52] son mucho mayores.
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Problemas de la mochila 0-1 biobjetivo (tipo A)

Algoritmo 4

n |7 |F| AUGMECON2
4ti2 t,

10 media 190,3 4,3 0,088 sg 0,036 sg 0,365 sg
max 302 8 0,11 sg 0,08 sg 0,61 sg

15 media 691,1 6,4 0,366 sg 0,539 sg 0,519 sg
max 1018 12 1,64 sg 1,81 sg 0,9 sg

50 media 3267,9 10,8 1,534 sg 10,645 sg 0,84 sg
max 4945 18 2,78 sg 24,93 sg 1,38 sg

Tabla 3.6

Limites problemas de la mochila no acotada (tipo A)

Algoritmo 4

n |7 |F| :
4ti2 t,
100 media 205,2 1194,8 0,101 sg 14,29 sg
max 210 4441 0,11 sg 67,68 sg
200 media 403,9 38849 0,384 sg 121,56 sg
max 416 11936 0,32 sg 431,3 sg
300 media 603,1 16879,7 0,953 sg 1835,64 sg
max 610 48563 2,3sg  5862,96 sg
100 media 805,8 43909,5 1,7 sg 1735,31 sg
max 835 48167 6,42 sg  9230,49 sg
500 media 1002,9 50100,2 3,29 sg 23826,61 sg
max 1010 129923 10,76 sg 99173,3 sg
Tabla 3.7
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Problema de la mochila no acotada biobjetivo vs. Figueira

Algoritmo 4

Tipo n |7 | F| pre ; Figueira
A 190 media 242,33 308,33 0,18 sg 17,46 sg 78,1 sg
max. 254 1475 0,25 sg 63,67 sg  1139,7 sg
140 media 282,83 523,75 0,21 sg 20,84 sg 76,6 sg
max. 291 5339 0,23 sg 134,102 sg 1061,4 sg
160 media 321,22 1092,78 0,26 sg 47,30 sg 99,8 sg
max. 324 7397 0,33 sg 639,46 sg  1099,2 sg
180 media  361,2 366 0,306 sg 66,098 sg  122,0 sg
max. 362 1826 0,35 sg 111,462 sg 1324.6 sg
900 media 403 3884,9 0,384 sg 121,56 sg  116,5 sg
max. 416 11936 0,32 sg 431,3 sg  1040,2 sg
C 190 media 249,6 160554 0,18 sg 36,18 sg 78,4 sg
max. 277 7633 0,23 sg 235,97 sg  349,3 sg
140 media 284,4 14342 0,196 sg 31,87 sg 131,5 sg
mMax. 300 5890 0,27 sg 127,67 sg  862,2 sg
160 media  321,8 2162 0,287 sg 194,99 sg  168,5 sg
max. 328 5772 0,44 sg  1467,91sg 8954 sg
180 media  363,3 47482 0,33 sg 625,67 sg  190,9 sg
max. 381 28853 0,48 sg  5249,61 sg 977,0 sg
500 media 402,3 5674,2 0,358 sg 310,10 sg  215,9 sg
max. 414 17020 0,44 sg 851,2 sg 967,5 sg

Tabla 3.8
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CAPITULO 4

Test-sets para resolver problemas de optimizacion
lineal entera multiobjetivo

En este capitulo presentamos un método exacto para encontrar la frontera
de Pareto de un problema lineal entero con p objetivos, que nuevamente hace
uso de la estrecha relacion entre el método clasico de las e-restricciones y el
concepto de test-set, calculado via bases de Grébner, para problemas lineales
enteros con un objetivo.

En el caso biobjetivo, partiendo de la solucién 6ptima de la primera fun-
cion objetivo y adaptando apropiadamente la tultima variable de holgura,
obtuvimos una secuencia de reducciones que nos proporcionaron la frontera
de Pareto. Aunque la dificultad se incrementa cuando tenemos p objetivos,
logramos generalizar la estrategia presentada en el capitulo anterior para rea-
lizar los incrementos del vector €, pero esta vez no conseguimos evitar todos
los problemas innecesarios.

La formulacion de métodos exactos para resolver problemas lineales en-
teros multiobjetivo generales o especificos, es de gran interés pues estos per-
miten comprobar la precisién y el alcance de los métodos aproximados, tal y
como se evidencia en trabajos como [19], [10], [55], [41], [46], [60], [35], [11],

[51] o [52].
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4.1. Motivacién: un problema RAP para
sistemas serie-paralelo

Los problemas de asignacién con redundancia (Redundancy Allocation
Problem - RAP) son un tipo de problemas de optimizacién de fiabilidad, en
los que se permite la seleccion de componentes redundantes, con el objetivo
de maximizar la fiabilidad del sistema y otras caracteristicas, dadas ciertas
restricciones sobre el sistema. Aunque la fiabilidad de un sistema se pue-
de incrementar asignando componentes redundantes a sus subsistemas, esto
también puede incrementar el coste del diseno y afectar de forma negativa
otras propiedades como el peso del sistema o el volumen.

Este tipo de problemas tiene aplicaciones en muchas situaciones practicas
de diseno (cf. [15], [14]) que requieren una fiabilidad alta, como las telecomu-
nicaciones, la fabricacion, los sistemas de transporte, sistemas de seguridad
y los sistemas de energia eléctrica entre otros; por eso cada vez es mas im-
portante desarrollar soluciones eficientes para el RAP.

El problema que presentamos a continuacién es un problema RAP para
sistemas serie-paralelo presentado en [13] como un problema de tres objetivos:
maximizar la fiabilidad, minimizar el coste y minimizar el peso del sistema;
formulado como:

fr(x) = [H (1 - ﬁ(1 - rij)xu>] (4.2)

fo()=|>_ Z Cz‘jl"z‘j] (4.3)

fw () = Ziwzszj] (4.4)

i=1 j=1

El sistema serie-paralelo tiene s subsistemas independientes organizados
en serie y el conjunto de éstos es notado como S. Cada subsistema i puede
tener hasta nps; componentes funcionalmente equivalentes dispuestas en
paralelo y opera correctamente si al menos una de sus componentes funciona;
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ademas dispone de m; tipos de componentes de las que se pueden seleccionar
varias copias de cada tipo.

La variable de decisién z;; indica la cantidad del j-ésimo tipo de com-
ponente usada en el subsistema ¢. Los pardmetros r;;, ¢;; y w;; indican la
fiabilidad, coste y peso (estos dos tltimos se asumen enteros) respectivamen-
te, del j-ésimo tipo de componente disponible para el subsistema 7.

Notemos que el problema RAP mencionado es un problema de progra-
macion no lineal, pues la funcién objetivo que indica la fiabilidad del sistema
no es lineal. Sin embargo en [13] se propone una descomposicién del proble-
ma RAP en subproblemas lineales multiobjetivo para su soluciéon. Primero
se linealiza la funcién objetivo de fiabilidad a través de una transformaciéon
logaritmica y luego se descompone el problema RAP multiobjetivo en sub-
problemas multiobjetivo més pequenos correspondientes a cada subsistema.

Se demuestra que la maximizacion del producto de la fiabilidad de todos
los subsistemas, es equivalente a la maximizaciéon de la suma de los logaritmos
de la fiabilidad de todos los subsistemas, sujeta a las restricciones dadas en
(4.1), esto es, la funcién objetivo (4.2), se puede cambiar por:

m;

méx fr, () = [Z log (1 -1Ia- >>] (4.5)

De esta manera, la funcion de fiabilidad se puede descomponer por subsis-
temas y resolver cada problema de maximizacion correspondiente de manera
independiente:

max fr,(x;) = [log (1 - 1_1(1 - rij)“’j)] , VieS (4.6)

j=1

donde x; = {z;; : j =1,...,m;}.
Sin embargo, como la funcién logaritmica es creciente, la maximizacién
de la funcion fg,, corresponde a la minimizacion de la funcién

min fr,(x;) = |log H(l —1y)* = Zlog(l —rij)xij | ,Vie S (4.7)
j=1 j=1

Las funciones (4.3), (4.4) y las restricciones del problema (4.1) se descom-
ponen en subsistemas como

min fo, (x;) = [ZZ Cijxij] (4.8)

j=1
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min fy, (x;) = [i wijxij] (4.9)

1< sz’j < Nmgxi (4.10)
j=1
En [13] se demuestra que toda la frontera de Pareto (conjunto de todos

los puntos no dominados) del problema original RAP se obtiene de una com-
binacién cartesiana de toda la frontera de Pareto de cada subsistema y un
posterior filtrado de las soluciones dominadas. Este hecho nos muestra que
es de gran interés e importancia contar con un método exacto para resolver
los problemas lineales multiobjetivo correspondientes a cada subsistema. En
este sentido, aunque la funcién objetivo de fiabilidad tiene valores objeti-
vos continuos, podemos aproximar sus coeficientes y cambiarla por otra que
tome valores enteros de manera que no se afecte la frontera de Pareto del
subsistema original y asi aplicar el algoritmo que proponemos en la siguiente
seccién.

4.2. Caraterizacion de soluciones eficientes

En esta seccién presentamos los resultados que nos permitirdan enunciar un
algoritmo con el que daremos la frontera de Pareto de manera recursiva, esto
es, primero resolveremos el problema con un objetivo, luego con 2,3,...,p —
1,p, de manera que el conjunto de puntos obtenido en una etapa i-ésima
(minimizar los primeros i objetivos), nos sirva como conjunto de partida
para la siguiente etapa, en el sentido de calcularlas para que sean soluciones
eficientes para el problema de la etapa i + 1-ésima y por recurrencia del
problema con p objetivos.

Para lograr esto, es importante modificar adecuadamente el orden indu-
cido por el coste del problema que el método de las e-restricciones propone
resolver en cada etapa. Mas precisamente, en una etapa i-ésima debemos
modificar el orden inducido por el coste ¢; para el problema FP;(e):

min ¢z
s.a. Az =b
ar <e (4.11)

i1 < €1 v €LY,
con € = (€1,...,€_1).

68



Capitulo 4. Test-sets para resolver problemas de optimizacion lineal entera multiobjetivo

Dicha modificacién consiste en definir un orden total tipo producto similar
al definido en (2.7), que primero compara dos vectores con respecto a c¢;;
en caso de igualdad compara segin c¢; luego con ca,...,¢i—1,Cit1,...,Cp ¥
finalmente desempata con un orden monomial. Este orden lo notamos =,.
Esto se desarrollara formalmente en la seccién 4.3.

En una etapa i-ésima con ¢ > 3, la selecciéon de los problemas que el
método de las e-restricciones propone resolver, al igual que el caso biobjetivo,
también va a estar determinada por cierta informacién que nos aporta el test-
set correspondiente. Sin embargo, esto es méas complicado cuando debemos
modificar varias variables de holgura al mismo tiempo: en lugar de obtener
una cadena que parte de una solucion eficiente y que nos conduce a toda la
frontera de Pareto, a partir de cada punto del conjunto solucion de la etapa
anterior —que también serd eficiente para el problema de la etapa i-ésima—
tendremos que abrir un arbol, en el cual no podremos evitar subproblemas
inttiles, es decir, aquellos que nos conduce a soluciones duplicadas.

Asumimos el problema de optimizacion lineal entera multiobjetivo en su
forma estandar, esto es,

min ¢z, cx, ..., T

sa. Ar=0b 1 €Z%, (4.12)

Para resolver el problema (4.12) utilizando el método de las e-restricciones
debemos resolver problemas de la forma

min c,x
sa. Ar=1b (4.13)
cgr<e, 1<i<p-—1, xEZgo

que en forma estandar corresponde a

min c,x
sa. Ar =5 (4.14)
cr+hi=¢, 1<i<p—1, zeZf,

y notamos P,(€) con € = (€1, ...,€,—1). Cuando seleccionemos la dnica solu-
cién con respecto al orden total =<; , haremos referencia al problema como
P,(€)<,, - Llamamos 7<, C Zn+P=Y al test-set asociado a la familia de pro-
blemas F,(€) con respecto a =, .

El siguiente teorema nos muestra que el orden =<z nos permite descartar
las soluciones débilmente eficientes al utilizar el método de las e-restricciones.

Teorema 4.1. Un punto (z*,0) € Z"*P~1 es solucién del problema Py(e)=.,
con € = (€1,...,€6,-1) donde ¢ = ¢;(x*) si y solo si z* € Z" es solucién
eficiente del problema multiobjetivo (4.12) y de las soluciones eficientes con
igual coste ¢ (x*), ca(x*),. .., cp(*) es la menor segin el orden = .
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Demostracion. <) Sea x* solucion eficiente del problema multiobjetivo (4.12)
tal que de las soluciones eficientes con iguales costes c¢1(x*), ca(x¥), ..., cp(x*),
es la menor segun el orden =g . Por el teorema 1.15 tenemos que z* es solu-
cién éptima de P,(e). Si dicho problema tiene otras soluciones, estas deben
tener igual coste c¢,(2*) y por tanto igual coste ¢, ca, ..., cpm1 que =¥, pues
este punto es eficiente. Como z* es la menor de ellas segiin =<;,, concluimos
que (z*,0) es solucién del problema Pp(€)<, .

=) Ahora, sea (2*,0) solucién de Pp(€)<, , luego (z*,0) también es solu-
cién de P,(€). Para mostrar que z* es una solucién eficiente de (4.12), por el
teorema 1.15, es suficiente probar que para todo k = 1,...,p — 1, el punto
(x*,0) es solucion de los problemas Py (€*) con € = (€1, ..., €x—1, €ft1s-- - €p)
con €; = ¢;(x*)

min cpx
sa. Ar=1b (4.15)
ar+hi =c(r), 1<i<pi#krecZl

Tenemos que (z*, 0) es factible para (4.15) pero por reduccién al absurdo,
supongamos que no es una solucién optima de dicho problema. Entonces
sea (2/,t) con t > 0, una solucién de (4.15), por tanto cx(2') < cx(z*) y
ci(z') + t; = ¢;(x*), es decir, ¢;(2') < ¢i(x*) con 1 <i <pyi#k.

Las anteriores desigualdades nos permiten concluir que existe s > 0 tal
que (2',s) es factible para F,(€)<, con ¢,(z*) = ¢p(2'), pues (z*,0) es la
solucion de dicho problema. Pero por la definicién del orden =; se cumple
que c1(z*) < ¢1(2'). Sik # 1, tenemos que ¢1(z') < ¢y ("), por tanto, ¢;(z*) =
c1(2). Con este mismo razonamiento logramos establecer igualdades para
los costes ¢; de x* y 2’ con i < k, pero cuando el indice es k entonces se
cumple que cx(z*) < c¢x(2') pero también que cx(z') < cx(x*) lo que nos
conduce a una contradiccién. Por tanto, (z*,0) es solucién del problema
(4.15). Ademas, las soluciones eficientes con iguales costes que z* también
son factibles para Pp(€)<, , pero como (z*,0) es la tinica solucién de dicho
problema, esto implica que es la menor de ellas segtin el orden =, . O

Definicién 4.2. A la solucién eficiente z* del problema multiobjetivo (4.12),
tal que (2*,0) es solucién del problema P;(c'(z*))<, con ¢(z*) = (c1(z7), ...,
cp—1(x*)), la llamamos solucion =, -eficiente.

Cada elemento g = (g1, - - -, Gns Gnt1s - - -, Gnt(p-1)) € T=,, lo notamos [g, a
con g=(g1;---,9n) ¥ @ = (gns1, -+ Ins(p-1))-

Corolario 4.3. Si (z*,t) € Z"*®?=Y con t >
Py(€')<,, con € = (€),...,€, ;) entonces z* €
problema multiobjetivo (4.12).

s solucion del problema

0e
7" es solucién eficiente del
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Demostracion. Sea (x*,t) € Z"*®=1) con t > 0 solucién de Py(€)<,,- Por el
teorema 4.1 es suficiente probar que (z*,0) es solucién del problema Pp(e)jép
con € = (e1,...,€6-1) donde € = ¢;(z*).

Si asumimos que (z*,0) no es solucién de dicho problema, debe existir
geT=, C Z"+P=1) que lo reduce, esto es, g < (2*,0); pero g < (z*,t) lo que
contradice que (z*, 1) es la tinica solucién éptima del problema Py(e')<, . O

En el caso de p objetivos con p > 2 no podemos ordenar totalmente los
puntos eficientes segtin sus costes ¢y, . . ., ¢,—1, a diferencia del caso biobjetivo
donde podemos ordenar las soluciones eficientes por el coste c¢i, lo que nos
asegura que ningtn punto (r*,t) es solucién del problema P (e1)<,, . - En el

caso multiobjetivo con p > 3 se presentara esta situacién como lo veremos
en el ejemplo 4.8 que desarrollamos posteriormente.

Teorema 4.4. Sea z* una solucién j@p—eﬁciente. Entonces se cumple solo
uno de los siguientes enunciados:

L. d(z*) = (a1(x*), ca(x*), ..., cp1(x*)) pertenece a la frontera de Pareto
del problema
min ¢z, e, ..., cp1T

sa. Arv =0 v €Z%, (4.16)

2. Existe 2, una solucién =; -eficiente tal que ¢;(z") < ¢;(z*) con 1 <@ <
p — 1 con al menos una desigualdad estricta, y existe [g,a] € Tjép tal
queg<z*,a>0,a#0ya=d(x*)—d).

Demostracion. Sea z* una solucién = -eficiente y supongamos que ¢'(z*) no
es un punto de la frontera de Pareto del problema (4.16). Por tanto, existe
otra solucién eficiente x para el problema (4.12) tal que ¢/(z) < ¢(z*) con
d(z) # J(z*). Entonces definimos el conjunto

Dy ={x € Xp:d(x) <d(x") y d(x) #(2)}

Sea ' € D,- tal que 2’ es el minimo segtin el orden =<; . Luego, (', ¢'(x*)—
d(2')) es factible para F,(c/(z*))<, y como (z*,0) es su solucién podemos
reducir, entonces existe [g,a] € Tx, tal que g < 2’y a < d(2%) — d(2').
Al reducir, (2" — g,¢'(2") — ¢(2') — a) también es factible para P,(c'(z"))<,,

con (z' —g,d(x*) = d(a') —a) Z¢, (2, (2*) = (2')), lo que implica que

(@' = g) < p(2).
A continuacién veremos que a > 0, a # 0y a = (%) — d(2):

» Iniciamos probando que a > 0 con a # 0. Como 2’ es una solucién
eficiente y es el minimo segin el orden = del conjunto D,«, por el
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teorema 4.1 tenemos que z’ es una solucién j@p—eﬁciente. Luego no es
posible que a < 0.

Ahora supongamos que a % 0, pero que tiene al menos una componente
negativa. Sea k el menor indice tal que ap < 0 con k =1,...,p— 1.
Como c(2') + ar < c(2') < ¢x(z*), tenemos que para el problema
Py(d (') + a)<,,, ni 2’ ni 2* son puntos factibles. Como /(2" — g) =
d(2') + a, el punto (2’ — ¢,0) si lo es. Sea (z”,u) con v > 0 solucién
de P,(c(2') + a)<., . luego (2", u) =¢, (2" — g,0), lo que implica que
cp(2”) < ¢p(a’ — g). Por el corolario 4.3, concluimos que z” es una
solucién eficiente del problema (4.12). Ademas, se cumple que ¢/(z”) <
d(2') 4+ a < d(x*) con d(2") # (x*) pues cp(2) + ar < cp(x*), por
tanto, 2" € D .

Como ¢,(") < cp(z/ — g) ¥y (2" — g) < ¢p(2), si p(2”) < cp(2)
tenemos que " < 2’y esto contradice la minimalidad de 2.

Veamos qué sucede si ¢,(2”) = ¢,(2'). En este caso, obtenemos que
cp(2' — g) = cp(2'). Como (2" — g,c(z*) — (2') —a) =g, (2, (%) —
d(2)), debe cumplirse que ci(2x' — g) < ci(2’), pero ademdas tenemos
que (2’ — g) = ¢ (2') + a, entonces si k # 1, se cumple que a; =0y
c1(x' — g) = ¢1(2’). Con este mismo razonamiento logramos establecer
la igualdad de los costes ¢; para ' — g y 2’ con i < k. Cuando el indice
es k se cumple que ¢ (2" — g) < ¢(2’). Entonces como ¢, (z”") = ¢,(2'),
(@) < a(a),...,c1(2") < 1 (2’) y e(2”) < ex(2’), podemos
concluir que 2" =<;, ', pero esto contradice la minimalidad de z’. Por
tanto, a > 0 con a # 0.

» Veamos que a = (z*)—c(2'). Seaa > 0 con a # 0 tal que a < ¢/(z*) —
d(2") pero a # ¢'(z*) — /(2'), entonces existe k tal que a, < cp(z*) —
cx(2'). El punto (2/,a) es factible para el problema F,(c'(z') + a)<, ,

pero no es su solucién 6ptima, pues [g, a] lo reduce, esto es, el punto

(2" — g,0) es factible para F,(c'(2) + a)<, con ¢(z' —g) = ¢(2') +a.

Ahora, si (z”,u) con u > 0 es solucién de P,(c'(z') + a)<. , por el
corolario 4.3, tenemos que z” es una solucién eficiente del problema
(4.12) con x” # z’. Ademads, se cumple que ¢ (z") < (') + a < d(a*)
con (z") # d(x*) pues cx(2') + ar < cx(z*), por tanto, 2”7 € D,
Como (2", u) =<, (¢',a), implica que c,(x") < ¢,(2'), si ¢p(2") < cp(a’)
tenemos que " = 2’y esto contradice la minimalidad de 2.

Veamos qué sucede si ¢,(z”) = ¢,(2'). Tenemos que ¢, (") < ¢,(2' — g)
pues (2",u) =<, (' — g¢,0) y ademés cp(2’ — g) < ¢p(2'), podemos

concluir que ¢,(z" — g) = ¢,(2'). Como (2’ — g, (z*) — ' (2') —a) =,
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(', (z*) —(2")), debe cumplirse que ¢; (2’ —g) < ¢1(2'), pero ademas
tenemos que ¢'(2'—g) = ¢(2')+aya > 0, entonces a; = 0y ¢4 (2’ —g) =
c1(2"). Con este mismo razonamiento logramos establecer la igualdad
de los costes ¢; para 2’ —gy 2’ coni =1,...,p—1, pero esto contradice
que a # 0. Por tanto, a = ¢/(z*) — ¢ (2/). O

Observacién 4.5. Dadas soluciones eficientes 2’ y x* para el problema con
p objetivos (4.12) como en la prueba del teorema anterior, no puede existir
otra solucién eficiente z” tal que ¢/(z') < ¢ (2") < (x*), pues de lo contrario,
deberfa cumplirse que c¢,(z") < ¢,(2’) vy esto contradice la minimalidad de
2'. Esto permite afirmar que el algoritmo que proponemos a continuacién
encuentra toda la frontera de Pareto.

4.3. Algoritmo para el caso multiobjetivo

El teorema 4.4 pone de manifiesto que procede formular un algoritmo
para encontrar la frontera de Pareto de un problema lineal entero con p
objetivos de manera recursiva. Iniciar con un objetivo, de manera que su
solucion sea una proyeccion de algtin punto de la frontera con dos objetivos y
luego calcular la frontera de Pareto con dos objetivos a partir de este punto.
A continuacion, calcular la frontera de Pareto con tres objetivos a partir
de este conjunto, que también sera una proyeccion de algunos puntos en la
frontera de Pareto del problema con tres objetivos, y asi sucesivamente. El
siguiente resultado nos muestra que esto es posible con la ayuda del orden <,
(primero comparo con ¢, luego con ¢, ¢a, ..., ¢i—1,Cit1, ..., ¢, vy finalmente
con un orden monomial).

Teorema 4.6. Sea z* una solucion eficiente del problema

min ¢z, cx, ..., GT
4.1
sa. Ar=0b v eZ%, (4.17)
tal que (z*,t) con t > 0 es la tinica solucién del problema P;(eq, ... ,ei,l)jéi
con respecto al orden =<, donde ¢(z*) +t = ¢, k =1,...,i—1yi =
1,...,p— 1, entonces x* es eficiente para el problema
min ¢x, T, ..., CGT,Cii 1T (4.18)

sa. Ar=0b x €%,

Demostracion. Veamos que el teorema se cumple para ¢ = 1: sea e; solucion
del problema min{c,(z) : Ax = b,x € N"} con respecto al orden <;,. Por el
teorema 1.15 es sufiente probar que e; es solucién de los problemas P (c2(e1))

y Pa(ci(er)).
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El punto e; es factible para Pj(cy(e1)) y supongamos que no es éptimo,
entonces sea x’ su solucién, por tanto ¢;(2') < ¢1(eg). Como 2’ es factible para
el problema min{c;(z) : Az = b,z € N"}, tenemos que ci(e;) < ¢1(2'), lo
que nos conduce a una contradiccién. Por tanto e; es solucién de Pj(ca(eq)).

Por otro lado, e; es factible para Py(ci(e1)) y supongamos que no es
éptimo. Sea x” su solucién, por tanto co(z”) < ca(er) y ci(z”) < ci(ey).
Como z” es factible para el problema min{c;(z) : Ax = b,z € N"}, tenemos
que c1(e1) < ¢i(2”), por tanto ¢i(e;) = ¢;(2”). Luego por el orden <z, debe
cumplirse que cz(e1) < co(z”), lo que nos conduce a una contradiccién. Por
tanto e; es solucion de Py(cq(eq)).

Ahora supongamos que x* solucién eficiente del problema (4.17) tal que
(z*,t) con ¢ > 0 es la tnica solucién del problema F;(e, ..., €-1)<, donde
cp(x*) + 1 = €.

Primero notemos que si (z*, 0) es solucién del problema P;(e], .. ., e;;l)jéj
con respecto al orden =< donde ¢ = ¢(z*), 1 = 1,...,j — 1, entonces es
solucién eficiente del problema min{c(x),...,¢;(z) : Ar = b,x € N"} con
J=2,...,p— 1. La prueba es similar a la del teorema 4.1 pues, aunque para
J objetivos el orden que se usa en el teorema es aquel que primero compara
con c¢;, luego con ¢y, ¢y, ..., cj—1 y finaliza con un orden monomial, el orden
=¢ es una extension, en el sentido de incluir los vectores cji1,¢jia,...,¢p
antes de comparar con el orden monomial. De acuerdo con esto, para probar
que z* es eficiente para el problema (4.18), es suficiente mostrar que (z*,0)
es solucién del problema Py (e, . . ., ei)jéiH con respecto al orden <; donde
c(r*) =€, k=1,... 1.

Tenemos que (z*,0) es factible para el problema Pq(eq,..., 6i)jéi+1 y
supongamos que (z’,m) con m > 0, es su soluciéon. Por tanto (2',m) =,
(*,0), lo que implica que ¢;41(2') < ¢;41(2*); ademés cx(2') < cx(z*), con
k =1,...,i. Estas ultimas igualdades nos permiten afirmar que (z’,s) con
s > 0, es factible para P;(eq, ... ,ei,l)jéi, luego ¢;(z*) < ¢;(2') y en conse-
cuencia, ¢;(z*) = ¢;(2). Por el orden =;,, tenemos que ¢;(z*) < ¢;(2'), pero
nuevamente obtenemos que ¢;(z*) = ¢;(2'). Con este mismo razonamiento
concluimos que ¢ (2') = cgp(x*), con k =1,...,i — 1,i + 1.

Para k = i+ 2,...,p, por el orden =<; tenemos que cx(z*) < c¢x(2') y
por el orden =z, ,,, se cumple que ¢ (2') < ¢(2*), por tanto, ci(z) = cp(z*).
Entonces en ambos casos debemos comparar con el mismo orden monomial
<, llevandonos a establecer que 2’ = x*. ]

Finalmente presentamos un algoritmo para encontrar toda la frontera de
Pareto para el problema multiobjetivo (4.12), dado en pseudo-c6digo como
Algoritmo 5, que requiere de la siguiente notacion.
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Sea 7. C 701 el test-set para la familia de problemas P(ey, . . ., €i1)=,,-
Para cada x € N" definimos el conjunto G, = {[g,a] € T<, : g < x,a >
0,a # 0} y el conjunto G, como aquel cuyos elementos de G, tienen las
ultimas ¢ — 1 componentes no comparables segiin el orden < (componente a
componente), esto es, dados [g,a] v [g,a'] en G, se cumple que a y a' son
no comparables. Notemos que cuando consideramos dos objetivos (i = 2), el
conjunto G, solo tiene un vector.

Explicaremos brevemente los pasos del algoritmo:

» En el algoritmo 5 iniciamos con eq, por el teorema 4.6, (e1,0) es la inica
solucién del problema Py(ci(e1))<,, v en consecuencia eficiente para el
problema biobjetivo correspondiente.

= Para ¢ = 2 obtenemos las soluciones eficientes del problema de minimi-
zar los dos primeros objetivos que generan la frontera de Pareto de di-
cho problema y que ademas de ser una proyeccion de algunas soluciones
eficientes del problema con tres objetivos, son soluciones =<, -eficientes.

» Para i > 3, al inicio de este paso, el conjunto X’ tiene las solucio-
nes eficientes que generan la frontera de Pareto para el problema con
i — 1 objetivos que a su vez son soluciones =; -eficientes. El teorema
4.4 nos permite calcular todos las soluciones eficientes que generan la
frontera de Pareto para el problema con i objetivos que ademés son
=¢,-eficientes.

De manera similar al caso biobjetivo, el algoritmo 5 termina, pues el
conjunto factible X' # () es finito. Los teoremas presentados nos permiten
asegurar que los elementos del conjunto X”, que obtenemos con el algoritmo
5, son soluciones eficientes del problema con p objetivos y ademaés que su
imagen bajo ¢ = (c1,¢a, ..., ¢p) es toda la frontera de Pareto F.

75



M¢étodos algebraicos basados en test-sets para optimizacién lineal entera multiobjetivo

Algoritmo 5 Algoritmo para obtener la frontera de Pareto exacta de un
problema de optimizacién lineal entera con p objetivos (p > 2)

1: Entrada: el vector de costes ¢ = (c1, ¢, . . ., ¢,), la matriz de restricciones
Ay el vector b del problema (4.12).

2: Calcular min ¢y s.a Ax = b utilizando el test-set asociado con respecto
al orden =<; . Notamos e; al 6ptimo.

30 X = {e}.

4: P:={es}.

5. Para ¢ = 2 hasta p hacer:

6: Calcular ’7’561_, el test-set para la familia de problemas

7 Pi(el,...,ei,l)jéi.

8: Para todo x € P hacer:

9: P := P\ {z}.

10: Calcular Gw

11: Si G, # () entonces: .

12: Gsatos := {(z,0a) : [g,a] € G}

13: J = ‘Gsaltos‘

14: Para k£ = 1 hasta j hacer:

15: Calcular el 6ptimo de Fi(e1, ..., €-1)<, con solucién inicial

16: (xk, ax), tal que (€1, ..., 61) = (cr(xp)+agq, ..., ci1(Tg)+

17: ak;—1); que notamos (y,t).

18: Siy ¢ X’: entonces

19: X=X U{y}

20: P:=PU{y}

21: Fin Si

22: Fin Para

23: Fin Si

24: Fin Para

25: P:=x

26: Fin Para

27: Salida: El conjunto X’ tal que ¢(X’) = F.
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4.4. Algunos ejemplos de problemas con tres
objetivos

Para calcular la frontera de Pareto de un problema lineal entero multi-
objetivo, algunos algoritmos, como el presentado en [1(], requieren el célculo
del punto ideal y nadir, siendo este ultimo dificil de calcular de forma exacta,
como se menciono en el capitulo 1. Un problema en el que se evidencia la
dificultad de obtener dicho punto mediante la tabla de pagos fue el ejemplo
1.11. A continuacién retomamos este ejemplo para encontrar su frontera de
Pareto usando el algoritmo 5, donde resaltamos que no tenemos que calcular
el punto nadir para su implementacion.

Ejemplo 4.7. Para encontrar la frontera de Pareto del problema

min(cq(x) = —11lzy —1lz3 —1224 —925 —92¢ +927,
co(x) = —1lxg —11xs  —9x4 —1225 —9x¢ +927,
c3(r) = —1lzy —1lzy —9zy  —9x5 —12z¢ —12z7)
s.a. T+ T+ T3+ as+ s+ a6 +ar =1, xelZl
(4.19)
usando el algoritmo 5, primero resolvemos el problema
mine (z) = —1lzy —1lzz —12z4 —9x5 —9z¢ +927
(4.20)

s.a. 21+ T+ T3+ rs+ s+ a6 +a7 =1, €l

utilizando el test-set asociado, con respecto al orden =g . Asi, obtenemos el
punto e; = (0,0,0,1,0,0,0). Luego X" ={e;} y P = {e1}.

Ahora, damos inicio al bucle “Para” (linea 5) con ¢ = 2. A continua-
cion calculamos el test-set Tjer para la familia de problemas Pg(el)jéz, que
corresponde a:

T, = {(0,0,-2,1,1,0,0,~1),(0,0,0,0,~1,0,1, ~18),
(0,0,0,0,—1,1,0,0),(0,1,-1,0,0,0,0,0), (1,0,0,0,—1,0,0, —9),
(0,0,—1,1,0,0,0,1),(0,0,1,0,—1,0,0,2)}

Seleccionamos e; para iniciar, por tanto
= P=0y G, ={(0,0,—-1,1,0,0,0,1)}.
u Gsaltos - {(617 1)} y |Gsaltos| =1

= Calculamos el éptimo de Py(ci(e1) + 1)<,,, es decir, realizamos una
reduccion:

(e1,1) =(0,0,0,1,0,0,0,1) se reduce a (0,0,1,0,0,0,0,0) = (y;,0)
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= Como y; ¢ X', entonces X' = {e1, 1}y P={wn}.
Después seleccionamos yq, luego

P=0yG, ={0,01,0,-1,0,072)}

Gaattos = {(¥1,2)} ¥ |Glattos| = 1.

Calculamos el éptimo de Py(ci(y1) + 2)<
reduccion:

es decir, realizamos una

027

(y1,2) =(0,0,1,0,0,0,0,2) se reduce a (0,0,0,0,1,0,0,0) = (y2,0)

Como ys ¢ X', entonces X' = {e1,y1,92} y P = {y2}.

Cuando seguimos con 1, tenemos que P = () pero ém = (), por tanto
el bucle “Para” (linea 8) termina y actualizamos P, esto es, P = X' =
{Ghyl, yz}-

Continuamos con ¢ = 3 en el bucle “Para” (linea 5) y calculamos el test-
set 7., , para la familia de problemas Ps(e, 62)563, que corresponde a:

T2, = {(—2,0,0,0,1,1,0,18,—1),(0,—2,0,1,0,1,0,—1,18),

€2

(0,0,0,0,0,—1,1,—18,—18),(0,0,1,—1,—1,1,0, -1, —1),
(0,0,1, — 1,0,00 ~1,2),(0,0,1,0,—1,0,0,2, —1),
(0,1,0,—1,1,—1,0,—1,-6),(0,1,0,0,0,—1,0,2, —9),
(0,1,1,-2,0,0,0,—2, —7),(1,0,0,0,0, —1,0, -9, 2),
(1,0,0,1,—1,— Z1.0,—6,— ),(, ,1,, ~2,0,0,—7,-2),
(1,1,0,0,0,—2,0,—7,—7),(—1,0,0,0,1,0,0,9, 1),
(0,—1,0,1,0,0,0.1,9), (0,0,0,0,1, —1,0,0,3),
(0,0,0,1,0,—1,0,3,0),(0,0,2,—1,-1,0,0,1,1)}

Iniciamos con ey, luego
P = {ybyQ} y ém = {(Oa _17 07 17 07 Oa 07 17 9)7 (Oa Oa 07 17 07 _17 Oa 37 0)}

Gsaltos = {(617 17 9)7 (617 37 O)} y ’Gsaltos| =2

Calculamos el éptimo de P3(c1(e1)+1, ca(e1)+9)<,, , es decir, realizamos
una reduccion:

(e1,1,9) se reduce a (0,1,0,0,0,0,0,0,0) = (2,0,0)

Como z; ¢ X', entonces X' = {e1,y1,v2, 21} y P = {41, 42, 21 }.
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» Luego calculamos el éptimo de Ps(cq(e1) + 3, ca(er))<

., es decir, reali-
7(43
zamos una reduccién:

(e1,3,0) se reduce a (0,0,0,0,0,1,0,0,0) = (22,0,0)

» Como 2z ¢ X', entonces X' = {61,91;y2,21,z2} y P= {y17y2721722}'

Continuamos con ¥y, luego P = {ys, 21, 22}, pero G'yl = (). Por tanto,
revisamos otro punto de P.
Al seguir con 1, tenemos que

s P = {21,22} y éyQ = {(—1,0,0,0, 1,0,0,9, 1), (0,0,0,0, 1, —1,0,0,3)}.
» Gaaltos = {(3/2797 1)7 (y27073)} y |Gsa1t08| = 2.

= Calculamos el 6ptimo de Ps(c1(y2)+9; c2(y2)+1)<., , es decir, realizamos
una reduccion:

(y2,9,1) se reduce a (1,0,0,0,0,0,0,0,0) = (23,0,0)

» Como z3 ¢ X', entonces X' = {ey, 1,2, 21, 20,23} v P = {21, 22, 23}

» Luego calculamos el éptimo de P3(c1(y2), c2(y2) + 3)563, es decir, reali-
zamos una reduccién:

(y2,0,3) se reduce a (0,0,0,0,0,1,0,0,0) = (22,0,0)

» Como z; € X/, entonces X’ y P no se modifican.

Cuando revisamos z;, tenemos que P = {2, 23} y G, = 0. Continuando
con zy, tenemos que P = {z3} y @ZQ = (); finalmente con z3, tenemos que
P=0y éz3 = (), por tanto, el algoritmo termina y el conjunto factible cuya
imagen por ¢ = (¢, ¢g, ¢3) es la frontera de Pareto para el problema (4.19) es
X' = {61, Y1,Y2, 21, 22, Zg}.

Al aplicar el método AUGMECON2 [16] para solucionar el problema
(4.19), primero se realiza una estimacion del vector nadir mediante la matriz
de pagos dada por la tabla 4.1.

Luego, al ejecutar el algoritmo solo se obtienen 4 puntos no dominados
correspondientes a las soluciones eficientes ey, 49, 25 v 23, empleando un tiem-
po CPU de 1,47 sg. Nuestro algoritmo ademas de generar toda la frontera de
Pareto, emplea menos tiempo CPU en su ejecucion: 0,08 sg en el célculo de
los test-set utilizados y 0,004 en los otros procesos.
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Tabla 4.1

Ejemplo 4.8. Consideremos el problema

min ¢ (z) = —27x; — 95wy — 6723 — Thry — 6725 — ST
Cg(l’) = —461]1 — 771’2 — 731’3 — 811‘4 — 77.%‘5 — 60I6
C3(£L’) = —551’1 — 391’2 — 281’3 — 801‘4 — 611‘5 — 701‘6 <4 21)
s.a. 85x1 + 12x9 + 1523 + 17x4 + 3725 + 8626 + 2z = 126
r el

Mediante el algoritmo 5, vamos a encontrar la frontera de Pareto. Para
esto, primero solucionamos el problema

min ¢ (z) = —27x; — 9521 — 6723 — Thay — 67x5 — HTxg
(4.22)
s.a. 8dx1 4+ 12x9 + 1523 + 1724 + 3725 + 8626 + 2 = 126

x € ZL,

recurriendo al test-set asociado, con respecto al orden =<; , cuyo 6ptimo co-
rresponde al punto e; = (0,10,0,0,0,0,6). Luego X' = {e;} y P ={e1}.

A continuacién, calculamos el test-set 7}62, para la familia de problemas
Pyler)<.,:

T, = {(0,-7,0,0,0,1,~2, —608), (0, —4,0,3,0,0, —3, —155),
0,-3,0,0,1,0,—1,—218), (0, —3,0,2,0,0,2, —135),
0,-2,0,1,0,0,7,—115),(0,—1,0,0,0,0,12, —95),
0,—1,1,0,0,0,—3,—28),(0,1,0,—1,0,0, 5, 20),
1,-7,0,0,0,0,—1, —638)}

(
(
(0,
(

)

Partiendo de e;, modificamos la ultima variable de holgura segtiin nos
indique el test-set, y seguimos aplicando el mismo procedimiento a los puntos
nuevos que vamos obteniendo. Esquematicamente, esto corresponde a:
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€1
(20)
(0,9,0,1,0,0,1,0)
(11, 0)

Aqui terminamos pues éyl = () y no quedan mds puntos por revisar,
es decir, P = (). Entonces actualizamos P, esto es, P = X' = {e1, 1} y
calculamos el test-set 7%, , para la familia de problemas Ps(e1, €2)<,,

= {(o, 1000012,—95,—77) (0,—1,1,0,0,0, —3, —28, —4),

(0,0,0,-5,0,1, —1,—318, —345), (0,0,0, —2,1,0, —3, —83, —85),
(1,00 5000 348 — 359), (0,1,0,—1,0,0, 5,20, —4),
(0,2,0,-1,0,0,—7,115,73), (0,3,0, —2,0,0, —2, 135, 69),
(0,40 —3,0,0,3,155,65)}

Luego, para cada punto de P modificamos las dos tltimas variables de
holgura segun indique el test-set, al igual que para cada punto nuevo que
vamos obteniendo. [lustramos este proceso con los siguientes esquemas:

(HV (135,6\(155765)

(0,9,0,1,0,0,1,95,77) (0,7,0,2,0,0,8,0,0) (0,6,0,3,0,0,3,0,0)
(yla 937 77) (Zl :(r)a O) (227 07 O)

€1

P = A{y1,21,22} y X' = {e1, 41,21, 2} En la figura 4.1 ilustramos el
proceso en el espacio objetivo proyectado sobre el plano ¢y, ¢s.

W
(115,73/ \135,69)
(0,7,0,2,0,0,8,0,0) (0,6,0,3,0,0,3,0,0)
(21,0,0) (22,0, 0)

P = {21722} y X' = {61791721722} (ﬁgura 42)-
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21

(11V (N65)

(0,6,0,3,0,0,3,95,77) (0,4,0,4,0,0,10,0,0) (0,3,0,5,0,0,5,0,0)

S . .

(22,95, 77) (25,0,0) (24,0,0)

P == {227 23, Z4} Yy X/ = {617y17 21y %2y %3, Z4} (ﬁgura 43)

Z4
(115,73)/ \135,69)
(0,2,0,6,0,0,0,95,77) (0,0,0,7,0,0,7,0,0)
(25,95, 77) (26,0,0)

P - {Z27Z37 Z5, 26} y X/ = {elvyla 21, %2y %3,y R4, %5, 26} (ﬁgura‘ 44)

(HV (135,6\(155765)

(0,4,0,4,0,0,10,0,0)  (0,3,0,5,0,0,5,0,0)  (0,2,0,6,0,0,0,0,0)

" N J

(23,0,0) (24,0,0) (25,0,0)

2

P ={z3, 252} vy X' = {e1,y1, 21, 22, 23, 24, 25, 26} (figura 4.5).

(11V (N&)

(0,2,0,6,0,0,0,75,81) (0,2,0,6,0,0,0,95,77) (0,0,0,7,0,0,7,0,0)

[ S ~ J

<Z57$‘g781) (Z5J§ga 77) (26:67 0)

Z3

P={z,%}yX = {61791721, z2, 23,24725726} (figura 4.6).
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Z5
(115,73)

(0, 0,0,7,0,0,7,0, 0)
(26,0, 0)

P={z}y X' ={e1,y1, 21, 22,23 2,25, 26} (figura 4.7).

Terminamos el algoritmo, pues G, = () y no quedan més puntos por revi-
sar, es decir, P = (). Entonces X’ = {e1, y1, 21, 22, 23, 24, 25, 26} €s el conjunto
de soluciones eficentes tal que ¢(X’) = F.

-690+

c(22)

-7204

-7504

oy Oc(y1)

990 ~960 930 ~900 870 84

C1
-780

780 750

Figura 4.1
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-690
(&)
|
|
-720 I |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
~750 | |
| |
| |
| |
| |
c(er)® [ I
| |
-780 I I
| |
| |
L990 ~960 930 ~900 ~870 —840 lglo | -780
Figura 4.2
c
630
| |
| | |
| | |
| | |
-660 | | |
| | |
I | I
| | |
| | |
| | |
I | I
-690 | I !
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
I | I
_gap 810 780 750 720 | -6%0|  -660 630
Figura 4.3
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-600

-630 1

c(z4) e

510

[ 690 -660 630 600 570 -540

Figura 4.4

-660 4

-690 1

=720 1

_8do _810 780 ~750 720 690 R
1

630

Figura 4.5
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=570

-600

-630

-690 -660 -630 -600 -57 -540 -510
Figura 4.6
C2
- 7 C| 2|
-570 | ( 6)
|
|
|
|
|
-600 !
|
|
|
|
|
|
-630 I
|
|
|
| C1
T T T T T T I T
-690 -660 -630 -600 -570 -540 | -510
Figura 4.7

4.5. Aplicacién del método en RAP
triobjetivo

Aplicamos nuestro algoritmo a un caso particular de un problema RAP
para sistemas serie-paralelo, presentado en [13], el cual consta de tres sub-
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sistemas, s = 3, con m; = 5, my = 4 y mz = 5. Ademas, cada subsistema
tiene como maximo siete componentes, Nmax,1 = Mmax,2 = Nmax,3 = (- Luego,
debemos resolver tres problemas de optimizacién lineal multiobjetivo, esto
es, minimizar las funciones (4.7), (4.8) y (4.9) sujetas a la restriccion (4.10),
para cada subsistema, teniendo en cuenta los parametros de fiabilidad (r;;),
coste (¢;;) y peso (w;;) presentados en la tabla 4.2.

Tipo de Subsistema ¢

componente 1 2 3

J 1 Cij Wiy T25 Coj W25 T3j C3j W3y
1 094 9 9 097 12 5 09 10 6
2 091 6 6 0.86 7 089 6 8
3 0.89 6 4 0.70 3 072 4 2
4 0.7 3 7 0.66 4 071 3 4
) 0.72 2 8 0.67 2 4

Tabla 4.2: Parametros de cada subsistema del problema RAP serie-paralelo
con s = 3.

En el caso de la funcion de fiabilidad no tenemos coeficientes enteros. Los
coeficientes relativos a la fiabilidad log(1—1;;), se multiplican por 10, 100, ...,
y dichos valores se redondean. Podemos observar como los test-sets y la
frontera de Pareto estabiliza a partir de pocas cifras decimales: en el caso de
los subsistemas 1 y 2 basta multiplicar por 10, y en el subsistema 3, por 100.

En las tablas 4.3 a 4.14, se senalan los coeficientes utilizados para las
funciones a minimizar junto con el tamano de la frontera de Pareto (|F]),
el tamano del ultimo test-set calculado (|7]) y el tiempo CPU que tarda el
algoritmo 5 en obtener la frontera, discriminado como el tiempo que emplea
4ti2 en calcular todos los test-sets requeridos (4ti2) y el tiempo restante (t,.).

En todos los subsistemas multiplicamos por 100 y redondeamos. Luego
realizamos el producto cartesiano y posterior filtrado (comparacién dos a
dos) de las soluciones no dominadas de los subsistemas 1 y 3; a continua-
cion se hace el producto cartesiano con el subsistema 2 restante. Finalmente
obtenemos un conjunto con 6112 puntos en 351 sg, mientras que el método
propuesto en [13] identifica los 6112 puntos no dominados en 1728 sg. Nues-
tro método invierte la mayor parte del tiempo en el filtrado, el calculo de la
frontera para cada subsistema es casi despreciable. En [13] no se especifica el
reparto de tiempo.
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Subsistema 1 Subsistema 1
Tipo de Aprox. Tipo de Aprox.
' c1j Wy , C1j Wy
comp. j log(1 —r1;) comp. j log(1 —r1;)
1 —28 9 9 1 —281 9 9
2 —24 6 6 2 —241 6 6
3 —22 6 4 3 —221 6 4
4 —-14 3 7 4 —139 3 7
5 —13 2 8 5 —127 2 8
| F| 311 | F| 311
|T] 48 |T] 47
Algoritmo 5 42 0.08 sg Algoritmo 5 4ti2 0.08 s
t, 0.49 sg t, 0.36 sg
Tabla 4.3 Tabla 4.4
Subsistema 1 Subsistema 1
Tipo de Aprox. Tipo de Aprox.
‘ c1j Wy ‘ C1j Wiy
comp. j log(1 —r1;) comp. j log(1 —ry;)
1 —2813 9 9 1 —28134 9 9
2 —2408 6 6 2 —24079 6 6
3 —2207 6 4 3 —22073 6 4
4 —1386 3 7 4 —13863 3 7
5 —1273 2 8 5 —12730 2 8
| F| 311 | F| 311
T 48 IT] 48
Algoritmo 5 42 0.07 s Algoritmo 5 2 0.08 s
t, 0.44 sg t, 0.36 sg
Tabla 4.5 Tabla 4.6

4.6. Resultados Computacionales

Como destacamos anteriormente el problema de la mochila binario es el
mas utilizado para estudiar el alcance y eficiencia de los diferentes métodos
para cualquier nimero de objetivos, véanse [10], [16], [41], [60], [35] ¥ [55].

Aunque nuestro método no permite tratar de forma eficiente un gran
niumero de variables en el caso binario, al comparar con AUGMECON2 el
caso de 3 objetivos y 10 variables sin correlacién lo batimos ampliamente
(tabla 4.15). En todos estos casos hemos tenido que proporcionar a AUG-
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Subsistema 2 Subsistema 2
Tipo de Aprox. Tipo de Aprox.
. Cj Wij . Cij Wij
comp. j log(1 —ry;) comp. j log(1 —ry;)
1 —35 12 5 1 —351 12 5
2 —20 3 7 2 —-197 3 7
3 —12 3 3 —120 3
4 —11 2 4 4 —108 2 4
|| 119 || 119
|T] 18 |T] 19
Algoritmo 5 4ti2 0.08 sg Algoritmo 5 4ti2 0.08 sg
i, 0.03 sg i, 0.03 sg
Tabla 4.7 Tabla 4.8
Subsistema 2 Subsistema 2
Tipo de Aprox. Tipo de Aprox.
comp. j log(1 — 71;) v o comp. j log(1 —71;) v o
1 —3507 12 5 1 —35066 12 5
2 —1966 7 2 —19661 7
3 —1204 3 3 —12040 3
4 —1079 2 4 4 —10788 2 4
| F| 119 | F| 119
7] 19 7] 19
Algoritmo 5 a2 0.08 s Algoritmo 5 ati2 0.08 sg
t, 0.02 sg t, 0.02 sg
Tabla 4.9 Tabla 4.10

MECON2 un parametro que no modela toda la malla necesaria, pero que
al menos proporciona aquellos puntos eficientes con costes acotados por los
valores de la tabla de pagos que ¢l mismo calcula. En [15] se reconoce la
necesidad del punto nadir para el calculo de la frontera exacta. En esta fami-
lia de ejemplos en un 57 % de las instancias AUGMECON2 no proporciona
la frontera completa. Por esta razén no se ha comparado nuestro algoritmo
con AUGMECON2. Nuestro algoritmo no es competitivo con el tamafo de
problemas mochila binaria que aparecen en la literatura.

De nuevo, el problema de la mochila multiobjetivo no acotado es al que
mejor se adecua nuestro método. Tal y como se explica en [(], para mas de
2 objetivos los casos tratados seran la generalizacién natural de A y C. En
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Subsistema 3 Subsistema 3
Tipo de Aprox. Tipo de Aprox.
' c1j Wy , C1j Wy
comp. j log(1 —r1;) comp. j log(1 —r1;)
1 —32 10 6 1 —322 10 6
2 —22 8 2 —221 8
3 —13 2 3 —127 2
4 —12 4 4 —124 4
b) —11 4 5 —111 4
val 297 val 388
IT] 32 IT] 48
Algoritmo 5 4ti2 0.08 sg Algoritmo 5 4ti2 0.08 sg
t, 0.09 sg t, 0.2 sg
Tabla 4.11 Tabla 4.12
Subsistema 3 Subsistema 3
Tipo de Aprox. Tipo de Aprox.
comp. j  log(l —ry;) “ e comp. j log(1 — 74;) v Y
1 —3219 10 6 1 —32189 10 6
2 —2207 8 2 —22073 8
3 —1273 4 2 3 —12730 4 2
4 —1238 4 4 —12379 4
5 —1109 4 5 —11087 4
| F| 388 | 7| 388
[7T] 40 [T] 40
Algoritmo 5 42 0.08 ¢ Algoritmo 5 2 0.08 s¢
t, 0.37 sg t, 0.42 sg
Tabla 4.13 Tabla 4.14

dichas tablas se han ejecutado 10 instancias por cada caso.

Queremos observar como este problema no se ha tratado anteriormente
en la literatura para mas de dos objetivos. Por otra parte, Kirlik y Sayin
[35] tratan el problema de la mochila binario para 3, 4 y 5 objetivos. Ellos
reportan como limite para su método el caso de 5 objetivos y 20 variables, no
pudiendo tratar el caso para 30 variables. Nosotros proporcionamos ejemplos
de 5 objetivos y 75 variables, en el caso C.
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Problema de la mochila 0-1 multiobjetivo (p = 3)

Algoritmo 5

p n T |F| AUGMECON?2
4ti2 t,
5 10 media 226 8 0,144 sg 0,074 sg 12208,086 sg
MAax. 336 26 0,19 sg 0,34 sg 24059,8 sg
15 media 1866,5 24,3 1,144 sg 14,414 sg

max. 3368 o1 191 sg 65,86 sg

Tabla 4.15

Problema de la mochila no acotado multiobjetivo (p = 3)

Algoritmo 5
4ti2 t,
media 83,9 290,1 0,11sg 2,61 sg

Tipo p n |7 |F|

A 3 25
max. 235 1342 0,13 sg 13,51 sg
- media 120,3 24003,5 0,105 sg 3493,509 sg
max. 193 216611 0,13 sg  32691,2 sg
75 media 158,4 199129 0,202 sg 1444,512 sg
max. 191 148083 0,23 sg  13144,1 sg
100 media 213,5 463824 0,285 sg 5040,221 sg
max. 272 432968 0,34 sg 47211,8 sg
c 3 o5 media 59,36 124,45 0,16 sg 0,64 sg
max. 95 529 0,18 sg 5,64 sg
” media 105,1 1357,6 0,205 sg 15,495 sg
MAax. 123 10362 0,22 sg 136,91 sg
5 media 182,7 21159 0,256 sg 110,45 sg
max. 394 8622 0,32sg 713,04 sg
100 media 205,3 1709 0,3 sg 30,894 sg

méx. 219 9268 034sg 1094 sg

Tabla 4.16
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Problema de la mochila no acotado multiobjetivo (p = 4)

Algoritmo 5
4ti2 t,
media 67,7 4746 0,214 sg 3,94 sg

Tipo p n 1T | F|

A 4 25
max. 122 2404 0,22 sg 21,7 sg
50 media 119 48259 0,246 sg  316.,9 sg
max. 171 36921 0,27 sg 2851,35 sg
- media 153,5 1371 0,34 sg 16,91 sg
max. 163 5323 0,4 sg 93,5 sg
C 4 95 media 574 133,3 0,217sg 0,257 sg
max. 7 379 0,22 sg 0,9 sg
50 media 112,6 8198 0,26 sg 19,36 sg
max. 138 3816 0,28 sg 175,31 sg
- media 158,3 8354 0,321sg 19,19 sg

max. 178 4069 0,34 sg 1284 sg
* Obtenemos el 57,14 % de los ejemplos.

Tabla 4.17
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Capitulo 4. Test-sets para resolver problemas de optimizacion lineal entera multiobjetivo

Problema de la mochila no acotado multiobjetivo (p = 5)

Algoritmo 5

Tipo p n T |F| e -

A 5 95 media 61 8429,3 0,151 sg 182,74 sg
Max. 97 81032 0,18 sg  1820,92 sg
50 media 116,6 12991,3 0,19 sg 1007,94 sg
max. 163 74240 0,236 sg 8668,66 sg

75 media 153  1938,83 0,75 sg 21,55 sg

Max. 162 5352 0,8 sg 86,8 sg

C 5 95 media 65,7 5859 0,313 sg 45,82 sg
max. 177 4724 0,41 sg 455,51 sg

50 media 110 4577 0,4 sg 3,05 sg

max. 180 2621 0,47 sg 10,7 sg

- media 170  8149,9 0,427 sg 243,24 sg

max. 217 49670 0,48 sg  1541,8 sg

* Obtenemos el 60 % de los ejemplos.

Tabla 4.18
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