
Programa de Doctorado “Matemáticas”
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res conoćı personas que me recibieron con la mejor disposición e hicieron
agradable mi estancia.

vii



Métodos algebraicos basados en test-sets para optimización lineal entera multiobjetivo
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Introducción

La toma de decisiones en los problemas de la vida real rara vez depende
de un único criterio sino de varios que suelen estar en conflicto. Podemos
intentar reunir estos criterios en una sola función objetivo que los pondere,
pero es bien sabido que esta simplificación muchas veces no es capaz de refle-
jar adecuadamente la complejidad de los problemas. En esta memoria vamos
a presentar nuevos algoritmos exactos para tratar problemas multiobjetivo
lineales enteros. Es decir, todas las funciones, objetivo y restricciones son
lineales y todas las variables toman valores naturales (esto ocurre siempre
que dichas variables reflejan aspectos combinatorios del problema).

El problema de la optimización multiobjetivo ha sido tratado de manera
general en muchos manuales y trabajos como, por ejemplo, [15], [23], [42],
[47] o [28]. El caso entero aparece tratado de manera particular en [61], [25]
o [24].

El interés de estos problemas reside desde luego tanto en su parte teórica
como en sus aplicaciones, entre las que podemos destacar el diseño de horarios
con flujo [32], diseño de redes de transporte [21], diseño de rutas de transporte
[26, 34], análisis de presupuestos [53, 39, 36], decisiones de inversión [56, 2, 5]
o remedio de condiciones de polución [33].

Suele situarse el comienzo de la optimización multiobjetivo de alguna ma-
nera en el Manual de Economı́a Poĺıtica [50] del economista italiano Vilfredo
Pareto en el que se introduce expĺıcitamente una manera de tratar varios ob-
jetivos en conflicto. Dada una asignación inicial de bienes entre un conjunto
de individuos, un cambio hacia una nueva asignación que al menos mejora la
situación de un individuo sin hacer que empeore la situación de los demás se
denomina mejora de ofelimidad (del griego ωϕελιµν, beneficioso). Una asig-
nación se define como eficiente u óptima cuando no pueden lograrse nuevas
mejoras de ofelimidad (que en en realidad es casi un sinónimo de la palabra
utilidad, más ampliamente usada en economı́a). Pareto desarrolló para in-
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troducir este concepto los diagramas del economista británico Francis Ysidro
Edgeworth. Con todo, aunque su interés crece con su aparición en el con-
texto de la economı́a, el problema de encontrar los óptimos en un conjunto
parcialmente es un problema clásico tratado por Cantor [12] o Cayley [14].

El problema multiobjetivo lineal entero es un NP-duro y #P-duros (veáse
por ejemplo [25]), pero la existencia de métodos exactos es de gran interés,
ya que sirven para comprobar la precisión y el alcance de los métodos apro-
ximados. Dentro de los métodos exactos generales para cualquier número de
objetivos podemos citar [49], [40], [55], [41], [46], [60] o [35]. Existen muchos
otros trabajos para sólo dos objetivos o para problemas espećıficos como [11],
[51] y [52].

Dentro de los métodos exactos, nuestro trabajo se enmarca concretamente
en la familia de métodos algebraicos. Entre ellos, cabe mencionar [8] que
propone las bases de Gröbner parciales, un objeto combinatorio similar a las
bases de Graver. En [9] se utilizan ideas de [7] para proponer un método
general para problemas polinómicos discretos. De gran interés es también
el trabajo de [4] que utiliza las funciones generatrices para contar puntos
enteros dentro de un poliedro. En [19], por último, se propone un algoritmo
para problemas multiobjetivo lineales enteros polinomial en tiempo, fijados
la dimensión y el número de objetivos.

En el caṕıtulo 1 mostramos una breve introducción a los problemas mul-
tiobjetivo, a los conceptos principales que aparecen en su estudio (las solu-
ciones eficientes que forman el conjunto eficiente en el espacio de variables y
los puntos no dominados que forman la frontera de Pareto en el espacio de las
funciones objetivo a optimizar) y a algunos métodos clásicos para resolverlos.
Apuntamos en los ejemplos algunas dificultades que se pueden presentan al
tratar problemas multiobjetivo, como son la aparición de puntos débilmente
eficientes o la necesidad del punto nadir para más de dos objetivos. Son pro-
blemas que el método que presentamos resuelven de una manera novedosa.

En el caṕıtulo 2 recordamos los resultados algebraicos que fundamentan
el ingrediente algebraico básico en el que se basa nuestro método: los test-
sets asociados a un problema lineal entero mı́n{cx, s.a.Ax = b, x ∈ Nn},
que son válidos para todo b. Esta caracteŕıstica hace natural el uso de los
test-sets para aplicar el método clásico de las ε-restricciones. Los test-sets
serán calculados con bases de Gröbner respecto de órdenes que, elegidos
convenientemente, producen ventajas añadidas. Presentamos al final de este
caṕıtulo un ejemplo en el que adelantamos cuáles son las ventajas de nuestro
método para el caso biobjetivo.

En el caṕıtulo 3 presentamos los resultados teóricos que sustentan el al-
goritmo para el caso biobjetivo lineal entero. Aunque en sentido estricto el
algoritmo es un caso particular del que aparece en el caṕıtulo 4, el caso biob-
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Introducción

jetivo presenta caracteŕısticas absolutamente singulares. Demostramos que
nuestro algoritmo calcula todos los puntos no dominados (y una solución
eficiente para cada uno) sin resolver ningún problema de un sólo objetivo
innecesario y sin producir soluciones débilmente eficientes. Además, mos-
tramos una ventaja adicional del uso de los test-sets: en algunas familias
de problemas pueden ser calculados teóricamente a priori. Hacemos precisa-
mente esto con un problema de la literatura, el problema BBV, que presenta
un número de soluciones eficientes lineal en el número de variables pero que
necesita para el método clásico de las ε-restricciones un número exponencial
de problemas de un solo objetivo. Terminamos el caṕıtulo con varias tablas
de resultados computacionales en las que mostramos que nuestro método se
adapta especialmente bien al problema de la mochila no acotada.

En el caṕıtulo 4 tratamos el caso de cualquier número de objetivos que,
como es bien sabido, presenta siempre un salto de complejidad al pasar de
dos a tres objetivos. En nuestro caso conseguimos un algoritmo que produce
todos los puntos no dominados y sólo puntos no dominados, pero sin poder
asegurar que no se resolverá algún problema de un sólo objetivo innecesario
al aplicar el método de las ε-restricciones. Como aplicación del algoritmo
resolvemos un problema de la literatura de tres objetivos en sistemas serie-
paralelo. Las tablas que mostramos al final de este caṕıtulo muestran los
resultados al tratar el problema de la mochila no acotada para 3, 4 y 5
objetivos con un número de variables que no se ha alcanzado para el caso
binario en la literatura.
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CAṔITULO 1

Optimización multiobjetivo

1.1. Introducción

En la vida cotidiana nos enfrentamos a situaciones en las que debemos
tomar una decisión de entre varias posibilidades, esto es, seleccionar lo “me-
jor”de un conjunto de “alternativas”donde asumimos la existencia de ciertos
criterios que nos permiten establecer la calidad de las opciones.

Los problemas de optimización no son más que un modelo matemático de
problemas de decisión. Veamos algunos ejemplos de problemas de decision:

Ejemplo 1.1. [23] Queremos comprar un carro y hemos considerado cuatro
modelos: un VW Golf, un Opel Astra, un Ford Focus y un Toyota Corolla.
Debemos decidir de acuerdo al precio, consumo de gasolina y potencia. Las
caracteŕısticas de cada carro están consignadas en la tabla (1.1).

Alternativas

VW Opel Ford Toyota

Precio (1000 euros) 16.2 14.9 14.0 15.2

Criterios Consumo (l/100 Km) 7.2 7.0 7.5 8.2

Potencia (kW) 66.0 62.0 55.0 71.0

Tabla 1.1: Criterios y alternativas del ejemplo 1.1.

1
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Figura 1.1: Los trece puntos representan el conjunto de alternativas del ejem-
plo 1.2.

Como preferimos un carro barato, potente y con bajo consumo de gaso-
lina, nos enfrentamos a un problema de decisión con cuatro alternativas y
tres criterios, pero cómo podemos decidir cuál es la “mejor” alternativa si
el Toyota, que es el carro más potente (71.0 kW) es el que consume más
gasolina (8.2 l/100 Km) y el Ford, que es el caro más barato (14 mil euros)
es el menos potente (55.0 kW). Luego no podemos comprar un carro que
sea tanto barato, como potente y con un consumo de gasolina eficiente. Sin
embargo, si consideramos cada uno de los criterios por separado, la elección
seŕıa fácil.

Ejemplo 1.2. Consideremos un problema matemático con dos criterios: mi-
nimizar simultáneamente las funciones f1(x) = x1 y f2(x) = x2 sobre la
región determinada por 2x1 + 3x2 ≥ 11, x1 + 4x2 ≤ 20 y 4x1 + x2 ≤ 20 con
x ≥ 0 en Z2. (Figura 1.1). Aunque en este problema el número de alternativas
que tenemos es finito, ¿cuál seŕıa ese mı́nimo? Sin embargo, si consideramos
las funciones individualmente, el problema de decisión es fácil: los puntos
(0, 4) y (0, 5) minimizan f1 y el único punto que minimiza f2 es (4, 1).

Ejemplo 1.3. En este ejemplo asumimos los mismos dos criterios del ejemplo
1.2 y la región determinada por las misma restricciones pero con x ≥ 0 en
R2 (figura 1.2), lo que nos proporciona un conjunto infinito de alternativas.

Nuevamente tenemos inconveniente con decidir cuál punto corresponde a
una solución en este ejemplo, pues los puntos que están en el segmento que

2
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Figura 1.2: La región sombreada representa el conjunto de alternativas del
ejemplo 1.3.

une el punto (0, 11
3

) con el punto (0, 5) minimizan f1, mientras que el punto
(49

10
, 2

5
) minimiza f2.

Los ejemplos anteriores nos muestran que dentro del contexto de los pro-
blemas de decision multicriterio, no esta definido tan claramente qué es lo
“mejor”, cuando los criterios o funciones objetivo están en conflicto.

Cuando establecemos las alternativas o soluciones factibles existentes en
un problema de decisión, dicho conjunto puede tener un número contable
de alternativas como en los ejemplos 1.1 y 1.2, y en este caso los llamamos
discretos ; los otros, como en el ejemplo 1.3, los llamamos continuos. También
podemos clasificar los problemas de decisión por la forma en que se describe
el conjunto de alternativas: en el ejemplo 1.1 el conjunto finito de alternativas
se da de forma expĺıcita, mientras que en los ejemplos 1.2 y 1.3 se describen
de manera impĺıcita mediante restricciones.

En la búsqueda de un concepto de solución para los problemas de decisión
multicriterio, aparece en el escenario el concepto de solución Pareto óptima,
basado en el criterio enunciado por el economista italiano Vilfredo Pareto
en su libro Manual de economı́a poĺıtica [50] (caṕıtulo VI §33) a quien se
le atribuye la primera referencia a dicha situación de objetivos en conflicto:
se menciona que los miembros de una comunidad disfrutan, en determinada
posición, de máximo de ofelimidad (del griego ωϕελιµη, ofélimi, que significa
beneficioso), cuando es imposible encontrar una manera de alejarse un poco

3
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(a) Soluciones eficientes del ejemplo 1.2. (b) Soluciones eficientes del ejemplo 1.3.

Figura 1.3

de esa posición de tal manera que la ofelimidad que cada uno de los miembros
de la comunidad disfruta, aumente o disminuya.

Aplicando este concepto a los ejemplos dados, vemos que en el ejemplo 1.1
todas las alternativas son soluciones Pareto óptimas o soluciones eficientes,
pues no hay un carro que mejore a otro en todos los criterios considerados; si
comparamos el Toyota con el VW, vemos que el Toyota cuesta menos, tiene
mayor potencia pero consume más gasolina, o si consideramos el Opel y el
Toyota, tenemos que el Opel cuesta menos y consume menos gasolina que el
Toyota, pero tiene menor potencia.

En el ejemplo 1.2 corresponden a los puntos (0, 4), (1, 3), (3, 2) y (4, 1)
(figura 1.3 (a)); mientras que en el ejemplo 1.3 son los puntos que están en
el segmento que une el punto (0, 11

3
) con el punto (49

10
, 2

5
) (figura 1.3 (b)).

Al conjunto de alternativas de un problema de decisión lo llamamos con-
junto factible. En el ejemplo 1.1 corresponde a X = {VW, Opel, Ford, Toyota}
y en el ejemplo 1.2 al determinado por las restricciones dadas, X = {x ∈ Z2 :
2x1 + 3x2 ≥ 11, x1 + 4x2 ≤ 20, 4x1 +x2 ≤ 20, x ≥ 0}. El espacio genérico que
contiene al conjunto factible lo llamamos espacio decisión. En el ejemplo 1.1
puede ser carros en el mercado, en el ejemplo 1.2 corresponde a Z2 y en el
ejemplo 1.3 a R2.

Ahora, si en el ejemplo 1.1 consideramos solo dos criterios, digamos, el
precio y el consumo de gasolina, podemos representar en R2 los valores de
las alternativas según los criterios dados (figura 1.4). Estos criterios podemos
expresarlos como funciones f1 y f2 respectivamente con fi : X → R y escribir

4
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simbólicamente el problema como:

“ mı́n
x∈X

”(f1(x), f2(x)) (1.1)

En la figura 1.4 podemos observar que no tiene sentido comprar un Toyota
o un VW pues estos son más costosos y consumen más gasolina que el Opel;
y de las alternativas que quedan, vemos que tanto el Ford como el Opel son
soluciones eficientes.

Figura 1.4: Espacio objetivo del ejemplo 1.1.

Al conjunto Z = f(X ) = {y ∈ R2 : y = f(x) para algún x ∈ X} de
las imágenes de las alternativas bajo las funciones objetivo f = (f1, f2),
lo llamamos conjunto objetivo que es un subconjunto del espacio objetivo o
criterio. En los ejemplos 1.2 y 1.3 tenemos que Z = f(X ) = X y el espacio
objetivo corresponde a Z2 y R2 respectivamente.

En (1.1) la palabra “mı́n” significa que queremos minimizar todas las
funciones objetivo, sin embargo como dichas funciones, en general, están en
conflicto, no podemos hablar de una única solución óptima como en el caso
de problemas de optimización de un objetivo, por tanto debemos buscar una
solución que represente un compromiso entre los diferentes objetivos, de ma-
nera que las componentes del vector objetivo no puedan ser simultáneamente
mejoradas, que formalmente es lo que llamamos optimalidad Pareto.

5
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1.2. Optimalidad Pareto

Un problema de optimización multiobjetivo es presentado como

mı́n f(x) = (f1(x), . . . , fp(x))

s. a. x ∈ X
(1.2)

donde fi : Rn → R son funciones objetivo, con i = 1, . . . , p y p ≥ 2. El vector
decisión o solución factible x = (x1, x2, . . . xn) pertenece al conjunto factible
X que es un subconjunto de Rn definido como X = {x ∈ Rn : gi(x) ≤ 0, i =
1, . . . ,m}. La imagen de X bajo f , Z = f(X ), es el conjunto objetivo y
z = (z1, . . . , zp) con zi = fi(x) para algún x ∈ X es un vector objetivo.

Todo problema de maximización es equivalente a un problema de minimi-
zación, pues se cumple que máx f(x) = mı́n−f(x), por tanto los problemas
abordados en este trabajo serán vistos como un problema de minimización.

En esta formulación general, las funciones objetivo y restricciones a utili-
zar pueden ser lineales o no lineales, con variables continuas donde el número
de soluciones factibles puede ser infinito. En [42] se puede consultar sobre los
problemas de optimización lineal multiobjetivo y en [47] sobre los problemas
de optimización no lineal multiobjetivo.

Cuando en (1.2) consideramos coeficientes enteros y variables enteras no
negativas, estamos hablando de la optimización discreta multiobjetivo, dentro
de la que se destacan los problemas de optimización lineal entera multiobjetivo
que son el objeto de estudio de este trabajo.

Definición 1.4. Una solución factible x′ ∈ X es eficiente o Pareto óptima
si no existe otra solución x tal que fi(x) ≤ fi(x

′) para i = 1, . . . , p con al
menos una desigualdad estricta. Si x′ es eficiente, a f(x′) lo llamamos un
punto no dominado. Al conjunto de todas las soluciones eficientes x′ ∈ X lo
notamos XE y llamamos conjunto eficiente. El conjunto de todos los puntos
no dominados z = f(x′) ∈ Z, donde x′ ∈ XE, lo notamos F y llamamos
conjunto no dominado o frontera de Pareto.

La definición de eficiencia nos conduce a la definición de una relación de
dominancia de Pareto,

Definición 1.5. Si x, x′ ∈ X y fi(x) ≤ fi(x
′) para i = 1, . . . , p con al menos

una desigualdad estricta, decimos que x domina a x′ y f(x) domina a f(x′).

Notemos que la definición 1.4 nos indica que para establecer cómo los
vectores objetivo (f1(x), . . . , fp(x)) tienen que ser comparados para diferentes
soluciones factibles x ∈ X y aśı obtener un significado para la expresión
“min” en los problemas de optimización multiobjetivo, hemos elegido el orden
≤ sobre Rp definido como: dados y = (y1, . . . , yp) y y′ = (y′1, . . . , y

′
p) en Rp,

6
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y ≤ y′ si y solo si yk ≤ y′k para todo k = 1, . . . , p.

Es decir, una solución factible x′ ∈ X es eficiente si no existe otra solución
x 6= x′ tal que f(x) ≤ f(x′). En el caso del ejemplo 1.1, cuando consideramos
solo los criterios precio (f1) y consumo de gasolina (f2), el carro Toyota no
es una solución eficiente, pues para el carro Opel se cumple que f(Opel) =
(14,2, 7,0) ≤ f(Toyota) = (15,2, 8, 2).

El orden ≤ en Rp no es total, luego no siempre podemos comparar dos
vectores objetivo, siendo esta una diferencia fundamental entre la optimiza-
ción multiobjetivo y la mono-objetivo.

Si somos más restrictivos y obligamos a que las desigualdades sean es-
trictas en todas las componentes, obtendremos un nuevo concepto, el de
débilmente eficiente.

Definición 1.6. Una solución factible x′ ∈ X es débilmente eficiente o débil-
mente Pareto óptima si no existe otra solución x tal que f(x) < f(x′), es
decir, fi(x) < fi(x

′) para todo i = 1, . . . , p. A f(x′) lo llamamos un punto
débilmente no dominado. Los conjuntos de las soluciones débilmente eficientes
y los puntos débilmente no dominados los notamos XwE y Fw respectivamen-
te.

En las figuras 1.5 y 1.6 observamos que las soluciones débilmente eficientes
son dominadas por las soluciones eficientes, por ejemplo en la figura 1.5 (a)
vemos que tanto (0, 4) como (1, 3) dominan a (1, 4).

(a) Conjunto Fw del ejemplo 1.2. (b) Conjunto F del ejemplo 1.2.

Figura 1.5

A continuación presentamos una interpretación geométrica de las defi-
niciones 1.4 y 1.6 para caracterizar las soluciones eficientes y débilmente
eficientes, representada en las figuras 1.7 y 1.8.
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(a) Conjunto Fw del ejemplo 1.3. (b) Conjunto F del ejemplo 1.3.

Figura 1.6

Proposición 1.7. 1. x′ ∈ X es eficiente si y solo si

f(X ) ∩ (f(x′)− Rp≥) = {f(x′)}

donde f(x′) − Rp≥ = {f(x′) − y : y ∈ Rp≥} con Rp≥ = {y ∈ Rp : y ≥ 0}
(El octante no-negativo de Rp).

2. x′ ∈ X es débilmente eficiente si y solo si

f(X ) ∩ (f(x′)− Rp>) = ∅

donde f(x′) − Rp> = {f(x′) − y : y ∈ Rp>} con Rp> = {y ∈ Rp : y > 0}
(El octante positivo de Rp).

En la figura 1.7 vemos que la solución factible x′ = (3, 3) del ejemplo 1.2
es débilmente eficiente pues f(X )∩ (f(x′)−Rp>) = ∅; mientras que x = (2, 4)
no es débilmente eficiente ya que f(X )∩ (f(x)−Rp>) 6= ∅, el punto (1, 3) está
en la intersección.

La figura 1.8 nos señala que la solución factible x′ = (1, 3) del ejemplo 1.2
es eficiente pues f(X ) ∩ (f(x′) − Rp≥) = {f(x′)}; mientras que x = (4, 2) no
lo es ya que la intersección f(X ) ∩ (f(x) − Rp≥) tiene dos puntos diferentes
de f(x).
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Figura 1.7: Interpretación geométrica de solución débilmente eficiente en el
ejemplo 1.2.

Cuando abordamos un problema en matemáticas, nuestro principal ob-
jetivo es garantizar que existe una solución. En el caso de los problemas de
optimización multiobjetivo, [23] presenta un teorema donde se mencionan las
condiciones que garantizan la existencia de soluciones eficientes, que resulta
ser una extensión del teorema de Weierstrass [43, p. 40] para problemas de
optimización mono-objetivo:

Teorema 1.8. ([23], lema 2.17, teorema 2.19) Sea X ⊆ Rn un conjunto no
vaćıo y compacto y f : Rn → Rp una función cuyas funciones componentes
fi : Rn → R son semicontinuas inferiormente para todo i = 1, . . . , p, entonces
XE 6= ∅.

En el caso particular de los problemas de optimización lineal multiobje-
tivo, se cumple que el conjunto factible X = {x ∈ Rn : Ax = b, x ≥ 0} es
cerrado y convexo y las funciones lineales son continuas, luego para garanti-
zar que se cumplen las condiciones que exige el teorema 1.8 solo falta asumir
que X 6= ∅ es acotado.

En el caso de los problemas de optimización lineal entera multiobjetivo,
donde la región factible del problema corresponde a S = X ∩ Zn, asumimos
que X es acotado, lo que implica que tanto S como Z = f(S) son finitos.
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Figura 1.8: Interpretación geométrica de solución eficiente en el ejemplo 1.2.

1.3. Cotas para la frontera de Pareto

Cuando los conjuntos XE y F son no vaćıos, podemos hablar de cotas para
la frontera de Pareto, que representamos por dos puntos, el punto ideal que
corresponde a la cota inferior del conjunto F y el punto nadir que corresponde
a la cota superior. Entonces, el propósito es encontrar dos vectores, z y z, en
Rp tales que zi < zi < zi para todo i = 1, . . . , p y z ∈ F .

Para el punto z una buena opción es seleccionar para la coordenada i-
ésima el mejor valor para cada objetivo i. Formalmente,

Definición 1.9. El punto zI = (zI1 , . . . , z
I
p) con

zi = zIi = mı́n
x∈X

fi(x) = mı́n
z∈Z

zi

es llamado el punto ideal del problema de optimización multiobjetivo (1.2).

En problemas de optimización multiobjetivo, el punto ideal normalmente
no forma parte del conjunto objetivo Z, pues las funciones objetivo gene-
ralmente están en conflicto. Cuando dicho punto está en Z, no se requiere
seguir buscando ya que este es el único punto no dominado disponible.

Para el punto z una posible cota es

zi = máx
x∈X

fi(x) = máx
z∈Z

zi

10
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Sin embargo esta cota suele estar muy lejos de los puntos no dominados,
por tanto es preferible usar como cota:

Definición 1.10. El punto zN = (zN1 , . . . , z
N
p ) con

zNi = máx
x∈XE

fi(x) = máx
z∈F

zi

es llamado el punto nadir del problema de optimización multiobjetivo (1.2).

(a) Cotas para la frontera de Pareto del
ejemplo 1.2.

(b) Cotas para la frontera de Pareto del
ejemplo 1.3.

Figura 1.9

El punto ideal lo podemos calcular resolviendo p problemas de optimiza-
ción mono-objetivo, sin embargo no existe un método eficiente para calcular
el punto nadir de manera general, pues en este caso necesitamos optimizar
sobre el conjunto F .

Debido a la dificultad para calcular el punto nadir, se hace uso de la tabla
de pagos (pay-off table), ([23, p.p. 34-35]), para obtener una aproximación de
dicho punto. La matriz de pagos tiene p filas y p columnas. Si resolvemos el
problema mı́nx∈X fi(x) y notamos xi su solución, el elemento j, i de la matriz
de pagos se calcula evaluando fj(x

i).

Usando esta información calculamos la tabla de pagos como se muestra
en la tabla 1.2.

En la tabla de pagos las componentes del vector ideal estan localizadas
en la diagonal de la tabla y el valor aproximado de la componente zNi del
vector nadir lo obtenemos seleccionando el mayor elemento de la fila i.
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x1 x2 · · · xp

f1 zI1 f1(x2) · · · f1(xp)

f2 f2(x1) zI2 · · · f2(xp)
...

...
...

. . .
...

fp fp(x
1) fp(x

2) · · · zIp

Tabla 1.2

La tabla pagos presenta inconvenientes cuando hay más de dos objetivos.
Por ejemplo, cuando al minimizar cada función objetivo de manera indivi-
dual, existe más de una solucion óptima, la tabla de pagos nos puede llevar
a subestimar o sobreestimar el vector nadir, como sucede en el siguiente
ejemplo presentado en [37] y retomado en [23].

Ejemplo 1.11.

mı́n(f1(x) = −11x2 −11x3 −12x4 −9x5 −9x6 +9x7,
f2(x) = −11x1 −11x3 −9x4 −12x5 −9x6 +9x7,
f3(x) = −11x1 −11x2 −9x4 −9x5 −12x6 −12x7)

s. a. x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 = 1, x = 0

Para construir la tabla de pagos, primero resolvemos los tres problemas
mono-objetivo:

El problema mı́nx∈X f1(x) solo tiene una solución, x4 = 1 y xi = 0 con
i 6= 4, es decir, x1 = e4.

El problema mı́nx∈X f2(x) también tiene solo una solución, x5 = 1 y
xi = 0 con i 6= 5, es decir, x2 = e5.

El problema mı́nx∈X f3(x) tiene infinitas soluciones, x6 = α, x7 = 1−α
y xi = 0 con i 6= 6, 7 y α ∈ [0, 1] es decir, x3 = αe6 + (1− α)e7.

La tabla de pagos corresponde a la tabla 1.3 donde hemos seleccionado
dos soluciones óptimas diferentes, e6 y e7, para el tercer problema.

Por otro lado tenemos que cada i-ésimo vector unidad ei con i = 1, . . . , 6
es eficiente, mientras que el vector e7 es débilmente eficiente. Como f(e1) =
(0,−11,−11), f(e2) = (−11, 0,−11) y f(e3) = (−11,−11, 0) entonces zNj ≥ 0
con j = 1, 2, 3, pero debido a que en este ejemplo ningún punto no domina-
do puede tener coordenadas positivas, el punto nadir es zN = (0, 0, 0). Sin
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e4 e5 e6 e7

f1 −12 −9 −9 9

f2 −9 −12 −9 9

f3 −9 −9 −12 −12

Tabla 1.3

embargo, ninguno de estos valores aparece en la tabla de pagos: con x3 = e7

sobreestimamos zN1 y zN2 y con x3 = e6 subestimamos zN1 y zN2 .

La sobreestimación se presenta porque e7 es una solución débilmente efi-
ciente, e6 lo domina. Sin embargo, esta se puede evitar, si logramos garantizar
que las soluciones xk son eficientes.

En el caso de dos objetivos, podemos determinar el vector nadir, siguiendo
el algoritmo 1 presentado en [23, p. 38], donde al resolver los últimos dos
problemas con las restricciones adicionales (ĺıneas 3 y 4), lo que estamos
haciendo es eliminando las soluciones débilmente eficientes en la tabla de
pagos.

Algoritmo 1 Algoritmo para obtener el punto nadir cuando p = 2

1: Entrada: Conjunto factible X y funciones objetivo f = (f1, f2)
2: Resolver los problemas mono-objetivo mı́nx∈X f1(x) y mı́nx∈X f2(x). No-

tar los valores óptimos como zI1 y zI2 .
3: Resolver mı́nx∈X f2(x) con la restricción adicional f1(x) ≤ zI1 .
4: Resolver mı́nx∈X f1(x) con la restricción adicional f2(x) ≤ zI2 .
5: Notar los valores óptimos como zN2 y zN1 respectivamente.
6: Salida: El punto nadir zN = (zN1 , z

N
2 ) y el punto ideal zI = (zI1 , z

I
2).

1.4. Métodos para resolver problemas de op-

timización multiobjetivo

Los métodos y ténicas que se utilizan para resolver los problemas de op-
timización multiobjetivo admiten diferentes clasificaciones. Una de ellas se
establece de acuerdo a la intervención que tiene, durante el proceso de solu-
ción, el tomador de decisiones, quien es aquella persona que selecciona una
alternativa de todas las que tiene disponibles en el conjunto de soluciones.
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Siguiendo esta clasificación podemos distinguir los métodos a priori, a pos-
teriori y los interactivos.

1.4.1. Métodos a priori

En los métodos a priori el tomador de decisiones especifica sus prefe-
rencias para cada objetivo antes de que el proceso de búsqueda de solución
inicie y no interfiere durante el proceso. Después de finalizado el método solo
se obtiene una solución. La estrategia consiste en resolver uno o varios pro-
blemas de un solo objetivo, sin embargo, una dificultad que se presenta es
que el tomador de decisiones no necesariamente conoce con anterioridad el
comportamiento del problema, lo que supone un obstáculo al determinar sus
preferencias.

Los métodos que se destacan en esta categoŕıa [47] son el método de la
función de valor, donde el tomador de decisiones debe especificar la expresión
matemática de una función de valor U : Rp → R que refleje sus preferencias,
convirtiendo el problema (1.2) en uno mono-objetivo.

Otro método es la ordenación lexicográfica, donde el decisor debe or-
denar las funciones objetivo de acuerdo a su importancia. Se minimiza la
función objetivo situada en primer lugar sujeta a las restricciones originales,
a continuación la segunda función objetivo priorizada es minimizada y a las
restricciones originales se adiciona una más, aquella que garantiza que la fun-
ción objetivo situada en primer lugar conserva su valor óptimo. El proceso
continúa de manera similar hasta agotar las funciones objetivo.

Finalmente tenemos el método de programación por metas, donde el to-
mador de decisiones especifica un nivel de aspiración z̃j para cada función
objetivo. Luego formula las metas, entendida como la conexión que hay en-
tre un objetivo y su nivel de aspiración, que en problemas de minimiza-
ción son de la forma fj(x) ≤ z̃j. Y por último minimiza las desviaciones
δj = máx[0, fj(x)− z̃j] de los valores de la función objetivo.

1.4.2. Métodos a posteriori

Este tipo de métodos no requiere que el tomador de decisiones exprese
sus preferencias con anterioridad, su propósito es encontrar toda la frontera
de Pareto (o un subconjunto de ésta), modificando algunos parámetros, para
que después de ejecutar el algoritmo cierto número de veces y encontrar un
conjunto de puntos no dominados, el tomador de decisiones seleccione la
solución que considere adecuada, por esta razón estos métodos tambien son
llamados métodos generadores.
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Dentro de estos métodos hay dos [15, 47] considerados básicos: el método
de la suma ponderada (ponderaciones o coeficientes de peso) que consiste
en asociar a cada función objetivo un coeficiente de ponderación y luego se
minimiza la suma ponderada de los objetivos conservando las restricciones
originales del problema, esto es, la idea es convertir el problema original en
uno mono-objetivo, lo que se conoce como escalarizar el problema.

El otro método es el de ε-restricciones propuesto por Haimes [29], también
recurre a la escalarización del problema original pero estableciendo cotas para
cada función objetivo.

En esta categoŕıa también se inscriben el método h́ıbrido que combina
los dos anteriores, el método de restricción elástica, el método de Benson y
otros cuyos detalles pueden ser consultados en [23, 47].

A continuación presentamos algunos detalles de los dos métodos básicos.

Método de la suma ponderada

En este método debemos resolver problemas mono-objetivo de la forma

mı́n
x∈X

p∑
i=1

λifi(x) (1.3)

con λ = (λ1, . . . , λp) ∈ Rp≥ \ {0}.
Este método es muy sencillo de llevar a cabo, pero no nos asegura el

cálculo de la frontera de Pareto. Dada una solución de dicho método, tenemos
los siguientes resultados:

Teorema 1.12. Sea x∗ una solución óptima de (1.3) entonces se cumple que:

1. Si λ ∈ Rp≥ \ {0} entonces x∗ es una solución débilmente eficiente de
(1.2).

2. Si λ ∈ Rp> entonces x∗ es una solución eficiente de (1.2).

3. Si λ ∈ Rp≥ \ {0} y x∗ es la única solución óptima de (1.3), entonces x∗

es una solución eficiente de (1.2).

Este teorema implica que algunos puntos de la frontera de Pareto pue-
den ser encontrados resolviendo (1.3) con una selección apropiada de los λi
sin fijar alguna condición particular sobre las funciones objetivo o la región
factible.

De hecho, cuando asumimos que tanto las funciones objetivo como el
conjunto factible X son convexos podemos encontrar toda la frontera de
Pareto.
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Teorema 1.13. Sean X un conjunto convexo y fi una función convexa para
cada i = 1, . . . , p. Si x∗ es una solución débilmente eficiente de (1.2) entonces
existe λ ∈ Rp≥ \ {0} tal que x∗ es una solución óptima de (1.3).

Notemos que el teorema anterior sigue siendo válido si x∗ es una solución
eficiente, pues XE es un subconjunto del conjunto de las soluciones débilmente
eficientes. En [23] se presenta una ĺınea teórica completa que sustenta los dos
teoremas anteriores.

En esta tesis nos centramos en la optimización discreta y el uso del método
de las ponderaciones no nos asegura el cálculo completo de la frontera de
Pareto, pues la región factible X = {x ∈ Zn : Ax = b, x ≥ 0}, de dichos
problemas, no es convexa. A manera de ilustración, si retomamos el ejemplo
1.2 tenemos que:

Si λ = (1, 1) los puntos (0, 4) y (1, 3) son soluciones óptimas del pro-
blema mı́nx∈X x1 + x2 con X = {x ∈ Z2 : 2x1 + 3x2 ≥ 11, x1 + 4x2 ≤
20, 4x1 + x2 ≤ 20, x ≥ 0}.

Si λ = (1, 2) el punto (4, 1) es solución óptima del problema mı́nx∈X x1+
2x2.

Usando el teorema 1.12, los puntos (0, 4), (1, 3) y (4, 1) son solucio-
nes eficientes del problema 1.2. Sin embargo, para este problema XE =
{(0, 4), (1, 3), (3, 2), (4, 1)}. No existe un λ = (λ1, λ2) ∈ Rp> tal que (3, 2)
sea solución óptima de un problema de la forma (1.3), pues si λ1 < λ2 el
coste de (3, 2) va a ser mayor que el valor óptimo de (4, 1); y si λ1 > λ2 el
coste de (3, 2) va a ser mayor que el valor óptimo de (1, 3).

Lo anterior sugiere una distinción de las soluciones eficientes y en conse-
cuencia de los puntos no dominados.

Definición 1.14. Sea mı́nx∈X f(x) = (f1(x), . . . , fp(x)) un problema de op-
timización lineal entera multiobjetivo con XE el conjunto eficiente y F el
conjunto no dominado.

Sea x ∈ XE. Decimos que x es una solución eficiente soportada si existe
λ ∈ Rp> tal que x es una solución óptima de mı́nx∈X

∑p
i=1 λifi(x). A z = f(x)

lo llamamos un punto no dominado soportado. Al conjunto de las soluciones
eficientes soportadas lo notamos XsE y al conjunto de los puntos no domi-
nados soportados lo notamos Fs. En caso contrario, decimos que x es una
solución eficiente no soportada y z = f(x) un punto no dominado no sopor-
tado. A los conjuntos correspondientes a dichas soluciones los notamos XnE
y Fn respectivamente.
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Caṕıtulo 1. Optimización multiobjetivo

Método de las ε-restricciones

Este método, introducido en [29] y formulado para resolver problemas de
optimizacion multiobjetivo en general,

mı́n
x∈X

f(x) = (f1(x), . . . , fp(x)) (1.4)

nos permite transformar dicho problema en una familia de problemas de op-
timización mono-objetivo con restricciones adicionales, especificamente de-
bemos seleccionar una función objetivo para optimizar y las p− 1 funciones
objetivo restantes, añadirlas como restricciones, esto es, debemos resolver
varios problemas de la forma

Pk(ε)


mı́n fk(x)
s. a. x ∈ X

fj(x) ≤ εj, 1 ≤ j ≤ p, j 6= k
(1.5)

con ε = (ε1, . . . , εk−1, εk+1, . . . , εp), donde cada problema Pk(ε) se obtiene
asignando valores diferentes a la cota εj de cada restricción.

Con una adecuada eleccion del vector ε podemos obtener todo el conjunto
Pareto, como se deduce del teorema:

Teorema 1.15. Una solución factible x∗ de (1.4) es eficiente si y solo si x∗

es una solución óptima de Pk(ε
∗) donde ε∗j = fj(x

∗), j = 1, . . . , p, j 6= k, para
cada k = 1, . . . , p.

Demostración. Sea x∗ una solución eficiente de (1.4). Supongamos que x∗ no
es solución óptima de Pk(ε

∗) para algún k donde ε∗j = fj(x
∗), j = 1, . . . , p,

j 6= k. Entonces existe x ∈ X tal que fk(x) < fk(x
∗) y fj(x) ≤ fj(x

∗) con
j = 1, . . . , p, j 6= k, pero esto contradice que x∗ ∈ XE.

Sea x∗ una solución óptima de Pk(ε
∗) para cada k = 1, . . . , p, entonces

no existe x ∈ X tal que fj(x) ≤ fj(x
∗) para j = 1, . . . , p con al menos una

desigualdad estricta. Por tanto concluimos que x∗ ∈ XE.

A diferencia del método de las ponderaciones el resultado anterior nos
asegura que el método de las ε-restricciones nos proporciona la frontera de
Pareto completa. No obstante, este método implica un gran costo compu-
tacional, ya que la cantidad de problemas que debemos resolver puede ser
enorme, tan sólo delimitado por las cotas que tengamos de la funciones de
coste para los puntos eficientes. Además necesitamos obtener la misma solu-
ción para p− 1 problemas para poder asegurar su condición de eficiente.

Otra condición para obtener soluciones eficientes es dada por la unicidad
de la solución de Pk(ε

∗).
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Teorema 1.16. Si x∗ es una solución óptima de Pk(ε
∗) para algún k, donde

ε∗j = fj(x
∗), j = 1, . . . , p, j 6= k y esta es única, entonces x∗ es una solución

eficiente de (1.4).

Demostración. Sea x∗ la única solución óptima de Pk(ε
∗) para algún k donde

ε∗j = fj(x
∗), j = 1, . . . , p, j 6= k. Supongamos que x∗ /∈ XE, luego existe

x′ ∈ X tal que fj(x
′) ≤ fj(x

∗) para j = 1, . . . , p con al menos una desigualdad
estricta. Sin embargo, la unicidad de x∗ nos indica para todo x ∈ X tal que
fj(x) ≤ fj(x

∗) con j = 1, . . . , p, j 6= k se cumple que fk(x
∗) < fk(x) lo que

nos conduce a una contradicción. Por tanto, x∗ ∈ XE.

La unicidad de la solución es una condición muy restrictiva, sin embargo,
podemos asegurar una condición más débil sobre el óptimo del problema
Pk(ε

∗), esto es,

Teorema 1.17. Si x∗ es una solución óptima de Pk(ε
∗) para algún k, donde

ε∗j = fj(x
∗), j = 1, . . . , p, j 6= k, entonces x∗ es una solución débilmente

eficiente de (1.4).

Demostración. Sea x∗ una solución óptima de Pk(ε
∗) para algún k y suponga-

mos que x∗ no es una solución débilmente eficiente de (1.4). Entonces existe
x ∈ X tal que fj(x) < fj(x

∗) para todo j = 1, . . . , p. Como x es factible para
Pk(ε

∗) y en particular se tiene que fk(x) < fk(x
∗), esto contradice que x∗ sea

una solución óptima de Pk(ε
∗).

Otros resultados sobre este método pueden ser consultados en [15].
Aunque teóricamente todo punto de la frontera de Pareto de un problema

de optimización multiobjetivo puede ser obtenido mediante el método de ε-
restricciones, puede ser dif́ıcil especificar las cotas para cada función objetivo,
sin embargo, podemos utilizar las componentes del punto ideal como punto
de partida, esto es, definir εj = zIj +ej con j = 1, . . . , p, j 6= k y ej un número
real positivo que vamos cambiando.

En los problemas de optimización lineal entera multiobjetivo, cuya región
factible es no convexa, podemos obtener toda la frontera de Pareto con este
método, por ejemplo, si partimos de los valores que nos indican las compo-
nentes del punto ideal e incrementamos cada εj de uno en uno hasta el valor
que nos indique cada componente del punto nadir. Siguiendo con el ejem-
plo 1.2 tenemos que zI = (0, 1) y zN = (4, 4). Si seleccionamos la función
f1(x) = x1 como restricción, debemos resolver los problemas

P2(ε1)


mı́n f2(x) = x2

s. a. x ∈ X
f1(x) ≤ ε1

(1.6)

con 0 ≤ ε1 ≤ 4, de donde tenemos que:
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La solución óptima de P2(0) es (0, 4).

La solución óptima de P2(1) es (1, 3).

Las soluciones óptimas de P2(2) son (1, 3) y (2, 3).

La solución óptima de P2(3) es (3, 2).

La solución óptima de P2(4) es (4, 1).

Luego debemos seleccionar solo las soluciones eficientes y aśı obtenemos
que XE = {(0, 4), (1, 3), (3, 2), (4, 1)}.

1.4.3. Métodos interactivos

Los métodos interactivos son aquellos donde el tomador de decisiones de-
fine sus preferencias antes de iniciar el proceso de búsqueda de solución, pero
puede modificar dichas preferencias durante la ejecución del algoritmo cores-
pondiente, en la medida en que conoce las soluciones parciales del problema
y obtiene más información sobre él. Este proceso de búsqueda termina cuan-
do el tomador de decisiones considera buena la solución obtenida. En [47] se
encuentra una descripción detallada de algunos métodos que se destacan en
esta categoŕıa.

Como vimos hay diferentes métodos para abordar los problemas de opti-
mización multiobjetivo, sin embargo en este trabajo estamos interesados en
aquellos donde las preferencias del tomador de decisiones no son tenidas en
cuenta en su implementación, por tanto, el objetivo es determinar todo el
conjunto Z y XE (un representante para cada punto no dominado). Después
de esto, se debe escoger una solución del conjunto de soluciones eficientes
proporcionado, usando algún método para ello (véase [31] o [30]), pero esta
parte está fuera del alcance de este trabajo.
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CAṔITULO 2

Programación entera desde un punto de vista algebraico

La programación entera utiliza diferentes técnicas para resolver problemas
de optimización discreta. El uso efectivo de herramientas algebraicas comien-
za con el trabajo de Conti y Traverso [16], donde el algoritmo de Buchber-
ger permite resolver problemas de optimización lineal entera. Posteriormente
Sturmfels [54] y Thomas [57] enriquecen este punto de vista, conectando di-
cha teoŕıa con el concepto de test-set, introducido desde un punto de vista
teórico por Graver [27] en 1975. En este caṕıtulo describiremos el algoritmo
de mejora basado en test-sets.

2.1. Introducción

Consideramos problemas de programación lineal entera de la forma

mı́n c(x)

s.a. Ax = b, x ∈ Nn
(2.1)

donde A ∈ Zm×n con m ≤ n es una matriz de rango máximo, b ∈ Zm
y c ∈ Zn. A este problema lo notamos IPA,c(b). La familia de problemas
lineales enteros obtenida variando b mientras A y c permanecen fijos, será
IPA,c.

El conjunto de soluciones factibles de IPA,c(b) es X = Pb ∩ Nn, donde
Pb = {x ∈ Rn : Ax = b, x ≥ 0}, que asumimos acotado para cualquier vector
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b, es el conjunto de soluciones factibles del programa lineal LPA,c(b):

mı́n c(x)

s.a. Ax = b, x ≥ 0
(2.2)

Sea π : Nn → Zm el homomorfismo de semigrupos dado por π(x) = Ax,
luego el conjunto X de soluciones factibles de IPA,c(b) corresponde a π−1(b),
la pre-imagen de b bajo π que llamaremos la b-fibra de IPA,c.

Todo vector c ∈ Zn ordena los puntos x en Nn v́ıa el producto escalar
c · x, esto es, dados α y β en Nn,

α >c β si y solo si α = β o c · α > c · β

Sin embargo >c es un orden parcial, en particular α y β no son compa-
rables cuando α 6= β y c · α = c · β.

2.2. Test set

Rekha Thomas en [57] presenta un método para resolver un programa
lineal entero que recurre a la idea natural de buscar en la vecindad de un
punto factible, otra solución con un mejor valor de coste, de manera que si
se encuentra dicha mejora, se reemplaza la actual y se repite la búsqueda.

La vecindad proviene de un conjunto de vectores, del núcleo entero de
la matriz A, por lo que al sumarlos o restarlos, se verifican las restricciones
impuestas. Al mismo tiempo queremos asegurar que el óptimo se encuentra
mediante estos vectores, estas condiciones se resumen en el concepto de test-
set acuñado por Graver [27].

Definición 2.1. Un conjunto T ⊆ {x ∈ Zn : Ax = 0} es un test set para la
familia de programas enteros IPA,c si

1. para cada solución factible no óptima α de cada programa de IPA,c,
existe g ∈ T tal que α− g es una solución factible del mismo programa
con α >c α− g, y

2. para la solución óptima β del programa en IPA,c, β − g es no factible
para todo g ∈ T .

La existencia de un test set T para IPA,c implica un algoritmo sencillo
(algoritmo 2) para encontrar una solución óptima de cada programa entero
en IPA,c con b ∈ NA.

El algoritmo 2 efectivamente termina, pues al ejecutar el ciclo “Mien-
tras”(ĺıneas 3-5) vamos obteniendo una cadena decreciente de elementos de
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Algoritmo 2 Algoritmo para obtener una solución óptima de un programa
entero en IPA,c utilizando un test-set

1: Entrada: Un test-set T para el programa entero IPA,c(b) y una solución
factible α.

2: β := α
3: Mientras exista g ∈ T tal que g ≤ β hacer:
4: Seleccione un g ∈ T tal que g ≤ β
5: β := β − g
6: Fin Mientras
7: Salida: El vector β que es un óptimo de IPA,c(b).

Pb ∩ Nn y esta se detiene, ya que asumimos que IPA,c(b) tiene por lo menos
una solución óptima.

Cuando b ∈ π(Nn) el problema IPA,c(b) puede tener varias soluciones
óptimas, sin embargo solo estamos interesados en encontrar una. Para esto,
vamos a definir un orden total que notaremos �c a partir del orden inducido
por c, esto es, un orden producto de >c por un orden monomial � sobre Nn,
de la siguiente manera:

α �c β si

{
c · α > c · β o

c · α = c · β y α � β

Este refinamiento del orden >c nos ofrece una gran ventaja, hace que el
problema IPA,�c(b) tenga una única solución óptima, sin embargo el valor
óptimo de IPA,�c(b) y de IPA,c(b) es el mismo.

Recordemos que un orden monomial sobre Nn se define como:

Definición 2.2. Un orden monomial sobre Nn es un un orden total � que
además cumple:

1. � es compatible con la adición en Nn, esto es, si α � β entonces α+γ �
β + γ para todo α, β y γ en Nn.

2. α � 0 para todo α en Nn \ {0}.

Algunos ejemplos de órdenes monomiales definidos sobre el monoide (Nn,+)
son: sean α = (a1, . . . , an) y β = (b1, . . . , bn) en Nn,

Orden lexicográfico: α <lex β si y solo si a1 = b1, a2 = b2, . . . , ai−1 = bi−1

y ai < bi para algún i = 1, . . . , n, o si α = β.

Orden lexicográfico graduado: α <deglex β si y solo si
∑n

i=1 ai <
∑n

i=1 bi
o si

∑n
i=1 ai =

∑n
i=1 bi y α <lex β.
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Orden producto <u,σ [17, p. 72]: sea u = (u1, . . . , un) ∈ Nn y un orden
monomial <σ (por ejemplo, <lex, <deglex o <degrevlex), sobre Nn, enton-
ces decimos que α <u,σ β si y solo si u · α < u · β, o u · α = u · β y
α <σ β.

Cabe resaltar que aunque �c es un orden total, no siempre es un orden
monomial, pues como c ∈ Zn puede no satisfacer la condición c · α > c · 0
para todo α ∈ Nn − {0}; por ejemplo cuando el vector c tiene componentes
negativas, c = (−2, 1), tenemos que c · (0, 0) = 0 y c · (1, 0) = −2, luego
(0, 0) �c (1, 0).

Podemos asumir que c ≥ 0 usando el razonamiento de [20], el hecho de
que Pb sea acotado para todo b es equivalente a la inexistencia de direcciones
extremas, es decir, el sistema Ax = 0 con x ≥ 0 no tiene alguna solución con
alguna componente estrictamente positiva. Por el teorema de Tucker [38], una
variante del lema de Farkas, esto implica que existe una solución a yTA > 0,
es decir, existe un vector estrictamente positivo en el espacio generado por
las filas de A, esto es, yTA = dT con d > 0. Por tanto, yT b = yTAx = dTx
para todo x ∈ Pb.

Como dTx es el mismo para todo x ∈ Pb∩Nn, el programa entero IPA,c(b)
es equivalente a

mı́n (c+ λd)(x)

s.a. Ax = b, x ∈ Nn
(2.3)

con λ ∈ R. Luego haciendo λ lo suficientemente grande, podemos encontrar
el vector de coste con la condición c ≥ 0.

Para garantizar la existencia de un test-set T que solo dependa de la
matriz A y del vector de coste c, primero vamos a caracterizar el conjunto
S�c , de todos los puntos en Nn que son soluciones no óptimas con respecto
a �c de las diferentes fibras de IPA,�c , hecho que se deriva de la siguiente
versión equivalente del Lema de Dickson presentada en [17, pp.69-71].

Lema 2.3. [Lema de Dickson] Dado A ⊆ Nn existe un único conjunto finito
minimal {α1, . . . αs} ⊆ A tal que para todo α ∈ A existe algún i y γ ∈ Nn de
manera que α = αi + γ, es decir,

A ⊆
s⋃
i=1

(αi + Nn)

donde α + Nn = {α + γ : γ ∈ Nn}.
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Teorema 2.4. [57, Lema 2.1.4] Consideremos S�c el conjunto de puntos
factibles de IPA,�c que no son óptimos en su fibra. Existe un único conjunto
finito y minimal de vectores α1, α2, ..., αt en Nn tal que

S�c =
t⋃
i=1

(αi + Nn)

Demostración. Como S�c ⊆ Nn, por el lema de Dickson, existe un conjunto
finito y minimal de vectores α1, α2 . . . , αt en S�c tal que S�c ⊆

⋃t
i=1(αi+Nn).

Veamos la inclusión contraria: si α ∈ S�c entonces α es una solución no
óptima de la Aα-fibra de IPA,c y sea β el único óptimo de dicha fibra. Dado
γ ∈ Nn, tenemos que α+ γ ∈ S�c , es decir, α+ γ es una solución no óptima
en la A(α + γ)-fibra pues se cumple que

A(α + γ) = A(β + γ) ya que Aα = Aβ.

(α + γ), (β + γ) ∈ Nn pues α, β, γ ∈ Nn.

Como α �c β entonces α + γ �c β + γ

Por tanto S�c =
⋃t
i=1(αi + Nn).

La construcción anterior nos permite definir un conjunto de vectores a
partir de los elementos minimales no óptimos y los óptimos de su fibra.

Definición 2.5. Sea T�c = {gi = αi − βi : i = 1, . . . , t} donde α1, α2 . . . , αt
son los únicos elementos minimales de S�c y βi es el único óptimo del pro-
grama IPA,�c(Aαi).

Al pertenecer dichas parejas a la misma fibra, T�c ⊆ {x ∈ Zn : Ax = 0}
y los vectores αi y βi tienen soporte disjunto. Supongamos que αi y βi no
tienen soporte disjunto, luego podemos definir el vector entero w diferente
de cero y no negativo de manera que

wj = mı́n{αij , βij} para j = 1, . . . , n

De la definición de w tenemos que αi − w ≥ 0 y βi − w ≥ 0, luego son
soluciones factibles en la A(αi − w)-fibra y αi − w �c βi − w pues αi �c βi.
Entonces αi−w es una solución no óptima en su fibra y por tanto pertenece
a S�c . Pero αi − w < αi lo que contradice que αi sea un generador minimal
de S�c .

La definición de test-set permite que diferentes conjuntos admitan el uso
del Algoritmo 2, también denominado de aumentación, como sucede con las
bases de Graver. Sin embargo el conjunto que acabamos de describir nos
proporciona un test-set minimal.
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Teorema 2.6. T�c es el único test-set minimal para la familia IPA,�c , que
solo depende de la matriz A y del orden �c.

Demostración. Probaremos en primer lugar que el conjunto T�c es un test
set. Sea α una solución factible no óptima para su fibra con β el óptimo.
Por el teorema 2.4, existe αi ∈ S�c tal que α = αi + γ para algún γ ∈ Nn,
entonces α− gi = α− (αi − βi) = βi + γ ∈ Nn está en la misma fibra de α y
α �c (α− gi) pues αi �c βi.

Sea β solución óptima y supongamos que existe gi = αi − βi ∈ T�c tal
que β − gi es factible, aśı, Aβ = A(β − gi) y β − gi = β − αi + βi ∈ Nn.
Distingamos dos casos: si β − αi ∈ Nn entonces β = αi + γ con γ ∈ Nn, es
decir, β ∈ S�c , lo que contradice la minimalidad de β. Como segundo caso,
supongamos que β−αi /∈ Nn entonces existe k tal que la k-ésima componente
es negativa, esto es, βk − αik < 0, luego αik > 0. Como βk − αik + βik ≥ 0,
entonces βik > 0 pero esto contradice que αi y βi tienen soporte disjunto.
Por tanto, para todo g ∈ T , se cumple que β − g es no factible.

Por último, probemos la minimalidad. Debemos mostrar que ningún ele-
mento de T�c puede ser eliminado de este test-set. Para cualquier gi =
αi − βi ∈ T�c el conjunto T�c \ {gi} no es un test-set, pues la solución no
óptima αi no puede ser mejorada por algún elemento de T�c \ {gi}. La uni-
cidad de T�c está garantizada por la minimalidad del conjunto {α1, . . . , αt}
de S�c .

2.3. Ideales tóricos

Los ideales son estructuras algebraicas dentro de un anillo que nos per-
miten representar variedades algebraicas, aquéllas definidas por un conjunto
de polinomios. El teorema de la base de Hilbert [3] inspira el cálculo efectivo
en estas estructuras y posteriormente el algoritmo de Buchberger [10] forma-
liza el cálculo efectivo en ideales. En los años 90 se aplica dicho algoritmo
a la optimización, el trabajo seminal de Conti y Traverso [16] proporciona
un algoritmo de búsqueda del óptimo mediante el uso de un ideal y órdenes
de eliminación [18]. Otros puntos de vista son aportados posteriormente por
Sturmfels [54].

Notamos k[x1, . . . , xn] el anillo de polinomios en n variables sobre un
cuerpo k y los monomios en este anillo como xα = xα1

1 x
α2
2 · · · xαn

n donde
α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn. Como cada monomio xα queda determinado de
manera única por la n-upla del exponente α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn, podemos
establecer una correspondencia biyectiva entre entre el conjunto de monomios
de k[x1, . . . , xn] y Nn. Aśı, cualquier orden monomial ≥ en Nn define un
orden en el conjunto de los monomios, xα � xβ si y solo si α ≥ β. Dado
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un polinomio f , el término ĺıder respecto del orden monomial lo notamos
in�(f), lo que nos permite definir el ideal inicial.

Definición 2.7. Sea I un ideal de k[x1, . . . , xn] distinto de cero y � un orden
monomial sobre k[x1, . . . , xn], el ideal inicial de un ideal I es el ideal generado
por los términos iniciales de I, esto es,

in�(I) := 〈in�(f) : f ∈ I〉

Como consecuencia directa del lema de Dickson (lema 2.3) o por el teore-
ma de la base de Hilbert, el ideal monomial in�(I) tiene un conjunto finito
de generadores.

Definición 2.8. Sea � un orden monomial sobre k[x1, . . . , xn]. Un subcon-
junto finito de polinomios G� = {g1, g2, . . . gs} de un ideal I es una base de
Gröbner para I con respecto a � si

in�(I) = 〈in�(g1), in�(g2), . . . in�(gs)〉.

Con esta definición no podemos asegurar la unicidad de la base de Gröbner,
para ello introducimos dos conceptos, la base minimal y la base reducida. Ésta
última nos asegura la unicidad, para un ideal y orden monomial.

Definición 2.9. G� es una base de Gröbner minimal para I con respecto a
� si cada uno de sus elementos es un polinomio mónico y para todo g ∈ G�,
in�(g) /∈ in�(G� − {g}).

Definición 2.10. G� es una base de Gröbner reducida para I con respecto
a � si gi es reducido con respecto a G�−{gi} para todo i = 1, . . . , s, esto es,
ningún término de gi es divisible por algún in�(gj) con i 6= j.

De forma similar a como identificamos Nn con los monomios en k[x1, . . . , xn],
podemos identificar α = (α1, . . . , αm) ∈ Zm con el monomio tα = ta11 · · · tamm
en el anillo de polinomios de Laurent k[t±1] = k[t1, t

−1
1 , . . . tm, t

−1
m ].

Definición 2.11. Sea k un campo y A = {a1, . . . , an} ⊆ Zm \{0}. Al núcleo
del k-homomorfismo de álgebras

ϕ : k[x1, . . . , xn]→ k[t1, t
−1
1 , . . . , tm, t

−1
m ]

inducido por ϕ(xj) = taj = t
a1j
1 t

a2j
2 · · · t

amj
m donde aj = (a1j, a2j, . . . , amj), lo

llamamos el ideal tórico asociado a A y lo notamos IA.

27



Métodos algebraicos basados en test-sets para optimización lineal entera multiobjetivo

El conjunto A = {a1, . . . , an} se identifica con las columnas de la matriz
A ∈ Zm×n. Luego la imagen de la función π que notamos como NA es el
monoide generado por A. Además, notemos que para u = (u1, . . . , un) se
cumple que ϕ(xu) = tu1a1+···+unan = tAu = tπ(u).

De la definición de IA podemos establecer que un binomio xu − xv ∈ IA
con u, v ∈ Nn si y solo si π(u) = π(v). Un conjunto de generadores de IA son
precisamente este tipo de binomios.

Proposición 2.12. [54, lema 4.1, corolario 4.3] El ideal tórico IA es generado
como un k-espacio vectorial por el conjunto de binomios {xu − xv : π(u) =
π(v), u, v ∈ Nn}, por tanto, IA = 〈xu − xv : π(u) = π(v)〉.

Todo vector u ∈ Zn lo podemos escribir como una diferencia de dos
n−uplas de números naturales con soporte disjunto, u = u+− u−, donde u+

es el vector con u+
i = ui si ui > 0 y u+

i = 0 en otro caso. Luego si u ∈ Zn tal
que Au = 0, entonces xu

+ − xu− ∈ IA.
Iniciando con un conjunto finito de generadores a partir de la proposi-

ción anterior, y por tanto binomios, el algoritmo de Buchberger nos seguirá
proporcionando binomios durante todo el proceso.

Proposición 2.13. [54, corolario 4.4] Toda base de Gröbner reducida de
IA con respecto a un orden monomial � consiste de un conjunto finito de
binomios de la forma xu − xv ∈ IA.

El siguiente teorema establece una relación entre ideales tóricos y el pro-
blema de programación entera (2.1) que nos sirve de base para formular un
algoritmo que nos permita encontrar la solución óptima de cada programa
entero en IPA,�c cuando b ∈ NA:

Teorema 2.14. [58, corolario 3.3] Al dividir (reducir) un monomio xv ∈
k[x1, . . . xn] por una base de Gröbner reducida de IA con respecto a un orden
monomial�, si notamos Av = b′, todo resto parcial durante el algoritmo (y en
particular la forma normal de xv, nfG�(xv)) es un monomio cuyo exponente
está en PAv ∩ Nn. Además nfG�(xv) � xv.

Demostración. Recordemos que la forma normal de un polinomio nfG�(f)
es el único residuo de la división de f por una base de Gröbner G� y es
reducido con respecto a G�, esto es, nfG�(f) = 0 o ninguno de sus monomios
es divisible por algún monomio principal de un elemento de la base.

Sea g = xu
+ − xu

− ∈ G�, sin pérdida de generalidad asumimos que el
monomio principal de g es in�(g) = xu

+
tal que xu

+
divide a un monomio

xv ∈ k[x1, . . . xn], esto es, xv = xu
+
xγ para algún γ ∈ Nn. En el primer paso

de la división obtenemos como residuo parcial r = xv−(xv/xu
+

)(xu
+−xu−) =
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(xv/xu
+

)xu
−

= xv−u el cual es un monomio en k[x1, . . . xn], pues v ≥ u+ y
por tanto v − u ∈ Nn. Como Au = 0, se sigue que Av = A(v − u), es decir,
v − u ∈ PAv ∩ Nn. Además xv−u � xv.

El resultado anterior nos permite describir el algoritmo 3 enunciado a
continuación.

Algoritmo 3 Algoritmo para obtener la solución óptima de un programa
entero en IPA,�c [54, algoritmo 5.6].

1: Entrada: Una matriz A ∈ Zm×n y una función de coste c ∈ Zn.
2: Calcule la base de Gröbner reducida G�c de IA con respecto al orden �c.
3: Para algún vector b ∈ NA hacer:
4: Encuentre una solución factible v del programa IPA,�c(b).
5: Calcule la forma normal de xv con respecto a G�c , esto es xu

′
=

nf�c(x
v).

6: Fin
7: Salida: El vector u′ que es el óptimo de IPA,�c(b).

Prueba del algoritmo 3: El cálculo de la base de Gröbner reducida G�c de
IA con respecto al orden �c es equivalente al cambiar el orden por uno con
un vector con todas las componentes positivas, lo que garantiza la finitud de
dicha base. Comenzamos en la solución factible v del programa IPA,�c(b),
por el teorema 2.14, u′ es solución factible de IPA,�c(b). Supongamos que
existe w en Pb ∩ Nn tal que u′ �c w, entonces xu

′
es el monomio principal

de xu
′ − xw ∈ IA con respecto a �c. Luego existe un binomio en G�c cuyo

monomio principal divide a xu
′
, pero esto contradice que xu

′
es la forma

normal de xv con respecto a G�c . Entonces, u′ es el óptimo de IPA,�c(b).

2.4. Cálculo de T�c con bases de Gröbner

El algoritmo de Buchberger nos proporciona un método efectivo de reso-
lución de programas enteros lineales. El test-set minimal que hemos descrito
es puramente teórico, veamos que dicho test-set es la base de Gröbner del
ideal tórico IA.

Teorema 2.15. El conjunto de vectores T�c = {u+
i − u−i : i = 1, . . . , p} aso-

ciados a la base de Gröbner reducida G�c = {xu+i −xu−i : A(u+
i ) = A(u−i ), i =

1, . . . , p} de IA es el único test set minimal para IPA,�c .
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Demostración. Recordemos que la base de Gröbner reducida de IA es el
conjunto G�c = {xu+i − xu−i : A(u+

i ) = A(u−i ), i = 1, . . . , p} donde xu
+
i es el

monomio principal de cada binomio. Luego el ideal inicial de IA con respecto
a �c es el ideal monomial in�c(IA) = 〈xu+i : i = 1, . . . , p〉, cuyos monomios
están en biyección con los elementos del subconjunto

⋃p
i=1(u+

i + Nn) de Nn.

El conjunto de soluciones no óptimas de los programas de IPA,�c es el
conjunto

⋃p
i=1(u+

i +Nn) ya que para cada b ∈ N(A) una solución factible u de
IPA,�c(b) es óptima si y solo si xu /∈ in�c(IA). Pues del algoritmo 3 tenemos
que u es una solución no óptima de IPA,�c(b) si y solo si nf�c(x

u) 6= xu. Y
de la definición de base de Gröbner podemos concluir que nf�c(x

u) 6= xu si
y solo si xu ∈ in�c(IA). Aśı, S�c =

⋃p
i=1(u+

i + Nn).

Veamos ahora que el conjunto de exponentes ĺıderes {u+
1 , . . . , u

+
p } es mi-

nimal. Sea xu
+
i −xu−i ∈ G�c luego A(u+

i ) = A(u−i ), es decir, u+
i y u−i están en

la misma fibra. Si asumimos que para algún j 6= i se cumple que u+
i = u+

j +k

con k ∈ Nn, tendŕıamos que xu
+
j divide a xu

+
i , pero esto es una contradicción

pues G�c es una base de Gröbner reducida.

Tan solo nos queda ver que u−i es la solución óptima de su fibra. Supon-
gamos que no lo es, por tanto, si u−i ∈ S�c entonces existe u+

j ∈ S�c tal que

u−i = u+
j +v, esto implica que xu

+
j divide a xu

−
i pero esto es una contradicción

pues G�c es una base de Gröbner reducida.

Anteriormente vimos en el teorema 2.14 que la reducción de un monomio
xv por un binomio xu

+ − xu− corresponde a restarle al exponente v el vector
u = u+−u−. Además, como para todo vector gi = u+

i −u−i de T�c se cumple
que u+

i �c u−i , podemos considerar u como el vector orientado de u+
i a u−i

que notamos
−−−−−→
[u+
i , u

−
i ].

El teorema 2.15 implica que existe un camino dirigido (posiblemente más
de uno) desde toda solución no óptima de IPA,�c(b) al único óptimo, que

consta de los vectores
−−−−−→
[u+
i , u

−
i ] con gi ∈ T�c . De hecho, los elementos de

T�c construyen un grafo dirigido conexo en cada fibra de IPA,�c , donde los
vértices del grafo son todos los puntos factibles y las aristas son los elementos
de T�c . El grafo en IPA,�c(b) es conexo, pues toda solución no óptima de
IPA,�c(b) tiene un grado de salida de al menos uno y el grafo tiene un único
pozo o sumidero en el único óptimo de la fibra, pues su grado de salida es
cero.

En la practica, podemos usar paquetes de algebra computacional como
4ti2 [1] para calcular estos test-set, es decir, para calcular una base de Göbner
reducida para IA.
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Ejemplo 2.16. Dada la matriz A =

1 2 0 1 0
1 1 1 1 1
1 0 2 0 1

 y el vector de coste

c = (1, 2, 1, 3, 1), siguiendo el algoritmo 3, tenemos que la base de Gröbner
reducida del ideal IA corresponde a G�c = {x2x3−x2

1, x3x4−x1x5, x1x4−x2x5}
donde el monomio subrayado es el monomio principal. Para b = (33, 30, 18)
el punto (6, 9, 6, 9, 0) es un punto factible de IPA,�c(b) y la forma normal
del monomio x6

1x
9
2x

6
3x

9
4 con respecto a G�c es x9

1x
12
2 x

9
5, por tanto la solución

óptima de IPA,�c(b) es (9, 12, 0, 0, 9).
Si notamos g1 = x2x3− x2

1, g2 = x3x4− x1x5 y g3 = x1x4− x2x5, algunas
reducciones de x6

1x
9
2x

6
3x

9
4 son:

Al reducir x6
1x

9
2x

6
3x

9
4 por g3 (tres veces) obtenemos x3

1x
12
2 x

6
3x

6
4x

3
5, y al

reducir este por g2 (seis veces) obtenemos x9
1x

12
2 x

9
5.

Al reducir x6
1x

9
2x

6
3x

9
4 por g1 obtenemos x8

1x
8
2x

5
3x

9
4, luego al reducir este

por g2 (cinco veces) obtenemos x13
1 x

8
2x

4
4x

5
5 y finalmente al reducir este

último por g3 (cuatro veces) obtenemos x9
1x

12
2 x

9
5.

En términos de vectores, el test-set asociado corresponde a T�c = {g1 =
(−2, 1, 1, 0, 0), g2 = (−1, 0, 1, 1,−1), g3 = (1,−1, 0, 1,−1) y las dos reduccio-
nes anteriores interpretadas como restas, que equivale a seguir el algoritmo
2, son:

(6, 9, 6, 9, 0)− g3− g3− g3− g2− g2− g2− g2− g2− g2 = (9, 12, 0, 0, 9).

(6, 9, 6, 9, 0)−g1−g2−g2−g2−g2−g2−g3−g3−g3−g3 = (9, 12, 0, 0, 9).

Figura 2.1: Elementos de T�c

En la figura 2.1 mostramos las proyecciones sobre el plano x1, x2 de los
elementos de T�c . En la figura 2.2 presentamos los dos caminos dirigidos (en
azul y verde) relativos a las dos reduciones anteriores de (6, 9, 6, 9, 0), donde
los puntos negros son las proyecciones sobre las coordenadas x1, x2 de los
elementos de la (33, 30, 18)-fibra de IPA,�c y en la figura 2.3 presentamos el
grafo completo de la (33, 30, 18)-fibra de IPA,�c .
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Figura 2.2: Caminos de reducción del punto (6, 9, 6, 9, 0)

Figura 2.3: Grafo de la (33, 30, 18)-fibra de IPA,�c proyectado en el plano
x1, x2
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2.5. Un ejemplo motivador

En las secciones anteriores, vimos que un problema IPA,�c tiene asociado
un test-set, T�c ⊂ Zn, que solo depende de la matriz A y de la función
objetivo c, esto es, es válido para todo b. Además, se pudo establecer que
T�c es equivalente a la base de Gröbner reducida con respecto a �c del ideal
tórico IA.

Por otro lado, el método de las ε-restricciones nos asegura, que en ca-
so de dos objetivos, para resolver un problema IPA,c, es suficiente resolver
problemas de la forma P2(ε1), para valores adecuados de ε1, definidos como

mı́n c2x
s.a. Ax = b

c1x ≤ ε1, x ∈ Zn≥0

(2.4)

Es decir, debemos resolver varios problemas que pertenecen a una misma
familia de problemas enteros, donde la matriz de restricciones y el vector ob-
jetivo son los mismos. Este hecho nos lleva a establecer una conexión directa
con el uso de test-set para su solución. Veamos un ejemplo para ilustrar el
uso de los test-set en este caso.

Ejemplo 2.17. Consideremos el problema

mı́n c1x = x1, c2x = x2

s.a. x1 + 3x2 ≤ 23
4x1 + x2 ≤ 33
−x1 − 4x2 ≤ −12 x ∈ Z2

≥0

(2.5)

cuyo conjunto factible y conjunto objetivo coinciden y que se encuentra re-
presentado en la figura 2.4. Para obtener la frontera de Pareto con el método
de las ε-restricciones, resolvemos en particular P2(ε1) que reescribimos en su
forma estándar como:

mı́n c2x = x2

s.a. x1 + 3x2 + t1 = 23
4x1 + x2 + t2 = 33
−x1 − 4x2 + t3 = −12
c1x+ h = ε1, x ∈ Z6

≥0

(2.6)

y aśı obtener, con la ayuda de 4ti2, que el test-set de esta familia de problemas
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Figura 2.4: Conjunto objetivo del ejemplo 2.17.

asociado al coste c2 y a la matriz

(
A3×2 I3 0
c1 0 1

)
4×6

es

T�c2
= {g1 = (−3, 1, 0, 11, 1, 3),

g2 = (−2, 1,−1, 7, 2, 2),

g3 = (−1, 0, 1, 4,−1, 1),

g4 = (−1, 1,−2, 3, 3, 1),

g5 = (0, 1,−3,−1, 4, 0)}

En la sección 1.4.2 cuando describimos el método de las ε-restricciones,
señalamos que como valor de inicio para ε1 pod́ıamos utilizar la primera com-
ponente del vector ideal. Aśı que al resolver mı́n{c1(x) : Ax = b, x ∈ Nn}, con
4ti2 con respecto al orden �c1 obtenemos como punto óptimo (0, 7, 2, 26, 16),
es decir, el valor inicial para ε1 = 0.

Para resolver el problema P2(0) utilizando el test-set, debemos encontrar
una solución factible del problema, y una opción es utilizar el óptimo del
problema anterior cuyo valor en c1 es ε1, por tanto, la última variable de
holgura debe ser igual 0, esto es, el punto (0, 7, 2, 26, 16, 0) es factible pa-
ra P2(0) y de su reducción obtenemos como óptimo del problema al punto
(0, 3, 14, 30, 0, 0).

Ahora a partir de ε1 = 0 vamos realizando incrementos de uno en uno.
Luego debemos resolver el problema P2(1). Como debemos partir de una so-
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lución factible, para luego utilizar el test-set y encontrar el óptimo, podemos
utilizar el punto óptimo anterior e incrementar en uno la última variable de
holgura, esto es, (0, 3, 14, 30, 0, 1) es un punto factible para P2(1) y al realizar
la reducción obtenemos a (1, 3, 13, 26, 1, 0) como óptimo.

Nuevamente incrementamos el valor de ε1 en uno, lo que nos conduce al
problema P2(2) con (1, 3, 13, 26, 1, 1) como punto factible y cuya reducción
es el punto óptimo (2, 3, 12, 22, 2, 0).

De manera similar seguimos el proceso para los siguientes valores de ε1:

Para P2(3), con solución inicial (2, 3, 12, 22, 2, 1) obtenemos como ópti-
mo (3, 3, 11, 18, 3, 0).

Para P2(4), con solución inicial (3, 3, 11, 18, 3, 1) obtenemos como ópti-
mo (4, 2, 13, 15, 0, 0).

Para P2(5), con solución inicial (4, 2, 13, 15, 0, 1) obtenemos como ópti-
mo (5, 2, 12, 11, 1, 0).

Para P2(6), con solución inicial (5, 2, 12, 11, 1, 1) obtenemos como ópti-
mo (6, 2, 11, 7, 2, 0).

Para P2(7), con solución inicial (6, 2, 11, 7, 2, 1) obtenemos como óptimo
(7, 2, 10, 3, 3, 0).

Para P2(8), con solución inicial (7, 2, 10, 3, 3, 1) obtenemos como óptimo
(8, 1, 12, 0, 0, 0).

Ahora, si seguimos incrementando el valor de ε1 de uno en uno, no obte-
nemos un nuevo punto como óptimo, es decir, si consideramos el problema
P2(9) con solución inicial (8, 1, 12, 0, 0, 1), la reducción es el mismo punto o
si resolvemos el problema P2(10) con solución inicial (8, 1, 12, 0, 0, 2), la re-
ducción es el mismo punto. De hecho, podemos decir que el proceso termina
al resolver P2(8), pues al modificar la última componente de (8, 1, 12, 0, 0, 0),
es decir, al incrementar el valor de ε1 en 9 o más, ningún vector del test-set
lo va a reducir. La figura 2.5 ilustra este proceso, donde los puntos azules
corresponden a los óptimos obtenidos en cada problema.

Visto de otra manera, con esta estrategia no necesitamos calcular el vector
nadir para establecer el máximo valor de incremento de ε1, pues el test-set nos
indica cuándo detenernos. Entonces, como resultado hemos obtenido nueve
soluciones factibles del problema (2.5), de las cuales solo tres son soluciones
eficientes, es decir, XE = {(0, 3), (4, 2), (8, 1)}.

Una manera de intentar evitar obtener soluciones débilmente eficientes,
es modificar el orden �c2 y cambiarlo por un orden, que notamos �c2,c1 ,

35



Métodos algebraicos basados en test-sets para optimización lineal entera multiobjetivo

Figura 2.5: Ilustración de aplicación del método de las ε-restricciones al ejem-
plo 2.17 utilizando el test-set T�c2

con incrementos de ε1 de uno en uno.

que primero compara con respecto a c2; en caso de igualdad compara según
c1 y si persiste la igualdad compara con un orden monomial (4ti2 utiliza
concretamente el lexicográfico reverso graduado). De manera general, sean
α, β ∈ Nn

α �c2,c1 β si


c2 · α < c2 · β o

c2 · α = c2 · β y c1 · α < c1 · β o

c2 · α = c2 · β, c1 · α = c1 · β y α � β

(2.7)

Notemos que �c2,c1 es un orden total de tipo producto como vimos en la
sección 2.2.

Con esta modificación del orden, el test-set para la familia de problemas
P2(ε1) es:

T�c2,c1
= {g1 = (−3, 1, 0, 11, 1, 3),

g2 = (−2, 1,−1, 7, 2, 2),

− g3 = (1, 0,−1,−4, 1,−1),

g4 = (−1, 1,−2, 3, 3, 1),

g5 = (0, 1,−3,−1, 4, 0),

g6 = (−4, 1, 1, 15, 0, 4)}
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Caṕıtulo 2. Programación entera desde un punto de vista algebraico

Partiendo de (0, 7, 2, 26, 16, 0) y resolviendo P2(0) obtenemos como ópti-
mo a (0, 3, 14, 30, 0, 0), luego siguiendo con el incremento de uno en uno de
ε1, tenemos que (figura 2.6):

Figura 2.6: Ilustración de aplicación del método de las ε-restricciones al ejem-
plo 2.17 utilizando el test-set T�c2,c1

con incrementos de ε1 de uno en uno.

Para P2(1), con solución inicial (0, 3, 14, 30, 0, 1) obtenemos como ópti-
mo (0, 3, 14, 30, 0, 1).

Para P2(2), con solución inicial (0, 3, 14, 30, 0, 2) obtenemos como ópti-
mo (0, 3, 14, 30, 0, 2).

Para P2(3), con solución inicial (0, 3, 14, 30, 0, 3) obtenemos como ópti-
mo (0, 3, 14, 30, 0, 3).

Para P2(4), con solución inicial (0, 3, 14, 30, 0, 4) obtenemos como ópti-
mo (4, 2, 13, 15, 0, 0).

Para P2(5), con solución inicial (4, 2, 13, 15, 0, 1) obtenemos como ópti-
mo (4, 2, 13, 15, 0, 1).

Para P2(6), con solución inicial (4, 2, 13, 15, 0, 2) obtenemos como ópti-
mo (4, 2, 13, 15, 0, 2).
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Para P2(7), con solución inicial (4, 2, 13, 15, 0, 3) obtenemos como ópti-
mo (4, 2, 13, 15, 0, 3).

Para P2(8), con solución inicial (4, 2, 13, 15, 0, 4) obtenemos como ópti-
mo (8, 1, 12, 0, 0, 0).

En los problemas P2(1), P2(2) y P2(3) el óptimo corresponde a la solu-
ción inicial dada, pues no hay reducción hasta llegar a P2(4) donde el punto
(0, 3, 14, 30, 0, 4) es reducible por g6. Cuando llegamos a un punto que no es
reducible para ningún valor de la variable de holgura, como ocurre con el
punto (8, 1, 12, 0, 0, 0), termina el proceso.

Es decir, el test-set nos ha indicado qué cálculos son innecesarios, pues fi-
nalmente obtenemos las tres soluciones eficientes esperadas, XE = {(0, 3), (4, 2),
(8, 1)}. En este sentido, podemos incrementar ε1 de acuerdo con la infor-
mación que nos señala el test-set, como mostramos a continuación y cuya
ilustración se encuentra en la figura 2.7.

Figura 2.7: Ilustración de aplicación del método de las ε-restricciones al ejem-
plo 2.17 utilizando el test-set T�c2,c1

con incrementos de ε1 dados por dicho
test-set.

Partiendo de (0, 7, 2, 26, 16, 0) y resolviendo P2(0) obtenemos como
óptimo a (0, 3, 14, 30, 0, 0).
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Luego, según nos indica el test-set, hasta que no incrementemos la últi-
ma variable de holgura en 4 no hay reducción posible. Por tanto, debe-
mos resolver el problema P2(4), con solución inicial (0, 3, 14, 30, 0, 4) y
cuyo óptimo es (4, 2, 13, 15, 0, 0).

Siguiendo con la estrateǵıa para modificar el valor de ε1, el siguiente
incremento en el que se presenta una reducción es 4. Entonces, debemos
resolver el problema P2(8) donde la reducción de la solución inicial
(4, 2, 13, 15, 0, 4) es el punto óptimo (8, 1, 12, 0, 0, 0), con el que, como
hemos señalado antes, terminamos.

Hemos pasado de resolver 9 problemas de la familia P2(ε1) a 3. También
podemos evitar el problema P2(0) si modificamos el orden utilizado para
encontrar una solución de mı́n{c1(x) : Ax = b, x ∈ Nn}, es decir, si utilizamos
el orden �c1,c2 , pues de todos los puntos con igual coste c2 obtenemos el
que tiene menor coste c1, que en este caso es (0, 3, 14, 30, 0). Observemos
que finalmente hemos necesitado resolver tantos problemas como puntos no
dominados hay en la frontera de Pareto.

En la siguiente caṕıtulo veremos que los resultados que arroja este pro-
cedimiento se pueden aplicar de manera general para cualquier problema de
optimización lineal entera con dos objetivos para el que se pueda calcular el
test-set correspondiente.
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CAṔITULO 3

Test-sets para resolver problemas de optimización

lineal entera biobjetivo

En el ejemplo 2.17 señalamos que, de manera natural, el uso de los test-
sets permit́ıa dos mejoras importantes: 1) usando el orden producto obtu-
vimos solo soluciones eficientes y, 2) detectamos los problemas innecesarios.
En este caṕıtulo, veremos los resultados teóricos que proporcionan un algo-
ritmo que posee estas dos ventajas. Esto es especialmente interesante, debido
a que el método clásico de las ε-restricciones no proporciona una estrategia
eficiente para elegir los problemas a resolver. De hecho, varios trabajos en
optimización lineal entera multiobjetivo que utilizan este método como [11],
[40], [49], [45], [46], [35] y [60], lo han adaptado, aumentando la función de
coste, cambiando el valor de ε en cada problema, e integrando heuŕısticas.

3.1. Motivación: el problema BBV

En [40] se presenta un ejemplo de optimización lineal entera biobjetivo
llamado problema BBV. Para dicho problema con el método de las ε-res-
tricciones en su formulación original (que en el caso discreto consiste en
incrementos de 1, cf. [11]), el número de problemas a resolver es exponencial
en el número de variables de decisión n, mientras que el tamaño de la frontera
de Pareto es lineal.

El problema BBV consiste en maximizar la función pseudobooleana BBV :
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{0, 1}n → N2 definida como

BBV(x1, . . . , xn) =

(
BBV1(x) =

n∑
i=1

2n−ixi,BBV2(x) =
n∑
i=1

2i−1(1− xi)

)

que es una generalización de la función BV propuesta en [22], pues esta
última corresponde a la función BBV1. El siguiente resultado nos indica que
la frontera de Pareto del problema BBV de tamaño n, tiene exactamente
n+ 1 elementos y además describe cómo es cada uno de ellos.

Teorema 3.1. [40, Proposición 1]. Dado el problema BBV de tamaño n,

máx (
∑n

i=1 2n−ixi,
∑n

i=1 2i−1(1− xi))
s.a. x ∈ {0, 1}n (3.1)

una solución factible x∗ ∈ X es eficiente para el problema 3.1 si y solo si
tiene la forma (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

k

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−k

) con k = 0, 1, . . . , n.

Demostración. Sea x∗ = (x∗1, . . . , x
∗
n) una solución eficiente para el problema

3.1 y supongamos que no tiene la forma mencionada. Luego, existe un k tal
que x∗k = 0 y x∗k+1 = 1, esto es,

x∗ = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k−1

, 0, 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−k−1

)

con BBV1 = 2n−1 + . . . + 2n−(k−1) + 2n−(k+1) y BBV2 = 2k−1 + 2k+1 + . . . +
2n−1. Pero si intercambiamos esas dos coordenadas, la solución factible x′ =
(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

k

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−k

) tiene valores en BBV1 y BBV2 mayores que x∗. Por tanto

x∗ no puede ser una solución eficiente.
Ahora supongamos que x∗ es una solución factible que tiene la forma

(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−k

) y es dominada por otra solución factible x′, entonces el

valor de BBV1 o el valor de BBV2 deben ser más grandes que los respectivos
valores objetivo de x∗. Si BBV1(x′) > BBV1(x∗) entonces x′ debe tener las
primeras k componentes iguales a 1 y un número arbitrario de componentes
iguales a 1 en las n−k restantes; pero esto implica que BBV2(x′) < BBV2(x∗).
Si BBV2(x′) > BBV2(x∗) entonces x′ debe tener las últimas n − k compo-
nentes iguales a 0 y un número arbitrario de componentes iguales a 0 en las
k primeras; pero esto implica que BBV1(x′) < BBV1(x∗).

En ambos casos, x′ no domina a x∗, lo cual contradice lo que asumimos.
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La tabla 3.1, presentada en [40], compara el número de problemas que
resuelve su método y el de las ε-restricciones clásico para encontrar la frontera
de Pareto (F). Cabe resaltar que en [40] cada problema es en realidad un
problema de maximización lexicográfica, luego para dos objetivos implica
resolver dos problemas estándar, en el sentido del planteamiento original [15,
p. 285].

n | F |
Método ε-restricción

[40] clásico

2 3 4 5

4 5 6 17

10 11 12 1025

20 21 22 1048577

40 41 42

80 81 82

Tabla 3.1: Problema BBV: número de subproblemas utilizados por el método
de ε-restricciones original y uno adaptado [40].

Veremos que este problema es especialmente adecuado para aplicar el
algoritmo que proponemos en este caṕıtulo.

3.2. Caraterización de soluciones eficientes

En esta sección presentamos los resultados teóricos que fundamentan el al-
goritmo que, como mencionamos antes, utiliza el método de las ε-restricciones
resolviendo los problemas correspondientes con los test-sets. Podemos decir
que el algoritmo es exacto en dos sentidos: encuentra toda la frontera de
Pareto y lo hace resolviendo tantos problemas como elementos hay en dicha
frontera.

Asumimos el problema de optimización lineal entera biobjetivo en su
forma estándar, esto es,

mı́n c1x, c2x
s.a. Ax = b x ∈ Zn≥0

(3.2)

Para resolver el problema (3.2) hay que resolver problemas de la forma

mı́n c2x
s.a. Ax = b

c1x ≤ ε1, x ∈ Zn≥0

(3.3)
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que en forma estándar corresponde a

mı́n c2x
s.a. Ax = b

c1x+ h = ε1, x ∈ Zn≥0

(3.4)

y notamos P2(ε1). Llamamos T�c2,c1
⊂ Zn+1 al test-set asociado a la familia

de problemas P2(ε1) con respecto al orden total �c2,c1 que se definió en (2.7).
Un problema P2(ε1) puede tener varias soluciones con el mismo coste c2,

pero cuando hablemos del problema P2(ε1)�c2,c1
entenderemos que estamos

seleccionando la única solución con respecto al orden total �c2,c1 .
El siguiente teorema nos muestra que utilizando el orden total �c2,c1 solo

obtenemos puntos eficientes.

Teorema 3.2. (x∗, 0) es solución del problema P2(ε∗1)�c2,c1
con ε∗1 = c1(x∗)

si y solo si x∗ es solución eficiente del problema biobjetivo (3.2) y de las
soluciones eficientes con costes (c1(x∗), c2(x∗)) es la menor según el orden
�c2,c1 .
Demostración. ⇐) Sea x∗ solución eficiente del problema biobjetivo (3.2)
tal que, de las soluciones eficientes con igual coste c1, c2, es la menor según
el orden �c2,c1 . Por el teorema 1.15 tenemos que x∗ es solución óptima de
P2(c1(x∗)). Si dicho problema tiene otras soluciones, estas deben tener igual
coste c2, y por tanto igual coste c1 que x∗, pues este punto es eficiente. Como
x∗ es la menor de ellas según �c2,c1 , concluimos que (x∗, 0) es solución del
problema P2(c1(x∗))�c2,c1

.
⇒) Ahora, sea (x∗, 0) solución de P2(c1(x∗))�c2,c1

, luego (x∗, 0) también es
solución de P2(c1(x∗)). Para mostrar que x∗ es una solución eficiente de (3.2),
por el teorema 1.15, es suficiente probar que (x∗, 0) es solución del problema
P1(c2(x∗))

mı́n c1x
s.a. Ax = b

c2x+ h = c2(x∗), x ∈ Zn≥0

(3.5)

Tenemos que (x∗, 0) es factible para (3.5). Por reducción al absurdo, su-
pongamos que (x∗, 0) no es una solución óptima de dicho problema. Enton-
ces sea (x′, t) con t ≥ 0, una solución de (3.5), por tanto c1(x′) < c1(x∗) y
c2(x′) + t = c2(x∗), es decir, c2(x′) ≤ c2(x∗). Estas desigualdades nos permi-
ten afirmar que existe s > 0 tal que (x′, s) es factible para P2(c1(x∗))�c2,c1

y que (x′, s) �c2,c1 (x∗, 0) lo que contradice que (x∗, 0) es la única solución
de P2(c1(x∗))�c2,c1

. Por tanto (x∗, 0) es solución del problema (3.5). Además,
las soluciones eficientes con iguales costes que x∗ también son factibles para
P2(ε∗1)�c2,c1

, pero como (x∗, 0) es la única solución de dicho problema, esto
implica que es la menor de ellas según el orden �c2,c1 .
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Una aplicación del teorema anterior nos permitirá calcular una solución
eficiente con el menor coste c1, que utilizaremos como punto de inicio en el
algoritmo.

Proposición 3.3. Sea x̃1 la solución del problema mı́n{c1(x) : Ax = b, x ∈
Nn} con respecto al orden �c1,c2 . Entonces x̃1 es una solución eficiente del
problema biobjetivo (3.2).

Demostración. Sea x̃1 la solución del problema mı́n{c1(x) : Ax = b, x ∈ Nn}
con respecto al orden �c1,c2 , esto es, el punto (x̃1, 0) es la única solución del
problema P1(c2(e1))�c1,c2

. Por el teorema 3.2 aplicado a P1(ε2)�c1,c2
conclui-

mos que x̃1 es una solución eficiente del problema biobjetivo (3.2).

Como el conjunto factible X 6= ∅ para el problema biobjetivo (3.2) lo
hemos considerado finito, la frontera de Pareto F es un conjunto finito. De-
finimos X̃ como el conjunto

X̃ = {x̃ ∈ X : (∃z = (z1, z2) ∈ F)((c1(x̃), c2(x̃)) = (z1, z2) y

(x̃, 0) es solución de P2(c1(x̃))�c2,c1
)}

(3.6)

Esto es, para cada punto de F , en el conjunto X̃ tenemos una solución
eficiente que es la menor según el orden �c2,c1 de todas las que producen
el mismo punto no dominado. Si X̃ = {x̃1, . . . , x̃r} está ordenado de forma
creciente por los costes en c1, en el teorema siguiente vamos a mostrar que
en el test-set T�c2,c1

existe un elemento que permite obtener una solución a
partir de la anterior.

Cada elemento g = (g1, . . . , gn, gn+1) ∈ T�c2,c1
lo notamos [g, a] con g =

(g1, . . . , gn) y a = gn+1.

Teorema 3.4. Sea X̃ = {x̃1, . . . , x̃r} definido como en (3.6) y T�c2,c1
⊂ Zn+1

el test-set asociado a la familia de problemas P2(ε1)�c2,c1
. Entonces para todo

i = 1, . . . , r− 1 existe [gi, ai] ∈ T�c2,c1
tal que gi ≤ xi y ai = c1(x̃i+1)− c1(x̃i).

Demostración. Dado x̃i ∈ X̃ tenemos que (x̃i, 0) es la única solución del
problema P2(c1(x̃i))�c2,c1

, luego no existe un elemento en el test-set que lo
reduzca, en particular, no existe [g, a] ∈ T�c2,c1

con a ≤ 0 tal que g ≤ x̃i.
Por otro lado, también tenemos que (x̃i+1, 0) es la única solución del

problema P2(c1(x̃i+1))�c2,c1
con (x̃i, ai) factible para dicho problema, don-

de ai = c1(x̃i+1) − c1(x̃i). Como el punto (x̃i, ai) no es el óptimo para
P2(c1(x̃i+1))�c2,c1

, existe un elemento del test-set g = [gi, a
′] que lo redu-

ce, es decir, g ≤ (x̃i, ai), con a′ > 0, pues de lo contrario [gi, a
′] reduciŕıa a

(x̃i, 0) y esto es una contradicción.
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Veamos que ai = a′. Para esto, supongamos lo contrario, que ai 6= a′.
Como tenemos que g ≤ (x̃i, ai), entonces debe cumplirse que 0 < a′ <
ai. Si consideramos el problema P2(c1(x̃i) + a′)�c2,c1

, tenemos que (x̃i, a
′) es

factible para este problema, pero no es solución óptima de él, pues [gi, a
′] lo

reduce. Por tanto, el punto (x̃i − gi, 0) es factible para P2(c1(x̃i) + a′)�c2,c1

con (x̃i − gi, 0) �c2,c1 (x̃i, a
′) lo que implica que c2(x̃i − gi) ≤ c2(x̃i).

Además, se cumple que c1(x̃i) < c1(x̃i − gi) < c1(x̃i+1) pues c1(x̃i − gi) =
c1(x̃i) + a′ y a′ > 0, y estamos suponiendo que a′ < ai. Esta desigualdad,
junto con la definición del conjunto X̃ nos permite afirmar que no hay un
punto en la frontera de Pareto cuyo valor de c1 sea igual al de x̃i − gi.
Por tanto, x̃i − gi es dominado por alguna solución eficiente x̃k de X̃ con
k ≤ i, pues c1(x̃i) < c1(x̃i − gi). Entonces tenemos que c1(x̃k) < c1(x̃i − gi) y
c2(x̃k) ≤ c2(x̃i − gi), luego se deduce la igualdad c2(x̃i − gi) = c2(x̃i). Debido
a que (x̃i − gi, 0) �c2,c1 (x̃i, a

′), concluimos que c1(x̃i − gi) ≤ c1(xi), lo que
nos conduce a una contradicción. Entonces, ai = a′.

3.3. Algoritmo para el caso biobjetivo

En esta sección presentamos finalmente el algoritmo para problemas de
optimización lineal entera biobjetivo, basado en el método de las ε-restriccio-
nes, y que gracias al uso de los test-sets solo obtenemos soluciones eficientes
sin resolver ningún problema innecesario. La siguiente proposición nos per-
mite identificar qué valor de ε determina un problema cuyo óptimo es una
nueva solución eficiente. Pero antes, para cada x ∈ Nn definimos el conjun-
to Gx = {[g, a] ∈ T�c2,c1

: g ≤ x}. Recordemos que si (x, 0) es el óptimo de
P2(ε1)�c2,c1

para algún ε1 con x ∈ Nn y Gx 6= ∅, entonces para todo [g, a] ∈ Gx

se tiene que a > 0 (si no, se podŕıa reducir y no seŕıa óptimo).

Proposición 3.5. Sea el punto (x∗, 0) solución del problema P2(c1(x∗))�c2,c1

y Gx∗ 6= ∅ con a0 el mı́nimo de los a tales que [g, a] ∈ Gx∗ . Entonces se
cumple que:

1. Para todo 0 < a′ < a0 la solución del problema P2(c1(x∗) + a′)�c2,c1
es

(x∗, a′).

2. Para a0 la solución del problema P2(c1(x∗) + a0)�c2,c1
es un punto de la

forma (x′, 0) (o sea una nueva solución eficiente).

Demostración. 1. El punto (x∗, a′) es factible para P2(c1(x∗) + a′)�c2,c1
y

supongamos que no es el óptimo de dicho problema, entonces existe
[g, a] ∈ T�c2,c1

tal que g ≤ x∗ y a ≤ a′ < a0, pero esto contradice la
minimalidad de a0.
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Figura 3.1: Ilustración de la proposición 3.5

2. El punto (x∗, a0) es factible para P2(c1(x∗) + a0)�c2,c1
pero no es la

solución óptima del problema, pues existe un elemento del test-set g =
[g, a0] que lo reduce, es decir, g ≤ (x∗, a0), por tanto, el punto (x∗−g, 0)
es factible para P2(c1(x∗) +a0)�c2,c1

con (x∗−g, 0) �c2,c1 (x∗, a0) lo que
implica que c2(x∗−g) ≤ c2(x∗). Como c1(x∗−g) = c1(x∗)+a0 y a0 > 0
entonces c1(x∗) < c1(x∗ − g). Esta última desigualdad, junto con la
definición del orden �c2,c1 , nos permiten concluir que c2(x∗ − g) <
c2(x∗).

Ahora, supongamos que la solución de P2(c1(x∗)+a0)�c2,c1
es un punto

de la forma (x′, t) con t > 0, entonces c1(x′)+t = c1(x∗)+a0 = c1(x∗−g)
y c2(x′) ≤ c2(x∗ − g) < c2(x∗).

Al comparar t > 0 y a0 > 0 tenemos dos opciones. Si 0 < t < a0, por
el apartado 1 de esta proposición, tenemos que la solución óptima del
problema P2(c1(x∗) + a0 − t)�c2,c1

es (x∗, a0 − t). Además, como (x′, 0)
es factible, se cumple que (x∗, a0 − t) �c2,c1 (x′, 0), lo que implica que
c2(x∗) ≤ c2(x′), pero esto nos conduce a una contradicción.

Si 0 < a0 < t entonces podemos afirmar que (x′, t− a0) es factible para
P2(c1(x∗))�c2,c1

pues c1(x′)+t−a0 = c1(x∗). Sin embargo como (x∗, 0) es
la solución de este problema, tenemos que (x∗, 0) �c2,c1 (x′, t−a0), luego
c2(x∗) ≤ c2(x′), pero esto nuevamente nos conduce a una contradicción.

Por tanto, concluimos que a0 = t = 0 y la solución de P2(c1(x∗) +

47



Métodos algebraicos basados en test-sets para optimización lineal entera multiobjetivo

a0)�c2,c1
es un punto de la forma (x′, 0).

Los teoremas 3.2 y 3.4 y las proposiciones 3.3 y 3.5 son el fundamento del
algoritmo 4 que damos en pseudo-código. El algoritmo calcula un conjunto
de soluciones eficientes X ′ con las caracteŕısticas que cumple el conjunto
definido en (3.6).

Primero se calcula la solución eficiente x̃1 usando la proposición 3.3. A
partir de este punto, dada una solución eficiente x̃i seleccionamos de Gx̃i el
[g, a] con a mı́nimo que, como hemos visto en la proposición 3.5, verifica que
la solución de P2(c1(x̃i) + a) es x̃i+1.

El algoritmo 4 calcula una solución eficiente por cada punto en la frontera
de Pareto, como nos lo asegura el teorema 3.4 y la proposición 3.5, y termina
cuando obtenemos un punto x̃r tal que Gx̃r = ∅. Esto ocurre necesariamente
porque el conjunto factible es finito y los valores de c1 están acotados.

Algoritmo 4 Algoritmo para obtener la frontera de Pareto exacta de un
problema de optimización lineal entera biobjetivo

1: Entrada: el vector de costes c = (c1, c2), la matriz de restricciones A y
el vector b del problema (3.2).

2: Calcular mı́n{c1(x) : Ax = b, x ∈ Nn} utilizando el test-set asociado con
respecto al orden �c1,c2 . Notamos x̃1 el óptimo y c1(x̃1) = c∗1.

3: X ′ := {x̃1}.
4: ε1 := c∗1.
5: e := x̃1.
6: Calcular T�c2,c1

el test-set para la familia de problemas P2(ε1)�c2,c1
.

7: Mientras Ge 6= ∅ hacer:
8: Seleccione [g, a] ∈ Ge con a > 0 y g ≤ e tal que a sea mı́nimo.
9: ε1 := ε1 + a.

10: Calcular el óptimo de P2(ε1)�c2,c1
con solución inicial (e, a), que no-

taremos (p, 0).
11: e := p.
12: X ′ := X ′ ∪ {e}.
13: Fin Mientras
14: Salida: El conjunto X ′ tal que c(X ′) = F que cumple las caracteŕısticas

del conjunto definido en (3.6).

A continuación, ilustramos con un ejemplo el algoritmo 4.

Ejemplo 3.6. Para encontrar la frontera de Pareto del ejemplo BBV en el
caso n = 4 primero resolvemos

mı́n −8x1 − 4x2 − 2x3 − x4

s.a. xi + ti = 1
(3.7)
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utilizando el test set con respecto al orden �c1,c2 donde c1 = (−8,−4,−2,−1,
0, 0, 0, 0) y c2 = (1, 2, 4, 8, 0, 0, 0, 0). Aśı, obtenemos el punto x̃1 = (1, 1, 1, 1, 0,
0, 0, 0) que es la primera solución eficiente que encontramos (los últimos cua-
tro ceros se deben a las variables de holgura), con costes (−15, 15).

A continuación consideramos el problema

mı́n x1 + 2x2 + 4x3 + 8x4

s.a. xi + ti = 1
−8x1 − 4x2 − 2x3 − x4 + c = ε1

(3.8)

El test-set con respecto al orden �c2,c1 donde c2 = (1, 2, 4, 8, 0, 0, 0, 0, 0)
y c1 = (−8,−4,−2,−1, 0, 0, 0, 0, 0), asociado a esta familia de problemas
corresponde a

T�c2,c1
= {(−1, 0, 0, 1, 1, 0, 0,−1,−7), (−1, 0, 1, 0, 1, 0,−1, 0,−6),

(−1, 1, 0, 0, 1,−1, 0, 0,−4), (0,−1, 0, 1, 0, 1, 0,−1,−3),
(0,−1, 1, 0, 0, 1,−1, 0,−2), (0, 0,−1, 1, 0, 0, 1,−1,−1),
(0, 0, 0, 1, 0, 0, 0,−1, 1), (0, 0, 1, 0, 0, 0,−1, 0, 2),
(0, 1, 0, 0, 0,−1, 0, 0, 4), (1, 0, 0, 0,−1, 0, 0, 0, 8)}

−15−14 −12 −8 0 c1

c2

Figura 3.2: Ilustración de la aplicación del algoritmo 4 al problema BBV con
n = 4.

La solución del problema (3.7) nos indica que el valor de ε1 debe iniciar en
−15, pero para formular el primer problema P2(ε1)�c2,c1

primero verificamos
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que Ge1 6= ∅ y luego seleccionamos el mı́nimo de los a tales que [g, a] ∈ Ge1 ,
que corresponde a 1. Por tanto, debemos encontrar la solución del proble-
ma P2(−14)�c2,c1

reduciendo el punto (1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1). De esta forma,
siguiendo el algoritmo 4, solo necesitamos considerar incrementos de 1, 2,
4 y 8 (figura 3.2) para obtener el conjunto de soluciones eficientes que nos
proporciona la frontera de Pareto.

(1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1) reduce a (1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0)

(1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 2) reduce a (1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 0)

(1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 4) reduce a (1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 0)

(1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 8) reduce a (0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0)

Terminamos el proceso con el punto (0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0) pues aunque in-
crementemos la última variable de holgura, no vamos a obtener una reducción
que nos genere una nueva solución eficiente.

Luego el problema BBV tiene 5 soluciones eficientes:

(1, 1, 1, 1), (1, 1, 1, 0), (1, 1, 0, 0), (1, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 0)

cuyos valores (c1, c2) respectivos son

(−15, 15), (−14, 7), (−12, 3), (−8, 1), (0, 0)

que corresponden a toda la frontera de Pareto.

3.4. Cálculo teórico de los test-sets para el

problema BBV

En algunos casos no tenemos la necesidad de calcular un test-set para
un problema (o una familia de problemas) pues es posible darlo de forma
teórica y entonces el cálculo de la frontera de Pareto siguiendo el algoritmo 4
es lineal. En el caso particular del problema BBV de tamaño n, el teorema que
se menciona en esta sección, expone de forma expĺıcita el test-set asociado a
la familia de problemas P2(ε1)�c2,c1

.
Formulamos el problema BBV como un problema de minimización

mı́n
∑n

i=1−2n−ixi,
∑n

i=1−2i−1(1− xi)
s.a. xi ≤ 1

(3.9)

Por simplicidad llamaremos c1 a la primera función y c2 a la segunda.
Notaremos ti a las variables de holgura para las restricciones anteriores, por
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tanto, la matriz de las restricciones con las variables de holgura corresponde
a (

In In
)

La siguiente proposición caracteriza el test set asociado al problema
mı́nx∈X c1x con respecto al orden �c1,c2 .

Proposición 3.7. Consideremos el problema

mı́n
∑n

i=1−2n−ixi
s.a. xi + ti = 1

(3.10)

con respecto al orden �c1,c2 , el orden inducido por los vectores de costes
c1 = (−2n−1,−2n−2, . . . ,−1, 0, . . . , 0), c2 = (1, 2, 22, . . . , 2n−1, 0, . . . , 0) y des-
pués un orden lexicográfico, donde ti son las variables de holgura para las n
restricciones. El test-set asociado viene dado por

T�c1,c2
= {ti − xi}

con i = 1, . . . , n y
xi = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n

, 0, . . . , 0, 0︸ ︷︷ ︸
n

) con 1 en la posición i.

ti = (0, . . . , 0, 0︸ ︷︷ ︸
n

, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

) con 1 en la posición n+ i.

Demostración. Notemos que cada uno de los elementos de T�c1,c2
, pertenece

al núcleo de la matriz de restricciones A =
(
In In

)
y que xi �c1,c2 ti.

Para demostrar que T�c1,c2
es un test-set asociado a la base de Gröbner

reducida del ideal tórico definidio por la matriz A, es suficiente probar que
dado z = z+ − z− ∈ Z2n tal que z ∈ Ker(A) donde z+ representa el término
ĺıder, esto es, z− �c1,c2 z+, existe un elemento del test-set ti − xi tal que
ti ≤ z+.

Para un vector u ∈ Z2n notamos sus primeras n componentes como uxi
con 1 ≤ i ≤ n y las últimas n componentes como uti con 1 ≤ i ≤ n. Si
u ∈ Ker(A) entonces uxi = −uti .

Sea z = z+ − z− con z ∈ Ker(A). Si las últimas n componentes de z son
todas iguales a 0, esto es, zti = 0 para todo 1 ≤ i ≤ n, entonces z ∈ Ker(Ax)
donde Ax =

(
In 0

)
, por tanto z = 0.

Luego, supongamos que alguna de las últimas n componentes de z es
positiva. Sea p el primer ı́ndice tal que ztp > 0, entonces z+

tp > 0 y tp ≤ z+.
Ahora supongamos que todas las últimas n componentes no nulas de z

son negativas y sea p el primer ı́ndice tal que ztp < 0. Entonces z+ tiene las
últimas n componentes iguales a 0, esto es, z+

ti = 0 para todo 1 ≤ i ≤ n y
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z− tiene las n primeras componentes iguales a 0, es decir, z−xi = 0 para todo
1 ≤ i ≤ n; por tanto, c1(z+) < 0 y c1(z−) = 0 pero esto contradice que z+ es
el término ĺıder.

Teorema 3.8. Consideremos la familia de problemas

mı́n
∑n

i=1−2i−1(1− xi)
s.a. xi + ti = 1∑n

i=1−2n−ixi + c = ε1

(3.11)

con respecto al orden �c2,c1 , el orden inducido por los vectores de costes
c2 = (1, 2, 22, . . . , 2n−1, 0, . . . , 0), c1 = (−2n−1,−2n−2, . . . ,−1, 0, . . . , 0) y des-
pués un orden lexicográfico, donde ti son las variables de holgura para las
n restricciones y c es la variable de holgura para la última restricción. El
test-set asociado viene dado por

T�c2,c1
= {xitj − xjtic2n−j−2n−i

, xic
2n−i − ti}

con 1 ≤ i, j ≤ n y j < i, donde
xi = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n

, 0, . . . , 0, 0︸ ︷︷ ︸
n

, 0) con 1 en la posición i.

ti = (0, . . . , 0, 0︸ ︷︷ ︸
n

, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

, 0) con 1 en la posición n+ i.

xitj = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0, 0︸ ︷︷ ︸
n

, 0) con 1 en la posición i

y 1 en la posicion n+ j.

xjtic
2n−j−2n−i

= (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0, 0︸ ︷︷ ︸
n

, 2n−j−2n−i) con

1 en la posición j y 1 en la posicion n+ i.

xic
2n−i

= (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

, 0, . . . , 0, 0︸ ︷︷ ︸
n

, 2n−i) con 1 en la posición i.

Demostración. Cada uno de los elementos del test-set T�c2,c1
, cuyo ĺıder está

subrayado, pertenece al núcleo de la matriz de restricciones:

A =

(
In In 0
c1 0 1

)
Para un vector u ∈ Z2n+1 notamos sus primeras n componentes como

uxi con 1 ≤ i ≤ n, las n siguientes como uti con 1 ≤ i ≤ n y la última
componente como uc. Si u ∈ Ker(A) entonces uxi = −uti y uc = 2n−1ux1 +
2n−2ux2 + · · ·+ uxn .
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Sea z = z+−z− ∈ Z2n+1 tal que z ∈ Ker(A) y z+ es el término ĺıder según
el orden �c2,c1 , esto es, z− �c2,c1 z+. A continuación veremos que existe un
elemento del test-set que lo reduce, esto es, que el término ĺıder del elemento
del test-set es menor o igual que z+.

Si suponemos que z+
xi

= 0, para todo 1 ≤ i ≤ n, esto es, el vector z+ tiene
las n primeras componentes iguales a 0, entonces c2(z+) = 0 pero como se
cumple que c2(z+) ≥ c2(z−), entonces z−xi = 0 para todo 1 ≤ i ≤ n. Esto
implica que zxi = 0 y como zxi = −zti y zc es una combinación lineal de los
zxi , concluimos que z = 0.

Luego, supongamos que alguna de las n primeras componentes de z+ es
positiva. Sea i el primer ı́ndice tal que z+

xi
> 0, entonces z−ti = z+

xi
> 0, pues

como z = z+−z− ∈ Ker(A) y z+, z− tienen soporte disyunto, se cumple que
z+
xi

= z−ti y −2n−1z+
x1
− 2n−2z+

x2
− · · · − z+

xn + z+
c = −2n−1z−x1 − 2n−2z−x2 − · · · −

z−xn + z−c . Como esta última igualdad debe cumplirse, tenemos dos opciones:
existe otro ı́ndice j tal que z−xj > 0 o zc > 0.

1. Supongamos que existe otro ı́ndice j tal que z−xj > 0. Si j < i, entonces

z+
tj = z−xj > 0 y por tanto xitj ≤ z+.

Si i < j, supongamos que las componentes j1, . . . , jp en las variables
x, que tiene z− cumplen que i < jk para todo 1 ≤ k ≤ p, pues si
existe z+

xi′
> 0 tal que j < i′ entonces como z+

tj > 0, tenemos que
xi′tj ≤ z+. Por tanto, sean i1, . . . , ir tales que z+

xin
> 0 y j1, . . . , jp

tales que z−xjk
> 0 con i1 < i2 < · · · < ir < j1 < j2 < · · · < jp.

Como z = z+ − z− ∈ Ker(A), la última fila de A nos indica que debe
cumplirse que:

−2n−i1z+
xi1
− 2n−i2z+

xi2
− · · · − 2n−irz+

xir
+ 2n−j1z−xj1

+ 2n−j2z−xj2 + · · ·+ 2n−jpz−xjp + (z+
c − z−c ) = 0

con z+
c −z−c = zc = 2n−i1z+

xi1
+· · ·+2n−irz+

xir
−2n−j1z−xj1−· · ·−2n−jpz−xjp .

Si demostramos que zc ≥ 2n−i1 tendremos que xic
2n−i1 ≤ z+, pero esto

es equivalente a demostrar que

2jp−i1z+
xi1

+ · · ·+ 2jp−irz+
xir
− 2jp−j1z−xj1 − · · · − z

−
xjp
≥ 2jp−i1 (3.12)

Como c2(z+) ≥ c2(z−) tenemos que

2i1−1z+
xi1

+2i2−1z+
xi2

+· · ·+2ir−1z+
xir
≥ 2j1−1z−xj1 +2j2−1z−xj2 +· · ·+2jp−1z−xjp

o equivalentemente

z+
xi1

+2i2−i1z+
xi2

+· · ·+2ir−i1z+
xir
−2j1−i1z−xj1−2j2−i1z−xj2−· · ·−2jp−i1z−xjp ≥ 0
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Ahora, si a la expresión del lado izquierdo de la desigualdad (3.12) le
restamos la cantidad positiva anterior, obtenemos que

2jp−i1z+
xi1

+ · · ·+ 2jp−irz+
xir
− 2jp−j1z−xj1 − 2jp−j2z−xj2 − · · · − z

−
xjp
≥

(2jp−i1 − 1)z+
xi1

+ (2jp−i2 − 2i2−i1)z+
xi2

+ · · ·+ (2jp−ir − 2ir−i1)z+
xir

+ (2j1−i1 − 2jp−j1)z−xj1 + (2j2−i1 − 2jp−j2)z−xj2 + · · ·+ (2jp−i1 − 1)z−xjp

Por otro lado, tenemos dos sucesiones:

0 < i2 − i1 < · · · < ir − i1 < j1 − i1 < · · · < jp−1 − i1 < jp − i1

jp − i1 > · · · > jp − ir > jp − j1 > jp − j2 > · · · > jp − jp−1 > 0

Luego, existe un ı́ndice k0 tal que:

Para todo in < k0 se cumple que in − i1 < jp − in y para todo
in ≥ k0 se tiene que in − i1 ≥ jp − in con 1 ≤ n ≤ r.

Para todo jk < k0 se cumple que jk − i1 < jp − jk y para todo
jk ≥ k0 se tiene que jk − i1 ≥ jp − jk con 1 ≤ k ≤ p.

Vamos a distinguir tres casos dependiendo de dónde se encuentre este
ı́ndice k0.

Si i1 < · · · < ir ≤ k0 < j1 < · · · < jp entonces

(2jp−i1 − 1)︸ ︷︷ ︸
≥0

z+
xi1

+ (2jp−i2 − 2i2−i1)︸ ︷︷ ︸
≥0

z+
xi2

+ · · ·+ (2jp−ir − 2ir−i1)︸ ︷︷ ︸
≥0

z+
xir

+ (2j1−i1 − 2jp−j1)︸ ︷︷ ︸
≥0

z−xj1 + (2j2−i1 − 2jp−j2)︸ ︷︷ ︸
≥0

z−xj2 + · · ·+ (2jp−i1 − 1)︸ ︷︷ ︸
≥0

z−xjp

Aśı esta suma de términos positivos, que llamamos S, es mayor o
igual que la suma de su primer y último término, además como
z+
xi1

+ z−xjp ≥ 2, jp − i1 ≥ 1 y para todo m ≥ 2 se cumple que

2(m− 1) ≥ m, tenemos que

S ≥ (2jp−i1 − 1)z+
xi1

+ (2jp−i1 − 1)z−xjp

= (2jp−i1 − 1)(z+
xi1

+ z−xjp )

≥ 2(2jp−i1 − 1) ≥ 2jp−i1

Por tanto se cumple (3.12).
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Si i1 < · · · < ik′ ≤ k0 < ik′+1 < ir < j1 < · · · < jp, entonces

S = (2jp−i1 − 1)︸ ︷︷ ︸
≥0

z+
xi1

+ · · ·+ (2jp−ik′ − 2ik′−i1)︸ ︷︷ ︸
≥0

z+
xik′

+ (2jp−ik′+1 − 2ik′+1−i1)︸ ︷︷ ︸
≤0

z+
xik′+1

+ · · ·+ (2jp−ir − 2ir−i1)︸ ︷︷ ︸
≤0

z+
xir

+ (2j1−i1 − 2jp−j1)︸ ︷︷ ︸
≥0

z−xj1 + (2j2−i1 − 2jp−j2)︸ ︷︷ ︸
≥0

z−xj2 + · · ·+ (2jp−i1 − 1)︸ ︷︷ ︸
≥0

z−xjp

Sea t∗ el menor elemento del conjunto {z+
xi1
, . . . , z+

xir
, z−xj1 , . . . , z

−
xjp
},

entonces tenemos que

S ≥ (2jp−i1 − 1)︸ ︷︷ ︸
≥0

t∗ + · · ·+ (2jp−ik′ − 2ik′−i1)︸ ︷︷ ︸
≥0

t∗

+
r∑

k=k′+1

(2jp−ik − 2ik−i1)︸ ︷︷ ︸
≤0

t∗ + (2j1−i1 − 2jp−j1)︸ ︷︷ ︸
≥0

t∗

+ (2j2−i1 − 2jp−j2)︸ ︷︷ ︸
≥0

t∗ + · · ·+ (2jp−i1 − 1)︸ ︷︷ ︸
≥0

t∗

Ahora, usando que
∑t

i=1 2t < 2t+1, que para todo 2 ≤ k ≤ r,
ik − i1 < j1 − i1 y que jp − ir > jp − j1, obtenemos:

S ≥ (2jp−i1 − 1)︸ ︷︷ ︸
≥0

t∗ + · · ·+ (2jp−ik′ − 2ik′−i1)︸ ︷︷ ︸
≥0

t∗

+
r−1∑

k=k′+1

2jp−ik︸ ︷︷ ︸
≥0

t∗ + (2jp−ir − 2jp−j1)︸ ︷︷ ︸
≥0

t∗ + (2j1−i1 − 2j1−i1)t∗

+ (2j2−i1 − 2jp−j2)︸ ︷︷ ︸
≥0

t∗ + · · ·+ (2jp−i1 − 1)︸ ︷︷ ︸
≥0

t∗

≥ 2t∗(2jp−i1 − 1) ≥ 2(2jp−i1 − 1) ≥ 2jp−i1

55



Métodos algebraicos basados en test-sets para optimización lineal entera multiobjetivo

Si i1 < · · · < ir < j1 < · · · < jk′ ≤ k0 < jk′+1 < · · · < jp, entonces

S = (2jp−i1 − 1)︸ ︷︷ ︸
≥0

z+
xi1

+ · · ·+ (2jp−ir − 2ir−i1)︸ ︷︷ ︸
≥0

z+
xir

+ (2j1−i1 − 2jp−j1)︸ ︷︷ ︸
≤0

z−xj1 + · · ·+ (2jk′−i1 − 2jp−jk′ )︸ ︷︷ ︸
≤0

z−xjk′

+ (2jk′+1−i1 − 2jp−jk′+1)︸ ︷︷ ︸
≥0

z−xjk′+1
+ · · ·+ (2jp−i1 − 1)︸ ︷︷ ︸

≥0

z−xjp

Sea t∗ el menor elemento del conjunto {z+
xi1
, . . . , z+

xir
, z−xj1 , . . . , z

−
xjp
},

entonces tenemos que

S ≥ (2jp−i1 − 1)︸ ︷︷ ︸
≥0

t∗ + · · ·+ (2jp−ir−1 − 2ir−1−i1)︸ ︷︷ ︸
≥0

t∗

+ (2jp−ir − 2ir−i1)︸ ︷︷ ︸
≥0

t∗ +
k′∑
k=1

(2jk−i1 − 2jp−jk)︸ ︷︷ ︸
≤0

t∗

+ (2jk′+1−i1 − 2jp−jk′+1)︸ ︷︷ ︸
≥0

t∗ + · · ·+ (2jp−i1 − 1)︸ ︷︷ ︸
≥0

t∗

Si tenemos en cuenta que
∑t

i=1 2t < 2t+1, que para todo 1 ≤ k ≤
p− 1, jp − jk < jp − ir y que j1 − i1 > ir − i1, obtenemos:

S ≥ (2jp−i1 − 1)︸ ︷︷ ︸
≥0

t∗ + · · ·+ (2jp−ir−1 − 2ir−1−i1)︸ ︷︷ ︸
≥0

t∗

+ (2j1−i1 − 2ir−i1)︸ ︷︷ ︸
≥0

t∗ +
k′∑
k=2

2jk−i1︸ ︷︷ ︸
≥0

t∗ + (2jp−ir − 2jp−ir)t∗

+ (2jk′+1−i1 − 2jp−jk′+1)︸ ︷︷ ︸
≥0

t∗ + · · ·+ (2jp−i1 − 1)︸ ︷︷ ︸
≥0

t∗

≥ 2t∗(2jp−i1 − 1) ≥ 2(2jp−i1 − 1) ≥ 2jp−i1

2. Ahora veamos el caso donde no existe otro ı́ndice j tal que z−xj > 0.

Como tenemos que i es el primer ı́ndice tal que z+
xi
> 0, entonces

dados otros ı́ndices i = i1 < i2 < · · · < ir tales que z+
xik

> 0 con

1 ≤ k ≤ r, usando la última fila de la matriz A tendŕıamos que zc =
2n−i1z+

xi1
+ · · ·+ 2n−irz+

xir
≥ 2n−iz+

xi
, por tanto, xic

2n−i ≤ z+.
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3.5. Resultados computacionales

Podemos encontrar en la literatura diferentes métodos exactos para re-
solver el caso biobjetivo lineal entero. En esta sección nos centraremos en el
muy citado trabajo de Mavrotas y Florios [46] en el que se presenta el algo-
ritmo AUGMECON2, que es una mejora de AUGMECON [45]. Este es un
método general de resolución de programas multiobjetivos lineales enteros,
basado en el método de la ε-restricciones mediante una elección adecuada de
parámetros. El código en GAMS de AUGMECON2 está disponible, lo que
nos ha permitido la comparación con nuestro método en el mismo equipo.
Otro trabajo que hemos utilizado es el de Rong y Figueira [52], en él se
presenta un método de programación dinámica, tratando especialmente el
problema de la mochila con variables no acotadas.

El algoritmo 4 está implementado en C++ y utiliza 4ti2 para calcular
los test-set solicitados. Los experimentos se llevaron a cabo en un 3.7 GHz
Quad-Core Intel Xeon con 12 GB de RAM bajo un sistema operativo OSX
versión 10.9.5. El algoritmo AUGMECON2 escrito en GAMS, se ha ejecutado
en GAMS 28.4.5 que usa Cplex 12.7.1.0.

El tipo de problema que hemos elegido para realizar los experimentos es
el problema de la mochila multiobjetivo centrándonos en el caso no acotado
(multiobjective unbounded knapsack problem). Tal y como se dice en [52]
el caso con variables binarias es más simple y fácil de tratar a priori. En
este caso, b es la capacidad ĺımite de peso de la mochila y hay n productos
disponibles, donde cada producto j (j = 1, . . . , n) tiene un peso aj y costes,
ckj, uno por cada objetivo k (k = 1, 2, . . . , p). Cada producto j tiene un
número de copias disponible, acotado por b. Además, asumimos que ckj, aj
y b son enteros positivos. El problema consiste en determinar el número de
copias para cada producto tal que su peso total no exceda la capacidad de
la mochila y sus costes totales sean maximizados. Cuando p = 2 el problema
tiene la siguiente formulación:

máx
∑n

j=1 ckjxj k = 1, 2

s.a.
∑n

j=1 ajxj ≤ b, xj ≥ 0
(3.13)

Consideramos cuatro grupos de problemas, presentados en [6], generados
aleatoriamente teniendo en cuenta la correlación existente entre los diferentes
pesos y costes de los productos del problema.

(A) Instancias completamente no correlacionadas : los objetivos y los coefi-
cientes de peso no están relacionados entre śı. Los costes c1j, c2j y aj
se seleccionan aleatoriamente del intervalo [1, 1000] con j = 1, . . . , n.
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(B) Instancias no correlacionadas sin conflicto: dos objetivos están correla-
cionados positivamente pero los coeficientes de peso no están relaciona-
dos con estos. Los costes c1j ∈ [1+100, 1000], c2j ∈ [c1j−100, c1j +100]
y aj ∈ [1, 1000] con j = 1, . . . , n.

(C) Instancias no correlacionadas en conflicto: dos objetivos están corre-
lacionados negativamente pero los coeficientes de peso no están re-
lacionados con estos. Los costes c1j ∈ [1, 1000], c2j ∈ [máx(1, 900 −
c1j),mı́n(1000, 1100− c1j)] y aj ∈ [1, 1000] con j = 1, . . . , n.

(D) Instancias correlacionadas : dos objetivos están correlacionados negati-
vamente y los coeficientes de peso están correlacionados positivamente
con estos. Los costes c1j ∈ [1, 1000], c2j ∈ [máx(1, 900− c1j),mı́n(1000,
1100−c1j)] y aj ∈ [máx(1, c1j+c2j−200), c1j+c2j+200] con j = 1, . . . , n.

En todos los caso b = b1
2

∑n
j=1 ajc.

3.5.1. Test-sets vs. AUGMECON2

En la tabla 3.2 se resumen los resultados obtenidos para 10 ejemplos de
problemas tipo A, B, C y D generados aleatoriamente.

En las tablas de esta sección aparecen:

El tamaño de la frontera de Pareto (|F|).

El tamaño del último test-set calculado (|T |).

El tiempo CPU que tarda el algoritmo 4 en obtener la frontera de
Pareto, discriminado como el tiempo que emplea 4ti2 en calcular todos
los test-sets requeridos (4ti2) y el tiempo restante (tr).

Finalmente el tiempo que tarda AUGMECON2.

El tiempo de cálculo del algoritmo 4 está relacionado con el tamaño de la
frontera de Pareto y el tamaño del test-set, pues al incrementar el tamaño de
la base y la complejidad del problema, se requiere mayor tiempo computacio-
nal. Además al llevar a cabo las reducciones debemos realizar una búsqueda
en el test-set para seleccionar elementos. Al llegar a los problemas tipo D la
combinatoria de los problemas producen test-sets de mucho mayor tamaño
que convierten a nuestro método en menos competitivo.

El método AUGMECON2 resuelve, prácticamente, el número exacto de
subproblemas necesarios. En su código se indica que con el objetivo de calcu-
lar la frontera de Pareto se requiere de un mallado completo, en casos biob-
jetivo es el rango de variación del segundo coste. En los ejemplos tratados,
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dicho rango crećıa enormemente, necesitando en muchos casos de más de 24
horas de ejecución. Hemos seleccionado valores menores que nos proporcionan
la frontera de Pareto con unos tiempos más razonables para AUGMECON2,
especialmente en las tablas 3.3 y 3.4, donde los rangos eran mayores.

Podemos observar que la reducción por el test-set es mucho más rápida
que la resolución de un subproblema por CPLEX en los problemas tipo A,
B y C que tarda del orden de 10 veces más que nosotros.

Problema de la mochila no acotada biobjetivo con n = 50

Tipo |T | |F |
Algoritmo 4

AUGMECON2
4ti2 tr

A
media 104,45 233,335 0,0865 sg 1,0345 sg 10,65 sg

máx. 145 2390 0,09 sg 6,84 sg 101,2 sg

B
media 103 46,9 0,072 sg 0,214 sg 4,61 sg

máx. 104 306 0,1 sg 0,89 sg 34,91 sg

C
media 127,2 559,7 0,102 sg 4,972 sg 131,3 sg

máx. 209 3684 0,12 sg 40,46 sg 1493 sg

D
media 1620 200,7 3,42 sg 1219,76 sg 80,1 sg

máx. 7981 1061 7,05 sg 13094,5 sg 140,09 sg

Tabla 3.2

Problemas de la tabla 3.2 con lado derecho igual a 10b

Tipo |T | |F |
Algoritmo 4

AUGMECON2
4ti2 tr

A
media 104,45 2319,34 0,0865 sg 11,772 sg 102,77 sg

máx. 145 23756 0,09 sg 77,839 sg 976,58 sg

B
media 103 466,18 0,072 sg 2,4353 sg 44,48 sg

máx. 104 3041 0,1 sg 10,128 sg 336,88 sg

C
media 127,2 5563,41 0,102 sg 56,581 sg 1267,045 sg

máx. 209 36618 0,12 sg 460,43 sg 14407,45 sg

Tabla 3.3
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Problemas de la tabla 3.2 con lado derecho igual a 100b

Tipo |T | |F |
Algoritmo 4

AUGMECON2
4ti2 tr

A
media 104,45 23184,16 0,0865 sg 147,77 sg 1064,14 sg

máx. 145 237470 0,09 sg 977,1 sg 10111,9 sg

B
media 103 4659,98 0,072 sg 30,56 sg 460,63 sg

máx. 104 30404 0,1 sg 127,13 sg 3488,2 sg

C
media 127,2 55611,79 0,102 sg 710,25 sg 13119,49 sg

máx. 209 366042 0,12 sg 5779,71 sg 149180,56 sg

Tabla 3.4

Aumentando el número de restricciones en los problemas considerados el
problema tiene asociado test-sets mayores y pueden complicar su resolución,
como se puede observar en la tabla 3.5.

Problema de la mochila multidimensional no acotada (tipo A)

n No. filas |T | |F |
Algoritmo 4

4ti2 tr

10

2
media 99 9,2 0,055 sg 0,053 sg

máx. 160 18 0,06 sg 0,12 sg

3
media 753 5,4 0,098 sg 0,3152 sg

máx. 1930 11 0,2 sg 1,16 sg

20

2
media 453,8 20,8 0,08 sg 0,9314 sg

máx. 793 48 0,1 sg 2,89 sg

3
media 2102,75 13 0,425 sg 4,5775 sg

máx. 4211 20 0,87 sg 8,11 sg

40

2
media 999 93,5 0,205 sg 20,11 sg

máx. 1408 130 0,27 sg 21,85 sg

3
media 9777 70 15,13 sg 1161,06 sg

máx. 18638 120 30,11 sg 2320,63 sg

Tabla 3.5
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Este tipo de problema se conocen como el problema de la mochila no aco-
tada multidimensional multiobjetivo, que es una generalización del problema
de la mochila no acotada multiobjetivo, al considerar varias mochilas cada
una con un peso ĺımite. Espećıficamente,

máx
∑n

j=1 ckjxj k = 1, 2

s.a.
∑n

j=1 aijxj ≤ bi i = 1, . . . ,m xj ≥ 0
(3.14)

donde n es el número de productos; ckj representa el coste del producto j
sobre el criterio k (k = 1, 2); m es el número de mochilas con aij el peso del
j-ésimo producto respecto de la mochila i (i = 1, . . . ,m); bi es la capacidad
ĺımite de peso de la mochila i y la variable de decisión xj indica el número
de copias del producto j colocadas en cada mochila. Además asumimos que
ckj, aij y bi son enteros positivos.

3.5.2. Problema de la mochila caso binario

El caso binario ha sido mucho más tratado en la literatura, posiblemente
por ser potencialmente más sencillo como se destacó anteriormente. En nues-
tro caso, para tratar estos problemas, añadimos tantas variables de holgura
como variables de decisión tenga el problema original y el mismo número de
restricciones de tipo xi + ti = 1. El cálculo general de bases de Gröbner es
especialmente sensible al número de variables [20]. Y ya hemos citado la sen-
sibilidad al número de restricciones. Hemos mejorado los tiempos de cómputo
al usar las bases de Gröbner truncadas [59], sin embargo, los tiempos pasan
a ser poco competitivos con pocas variables (tabla 3.6).

3.5.3. Ĺımites de mochila no acotada tipo A

En la tabla 3.7 mostramos los cálculos obtenidos para 100, 200, . . . , 500
variables, que proponemos como benchmarks ĺımites de nuestro método.

3.5.4. Mochila no acotada vs. Figueira

Terminamos el caso biobjetivo comparándonos con [52]. Salvo en el caso
D, obtenemos tiempos muy competitivos (tabla 3.8). Es llamativo que los ca-
sos tratados siguen el mismo formato, pero los tamaños medios de la frontera
de Pareto en [52] son mucho mayores.
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Problemas de la mochila 0-1 biobjetivo (tipo A)

n |T | |F |
Algoritmo 4

AUGMECON2
4ti2 tr

10
media 190,3 4,3 0,088 sg 0,036 sg 0,365 sg

máx 302 8 0,11 sg 0,08 sg 0,61 sg

15
media 691,1 6,4 0,366 sg 0,539 sg 0,519 sg

máx 1018 12 1,64 sg 1,81 sg 0,9 sg

20
media 3267,9 10,8 1,534 sg 10,645 sg 0,84 sg

máx 4945 18 2,78 sg 24,93 sg 1,38 sg

Tabla 3.6

Ĺımites problemas de la mochila no acotada (tipo A)

n |T | |F |
Algoritmo 4

4ti2 tr

100
media 205,2 1194,8 0,101 sg 14,29 sg

máx 210 4441 0,11 sg 67,68 sg

200
media 403,9 3884,9 0,384 sg 121,56 sg

máx 416 11936 0,32 sg 431,3 sg

300
media 603,1 16879,7 0,953 sg 1835,64 sg

máx 610 48563 2,3 sg 5862,96 sg

400
media 805,8 43909,5 1,7 sg 1735,31 sg

máx 835 48167 6,42 sg 9230,49 sg

500
media 1002,9 50100,2 3,29 sg 23826,61 sg

máx 1010 129923 10,76 sg 99173,3 sg

Tabla 3.7
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Problema de la mochila no acotada biobjetivo vs. Figueira

Tipo n |T | |F |
Algoritmo 4

Figueira
4ti2 tr

A 120
media 242,33 308,33 0,18 sg 17,46 sg 78,1 sg

máx. 254 1475 0,25 sg 63,67 sg 1139,7 sg

140
media 282,83 523,75 0,21 sg 20,84 sg 76,6 sg

máx. 291 5339 0,23 sg 134,102 sg 1061,4 sg

160
media 321,22 1092,78 0,26 sg 47,30 sg 99,8 sg

máx. 324 7397 0,33 sg 639,46 sg 1099,2 sg

180
media 361,2 366 0,306 sg 66,098 sg 122,0 sg

máx. 362 1826 0,35 sg 111,462 sg 1324,6 sg

200
media 403 3884,9 0,384 sg 121,56 sg 116,5 sg

máx. 416 11936 0,32 sg 431,3 sg 1040,2 sg

C 120
media 249,6 1605,54 0,18 sg 36,18 sg 78,4 sg

máx. 277 7633 0,23 sg 235,97 sg 349,3 sg

140
media 284,4 1434,2 0,196 sg 31,87 sg 131,5 sg

máx. 300 5890 0,27 sg 127,67 sg 862,2 sg

160
media 321,8 2162 0,287 sg 194,99 sg 168,5 sg

máx. 328 5772 0,44 sg 1467,91sg 895,4 sg

180
media 363,3 4748,2 0,33 sg 625,67 sg 190,9 sg

máx. 381 28853 0,48 sg 5249,61 sg 977,0 sg

200
media 402,3 5674,2 0,358 sg 310,10 sg 215,9 sg

máx. 414 17020 0,44 sg 851,2 sg 967,5 sg

Tabla 3.8
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CAṔITULO 4

Test-sets para resolver problemas de optimización

lineal entera multiobjetivo

En este caṕıtulo presentamos un método exacto para encontrar la frontera
de Pareto de un problema lineal entero con p objetivos, que nuevamente hace
uso de la estrecha relación entre el método clásico de las ε-restricciones y el
concepto de test-set, calculado v́ıa bases de Gröbner, para problemas lineales
enteros con un objetivo.

En el caso biobjetivo, partiendo de la solución óptima de la primera fun-
ción objetivo y adaptando apropiadamente la última variable de holgura,
obtuvimos una secuencia de reducciones que nos proporcionaron la frontera
de Pareto. Aunque la dificultad se incrementa cuando tenemos p objetivos,
logramos generalizar la estrategia presentada en el caṕıtulo anterior para rea-
lizar los incrementos del vector ε, pero esta vez no conseguimos evitar todos
los problemas innecesarios.

La formulación de métodos exactos para resolver problemas lineales en-
teros multiobjetivo generales o espećıficos, es de gran interés pues estos per-
miten comprobar la precisión y el alcance de los métodos aproximados, tal y
como se evidencia en trabajos como [49], [40], [55], [41], [46], [60], [35], [11],
[51] o [52].
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4.1. Motivación: un problema RAP para

sistemas serie-paralelo

Los problemas de asignación con redundancia (Redundancy Allocation
Problem - RAP) son un tipo de problemas de optimización de fiabilidad, en
los que se permite la selección de componentes redundantes, con el objetivo
de maximizar la fiabilidad del sistema y otras caracteŕısticas, dadas ciertas
restricciones sobre el sistema. Aunque la fiabilidad de un sistema se pue-
de incrementar asignando componentes redundantes a sus subsistemas, esto
también puede incrementar el coste del diseño y afectar de forma negativa
otras propiedades como el peso del sistema o el volumen.

Este tipo de problemas tiene aplicaciones en muchas situaciones prácticas
de diseño (cf. [48], [44]) que requieren una fiabilidad alta, como las telecomu-
nicaciones, la fabricación, los sistemas de transporte, sistemas de seguridad
y los sistemas de enerǵıa eléctrica entre otros; por eso cada vez es más im-
portante desarrollar soluciones eficientes para el RAP.

El problema que presentamos a continuación es un problema RAP para
sistemas serie-paralelo presentado en [13] como un problema de tres objetivos:
maximizar la fiabilidad, minimizar el coste y minimizar el peso del sistema;
formulado como:

máx fR(x),
mı́n fC(x), fW (x)
s.a. 1 ≤

∑mi

j=1 xij ≤ nmáx,i,∀i ∈ S
(4.1)

donde x = {xij : ∀i ∈ S, j = 1, . . . ,mi} y xij ∈ {0, 1, 2, . . . , nmáx,i},

fR(x) =

[
s∏
i=1

(
1−

mi∏
j=1

(1− rij)xij
)]

(4.2)

fC(x) =

[
s∑
i=1

mi∑
j=1

cijxij

]
(4.3)

fW (x) =

[
s∑
i=1

mi∑
j=1

wijxij

]
(4.4)

El sistema serie-paralelo tiene s subsistemas independientes organizados
en serie y el conjunto de éstos es notado como S. Cada subsistema i puede
tener hasta nmáx,i componentes funcionalmente equivalentes dispuestas en
paralelo y opera correctamente si al menos una de sus componentes funciona;
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además dispone de mi tipos de componentes de las que se pueden seleccionar
varias copias de cada tipo.

La variable de decisión xij indica la cantidad del j-ésimo tipo de com-
ponente usada en el subsistema i. Los parámetros rij, cij y wij indican la
fiabilidad, coste y peso (estos dos últimos se asumen enteros) respectivamen-
te, del j-ésimo tipo de componente disponible para el subsistema i.

Notemos que el problema RAP mencionado es un problema de progra-
mación no lineal, pues la función objetivo que indica la fiabilidad del sistema
no es lineal. Sin embargo en [13] se propone una descomposición del proble-
ma RAP en subproblemas lineales multiobjetivo para su solución. Primero
se linealiza la función objetivo de fiabilidad a través de una transformación
logaŕıtmica y luego se descompone el problema RAP multiobjetivo en sub-
problemas multiobjetivo más pequeños correspondientes a cada subsistema.

Se demuestra que la maximización del producto de la fiabilidad de todos
los subsistemas, es equivalente a la maximización de la suma de los logaritmos
de la fiabilidad de todos los subsistemas, sujeta a las restricciones dadas en
(4.1), esto es, la función objetivo (4.2), se puede cambiar por:

máx fR1(x) =

[
s∑
i=1

log

(
1−

mi∏
j=1

(1− rij)xij
)]

(4.5)

De esta manera, la función de fiabilidad se puede descomponer por subsis-
temas y resolver cada problema de maximización correspondiente de manera
independiente:

máx fR2(xi) =

[
log

(
1−

mi∏
j=1

(1− rij)xij
)]

, ∀i ∈ S (4.6)

donde xi = {xij : j = 1, . . . ,mi}.
Sin embargo, como la función logaŕıtmica es creciente, la maximización

de la funcion fR2 , corresponde a la minimización de la función

mı́n fR3(xi) =

log
mi∏
j=1

(1− rij)
xij

 =

 mi∑
j=1

log(1− rij)xij

 ,∀i ∈ S (4.7)

Las funciones (4.3), (4.4) y las restricciones del problema (4.1) se descom-
ponen en subsistemas como

mı́n fC1(xi) =

[
mi∑
j=1

cijxij

]
(4.8)
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mı́n fW1(xi) =

[
mi∑
j=1

wijxij

]
(4.9)

1 ≤
mi∑
j=1

xij ≤ nmáx,i (4.10)

En [13] se demuestra que toda la frontera de Pareto (conjunto de todos
los puntos no dominados) del problema original RAP se obtiene de una com-
binación cartesiana de toda la frontera de Pareto de cada subsistema y un
posterior filtrado de las soluciones dominadas. Este hecho nos muestra que
es de gran interés e importancia contar con un método exacto para resolver
los problemas lineales multiobjetivo correspondientes a cada subsistema. En
este sentido, aunque la función objetivo de fiabilidad tiene valores objeti-
vos continuos, podemos aproximar sus coeficientes y cambiarla por otra que
tome valores enteros de manera que no se afecte la frontera de Pareto del
subsistema original y aśı aplicar el algoritmo que proponemos en la siguiente
sección.

4.2. Caraterización de soluciones eficientes

En esta sección presentamos los resultados que nos permitirán enunciar un
algoritmo con el que daremos la frontera de Pareto de manera recursiva, esto
es, primero resolveremos el problema con un objetivo, luego con 2, 3, . . . , p−
1, p, de manera que el conjunto de puntos obtenido en una etapa i-ésima
(minimizar los primeros i objetivos), nos sirva como conjunto de partida
para la siguiente etapa, en el sentido de calcularlas para que sean soluciones
eficientes para el problema de la etapa i + 1-ésima y por recurrencia del
problema con p objetivos.

Para lograr esto, es importante modificar adecuadamente el orden indu-
cido por el coste del problema que el método de las ε-restricciones propone
resolver en cada etapa. Más precisamente, en una etapa i-ésima debemos
modificar el orden inducido por el coste ci para el problema Pi(ε):

mı́n cix
s.a. Ax = b

c1x ≤ ε1
...
ci−1x ≤ εi−1 x ∈ Zn≥0

(4.11)

con ε = (ε1, . . . , εi−1).
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Dicha modificación consiste en definir un orden total tipo producto similar
al definido en (2.7), que primero compara dos vectores con respecto a ci;
en caso de igualdad compara según c1 luego con c2, . . . , ci−1, ci+1, . . . , cp y
finalmente desempata con un orden monomial. Este orden lo notamos �ĉi .
Esto se desarrollará formalmente en la sección 4.3.

En una etapa i-ésima con i ≥ 3, la selección de los problemas que el
método de las ε-restricciones propone resolver, al igual que el caso biobjetivo,
también va a estar determinada por cierta información que nos aporta el test-
set correspondiente. Sin embargo, esto es más complicado cuando debemos
modificar varias variables de holgura al mismo tiempo: en lugar de obtener
una cadena que parte de una solución eficiente y que nos conduce a toda la
frontera de Pareto, a partir de cada punto del conjunto solución de la etapa
anterior —que también será eficiente para el problema de la etapa i-ésima—
tendremos que abrir un árbol, en el cual no podremos evitar subproblemas
inútiles, es decir, aquellos que nos conduce a soluciones duplicadas.

Asumimos el problema de optimización lineal entera multiobjetivo en su
forma estándar, esto es,

mı́n c1x, c2x, . . . , cpx
s.a. Ax = b x ∈ Zn≥0

(4.12)

Para resolver el problema (4.12) utilizando el método de las ε-restricciones
debemos resolver problemas de la forma

mı́n cpx
s.a. Ax = b

cix ≤ εi, 1 ≤ i ≤ p− 1, x ∈ Zn≥0

(4.13)

que en forma estándar corresponde a

mı́n cpx
s.a. Ax = b

cix+ hi = εi, 1 ≤ i ≤ p− 1, x ∈ Zn≥0

(4.14)

y notamos Pp(ε) con ε = (ε1, . . . , εp−1). Cuando seleccionemos la única solu-
ción con respecto al orden total �ĉp , haremos referencia al problema como
Pp(ε)�ĉp

. Llamamos T�ĉp
⊂ Zn+(p−1) al test-set asociado a la familia de pro-

blemas Pp(ε) con respecto a �ĉp .
El siguiente teorema nos muestra que el orden �ĉp nos permite descartar

las soluciones débilmente eficientes al utilizar el método de las ε-restricciones.

Teorema 4.1. Un punto (x∗, 0) ∈ Zn+(p−1) es solución del problema Pp(ε)�ĉp

con ε = (ε1, . . . , εp−1) donde εi = ci(x
∗) si y solo si x∗ ∈ Zn es solución

eficiente del problema multiobjetivo (4.12) y de las soluciones eficientes con
igual coste c1(x∗), c2(x∗), . . . , cp(x

∗) es la menor según el orden �ĉp .
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Demostración. ⇐) Sea x∗ solución eficiente del problema multiobjetivo (4.12)
tal que de las soluciones eficientes con iguales costes c1(x∗), c2(x∗), . . . , cp(x

∗),
es la menor según el orden �ĉp . Por el teorema 1.15 tenemos que x∗ es solu-
ción óptima de Pp(ε). Si dicho problema tiene otras soluciones, estas deben
tener igual coste cp(x

∗) y por tanto igual coste c1, c2, . . . , cp−1 que x∗, pues
este punto es eficiente. Como x∗ es la menor de ellas según �ĉp , concluimos
que (x∗, 0) es solución del problema Pp(ε)�ĉp

.
⇒) Ahora, sea (x∗, 0) solución de Pp(ε)�ĉp

, luego (x∗, 0) también es solu-
ción de Pp(ε). Para mostrar que x∗ es una solución eficiente de (4.12), por el
teorema 1.15, es suficiente probar que para todo k = 1, . . . , p − 1, el punto
(x∗, 0) es solución de los problemas Pk(ε

∗) con ε∗ = (ε1, . . . , εk−1, εk+1, . . . , εp)
con εi = ci(x

∗)

mı́n ckx
s.a. Ax = b

cix+ hi = ci(x
∗), 1 ≤ i ≤ p, i 6= k, x ∈ Zn≥0

(4.15)

Tenemos que (x∗, 0) es factible para (4.15) pero por reducción al absurdo,
supongamos que no es una solución óptima de dicho problema. Entonces
sea (x′, t) con t ≥ 0, una solución de (4.15), por tanto ck(x

′) < ck(x
∗) y

ci(x
′) + ti = ci(x

∗), es decir, ci(x
′) ≤ ci(x

∗) con 1 ≤ i ≤ p y i 6= k.
Las anteriores desigualdades nos permiten concluir que existe s ≥ 0 tal

que (x′, s) es factible para Pp(ε)�ĉp
con cp(x

∗) = cp(x
′), pues (x∗, 0) es la

solución de dicho problema. Pero por la definición del orden �ĉp se cumple
que c1(x∗) ≤ c1(x′). Si k 6= 1, tenemos que c1(x′) ≤ c1(x∗), por tanto, c1(x∗) =
c1(x′). Con este mismo razonamiento logramos establecer igualdades para
los costes ci de x∗ y x′ con i < k, pero cuando el ı́ndice es k entonces se
cumple que ck(x

∗) ≤ ck(x
′) pero también que ck(x

′) < ck(x
∗) lo que nos

conduce a una contradicción. Por tanto, (x∗, 0) es solución del problema
(4.15). Además, las soluciones eficientes con iguales costes que x∗ también
son factibles para Pp(ε)�ĉp

, pero como (x∗, 0) es la única solución de dicho
problema, esto implica que es la menor de ellas según el orden �ĉp .

Definición 4.2. A la solución eficiente x∗ del problema multiobjetivo (4.12),
tal que (x∗, 0) es solución del problema Pi(c

′(x∗))�ĉi
con c′(x∗) = (c1(x∗), . . . ,

cp−1(x∗)), la llamamos solución �ĉp-eficiente.

Cada elemento g = (g1, . . . , gn, gn+1, . . . , gn+(p−1)) ∈ T�ĉp
lo notamos [g, a]

con g = (g1, . . . , gn) y a = (gn+1, . . . , gn+(p−1)).

Corolario 4.3. Si (x∗, t) ∈ Zn+(p−1) con t ≥ 0 es solución del problema
Pp(ε

′)�ĉp
con ε′ = (ε′1, . . . , ε

′
p−1) entonces x∗ ∈ Zn es solución eficiente del

problema multiobjetivo (4.12).
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Demostración. Sea (x∗, t) ∈ Zn+(p−1) con t ≥ 0 solución de Pp(ε
′)�ĉp

. Por el
teorema 4.1 es suficiente probar que (x∗, 0) es solución del problema Pp(ε)�ĉp

con ε = (ε1, . . . , εp−1) donde εi = ci(x
∗).

Si asumimos que (x∗, 0) no es solución de dicho problema, debe existir
g ∈ T�ĉp

⊂ Zn+(p−1) que lo reduce, esto es, g ≤ (x∗, 0); pero g ≤ (x∗, t) lo que
contradice que (x∗, t) es la única solución óptima del problema Pp(ε

′)�ĉp
.

En el caso de p objetivos con p > 2 no podemos ordenar totalmente los
puntos eficientes según sus costes c1, . . . , cp−1, a diferencia del caso biobjetivo
donde podemos ordenar las soluciones eficientes por el coste c1, lo que nos
asegura que ningún punto (x∗, t) es solución del problema P2(ε1)�c2,c1

. En el
caso multiobjetivo con p ≥ 3 se presentará esta situación como lo veremos
en el ejemplo 4.8 que desarrollamos posteriormente.

Teorema 4.4. Sea x∗ una solución �ĉp-eficiente. Entonces se cumple solo
uno de los siguientes enunciados:

1. c′(x∗) = (c1(x∗), c2(x∗), . . . , cp−1(x∗)) pertenece a la frontera de Pareto
del problema

mı́n c1x, c2x, . . . , cp−1x
s.a. Ax = b x ∈ Zn≥0

(4.16)

2. Existe x′, una solución �ĉp-eficiente tal que ci(x
′) ≤ ci(x

∗) con 1 ≤ i ≤
p − 1 con al menos una desigualdad estricta, y existe [g, a] ∈ T�ĉp

tal
que g ≤ x∗, a ≥ 0, a 6= 0 y a = c′(x∗)− c′(x′).

Demostración. Sea x∗ una solución �ĉp-eficiente y supongamos que c′(x∗) no
es un punto de la frontera de Pareto del problema (4.16). Por tanto, existe
otra solución eficiente x para el problema (4.12) tal que c′(x) ≤ c′(x∗) con
c′(x) 6= c′(x∗). Entonces definimos el conjunto

Dx∗ = {x ∈ XE : c′(x) ≤ c′(x∗) y c′(x) 6= c′(x∗)}

Sea x′ ∈ Dx∗ tal que x′ es el mı́nimo según el orden�ĉp . Luego, (x′, c′(x∗)−
c′(x′)) es factible para Pp(c

′(x∗))�ĉp
y como (x∗, 0) es su solución podemos

reducir, entonces existe [g, a] ∈ T�ĉp
tal que g ≤ x′ y a ≤ c′(x∗) − c′(x′).

Al reducir, (x′ − g, c′(x∗)− c′(x′)− a) también es factible para Pp(c
′(x∗))�ĉp

con (x′ − g, c′(x∗) − c′(x′) − a) �ĉp (x′, c′(x∗) − c′(x′)), lo que implica que
cp(x

′ − g) ≤ cp(x
′).

A continuación veremos que a ≥ 0, a 6= 0 y a = c′(x∗)− c′(x′):

Iniciamos probando que a ≥ 0 con a 6= 0. Como x′ es una solución
eficiente y es el mı́nimo según el orden �ĉp del conjunto Dx∗ , por el
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teorema 4.1 tenemos que x′ es una solución �ĉp-eficiente. Luego no es
posible que a ≤ 0.

Ahora supongamos que a � 0, pero que tiene al menos una componente
negativa. Sea k el menor ı́ndice tal que ak < 0 con k = 1, . . . , p − 1.
Como ck(x

′) + ak < ck(x
′) ≤ ck(x

∗), tenemos que para el problema
Pp(c

′(x′) + a)�ĉp
, ni x′ ni x∗ son puntos factibles. Como c′(x′ − g) =

c′(x′) + a, el punto (x′ − g, 0) śı lo es. Sea (x′′, u) con u ≥ 0 solución
de Pp(c

′(x′) + a)�ĉp
, luego (x′′, u) �ĉp (x′ − g, 0), lo que implica que

cp(x
′′) ≤ cp(x

′ − g). Por el corolario 4.3, concluimos que x′′ es una
solución eficiente del problema (4.12). Además, se cumple que c′(x′′) ≤
c′(x′) + a ≤ c′(x∗) con c′(x′′) 6= c′(x∗) pues ck(x

′) + ak < ck(x
∗), por

tanto, x′′ ∈ Dx∗ .

Como cp(x
′′) ≤ cp(x

′ − g) y cp(x
′ − g) ≤ cp(x

′), si cp(x
′′) < cp(x

′)
tenemos que x′′ �ĉp x′ y esto contradice la minimalidad de x′.

Veamos qué sucede si cp(x
′′) = cp(x

′). En este caso, obtenemos que
cp(x

′ − g) = cp(x
′). Como (x′ − g, c′(x∗) − c′(x′) − a) �ĉp (x′, c′(x∗) −

c′(x′)), debe cumplirse que c1(x′ − g) ≤ c1(x′), pero además tenemos
que c′(x′ − g) = c′(x′) + a, entonces si k 6= 1, se cumple que a1 = 0 y
c1(x′ − g) = c1(x′). Con este mismo razonamiento logramos establecer
la igualdad de los costes ci para x′− g y x′ con i < k. Cuando el ı́ndice
es k se cumple que ck(x

′ − g) < ck(x
′). Entonces como cp(x

′′) = cp(x
′),

c1(x′′) ≤ c1(x′), . . . , ck−1(x′′) ≤ ck−1(x′) y ck(x
′′) < ck(x

′), podemos
concluir que x′′ �ĉp x′, pero esto contradice la minimalidad de x′. Por
tanto, a ≥ 0 con a 6= 0.

Veamos que a = c′(x∗)−c′(x′). Sea a ≥ 0 con a 6= 0 tal que a ≤ c′(x∗)−
c′(x′) pero a 6= c′(x∗) − c′(x′), entonces existe k tal que ak < ck(x

∗) −
ck(x

′). El punto (x′, a) es factible para el problema Pp(c
′(x′) + a)�ĉp

,
pero no es su solución óptima, pues [g, a] lo reduce, esto es, el punto
(x′ − g, 0) es factible para Pp(c

′(x′) + a)�ĉp
con c′(x′ − g) = c′(x′) + a.

Ahora, si (x′′, u) con u ≥ 0 es solución de Pp(c
′(x′) + a)�ĉp

, por el
corolario 4.3, tenemos que x′′ es una solución eficiente del problema
(4.12) con x′′ 6= x′. Además, se cumple que c′(x′′) ≤ c′(x′) + a ≤ c′(x∗)
con c′(x′′) 6= c′(x∗) pues ck(x

′) + ak < ck(x
∗), por tanto, x′′ ∈ Dx∗ .

Como (x′′, u) �ĉp (x′, a), implica que cp(x
′′) ≤ cp(x

′), si cp(x
′′) < cp(x

′)
tenemos que x′′ �ĉp x′ y esto contradice la minimalidad de x′.

Veamos qué sucede si cp(x
′′) = cp(x

′). Tenemos que cp(x
′′) ≤ cp(x

′− g)
pues (x′′, u) �ĉp (x′ − g, 0) y además cp(x

′ − g) ≤ cp(x
′), podemos

concluir que cp(x
′ − g) = cp(x

′). Como (x′ − g, c′(x∗) − c′(x′) − a) �ĉp
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(x′, c′(x∗)− c′(x′)), debe cumplirse que c1(x′−g) ≤ c1(x′), pero ademas
tenemos que c′(x′−g) = c′(x′)+a y a ≥ 0, entonces a1 = 0 y c1(x′−g) =
c1(x′). Con este mismo razonamiento logramos establecer la igualdad
de los costes ci para x′−g y x′ con i = 1, . . . , p−1, pero esto contradice
que a 6= 0. Por tanto, a = c′(x∗)− c′(x′).

Observación 4.5. Dadas soluciones eficientes x′ y x∗ para el problema con
p objetivos (4.12) como en la prueba del teorema anterior, no puede existir
otra solución eficiente x′′ tal que c′(x′) ≤ c′(x′′) ≤ c′(x∗), pues de lo contrario,
debeŕıa cumplirse que cp(x

′′) < cp(x
′) y esto contradice la minimalidad de

x′. Esto permite afirmar que el algoritmo que proponemos a continuación
encuentra toda la frontera de Pareto.

4.3. Algoritmo para el caso multiobjetivo

El teorema 4.4 pone de manifiesto que procede formular un algoritmo
para encontrar la frontera de Pareto de un problema lineal entero con p
objetivos de manera recursiva. Iniciar con un objetivo, de manera que su
solución sea una proyección de algún punto de la frontera con dos objetivos y
luego calcular la frontera de Pareto con dos objetivos a partir de este punto.
A continuación, calcular la frontera de Pareto con tres objetivos a partir
de este conjunto, que también será una proyección de algunos puntos en la
frontera de Pareto del problema con tres objetivos, y aśı sucesivamente. El
siguiente resultado nos muestra que esto es posible con la ayuda del orden �ĉi
(primero comparo con c1, luego con c1, c2, . . . , ci−1, ci+1, . . . , cp y finalmente
con un orden monomial).

Teorema 4.6. Sea x∗ una solución eficiente del problema

mı́n c1x, c2x, . . . , cix
s.a. Ax = b x ∈ Zn≥0

(4.17)

tal que (x∗, t) con t ≥ 0 es la única solución del problema Pi(ε1, . . . , εi−1)�ĉi

con respecto al orden �ĉi , donde ck(x
∗) + t = εk, k = 1, . . . , i − 1 y i =

1, . . . , p− 1, entonces x∗ es eficiente para el problema

mı́n c1x, c2x, . . . , cix, ci+1x
s.a. Ax = b x ∈ Zn≥0

(4.18)

Demostración. Veamos que el teorema se cumple para i = 1: sea e1 solución
del problema mı́n{c1(x) : Ax = b, x ∈ Nn} con respecto al orden �ĉ1 . Por el
teorema 1.15 es sufiente probar que e1 es solución de los problemas P1(c2(e1))
y P2(c1(e1)).
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El punto e1 es factible para P1(c2(e1)) y supongamos que no es óptimo,
entonces sea x′ su solución, por tanto c1(x′) < c1(e1). Como x′ es factible para
el problema mı́n{c1(x) : Ax = b, x ∈ Nn}, tenemos que c1(e1) ≤ c1(x′), lo
que nos conduce a una contradicción. Por tanto e1 es solución de P1(c2(e1)).

Por otro lado, e1 es factible para P2(c1(e1)) y supongamos que no es
óptimo. Sea x′′ su solución, por tanto c2(x′′) < c2(e1) y c1(x′′) ≤ c1(e1).
Como x′′ es factible para el problema mı́n{c1(x) : Ax = b, x ∈ Nn}, tenemos
que c1(e1) ≤ c1(x′′), por tanto c1(e1) = c1(x′′). Luego por el orden �ĉ1 , debe
cumplirse que c2(e1) ≤ c2(x′′), lo que nos conduce a una contradicción. Por
tanto e1 es solución de P2(c1(e1)).

Ahora supongamos que x∗ solución eficiente del problema (4.17) tal que
(x∗, t) con t ≥ 0 es la única solución del problema Pi(ε1, . . . , εi−1)�ĉi

donde
ck(x

∗) + t = εk.

Primero notemos que si (x∗, 0) es solución del problema Pj(ε
′
1, . . . , ε

′
j−1)�ĉj

con respecto al orden �ĉj donde ε′l = cl(x
∗), l = 1, . . . , j − 1, entonces es

solución eficiente del problema mı́n{c1(x), . . . , cj(x) : Ax = b, x ∈ Nn} con
j = 2, . . . , p− 1. La prueba es similar a la del teorema 4.1 pues, aunque para
j objetivos el orden que se usa en el teorema es aquel que primero compara
con cj, luego con c1, c2, . . . , cj−1 y finaliza con un orden monomial, el orden
�ĉj es una extensión, en el sentido de incluir los vectores cj+1, cj+2, . . . , cp
antes de comparar con el orden monomial. De acuerdo con esto, para probar
que x∗ es eficiente para el problema (4.18), es suficiente mostrar que (x∗, 0)
es solución del problema Pi+1(ε1, . . . , εi)�ĉi+1

con respecto al orden �ĉi donde

ck(x
∗) = εk, k = 1, . . . , i.

Tenemos que (x∗, 0) es factible para el problema Pi+1(ε1, . . . , εi)�ĉi+1
y

supongamos que (x′,m) con m ≥ 0, es su solución. Por tanto (x′,m) �ĉi+1

(x∗, 0), lo que implica que ci+1(x′) ≤ ci+1(x∗); además ck(x
′) ≤ ck(x

∗), con
k = 1, . . . , i. Estas últimas igualdades nos permiten afirmar que (x′, s) con
s ≥ 0, es factible para Pi(ε1, . . . , εi−1)�ĉi

, luego ci(x
∗) ≤ ci(x

′) y en conse-
cuencia, ci(x

∗) = ci(x
′). Por el orden �ĉi , tenemos que c1(x∗) ≤ c1(x′), pero

nuevamente obtenemos que c1(x∗) = c1(x′). Con este mismo razonamiento
concluimos que ck(x

′) = ck(x
∗), con k = 1, . . . , i− 1, i+ 1.

Para k = i + 2, . . . , p, por el orden �ĉi tenemos que ck(x
∗) ≤ ck(x

′) y
por el orden �ĉi+1

, se cumple que ck(x
′) ≤ ck(x

∗), por tanto, ck(x
′) = ck(x

∗).
Entonces en ambos casos debemos comparar con el mismo orden monomial
�, llevándonos a establecer que x′ = x∗.

Finalmente presentamos un algoritmo para encontrar toda la frontera de
Pareto para el problema multiobjetivo (4.12), dado en pseudo-código como
Algoritmo 5, que requiere de la siguiente notación.
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Sea T�ĉi
⊆ Zn+(i−1), el test-set para la familia de problemas Pi(ε1, . . . , εi−1)�ĉi

.
Para cada x ∈ Nn definimos el conjunto Gx = {[g, a] ∈ T�ĉi

: g ≤ x, a ≥
0, a 6= 0} y el conjunto G̃x como aquel cuyos elementos de Gx tienen las
últimas i− 1 componentes no comparables según el orden ≤ (componente a
componente), esto es, dados [g, a] y [g, a′] en G̃x se cumple que a y a′ son
no comparables. Notemos que cuando consideramos dos objetivos (i = 2), el
conjunto G̃x solo tiene un vector.

Explicaremos brevemente los pasos del algoritmo:

En el algoritmo 5 iniciamos con e1, por el teorema 4.6, (e1, 0) es la única
solución del problema P2(c1(e1))�ĉ2

y en consecuencia eficiente para el
problema biobjetivo correspondiente.

Para i = 2 obtenemos las soluciones eficientes del problema de minimi-
zar los dos primeros objetivos que generan la frontera de Pareto de di-
cho problema y que además de ser una proyección de algunas soluciones
eficientes del problema con tres objetivos, son soluciones �ĉp-eficientes.

Para i ≥ 3, al inicio de este paso, el conjunto X ′ tiene las solucio-
nes eficientes que generan la frontera de Pareto para el problema con
i − 1 objetivos que a su vez son soluciones �ĉp-eficientes. El teorema
4.4 nos permite calcular todos las soluciones eficientes que generan la
frontera de Pareto para el problema con i objetivos que además son
�ĉp-eficientes.

De manera similar al caso biobjetivo, el algoritmo 5 termina, pues el
conjunto factible X 6= ∅ es finito. Los teoremas presentados nos permiten
asegurar que los elementos del conjunto X ′, que obtenemos con el algoritmo
5, son soluciones eficientes del problema con p objetivos y además que su
imagen bajo c = (c1, c2, . . . , cp) es toda la frontera de Pareto F .
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Algoritmo 5 Algoritmo para obtener la frontera de Pareto exacta de un
problema de optimización lineal entera con p objetivos (p ≥ 2)

1: Entrada: el vector de costes c = (c1, c2, . . . , cp), la matriz de restricciones
A y el vector b del problema (4.12).

2: Calcular mı́n c1x s.a Ax = b utilizando el test-set asociado con respecto
al orden �ĉ1 . Notamos e1 al óptimo.

3: X ′ := {e1}.
4: P := {e1}.
5: Para i = 2 hasta p hacer:
6: Calcular T�ĉi

, el test-set para la familia de problemas
7: Pi(ε1, . . . , εi−1)�ĉi

.
8: Para todo x ∈ P hacer:
9: P := P \ {x}.

10: Calcular G̃x

11: Si G̃x 6= ∅ entonces:
12: Gsaltos := {(x, a) : [g, a] ∈ G̃x}
13: j := |Gsaltos|
14: Para k = 1 hasta j hacer:
15: Calcular el óptimo de Pi(ε1, . . . , εi−1)�ĉi

con solución inicial
16: (xk, ak), tal que (ε1, . . . , εi−1) = (c1(xk)+ak,1, . . . , ci−1(xk)+
17: ak,i−1); que notamos (y, t).
18: Si y /∈ X ′: entonces
19: X ′ := X ′ ∪ {y}
20: P := P ∪ {y}
21: Fin Si
22: Fin Para
23: Fin Si
24: Fin Para
25: P := X ′
26: Fin Para
27: Salida: El conjunto X ′ tal que c(X ′) = F .
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4.4. Algunos ejemplos de problemas con tres

objetivos

Para calcular la frontera de Pareto de un problema lineal entero multi-
objetivo, algunos algoritmos, como el presentado en [46], requieren el cálculo
del punto ideal y nadir, siendo este último dificil de cálcular de forma exacta,
como se mencionó en el caṕıtulo 1. Un problema en el que se evidencia la
dificultad de obtener dicho punto mediante la tabla de pagos fue el ejemplo
1.11. A continuación retomamos este ejemplo para encontrar su frontera de
Pareto usando el algoritmo 5, donde resaltamos que no tenemos que calcular
el punto nadir para su implementación.

Ejemplo 4.7. Para encontrar la frontera de Pareto del problema

mı́n(c1(x) = −11x2 −11x3 −12x4 −9x5 −9x6 +9x7,
c2(x) = −11x1 −11x3 −9x4 −12x5 −9x6 +9x7,
c3(x) = −11x1 −11x2 −9x4 −9x5 −12x6 −12x7)

s. a. x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 = 1, x ∈ Z7
≥0

(4.19)
usando el algoritmo 5, primero resolvemos el problema

mı́n c1(x) = −11x2 −11x3 −12x4 −9x5 −9x6 +9x7

s. a. x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 = 1, x ∈ Z7
≥0

(4.20)

utilizando el test-set asociado, con respecto al orden �ĉ1 . Aśı, obtenemos el
punto e1 = (0, 0, 0, 1, 0, 0, 0). Luego X ′ = {e1} y P = {e1}.

Ahora, damos inicio al bucle “Para” (ĺınea 5) con i = 2. A continua-
ción calculamos el test-set T�ĉ2

, para la familia de problemas P2(ε1)�ĉ2
, que

corresponde a:

T�ĉ2
= {(0, 0,−2, 1, 1, 0, 0,−1), (0, 0, 0, 0,−1, 0, 1,−18),

(0, 0, 0, 0,−1, 1, 0, 0), (0, 1,−1, 0, 0, 0, 0, 0), (1, 0, 0, 0,−1, 0, 0,−9),
(0, 0,−1, 1, 0, 0, 0, 1), (0, 0, 1, 0,−1, 0, 0, 2)}

Seleccionamos e1 para iniciar, por tanto

P = ∅ y G̃e1 = {(0, 0,−1, 1, 0, 0, 0, 1)}.

Gsaltos = {(e1, 1)} y |Gsaltos| = 1.

Calculamos el óptimo de P2(c1(e1) + 1)�ĉ2
, es decir, realizamos una

reducción:

(e1, 1) = (0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1) se reduce a (0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0) = (y1, 0)
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Como y1 /∈ X ′, entonces X ′ = {e1, y1} y P = {y1}.

Después seleccionamos y1, luego

P = ∅ y G̃y1 = {(0, 0, 1, 0,−1, 0, 0, 2)}.

Gsaltos = {(y1, 2)} y |Gsaltos| = 1.

Calculamos el óptimo de P2(c1(y1) + 2)�ĉ2
, es decir, realizamos una

reducción:

(y1, 2) = (0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 2) se reduce a (0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0) = (y2, 0)

Como y2 /∈ X ′, entonces X ′ = {e1, y1, y2} y P = {y2}.

Cuando seguimos con y2, tenemos que P = ∅ pero G̃y2 = ∅, por tanto
el bucle “Para” (ĺınea 8) termina y actualizamos P , esto es, P = X ′ =
{e1, y1, y2}.

Continuamos con i = 3 en el bucle “Para” (ĺınea 5) y calculamos el test-
set T�ĉ3

, para la familia de problemas P3(ε1, ε2)�ĉ3
, que corresponde a:

T�ĉ2
= {(−2, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 18,−1), (0,−2, 0, 1, 0, 1, 0,−1, 18),

(0, 0, 0, 0, 0,−1, 1,−18,−18), (0, 0, 1,−1,−1, 1, 0,−1,−1),
(0, 0, 1,−1, 0, 0, 0,−1, 2), (0, 0, 1, 0,−1, 0, 0, 2,−1),
(0, 1, 0,−1, 1,−1, 0,−1,−6), (0, 1, 0, 0, 0,−1, 0, 2,−9),
(0, 1, 1,−2, 0, 0, 0,−2,−7), (1, 0, 0, 0, 0,−1, 0,−9, 2),
(1, 0, 0, 1,−1,−1, 0,−6,−1), (1, 0, 1, 0,−2, 0, 0,−7,−2),
(1, 1, 0, 0, 0,−2, 0,−7,−7), (−1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 9, 1),
(0,−1, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 9), (0, 0, 0, 0, 1,−1, 0, 0, 3),
(0, 0, 0, 1, 0,−1, 0, 3, 0), (0, 0, 2,−1,−1, 0, 0, 1, 1)}

Iniciamos con e1, luego

P = {y1, y2} y G̃e1 = {(0,−1, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 9), (0, 0, 0, 1, 0,−1, 0, 3, 0)}.

Gsaltos = {(e1, 1, 9), (e1, 3, 0)} y |Gsaltos| = 2.

Calculamos el óptimo de P3(c1(e1)+1, c2(e1)+9)�ĉ3
, es decir, realizamos

una reducción:

(e1, 1, 9) se reduce a (0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) = (z1, 0, 0)

Como z1 /∈ X ′, entonces X ′ = {e1, y1, y2, z1} y P = {y1, y2, z1}.
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Luego calculamos el óptimo de P3(c1(e1) + 3, c2(e1))�ĉ3
, es decir, reali-

zamos una reducción:

(e1, 3, 0) se reduce a (0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0) = (z2, 0, 0)

Como z2 /∈ X ′, entonces X ′ = {e1, y1, y2, z1, z2} y P = {y1, y2, z1, z2}.

Continuamos con y1, luego P = {y2, z1, z2}, pero G̃y1 = ∅. Por tanto,
revisamos otro punto de P .

Al seguir con y2 tenemos que

P = {z1, z2} y G̃y2 = {(−1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 9, 1), (0, 0, 0, 0, 1,−1, 0, 0, 3)}.

Gsaltos = {(y2, 9, 1), (y2, 0, 3)} y |Gsaltos| = 2.

Calculamos el óptimo de P3(c1(y2)+9, c2(y2)+1)�ĉ3
, es decir, realizamos

una reducción:

(y2, 9, 1) se reduce a (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) = (z3, 0, 0)

Como z3 /∈ X ′, entonces X ′ = {e1, y1, y2, z1, z2, z3} y P = {z1, z2, z3}.

Luego calculamos el óptimo de P3(c1(y2), c2(y2) + 3)�ĉ3
, es decir, reali-

zamos una reducción:

(y2, 0, 3) se reduce a (0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0) = (z2, 0, 0)

Como z2 ∈ X ′, entonces X ′ y P no se modifican.

Cuando revisamos z1, tenemos que P = {z2, z3} y G̃z1 = ∅. Continuando
con z2, tenemos que P = {z3} y G̃z2 = ∅; finalmente con z3, tenemos que
P = ∅ y G̃z3 = ∅, por tanto, el algoritmo termina y el conjunto factible cuya
imagen por c = (c1, c2, c3) es la frontera de Pareto para el problema (4.19) es
X ′ = {e1, y1, y2, z1, z2, z3}.

Al aplicar el método AUGMECON2 [46] para solucionar el problema
(4.19), primero se realiza una estimación del vector nadir mediante la matriz
de pagos dada por la tabla 4.1.

Luego, al ejecutar el algoritmo solo se obtienen 4 puntos no dominados
correspondientes a las soluciones eficientes e1, y2, z2 y z3, empleando un tiem-
po CPU de 1,47 sg. Nuestro algoritmo además de generar toda la frontera de
Pareto, emplea menos tiempo CPU en su ejecución: 0,08 sg en el cálculo de
los test-set utilizados y 0,004 en los otros procesos.
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x1 x2 x3

f1 −12 −9 −9

f2 −9 −12 −9

f3 −9 −9 −12

Tabla 4.1

Ejemplo 4.8. Consideremos el problema

mı́n c1(x) = −27x1 − 95x2 − 67x3 − 75x4 − 67x5 − 57x6

c2(x) = −46x1 − 77x2 − 73x3 − 81x4 − 77x5 − 60x6

c3(x) = −55x1 − 39x2 − 28x3 − 80x4 − 61x5 − 70x6

s.a. 85x1 + 12x2 + 15x3 + 17x4 + 37x5 + 86x6 + z = 126
x ∈ Z7

≥0

(4.21)

Mediante el algoritmo 5, vamos a encontrar la frontera de Pareto. Para
esto, primero solucionamos el problema

mı́n c1(x) = −27x1 − 95x1 − 67x3 − 75x4 − 67x5 − 57x6

s.a. 85x1 + 12x2 + 15x3 + 17x4 + 37x5 + 86x6 + z = 126
x ∈ Z7

≥0

(4.22)

recurriendo al test-set asociado, con respecto al orden �ĉ1 , cuyo óptimo co-
rresponde al punto e1 = (0, 10, 0, 0, 0, 0, 6). Luego X ′ = {e1} y P = {e1}.

A continuación, calculamos el test-set T�ĉ2
, para la familia de problemas

P2(ε1)�ĉ2
:

T�ĉ2
= {(0,−7, 0, 0, 0, 1,−2,−608), (0,−4, 0, 3, 0, 0,−3,−155),

(0,−3, 0, 0, 1, 0,−1,−218), (0,−3, 0, 2, 0, 0, 2,−135),
(0,−2, 0, 1, 0, 0, 7,−115), (0,−1, 0, 0, 0, 0, 12,−95),
(0,−1, 1, 0, 0, 0,−3,−28), (0, 1, 0,−1, 0, 0, 5, 20),
(1,−7, 0, 0, 0, 0,−1,−638)}

Partiendo de e1, modificamos la última variable de holgura según nos
indique el test-set, y seguimos aplicando el mismo procedimiento a los puntos
nuevos que vamos obteniendo. Esquemáticamente, esto corresponde a:
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Caṕıtulo 4. Test-sets para resolver problemas de optimización lineal entera multiobjetivo

e1

(0, 9, 0, 1, 0, 0, 1, 0)︸ ︷︷ ︸
(y1, 0)

(20)

Aqúı terminamos pues G̃y1 = ∅ y no quedan más puntos por revisar,
es decir, P = ∅. Entonces actualizamos P , esto es, P = X ′ = {e1, y1} y
calculamos el test-set T�ĉ3

, para la familia de problemas P3(ε1, ε2)�ĉ3
:

T�ĉ2
= {(0,−1, 0, 0, 0, 0, 12,−95,−77), (0,−1, 1, 0, 0, 0,−3,−28,−4),

(0, 0, 0,−5, 0, 1,−1,−318,−345), (0, 0, 0,−2, 1, 0,−3,−83,−85),
(1, 0, 0,−5, 0, 0, 0,−348− 359), (0, 1, 0,−1, 0, 0, 5, 20,−4),
(0, 2, 0,−1, 0, 0,−7, 115, 73), (0, 3, 0,−2, 0, 0,−2, 135, 69),
(0, 4, 0,−3, 0, 0, 3, 155, 65)}

Luego, para cada punto de P modificamos las dos últimas variables de
holgura según indique el test-set, al igual que para cada punto nuevo que
vamos obteniendo. Ilustramos este proceso con los siguientes esquemas:

e1

(0, 9, 0, 1, 0, 0, 1, 95, 77)︸ ︷︷ ︸
(y1, 95, 77)

(0, 7, 0, 2, 0, 0, 8, 0, 0)︸ ︷︷ ︸
(z1, 0, 0)

(0, 6, 0, 3, 0, 0, 3, 0, 0)︸ ︷︷ ︸
(z2, 0, 0)

(115,73) (135,69) (155,65)

P = {y1, z1, z2} y X ′ = {e1, y1, z1, z2}. En la figura 4.1 ilustramos el
proceso en el espacio objetivo proyectado sobre el plano c1, c2.

y1

(0, 7, 0, 2, 0, 0, 8, 0, 0)︸ ︷︷ ︸
(z1, 0, 0)

(0, 6, 0, 3, 0, 0, 3, 0, 0)︸ ︷︷ ︸
(z2, 0, 0)

(115,73) (135,69)

P = {z1, z2} y X ′ = {e1, y1, z1, z2} (figura 4.2).
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z1

(0, 6, 0, 3, 0, 0, 3, 95, 77)︸ ︷︷ ︸
(z2, 95, 77)

(0, 4, 0, 4, 0, 0, 10, 0, 0)︸ ︷︷ ︸
(z3, 0, 0)

(0, 3, 0, 5, 0, 0, 5, 0, 0)︸ ︷︷ ︸
(z4, 0, 0)

(115,73) (135,69) (155,65)

P = {z2, z3, z4} y X ′ = {e1, y1, z1, z2, z3, z4} (figura 4.3).

z4

(0, 2, 0, 6, 0, 0, 0, 95, 77)︸ ︷︷ ︸
(z5, 95, 77)

(0, 0, 0, 7, 0, 0, 7, 0, 0)︸ ︷︷ ︸
(z6, 0, 0)

(115,73) (135,69)

P = {z2, z3, z5, z6} y X ′ = {e1, y1, z1, z2, z3, z4, z5, z6} (figura 4.4).

z2

(0, 4, 0, 4, 0, 0, 10, 0, 0)︸ ︷︷ ︸
(z3, 0, 0)

(0, 3, 0, 5, 0, 0, 5, 0, 0)︸ ︷︷ ︸
(z4, 0, 0)

(0, 2, 0, 6, 0, 0, 0, 0, 0)︸ ︷︷ ︸
(z5, 0, 0)

(115,73) (135,69) (155,65)

P = {z3, z5, z6} y X ′ = {e1, y1, z1, z2, z3, z4, z5, z6} (figura 4.5).

z3

(0, 2, 0, 6, 0, 0, 0, 75, 81)︸ ︷︷ ︸
(z5, 75, 81)

(0, 2, 0, 6, 0, 0, 0, 95, 77)︸ ︷︷ ︸
(z5, 95, 77)

(0, 0, 0, 7, 0, 0, 7, 0, 0)︸ ︷︷ ︸
(z6, 0, 0)

(115,73) (135,69) (155,65)

P = {z5, z6} y X ′ = {e1, y1, z1, z2, z3, z4, z5, z6} (figura 4.6).
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z5

(0, 0, 0, 7, 0, 0, 7, 0, 0)︸ ︷︷ ︸
(z6, 0, 0)

(115,73)

P = {z6} y X ′ = {e1, y1, z1, z2, z3, z4, z5, z6} (figura 4.7).
Terminamos el algoritmo, pues G̃z6 = ∅ y no quedan más puntos por revi-

sar, es decir, P = ∅. Entonces X ′ = {e1, y1, z1, z2, z3, z4, z5, z6} es el conjunto
de soluciones eficentes tal que c(X ′) = F .

Figura 4.1
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Figura 4.2

Figura 4.3
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Figura 4.4

Figura 4.5
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Figura 4.6

Figura 4.7

4.5. Aplicación del método en RAP

triobjetivo

Aplicamos nuestro algoritmo a un caso particular de un problema RAP
para sistemas serie-paralelo, presentado en [13], el cual consta de tres sub-
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sistemas, s = 3, con m1 = 5, m2 = 4 y m3 = 5. Además, cada subsistema
tiene como máximo siete componentes, nmáx,1 = nmáx,2 = nmáx,3 = 7. Luego,
debemos resolver tres problemas de optimización lineal multiobjetivo, esto
es, minimizar las funciones (4.7), (4.8) y (4.9) sujetas a la restricción (4.10),
para cada subsistema, teniendo en cuenta los parámetros de fiabilidad (rij),
coste (cij) y peso (wij) presentados en la tabla 4.2.

Tipo de Subsistema i

componente 1 2 3

j r1j c1j w1j r2j c2j w2j r3j c3j w3j

1 0.94 9 9 0.97 12 5 0.96 10 6

2 0.91 6 6 0.86 3 7 0.89 6 8

3 0.89 6 4 0.70 2 3 0.72 4 2

4 0.75 3 7 0.66 2 4 0.71 3 4

5 0.72 2 8 0.67 2 4

Tabla 4.2: Parámetros de cada subsistema del problema RAP serie-paralelo
con s = 3.

En el caso de la función de fiabilidad no tenemos coeficientes enteros. Los
coeficientes relativos a la fiabilidad log(1−rij), se multiplican por 10, 100, . . . ,
y dichos valores se redondean. Podemos observar como los test-sets y la
frontera de Pareto estabiliza a partir de pocas cifras decimales: en el caso de
los subsistemas 1 y 2 basta multiplicar por 10, y en el subsistema 3, por 100.

En las tablas 4.3 a 4.14, se señalan los coeficientes utilizados para las
funciones a minimizar junto con el tamaño de la frontera de Pareto (|F|),
el tamaño del último test-set calculado (|T |) y el tiempo CPU que tarda el
algoritmo 5 en obtener la frontera, discriminado como el tiempo que emplea
4ti2 en calcular todos los test-sets requeridos (4ti2) y el tiempo restante (tr).

En todos los subsistemas multiplicamos por 100 y redondeamos. Luego
realizamos el producto cartesiano y posterior filtrado (comparación dos a
dos) de las soluciones no dominadas de los subsistemas 1 y 3; a continua-
ción se hace el producto cartesiano con el subsistema 2 restante. Finalmente
obtenemos un conjunto con 6112 puntos en 351 sg, mientras que el método
propuesto en [13] identifica los 6112 puntos no dominados en 1728 sg. Nues-
tro método invierte la mayor parte del tiempo en el filtrado, el cálculo de la
frontera para cada subsistema es casi despreciable. En [13] no se especifica el
reparto de tiempo.
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Subsistema 1

Tipo de Aprox.
c1j w1j

comp. j log(1− r1j)

1 −28 9 9

2 −24 6 6

3 −22 6 4

4 −14 3 7

5 −13 2 8

|F| 311

|T | 48

Algoritmo 5
4ti2 0.08 sg

tr 0.49 sg

Tabla 4.3

Subsistema 1

Tipo de Aprox.
c1j w1j

comp. j log(1− r1j)

1 −281 9 9

2 −241 6 6

3 −221 6 4

4 −139 3 7

5 −127 2 8

|F| 311

|T | 47

Algoritmo 5
4ti2 0.08 sg

tr 0.36 sg

Tabla 4.4

Subsistema 1

Tipo de Aprox.
c1j w1j

comp. j log(1− r1j)

1 −2813 9 9

2 −2408 6 6

3 −2207 6 4

4 −1386 3 7

5 −1273 2 8

|F| 311

|T | 48

Algoritmo 5
4ti2 0.07 sg

tr 0.44 sg

Tabla 4.5

Subsistema 1

Tipo de Aprox.
c1j w1j

comp. j log(1− r1j)

1 −28134 9 9

2 −24079 6 6

3 −22073 6 4

4 −13863 3 7

5 −12730 2 8

|F| 311

|T | 48

Algoritmo 5
4ti2 0.08 sg

tr 0.36 sg

Tabla 4.6

4.6. Resultados Computacionales

Como destacamos anteriormente el problema de la mochila binario es el
más utilizado para estudiar el alcance y eficiencia de los diferentes métodos
para cualquier número de objetivos, véanse [40], [46], [41], [60], [35] y [55].

Aunque nuestro método no permite tratar de forma eficiente un gran
número de variables en el caso binario, al comparar con AUGMECON2 el
caso de 3 objetivos y 10 variables sin correlación lo batimos ampliamente
(tabla 4.15). En todos estos casos hemos tenido que proporcionar a AUG-

88
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Subsistema 2

Tipo de Aprox.
c1j w1j

comp. j log(1− r1j)

1 −35 12 5

2 −20 3 7

3 −12 2 3

4 −11 2 4

|F| 119

|T | 18

Algoritmo 5
4ti2 0.08 sg

tr 0.03 sg

Tabla 4.7

Subsistema 2

Tipo de Aprox.
c1j w1j

comp. j log(1− r1j)

1 −351 12 5

2 −197 3 7

3 −120 2 3

4 −108 2 4

|F| 119

|T | 19

Algoritmo 5
4ti2 0.08 sg

tr 0.03 sg

Tabla 4.8

Subsistema 2

Tipo de Aprox.
c1j w1j

comp. j log(1− r1j)

1 −3507 12 5

2 −1966 3 7

3 −1204 2 3

4 −1079 2 4

|F| 119

|T | 19

Algoritmo 5
4ti2 0.08 sg

tr 0.02 sg

Tabla 4.9

Subsistema 2

Tipo de Aprox.
c1j w1j

comp. j log(1− r1j)

1 −35066 12 5

2 −19661 3 7

3 −12040 2 3

4 −10788 2 4

|F| 119

|T | 19

Algoritmo 5
4ti2 0.08 sg

tr 0.02 sg

Tabla 4.10

MECON2 un parámetro que no modela toda la malla necesaria, pero que
al menos proporciona aquellos puntos eficientes con costes acotados por los
valores de la tabla de pagos que él mismo calcula. En [45] se reconoce la
necesidad del punto nadir para el cálculo de la frontera exacta. En esta fami-
lia de ejemplos en un 57 % de las instancias AUGMECON2 no proporciona
la frontera completa. Por esta razón no se ha comparado nuestro algoritmo
con AUGMECON2. Nuestro algoritmo no es competitivo con el tamaño de
problemas mochila binaria que aparecen en la literatura.

De nuevo, el problema de la mochila multiobjetivo no acotado es al que
mejor se adecua nuestro método. Tal y como se explica en [6], para más de
2 objetivos los casos tratados serán la generalización natural de A y C. En
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Subsistema 3

Tipo de Aprox.
c1j w1j

comp. j log(1− r1j)

1 −32 10 6

2 −22 6 8

3 −13 4 2

4 −12 3 4

5 −11 2 4

|F| 297

|T | 32

Algoritmo 5
4ti2 0.08 sg

tr 0.09 sg

Tabla 4.11

Subsistema 3

Tipo de Aprox.
c1j w1j

comp. j log(1− r1j)

1 −322 10 6

2 −221 6 8

3 −127 4 2

4 −124 3 4

5 −111 2 4

|F| 388

|T | 48

Algoritmo 5
4ti2 0.08 sg

tr 0.2 sg

Tabla 4.12

Subsistema 3

Tipo de Aprox.
c1j w1j

comp. j log(1− r1j)

1 −3219 10 6

2 −2207 6 8

3 −1273 4 2

4 −1238 3 4

5 −1109 2 4

|F| 388

|T | 40

Algoritmo 5
4ti2 0.08 sg

tr 0.37 sg

Tabla 4.13

Subsistema 3

Tipo de Aprox.
c1j w1j

comp. j log(1− r1j)

1 −32189 10 6

2 −22073 6 8

3 −12730 4 2

4 −12379 3 4

5 −11087 2 4

|F| 388

|T | 40

Algoritmo 5
4ti2 0.08 sg

tr 0.42 sg

Tabla 4.14

dichas tablas se han ejecutado 10 instancias por cada caso.
Queremos observar como este problema no se ha tratado anteriormente

en la literatura para más de dos objetivos. Por otra parte, Kirlik y Sayin
[35] tratan el problema de la mochila binario para 3, 4 y 5 objetivos. Ellos
reportan como ĺımite para su método el caso de 5 objetivos y 20 variables, no
pudiendo tratar el caso para 30 variables. Nosotros proporcionamos ejemplos
de 5 objetivos y 75 variables, en el caso C.
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Problema de la mochila 0-1 multiobjetivo (p = 3)

p n |T | |F |
Algoritmo 5

AUGMECON2
4ti2 tr

3 10
media 226 8 0,144 sg 0,074 sg 12208,086 sg

máx. 336 26 0,19 sg 0,34 sg 24059,8 sg

15
media 1866,5 24,3 1,144 sg 14,414 sg

máx. 3368 51 1,91 sg 65,86 sg

Tabla 4.15

Problema de la mochila no acotado multiobjetivo (p = 3)

Tipo p n |T | |F |
Algoritmo 5

4ti2 tr

A 3 25
media 83,9 290,1 0,11 sg 2,61 sg

máx. 235 1342 0,13 sg 13,51 sg

50
media 120,3 24003,5 0,105 sg 3493,509 sg

máx. 193 216611 0,13 sg 32691,2 sg

75
media 158,4 19912,9 0,202 sg 1444,512 sg

máx. 191 148083 0,23 sg 13144,1 sg

100
media 213,5 46382,4 0,285 sg 5040,221 sg

máx. 272 432968 0,34 sg 47211,8 sg

C 3 25
media 59,36 124,45 0,16 sg 0,64 sg

máx. 95 529 0,18 sg 5,64 sg

50
media 105,1 1357,6 0,205 sg 15,495 sg

máx. 123 10362 0,22 sg 136,91 sg

75
media 182,7 2115,9 0,256 sg 110,45 sg

máx. 394 8622 0,32 sg 713,04 sg

100
media 205,3 1709 0,3 sg 30,894 sg

máx. 219 9268 0,34 sg 109,4 sg

Tabla 4.16
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Problema de la mochila no acotado multiobjetivo (p = 4)

Tipo p n |T | |F |
Algoritmo 5

4ti2 tr

A 4 25
media 67,7 474,6 0,214 sg 3,94 sg

máx. 122 2404 0,22 sg 21,7 sg

50
media 119 4825,9 0,246 sg 316,9 sg

máx. 171 36921 0,27 sg 2851,35 sg

75∗
media 153,5 1371 0,34 sg 16,91 sg

máx. 163 5323 0,4 sg 93,5 sg

C 4 25
media 57,4 133,3 0,217 sg 0,257 sg

máx. 77 379 0,22 sg 0,9 sg

50
media 112,6 819,8 0,26 sg 19,36 sg

máx. 138 3816 0,28 sg 175,31 sg

75
media 158,3 835,4 0,321 sg 19,19 sg

máx. 178 4069 0,34 sg 128,4 sg
∗ Obtenemos el 57, 14 % de los ejemplos.

Tabla 4.17
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Problema de la mochila no acotado multiobjetivo (p = 5)

Tipo p n |T | |F |
Algoritmo 5

4ti2 tr

A 5 25
media 61 8429,3 0,151 sg 182,74 sg

máx. 97 81032 0,18 sg 1820,92 sg

50
media 116,6 12991,3 0,19 sg 1007,94 sg

máx. 163 74240 0,236 sg 8668,66 sg

75∗
media 153 1938,83 0,75 sg 21,55 sg

máx. 162 5352 0,8 sg 86,8 sg

C 5 25
media 65,7 585,9 0,313 sg 45,82 sg

máx. 177 4724 0,41 sg 455,51 sg

50
media 110 457,7 0,4 sg 3,05 sg

máx. 180 2621 0,47 sg 10,7 sg

75
media 170 8149,9 0,427 sg 243,24 sg

máx. 217 49670 0,48 sg 1541,8 sg
∗ Obtenemos el 60 % de los ejemplos.

Tabla 4.18
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[11] J.F. Bérubé, M. Gendreau, and J.Y. Potvin, An exact ε-constraint met-
hod for bi-objective combinatorial optimization problems: application to
the traveling salesman problem with profits, European Journal of Ope-
rational Research 194 (2009), 39–50.
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[54] B. Sturmfels, Gröbner bases and convex polytopes, University Lecture
Series, vol. 8, American Mathematical Society, Providence, RI, 1996.

99



Métodos algebraicos basados en test-sets para optimización lineal entera multiobjetivo

[55] J. Sylva and A. Crema, A method for finding the set of non-dominated
vectors for multiple objective integer linear programs, European Journal
of Operational Research 158 (2004), 46–55.

[56] J. Teng and G. Tzeng, A multiobjective programming approach for selec-
ting non-independent transportation investment alternatives, Transpor-
tation Research Part B 30 (1996), 291–307.

[57] R.R. Thomas, A geometric buchberger algorithm for integer program-
ming, Mathematics of Operations Research 20 (1995), no. 4, 864––884.
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