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Resumen

En esta memoria proponemos un método para calcular la n-homologia de
una DGA-dlgebra conmutativa, basado esencialmente en la maquinaria de pertur-
bacién homoldgica. En una primera etapa, establecemos un método de calculo
n-homolégico en el caso conexo y libre, analizamos aspectos relacionados con la
eficiencia de este algoritmo y en casos particulares realizamos célculos explicitos.

Posteriormente, planteamos y dicutimos el caso general.

Finalmente, usando nuevamente técnicas de perturbacién, se derivan sendos
métodos de calculo de la homologia de Hochschild y ciclica de DG-algebras con-

mutativas conexas y libres.

Introducciéon

Indagando en la historia del Algebra Homoldgica, que es donde se enmarca esta
memoria, nos remontamos a los anos cuarenta, donde encontramos los ya clasicos

trabajos de Eilenberg y Mac Lane, Faddeev y Baer, entre otros.

De la mano de los dos primeros eminentes matematicos puede decirse que nace
el Algebra Homolégica, en sus articulos [13] y {14], fuentes de ain hoy frecuente
consulta. Sin embargo, el modus operandi que se muestra en estos trabajos (esen-
cialmente, trabajar con equivalencias de homotopia explicitas) fue relegado hacia
finales de los afios cincuenta, dado que de esa forma no se habia podido disefiar
métodos efectivos de calculo de grupos de homologia de unos espacios de extrema

importancia en teoria de homotopia como son los espacios de Eilenberg-MacLane
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K(m,n), que dependen de un grupo abeliano 7 y de un entero positivo n. Es-
tos espacios pueden considerarse espacios "primos” y cualquier espacio puede ser

factorizado como producto cartesiano "torcido” de espacios de Eilenberg-MacLane.

Gracias al pujante impuiso de Cartan, Serre y la escuela de Grothendieck, la
comunidad matematica abandoné las técnicas hasta entonces desarrolladas y se
consideraron métodos innovadores como las resoluciones, las sucesiones espectrales
(por ejemplo, sucesiones espectrales de Serre) y las filtraciones. La transicién es
facilmente apreciable en la monografia que escribieran Eilenberg y Cartan en 1956
([12]), que podemos interpretar sin duda como la cesién del testigo en la carrera

hacia el desarrollo fructifero del Algebra Homoldgica.

A partir de ahi y hasta finales de la década pasada, destaca el uso frecuente
de categorias trianguladas y derivadas, que permiten una aproximacién a campos

como la teoria de D-mdédulos y la teoria de representacion.

Gracias a la aparicién, o quizds sea mas correcto decir recopilacion, de la Teoria
de Perturbacién Homolégica ([47], [10], [19], [21], [22], [27]), el problema de la
computabilidad en el Algebra Homoldgica ha cobrado un protagonismo principal.
Gugenheim, Lambe y Stasheff en [21] y [22] (reexaminando el problema de pertur-
bacion homolégica ya descritos por Wheisu Shih y Ronald Brown) han elaborado
una teoria que complementa y enriquece los estudios hasta ahora realizados, re-
conociendo y otorgando una merecida importancia a los estudios llevados a cabo
por Eilenberg y Mac Lane en el primer periodo. La mejora en las técnicas se consigue
con la aparicién de nuevos métodos (perturbaciones), y un estudio mas detallado
de los morfismos que intervienen en las equivalencias de homotopia definidas con

anterioridad por estos matematicos.

Una vez hecho estos comentarios de caracter historico, introducimos de manera
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informal los elementos basicos propios del Algebra Homoldgica Diferencial.

Los datos con los que trata el Algebra Homoldgica Diferencial son, fundamental-
mente, modulos graduados y un operador diferencial en ellos que preserva la suma
y el producto por escalares, es decir, que es un morfismo de médulos, que disminuye

el grado en una unidad y que verifica una condicién de nilpotencia. Se llamaran
DG-modulos.

En el caso de poseer dichos DG-médulos de una estructura multiplicativa, es
decir estar dotados de un producto compatible con el grado y la diferencial, estare-
mos tratando con DG-algebras (éstas nos interesaran particularmente). Las DG-
algebras que trataremos en esta memoria seran siempre DG-algebras conmutativas
y nos interesa el estudio de un invariante algebraico caracteristico de estos objetos:

su homologia, como principal discriminante para su tipo de homotopia.

Debido a la condicién de nilpotencia que verifica la diferencial de un DG-médulo,
podemos hablar de su homologia siguiendo su definicién original, considerando los
cocientes entre niicleos e imdgenes de la diferencial en los grados correspondientes,
pero a efectos de calculo, la situacién ideal seria que que el DG-mddulo fuese libre
y de tipo finito, pues en tal caso el operador diferencial admite una representacién
matricial y la homologia del DG-médulo se calcularia de manera sencilla utilizando

un cldsico algoritmo matricial (descrito ya en los afios treinta por Veblen [50]).

Ahora bien, jqué ocurre cuando no tengamos un DG-médulo de tipo finito? Es
decir, cuando necesitemos calcular la homologia de un DG-médulo que no tiene un

nimero finito de generadores en cada grado, ;cémo calculamos su homologia?

Para solucionar este problema, hacemos uso de la Teoria de Perturbacién Ho-

molégica, en la que el concepto fundamental es el de contraccion, unos tipos de



equivalencias de homotopia que se establecen entre un DG-médulo y otro "menor”
{(con menor nimero de elementos), de manera que la homologia de ambos coincide.
La técnica basica dentro de esta Teoria consiste en perturbar el DG-modulo mayor
de una contraccién (es decir, crear pequenas alteraciones en la estructura diferen-
cial de dicho DG-médulo) y establecer una nueva contraccion para el DG-médulo

perturbado.

Como ya habiamos adelantado, nos vamos a centrar en el estudio del caso con-
creto correspondiente a las DGA-dlgebras conmutativas. Una DGA-dlgebra A es
una DG-algebra dotada de una aumentacién y coaumentacién lo que, hablando
grosso modo, no es mas que establecer una “incrustacién” adecuada del anillo de
base en Ao. Nosotros hemos considerado aqui DGA-adlgebras en vez de simples
DG-algebras porque nuestro trabajo se encuentra influenciado de manera implicita
por la Topologia Algebraica Simplicial, donde los conjuntos simpliciales que se ma-
nipulan son frecuentemente punteados, es decir, con un elemento distinguido en
grado cero. Este elemento particular hace que cuando nos traslademos al Algebra
dispongamos de una aumentacién natural. Ahora bien, el estudio que hemos hecho
aqui es valido para simples DG-algebras. Una herramienta estandar para el calculo
homolégico de estos objetos es la construccidon Bar. La homologia de una DGA-
algebra debe comprenderse en dos etapas (véase [36]): la primera es la 0-homologia,
donde consideramos la DGA-4lgebra como un simple DGA-médulo y realizamos el
calculo de la homologia de este; la segunda, la 1-homologia, que no es mas que la
correspondiente homologia de la construccién Bar asociada al algebra: el producto
del algebra, que no intervenia en la homologia del dlgebra como DG-médulo, si
desempena un papel fundamental en la diferencial de la construccion Bar y, por
tanto, en la homologia asociada a ésta. La propiedad de la conmutatividad lleva
asociada dos particularidades importantes: la primera, es que la construccién bar
de una DGA-algebra conmutativa A es, a su vez, una DGA-algebra conmutativa

conexa; la segunda, y que se deriva de la primera, es que podemos hablar pués de
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la n-homologia de A (siendo n > 1) como de la homologia de la construccién bar
iterada B™(A).

Ahora bien, el nimero desorbitado de generadores que presenta la construc-
cién Bar al aumentar paulatinamente la dimensién considerada, hace imposible un

tratamiento de bajo coste computacional a la hora del cilculo de la 1-homologia.

Para salvar estas deficiencias entra en juego la Teoria de Perturbacion Ho-
moldgica, en la que, como hemos dicho anteriormente, se establecen innovadores
tratamientos para manipular contracciones.

Gracias a estas nuevas técnicas, es posible trabajar de manera muy simple en la
computacion de la homologia de ciertas DGA-4lgebras. Nos interesaremos por una
clase de contracciones que presentan un buen comportamiento con respecto a las
operaciones producto tensorial, composicién y perturbacién de contracciones. Estas

contracciones son llamadas contracciones semicompletas y han sido estudiadas con
detalle en [42].

En esta memoria trabajaremos en primer lugar con DGA-édlgebras conmutativas
libres y conexas, que llamaremos mas abreviadamente DG C-dlgebras, para después

discutir el caso general.

Un primer resultado es la obtencién de una contraccién de algebras semicom-
pleta que va de la construccién Bar de una DGC-algebra A de tipo finito (con un
numero finito de generadores en cada grado) a una DGC-4lgebra de tipo finito con
obstensiblemente, menor nimero de generadores que la primera (modelo homolégico
“pequeno” de A). Gracias a este resultado, la homologia de DGC-algebras de tipo
finito se leen directamente de la de las DGC-algebras pequefias. En otras pal-
abras, hemos dado una solucién positiva al problema de la computabilidad de la

1-homologia de una DGC-algebra, haciendo uso de la maquinaria de perturbacion
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de [42]. Sin embargo, no es viable una implementacién practica del algoritmo, de-
bido a la muy elevada complejidad que presenta en general. No obstante, en el
caso de tratar una clase particular de DGA-dlgebras podemos refinar este proceso
algoritmico y reducir el calculo homolédgico a la evaluacién de simples “fé6rmulas”
numéricas. Esto permitié una sencilla implementacién en maquina informatica para
estos casos ([6]), lo que supuso un proyecto de fin de carrera (véase [7]) del cual fui

codirectora.

A continuacién, atacamos el calculo de la n-homologia de DGC-4lgebras para
n > 1, apoyandonos nuevamente en los resultados de [42]. Haciendo uso de argu-
mentos de cambio de bases, podemos “controlar” el comportamiento n-homologico
de estas DG-algebras y dar un método de calculo. Un caso concreto es tratado para
dar una idea de la complejidad de este tema. A partir de los resultados obtenidos,
se construyen por perturbacion resoluciones pequeiias asociadas a las n-homologias
de una DGC-algebra con n > 1.

Comentamos posteriormente el caso general de DGA-algebras conmutativas, sin
imponer las hipdtesis adicionales de ser libre ni ser conexa. Finalmente, planteamos

una serie de cuestiones y problemas abiertos sobre el tema.

Finalmente, en este trabajo estudiamos otras homologias como son la homologia

de Hochschild y la homologia ciclica de una DGC-algebra de tipo finito.

El calculo de la homologia de Hochschild fue estudiado por Guccione y Guccione
que establecieron en [18] férmulas recursivas para determinar la diferencial de un
modelo homoldgico pequeno para una DG-dlgebra conmutativa. Damos aqui un
aproximacion alternativa en el marco de la Teoria de Perturbacién Homoldgica. El
hecho de que esta Teoria proporcione una solucién algoritmica para la homologia de

Hochschild fue ya tratado por Lambe en [31], pero no se consideré la preservacion
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de estructuras de algebras. Aqui utilizamos de nuevo las técnicas de perturbacién
de dlgebras de [42] para describir un método general que calcule dicha homologia.
Hay una diferencia basica entre el método propuesto aqui y el dado por Guccione-
Guccione: aqui obtenemos mads informacién homoldgica, es decir, damos explici-
tamente una equivalencia de homotopia; y esto nos permite usar inmediatamente
nuestros resultados en este caso como punto de partida para obtener la homologia

ciclica, via perturbacion.

El desarrollo de la homologia ciclica es relativamente reciente, siendo Loday uno
de sus principales impulsores. Es en los iltimos anos cuando estan apareciendo
los textos relacionados con esta materia (véase [34], [35]). Los principales aspectos
que pueden destacarse de la homologia ciclica son los siguientes: En primer lugar,
posee fuertes lazos de unién con la homologia de Hochschild y con la cohomologia de
Rham. En segundo lugar, permite la computacién de la homologia de algebras de
Lie de matrices. Ademads, la homologia ciclica puede ser vista como una ” K-teoria
algebraica aditiva”. Por ultimo, algunos problemas en Fisica Cuantica pueden ser

formulados en términos de (co)homologia ciclica.

A diferencia de la homologia de Hochschild, el método de calculo para la ho-
mologia ciclica serd extremadamente complicado ya que no podremos utilizar resul-
tados de preservacién de las estructuras multiplicativas. En esta memoria presen-

tamos un caso particular de interés donde esta

Un posible camino para abordar el tan complicado caso general de la homologia

ciclica, es el uso de las A-operaciones descritas por Loday en [35].

Mencionemos que todos los temas que aqui se tratan han sido ya anteriormente

presentados en foros especializados en forma de comunicaciones en congresos tanto
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nacionales ([44], [5], [6] y [2]), como internacionales ([4], [1]). La comunicacién [4]
ha dado lugar al articulo [3] que se publicard en Contemporary Mathematics. Estos
trabajos fueron motivados por el problema de la computabilidad de la homologia de
DGA-adlgebras conmutativas, pues obtener resultados positivos en forma de algorit-
mos eficientes sobre esta problematica repercutiria no sélo en las dreas matematicas
afines al Algebra Homoldgica y a la Topologia Algebraica, sino también en campos
dispares tales como la Fisica Cohomoldgica [49],]la Cuantizacién de Sistemas Gauges
([25]) y el Célculo Secundario ([51]).

Pasamos a describir el contenido por capitulos de la presente memoria.

En el primer capitulo, exponemos los conceptos basicos de los que haremos uso a
lo largo de este trabajo. Destacamos conceptos claves como son el de DGA-algebra

y el de la construccién Bar de una dicha DG-dlgebra.

El segundo capitulo estd enteramente dedicado a la Teoria de Perturbacién Ho-
mologica, pieza clave en el diseio de métodos de calculo homoldgico. En primer
lugar, se estudia en detalle el concepto de contraccién para después, analizar la
maquinaria de perturbacién homolégica, haciendo hincapié en las técnicas especial-

izadas para DG-algebras.

En el capitulo segundo, trabajando con DGC-algebras, damos explicitamente
una cadena de contracciones que permite calcular, en principio, la homologia de
cualquier DGA-algebra de este tipo. Es decir, damos un método para la obtencién
de un modelo homoldgico pequefio para una DGC-élgebra de tipo finito. Asimismo,

mostramos como caso particular una clase de DGC-4lgebras para la cual obtenemos



un algoritmo de célculo de homologia razonable. Subyace en todo este estudio la
conocida “factorizacién” de toda DG-élgebra conmutativa en productos tensoriales

torcidos de algebras exteriores y polinomiales.

Por otra parte, garantizamos la existencia de un modelo homolégico p-local (es
decir, trabajando con el anillo de base Z localizado en un primo p) pequefio para la
construccion Bar iterada de una DGC-élgebra de tipo finito. Obtenemos aqui un
resultado muy técnico: controlamos la homologia p-local de un producto tensorial
torcido (PTT) de ¢ dlgebras exteriores y polinomiales modificadas, garantizando la
existencia de un modelo homolégico que es un producto tensorial de PTTs de k
algebras exteriores y polinomiales modificadas, con k < £. También mostramos una

familia de ejemplos donde la complejidad del proceso disminuye ostensiblemente.

Estos resultados permiten aventurar que podrian encontrarse refinamientos simi-
lares para el caso general de una DGA-élgebra conmutativa cualquiera. Esta es la

linea de investigacidon que se nos presenta en un futuro inmediato.

Para finalizar, en el tercer capitulo, partiendo de los resultados obtenidos en
el capitulo segundo, damos métodos de calculo para la homologia de Hochschild y

ciclica de DGC-algebras, quedando asi dividido en dos partes fundamentales:

e La primera parte consta de dos secciones en las que se define el complejo de
Hochschild para pasar después a describir nuestro método de calculo para la

homologia correspondiente.

Como resultado fundamental,podemos concluir que en el contexto conmuta-
tivo, la homologia de Hochschild no aporta nada nuevo sin la comparamos
con nuestra primera definicién de 1-homologia de una DGA-édlgebra. A pesar
de esto, nuestro método produce una contraccién del complejo de Hochschild

de una DG-algebra conmutativa y un modelo homolégico relativamente pe-
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queno, que ser nuestro dato de partida para poder atacar, via perturbacion,

el problema de la homologia ciclica.

La segunda parte estd comprendida por tres secciones. En la primera des-
cribimos el concepto de complejo ciclico. En la segunda exponemos nuestro
método para el cdlculo de la homologia ciclica en el que destacamos la dificul-
tad con respecto al caso de la homologia de Hochschild. En la dltima seccién
del capitulo establecemos un caso especial en el que se puede simplificar con-

siderablemente la dificultad que se plantea en el caso general.



Contenido

1 Preliminares

2 La maquinaria de perturbacién homolégica
2.1 El concepto de contraccién . . . . . .. .. ... ... ... ...

2.2 Teoria de Perturbaciéon Homoldgica. . . . . . . ... ... ... ...

3 Algebra de n-homologia de una DGA-algebra conmutativa
3.1 Preliminares. . .. .. .. ... ... ...
3.2 Contracciones basicas . . . . . . .. ...
3.3 Computabilidad de la 1-homologia de DGC-algebras. . . . .. ...

3.3.1 Un Caso concreto: la 1-homologia de las DGC-algebras

8,(T1,72,00Tn—1)
Aelve2 ----- €n

13

37

39

45

51



Contenido

X1V

3.4 Algoritmo de calculo de la n-homologia p-local de DGC-algebras . . 75
3.4.1 Algebra de n-homologia p-local de una DGC-algebra 76

342 Un caso concreto. Homologia p-local de las algebras
D:;(;‘z’:_z_:;:’"-l) .......................... 88
35 Elcasogeneral . ... .. ... ... . ... ... ... ... ... 90
3.6 Cuestiones y problemas abiertos . . . . .. .. ... ... ... ... 91
4 Homologia de Hochschild y ciclica de DGC-algebras 93
4.1 Homologia de Hochschild de DGC-algebras. . . .. ... ... ... 96

4.1.1 Método de cilculo para la homologia de Hochschild de una
DGC-algebra. . . . ... ... L oL 98
4.2 Homologia ciclica de DGA-algebras conmutativas. . . . . . .. ... 102

4.2.1 Método de célculo para la homologia ciclica de DGC-algebras. 103

422 Uncasoespecial. . ... ... ... ... ... .. ...,



Capitulo 1.

Preliminares



Capitulo 1.

Preliminares

A lo largo de esta seccidon vamos a recopilar definiciones y enunciados que nos per-
mitan adentrarnos en el estudio de las contracciones y perturbaciones homologicas.
Necesariamente, hemos de comenzar recordando nociones de la teoria algebraica
de modulos; a fin de amenizar el contenido de este trabajo, obviaremos detallar
algunos conceptos y demostraciones, ya clasicas y cominmente conocidas. Todos

estos resultados se pueden encontrar en los textos [12], [36], [29] y [52], entre otros.

En la teoria de médulos es indispensable fijar un anillo base; suele ser costumbre
trabajar con un anillo conmutativo con elemento unidad distinto del elemento neutro
(es decir, con 1 # 0). En el desarrollo de nuestra memoria, asumimos este hecho
y notamos por A a un tal anillo conmutativo con elemento unidad no nulo. En la

practica, este anillo serd Z o Z localizado en un primo p.

El morfismo identidad de un médulo M se denotard por 1p. Si f: M - M
es un morfismo de médulos y n un entero positivo, la composicién fo -+ of sera

denotada por f".

Asimismo, a la hora de aligerar la notacién, si f y g son dos morfismos que

15



16 1. Preliminares

admiten ser compuestos, notaremos tal composiciéon simplemente por fg.

Un A-modulo libre es un médulo constituido por cualquier suma directa de copias
isomorfas del médulo A. Mas aun: dado un conjunto C, se define el maodulo libre
de base C' (que notamos por A[C]), como el médulo que esta formado por todas las

combinaciones lineales finitas de elementos de C, con coeficientes en A.

Dados dos médulos M y N, se denota por M @ N al médulo producto tensorial,
que consiste en tomar clases por D en el mdédulo libre de base M x N; donde D es

el submodulo generado por los elementos de la forma:
(m+m/,n) — (m,n) — (m',n), (m,n+n')—(m,n)—(m,n’),

(Am,n) — A(m,n), (m,In)— A(m,n),

con A€ A,m,m’' € M yn,n" € N. La clase de (m,n) se denota por m ® n.

El producto tensorial es asociativo y conmuta con sumas directas, es decir,

P M)oM~PM M),

i€l 1€7
segun la identificacién (Bicrmi) @ m = Bier(m; ® m).
St dotamos a un mdédulo de una cierta estructura multiplicativa obtenemos un

algebra. Mas concretamente, un algebra A es un médulo dotado de dos morfismos

de modulos,

p:ARQRA—- A y n:A— A

verificandose las siguientes igualdades:

a) plp®1,) =p(l,® p) (denominada propiedad asociativa);
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b) u(n®1,)=1,=pu(l, ®n) (n es una unidad bilateral para p).

Analogamente, queda definido el concepto de codlgebra: una coalgebra A es un

modulo dotado de los siguientes dos morfismos de médulos:
A:A—-ARA y E:A - A

verificandose las igualdades:

a) (A®1,)A = (1, ® A)A (llamada propiedad asociativa);

b) (€ ®1)A=1,=(1,REA (£ es una unidad bilateral para A).

Intuitivamente, queda claro que un algebra y una coalgebra no son mas que
modulos a los que se dota de una cierta estructura multiplicativa. De hecho, las
aplicaciones ¢ y A se suelen denominar, en el campo de la teoria homoldgica, aplica-
ciones producto y coproducto, respectivamente, como veremos con posterioridad. Es

obvio que un algebra adquiere por si misma, una estructura de anillo, con elemento
unidad dado por 6 = 5(1), 1 € A.

A continuacién, vamos a introducir las nociones y estructuras algebraicas basicas
en las que se fundamentan los objetos de nuestro estudio (contracciones y pertur-
baciones homoldgicas). Enunciamos los conceptos de médulos y sus diferenciales,

aumentaciones y coaumentaciones; para acabar definiendo los DGA-moédulos, las

DGA-dlgebras y las DGA-codlgebras.

Un médulo graduado es un modulo M que admite una representacién como suma
directa, con indices en los enteros, de una familia de submédulos suyos, { M, }nez;

esto es:

DM, =M.

nez
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Para denotar que M es un médulo graduado seguiremos una notacién que haga

referencia a la familia de submédulos que lo caracterizan: M= {M, }nea.

Un elemento z de M se dice homogéneo de grado n cuando z € M,; en tal caso,

escribiremos |z| = n.

Todos los médulos graduados que aparecen en esta memoria son nulos en grados

negativos; es decir, M,, = 0sin < 0.

Es obvio que el anillo A constituye, en si mismo, un médulo graduado, siendo

A ={An}ns0,con Ag = Ay A, =0 paran > 0.

Un morfismo de mdodulos graduados de grado p es un morfismo f : M — N entre
mddulos graduados de modo que f(M,) C N,4p, Vn € Z. Se denota como |f| = p.

Un médulo graduado M se dice conezo cuando My = A; se dice simplemente

conezo cuando es conexo y M;=0.

Dado un médulo graduado conexo, podemos definir el médulo graduado M, con

M, = M, paran>1y M, = 0.

Ademas, dado f: M — N morfismo de médulos graduados conexos, se tiene un

morfismo f : M — N naturalmente asociado af, segin la relacién f(a) = f(a).

Dados M y N sendos médulos graduados, queda definido un nuevo médulo

graduado, que notamos M ® N, estableciendo:

(M®N)n: @ (Mp®Nq)'

p+g=n



19

Dado un médulo graduado M, se tienen las identificaciones candnicas siguientes:

MASM, y AQMEM.

En adelante, entenderemos que M® = Ay M" = MQ -~ QM.

A lo largo de esta memoria, adoptaremos la convencion de Koszul que define
el producto tensorial de dos morfismos de médulos graduados de la forma natural,

salvo un signo a determinar:

Convenciéon de Koszul: Sean f : M — M’y g : N — N’ dos morfismos de

modulos graduados; definimos el morfismo de mddulos graduados producto,
fRg- MN — M Q N,
siendo:

(f®g)(z®y) = (-1 f(z) ® g(y).

En particular, se tiene la siguiente formula de composicién de productos tenso-

riales de morfismos:

(f @ g)(h@ k) = (=1)™(fr® gk).

Por tanto, si uno de los dos morfismos es de grado par, el signo desaparece.

A continuacidn, veamos una nota que ilustra el porqué de adoptar la convencién

de Koszul.

En adelante, asumiremos las notaciones siguientes: dado f : M — N morfismo
de médulos graduados, notamos f®" para f® --- ®f. Y si f: M' — M es un
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morfismo de mddulos graduados y n es un entero positivo, notamos por fti al

morfismo

M=31¥ere1y 7, (1.1)
j=0
donde el morfismo 19, debe ser comprendido como 14. Asimismo, definimos el

morfismo fUl : B;>: M’ - @r>1 M* como aquel que en grado n coincide con £

M = 1.

Nos introducimos, ahora, en el 4mbito del Algebra Diferencial.

Sea M un modulo graduado y dy, : M — M un morfismo de médulos graduados.
Se dice que d,, es una diferencial de M cuando |dy| = —1y dydy = d?, = 0. En

estas condiciones, M se denomina DG-mddulo y se nota por (M, dy).

Cuando, dado un DG-médulo (M, d,,), nos queramos referir sélo a la estructura

de médulo graduado subyacente, nos serviremos de la notacién M#.

En adelante, de no haber lugar a confusién, escribiremos d en lugar de dy, y

escribiremos d,, en lugar de d|,,.

Es claro que exigir la nilpotencia de orden 2 en la diferencial equivale a exigir que

Imd,+1 C Kerd,, ¥n € N; por tanto, tiene sentido plantear el siguiente concepto.

Sea (M,d) un DG-médulo. La homologia de M, que se nota H.(M), queda
definida como el médulo graduado {H,(M)},>1, donde:

H,(M)=Kerd,/Imd,4;.

Sea M un médulo graduado. Se define la suspensidn (resp., desuspension) de M
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como el médulo graduado dado por:
S(M)n = Mn—l

(resp., S“I(M)n = Mn+1)'
Ademas, si M es un DG-médulo, entonces S(M) y S~'(M) adquieren ambos la

estructura de DG-médulos de forma natural, siendo sus diferenciales —d,, en ambos

casos. Dado f : M — N morfismo de médulos graduados, existe un morfismo de

mdédulos graduados S(f) : S(M) — S(N), dado por S(f)(a) = (—1)lf(a).

Se dice que un morfismo f : (M,dy) — (N,dy) de mddulos graduados de

grado p es un morfismo de DG-mddulos de grado p cuando se verifica que:

dvf = (=1)"fdu.

Sea M un DG-médulo. Una aumentacion (resp., coaumentacion), es un mor-

fismo de DG-mddulos de grado cero:
M — A

(resp., ny : A — M).

Es decir, una aumentacién no es mas que un morfismo de médulos graduados
de modo que £,(M,) = 0 cuando n es distinto de cero (debido a la graduacién
considerada en A); y, ademds, £,,d; = 0, siendo d; : M; — M, la diferencial de M

en grado 1. De forma andloga, queda caracterizada una coaumentacion.

Un DGA-médulo (M,dy,&m,nu) es un DG-médulo (M, dy) dotado de una au-
mentacion €, y de una coaumentacion 7,,, de modo que se verifica que £y 7y = 1.
En definitiva, se trata de un DG-médulo en el cual se “incrusta de manera natu-

ral” el anillo base (via £ y 5, respetando la estructura diferencial existente). Un
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DGA-modulo M se dice que es conezo si como médulo graduado es conexo y su

aumentacion y coaumentacion son ambas la identidad del anillo base A.

Con el propdsito de facilitar la notacién, nos referiremos a un DGA-moédulo

(M, dy, €r,na) dando simplemente su médulo graduado subyacente, M.

Dados dos DGA-médulos M y N, definimos el DGA-mddulo producto tensorial,
M ® N, como el DGA-mdédulo establecido por los datos:

dM@N = dM® 1N+ 1M®dN7

€M®N = fM & €N7
Mueon = NMm & M-

Observamos que, para M = N, la convencién de Koszul permite escribir la diferen-

cial del producto tensorial como dygy = d[M”.

Sean M y N dos DGA-médulos. Se dice que un morfismo de DG-médulos

f: M — N es un morfismo de DGA-mddulos cuando se verifican las igualdades:

Enf =&y [ =1n-

Cabe destacar por su importancia (ya que lo usaremos en posteriores defini-
ciones), el morfismo de DGA-médulos que intercambia las componentes de un pro-

ducto tensorial,

t-MRQN->NQM,

denotado a veces por .4y, dado por:

tr®y) = (-)FMy g .
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En particular, dados dos morfismos f: M — M yg: N — N se tiene que

t(fog) = (-1)lkl(g® f)t

Por tanto, si f 6 g es de grado cero, el signo desaparece.

Una DGA-dlgebra (A, p,) (resp., DGA-codlgebra (C,Ac)), es un DGA-médulo
A (resp., C), dotado de un morfismo de DGA-médulos de grado cero,

pa:A® A— A (producto)
(resp., Ac:C — C ®C (coproducto)),
verificando la propiedad asociativa:
palla @ pa) = pa(pa ® 1a)
(resp., (Ac® 1c)Ac = (le ® Ac)Ac);

y para el cual, el morfismo 7, es unidad bilateral:

pa(na ®@1a) = pa(la®@n4) = 1a
(resp., éc es unidad bilateral:

(le ® €c)Ac = (€c ® 1c)Ac = 10).
Se dice que es conmutativa (resp., coconmutativa), cuando:
pal = pa
(resp., tAq = Ac).

En definitiva, una DGA-4lgebra (resp., DGA-codlgebra) consiste en un DGA-

médulo que tiene, ademas, estructura de algebra (resp., coalgebra). A partir de
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ahora, de no haber posibilidad de confusién, notaremos las DGA-algebras y DGA-
coalgebras por (A, p.) 6 (C,Ac), respectivamente; o bien, por A 6 C.

Sean (A, p4)y (A, uar) dos DGA-4lgebras (resp., (C,Ac) y (C’, Acr) dos DGA-
coalgebras). Queda definida la DGA-4lgebra producto tensorial A ®@ A’ (resp., la
DGA-coalgebra producto tensorial C ® C’), anadiendo a la estructura de DGA-

modulo del producto tensorial de ambas el morfismo de grado cero siguiente:
Haga = (Ba @ pa)(la®t®14)

(resp., Acger = (1c @t R 1) (A ® Acr)).

Veamos un ejemplo concreto: el DGA-mddulo tensorial.

Dado un DG-médulo graduado (M, d,,) podemos construir el DGA-médulo ten-

sorial de M, que se nota T'(M), de la siguiente manera:

T(M) = @ M™;

neEN

donde hemos de entender que M® = A y M™ = M® -"- @M. Un elemento del tipo
a; @+ ® ay se dice homogéneo cuando cada a; es un elemento homogéneo de M.

La graduacion tensorial de T(M), | |, viene dada por la expresion:

n
lar ® - @ anle =Y |ail.
1=1

La diferencial tensorial, d; : T(M) — T(M), viene dada, actuando sobre

elementos homogéneos, por el morfismo dl! (definido en la pagina 20), siendo

(di)n(@1® " @ap) = Y (~Dleskln-ilg @ - @ dyai @ -+ @ au,

=1
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siguiendo la convencién de Koszul.

La aumentacion €y ¥ la coaumentacion 7y son, respectivamente, la “proyec-
cién a” e “inclusién de” M® = A; asi, abusando del lenguaje, se puede decir que

ambos morfismos coinciden con 1,.

En estas circunstancias, sobre T(M) se pueden definir un producto y un copro-

ducto, notados pry ¥ Ara, respectivamente.

1. El producto de T'(M) actia por yuxtaposicién sobre elementos homogéneos y

se extiende por linealidad:
pron(a1 @ - ® an) @ (Gng1 @ R lntp)) = €1 @+ ® Angyp-

2. El coproducto viene dado por la expresion:

n

AT(M)(G1®"'®an):Z(al@"'@ai)®(ai+1®"'®an).

=0

P

El producto y el coproducto son ambos morfismos de DGA-mddulos asociativos y
admiten por unidad a 7z y por counidad a €r, respectivamente; por lo que
tenemos definidas en T(M) sendas estructuras de DGA-dlgebra y DGA-coélgebra.
En este sentido, escribiremos T*(M) cuando consideremos el médulo tensorial como

DGA-dlgebra; y escribiremos T°(M) cuando lo consideremos como DGA-coélgebra.

Lema 1.0.1 Todo morfismo de DG-mddulos f : M — N induce un morfismo de
DGA-mddulos T(f) : T(M) — T(N), que actia sobre elementos homogéneos del

sigutente modo:

T(f)a1® - ®an) = (a1 Q- Q an).
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Se dice que f : (A,pu,) — (A, pa) constituye un morfismo de DGA-dlgebras
(resp., f : (C,A¢:) = (C',Ac) morfismo de DGA-codlgebras), cuando se trata de

un morfismo de DGA-mddulos verificando:

pa(f@f)=fua  (resp., (f®[)Ac=Axf)

Definamos ahora lo que es una derivacidn.

Definiciéon 1.0.2 Sean (A,p,) una DGA-édlgebra (resp., (A,A,) una DGA-
coalgebra), y 6 : A — A un morfismo de mdédulos graduados de grado —1. Se
dice que el morfismo ¢ es una derivacion (resp., una coderivacion), cuando verifica

las condiciones siguientes:
opa=paA(l®E+6® 1), €46=0

(resp., A0 =(1®6§+86§R1)A,, £46 =0).

De ser posible alguna confusion, especificaremos el producto (resp., coproducto),

con respecto al cual es é una derivacién (resp., coderivacion).

Existe una nocién que adna las estructuras de DGA-dlgebra y DGA-coalgebra:
es la denominada DG A-dlgebra de Hopf. Este hecho tan singular permite definir

este concepto desde tres puntos de vista:

1. Una DGA-dlgebra de Hopf (A, ., A,) es una DGA-dlgebra (A, p,) dotada
de un homomorfismo de DGA-dlgebras A, : A — A ® A, que la convierte
en DGA-coalgebra.
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Reciprocamente, una DGA-4lgebra de Hopf es una DGA-coélgebra (A, A,)
provista de un homomorfismo de DGA-codlgebras y, : A® A — A, que la
dota de estructura de DGA-algebra.

3. A su vez, se puede definir como DGA-édlgebra de Hopf a todo DG-médulo que
tenga las estructuras de algebra y codlgebra y cuyos morfismos producto y

coproducto verifiquen la relacién de compatibilidad siguiente:

Astta = (1 @ pa)(1@ 1@ 1)(Ar ® As). (1.2)

El DGA-mdédulo tensorial no es algebra de Hopf, ya que

Ariay brony 7 (Bron © piron)(1 @1 @ 1)(Araey @ Aran)-

Dependiendo del morfismo que asociemos al DGA-mddulo T'(M), obtendremos el
dlgebra o la codlgebra tensorial de M, que notamos por T*(M) 6 T°(M), respecti-

vamente.

Ahora, vamos a introducir un nuevo concepto: la construccion Bar asociada a

una DGA-dlgebra dada. Veamos en qué consiste tal construccion.

Dada una DGA-élgebra A, se puede construir una DGA-codlgebra concreta aso-

ciada a A: la construccién Bar de A, que notaremos por B,(A).

Esta construccién constituye una de las herramientas algebraicas estandares para
definir coherentemente la homologia de una DGA-4lgebra (ver [36]): la homologia
natural de una DGA-dlgebra considerada como DG-médulo se llama la 0-homologia
de A (ésta no se sirve de la estructura multiplicativa subyacente); en cambio, el
producto de A interviene de forma explicita en la diferencial propia de B,(A). En
este sentido, la 1-homologia de una DGA-4lgebra es la homologia propia de la con-

struccion Bar asociada.
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Nos acercaremos a la definicion de la construccion Bar gradualmente, compro-
bando que se verifican las condiciones necesarias para construir una coalgebra. Al
final del presente desarrollo, comprobaremos que esta coalgebra admite una estruc-

tura de algebra e, incluso, algebra de Hopf, bajo ciertas condiciones a especificar.

Debemos concretar, antes de proseguir, que una construccion dual, la construc-
cion Cobar, se define para DG-coalgebras. Nosotros nos centraremos en el estudio
de la construccion Bar, dado que esta memoria discurre en el campo de las DGA-
algebras; un desarrollo anélogo al que se describira aqui para la construcciéon Bar,

se puede establecer con la construccién Cobar.

El modulo graduado subyacente en la construccion Bar de A viene dado por:
B.(A)* = A& S(A)®(S(A)©S5(A) @B (S(A)®---8S(A))®--- = (T(S(A))*.

Un elemento @ = Sa;® -*- ®Sa, del producto tensorial S(4)® - ®S(A) lo
escribiremos de la forma @ = [a1} - - - |a,]. Un tal elemento se dice homogéneo cuando
a; es un elemento homogéneo de A, para todo 1 <: < n. Notaremos [] =1 € A. Es
obvio que todo elemento de B,(A)#* puede descomponerse como sumas de elementos

homogéneos.

Aparte de la graduacién tensorial existente en B,(A)# debemos considerar aqui

la graduacion simplicial | |,, que se define como:
lals = [[a1] -~ |an][s = n.

El grado total de a viene dado por |a|s = |al; + |als.
La diferencial simplicial viene dada por la formula:

dllar] - lan]) = Ealar)laz]---|an) + §<—l>e"[alx (s aig)] -l
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H=1)"[@] - - |an-1){a(an);

donde e; = 7 + |a1] + - - - + |a;|. Entonces, el morfismo dp = d; + d, actuando sobre
el médulo graduado B*(A)# constituye una diferencial, por lo que B,(A)¥* adquiere
la estructura de DG-médulo.

Lema 1.0.3 La aplicacidn Ap : B,(A) — B,(A) ® B.(A) dada por

n

Ap(lar] -+~ lan)) = 3 Jan] - Jai] @ [@isa] -+ - |an);

=0

constituye un coproducto en B,(A).

Lema 1.0.4 La aplicacion £ : B,(A) — A dada por
(M) =X AeA  £p(u)=0, |uls>0; (1.3)

constituye una aumentacion en B,(A).

Teorema 1.0.5 El médulo B,(A) con las propiedades anteriores constituye una
DGA-codlgebra con counidad €p; se le denomina construccién Bar asociada a la

DGA-élgebra A. Ademds, se verifican las relaciones siguientes:
(d:@1+1®d)Ap=Apdy; (ds®1+10ds)Dp = Apds;

dsdt+dtd320; dtdt:(), dsds=0.

Es decir, en definitiva es (B,(A),ds — d,) = (T*(S(A)), d:).



30 1. Preliminares

Dada una DGA-4lgebra A, definimos la construccion Bar normalizada de A, que
denotamos By(A), como el cociente
; B.(A)
By(A) = ————,
"= B.a)
donde s(B,(A)) expresa el conjunto de elementos de B,(A) que son degenerados

(i.e., de la forma [ay|a;|04]@i41| - - - |an], donde 8, es el elemento unidad del algebra).

Teorema 1.0.6 By(A), es una DGA-codlgebra con graduacién, diferencial y co-

producto inducidos por | |p, dp y Ap; respectivamente. Su aumentacidn viene dada

por&s.

Sabemos que la construccién Bar asociada a una DGA-élgebra se define a partir
de un médulo tensorial. Es légico intentar ligar a la construccién Bar normalizada

de una DGA-algebra, otra estructura de mddulo tensorial.

En esta linea, la construccién Bar normalizada asociada a un DGA-dlgebra,
admite una reinterpretacion en términos de médulos tensoriales, segiin los resultados

que agrupamos en la nota siguiente.

Nota 1.0.7 Destacamos los siguientes hechos:

¢ B,(A) coincide como DGA-médulo con el médulo tensorial T(S(Ker €,)),
cuando prescindimos de la diferencial simplicial, d;, en su diferencial total.
Nétese que Ker £, coincide con el DG-médulo A, por ser A una DGA-algebra

conexa.

o By(A) constituye una DGA-coalgebra con la graduacién | |z, la diferencial d,

y el coproducto Ag. Coincide con la coalgebra tensorial T°(S(Ker £,)).
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e By(A) constituye una DGA-algebra con la graduacién | |5, la diferencial d; y

el producto tensorial yuxtaposicién. Asi, coincide como DGA-algebra con el
algebra tensorial dada por T%(S(Ker &,)).

Con objeto de simplificar la notacién del trabajo, y debido a que sdlo consi-
deraremos construcciones Bar normalizadas, asumimos que el término B(A) hace

referencia a la construccién Bar normalizada de una DGA-algebra dada.

Hemos llevado a cabo la definicién de construccion Bar siguiendo las con-
venciones actuales, que la caracterizan como DGA-coalgebra. Originariamente,
Eilenberg y Mac Lane establecieron este concepto para grupos con determinadas
propiedades; considerando, ademas, estructuras multiplicativas, en vez de comulti-
plicativas. El hecho de que trabajaran con grupos y no con médulos obedecié a que
la teoria de médulos no estaba aiin desarrollada: fue el concepto de moédulo una
generalizacion obligada de las nociones de grupo y espacio vectorial. Y la razén
fundamental de considerar en la actualidad un soporte comultiplicativo en vez de
multiplicativo reside en que aquél viene dado de forma natural con la construc-
ci6n; mientras que la estructura multiplicativa necesita de la conmutatividad de la

DGA-algebra dada. Veamos esta cuestion con mas detenimiento.

Dados dos enteros p,q > 0 no simultdneamente nulos, definimos un (p, q)-shuffle
como una particién del conjunto de los primeros' p+¢ enteros; de modo que resulten
dos subconjuntos ordenados y disjuntos, oy < -+ < @y f1 < -+ < B, depyq
enteros, respectivamente. En definitiva, se trata de una permutaciéon = del conjunto
de los p + ¢ primeros enteros de modo que 7(z) < 7(j) cuando, bien: < j < p—1;

bien, p < i < j. De este modo, quedan determinadas dos sucesiones de enteros:

a=n(t-1), t=1,...,p; Bi=rn(p+j—1), j=1,...,q,

!Se entiende, pues, que se trata del conjunto {0,...,p+ ¢ — 1}.
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que se corresponden con los subconjuntos de la definicién primigenia. Notaremos

cada (p, ¢)-shuffle por un par (a, 8), en referencia a las sucesiones «; y ;.

Definimos la signatura de un shuffle (o, ) como el entero sg(a, #) dado por la

suma:

syl B) = Dles — (i = 1)

Sea una DGA-élgebra conmutativa A. Sabemos que B(A) tiene estructura de
DGA-codlgebra. Vamos a ver que se puede definir sobre B(A) un soporte multi-
plicativo. Para ello, basta aplicar los resultados enunciados por Eilenberg y Mac
Lane en [14]. Asi, definimos el producto shuffle x : B(A) ® B(A) — B(A), dado
por:

[aa] - fap) > [br] -+ [bg] = 3= (=1)*Dery| - [erpaq);
(o)

donde (a, ) recorren los (p,q)-shuffles, 7 es la permutaciéon que los determina,

(Cly-sCppq) = (a1y...,ap,b1,...0,), y el exponente
6(7r,a,b) = Z |ai|3|bj|3.
w(i)>m(p+s)

Teniendo en cuenta esta definicién, se concluye que el producto % hace de B(A) una

DGA-élgebra conmutativa con respecto a la graduacién | |5 y la diferencial dp.

Pero, ademas, se verifica que, en este caso, las estructuras de algebra y coalgebra

son compatibles, por lo que B(A) adquiere una estructura de DGA-4lgebra de Hopf.

Por tanto, si A es una DGA-édlgebra conmutativa y m € N, definimos la m-

homologia de A como la homologia de la n-ésima construccién Bar iterada B™(A).

Damos ahora varios ejemplos mas de DGA-algebras que utilizaremos con poste-

rioridad a lo largo de esta memoria. Todas ellas seran conexas, conmutativas y con
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diferencial trivial.

o La DGA-dlgebra polinomial P(u,2n), donde n es un entero positivo y u es un
generador de grado 2n. La aumentacién y la coaumentacion coinciden con la
identidad en el anillo base. El producto de esta DGA-élgebra se define segin

la regla u'u? = u'ts,

e La DGA-dlgebra polinomial truncada Q,)(u,2n), que es el cociente de la DGA-
algebra polinomial P(u,2n) por el ideal (u?), donde u es de grado n y p es un

numero primo.

e La DGA-dlgebra exterior E(u,2n+ 1), n > 0, que consiste en la DGA-algebra
libre con generadores 1 y u; con u de grado 2n + 1, u? = 0. La aumentacién
y la coaumentacién vienen dadas por la identidad en el anillo base. Ademas,

el morfismo
Ag: E(u,2n+1) — E(u,2n+ 1) ® E(u,2n + 1)
definido por

Agu)=u®1l+1Qu,

convierte a E(u,2n + 1) en una DGA-élgebra de Hopf conmutativa y cocon-

mutativa.

e La DGA-dlgebra polinomial dividida T'(u,2n), n > 1, que es la DGA-algebra

libre con generadores

70(u) = 1,'71(11) = u, 72(u)7 s w'Yk(u)’ ey con h/k(u)l = 2n.

El producto viene definido por la expresion:

) = S
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el elemento ¥,(u) = u se conoce como el generador del dlgebra polinomial
modificada. La aumentacion y la coaumentacién son la identidad en el anillo

base. Ademas, el morfismo
Ar : T'(u,2n) — I'(u, 2n) ® I'(u, 2n),

definido por
Ac((w) = 3 7ilu) ® 7i(u),

4=k
convierte a I'(u,2n) en una DGA-4lgebra de Hopf conmutativa y coconmuta-

tiva.

Definiremos ahora el concepto de resolucion libre.

Definicién 1.0.8 Una resolucion libre de A sobre una DGA-dlgebra A consiste en
un DG-médulo X, el cual es libre como A-mddulo (es decir, es una suma directa
de copias 1somorfas a A) y la homologia de X es cero excepto en grado cero, donde

coincide con A

Un ejemplo de resolucién libre de A sobre una DGA-dlgebra A es la resolucion
Bar, que denotaremos por B(A). Mds concretamente, B(A) es el DG-médulo (A ®
B(A), dg(a)), donde su diferencial dp(4) : B.(A) — B._1(A) viene definida por

don(a®[m] - -[an]) = da(a)®[a] - -+ lan] + a®ds([ar] - - |an]) + pscsta(a, ar)l[as] - --

En el caso de ser A una DGA-4lgebra conmutativa, B(A) tiene una estructura

de DGA-algebra conmutativa con producto
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peay =(pa@*)(1QER®1)

donde recordemos que * es el producto shuffle de B(A).

Finalmente, tengamos en cuenta que la resolucién Bar se diferencia del producto

tensorial A ® B(A) en su estructura diferencial:

0= dB(A) - (dA & IB(A) +1.® dB) = #A(aa al)”‘h' T Ian] (1'4)
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La maquinaria de perturbacion
homologica

2.1 El concepto de contraccion

Dedicaremos esta seccion a describir el concepto de contraccién entre dos DG-

modulos, que es un tipo particular de equivalencia de homotopia.

Trabajando ya con DG-algebras, también explicitamos la nocion de contrac-
cién de algebra semicompleta, concepto fundamental en el desarrollo tedrico que

realizamos en esta memoria.

Aunque no sea trata de un concepto reciente, sélo desde principios de esta dé-
cada y gracias al auge que ha tenido la Teoria de Perturbacién Homoldgica, se le
ha reconocido a las contracciones su indiscutible valia y relevancia en el Algebra

Homolégica.

Una contraccién entre dos DG-médulos es una herramienta muy 1til en el cal-

culo de la homologia ya que permite relacionar un DG-mé6dulo con otro de menor

39
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numero de generadores en cada grado, de modo que se preserva la homologia. Con-
stituye pues, una importante técnica algebraica que reduce el problema del célculo

homoldgico.

En el caso de las contracciones entre DGA-algebras, nos interesaran aquéllas en
las que se preserven las estructuras multiplicativas, por lo que habra unos tipos de

contracciones mas ”convenientes” (en este sentido) que otros.

Definicién 2.1.1 Una contraccion de DGA-mddulos (abreviadamente, contrac-
cion), c: {N, M, f,g,$} consiste en una coleccién de cinco datos verificando ciertas

propiedades:

o Los datos: dos DGA-médulos, M y N, y sendos morfismos de DGA-médulos
de grado cero, f : N - M y g : M — N, que denominamos proyeccion e
inyeccion de la contraccién ¢, respectivamente; y un endomorfismo ¢ : N — N

de médulos graduados, con {¢| = +1, llamado operador de homotopia.

e Las propiedades:

(Cl) fg=1u,

(c2) f¢=0,

(c3) 49 =0,

(c4) dd+do+gf =1y,
(c5) 66 =0.

A veces notaremos una tal contraccién por N = M, (f, g, ) o simplemente por c.

En esta definicién hemos seguido la terminologia de Eilenberg y Mac Lane en [13]

y [14]; en la literatura podemos encontrar otros nombres: “retraccién de deformacion
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fuerte” o SDR (en [33], [21], [24], etc) “dato Eilenberg-Zilber” (en [23]), “extensién
trivial” (en [37]) o reduccién (en [46]).

Hemos de hacer notar los puntos siguientes:

1. Por ser f y g morfismos de DGA-médulos, de las propiedades (c2) y (c3)

concluimos que ¢ verifica las identidades éxyé = 0 = ¢ny.

2. La notacion de ¢ como operador de homotopia esta claramente fundamentada;
en el sentido estricto del término, establece una homotopia clasica entre los
morfismos f y ¢g: basta atender a las propiedades (c1) y (c4). Ademas, es

obvio que los morfismos f y g son, respectivamente, suprayectivo e inyectivo.

3. Dada una contraccidn ¢ con la notacién superior, resulta posible descomponer
N como suma directa de M y un DGA-médulo aciclico (i.e., de homologia
nula), por lo que las homologias de N y M coinciden. Este es el objetivo
principal de una contraccién: obtener un DGA-mddulo con menor cantidad
de generadores que el primero y con idénticos grupos de homologia. Parece
16gico, pues, denominar a N y M como DGA-médulos mayor y menor de ¢,

respectivamente.
Exponemos a continuacién varios ejemplos simples de contracciones:

e La contraccion trivial de un DGA-mddulo N, a saber:

Ly : {N, N, 1y, 1, 0}.

e La iso-contraccién, contraccién que proviene de un isomorfismo de DGA-

modulos dado, f: N — M:
¢, : {N, M, f, f7, 0}.
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Dada una DGA-3lgebra A, existe una contraccién para la resolucién Bar stan-

dar B(A):
CB(A) : {B(A), A, 1,, IA,S}a

donde el operador de homotopia s : B(A). — B(A).«+1 viene dado por la

féormula

s(a@lail - las]) = 1®lalay]--|an].

Pasamos ahora a exponer algunos resultados concernientes al comportamiento

de las contracciones con respecto a algunas operaciones elementales del Algebra

Homoldgica:

Lema 2.1.2 Dada una contraccion de DGA-médulos ¢ : {N, M, f, g, ¢}, pode-

mos construir las siguientes contracciones de DG-mddulos:

S

. La contraccion ¢ : {Keréy, Keréy, f, g, ¢}; donde, abusando de la notacion,

f, g y & representan las restricciones de los morfismos correspondientes.

La contraccidn suspension de ¢, S(c), que consiste en tomar los DGA-médulos

suspension de los dados:
S(e) : {S(N), S(M), 5(f), 5(g), —¢},
siendo, respectivamente, S(f) y S(g) los morfismos f y g en un grado menor.

La contraccion mddulo tensorial, T(c), obtenida al considerar los médulos

tensoriales de M y N y los morfismos inducidos por f y g:

T(c): {T(N)7 T(M)’ T(f)? T(g), T(¢)},
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viniendo el operador de homotopia definido por la expresion:

T(¢)|wn = ¢® = 3@ (¢f)*" ' +1062(gf)®" 2+ - +1%7'@¢, k21

Lema 2.1.8 Dadas dos contracciones de DG-mddulos, notémoslas
G {Niv Miv fiv gi, ¢t} 1= 1727

se pueden construir las siguientes contracciones:

1. La contraccion producto tensorial:
a®cy: {N1QNyy M@ My, /1 @ f2, 1 ® g2, 61 ® g2f2 + 1y @ B2}
Un caso muy particular de contraccion de este tipo resulta ser:
B (N™ M™, fE g glen,
donde, si notamos ¢/®™ = 19 ® ¢ ® (gf)8i"1, es

gorl Z 3 gle (2.1)

1=0
2. De ser Ny = My, la contraccién composicién de ambas, dada por:

cxocy: {Ny, My, fofy, 9192, 61 + G1d2f1}-
En esta memoria, estamos interesados en un tipo especial de resoluciones:

Definicién 2.1.4 [32] Una resolucién libre K de A sobre la DGA-algebra A se

dice que proviene de la resolucion bar standar si existe una contraccién (llamada

reduccion) de B(A) a K.
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Definicién 2.1.5 (/21])
Sean A y A’ dos DGA-élgebras (resp., dos DGA-codlgebras) y c,

c: {A7A,?f’g?¢}’

una contracciéon de DGA-mddulos. Se dice que el morfismo ¢ es una homotopia de

dlgebras (resp., homotopia de codlgebras), cuando verifica la identidad siguiente:

¢#A = NA¢[®2]

(resp., A ¢ = qﬁ[@?’]A,,);
donde recordamos que ¢l®4 =1 R ¢ + ¢ ® ¢f.

Definicién 2.1.6 [42] Sean A y A’ dos DGA-édlgebras y ¢ : {A, A, f,g,¢} una

contraccion.

La proyeccién f es una quasi-proyeccion de dlgebras si se dan las siguientes

condiciones:
fﬂA(¢®¢) =0,
fua(o®g) = 0,
fui(g® ) = 0;

El operador de homotopia ¢ es una quasi-homotopia de dlgebras si se dan las

sigulentes condiciones:

¢,”A(¢®¢) = 0,
Ppald®9)
¢/'LA(Q®¢) =0

Il
o
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Definicién 2.1.7 [{2] Sean A y A’ dos DGA-algebras y ¢ : {A, A, f,g,4} una

contraccion. Diremos que c es

e una contraccion de dlgebras semi-completa si f es una quasi-proyeccion de
algebras, ¢ es un morfismo de DGA-3lgebras y ¢ es una quasi-homotopia de

algebras.

e una contraccion de dlgebras casi-completa si f y g son morfismo de DGA-

algebras y ¢ es una quasi-homotopia de algebras.

e una contraccion de dlgebras completa si f y g son morfismos de DGA-algebras

y ¢ es una homotopia de algebras.

Obviamente, las contracciones de algebras completas y casi-completas son, en par-
ticular, semi-completas. No es dificil probar que los conjuntos de contracciones de
algebras semi-completas y casi-completas son cerrados por composicién y producto

tensorial de contracciones.

Un ejemplo de contraccién de algebras casi-completa nos lo proporciona la con-
traccion Cpy 4y de la resolucién bar standar B(A) de una DGA-algebra conmutativa
A. Mas ejemplos de contracciones de algebras seran descritos en el capitulo sigu-

lente.

2.2 Teoria de Perturbacion Homolégica.

La Teoria de Perturbacion Homoldgica esta constituida por un conjunto de técnicas

basadas esencialmente en los conceptos de contraccién y perturbacién. El Lema
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Basico de Perturbacién constituye la piedra angular de esta Teorfa: Se trata de
un verdadero algoritmo en el que el dato de entrada es una contraccién entre dos
DG-médulos junto con una perturbacién y el de salida es una nueva contraccién. Ya
moviendonos en la categoria ADGC, nos interesara saber qué clases de contracciones
de algebras se preservan por perturbacién y, de éstas, cuales transfieren “adecuada-
mente” la estructura producto de las DGA-élgebras mayores. Amplia informacién

sobre la Teoria de Perturbacién Homolégica puede ser encontrada en [47)], [9], [19],
3], (21], [22], [26], [27], [28], . ..

Describimos, en primer lugar, el concepto de perturbacién. Enunciaremos
después el Lema Basico de Perturbacién y, por dltimo, recordamos los tipos de

contracciones que se preservan por perturbacién.

Sean N un DG-méduloy f: N — N un morfismo de médulos graduados. Se
dice que f es un morfismo puntualmente nilpotente cuando para todo elemento no

nulo z € N existe un entero positivo n (dependiendo de z, en general), de modo

que f*(z) = 0.

Una perturbacion de un DGA-mddulo N consiste en un morfismo de médulos
graduados 6 : N — N de grado —1, de modo que (dy +6)? =0y {46 = 0. Es decir,
una perturbacién é de un DGA-médulo N verifica que |§| = —1, dyd+68dy+6> =0y

que la aumentacién &y : (N, dy +68) — A sigue siendo un morfismo de DG-médulos.

Una perturbacion o dato de perturbacién de una contraccién ¢ : {N, M, f, g, ¢}
es una perturbacion é del DGA-médulo N que verifica que la composicién ¢§ es

puntualmente nilpotente.

Sean Ay A’ dos DGA-dlgebras y sea ¢ : {A, A', f,g,$} una contraccién. Una

perturbacion de dlgebras é de la contraccion c consiste en una perturbacién de ¢ que
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es, a su vez, derivacion.

Teorema 2.2.1 (Lema Bésico de Perturbacién) [9][{7]. Sean c
{N,M, f,q,8} una contraccion yé : N — N una perturbacidn de dicha contraccion.

Entonces, queda definida una nueva contraccion,

Cs : {(N, dN +636N377N)a (M7 dM +d5a£M’nM)a f&a gs, ¢5}’

siendo:

ds = f&(1+46)7y,

fs = f(1=6(1+¢68)7"¢),
95 = (1+¢6)7'g,

¢s = (1+68)7" ¢;

con  (1+88)7" = Ting(=1)'(88)' = 1 =68+ 9646 — - +(=1)(98) +---.

Es evidente que, debido a la nilpotencia puntual de ¢é, la suma (1 + ¢6)~"(z) es
finita, para cada z € N. Por otra parte, resulta obvio que el morfismo ds constituye
una perturbaciéon del DGA-médulo (M, dy, €, u)-

El lema basico de perturbacién es esencialmente un teorema de funcién implicita
[8]. Una contraccién es un conjuntos de relaciones fijas entre varios morfismos; si
la perturbacién diferencial es suficientemente pequena (condicién de nilpotencia),
entonces existe una unica forma de modificar el otro dato para mantener las hipdtesis
de contraccién. Es importante notar que los médulos graduados N y M no son
alterados en el proceso; sélo los morfismos son modificados conforme a unas férmulas

explicitas.
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Podemos atrevernos a decir que este resultado puede calificarse como el teo-
rema fundamental del Algebra Homolégica Computacional. Los resultados
obtenidos de esta memoria puede considerarse como un pequefio ejemplo de la po-

tencia y alcance de este método.

En [22] y [28] se demuestra que, dadas una contraccién de algebras completa c y
una perturbacién de algebras é de ¢, la contraccién perturbada cs es una contraccion
de algebras completa. En [42], se prueba que la semi-completitud en contracciones

de algebras es una “propiedad hereditaria” por perturbaci’on homolégica.

Mas precisamente, toda perturbacién de una contraccién de aalgebras completa
es una contraccién de aalgebras completa. Ahora bien, toda perturbacién de una
contraccion de dalgebras casi-completa o semi-completa es, en el peor caso, una

nueva contraccion de aalgebras semi-completa.

Notemos que:

e Las contracciones de ddlgebras completas se preservan por perturbacion, pero
la composicién y el producto tensorial de este tipo de contracciones degenera

en general hacia la semi-completitud.

o Las contracciones casi-completas se preservan por composicién y por producto
tensorial. No obstante, la perturbacién de esta clase de contracciones degenera

en general hacia semi-completitud.

e Las contracciones semicompletas se preservan por composicién, producto ten-
sorial y perturbaciéon. QObsérvese que los anteriores tipos de contracciones
de algebras considerados son, en particular, contracciones semicompletas.
Ademas, cualquiera de ellas deriva en el peor de los casos, por composicién,

producto tensorial o perturbacién, al tipo semicompleto.
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Por otra parte, si tenemos una contraccién semicompleta entre dos DGA-
algebras se tiene que py = fuag.

Finalmente, incidamos en el hecho de que en este trabajo nos mover-
emos siempre en el contexto de las contracciones de algebras semi-
completas.
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Algebra de n-homologia de una
DGA-algebra conmutativa

En este capitulo nos centraremos en el disefio de un método de célculo de la n-
homologia de DGA-4lgebras conmutativas (Vn € N U {0}), basado esencialmente
en la maquinaria de perturbacién homolégica para algebras que hemos visto en el
capitulo anterior. Trataremos primero la homologia de DG-algebras conmutativas
conexas y libres que, mas abreviadamente llamaremos DGC-algebras, para en

ultima estancia comentar el caso general.

Comenzaremos este capitulo con una seccién de preliminares algebraicos, que
nos ayudaran a comprender las ideas algoritmicas que subyacen en este proceso de
célculo de homologia. A continuacién, se dara una solucién positiva al problema de
la computabilidad de la 1-homologia de una DGC-algebra de tipo finito, haciendo
uso de la maquinaria de perturbacién de [42]. Esta computabilidad en principio no
nos permite, sin embargo, hacer viable una implementacién practica del algoritmo
(sin tener en cuenta ninguna limitacién de memoria y de tiempo); debido a la elevada
complejidad que presenta en general. No obstante, en el caso de tratar una clase

particular de DGA-algebras podemos refinar este proceso algoritmico y reducir el

33
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calculo homoldgico a la evaluacidén de simples “férmulas” numéricas.

A continuacién extendemos esta técnica al calculo de la n-homologia de DGC-
algebras para n > 1, apoyandonos en los resultados obtenidos en [42]. Haciendo
uso de argumentos de cambio de bases, podemos “controlar” el comportamiento
homoldgico de estas DG-algebras. Un caso concreto es tratado para dar una idea
de la complejidad de este tema. A partir de los resultados obtenidos, se construyen
por perturbacién resoluciones pequefias asociadas a las n-homologias de una DGC-

algebra.

Comentamos posteriormente el caso general de DGA-élgebras conmutativas, sin
imponer las hipétesis adicionales de ser libre ni ser conexa. Finalmente, planteamos

una serie de cuestiones y problemas abiertos sobre el tema.

Las ideas y resultados de este capitulo han sido ya contemplados en los articulos

[3] (el cual ha sido el resultado final de lo expuesto en [4]) y [1].

3.1 Preliminares.

Introduzcamos una nocién fundamental en lo que sigue: el producto tensorial torcido
de DG A-dlgebras.

Sea {A;}ics una familia de DGA-4lgebras conmutativas y sea p una derivacién
en la DGA-dlgebra ®ic;Ai. Un producto tensorial torcido ®%¢;A; (abreviadamente,

PTT) es una DGA-algebra conmutativa verificando las siguientes condiciones:
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e Como DGA-slgebra graduada, ®%¢;A; coincide con el producto tensorial or-
dinario ®;erA;.

e Su diferencial es la suma de las diferenciales del producto tensorial ordinario

y la derivacion p.

Entonces, un PTT de DGA-algebras conmutativas es una DGA-algebra pertur-
bada, donde la “perturbacién” afecta a su diferencial (y no a su producto). Notese
que esta nocion muestra unas pequenias diferencias estructurales con respecto a la

de construccion multiplicativa principal de Cartan [11].

Un ejemplo de PTT nos lo proporciona la siguiente DGA-élgebra general:

E(z,2s + 1)®" P(y1,2s + 2)®@" P(ya, (25 + 2)(r1 +1))@"
&% - @ P(yn, (25 +2)(ry + 1)+ -+ (racy + 1)),

cuya diferencial viene dada por

pilyi) =z Ry QY - @y, Vi<i<n.

En lo que sigue, denotaremos la DGA-dlgebra anterior como Ag;gg*”'g“r"-l).

----- n

Si en esta DGA-algebra cambiamos las algebras polinomiales

P(yi, (25 +2)(r1 + 1) -+ (ries + 1))

por algebras polinomiales divididas

P(yi, (2 +2)(r1 + 1) -+ (rica + 1)),

considerando el mismo comportamiento para las diferenciales p;; obtenemos otra

S\T1723+9Tn=1
clase de PTT, que denotaremos por Del(,ez,.‘.,en’_'f ).



56 3. Algebra de n-homologia de una DGA-algebra conmutativa

Las técnicas algoritmicas de las que hacemos uso aqui han sido ya utilizadas
con exito en numerosos trabajos anteriores. Citemos como ejemplos representativos
los articulos [33], [30] y [46]. Una idea fundamental en este contexto consiste en,
a partir de un DG-médulo N del cudl queremos obtener su homologia, determinar

una serie de contracciones:

NS N SN = NS N,
de modo que el DG-mddulo N* sea libre de tipo finito y, por tanto, podamos calcular
su homologia de manera sencilla. Si, por ejemplo, suponemos que el anillo de base
es Z, la computacion de la homologia en complejos libres de tipo finito se reduce
esencialmente al uso sistematico del algoritmo de diagonalizacién a forma normal
de Smith de las matrices enteras que definen al operador diferencial en cada grado
(véase [50] o [38] para una detallada descripcién de este método). Sobra comentar
que, en estas circunstancias, es H,(N) = H,(N?®). Es decir, trabajando de esta
forma y tomando como dato de entrada una DGA-4lgebra N = A, obtenemos un

verdadero proceso de célculo de la homologia de A.

Ahora bien, para establecer contracciones, bien las creamos directamente; bien
“perturbamos” alguna ya determinada para obtener otra diferente (ver [22]).
Nosotros vamos a manejar aqui perturbaciones de contracciones de algebras semi-
completas (ver [42]). Ya comentabamos en los capitulos anteriores que el conjunto
de contracciones semicompletas de DGA-4lgebras es cerrado para la composicién,

para el producto tensorial y por perturbacién.

Resaltamos que, en esta memoria, hacemos uso de la terminologia método de
cdlculo o método computacional y no de algoritmo. Evidentemente, si hubieramos
realizado en este trabajo una detallada descripcién (especificacién) de los pasos del

método y un estudio minucioso de la complejidad del mismo, estariamos hablando
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ahora de algoritmos. Debido a que nuestros procesos de calculo son una reiterada y
sistematica utilizacién del lema de perturbacién basico, la simple y sencilla especifi-
cacion de este algoritmo habria permitido solventar el primer escollo. No obstante,
el problema de la complejidad del método requiere un estudio extremadamente téc-
nico, que no hemos hecho aqui y que nos ha impuesto que sélo podamos enunciar en
este sentido resultados muy vagos. Ademas, la infinitud en el numero de elementos
que se presenta en los DG-mddulos que manejamos, hace que surga problemas de
manipulacién simbdlica y de codificacién funcional a la hora de la implementacion

del método.

De cara al calculo de la homologia, definimos ahora el concepto de modelo ho-
mologico como alternativa computacional a la construccién Bar. Distinguiremos

dos definiciones segin qué anillo de base hayamos escogido.

Definicién 3.1.1 Sea Z nuestro anillo de base. Un modelo homolégico de una
DGA-édlgebra conmutativa A es una pareja {c, HBA} donde HBA es una DGA-

&lgebra libre de tipo finito y ¢ es una contraccién de 4lgebras semicompleta de B(A)

a HBA. Asi, se tiene queH,(B(A)) = H,(HBA).

Si el anillo base que consideramos es Z localizado en un primo p,
T
L) ={-, talque m.cd.(p,s)=1}
s

establecemos la siguiente definicién. Sea M un DGA-moédulo. Decimos que un
morfismo de DG-médulos h : M — M es un morfismo minimal cuando h(M) C
pM. Decimos que un DGA-médulo M es DGA-médulo minimal cuando es libre,
de tipo finito como médulo graduado sobre Z(,) (es decir, finito en cada grado) y
su diferencial d,, es minimal. Se sabe que una contraccién entre dos DGA-médulos
minimales es un isomorfismo de DGA-médulos. Por iltimo, decimos que la pareja

{c, H} es un modelo homoldgico minimal de una DGA-algebra conmutativa A, si
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H es una DGA-élgebra conmutativa minimal y existe una contraccién de algebras

semi-completa de la construccién B(A) a H.

Por abuso del lenguaje, muchas veces confundiremos el modelo homoldgico

{c,H} de una DGA-élgebra conmutativa con la DGA-élgebra pequefia H.

Definamos ahora dos morfismos que van a ser extremadamente ttiles en este

capitulo.

Definicién 3.1.2 [11]Sea A una DGA-algebra. Definimos los siguientes morfismos

de modulos graduados de grado cero:

o La suspension, o : A — B(A); definido por o(a) = [a], donde a € A.

e La p-transpotencia (donde p es un nimero primo), ¢, : A — B(A); definido

por @,(a) = [ala?~!], con a € A.

Finalmente, introducimos una nocién intimamente relacionada con el concepto

de producto tensorial torcido, como es la de n-indescomponibilidad.

Definicién 3.1.3 Un producto tensorial torcido PTT = ®tfe A; se dice que es
descomponible si existe una particién no trivial I = I; U I, de I, tal que PTT se
descompone en un producto tensorial de dos productos tensoriales torcidos PTT, =
Rien,Ai y PTTy = ®[2; A; con ppn = plprr,, para m = 1,2. En caso contrario,
PTT se dice que es indescomponible de longitud ¢ (o ¢-indescomponible, donde ¢ es

el cardinal del conjunto de indices I.
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El siguiente resultado clasico serd nuestro punto de partida a la hora del calculo

n-homoldgico de una DGA-algebra conmutativa libre (véase, por ejemplo, [18]).

Teorema 3.1.4 Toda DGA-dlgebra conmutativa libre es isomorfa a un producto
tensorial torcido de dlgebras exteriores con generadores en grado itmpar y dlgebras

polinomiales con generadores en grado par

3.2 Contracciones basicas

Estableceremos aqui las contracciones explicitas a partir de las cuales vamos a de-
sarrollar nuestros métodos de cilculo homoldgico. La aplicacién de las apropiadas
técnicas de perturbacién a productos tensoriales y composiciones de estas contrac-
ciones basicas nos permitira abordar no sélo el problema de la n-homologia de una

DGC-algebras, sino también la homologia de Hochschild y ciclica.
En primer lugar, describamos la siguiente iso-contraccién de algebras completa.

Sea n un numero natural. Se puede construir el siguiente isomorfismo de
DGA-élgebras de Hopf entre la construccién Bar de un algebra exterior, es decir,
B(E(u,2n — 1)) y el 4lgebra polinomial modificada I'(¢(u), 2n). Se puede notar por
o(u) = [u] el generador del dlgebra polinomial modificada, con el fin de hacer notar
que se puede obtener este generador a partir del generador u del algebra exterior,
por medio de la operacién suspensién. Como un isomorfismo puede verse como una

contraccion, se puede escribir como sigue:

Ces : {B(E(u,2n +1)),T(a(u),2n + 2), fos, 95,0},
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siendo el morfismo proyeccién de la contraccién:

fos([ul ... Ju]) = m(o(w));

y el morfismo inyeccion:

Determinamos ahora una contraccién de algebras casi-completa para la construc-

cién Bar de un algebra polinomial.

Sea n un nimero natural. Se puede construir una contraccién de DGA-algebras,

llamada Cpp de tipo casi-completo de B(P(u,2n)) a E(o(u),2n) de la siguiente

forma:
CBP : {B(P(uv2n)) ’ E(U(u)v2n + 1) ’ fBP ’ gBP7¢BP}- (31)
Denotemos a un elemento de B(P(u,2n)) de la forma [u™]|...|u™] por
[r1]...|rm]. Los morfismos explicitos de la contraccién son:

forl] = {0, sir#1

o(u), sir=1
fap[rilral .. |rm] = 0.

El morfismo ggp se define como

La homotopia viene definida por:

Spr(r1|. .. |rm] = [lr1 — lr2|rn].
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Finalmente, una contraccion de algebra casi-completa que sera fundamental en

todos nuestros algoritmos es la siguiente.

Sean Ay A’ dos DGC-4lgebras. Entonces, existe una contraccién de algebras de

la forma:

Cre : {B(A ® Al)a B(A) ® B(A’)v feay 980, B0} (3.2)

donde B(A), B(A") y B(A ® A') representan la construccién Bar asociada a las
DGC-édlgebras A, A’y A® A’ respectivamente.

La aplicacién fpe anterior queda caracterizada por su actuacion sobre elementos

homogéneos [z:Qy, |- - - |2,®y,] de B(A® A’), con cada z; € A ey; € A’ homogéneos:
foelt1 @yl - 20 @ Y] =

= Zfau)(l‘l w2 )pean(Yigr oY) [T ] lz:] ® [yis]--- [Yn)s
=0

donde para i = 0 el término [z;]---|z;] = 1 € B(A); y andlogamente, para i = n,
[yis1]- - lyn) = 1 € B(A").

Teniendo en cuenta las propiedades del producto tensorial, resulta que B(A) y
B(A") quedan identificadas como subalgebras de B(A ® A’), siendo:

(1]l = (21 ® O] 2a @ 0], [y1]- - ya] = [0 @ ua]--- 0 @ ym).
De este modo, la aplicacién gpe queda definida por la férmula:

gee(u@v) = uxv, u € B(A),v € B(A").

Por dltimo, el operador de homotopia viene dado por

¢B® = A_lsHIB(A),B(A’)/\a
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donde el isomorfismo de DG-médulos A actia del siguiente modo:
A:B(A® A') — B(A) x B(A'),
Mo @i+ Jam ® ] = (=1) 24 1 a | fa] x [af] - Jal,),

con a; y a; elementos homogéneos de A y A’ respectivamente. Y el operador SHI

viene dado por la férmula:
SHI(a, xb,) = — Z(—l)m+’9("’ﬁ)(sﬁq+m 88 +mSm—10n—q41 * * - Oy X
X Saypergm * SontmOm -+ Omrp_1bn);
donde m =n —p —gq, sg(a,B) = ¥F_ (o; — ( — 1)), y la tltima suma se realiza
sobre los indices 0 < ¢<n—1,0<p<n-g—1,con (a,B) € {(p+1, g)-shuffles}.
Los operadores de cara y de degeneracién se definen del siguiente modo:
olar] - - - |ag] = &(a1)[az] - |ag];
Oilas] -+ - lag] = (=)0 g, | azaiqa| - fag), 0<i<g;
Oylar] - - - |ag] = (—1)Mteloay| - - |ag_1]€(ay),
so[ ] = 18], donde 8 es la identidad de A;

silar] -+ -lag] = (1)l ay] - |ag]flais | - - |ag).

Eilenberg y MacLane establecieron en [14] que fpy V gse eran morfismos de
DGA-algebras. En el articulo [42] se prueba que ¢ es una casi-homotopia de algebras

y, por tanto, que Cpq es una contraccién de algebras casi-completa.

Cabe destacar una propiedad que concierne al operador de homotopia ¢,g de

esta contraccién:

Po(lar ® ailag| -+ |an]) = —[ailarlaz] - |am], (3.3)
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donde a; € A,V1<:1<myad]€A.

Sea ®ierA; un producto tensorial de DGC-élgebras. Usando la contraccién Chpg
y haciendo producto tensorial y composicién de contracciones, podemos determinar
una contraccién de B(®ic 14;) a ®;e1B(A;). Por simplicidad en la notacién, tambien

denotaremos esta ultima contraccién por Cpg.

3.3 Computabilidad de la 1-homologia de DGC-
algebras.

En esta seccion, construimos modelos homoldgicos de DGC-algebras de tipo finito.
Recordemos que una DGC-algebra es una DGA-élgebra conmutativa conexa y libre
y un modelo homoldgico se presenta como una alternativa a la computacion directa
de la 1-homologia de una DGC-4lgebra A. Téngase en cuenta que la construccién
Bar de una DGA-dlgebra presenta en general un nimero desorbitadamente grande
de elementos en cada grado, que hace que el calculo homolégico directo sea un
proceso prohibitivo, computacionalmente hablando. Consideremos también el hecho
de que la construccién y la resolucién Bar de una DGC-algebra son ambas DGC-

algebras.

El que tomemos en principio DG-algebras libres viene motivado por el resultado
que ya hemos descrito en la seccién anterior de que toda DGC-algebra puede ex-
presarse como producto tensorial de algebras exteriores y polinomiales dotado de
una diferencial que es, a su vez, derivacién. La conexién se revelara una propiedad
fundamental para garantizar la finitud del proceso de perturbacién en la obtencion

de resoluciones pequenas.
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Partimos pués de una DGC-élgebra E, expresada ya en forma “factorizada”
como un PTT de algebras exteriores y dlgebras polinomiales. Nos restringiremos
al caso en que la DGC-algebra es finitamente generada como dlgebra; es decir, se
trata de un producto tensorial torcido de un niimero finito de algebras de la forma
@reAi, donde I denota un conjunto finito de indices, p es una diferencial-derivacién
y A; es, o bien un algebra exterior o bien un algebra polinomial, para todo ¢ € I.
El considerar un algebra finitamente generada y no una una DGC-algebra de tipo
finito (es decir, con un nimero finito de generadores en cada grado) es simplemente
para aligerar un poco la notacién y facilitar la lectura, ya que el método de calculo

homolégico para este dltimo caso serd el mismo que planteamos aqui.

Teniendo en cuenta las ideas expresadas en la secciones anteriores, nuestro obje-
tivo aqui es obtener un encadenamiento de contracciones que parta de la construc-

cién Bar de A y desemboque en un DGA-médulo libre de tipo finito.

Con este fin, hacemos uso de las tres contracciones de 4lgebras semicompletas

va explicitadas en la seccién anterior, a saber, las contracciones Cpg, Csp y Cpg.

Gracias a estas contracciones, podemos formar la siguiente contraccién semi-

completa de DGC-algebras, que notaremos por c:

B(®ie1Ai) = ®icrB(A) = QierHBA,,
donde H B A; representa un algebra exterior o un 4lgebra polinomial dividida, segin

sea A; un algebra polinomial o un dlgebra exterior, respectivamente.

Denotamos por f, g y ¢, respectivamente, a la proyeccién, inclusién y operador

de homotopia de c.
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El paso siguiente es, obviamente, perturbar c¢. El morfismo p produce una
perturbacién-derivacion 6 en la diferencial tensorial de la construccién B(®:crA;),
viniendo garantizada la nilpotencia puntual de la composicién ¢é por los siguientes

hechos:

e El operador de homotopia ¢ incrementa en uno la dimensién simplicial de
B(®ie1A).

e La perturbacién § no afecta a la dimensién simplicial. De hecho, é actia

disminuyendo en uno la dimensién tensorial.

Asi, aplicando el LBP, obtenemos la siguiente contracciéon perturbada:

B(®%A:) 2 (@it HBA;, d),
donde d = ds es la diferencial determinada por el proceso de perturbacién.
Teniendo en cuenta que las contracciones anteriormente consideradas son todas
ellas semicompletas, resulta que ¢z constituye asimismo una contracciéon de DGA-

algebras semicompleta. Por tanto, (®;c;H BA;, d) es un modelo homolégico para

la DGA-élgebra conmutativa ®;cA;.

Para determinar completamente este modelo basta con saber como actia la

diferencial d.

En conclusion, tenemos el siguiente teorema:
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Teorema 3.3.1 Dado un PTT finito A de dlgebras exteriores y polinomiales, existe
una contraccion de dlgebras semi-completa de la construccion B(A) a una DGC-
dlgebra H finitamente generada. FEsto es, eriste un modelo homoldgico para A.
Ademds, H es un PTT de dlgebras exteriores y polinomiales modificadas tal que, a

nivel de dlgebra graduada, se tiene:

e cada factor del tipo E(u,2n — 1) en A contribuye con un factor I'(a(u),2n)
en H.

e cada factor del tipo P(u,2n) en A contribuye con un factor E(o(u),2n + 1)
en H.

Aunque el hecho de usar el verbo “existe” en este teorema podria dar lugar a con-
siderar el mismo desde una éptica no-algoritmica, recalquemos que su demostracién
es completamente constructiva. De hecho, en ella se describe un algoritmo general
de célculo de la 1-homologia de DGC-4lgebras. Esta aclaracién sera asimismo valida

para los restantes teoremas fundamentales que vamos a enunciar en esta memoria.

Con el fin de poder hablar de manera precisa de los problemas de complejidad
que plantea el cédlculo de la diferencial sobre un elemento cualquiera del modelo,

establecemos las siguientes definiciones.

Sea h : N — N. Se dice que un morfismo de DG-médulos f : M — M’ es O(h)
en tiempo si para todo niumero natural n y para todo elemento z de M, se tiene

que el nimero de operaciones elementales para realizar f(z) esta acotado por h(n).

Sean h; : N — N, con i = 1,2,3. Se dice que una contraccién c: {N, M, f,g, ¢}
es (O(hy),0(hz),0(h3)) cuando f es O(ky), g es O(hy) y ¢ es O(h3).
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Desde este punto de vista, la contraccién Cpgq resulta ser (O(n)), O(2"), 0(2")).
Esto da idea de la elevada complejidad que presentan los morfismos componentes
de una contraccién perturbada en la que la contraccion inicial es una composicion

de otras, entre las cudles figura Cpgq.
Por otra parte, Cpz es (O(n),0(n),0(1)) y Csp es (O(1),0(1),0(1)).

La férmula de la diferencial d que nos aporta la teoria de perturbacién homolé-

gica es

d = fobo(l—¢gob+dobodob—--)o0g. (3.4)

Se tiene que d es una derivacién y, por tanto, un morfismo compatible con el
producto existente en el modelo homoldgico. Esto quiere decir, en particular, que
solo es necesario conocer el valor de d sobre los generadores del modelo (habra tantos
como indique el cardinal del conjunto de indices I), lo cual supone un enorme ahorro

a la hora de determinar completamente d.

Segun lo comentado previamente sobre la eficiencia en la evaluacién de los mor-
fismos componentes de las contracciones que entran en juego, y a la vista de la
férmula 3.4, una primera impresién es que la evaluacién de d sobre un generador
cualquiera se revela, en general, un proceso esencialmente exponencial. En la sec-
cién siguiente, veremos cémo restringiéndonos a una clase especial de DGC-algebras
y haciendo uso de una propiedad algebraica que verifica en este caso particular la
proyeccién f de la contraccién ¢, podemos reducir el célculo homolégico a la sim-
ple evaluacion de férmulas numéricas. Estos alentadores resultados nos hacen estar
expectantes ante la posibilidad de poder mejorar la eficiencia del método en el caso

general.
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Por ultimo, la informacién que nos proporciona el teorema anterior puede ser

usado para establecer la generacion de resoluciones pequenias sobre DGC —algebras.

Teorema 3.3.2 Sea A una DGC-dlgebra. Dada una contraccion de dlgebras semi-
completa de la construccion B(A) a una DGC-dlgebra H de tipo finito , en la que su
operador de homotopia hace crecer en uno el grado simplicial, eziste una resolucion
libre K que proviene de la resolucion Bar. Mds concretamente, K es un PTT de
las DGC-dlgebras A y H y la reduccidn asociada es una contraccion de dlgebras

semi-completa.

Demostracién.

En primer lugar, dada la contracciéon de algebras semicompleta c
{B(A),H, f,g, ¢} determinada por el teorema anterior, podemos construir la con-

traccion producto tensorial siguiente:

10c: {AB(A),AR H,1,® f,1,®9,1,® ¢}

Esta ultima contraccién es una contraccién de &lgebras semi-completa, con-

siderando tanto en A ® B(A) como en A ® H los productos naturales inducidos.

Ahora la cuestion se reduce aplicar el lema de perturbacién de algebras semi-
completas, tomando el morfismo 8 (véase 1.4) como perturbacién de algebras. Obvi-
amente, 6 es una derivacién-perturbacién de A ® B(A); queda probar la nilpotencia
puntual de la composicién (1, ® ¢)f. La DGA-slgebra A ® B(A) posee una fil-

tracién determinada por el grado tensorial de la construccién Bar B(A). Debido a
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que A es conexa, f hace disminuir de, al menos, uno el grado de filtracion. Por otra
parte, como 1, ® ¢ hace crecer el grado simplicial de la construccién Bar en uno,
este operador de homotopia preserva el grado de la filtracién. Entonces, (1, ® ¢)6
hace disminuir el grado de filtracion de, al menos, uno. Esto significa que esta

composicion es puntualmente nilpotente y completa la demostracion.

A la vista del teorema previo, es posible establecer el siguiente resultado donde

se obtiene una “pequefia” resolucién libre sobre una DGC-algebra.

Teorema 3.3.3 Dado un TTP finito de dlgebras exteriores y polinomiales, existe
una resolucion libre AR’ H que proviene de la resolucion bar. Mds concretamente,
la reduccion es una contraccion de dlgebras semi-completa y el complejo reducido H

viene determinado por el Teorema 3.3.1.

3.3.1 Un Caso concreto: la 1-homologia de las DGC-

dlgebras A%(Lr2arn-1)

.....

este capitulo. En principio, seguimos aqui el procedimiento general descrito anteri-
ormente, para después, aprovechar un matiz técnico que permite mejorar enorme-

mente el proceso de calculo homolédgico.

En el caso que nos ocupa, la contraccién c de la que partimos viene dada por:
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B(E(z,25+1)® P(y1,25 4+ 2) ® -+ ® P(yn, (25 + 2)(r1 + 1) - -+ (ra1 + 1))
C
g&:
B(E(z,25 +1)) ® B(P(y1,25 +2)) ® - ® B(P(yn, (25 + 2)(r1 + 1) -+ (rn-1 + 1))
CBE®=C>BP®'”

P(o(2),25+2)® E(0(1),25+3) @ ® E(0(yn), (25 + 2)(r1 + 1) -+ (1o + 1) + 1)).

Las diferenciales py, py, ..., p, producen una perturbacién-derivacién é en la

construccion

B(E(x,2s +1)® P(y1,25 + 2)®
- @ Pyn, (25 +2)(r1 + 1) -+ (rao1 + 1))

Por perturbacién, obtenemos la siguiente contraccién semicompleta:

B(Agrr )
=
(T(o(x),2s 4+ 2) ® E(c(y1),2s + 3)®
QR E(0(yn), (25 +2)(r1 + 1) -+ - (a1 + 1) + 1)), d),

donde d es la diferencial determinada por el proceso de perturbacién.

Por tanto,

HBAorn=) = (T(o(2),2s + 2) @ E(a(y1),25 +3)®

R E(0(yn),(2s +2)(r1 + 1) -+ (rpr + 1) + 1)), 4d)

es un modelo homolégico para este tipo de DGA-algebras.
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En este caso, sélo necesitamos evaluar la diferencial sobre los generadores o(y;),

U(y2)’ ey U(yn)'

En el calculo concreto de la homologia de A:l()’ vemos que la férmula (3.4) se

reducea fo60g, yaque goébog=0. -

Progresemos ahora en el célculo de la imagen de la diferencial sobre cada gene-
rador del modelo.

En primer lugar, d(o(y1)) = —e1 - o(z).

Para o(y,), tenemos que

d(o(y2)) = f_sogcjg(a(yz))
= —e fi([z®@y:i"))

Nos hemos de remitir, pues, al estudio de la evaluacién de la proyeccién pertur-
bada sobre el elemento [z ® y;™]. Ahora bien, f5([zt @ y1™]) es 0,siry > 1; y es &,
si 1 = 0. Teniendo en cuenta (3.3), sabemos que ¢([zr ® y1™]) = —[y1"*|z]. Pero
6 sobre este elemento resultante nos da ry - e;[z ® y1™~*|z]. Si seguimos aplicando
alternativamente los morfismos ¢ y é a este ltimo elemento, obtendremos al cabo

r1 + 1 veces

de ry iteraciones el elementory!- ;" [z| ~ .- |z]. La tnica posibilidad no nula de

aplicacion a este elemento es f, que nos proporciona finalmente la férmula siguiente:

Flz@n™) = r! e - a(z)HY,

Concluyendo, tenemos que la diferencial d aplicada sobre o(y;) es
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‘1—(‘7(?/2)) = —rl-e™-ey- 0'(1:)(”“).

Calculemos ahora la imagen por f; de un elemento de la forma

m veces

[z®@y™| " |z ® y1™]. Es claro que el grado |[z ® y;"]| es, evidentemente, par.

En primer lugar, demostremos que se tiene la siguiente igualdad:

m veces

Jsllz @ yi"]* Az @) = fille®@y™]) mee-fille @),  (3.5)

donde x denota el producto de la construccién Bar y - denota el producto en el

modelo homolégico. En lo que sigue, consideraremos *(a ® b) = a x b.

Pretendemos probar que la proyeccién f; preserva potencias de elementos de la

forma [z ® y1™].

Observamos que, teniendo en cuenta la definicién del producto shuffle,

r m veces

fi(lz @ y1™]* *z @ ")) = m! f5([z @y "] mee [z @ ™)),

por ser |[z ® yT']| par.

Segun esta expresién, bastard probar la férmula (3.5) para el caso en que teng-

amos un elemento de la forma [z ® ¥7'] ® [z ® y1*].

Como hay que probar que f; es multiplicativa sobre este elemento, consideramos

la contraccién producto tensorial de ¢z por si misma, c;® ¢z, de modo que se verifica
la 1dentidad:
192 _ g2 78 _ giglen] | gleal g (3.6)
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Aplicando f3(x) a izquierda de la férmula anterior y teniendo en cuenta la

relacién entre los productos de las DGA-3lgebras de la contraccién,

- = f5(*)(g5 © 35) = f5(g5 * 35);
resulta que (3.6) se transforma en

F5(x) = J5(3)g8 8* = J(x)dP3PH + fr(x)p2%dl. (3.7)

De ser nulo el resultado de aplicar el segundo miembro de (3.7) a nuestro ele-
mento en cuestiéon, habriamos terminado la prueba. Veamos ahora que, en efecto,

esta circunstancia se verifica.

Las diferenciales tensorial y simplicial de la construccion Bar actuando sobre
nuestro elemento son ambas nulas, por definicién; en consecuencia, la composicién

f(:)(1 ® é5+ 05 ® 35.f5)(1 ® d+ d ® 1) es cero sobre este elemento.

Por otro lado, como la diferencial de la construccién Bar es compatible con f5y

con el producto shuffle, se tiene que

fix)(1®d+de1)(1® ¢s+ 5 ® g5 f5) = dfs(x)(1 ® ¢5 + ¢5 ® §5f5)-

El segundo sumando de la igualdad anterior es claramente nulo, por ser la con-
traccién dada semicompleta. Estudiemos cémo actia el primer sumando sobre un
elemento del tipo dado, [z ® y1'] ® [z ® y7]-

Segin la férmula (3.3), al aplicar ¢ obtenemos una inversién, a saber: —[y7*|z].
Un seguimiento de la actuacién de los morfismos ¢z y f; determina que la imagen
que obtenemos finalmente es de la forma [z]---|z]. Por dltimo, el aplicar d sobre

este elemento nos conduce directamente al elemento nulo.
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Concluimos de este modo que f5 preserva productos de la forma

[z @y ] %+ [z @ 1]
Ahora, podemos deducir sin mucho esfuerzo que:

m veces
..

(mry + m)! e
"y — Ll e M gmTitm 3.8
It ® ™)) ml(r + 1) e z (3.8)

fi([z @y
Este ultimo resultado es fundamental para mejorar ostensiblemente la eficiencia

del proceso de célculo de la diferencial d.

Estamos en condiciones de evaluar d sobre el generador gs:

g(o(ys
([y3

) = lvsls
] —
[z @y @y,")
]
]
]

—e3- [t @™ ®y2",

0,

= ~[ylz@un"]

ro-ex- [t @y @y

_ r r r2+lveces
= rl-e” 2@y

o[z @y @ Yo
§([y2"2 |z @y
(60d)2([z@y1™ @y,

®ylrl]v
[z ® "]

)
)
)
)
)
)

Haciendo uso de estos resultados y de (3.8), tenemos que:

d(o(ys)) = —rg!- [(rz + 1)(r1 + D! P AP E O_(x)(r2+1)(r1+1)).

(re + D(ry + 1)zt
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Trabajando de esta forma, podremos explicitar todas las diferenciales de los

generadores o(y;). En efecto,

] i—1 ,
d(d(yi)) = —riq!- [Hk=1(rk+i-)1];_y e s ei_q il
("‘-1+1)!I'[L;21(rk+1) y=k41\d 59

. H}c:i—2 er * H;;LH(TJ‘H) . o'(x)( ;;lx(""+1)),

donde : = 1,2,...,n.
Esto completa el estudio del célculo de la 1-homologia de Ag'l(:.{:;;'"-l).

El complicado coeficiente que aparece en (3.9) puede dar una idea de la comple-
jidad del calculo homoldgico que puede presentarse en el caso general. El localizar
la homologia en un primo p, es decir, considerando Z(,) como anillo de base, palia

en enorme medida este problema de nimeros muy grandes.

El algoritmo que finalmente se obtiene para esta clase particular de DGC-
algebras ha sido ya implementado en maquina informatica por David Artigas Cam-

pos (7], [6]), usando el paquete de programas Mathematica.

3.4 Algoritmo de cdlculo de la n-homologia p-
local de DGC-algebras

Nos preocupamos aqui de construir un modelo homolégico para una construccion
bar iterada B"(A) de un PTT A de 4lgebras exteriores y polinomiales. Este modelo

nos permitira determinar la n-homologia de A.
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3.4.1 Algebrade n-homologia p-local de una DGC-algebra

Como hemos visto en el capitulo anterior, la construccién bar de una DGC-élgebra
A es otra DGC-dlgebra. Podemos, pues, pensar en iterar el proceso e intentar cal-
cular un modelo homolégico pequefio para B(A), para B?*(A), y asi sucesivamente.
Es decir, estudiemos la computabilidad de la n-homologia de una DGC-élgebra

finitamente generada.

A continuacion damos una idea, de manera informal, de los problemas que

entrana dicho cometido y a los cuales se dara solucién a lo largo de la seccién.

Consideremos la contraccion de algebras semicompleta, explicitada ya anterior-

mente, y que proporciona un modelo homolégico para un algebra polinomial:

B(P)S E

Si consideramos las construcciones Bar correspondientes, se obtiene también
una nueva contraccion entre ellas. Pretendemos, entonces, calcular un modelo ho-
moldgico pequeno para B(P). El primer inconveniente que surge es el siguiente:
dada una contraccién de algebras semi-completa A = A’, jpodemos construir una
contraccién de B(A) a B(A’)? En caso afirmativo, un segundo problema que aparece
es determinar si la contracciéon obtenida es una contracciéon de algebras semicom-

pleta (es decir, si lo que tenemos es realmente un modelo homolégico para B(P)):

B¥P)= B(E)=T

Ahora bien si iteramos por segunda vez el proceso, emerge un segundo problema
consistente en encontrar un modelo homoldgico pequefio para un algebra polinomial

dividida ' (y con ello un modelo para B?(P)),tal que podamos seguir iterando las
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veces que queramaos:

B*(P) = B*(E) = B(T') =?

Veremos que esto serd posible si nos restringimos al anillo Z localizado en un

primo p.

Especificaremos ahora un método de célculo de un modelo homoldgico para
B™(A) (o un modelo n-homologico para A), donde A es un DGC-algebra. Para

ello enunciamos el siguiente teorema:

Teorema 3.4.1 Sea Z(,) nuestro anillo base. Sea A un PTT de n dlgebras exte-
riores y polinomiales divididas y sea m un nimero natural. Eziste una contraccion
de dlgebras semicompleta de la construccidn bar iterada B™(A) a un producto tenso-
rial de PTTs k-indescomponibles de dlgebras exteriores y polinomiales modificadas

con k <n.

De hecho nuestro punto de partida aqui es la contraccion de algebras semicom-
pleta (determinada en el Teorema 3.3.1) de B(A) en un PTT de n 4lgebras exteriores

y polinomiales modificadas.

El contenido de esta seccién que a continuacién exponemos, constituye la de-

mostracion del Teorema anterior.

Debemos referirnos en primer lugar a un teorema probado por Gugenheim,
Lambe y Stasheff en el cual, tomando como dato una contraccién ¢ de una DG-
algebra A en un DG-modulo M, se construye una nueva contraccién B(c) de la
construccién Bar de A en la construccién Bar tilde de Stacheff de M (véase [48]).
Daremos la demostraciéon de este Teorema, con el fin de convencer al lector del

caracter constructivo del mismo.
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Teorema 3.4.2 [22]

Sean A y M una DG-dlgebra conexa y un DG-mddulo conexo respectivamente, y
c:{A, M, f,g,9} una contraccion. Se puede establecer la siguiente contraccion de

codlgebras completa:

B(c) : {B(A), B(M), B(f), B(9), B(¢)} (3.10)

donde d} es la diferencial simplicial de B(A) y el DG-mdédulo B(M) es la construc-
cion bar tilde de Stasheff.

Demostracion.

A partir de la contraccién ¢, podemos construir (usando el Lema 2.1.2) la sigu-

iente contraccién

T(5(0)) : {T(S(A), T(S(M)), T(S(f)), T(5(¢)), T(S(¢))},

que es una contraccién de codlgebras completa (ver [24],[21]). Ahora bien, la difer-
encial simplicial d de la construccién B(A) es una perturbacién de coalgebras
para esta contraccién. Es muy facil ver que se tiene la nilpotencia puntual para la
composicién T(S(¢))d2. Usando el lema de perturbacién de coilgebras para con-
tracciones completas (completamente analogo al de algebras), obtenemos pués la

contraccion que buscabamos:
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Si M = A’ es una DG-3lgebra y c es una contraccidn de lgebras semicompleta,
entonces la contraccién B(c) “conecta” dos construcciones bar (véase [22]). Por
ser g un morfismo de DG-algebras, B(c) es una contraccién de B(A) a B(A') y
B(g) coincide con T(S(g)). Como este morfismo preserva los productos shuffle,
B(c) es una contraccién de algebras con la inclusién multiplicativa. Sin hacer uso
de ninguna suposicion se prueba en [42] que B(g) siempre preserva los productos
shuffle. En otras palabras, el teorema anterior queda refinado al poderse determinar
el comportamiento de la contraccién B(c) con respecto a la estructura de algebra
determinada por los productos shuffle en B(A) y en B(M).

Teorema 3.4.3 [{2]

Sea c: {A, M, f, g, 8} una contraccion donde A es una DGC-dlgebra y M es

un DG-mddulo conexo. Entonces

B(c) : {B(4), B(M), B(f), B(g), B(¢)}

es una contraccion de dlgebras semicompleta.

Con este teorema tenemos un resultado mas general atin del que buscabamos. En
el caso particular de dos DGC-algebras se tiene que la contraccion correspondiente
entre las construcciones Bar es semicompleta. Queda asi resuelta la primera cuestién
planteada al comienzo de este capitulo. Pasamos a estudiar la segunda de ellas. La

contraccién que buscamos partiendo de la construccién Bar de un algebra polinomial
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modificada con un generador de grado par, se puede conseguir trabajando en Z,),

siendo p un numero primo.

Teorema 3.4.4 [/2] Sea n un nimero natural y p un primo impar. Eziste una con-
traccion de DGA-dlgebras, que denotamos por Cpr, de tipo (3,1,1) de B(T'(u,2n))
a la DGA-dlgebra

E(U(u)’ 2n + 1) ® (®i21(E(0'7p‘(u)a 2npi + 1)®XPF(‘PP7p"1(u)» 2npi + 2)))’

donde la diferencial x, viene definida por la férmula

Xp(@pTpi-1 (1)) = poypi(u), 12>1

Recordamos que, como ya vimos en la Seccién 1, los generadores del algebra poli-

nomial modificada venian dados por

Yo(u) = Lm(u) = u,ya(w), ..., v(u),..., con |y(u)] = 2n;

y el producto venia definido por la expresién:

Ye(u)yn(u) = Qc#,;)!‘mh(u)-

Nétese que los generadores del modelo homolégico minimal de la DGA-algebra
['(u,2n) vienen expresados en funcién de las operaciones suspensién, p-transpotencia
y potencia modificada (véase [42]). Esto es para ver las "clases” de homologia que

se obtienen a partir de un generador inicial.

El teorema anterior tiene también una muy fuerte influencia en Topologia Al-

gebraica. El trabajo realizado en [13] y [14] por Eilenberg y Mac Lane basado en
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contracciones explicitas tenia por motivacién principal el calculo de la homologia
de unos espacios muy importantes teoria de homotopia (actualmente, estos espacios
son llamados espacios de Eilenberg-MacLane). No pudieron llegar a este fin ya que
un paso que no pudieron franquear fue precisamente el obtener una contraccion
explicita para la construccién B(I'(u,2n)). Posteriormente, Henri Cartan en [11]
dio una solucién al problema de la homologia de los espacios de Eilenberg-MacLane
sin tener que trabajar con contracciones, sino manejando un tipo especial de res-
oluciones y morfismos que inducian isomorfismo en homologia (llamados también
quasi-isomorfismos). La aparicién de la técnica de perturbacion homolégica ha per-
mitido que el trabajo de Eilenberg-MacLane sobre este tema pueda retomarse de
nuevo. En [42] se realiza una translacién del trabajo de Henri Cartan [11] al con-
texto de contracciones, siguiendo las pautas que ya habian establecido Eilenberg y

Mac Lane.

Por supuesto, otra linea de actuacién plausible para el calculo de la 1-homologia
de I'(u, 2n) podria haber consistido en factorizar este dlgebra como PTT de algebras
exteriores y polinomiales y, posteriormente, aplicar el algoritmo del Teorema 3.3.1.
No obstante, hemos optado por reutilizar los resultados de [42] por varias razones:
una, por poner en evidencia la estrechas relaciones y vinculos que mantienen siempre
las areas de la Topologia Algebraica y el Algebra Homoldgica. La segunda razon y

quizas la mas importante, es la belleza intrinseca que presenta esos resultados.

Ahora, exponemos un teorema crucial en el que se establece un resultado de
preservacion homoldgica (o no degeneracién) de la ¢-indescomponibilidad de PTTs

de algebras exteriores y polinomiales modificadas.

Teorema 3.4.5 Sea Z(,, nuestro anillo base. Ezxiste un contraccion de dlge-
bras semi-completa de la construccion Bar de un producto tensorial torcido (-

indescomponible (con £ > 2) minimal A de dlgebras exteriores y polinomiales mod-
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ificadas a un producto tensorial H de productos tensoriales torcidos k-singulares
(con k < €) minimales de dlgebras exteriores y polinomiales modificadas (dotadas

de su producto natural). Fs decir, H es un modelo homoldgico minimal de A.

Mds ain, a nivel de dlgebra graduada tenemos que

o cada factor E(u,2n — 1) en A contribuye con un factor I'(o(u),2n) en H.

o cada factor I'(u,2n) en A contribuye con factores E(o7,(u),2np' + 1) (con
1> 0) y D(@pyp-1(u),2np' +2) (coni>1) en H.

Demostracion.

Usando contracciones ya descritas aqui y perturbando, se puede establecer el
proceso de construccién de una contraccién de algebra explicita para la construc-
cién Bar reducida de cualquier producto tensorial torcido A = ®f€{ly'_qe}Ai, donde
A; = E(ui,n;) (con n; impar) o A; = I'(w;,n;) (con n; par) y ny <ny <--- < ny.
Precisando, se usaran las contracciones Cpg, Cpg, Cpr para construir una con-
traccion de algebra semicompleta C' de B(®%_, A;) (excluyendo p) a un producto
tensorial (H,dy) = ®/_, H;, donde H; = I'(c(u),2n) si A; = E(u,2n —1)y

Hi = E(o(u),2n+1) ® i1 [E(oy(u), 2np" + 1) & T(ppyp-a(u), 209" + 2)]

si A; = I'(u,2n). De ahora en adelante se omitira el grado del generador en la
descripcidn de las algebras. La derivacién p-minimal p produce un dato de pertur-
bacién de algebra é para C. Mas concretamente, p induce un dato de perturbacién
en la diferencial tensorial de B(®;¢; A;). Es claro que 6 es una derivaciéon p-minimal
Se denota por f, g y ¢ la proyeccidn, la inclusién y el operador de homotopia de C.

Se deduce la nilpotencia puntual de la composicién ¢é de los siguientes hechos:
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e ¢ aumenta el grado simplicial en B(®;c; A;) en 1.

e 6 no cambia el grado simplicial. De hecho, este morfismo disminuye el grado

tensorial en 1.

Este es el momento de aplicar el Lema de perturbaciéon de algebras para con-
tracciones semicompletas, obteniendo, de esta forma, una contraccién de algebra
semicompleta C5 de B(A) en (H, dy + ds). Teniendo en cuenta que § es p-minimal,
esta claro que la DGC-algebra pequefia (H, dy + ds) de Cs es un modelo homoldgico
p-minimal de A. El hecho de que la inclusién de Cs sea un morfismo de DG-algebras
mejora sensiblemente los cdlculos para la determinacion de la diferencial perturbada
en H. La presencia de una estructura de DGA-algebra en el modelo homolégica
p-minimal limita enormemente el modo en que la diferencial ds = f6£%g actia. De
hecho, sélo es necesario computar este morfismo en los generadores de la DGC-

algebra.

Por tanto, queda determinada la estructura de dlgebra graduada del modelo
homoldgico p-minimal. A continuacién se analiza en mas detalle su estructura
diferencial. Se probara por induccién directa sobre el nimero de DGC-algebras
que un modelo homolégico p-minimal de A es un producto tensorial de PTTs k-
indescomponibles, con k¥ < £. Aqui se aplica la técnica de perturbacién de una
forma diferente: no se perturba sélo una vez la contraccion C usando 6 sino que
se aplica la maquinaria de perturbacién £ — 1 veces a C usando las derivaciones
6|gr_ a;» 2 < k < L. Se controlara el comportamiento de la diferencial perturbada

en el modelo homoldgico p-minimal usando argumentos de cambios de bases.

En primer lugar, se establece un resultado que es la clave para la preservacion
homoldgica (o mas bien para la no degeneracién) de la ¢-indecomponibilidad del

PTT A.
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Sea {C;}ier una familia de algebras de la forma E(u)®"*"TI'(v) con operador

diferencial definido por p4,(v) = £ pu. Si consideramos la DGC-algebra
C = Qier Ci, (3.11)
se puede probar la siguiente propiedad:

pKerd. = Imd..

Es mas, si B es un PTT p-minimal de dlgebras exteriores y polinomiales modi-

ficadas y se denota la diferencial de B ® C por dpc, se tiene:

pKerdge = Imdge. (3.12)

Después de estos preliminares, se aplica la induccién en el nimero de DG-

algebras. Para ¢ = 2, se ha probado ya todo.

La DG-algebra A = ®fe{1‘_“,[}Ai puede ser expresada de la forma

A= ®f&i,m,z-1}Ai ®MA€*

Py

donde p, , = P|®f;}A, y p¢ = pla, Estd claro que ®2.EH ..... t-1yAi es un PTT p-
minimal de £—1 4lgebras. La hipétesis de induccién es que existe una contraccién de
algebra semicompleta, denotada por Cy_;, de la construccién Bar reducida de esta
dltima 4lgebra en un producto tensorial (H,_,,d') de dos DG-algebras (H;_Ll, d)y
(Hy_12,d,). La primera DG-algebra (H,_, ;,d;) es un producto tensorial de PTTs
{,-indescomponibles p-minimales, con r € {1,...,s} y ¥3_, ¢, = £—1. Las algebras
exteriores y polinomiales modificadas que constituyen este producto tensorial son

—— —— —

las &lgebras E(o(u:)) y T'(o(u;)) del modelo homoldgico p-minimal de ®;_{ A;. La
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notacién @ hace referencia a que el generador u puede haber sido modificado por un

cambio de base.

Por otra parte, (Hé_u,d;) es una DG-algebra de la forma (3.11), compuesta

por los pares
E(U'Yp.v(u.‘)) ®pp F(‘Pp’)’pj—l(u,‘)),

(donde u; es de grado par) del modelo homolégico p-minimal de ®/Z] A;.

Usando las contracciones Cy_1, Cpg, Cpr ¥ Cpr, se construye una contraccion de
algebras semicompleta, denotada por Cy, de B(®fézi,...,l—l}Ai R Agp)en (H'p-1,d)®
H;. Tomando como dato de perturbacién la derivacién 6, producida por p; en
la diferencial tensorial de B(@fjﬁ_‘lf.“l_l/{i ® A¢), queda perturbada la contraccion
C¢ y se obtiene una nueva contraccién de algebra semicompleta (C¢)s, de B(A) al
PTT (H,_,,d)®"tH,. Esta tltima DG-algebra también es denotada por (H,d).
La diferencial ds, esta determinada por su accién sobre los generadores de la DG-
algebra H,. Si Ay = E(u;), entonces Hy = I'(0(u)). En este caso solo es necesario

computar la diferencial en el generador o(u,). Supongamos que

ds,(o(w)) = p'v + p'w,
donde a,b € N, v € H;~1,1 ywe Hé_l,l ® Hy_, 5. Como d' ds,(o(ue)) = 0, entonces

p*dy(v) + p'd'(w) = 0.

A partir de los hechos dll(v) € Hé_l’l y d'(w) € H;_l’l ® H,f_m, se deduce
que dy(v) = 0y d'(w) = 0. Por la propiedad (3.12), existe un elemento w €
Hé-m ® H;_m, tal que d'(w) = pw.
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—

Cambiando el generador o(u,) por el generador o(us) = o(us) — p*~ 1w, se tiene
d(o(ue)) = ds,(0(ug)) = p*v, y, por tanto, se tiene que un modelo homoldgico p-
minimal de A es un producto tensorial de PTTs k-indescomponibles (con k < )

p-minimales de algebras exteriores y polinomiales modificadas.

St A = I'(u,) entonces
Hy = E(o(ue) ® (®21[E (01 (ue)) & T(ppyp-1(ue)))),

y por tanto hay que determinar la diferencial ds, sobre los generadores o(u,),
0Yp (1)) ¥ PpYpi-1(ur), para todo i = 1,2,.... El proceso descrito en el caso anterior
para el generador o(u;) puede también realizarse aqui y se obtiene que la diferencial

: 1
ds, sobre este generador (salvo cambio de base) recae en H',_,.

Ahora hay que controlar el comportamiento de ds, en las parejas de generadores

TYp(Ue) Y @pYpi-1(te), para ¢ > 1.

Supongamos que
ds, (07 (ue)) = p° vi,
ds,(@pvp-1(ue)) = P wi,
cona,be Ny v,w; € H,Vi > 1.

Por otra parte se tiene

d(ovp (ue)) = ds, (07, (ue)),

Po(@prpi-1(ue)) = p oypi(ue)

d(@prp-1(ue)) = (pp + ds, ) (Pp V-1 (ue)).

Si se cambia el generador o, (u;) por el elemento oy, (ug) = o, (ue) + p°~ ! 2,

se tiene que d(o 7y, (ue) = 0y d(ppypi-1(ur)) = p oYy (ue). Es decir, después de todos
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estos cambios de base, el modelo homolégico p-minimal de A es un producto tensorial
de PTTs k-indescomponibles (con k& < ¢) p-minimales de algebras exteriores y

polinomiales modificadas.

Esto completa la demostracion del teorema. o

Ahora, el teorema siguiente se deduce de manera natural.

Tomando como punto de partida el resultado del Teorema 3.3.1 y combinando
apropiadamente los Teoremas 3.4.3 y 3.4.5, podemos disefiar un método de calculo

de la m-homologia de una DGC-4lgebra:

Teorema 3.4.6 Sea Z, el anillo de base. Sea A un PTT de { dlgebras exteriores y
polinomiales y sea m un nimero natural. Eziste una contraccion de dlgebras semi-
completa de la construccion Bar iterada B™(A) a un producto tensorial H de PTTs

k-indescomponibles de dlgebras exteriores y polinomiales modificadas, con k < £.

Por iltimo, el Teorema 3.4.6 admite una inmediata traduccién al lenguaje de

resoluciones libres, via el Teorema 3.3.2.

Teorema 3.4.7 Sea A un PTT de { dlgebras exteriores y polinomiales y sea m
un niémero natural. Eriste una resolucién libre B™'(A)®"H que proviene de la
resolucion bar. Mds precisamente, la reduccion asociada a esta resolucion es una
contraccion de dlgebras semi-completa y el complejo reducido H viene determinado

por el Teorema 3.4.6.
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3.4.2 Un caso concreto. Homologia p-local de las algebras

5,(7‘} vr2)"')rﬂ—-l)
€1,€2,.-4€n

Recordamos que las DG-algebras D;;(’el2 "2*;:’"-’) vienen definidas por

E(z,2s + )& T(y1,25 + 2)®@" T (y2, (25 + 2)(r1 + 1))®"
©% o+ @puL(Yny (25 +2)(r1 + 1) -+ (rns + 1)),

con diferencial dada por

pily) =ez®y M ey o eyltY, Vi<i<n

Recordemos, asimismo, que las potencias del “generador” del algebra polinomial

modificada I'(u,2n) se denotan indistintamente por ~;(u) 6 u®.

Se considera el anillo de base Z localizado en un primo impar p. En el caso

p = 2, se deducen resultados esencialmente andlogos a los obtenidos para p impar.

Ademas de las contracciones Cpg y Cpp, para la construccién B(T(u,2n)) se

hace uso de la contraccién explicitada en el teorema 3.4.4

Dado que se trabaja en Z localizado en p, hay que precisar que la perturbacién
é ha de ser minimal, con el fin de obtener un modelo homolégico minimal. Por
ello hay que restringirse a la subclase de D:;(,Z;:ff:'e';'r"*l) donde las e; son potencias
de p. Ademas, hay que reducirse a DG-élgebras verificando que e; > ... > e,
debido a que la clase D? presenta n + l-indescomponibilidad sélo en ese caso (en
caso contrario, podriamos realizar cambios de base sobre la DG-algebra que harian

que esta propiedad se perdiera).
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En estas condiciones, el modelo homolégico minimal que presenta Dj;(;;’fﬁ""”"-l)

-~

viene dado por:

.....

-+ ® E(0(yn)) ® [®i21 E(0%: (1)) T (2 7pe-1 ()], d),
donde se omite el grado de los generadores para facilitar la escritura y la lectura.
Téngase en cuenta que este modelo tiene un nimero infinito de generadores. No

obstante, se puede controlar el comportamiento de la diferencial d. Expliquemos

esto con mas detalle.

En primer lugar, la evaluacién de d sobre los generadores o(y;) (¢ = 1,...n)

resulta ser:

d_(a(y,-)) = — [H;;ll(rk“il[!‘_l e et
(o) T Hret gt lomst™ (3.13)
. H}c=i_2 er * H;;L+l(71+l) . g(z)(n;e—:ll(rk-’-l))’
donde : = 1,2,...,n. Se tiene, por tanto, un bloque n + 1-indescomponible consti-

tuido por el PTT siguiente:

[(o(z)) ® E(o(y1)) - @ E(o(yn))

y donde la diferencial queda controlada.
Ahora bien, la dificultad del proceso estriba en poder controlar la diferencial d

sobre los generadores de los infinitos PTTs E(07,, (3:))® T (¢p¥p-1(3:)). Como ya

hemos visto anteriormente, este escollo se solventa utilizando argumentos de cambio
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de bases por los que se llega a la 2-indescomponibilidad de dichos PTTs y por tanto

al control de la diferencial sobre los mismos.

Como un cambio de base puede interpretarse como una iso-contraccién de al-
gebras (por tanto, completa) concluimos que un modelo homoldgico minimal para

esta clase de DGC-algebras es

HBDm =) = ([(o(2)) ® E(o(11)) ® -+ E(0(ya)), )®
®(®£21[®j21E(ﬂi,j)®xpr(vi,j)])'

Es decir, nos reducimos a un modelo que es un producto tensorial de un PTT
n + l-indescomponible y un nimero infinito de PTTs 2-indescomponibles. De esta

forma, hemos simplificado enormemente el calculo de la homologia de estas algebras.

3.5 El caso general

En esta seccién, comentaremos los problemas que surgen al intentar aplicar los
métodos de calculo homoldgicos anteriores al caso general de trabajar con simples
DGA-3lgebras conmutativas. En primer lugar, el método en el que se basa el calculo
n-homoldgico de DGC-4dlgebras seria completamente valido para el caso general si
“modelizaramos” el dato de entrada: es decir, expresaramos una DGA-élgebra con-
mutativa A como PTT de algebras exteriores y polinomiales. El siguiente resultado

nos ayuda en este sentido:

Teorema 3.5.1 [/8] Dada una DGA-dlgebra conmutativa A, existe una DGA-
dlgebra conmutativa libre A’ y un cuasi-isomorfismo (es decir, un morfismo que

induce 1somorfismo en homologia) ¢ : A — A'.
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Ahora bien, el proceso de construccion de A’ se basa en la “construccién” en
cada grado de morfismos que deben cumplir unas propiedades. No estudiaremos
aqui si el resultado anterior es verdaderamente “algoritmizable” o no, si no que soélo
incidiremos en el hecho de que el caso general puede trabajarse de manera tedrica

usando nuestro modus operandi.

La conexion era una propiedad fundamental para garantizar la finitud del proceso
de perturbacidn en la obtencién de una resoluciéon pequerna sobre una DGC-algebra.
Para una DGA-dlgebra conmutativa cualquiera, no podremos garantizar que este

proceso pare en general sino que sera necesario estudiar cada caso.

3.6 Cuestiones y problemas abiertos
Terminamos este capitulo planteando los siguientes problemas:

e Dada una DGC-ilgebra cualquiera, refinar el método general de
cdlculo de homologia anterior y disefiar un proceso de complejidad
razonable (como ha sido el caso de las DGC-algebras A y D:, que abren un

camino esperanzador).

¢ El cdlculo de la cohomologia de DGA-dlgebras conmutativas. Dado
el “buen comportamiento” del funtor Hom( , A) con respecto a contracciones
y el detallado estudio combinatorial realizado en {43] y [17] sobre operaciones
cohomoldgicas (mds concretamente, sobre cuadrados de Steenrod), todo indica
que parece posible el obtener un método “dual” coherente al realizado para la

homologia.
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e Dada una DGA-dlgebra A cualquiera, la resolucién B(A) siempre presenta
una estructura de producto tensorial torcido de algebra y coalgebra medido
por una cocadena de Brown (ver [9]). Esta estructura no ha sido considerada
en el desarrollo algoritmico realizado en esta memoria. El estudio tanto de la
propagacion de esta estructura por medio de contracciones como de su grado
de preservacion en el proceso de perturbacién podria dar lugar a una mejora
sustancial de la eficiencia del método de obtencién de resoluciones pequenas

sobre DGA-algebras conmutativas conexas.
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Guccione y Guccione estudiaron en [18] la homologia de Hochschild de DGA-
algebras conmutativas y establecieron férmulas recursivas para determinar la dife-
rencial de un modelo homoldgico pequeiio para tales DGA-algebras. Teniendo en
cuenta la alta recursividad del método, es claro que este proceso esconde unos costes
computacionales muy altos. Aqui damos una aproximacién alternativa dentro del
marco de la Teoria de Perturbaciéon Homolégica. Aunque este nuevo enfoque fue
ya tratado por Larry Lambe en [31], no se considerd la preservacién de estructuras
de algebras con lo que obtenemos mucha mas informacién homoldgica. Nos re-
stringimos aqui al manejo DGC-algebras ya que nuestros métodos, basados en el
uso reiterado del lema de perturbacién basico, puede no ser finitos en el caso de

considerar DGA-4algebras conmutativas no necesariamente conexas.

Los resultados obtenidos en el caso de la homologia de Hochschild serviran de
cimientos para obtener la homologia ciclica, via perturbaciéon. El caso de la ho-
mologia ciclica serd mas complicado en tanto en cuanto no tendremos resultados de

preservacion de las estructuras multiplicativas. Veremos en qué medida se reducen

95
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los calculos en un caso concreto.

Este capitulo queda dividido en dos secciones: en la primera de ellas se define
el complejo de Hochschild de una DGA-algebra y describimos el método para el
calculo de dicha homologia. En la segunda seccién, se procede de manera analoga
para con la homologia ciclica. Para finalizar, en una ultima subseccidn, se realizan

calculos explicitos en un caso de especial interés.

Los resultados de este capitulo han sido ya contemplados en [1].

4.1 Homologia de Hochschild de DGC-algebras.

Recordamos que el anillo base A es un anillo conmutativo con 1 # 0. La notacién
(A,d,, *,) significa que A es una DGA-algebra con una diferencial d, y un producto

asociatlvo *,.

Empecemos dando la definicion del complejo de Hochschild de una DGA-algebra
tomada de [16].

Definicién 4.1.1 El complejo de Hochschild de una DGA-élgebra conmutativa es

otra DGA-algebra conmutativa que, a nivel de algebra graduada, viene dada por:

HC.(A) = A® B(A),

con su producto natural o = (x4 ® x)(1 ® t ® 1), donde x es el producto shuffle de

la construccion Bar de A.
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Dicha algebra graduada se dota de estrucura diferencial mediante la diferencial

b = by + b1; donde la férmula para el operador by es la siguiente:

bo(ao @ [ar]---]an]) = dao®[ay]---|an]

_ Z:w.:l(_l)eg_lao ® [all e lai—l Idai'ai+1l N |an],
donde
e,~:i+2|ak|» (41)
k=0

y la formula para el operador b, es

bi(ao @ [a1] -+ ]an]) = aoay @ [ag]--]an]
+ X0 (—1)a0 © [ar] - - |aici|aigisr|aive| - - - |an]
_(_1)(|an‘+1)5n—xana0[all e lan—l]'

Observemos que b, depende de la diferencial de la DGA-dlgebra A y by del

producto en A.

Se tienen las siguientes identidades:

bobo = 0, b]b] = O, b0b1+b1b0 = 0

que garantizan la nilpotencia de orden 2 de la diferencial b.

Si calculamos explicitamente la diferencial del producto tensorial banal AQB(A),

dapB(4)» podemos observar que la diferencia con la del complejo de Hochschild
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radica sélo en el operador b, y en concreto en los sumandos primero y ultimo de
dicho operador, los cuales no aparecen en la diferencial del producto tensorial. En
definitiva, el complejo de Hochschild de una DGA-algebra conmutativa es un PTT

de Ay B(A). Como veremos ahora, esta propiedad sera clave para el desarrollo del

método de calculo.

4.1.1 Meétodo de calculo para la homologia de Hochschild
de una DGC-algebra.

Dada una DGC-élgebra A, sabemos por el capitulo segundo que contamos con una
contraccién de algebras semicompleta de B(A) en un producto tensorial torcido
H de algebras exteriores y polinomiales divididas. La idea para determinar la ho-
mologia de Hochschild es extremadamente sencilla: usamos la contraccién anterior
como punto de partida y construimos, mediante la maquinaria de perturbacion, una
nueva contracciéon de algebras semicompleta del complejo de Hochschild HC.(A)
a una DGA-algebra libre “pequena”. Por tanto, en el caso de tener una DGC-
algebra de tipo finito, tenemos un verdadero algoritmo que computa su homologia

de Hochschild. Este resultado se puede enunciar en el siguiente teorema:

Teorema 4.1.2 Dada una DGC-dlgebra A de tipo finito, existe una contraccion de
dlgebras semicompleta del complejo de Hochschild HC.(A) en una DG C-dlgebra de
tipo finito.

Demostracién. Pasamos a describir el mencionado método para el célculo de la ho-
mologia de Hochschild de A, lo cual constituye la demostracion del Teorema anterior.
Veremos, sin embargo que dicho método no nos aporta informacién homoldgica sus-

tancialmente nueva, por lo que su importancia residird en que constituye un eslabon
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indispensable en el proceso de célculo de la homologia ciclica de dicha DG-algebra.

Como ya hemos indicado, nuestro punto de partida sigue siendo la contracciéon

C; de algebras semicompleta:

(f17g1a¢l) : (B(A)adBv*) % (HadHa *H)a
donde H es una DGC-élgebra de tipo finito (de hecho, es un PTT de algebras

exteriores y polinomiales divididas siendo * su producto natural).
Es inmediato construir la contraccién producto tensorial 1,®C; =

(1®f1’1®glal®¢l):

A® B(A) M2 A@H

Es sabido que 14 ® C} es una contraccion de algebras semicompleta.

Nétese que la diferencial de la DGA-4lgebra A ® B(A) es by + by — 8, donde el

morfismo §;, viene dado por la férmula

n(ao ® [a1]- - an]) = (=1)*laga; ® [ag| - - - |an]

_(_1)(lan|+1)5n—lanao[a1| cee |an_1].

Es facil probar que &, es una perturbacién para la DGA-algebra A ® B(A)
(recordamos que d,gp4) + 0n = b) y ademas se tiene la nilpotencia puntual de

(14 ® ¢1)6, debido a los siguientes hechos:
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¢ aumenta en una unidad el grado simplicial (y, por tanto, no “afecta” al grado
tensorial) de los elementos a los que se le aplique mientras que 6 no varia el grado
tensorial. En definitiva, cada vez que se vuelve a aplicar ¢,6; a los elementos de
B(A), va disminuyendo, de al menos uno, el grado tensorial y asi se tiene garantizada

la nilpotencia puntual.

Luego, en definitiva, lo que tenemos es un dato de perturbacién para la contrac-
cién 14 ®Cy; es mas, &, es una derivacién con respecto al producto shuffle. Entonces,
usando el lema basico de perturbacién, deducimos que la contraccion perturbada

C, = (14 ® C1)s, es una contraccién de algebras semicompleta:

(f2,92,82) : (HC(A),b,0) B (A® H,duou + ds,» *agn)»

donde recordemos que *,g5 es el producto natural del producto tensorial (*, ®

)10t l).

Por tanto, hemos obtenido un “modelo homoldgico” para el complejo de
Hochschild de cualquier DGC-algebra de tipo finito. O

Analicemos con mas detalle la diferencial perturbada ds,. Como este morfismo
es una derivacién, solo necesitamos evaluarlo actuando sobre los generadores (como
algebra) de A ® H (un PTT de dlgebras exteriores, polinomiales, y polinomiales
divididas). Ahora bien, habra dos tipos de generadores en A ® H que seran de la

forma a ® 1 con a generador de A,y 1 ® z, con z generador de H. Al aplicar ds, a
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estos generadores, siguiendo la férmula dada por el LBP, obtenemos que

h(1a®@g1)(a®1) =8(a®[]) =0
wla®a)(1®2)=6(11®[2]) =

z@[]-2®(]=0

Por tanto concluimos que d;, = 0.

Analogamente, como g2 = (14 ® ¢1)s, es un morfismo de DGA-algebras, también
podemos determinar completamente dicha inyeccidén conociendo las iméagenes de los
generadores de A ® H. Ahora bien, si aplicamos g, a un generador de A @ H,
siguiendo de nuevo la férmula dada por el LBP, volvemos a tener 8,(1, ® ¢1) que

aplicado sobre los generadores da cero. Obtenemos, por tanto, que

92(2) = (14 ® g1)5,(2) = (14 ® 91)(2).

Es decir, la maquinaria de perturbacién no produce ningin cambio en la inyeccién
de la contraccién. Sin embargo, la proyeccién f; y el operador de homotopia ¢; son,

en general, diferentes de los morfismos 1, ® f; y 1, ® ¢,, respectivamente.

La DG-algebra pequena de la contraccién C, es libre y conexa y de tipo finito

por que Ay H ambos lo son.

Como conclusién podemos decir que el complejo de Hochschild no nos pro-
porciona informacién homolégica sustancialmente diferente a la aportada por la
l-homologia. Sin embargo, esta tltima contraccién de dlgebras semicompleta es es-
encial para el célculo de la homologia ciclica ya que constituye el punto de partida

del método que describimos en la préxima seccién.
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4.2 Homologia ciclica de DGA-algebras conmu-
tativas.

Las principales referencias de estas dos secciones son [52], [16] y [45].
Empecemos definendo el complejo ciclico de una DGA-algebra A.

El complejo ciclico de A es el médulo graduado

CC.A) = P(u,2)® HC.(A),

dotado de la siguiente diferencial:

i i-1 o
dc(ui®w):{ u' ®bw)+u'®B(w) sii>0

1 ® b(w) sit=0

donde el morfismo B depende de una permutacién ciclica como se aprecia en su

féormula:

Blan® [ar] -+ laa]) = Elo(=1) =1 @[] -+ anfaoar] -+ las-i]

Notese que los exponentes ¢; vienen determinados por la féormula 4.1.

El producto (que no es el natural) del complejo ciclico de una DGA-élgebra A

se define como:
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U ® (wy *gc B(ws)) sij =0
0 en otro caso

(ui ® 'U)])O('U,j ® U)2) = {

Se tienen las siguientes igualdades:
baOy) = b(z)Oy + (—1)FH1OM(y);

de(20y) = de(2)Oy + (1)1 2 Ode(y);

con las que se tiene una cierta "compatibilidad” de 1, @ b y de d. con el producto
definido en el complejo ciclico. Nétese que el producto natural del complejo ciclico
(como producto tensorial de DG-algebras) no es compatible con su estructura difer-
encial. Por ello, el complejo ciclico de una DGA-algebra conmutativa no es un

producto tensorial torcido de algebras.

4.2.1 Método de cilculo para la homologia ciclica de DGC-
algebras.

La maquinaria de perturbacién nos proporciona, de una forma sencilla, un método

de calculo de la homologia ciclica de DGC-élgebras de tipo finito.

Maés explicitamente, podemos enunciar el siguiente Teorema cuya demostracion

ocupara practicamente toda la seccion:

Teorema 4.2.1 Dada una DGC-dlgebra de tipo finito A, eziste una contraccion de
DG-mddulos del complejo ciclico, CC.(A), a un DG-mddulo libre de tipo finito.



104 4. Homologia de Hochschild y ciclica de DGC-algebras

Demostracion. La demostracién consta de los siguientes pasos:

Nuestro punto de arranque es la contraccion de algebras semicompleta

(f2.92,82) : (HC(A),b,0) 2 (A® H,d,*s0n),
que determina la homologia de Hochschild de una DGC-algebra de tipo finito A.

Por d notamos la diferencial dagu + ds,.

El siguiente paso es construir la contraccién (1, ® f2,1, ® g2, 1 @ ¢2) a nivel de
DG-moédulos:

(CC(A),10b) TB%? (P(u,2)® (A® H),1, 0 d). (4.2)

Consideremos ahora el morfismo

be(u'®@w) = { v ® B(w) S% 2 >0
0 stz = 0.

Observemos que d. = 1, ® b+ é.. Es facil probar que é. es una perturbacién
del DG-médulo P(u,2) ® HC.(A) (téngase en cuenta que, tanto 1 ® b como d. son
diferenciales). En cuanto a la nilpotencia puntual de (1® ¢;)0é., sélo hay que fijarse
en que el grado del elemento en la polinomial va decreciendo en cada aplicacién de
.. Asi, 6. es un dato de perturbacién para la contraccién (4.2). Aplicando el LBP,

obtenemos la contraccién perturbada ((1r ® fa)s., (1r ® g2)s., (1 ® ¢2)s.):

1, ® Cals. : (CCu(A)yde) B (P(1,2) @ (AR H),1,@d +ds,).
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A efectos de aligerar la notacién, notaremos por Cjs la contraccién anterior.

Denotamos el DG-médulo pequefio de esta dltima contracciéon por CBA. Asi,
tenemos una contraccién partiendo del complejo ciclico hacia un DG-médulo CBA

libre y de tipo finito, lo que prueba el Teorema. o

Queremos enfatizar que la contraccién anterior esta determinada a nivel de DG-
moédulo, y por tanto, nuestras técnicas de perturbacién de dlgebras no pueden ser
aplicadas en esta situacién (ni para el producto ©, ni para el producto natural
subyacente del complejo ciclico). No podemos, pues, usar la preservacion de la
estructura de algebra en las contracciones que aparecen en el proceso anterior. Este
hecho hace que la computacién de la homologia ciclica sea extremadamente dificil.

Remediaremos esta situacion en un caso especial.

4.2.2 Un caso especial.

Podemos aliviar esta dificil situacién en un caso particular: cuando consideramos
productos tensoriales banales de dlgebras polinomiales y exteriores. Tenemos asi, el

siguiente teorema en este caso concreto:
Sea A un producto tensorial E(zq,...,Zm)® P(y1,...,Yn).

En este caso, la contraccién de la que partimos es

(f13gla¢1) : (B(A)vdBa*) % (F(Eh al‘_m) X E(gla' . '7gn)907*H)7

donde *, denota el producto natural en el algebra pequefia, la cual denotaremos
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a partir de ahora como H.

C1 es una contraccién producto tensorial de contracciones completas y casicom-

pletas, por lo que resulta ser una contraccién de algebras casicompleta.

Perturbando 1, ® C; como ya explicitamos anteriormente, obtenemos de nuevo

la contraccién

(fz,g2,¢2) = (1A & 01)5,, . (HC*(A), b,*Hc) % (A & H, dA@Ha*A@H)

Siguiendo el método descrito anteriormente, llegamos de nuevo a la contraccion

ya denotada por Cs:

[1» ® Cols, : (CCL(A),de) 2 (P(1,2) @ (A® H), 15 ® dagn + ds.).

Estudiamos ahora el comportamiento de dj. .

Comenzamos ahora por la siguiente composicién:

(IP ®g2)(ut®(wl *A..‘*Aw"')®(21 *H'.. 2
u' ® ga((wy *a - *a wr) ® (21 % -+ % Zs))
ui®(w1*A"'*Awr)®gl( 21 *g - *st)—
V®(wl*A"'*Aw‘r)®g2( ® z1) 0 "092( ® zZ,) =

R (wrx, - xw) @1 @[]} o0 (1@ ][2]) =
U Q@ (wy *, - - x,w,) @ B(z1 ®(]) 0 ---oB(zs ®[]).

)=



4.2. Homologia ciclica de DGA-4lgebras conmutativas. 107

Entonces aplicando ahora 4., como indica la férmula dada en el LBP y teniendo
en cuenta cémo actua el morfismo B sobre elementos de la forma w® [], con w € A,

tenemos

6c(le®g2)(ui®(w1 >|<A...>|<Aw1_)®(21 *H"'*His))z
S(u @ (wr--w,)® B(z; ®[]) 0+ 0 B(zk, ®[]))

Utilizamos ahora la siguiente propiedad general dada por Loday en [35]:

B(z * B(y)) = B(z) * B(y), (4.3)

y obtenemos

Se(u' @ (wr %4 %4 w) @ B(z1 @[]0 B(---0 B(z-1 @ [Jo Bz ®[]) ) =
w @ Bl(wi ks kaw) o B(zi®[Jo B(-+ 0 Bzt @ [Jo B(z, @ [1) )l

Volviendo a aplicar la anterior propiedad, pero en sentido inverso, llegamos a la

expresion

ui_1®[3((w1 *A"'*Awr)®[])OB(21®[])0"'°B(28®[])]-

Siguiendo la férmula de ds_, aplicamos ahora 1, ® ¢, a lo anterior

[(1 ® ¢2)6c(1 ®g2)](ui ® (wl *p0 ¥y wr) ® (21 Xp oo ¥y Zg ) =
(1® ¢2)(u' ™' @ B((wr %4 ---w,) ®[]) o B(z1 @[ ]) 00 B(z:®[])) =
(1® @) ('@ B((wy -+ w,) ®[]) 0 g2(1 ® 2y #yg - - - ¥y Zs).
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En esta dltima igualdad, hemos hecho uso de que g; es un morfismo multiplica-
tivo y de la relacion g;(1 ® z) = B(2 ® []), con z € A.

A continuacién, enunciamos una proposicion de [42] que sera fundamental en lo

que sigue

Proposicion 4.2.2 [42] Sea ¢ : {(A,da,*4),(A,dar,*4), f, 9,8} una contraccion

de dlgebras semi-completa. Siu o v son elementos de Im g, entonces tenemos que:

flux,v) = f(u)*u f(v), (4.4)

Hu*, v) = ux,s @(v) + d(u) ¥, gf(v) = *A¢[2](u ® v). (4.5)

Si aplicamos la igualdad (4.4) al caso concreto de la contracciéon C; y a un

elemento que sea imagen del morfismo B & g¢,, tenemos:

¢2(B ° 92) = ¢,Bog,

Por tanto,

[(IP & ¢2)5c(1P ®g2)](ui ® (wl ¥4 Ky wr) ® (51 ¥g o ¥y 25)) =
U R @aB((wy %4+ %4 wr) ®[]) 0 g2(1 @ (21 %5 -+ 4 Z4)).
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En lo que sigue, denotaremos, para abreviar, (w; *, - - - *, w,) simplemente por

Wy (2 *y - %y Z5) por z.

Si queremos seguir aplicando (1, ® ¢3)é. volvemos a operar del mismo modo

(nuevamente, haciendo uso de la propiedad de Loday (4.3)):

[((1r ® 62)6.)* (1, ® g2)| (W' B ® 2) =
U2 Q ¢2BdaB(w ® []) 0 92(1 ® 2).

En general tendremos que al aplicar [(1, ® ¢2)6.]*

[((1P @ ¢2)5c)k(1f’ ® 92)](ui ®zR2)=
w* @ (42B)*(w @ []) 0 ga(1®2).

Continuando con la férmula dada en el LBP,

be(u*® (42B)e(w @ [])0g2(1®2) =
uF1 @ B(4:B)f(w ®[]) 0 92(1 ® 2)

Por iltimo queda aplicar (1, ® f,). Basandonos en (4.5 aplicado a un elemento

imagen por B ® g3, podemos afirmar que

(f2(B(c) 0 ga2(c')) = f2B(c) *agn €)
Finalmente, la férmula de d;, queda como sigue:

m

ds (W @w®2) =3 (uF' @ f,B(¢2B) (w D []) *a6 2)

k=0

Es decir, el cilculo de ds, sobre cualquier generador del algebra pequerna se

reduce al calculo sobre elementos del tipo u' ® w ® 1.

ds, (W' Qw® z) = ds,(u' @ w R []) *agu 2.
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Por tanto, hemos reducido considerablemente el volumen de calculo para la

obtencion de la homologia ciclica en este caso especial.
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