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Abstract

The controllability of parabolic partial differential equations has been a topic of increasing
interest in the last decades that it has attracted to good part of the mathematical community
dedicated to the control. This type of equations and systems arise, for example, in the study
of diverse phenomena related to the Physics, the Biology or the Chemistry. In this work we try
to analyze different technologies that have allowed to give positive results of controllability
of parabolic equations.

The first positive results of controllability of parabolic equations were obtained in 1971
(Arch. Rational Mech. Anal. 43, 1971) y 1974 (Quart. Appl. Math. 32, 1974/75) por H.O.
Fattorini y D.L. Russe. These proved the boundary controllability of the unidimensional
heat equation by means of the method of the moments. The general results of controllability
to zero of N-dimensional parabolic equations were obtained independently for G. Lebeau
and L. Robbiano and for A. Fursikov in O. Imanuvilov in 1995 - 1996. The first work
is valid for autonomous parabolic equations and the result obtains as consequence of a
spectral inequality obtained as consequence of local inequalites Carleman’s. The second work
is applicable to not autonomous parabolic equations and the positive result of controllability
is obtained from inequalites of Carleman for the attached operator.

In this work we analyze the different technologies developed by the authors mentioned
previously to prove the controllability of parabolic equations. The analysis will begin for
the method of the moments, will happen for the study of global inequality of Carleman for
uniformly parabolic operators and will finish with Lebeau-Robbiano’s method.
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Introduccion

La controlabilidad de ecuaciones en derivadas parciales parabdlicas ha sido un tema de
interés creciente en las ultimas décadas que ha atraido a buena parte de la comunidad
matematica dedicada al control. Este tipo de ecuaciones y sistemas surgen, por ejemplo, en
el estudio de diversos fendmenos relacionados con la Fisica, la Biologia o la Quimica. En este
trabajo pretendemos analizar diferentes técnicas que han permitido dar resultados positivos
de controlabilidad de ecuaciones parabdlicas.

Los primeros resultados positivos de controlabilidad de ecuaciones parabdlicas fueron
obtenidos en 1971 (Arch. Rational Mech. Anal. 43, 1971) y 1974 (Quart. Appl. Math. 32,
1974/75) por H.O. Fattorini y D.L. Russel. Estos probaron la controlabilidad frontera de la
ecuacion unidimensional del calor mediante el método de los momentos. En 1973, Russell
(Studies in Appl. Math. 52, 1973) obtuvo un resultado de controlabilidad para la ecuacién
del calor N-dimensional como consecuencia de un resultado de controlabilidad exacta de la
ecuacion de ondas. De hecho, prob6 que la controlabilidad exacta de la ecuaciéon de ondas
en un tiempo positivo implica la controlabilidad a cero de la ecuacion del calor en cualquier
tiempo positivo. Los resultados generales de controlabilidad a cero de ecuaciones parabdlicas
N-dimensionales fueron obtenidos independientemente por G. Lebeau y L. Robbiano y por
A. Fursikov y O. Imanuvilov en 1995 - 1996. El primer trabajo es valido para ecuaciones
parabdlicas auténomas y obtiene el resultado como consecuencia de una desigualdad espectral
obtenida como consecuencia de desigualdades locales de Carleman. El segundo trabajo es
aplicable a ecuaciones parabdlicas no auténomas y el resultado positivo de controlabilidad
es obtenido a partir de desigualdades de Carleman para el operador adjunto.

En este trabajo analizamos las diferentes técnicas desarrolladas por los autores mencio-
nados anteriormente para probar la controlabilidad de ecuaciones parabdlicas. El analisis
comenzara por el método de los momentos, pasara por el estudio de desigualdades de Car-

leman globales para operadores uniformemente parabdlicos y acabara con el método de
Lebeau-Robbiano.
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Capitulo 1

Resultados previos.

En este capitulo, vamos a presentar algunos conceptos que necesitaremos en nuestro
espacio de trabajo para entender las técnicas de controlabilidad de ecuaciones escalares
parabdlicas. Ademas, daremos las diferentes definiciones de controlabilidad.

1.1. Sucesiones minimas en espacios de Banach. Suce-
siones biortogonales.

Vamos a centrarnos en esta seccion en la teoria de bases en espacios de Banach. En
lo que sigue X, representa un espacio normado sobre R, con norma denotada por || - |.
Comenzaremos generalizando el concepto de base en X para espacios que, en principio, no
son finito dimensionales. Asi,

Definicién 1.1. (Base) Una sucesion {x,},>1 C X es una base en X si para cualquier
x € X, existen unos unicos escales a,(x) tales que

(1.1) T = Zan(:c)xn.

n>1
La serie anterior es denominada representacion de x respecto a la base {xy}n>1.
Algunas observaciones respecto a la definicién anterior son:

Observacién 1.1. (i) Si {x, },>1 es una base, entonces, de la unicidad de la representacién
de cada x € X deducimos que x,, # 0 para todo n > 1. Como consecuencia, la sucesion
{zn/||n]| }n>1 es una base de X formada por vectores unitarios (base normalizada).

(ii) La definicién de base requiere que la serie (1.1) converja en X. Podriamos considerar
otros tipos de convergencia en las series como la débil o la *-débil, dando lugar a otras
definiciones de bases en X. De la definicién de base deducimos que B = {z,,},>1 es
un conjunto numerable tal que el conjunto de todas la combinaciones lineales finitas
>, CnTy con ¢, € Q forma un subconjunto denso de X. Por tanto, la existencia de
una base en X implica que X es un espacio separable.

Vamos a definir a continuacién algunas bases con propiedades 1tiles suplementarias.
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Definicién 1.2. Sea {z,},>1 una base en X. Decimos que:

(1) {xn}n>1 es una base incondicional en X si la serie (1.1) converge incondicionalmente
para cada x € X. En caso contrario, decimos que {x,}n,>1 es una base condicional.

(1) {xy }n>1 es una base absolutamente convergente si la serie (1.1) converge absolutamente
para cada x € X.

(111) {xn}n>1 €s una base acotada si existen o, § > 0 tales que 0 < o < ||z,,|| < 5, para
cualquier n > 1

(v) {Tn}n>1 €s una base normalizada si ||x,| = 1 para cada n € N.

Sea {z,},>1 una base del espacio de Banach X. La condicién de que la representacién
(1.1) sea tnica para cada € X implica que los coeficientes a,(z) sean funciones lineales de
z, y la sucesiéon {a, () }n>1 estd determinada unicamente por {z, },>1 y * € X. Una cuestion
que nos deberfamos preguntar sobre una base {z,},>1 es si los coeficientes funcionales a,, :
r € X — a,(z) € R, son continuos. Asi,

Definicién 1.3. (Base de Schauder). Sea {x,},>1 una base del espacio de Banach X,
y sea {an(z)}n>1 la sucesion de coeficientes funcionales asociados. Entonces, decimos que
{zn}p>1 €s una base de Schauder para X si cada coeficiente funcional a, es continuo.

Si denotamos por X’ al dual del espacio de Banach X, entonces una base es base de
Schauder si a,, € X’ para cada n > 1.

Ejemplo 1.1. Sea {e, },>1 una base ortonormal para un espacio de Hilbert separable H. La
representacion de x € H en esta base es:

T = Z(xa en)Heru

n>1

donde los coeficientes funcionales son a,(z) = (z,e,)n que, evidentemente, son continuos
sobre H. Cabe notar, que identificando H’ con su dual H dado por el Teorema de Represen-
tacion de Riesz, tenemos a, = ¢, € H = H’ para cada n.

En el caso de bases de Schauder de X, utilizaremos la notacion (a,, z) en lugar de a,(z),
donde (-, -) es el producto de dualidad entre X’ y X. Observamos que si {2, },>1 es una base
de Schauder y fijamos m € N, tenemos dos formas de expresar x,,:

Ty = Z<anaxm>xn Yy Tm= Z5mn$n
n

n

Por lo tanto, por la unicidad de la representacién bésica debemos tener (a,, ;) = dmpn para
cada m y n.

Definicién 1.4. (Sistema Biortogonal). Dado un espacio de Banach X y dos sucesiones
{Tn}n>1 C X y{antn>1 C X', decimos que {an}n>1 es biortogonal a {x,}n>1 i (T, an) =
Omn para cada m,n € N.
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Vamos a ver cémo generalizar algunos conceptos que conocemos para espacios de dimen-
sién finita, como puede ser el concepto de independencia lineal, y ver cémo se define en
espacios de Banach infinito dimensionales.

Sea {x,, }»>1 una base de Schauder para el espacio de Banach X. En particular, la sucesién
de coeficientes funcionales {a, },>1 C X' satisface la condicién de biortogonalidad (x,,, a,) =
dmn Para cualquier n,m > 1, es decir, {a,},>1 es biortogonal a {z,},>;. Sin embargo, la
existencia de una sucesién biortogonal a {z, },>1 no garantiza que {z,},>1 sea una base de
Schauder de X. Veremos que para que esto ocurra {z, },21 tiene que satisfacer condiciones
adicionales. Asi,

Definicién 1.5. (Sucesion minima). Decimos que una sucesion {T,},>1 en un espacio
de Banach X es minima si para todo m € N, x,,, & span{x,, : n # m}. Por otro lado, se dice
que {Ty }n>1 es completa si X = span{z, : n > 1}. Una sucesion que es minima y completa
decimos que es exacta.

A continuacién vamos a probar que el hecho de ser minima y la existencia de una sucesion
biortogonal son equivalentes. Demostrar este hecho en un espacio de Hilbert es sencillo
haciendo uso del complemento ortogonal, pero nosotros vamos a probarlo en un espacio de
Banach genérico para el que necesitaremos el Teorema de Hahn-Banach.

Proposicién 1.6. Sea {z,},>1 una sucesion en un espacio de Banach X. Entonces, existe
{an}tn>1 C X' biortogonal a {x,}n>1 sty solo si {x,}n>1 €s minima.

Demostracion. [=]

Supongamos que {a,},>1 C X' es biortogonal a {x,},>1 y fijemos m > 1. Si tomamos
z € span{x, : m # n}, entonces z = an=1 ntm Cnn Para cierto N > 1y coeficientes c,, € R.

Luego,
N

(A, 2) = Z (A, ) = 0.

n=1,n#m

Por otro lado, si z € span{x, : n # m}, entonces z = lim z;, con z € span{z, : n # m}.
Como a,, € X’ tenemos que
(A, z) = lim {a,, z) = 0.
k—o0
Deducimos asi que (a,,z) = 0 para cualquier z € Span{z, : n # m} y, por tanto, x,, &
span{z, : n # m}. Esto prueba que {z,},>1 es minima.
(<]

Supongamos ahora que {z,},>1 es minima fijemos m > 1. Si definimos F,, = span{z, :
n # m}, entonces E,, es un subespacio cerrado de X que no contiene a z,,. Por tanto, por
el Teorema de Hahn-Banach, existe un funcional a,, € X’ tal que

(AmyTm) =1y {am,z) =0 parax € E,

Repitiendo esto para cada m € N obtenemos una sucesién {a, },>1 C X’ que es biortogonal
a {x,}n>1 C X. Esto demuestra el resultado. O
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Terminamos esta seccién dando una caracterizacién de bases de Schauder en espacios de
Banach.

Teorema 1.7. Sea {x, },>1 C X una sucesion en el espacio de Banach X. Entonces {x, }n>1
es una base de Schauder en X si y solo si {x,}n>1 es completa y existe una sucesion biorto-
gonal {a,}n>1 tal que la serie Y, - (an, x)x, converge para cada x € X.

No incluiremos la prueba de este resultado, puede ser consultada en [16].

1.2. Existencia y unicidad de soluciéon débil para pro-
blemas parabdlicos

Sea N > 1 fijo. Consideremos 2 C R¥ un conjunto abierto, conexo, acotado y con
frontera 99 de clase C?, I'y C 99 un subconjunto abierto relativo no vacio de 95). Para
T > 0 fijo, denotaremos por Qr = Q x (0,7) y Xr = 92 x (0,T). Con esta notacion
consideramos el problema

{ Owy+Ly=f enQr,

(1.2)
y = 0sobre Xr, y(-,0) =1y en Q,

donde f: Qr — R e yp: Q — R estdn dadas, e y(z,t) es desconocida. Mediante L estamos
denotando un operador eliptico de segundo orden dependiente del tiempo dado por:

N

(13) Ltylz,t)=—>_ a% <aw(a: t)—— ) +Zb (2,t)5~(2,1) + (2, )y(x, 1)

4,j=1
con coeficientes que satisfacen:

(14) ij < WLOO(QT)’ bi’c € LOO(QT)7 1< 7/7.7 < N7
a;j(z,t) = aji(z,t), Y(z,t) € Qr.

Asumiremos que la parte principal de L es uniformemente parabdlico, es decir, existe a > 0
tal que

N
(1.5) Z (z,0)&E > al€]?, VEERN, VY(z,t) € Qr.

De hecho, cuando a;; = d;; y b =c= f =0 (1 <4i,j < N) obtenemos que L(t) = —A. En
lo que sigue vamos a comprobar que, bajo las condiciones (1.3) - (1.5), dados

yo € L*(Q) y  feL*0,T; H (),

el problema (1.2) admite una tnica solucién débil y € L*(0,T; H}(2)). Para ello, introduci-
mos la notacion

(1.6)
a(t;u,v) = Z/aij(x7t>a;ij T, dx+2/ xt 396@ ( )dx+/ c(z, t)u(z)v(z) d,
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para todas u,v € H}(Q). Gracias a las condiciones (1.3) - (1.5), es facil comprobar que la
forma bilineal a(t; -, -)
a(t) : Hy(Q) x Hy(Q) - R

estd bien definida y es continua para casi todo ¢t € [0, T]. De hecho, se tiene:

Proposicién 1.8. Bajo las condiciones (1.4) y (1.5), existen constantes positivas M vy 0,
solo dependientes de 2, T y de los coeficientes de L, tales que la forma bilineal a(t,-,-) dada
en (1.6) satisface

la(t, u,v)| < M|lullgyo)llvllgi@)y  Yu,v € Hy ()
Y
2 Q2 1
(1.7) a(t,v,v) + 5”"’”L2(Q) 2 EHUHH(%(Q)a Vv € Hy(Q2)
Demostracion. Sea a(t;u,v) como en (1.6), entonces

Z/am xt 8x 8% dx—l—Z/ xt 3% (1;) dm—l—/ﬂc(x,t)u(x)v(x) dx

i,7=1
< CilVull @[ Vollze@) + CollVullz@ vl z2 @) + Csllull 2@ l[v]l 2@ < Cllullg @) llvll g«

tuv

Esto prueba la primera desigualdad.
Veamos ahora (1.7). Nuevamente sea a(t;u,v) como en (1.6), entonces en el peor de los
casos se tiene

a(t;v,v)| =

Z/amxt

ij=1 j ‘;g) o ; /Q il ) ag:(vgj)v(x) o /Q c(z, tyu(z)o(z) de

> a||Vol|fzq) — mdx; [[bi(z, 8)l| L n) | VUll 2@ [0l 22(2) = llellz@n V1172 (q):
€como 1 .
[Volllo] = EIIWH—IIUH < —IIWH2 Sl
entonces tenemos que
la(t; v,0)] = aIIVv||2 — max; [|bi(2, )| = @ IVl 2@ lvllz2(@) = llell=@n IV Z2q

C1
> o[ Voltag, - 2||Vv||L2<Q B 2+||c||oo] ol 0

o 02 )
§||VU||L2(Q) 7‘*’ el ||U||L2(Q = ||v||H1(Q 0l[v[[72

Por tanto,
a(t; v, v) + 0]Jv[|72(q) = HvHHl(m
O]

Definicién 1.9. Dado yo € L*(Q) y f € L*(0,T; H(Q)), diremos que y € L*(0,T; H}(2))
cony' € L*(0,T; H Y(Q)) es solucion débil del problema parabdlico (1.2) si satisface:
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(i) (y'(t), o) + at;y(t), ) = (f(t),¢) para cada p € Hy(Q) y para casi todo t € [0, T].
(i4)- y(0) = yo.

Donde (-,-) es el producto de dualidad entre H=1(Q) y HL(Q).

Observacidén 1.2. Veremos més adelante quesiy € L*(0,T; Hy(Q)) ey’ € L*(0,T; H (),

entonces y tiene un representante en su clase de equivalencia que satisface y € C°([0, T]; L*(R)).
Por tanto, la igualdad (ii) de la Definicién 1.9 tiene el siguiente sentido: y(0) = y en L*().

Nuestro objetivo en esta seccion es estudiar la existencia y unicidad de soluciones débiles
para un problema parabdlico, pero antes vamos a definir el siguiente espacio:

W(0,T)={y: ye L*(0,T; Hy(Q), v €L*0,T; H ()}

Se trata de un espacio de Banach para la norma natural:

HyHIQ/V(O,T) = “yH%Q(O,T;Hé(Q)) + |‘y,H%2(O,T;H*1(Q))'
Se tiene:
Lema 1.10. (i). Seay € W(0,T). Entonces, existe j € C°([0,T]; L*(Q)) tal que y e i son
iguales c.p.d en [0,T]. Ademads, existe C > 0, independiente de y, tal que

i 1912 < Cllyllwom)

En este caso, identificamos y con § y escribimos W(0,T) < C°([0,T], L*(2)).

(ii). Dadas u,v € W(0,T), se tiene que la funcion g(t) = (u(t),v(t))r2@) es absolutamente
continua en [0,T] y

(1.8) %(U(t)»v(t))mm=<U’(t),v(t)>+<v’(t),U(t)>, p-ct tel0,T].

En particular, siy € W(0,T), se satisface:

1d
sglvliee = W ®).y(0), pet tel0T].

Este tltimo resultado no lo vamos a probar, su demostracién puede verse en [28]. Se trata
de una generalizacion de la Férmula de Barrow en dimension finita.

A continuacién daremos y probaremos un resultado de existencia de soluciéon débil para
el problema (1.2). Se tiene:

Teorema 1.11. (Existencia de solucion débil) Supongamos que se satisfacen las condi-
ciones (1.3) - (1.5). Entonces, dados yo € L*(Q) y f € L*(0,T; HY(Q)), el problema (1.2)
admite una solucién débil y € L*(0,T; Hy(Q))NCO([0,T); L*()) cony' € L*(0,T; H(Q)).
Ademds, existe una constante C' > 0, solo dependiente de 2, T y de los coeficientes del
operador L, tal que

(1.9)

x|y (@)l z20) + 1Yllz20mm3 @) + 19 120087101 < CULF 20387100 + 190ll2(2):
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Demostracion. La prueba del resultado es estandar y puede ser obtenida mediante el Método
de Galerkin (véase, por ejemplo, [6]).

Consideremos {wy,}x>1 C Hp () una base ortogonal en Hj () tal que {wy}r>1 es orto-
normal en L?(Q). Por ejemplo, podriamos considerar las autofunciones del operador —A con
condiciones de Dirichlet homogéneas, normalizadas en L?((2).

Paso 1. Construccion de soluciones aproximadas.

Fijemos un entero positivo m. Buscamos una funcién y,, : [0,7] — H}(Q) de la forma

m

(1.10) Yn() = S b (D,

tal que
(Yl (), wy) + a(t; ym (), wr) = (f(t),we), Vk:1<k<m Vtel0,T],

(1.11) _ i (o, wp ) = iy{iwk.

En (1.11) y en lo que sigue estamos usando (-, -) para denotar el producto escalar en L?*(2).
Recordemos que la forma bilineal a(t; -, -) esta definida en (1.6).

Obsérvese que (1.11) es la formulacién variacional del problema (1.2) (véase la Definicién
1.9) planteada en el espacio de dimensién finita

Vin = span{wy, : 1 <k <m},
para las soluciones aproximadas y,, € L?(0,T;V,,). Respecto a la existencia de soluciones

aproximadas, se tiene

Teorema 1.12. Bajo las condiciones del Teorema 1.11, para cada m > 1, existe una unica
funcion y,, € C°([0,T]; V;,) solucion del sistema (1.11).

Demostracién. Estamos buscando una solucién y,, € C°([0,T];V,,) del problema (1.11), y
con y,,, dado en (1.10). Usando la notacién

Yiu(t) = (dp, (1), &3, (2), .., i (8)) € C°([0, T], R™),
yO (yOawk) fk(t) = <f(t)>wk>7 Vk > 17

es facil comprobar que (1.11) es equivalente al siguiente problema de Cauchy para un sistema
diferencial ordinario lineal:

(1.12) { ?Egi fglfn(;(t)Ym(t) = F,(t) en [0,7],

donde Y0 € R™, A,, € L*>(0,T; L(R™)) (L(R™) es el espacio de las matrices cuadradas de
dimensién m) y F,, € L*(0,T;R™) estan dadas por

{ YO (yanOV SY0) ER™ O F(t) = (), fu(t) Y

Am(t) = (o (t))1<ij<m  con aii(t) = alt; wi, wy).
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De las hipétesis (1.3) y (1.5) se deduce facilmente que A,, € L*(0,T;L(R™)) y F,, €
L*(0, T;R™). Ademés, existe una constante C,, > 0, que sélo depende de m, 2, T y de los
coeficientes del operador L, tal que

| Am |0 r:cm)) < Cmy | Fmlle2ormmy <O, ¥m > 1.

Como consecuencia de todo esto podemos deducir que el sistema diferencial ordinario (1.12)
admite una tnica solucién maximal Y,, definida en [0, 7] tal que Y, € C°([0,T];R™) e Y,,
es absolutamente continua en [0,T], con Y, € L*(0,T;R™). Deducimos de este modo el
resultado. ]

Paso 2. Estimaciones “a priori”. Estimaciones de energia.
Del paso anterior hemos deducido la existencia de soluciones aproximadas y,, del proble-
a (1.11). Ademads, y,, € C°([0,T]; Vin) e ¢, € L*(0,T; V). Veamos a continuacién que la
sucesion {y, }m>1 estd uniformemente acotada en espacios apropiados. Se tiene,

Teorema 1.13. Bajo las condiciones del Teorema 1.11, existe C' > 0, solo dependiente de
Q, T y los coeficientes del operador L, tal que
(1.13)
OIE%T 1Ym ()l 22(@) + 1Ymll 20,022 + Wl 22,1 @)) < CUf 207,020 + [[W0ll22(0))
para cualquier m > 1.
Por completitud, vamos a probar este resultado.

Demostracion. Veamos que se tiene la desigualdad (1.9). De (1.11) (definicién de solucién
aproximada), deducimos

U (): Ym (1)) + a(t; ym (), ym (1) = (f (), ym(t)), p.ct t€[0,T].
Del Lema 1.10, deducimos

5 Sl Oy + 0lt5un(0) 9 () = (O 9 (0), pet +€0.7]

Usando la propiedad (1.7), llegamos a

1d Q@ 1 «
2dt||ym( M2y + §||ym(t)||§{3(n) < Oy () 1720y + a”f(ﬂ”fq—l(m + ZHym(t)H?{g(n)

p.ct.t €[0,T], es decir,

d «Q
EHym(t)Hiz(m + §I|ym(t)!|?{3m) < 26][ym ()] 720y + Hf( Wiy, pet tel[0,T].

Del Lema 1.14 (Lema de Gronwall) podemos concluir
2 a ! 2 26t 2 2 o [ 2
ym O Nz20) + 5 H?Jm(S)HHl ds < e |lyomllz20) + e i 1F ()10 ds
il + = [ 1S

Sin méds que tomar maximo en ¢ € [0, T}, se deduce (1.9). Esto finaliza el Paso 2. ]
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Paso 3. Paso al limite.

Ya estamos en condiciones de pasar al limite cuando m — oo, para construir la solucion
débil de nuestro problema de valores iniciales (1.2).

De acuerdo con la desigualdad (1.13), deducimos que la sucesion {y,}m>1 estd aco-
tada en L?(0,T; Hy (), v {9}, }m>1 estd acotada en L*(0,T; H'(Q2)). Como consecuen-
cia, existe una subsucesion {Ym, }e>1 € {Ym}m>1 y una funcion y € L*(0,T; Hy(Q)), con
y € L*(0,T; H1(Q)), tales que

(1.14) Ym, =y en L*(0,T;Hy(Q)), u,, =y en L*0,T;H ().

Tomemos un entero n > 1 y una funcién v € C?([0, T]; Hy(©2)) de la forma
(1.15) (t) = d*(t)wy,
k=1

con {d*} € C*([0,T)). Consideremos m > n y multipliquemos la primera linea de (1.11) por
d*(t), sumemos desde k = 1,...,n e integremos respecto a t. De este modo,

(1.16) /0 [{ym (), 0(8)) + alt; y(1), v(t))] dt:/o (f(2),v(t)) dt

En particular la igualdad anterior es cierta para m = my. De (1.14) y tomando limite
deducimos

(1.17) / ((0), 0(0)) + alt; y(2), o(2))) dt = / (F(E), o(t)) dt,

igualdad vélida para cualquier v regular bajo la forma (1.15). Sin més que tener en cuenta
que el espacio

{v: vesdelaforma (1.15), paran > 1, con d* € C?([0,T))},

es denso en L?(0,T; H}(€2)), deducimos que (1.17) es vélida para cualquier v € L*(0, T; H3(Q)).
Un razonamiento parecido al anterior también permite deducir la igualdad

(i (1), 0) +alt;y(t),0) = (f(t),¢), Vo€ Hy(Q), pect tel0,T].

Esto prueba el punto primero de la definicién de solucién débil de (1.2) (véase la Definicién
1.9).

Para finalizar la prueba de existencia de solucién débil del problema (1.2), veamos que se
tiene que y(0) = yo en L*(€2). Para ello, partimos de (1.17) y aplicamos esta igualdad para
v e CY[0,T]; H} () con v(T) = 0. Aplicando la férmula (1.8) del Lema 1.10, deducimos

(L18) / (), y(0)) + alt; y(2), o(t)) dt = / (1), v(t)) dt + (5(0), 0(0))

Andlogamente, de (1.16) deducimos que

/0 (0 (), Yo (1)) + s yn(), 0(8))) dt = / (1), 0(8)) dt + (4 (0), 0(0))
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Considerando m = my, y usando otra vez (1.14) tenemos

(1.19) / (— (), () + alt: y(6), v(t))) dt = / (F(t), 0(t)) di + (g0, 0(0))

va que Y, (0) — yo en L*(Q). Como v(0) es arbitrario, si comparamos (1.18) y (1.19),
concluimos que y(0) = yo. Esto prueba que y es solucién débil del problema (1.2).

Antes de finalizar la prueba enunciaremos el siguiente resultado, que probaremos mas
abajo:

Lema 1.14. (Lema de Gronwall) Sea g € C°([0,T)]), una funcién absolutamente continua
en [0,T], y h, F € L*(0,T) tales que, para una constante C > 0, se tiene:

(1.20) g (t)+ h(t) < Cq(t) + F(t), pet tel0,T).

Entonces,

g(t) + /Ot h(s)ds < e“'g(0) + /OtF(s) ds, p.ct tel0,7T].

Pasemos ahora a probar el Lema 1.14:

Demostracion del Lema de Gronwall. La desigualdad (1.20) puede ser escrita
g (t)—Cg(t)+h(t) < F(t), pct te]0,T].

Si multiplicamos esta desigualdad por e~¢* deducimos,

d

y [eC'g(t)] + e “"h(t) < e 'F(t), p.ct te[0,T].

Integrando en [0,¢] con t € [0,T], también obtenemos
t t
e %g(t) +/ e %h(s)ds < ¢(0) —I—/ e"“F(s)ds, Vtel0,T),
0 0
o de manera equivalente,
t t
g(t) +/ e“=9n(s)ds < e“g(0) —l—/ (s ds, VYt e [0,T).
0 0

Teniendo en cuenta que C' > 0, deducimos el Lema de Gronwall. Esto finaliza la prueba. [J
m

Acabamos de probar, usando el Método de Galerkin, la existencia de solucion débil para
el problema (1.2). Veamos ahora que dicha solucién es tnica.

Teorema 1.15. (Unicidad de solucion débil). Bajo las condiciones del Teorema 1.11,
para cada yy € L*(Q) y f € L*(0,T; H (), el problema (1.2) admite, a lo sumo, una
solucion débil.
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Demostracion. Para probar este resultado basta comprobar que la solucién débil de (1.2)
para f = 0eyy = 0esy = 0. Para ello, basta repetir los calculos que se hicieron en la prueba
del Teorema 1.11 (con yo = 0y f = 0) para obtener la desigualdad de energfa (1.9) O

Vamos a discutir ahora la regularidad de nuestra solucion débil y para el problema de
valor inicial (1.2) cuando los coeficientes a;; (véase (1.4)) no dependen de t. Para eso, vamos
a probar el siguiente Teorema.

Teorema 1.16. (Regularidad) Sean yo € Hi(Q) y f € L*(0,T;L*)). Supongamos
ademds que y € L*(0,T; H}(R)), con y' € LQ(O,T,H 1(Q)) la solucion débil de (1.2). En-
tonces,

y € L*0,T; H*(Q)) N L=(0,T; Hy(2)), y € L*0,T; L*(Q)),

y tenemos la siguiente estimacion

ess supo<y<r ||y | o) + Yl 20mm2@) + 19l 2015220

<C <||f||L2(o,T;L2(Q)) + Hy0||H3(Q)> :
la constante C' depende solo de 2, T y los coeficientes de L(t).

Demostracion. Fijemos m > 1y multiplicamos la ecuacién de (1.11) por (d*)’(t) y sumamos
desde k =1, ..., m, obtenemos

(Yo Yr) + a(t; Yo Yo) = (2 )

para 0 <t < T. Ahora
At Y. Un) / ZZJ 9 ow, 0w,

Como a;; = aj; (i,j = 1,..,n) y los coeficientes no dependen de ¢, vemos que A =
% (%b(ym, ym)), para la forma bilineal simétrica

ou 81}
b(u,v) / Z ”8 o, (u,v € H}(Q)).

L+ cymy, = A+ B

Ademas,

C
1Bl < =m0 + €920, !(f,ym)\<—|\fHLz )+ el

para todo € > 0.
Si combinamos las desigualdades anteriores, deducimos que

1l + 5 (3000 ) < € (W) + 11y ) + 260560220y
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Tomando € = 1/4 y teniendo en cuenta (1.5), deducimos,

d
[l 220+ 00 (0,4 (8)) < C (b vn) + 1B+ ¥ > 1

Aplicando de nuevo el Lema 1.14 (Lema de Gronwall), obtenemos

/0 151 54D, on (£)) < (o (0), () / V() 2oy ds. pet € [0.T).

Tomando méaximo en ¢ € [0, 7], teniendo en cuenta (1.5) junto con el hecho de que {w,, },>1
es una base ortogonal de HJ(2) e yo € H(2), llegamos a

T
/ ¢ 2 2
aan [ ||ym||dt+tggg<}||ym<t>||H3(mso(uyoan(m / 1030 ) vm > 1.

Tomando limite cuando m — oo, deducimos que y € L>=(0,T; H} () ey’ € L*(0,T; L*(Q)).
En particular, para cada t tenemos

(', v) + a(t;y,v) = (f,0)

para cada v € H} (). Esta tltima igualdad la podemos reescribir como

b(y,v) = (h,v)

para
N ay
h = f - y, - bel’,t)%(l‘,t) - c(x,t)y(m,t)
i=1 !

Como h(t) € L*(2) para todo 0 < t < T, deducimos por la regularidad eliptica (ver [0]
Teorema 4, Seccién 6.3.2) que y € H%(S) para todo 0 < ¢t < T, y tenemos la siguiente
estimacion

ly®llz2@) < C (1Pl + IWllz2) < C (£ 2@ + 1V 22 + IWllz2e) -

Integrando y usando la estimacién (1.21), se tiene la prueba. O

1.3. Solucion por trasposicion para la ecuacion del ca-
lor unidimensional no homogénea
En esta secciéon vamos a ver como se define una solucién por trasposicion para una

ecuacién parabodlica unidimensional cuando el control se ejerce sobre la frontera.
Asi, fijemos T' > 0 y consideremos el siguiente sistema

aty - ar:vy =0 en QT = (0 1) X (07 T)7
(1.22) y(0,-) =wv, y(l,-)=0 sobre (0,7),
y(0) =y en Q=(0,1),
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donde yo € H™'() y v € L*(0,T). Observemos que, para cada control v € L*(0,7T) e
Yo € H71(Q), (1.22) admite una tnica solucién débil, definida por trasposicién, que satisface

y € L*(Qr) N C°([0, T]; H(Q));

ver el siguiente contenido.
Vamos a empezar aclarando qué es una solucién por trasposicién para (1.22). Para eso,
consideremos el siguiente problema adjunto

—0,590 - ax:cgp =g en Qr,
(123) 90(07 ) =0, @(17 ) =0 sobre (07 T)a
00, 7)=0 en €

donde g € L*(Qr). Cabe destacar que, gracias al Teorema 1.16, para cada g € L*(Qr),
(1.23) posee exactamente una solucién fuerte

p € L*(0,T5 H*(2)) N C°([0,T]; Hy(2)),
que depende de forma continua de g, es decir, existe una constante C'(7") > 0 tal que

el 2020y + Il oo rmi) < Cllglliz@n)-

Efectivamente, con el cambio 7 =t — s, (1.24) se convierte en (1.2) para a;; = 6;;, by =0y
¢ = 0. Gracias a estas propiedades previas, podemos dar la siguiente definicion:

Definicién 1.17. Sean yo € H1(Q) y v € L*(0,T) dados. Decimos que y € L*(Qr) es una
solucidn por trasposicion de (1.22) si, para cada g € L*(Qr), tenemos

(1.24) [ vodede= oot 00) + / Drpl0, £)u(t) dt

donde ¢ es la solucion de (1.23) asociada a g y (-,-) es el producto de dualidad usual entre
H™H(Q) y Hy ().

Ahora podemos hablar de la existencia y unicidad de solucién por trasposicién de (1.22).
Tenemos:

Teorema 1.18. Sean yo € H'(Q) yv € L*(0,T) dados. Entonces (1.22) admite una tinica
solucion por trasposicion y que satisface:

y € L2(Qr) N C([0,T]; H71(Q)),  dw € L*(0,T; D(-AY)),

Oy — 0wy =0 en  L*0,T; D(=A)),

y(,0)=yo en H Q) y

1Yllz2@r) + 10wl 2oi-ayy < C (I9oll-1 (@) + 1vllz20m) -

para una constante positiva C'.
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Demostracién. En primer lugar, observemos que si g € L?(Q7) la solucién de (1.23) satisface
(Teorema 1.16)

¢ € L*(0,T; D(=A))nC([0,T]; Hy () v

ol 2p—ay) + lellcom ) < Cllgllzz@r-
Por esta propiedad de regularidad es inmediato que, para todo yo € H1(Q) y v € L*(0,T),
existe una tunica solucién por trasposiciéon de (1.22). Esta claro también que la solucién
satisface la igualdad 0;y — 0.,y = 0 en D'(Qr) y la estimacién

lyllz2or) < C (lvolla—@ + Ivll20.1)) -
para un constante C' > 0.
A continuacién, vamos a probar que también tenemos que 9.,y € L*(0,T; D(=A)) y

(1.25) ||am:?/||L2(D(_A)') <C (||y0||H*1(Q) + ||U||L2(07T)) :

Para ello, vamos a considerar dos sucesiones {yZ"}>1 C L2(Q) y {vm}ms1 € HY(0,T) tales
que
y =y en HYQ) vy wvm,—wv en L*0,7).

No es dificil ver que el problema (1.22) con ¥, como dato inicial y v,, como dato frontera,
tiene una tnica solucién débil y,, € L*(0,T; H'(Q2)) que satisface

//T Ymg dr dt = (yg", (-, 0)) + /OT Dpp(0, 1) v, (1) dt

para cada g € L*(Qr) y donde ¢ es solucién de (1.23). Usando esta tltima igualdad y (1.24)
obtenemos

(1.26) { [ymllz2@r) < C (lvolla—1@) + vl 20.1)) »

Ym — Y en LQ(QT) y axzym — aa:xy €n D,(QT)a

donde C' es una constante positiva.
Por otro lado, tenemos

T T
0 Qr 0

para cada p € L*(0,T; D(—A)'). Para esta igualdad obtenemos que {0z1ym }m>1 estd acotada
en L?(0,T; D(—A)’). Esta propiedad junto con (1.26) nos da que 0.,y € L*(0,T; D(—A)")
y (1.25).

Ahora, combinando la igualdad 0,y = 0.,y y la propiedad anterior, también vemos que

Oy € L*(0,T; D(-A)) y
10eyll 2 (p-ayy < C (Ilollir-1() + [Vllz207)) -
Ademss, y € C°([0,T];Y), donde Y es el espacio de interpolacién Y = [L?(Q2), D(—=A)']1 2
(ver [23], Teorema 3.1, p. 19). Si nos fijamos Y = [D(—A)’,L2(Q)]’1/2 = H Q) (ver [23],
Teorema 6.1, p. 29). En conclusién, obtenemos
lyllcoc-1y < (lyoll -1 + I0llz20.m) -

Finalmente, no es dificil comprobar que y(-,0) = yo en H1(2), se razona de forma
similar a como lo hicimos en la demostracién del Teorema 1.11. Esto acaba la prueba. [



Capitulo 2

Controlabilidad de problemas
parabdlicos. Conceptos generales.

El objetivo de nuestro trabajo es el estudio de diferentes técnicas de control para ecuacio-
nes parabdlicas. En este capitulo vamos a ver las diferentes definiciones de controlabilidad.

2.1. Conceptos de controlabilidad.

Fijemos un tiempo 7' > 0 y sean H y U dos espacios de Hilbert separables con productos
escalares y normas respectivas denotadas por (+,-)m, (,-)v, || - [|g ¥ || - |[o. Consideremos el
problema de control,

1) y(0) = yo € H

{ y=Ay+ Bv en (0,7),

En este sistema 3y € H es el dato inicial y v € L*(0,T; U) es el control que se ejerce sobre
el sistema a través del operador B. Asumimos que los operadores A y B son no acotados
definidos en D(A) C H y D(B) C U, respectivamente. Asumimos que el problema esta bien
planteado, es decir, existe una tunica solucién débil y € C°([0,T); H) de (2.1).

Denotaremos por y(t; yo,v) € H la solucién de (2.1) en el tiempo ¢ € [0, T correspondien-
te a (yo,v) € H x L*(0,T;U). Con estas notaciones, vamos a dar las siguientes definiciones
de controlabilidad:

Definicién 2.1. (i) El sistema (2.1) es exactamente controlable en un tiempo T si, para
todo (yo,v1) € H x H, existe v € L*(0,T;U) tal que la solucién y de (2.1) verifica

y(T; yo,v) = 11

(i) El sistema (2.1) es controlable a trayectorias en un tiempo T si, para cada (yo,Yo) €
Hx H yv € L*0,T;U), existe v € L*(0,T; H) tal que la correspondiente solucidn
débil de (2.1) cumple

(T 90,v) = y(T'; %0, 0)

15
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(i1i) El sistema (2.1) es controlable a cero o exactamente controlable a cero en un tiempo
T si, para cada yo € H existe v € L*(0,T; H) tal que la correspondiente solucién débil
de (2.1) cumple

y(T'5 9o, v) = 0.
(iv) El sistema (2.1) es aproximadamente controlable en un tiempo T si, para cualquier

(yo,y1) € H x H, y cualquier € > 0, existe v € L*(0,T;U) tal que la correspondiente
solucion débil de (2.1) verifica

ly(T;y0,v) — yillm, <e

Como hemos comentado, el objetivo general de esta memoria es analizar los conceptos
de controlabilidad de sistemas parabdlicos usando diferentes técnicas. Para ello, volvemos a
considerar el problema parabdlico (1.2) planteado en la Seccién 1.2, es decir, supondremos que
Q es un dominio acotado de RY, con N > 1, con frontera 02 € C?. Sean w un subconjunto
abierto no vacio de €2 y T' > 0. Consideremos el problema:

(2.2) Oy+ L(t)y=vl, en Qr=Qx(0,T),
' y=0 sobre X7r=00x(0,T7), y(-0) =y en Q,

donde 1, es la funcién caracteristica del conjunto w, v € L*(Q7) e yo € L*(Q) estd dado.
Recordemos que L es el operador uniformemente parabdlico dado por

L(t)y(z,t) = — Z 8&% <CL”($ t)=— > +Zb z, t (x,t) + c(z, t)y(z, t)

y con coeficientes que satisfacen

a;; € Wh°(Qr), bice€ L=®(Qr), 1<i,j<N,
ai(z,t) = azi(x,t), Y(z,t) € Qr.

N
> ay(z, )& > alg)?, VEERN, V(x,t) € Qr.

ij=1
Como consecuencia de los Teoremas 1.11 y 1.15, podemos dar una resultado de existencia y
unicidad de solucién débil. Se tiene:

Teorema 2.2. Supongamos que v € L*(Qr) e yo € L*(Q)). Entonces el problema (2.2)
admite una tnica solucién débil y, € C([0,T]; L*())NL*(0,T; H} (). Ademds, y, depende
de forma continua de v e 1y, es decir, existe C' > 0 tal que

yolleory.c2@) + 9ol z20,rm@) < CUlvoll2@) + vllz2@n)-
Gracias a este resultado, podemos llamar R(T', yo) al subconjunto de L?(£2) definido como:
R(T, yo) = {yu(T) : y, solucién de (2.2) con v € L*(Qr) }

llamado conjunto de controles alcanzables. Con esta notacion podemos redefinir los diferentes
conceptos de controlabilidad:
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Definicién 2.3. (i) Decimos que el sistema (2.2) es exactamente controlable en L*()) en
el instante de tiempo T si para cada yo € L*(Q)

R(T,yo) = L*(2),

es decir, si para cada yo, yq en L*(), existe un controlv € L*(Qr) tal que la solucion
de (2.2) cumple y,(T) = yq.

(i1) Se dice que (2.2) es exactamente controlable a trayectorias en el instante T > 0 si para
todo yo, 7o € L*(Q) y L*(Qr) se tiene

y(T;yo,v) € R(T, yo)-

(111) Se dice que (2.2) es controlable a cero en el instante de tiempo T si para cualquier
Yo € L*(Q)) se tiene
0e R(T7 yO)a

es decir, si para cada yy € L*(Q) existe un control v € L*(Qr) tal que la solucién (2.2)
verifica y,(T) = 0.

(iv) Se dice que el sistema (2.2) es aprovimadamente controlable en L?(Q) en el instante
de tiempo T si R(T,yo) es denso en L?(Q) para cada yo € L*(Q). Es decir, si para
cualquiera vy, yq € L*(Q) y cada e > 0, existe un controlv € L*(Qr) tal que la solucion
de (2.2) wverifica

9o(T) — yall2(0) < €.

Observacién 2.1. (i) Es evidente que el primer concepto de controlabilidad implica el
resto de conceptos de controlabilidad para el sistema (2.2). Por otro lado, gracias a
la linealidad del problema (2.2), es facil comprobar que el concepto de controlabilidad
exacta a trayectorias equivale al concepto de controlabilidad exacta a cero.

(ii) Dado el efecto regularizante del problema (2.2), no tiene sentido el concepto de controla-
bilidad exacta en el marco parabdlico cuando Q\w # (). Para comprobarlo consideremos
el caso particular L(t) = —A. Es conocido (véase [19]) que el operador del calor 9; — A
satisface la siguiente propiedad de regularidad: “Si y € D'(O x (0,T)) (con O C R¥
un abierto) verifica
dy—Ay=0 en D'(Ox(0,T)),

entonces, la funcién y(-,t) es analitica en O para cualquier ¢ € [0, 7]”. Aplicando esta
propiedad al abierto O = 2\ @, deducimos que y,(-, ) es analitica en O, independien-
temente de N, v e yo. Por tanto, el sistema no puede ser controlable en L?(f2) en el
instante T' > 0. Por tanto, solo nos planteamos los conceptos de controlabilidad a cero
(equivalente a la controlabilidad a trayectorias) y de controlabilidad aproximada para
el problema (2.2).

(ili) Veremos también que para el problema (2.2) el concepto de controlabilidad exacta a
cero implica el de controlabilidad aproximada.
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(iv) Debido a la linealidad del problema, es facil comprobar que la controlabilidad aproxi-
mada equivale R(T,0) = L?(Q2), es decir, podemos suponer que en (2.2) yo = 0 en €.
Efectivamente, es facil comprobar que la variedad afin

R(T,yo) = y(T') + R(T’,0)

donde ¥ es la solucién de (2.2) asociada a v = 0. De esta igualdad, deducimos que el
sistema (2.2) es aproximadamente controlable en L?*(Q) en el instante T si y solo si

R(T,0) = L*(9).

2.2. Controlabilidad aproximada. Continuaciéon dnica.

Vamos a comenzar estudiando la propiedad de controlabilidad aproximada en el instante
T > 0 del sistema (2.2). Empezaremos comprobando que esta propiedad equivale a una
propiedad cualitativa del llamado problema adjunto. Para ello, consideramos el problema
(problema adjunto):

23) { ~0p+Lt)p=0 en Qr,

=0 sobre Xr, ¢(-,T)=¢py en Q,

donde ¢y € L*(Q)) y L*(-) es el operador adjunto de L(-) (véase (1.3)), es decir, L*() es el
operador dado por:

L@@t == 3 g (aule. 055 00)) = 3 i pla. 1) + o ol ).

(x,t) € Q. Como hemos dicho anteriormente, se trata de un problema retrégrado que se
convierte en un problema de valores iniciales sin mas que hacer el cambio 7 = T'—t. Respecto
a la existencia y unicidad de solucién débil, se tiene:

Teorema 2.4. Consideremos el operador L(-) dado por (1.3), con coeficientes satisfaciendo
(1.4) y (1.5). Entonces, dado @y € L*(Q), existe una tinica solucién débil

¢ € L*(0,T; Hy(Q)) N C°([0,T); L*(Q)), con ¢ € L*(0,T; H(Q)).
Ademdas, existe C' > 0, solo dependiente de 2, T y de los coeficientes de L(-), tal que

Qdx [lo()llz2@) + el zorm@) + 12010y < Clleolla@)

La demostracion de este resultado sigue los mismos argumentos de la prueba de los
Teoremas 1.11 y 1.15 y, por tanto, seréa omitida.

Observemos que el problema (2.3) estd bien planteado y la solucién depende de forma
continua de ¢r, i.e., existe una constante C' tal que para cada ¢ € L*(Q) el sistema (2.3)
tiene una unica solucién ¢ € L2(0,T; Hg(2)) N C°([0,T]; L*(2)) y satisface

el 20,713 )) + lellcoqomzz@) < Cller|rz -

La solucién del sistema (2.3) estd relacionada con la solucién del problema (2.2) por el
siguiente resultado:
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Teorema 2.5. Consideremos los problemas (2.2) y (2.3) con L(-) dado por (1.3) y satisfa-
ciendo (1.4) y (1.5). Entonces, para todo yo, or € L*(2), se tiene

(2.4) //T el vdrdt = /Qy(-,T)cpT dr — /Qyogp(-,O) dr,

donde y, o € L*(0,T; H (2))NC°([0, T]; L*(Q)) son, respectivamente, las soluciones de (1.2)
y (2.3) asociadas a yo y ©r-

Demostracion. La demostracién de este resultado es consecuencia de las propiedades de
regularidad de las soluciones y y ¢ de (2.2) y (2.3). De hecho, multiplicando (2.2) por ¢ e
integrando por partes en 7 obtenemos (2.4). ]

La controlabilidad nula y la controlabilidad aproximada del sistema (2.2) las podemos
caracterizar en términos del problema adjunto (2.3). Tenemos:

Teorema 2.6. Consideremos L(t) dado en (1.3) y satisfaciendo (1.4) y (1.5). Entonces,
el sistema (2.2) es aprorimadamente controlable en un tiempo T > 0 si y solo si se sa-
tisface la llamada propiedad de continuacion inica para el problema adjunto (2.3):“Si ¢ €
L*(0,T; H}(Q)) es solucidn débil de (2.3) asociada a py € L*(Q) y satisface que ¢ = 0 en
w x (0,T), entonces ¢ =0 en Qr”.

Demostracion. Hay varias formas de probar el teorema. La mas sencilla es una consecuencia
del Teorema de Hahn-Banach. Consideramos el conjunto de estados accesibles en un tiempo
T > 0 para el sistema (2.2)

R(T;90) = {yo = y(T;90,v) : v € L*(Qr)}.

Asi, el sistema (2.2) es aproximadamente controlable en un tiempo 7" > 0 si y solo si
R(T;10) es denso en L*(Q) para todo yg € L?(Q). Teniendo en cuenta que R(T;1y) =
Y(-,T) + R(T;0), donde Y € L*(0,T; H}(Q)) es la solucién de (2.2) asociada a v = 0 e yy,
la controlabilidad aproximada es equivalente a probar la densidad del espacio R(T’;0). Por
el Teorema de Hahn-Banach, esto es equivalente a que R(7T;0)* = {0}. Asi que, tomamos
Pr € R(T;0)*, es decir, tomamos oy € L*(Q) tal que

/ ory(T;v,0)de =0, Yve LQ(QT).
Q

Si consideramos @ la correspondiente solucién de (2.3), de (2.4) y de la igualdad anterior
deducimos

0= // Plyvdrdt, Vv € L*(Qr),
T

es decir, $ = 0 en wy. En conclusién, la propiedad R(T,0)* = {0} equivale a la propiedad
de continuacién dnica del problema adjunto (2.3). Esto termina la prueba. [
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2.3. Controlabilidad Nula. Desigualdad de observabi-
lidad

El objetivo de esta seccién es caracterizar la controlabilidad nula de (2.2) usando la
siguiente propiedad del problema adjunto (2.3):

Teorema 2.7. Bajo las condiciones del Teorema 2.6, el sistema (2.2) es controlable a cero
en un tiempo T > 0 si y solo si existe una constante positiva C tal que

25) oGO <C [[ loPdede, Ver e @),
wr

donde ¢ es la solucion de (2.3) asociada a pr.

Demostracidn. Sea y(-;yo,v) la solucién de (2.2) correspondiente al dato inicial yo € L*(Q)
y al control v € L*(Qr). Una forma sencilla de probar este resultado es usando el siguiente
argumento de anélisis funcional: Sea H = L*(Q)) y sean Gy P los siguientes operadores
lineales y continuos:

P:U€L2(QT) — Pv=y(T;0,v) € H, G:yo€ H— G(yo) = y(T;v0,0) € H.

Entonces, a controlabilidad nula del sistema (2.2) es equivalente a la condiciéon R(G) C R(P).
Ambos operadores, G y P, son lineales y acotados con valores en H. Entonces, la pro-
piedad anterior se tiene si y solo si (ver [30], Teorema 2.2, p.208) existe C' > 0 tal que

(2.6) 1G*(er)lla < CIIP*(er)ll2@r),  Ver € H.

De (2.4), no es dificil ver que G* € L(H) y P* € L(H; L*(Qr)) estan dados por

G*(or) = 0(-,0) v P(eor) = ol

donde ¢ es la solucién de el problema adjunto (2.3) asociada a pr y (2.6) es precisamente
(2.5). Esto termina la prueba. O

La demostracion anterior es breve y directa, pero no es 1til cuando se usa con problemas
no lineales. Vamos a proponer una prueba alternativa que es constructiva. Asi,

Teorema 2.8. Bajo las condiciones del Teorema 2.6, las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(i) Erziste una constante C' > 0 tal que para cada yo € L*(Y), existe v € L*(Qr) satisfa-
ciendo

(2.7) 017207y < CllvollZee
y tal que y(T;yo,v) =0 en .

(i1) Existe una constante C' > 0 tal que la desigualdad de observabilidad (2.5) se tiene para
las soluciones ¢ del sistema (2.3).
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Demostracién. Vamos a empezar viendo que (i) implica (ii). Consideremos @7, 9o € L*(Q)
y consideremos ¢ € L?(0,T; H}(f2)), la solucién de (2.3) asociada a pr, y v € L*(Qr), el
control asociado a yy dado en (7). De (2.4) y (2.7), tenemos

// 0)yo dx = // plyvdr dt < ||eluv| L2om vl 2@
T T

< \/_H@lw’UHLQ(QT)Hyon(Q), Vyo € L*(9).

Tomando SUP |y 5y <1 O1 la desigualdad anterior, deducimos la desigualdad de observabili-

dad (2.5) para la constante C.

Para probar la otra implicacion, usaremos la llamada técnica de penalizacion. Para esto,
vamos a minimizar el siguiente funcional. Dado € > 0, yo € L*(Q), encontrar un control
v € L*(Qr) que minimice el siguiente funcional

1
/Lhﬁ@ﬁ+—wwp U%MTWW+§Mmm@ﬁm>
T

donde Pv = y(T;0,v). El problema penalizado tiene una tnica solucién v, y esta esta
caracterizada por v, € L*(Qr) v

1 1
// vevdxdth—/Pverdx—i-—/va(T;yo,O)dx:(), Yo € L*(Qr),
T €Ja € Jo

es decir,

1
// vevd:cdtJr—/va(T;Ue,yo)dxzoa Yo e L*(Qr).
€Ja

T

En definitiva,

1
(2.8) J[ vevdzar === [ 0.0 Tso ) de, vo e 2Qr).
T Q

1
Aplicando la férmula (2.4) para yo = 0, para v € L*(Q7) y para pr = —=y(T;yo,v.), la
€

férmula (5.5) se transforma en

// Uevd:z:dt:// v lyvdrdt, Yve L*(Qr).

Luego el minimo esta caracterizado por v, = ¢c1,,, donde @, es la solucién de (2.3) asociada

a
1

Pe = __y<T7 Yo, Ue)-

Usando una vez més (2.4) y teniendo en cuenta las expresiones de ¢, y v, facilmente obte-

nemaos
// lodP dedt + / o

2
< EHZJOHL?(Q) + ﬁ“@e(v 0)||L2(Q)

—/%%@@M
Q
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Teniendo en cuenta la desigualdad de observabilidad (2.6) satisfecha, en particular, por ¢,

deducimos: )
// ]gpﬁdmdt—l——/ | Yo,
wr € Jo
= Qely,

)

*dr < Cllyollzz ).

esto es equivalente a (v, =

2
||UEH%2(QT) + EHyvg %2(9) < CHyOH%Q(Q)? Ve > 0,

de donde deducimos que las sucesiones {v}eso ¥ {€7 21, }eso estdn acotadas en L2(Qr) y
L?(Q), respectivamente. Podemos extraer una subsucesion débilmente convergente en L?(Q7)
a algin v € L*(Qr) tales que Ssupv C wr,

HUH%%QT) < C||?JOH%2(Q)7
e y, = 0 en (). Esto finaliza la prueba. O]

Observaciéon 2.2. El Teorema 2.8 y la desigualdad (2.5) nos proporcionan una estimacién
del coste del control para el problema (2.2) que conduce al sistema de un dato inicial yy €
L?(2) a cero en un tiempo T' > 0. Para ser precisos, si (2.5) se tiene para T' > 0, entonces el
conjunto

Zr ={ve L*Qr) : y(T;yo,v) = 0},
es no vacio para cualquier yo € L?(Q2). Podemos definir el coste del control para el sistema
(2.2) en un tiempo 7' como

K(T)= sup ( inf )||v||L2(QT)) ., VT >0,

lyoll 20y =1 vEZT (Yo

y, por el Teorema 2.8, deducimos que K(T") < 1/Cr. Por otro lado, supongamos que Zr(yo) #
() para cualquier yo € L?(Q2). Entonces, la desigualdad de observabilidad (2.5) para el pro-
blema adjunto (2.3) se cumple con Cr = K(T')?. Estd entonces claro que

K(T) = inf {\/CT : Cr > 0 tal que (2.5) se Cumple} .

Para la demostracién de las propiedades anteriores, ver por ejemplo [30], [29] o [3].

La desigualdad (2.5) del sistema (2.3) recibe el nombre de desigualdad de observabilidad.

2.4. Controlabilidad frontera de problemas parabdli-
Cos.

En esta seccién trataremos de manera somera el problema de controlabilidad frontera
par un problema escalar parabdlico. Para ello, consideremos el siguiente problema parabdlico
escalar:

29) {amL(t)y:o en  Qr,

y=vlpr sobre Xr, y(-,0)=yy en
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donde L(t) estd dado por (1.3), satisfaciendo (1.4) y (1.5), yo € L*(Q) y v es el control
frontera. Recordemos que © C RY es un dominio acotado regular (Q € C?) y que I' C 99
es un abierto relativo de la frontera.

Hasta ahora sélo hemos visto problemas parabdlicos en los que el control se ejerce sobre
el segundo miembro de la ecuacién (control distribuido), pero también hay problemas como
(2.9) donde el control se ejerce sobre una parte de la frontera (control frontera). Para este
segundo no hemos visto nada hasta ahora. Vamos a ver algunas caracteristicas sobre este
tipo de problemas.

El operador L(t) es demasiado general y v solo estd en L*(X7), luego no es sencillo dar
un marco funcional para 1y, y para v que garantice la existencia, la unicidad y la dependencia
continua respecto de los datos de la solucién de (2.9).

En el caso en el que los coeficientes a;; no dependen de ¢ (caso auténomo) y los coeficientes
b; = 0 para cualquier i, se pude aplicar el método de trasposicién (véase Teorema 1.18 de la
Seccién 1.3) y demostrar:

Teorema 2.9. Consideremos el problema (2.9) con L(-) dado por (1.3), con b; = 0 e
Qr para todo 1 < i < N, y satisfaciendo (1.4) y (1.5). Entonces, dado yo € H~ (Q)
v e L*(Xr), el sistema (2. 9) tiene una tnica solucién y € L*(Qr) N C°([0,T); H 1)), I
cual depende continuamente de los datos, es decir, existe una constante positiva C', que solo
depende de 2, T y los coeficientes de L(-), tal que

il 2@ + l1ylleoqors-2 ) < C (1yollm-1@) + 0]l 2sy)) -

Demostracion. No vamos a probar este resultado ya que se sale del objetivo de nuestra me-
moria, como hemos dicho anteriormente es posible probarlo usando el método de trasposicion
(ver [4]). O

En realidad vamos a deducir el resultado de controlabilidad exacta a cero frontera para
el problema (2.9) a partir del problema de la controlabilidad a cero del problema (1.2). Se
tiene:

Teorema 2.10. Supongamos que para cualquier Q dominio acotado reqular de RY, para
cualquier operador L(t) dado por (1.3) y satisfaciendo (1.4) y (1.5), y para cualquier & C Q
abierto no vacio, el problema

Oy+Ltyy=f enQr
y =0 sobre O, y(,0)=yo en Q,

es exactamente controlable a cero. Entonces para cualquier yo € L*(Q0), existe v € L*(X7) tal
que (2.9) admite una tinica solucion y € L*(0,T; H*(2)) N C°([0,T]; L*(2)) y esta satisface

y(,T)=0 en L*Q).

Demostracion. Consideremos L(t) en € como en (1.3), a;;(x,t), b;j(z,t) y c(z,t) también en
(2 satisfaciendo (1.4) y sea I'y C 02 un abierto relativo de la frontera.
Tomemos €2 como en el siguiente esquema
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Ampliamos los coeficientes a;;(z,t) a Q satisfaciendo (1.4) y (1.5) en € y tomamos
bi(x,t) =0y c(z,t) = 0 fuera de Q. Sea w C Q\ Q.
Entonces existe v con Suppv C @ x [0,7] tal que

y=ylo vy v=Ylo.

Luego el problema (2.9) admite una tinica solucién satisfaciendo las condiciones del teorema.
Esto termina la prueba. O]

Observacion 2.3. El truco empleado en la demostraciéon anterior solo es valido en el caso
escalar.



Capitulo 3

Método de los Momentos

En este capitulo comenzaremos a estudiar el problema de controlabilidad exacta a cero
del problema parabdlico (1.2). Llevaremos a cabo ese estudio en el caso unidimensional y
cuando el operador L(t) (véase (1.3)) es el operador del calor L(t) = —A. Para ello, usaremos
el conocido método de los momentos (ver [9] y [8]).

3.1. Meétodo de los momentos.
Consideremos el problema

Oy —0py=0 en Qr=(0,m)x(0,7),
(3.1) y(0,)=v y(m,-)=0 sobre (0,7),
y(70) = Yo en (Oaﬂ—)?

donde v € L*(0,T) es el control e yg € H~'((0,7)). Como hemos comentado, nuestro objetivo
es el estudio de la controlabilidad exacta a cero del problema (3.1). Recordemos que como
consecuencia del Teorema 1.18, el problema (3.1) esta bien planteado. De hecho, se tiene:

Teorema 3.1. Para cada yo € H Q) y v € L*(0,T) el problema (3.1) admite una tinica
solucidn por trasposicion y € L*(Qr) N C°([0,T); H (). Ademds, existe una constante
C > 0 tal que

1yl z2@r) + 1Wllcoqorze)y < Cllvolla-1@) + [[vllz201))-

Este resultado es el Teorema 1.18 del Capitulo 1. Tiene sentido, por tanto, el problema de
la controlabilidad exacta a cero. De hecho, en este capitulo, Secciones 3.2 y 3.3 probaremos
el Teorema principal (ver Teorema 3.4) que nos da la controlabilidad exacta a cero de (3.1).

Pasamos ya a describir el método de los momentos. Este método ha sido usado con
éxito para probar la controlabilidad frontera a cero para ecuaciones parabdlicas escalares en
dimensién uno con coeficientes independientes de ¢ (ver [9] y [8]). Veamos este método para
la ecuacién del calor.

Hay que decir que el operador L = —0,, en (0,7) con condiciones de contorno de ti-
po Dirichlet homogéneas admite una sucesién de autovalores y autofunciones normalizadas

25
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dadas por

2
(3.2) M =k, o= \/jsin (kz), k>1, xe€(0,7)
T

formando una base de Hilbert en L?(0, 7).

Para describir el método de los momentos, vamos a considerar el problema (3.1), problema
que coincide con (2.9) cuando N =1, Q = (0,7), I'y = {0} y L(t) = —0,, (ver (2.9)): Las
soluciones y de (3.1) estan relacionadas con las soluciones del problema adjunto a (3.1):

—atSO - aacac(;p =0 en QT7
(3:3) p(0,)) = p(m-) =0 en (0,7,
50(7T) =¢r en Qv
Recordemos que; en virtud del Teorema 1.15, para cada @7 € Hg(2), el problema (3.3)

admite una tnica solucién fuerte p € L2(0,T; H*(0,7) N H3(0,7)) que depende de manera
continua de ¢7. De este modo, se tiene:

Teorema 3.2. Consideremos los problemas (3.1) y (3.3). Entonces, para cada yo € H=((0, 7)),
ve L*0,T) y pr € HY((0,7)), tenemos

(3.4) / Do 0, yult) dt = (y( T), 1) — {30, (-, 0)),

donde y € L*(Qr) N C°([0,T}; H~'((0,7))) y
p € L*(0,T5 H*((0,7)) N Hy((0,7))) N C([0, TT; Hy ((0,7)))

son, respectivamente, las soluciones de (3.1) y (3.3) asociadas a yo y v, y pr, y (-,-) es el
producto de dualidad entre H=1((0, 7)) y HL((0,7)).

La férmula (3.4) se puede deducir con facilidad cuando los datos 4o, v y @1 son regulares.
En el caso general, la prueba se puede obtener usando argumentos de regularidad (para mas
detalles, ver [11]).

Vamos a estudiar la controlabilidad nula del problema (3.1). De la férmula (3.4), deduci-
mos que, dado yo € H~1((0, 7)), existe un control v € L?(0,T) tal que la solucién y de (3.1)
satisface y(-,T) = 0 en (0, ) si y solo si existe un control v € L*(0, T) satisfaciendo

T
| duot0.000(t)dt =~ ol 0), - Vior € HY(0.7))
0
(p € L3(0,T; H*(Q)NH (2))NC([0, T]; H}(2)) es la solucién de (3.3) asociada a ¢r). Usan-

do que {¢x}x>1 (ver (3.2)) es una base ortonormal de L?*((0,7)) y ortogonal de Hj((0,)),
la propiedad anterior la podemos escribir como

/Tv(t)ﬁz(bk((),t) dt = —(yo, ®4(-,0)), Vk > 1.
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siendo @y, la solucién de (3.4) asociada a pr = ®;. Evidentemente, se tiene que ®y(x,t) =
e (Tt (x) para (z,t) € Qp. Asi, la propiedad de controlabilidad nula de (3.1) equivale
a hallar v € L?(0,T) tal que

T
(3.5) / v(t)e D9, 6, (0) dt = —(yo, e M gyp), Yk > 1.
0

En la igualdad (3.5), Ay v ¢r estan dados en (3.2). Ahora, usando la descomposicién de

Fourier de vy,
Yo=Y Yoxbk,

k>1

podemos concluir que existe un control v € L*(0,T) tal que la solucién y de (3.1) verifica
que y(-,T) =0 en (0,7) siy solo si existe v € L*(0,T) tal que

\[ / ATy () dt = —e M yoy,  VE > 1

Introduciendo la nueva funcién u(t) = (T —t), t € (0,7), la igualdad previa puede ser

escrita como
g —k2t L Jm 7
e tu(t)dt = ——y /ey, V> 1.
0 k\ 2 ’

A modo de resumen, hemos probado el siguiente resultado:

Teorema 3.3. (Problema de momentos) Dado yo € H(0,7), existe v € L*(0,m) tal que
la solucion y € L*(Qr) N C°([0,T]; H*(0, 7)) satisface que y(-,T) = 0 en (0,7), si y solo si
v e L*0,T) satisface

T
(3.6) / e Myt dt = my, Yk > 1,
0

donde my, esta dado por

En conclusién, hemos reformulado el problema de controlabilidad nula para la ecuacién
del calor (3.1) como un problema de momentos el cual depende de la familia de exponenciales
reales {¢ *'};~;. Nuestro préximo objetivo serd resolver este problema. Veamos de manera
esquemédtica como podemos resolver (3.6) mediante un control v € L*(0,T), con T > 0:

Usando que la serie
1
_ < s
D5 <>

k>1 7k
por el Teorema de Mintz (ver [27]), podemos concluir que la familia de exponenciales
{e*'}151 es minima y no completa en L?(0,7') (véase la Definicién 1.5). Esta tltima propie-
dad caracteriza la existencia de, al menos, una familia biortogonal {gi}r>1 de {e™*};4>1 en
L*(0,T) (ver Lema 5.4 de [15] y la Proposicién 1.6), es decir, una familia {qy }r>1 € L*(0,T)
tal que

T
/ qk() _Atdt—&g], k,jGN.
0
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Esta propiedad nos proporciona una solucién formal del problema de momentos (3.6):

(3.7) u(t) =v(T —t) =Y mypqe(t).
k>1

La cuestién ahora es si el control construido estd en L?(0,T). De hecho, esto depende de la
familia {q }x>1. Para probar que el control v dado por (3.7) estd en L?*(0,T) necesitaremos
estimaciones 6ptimas de la norma de los elementos ¢; de la familia biortogonal. Estas esti-
maciones dependen fuertemente de la sucesién {A\;}x>1. En el caso que nos ocupa A, = k?,
para k > 1. Asi, en [9] y [8], los autores demuestran que es posible encontrar una familia
biortogonal {g }r>1 de {€_k2t}k21 que satisface la siguiente propiedad: para cada e > 0 existe
una constante C'(e,T") > 0 tal que

(38) quHLQ(O,T) < C(E,T)BE/\k, Vk > 1.

Teniendo en cuenta la acotacién de {q; }x>1 dada en (3.8) y asumiendo que yo € H'((0, 7)),
para cada € > (0, podemos escribir

Il gl 20y < Cle, T)e™ =M vk > 1,

1/ ~
para my = —E\/;e_’\kTyo,k y una nueva constante C'(¢,T") > 0. Si tomamos, por ejemplo,

e = —, la acotacién anterior nos garantiza la convergencia absoluta de (3.7) en L*(0,T'). Asi,
u,v € L*(0,T).

Observacién 3.1. Como hemos dicho anteriormente, la resolucién del problema (3.7) pasa
por demostrar la existencia de una familia biortogonal de la sucesién {e=*'};~; en L%(0,T),
con \, = k?, que satisfaga estimaciones 6ptimas de ||qy|| r2(0,7)- De hecho probaremos que
existe una familia biortogonal que satisface la desigualdad (3.8) para una sucesiones reales
o complejas A = {\g}r>1 con suposiciones mas generales. Para ser mds preciso, supongamos
que la sucesion A = {\; }i>1 C C satisface

(3.9) ZL < .

para p,d > 0 contantes positivas. Entonces, existe una familia biortogonal {gx}r>1 de
{e=Mt}, 5 para la que se verifica la desigualdad (3.8).

En las siguientes secciones, vamos a probar bajo las hipdtesis (3.9), la existencia de
una familia biortogonal a {e=*#},5; en L2(0,T) que satisfacen (3.8). En primer lugar lo
probaremos en L?(0,00) y, posteriormente (ver Seccién 3.3), en L*(0,T), con T > 0.

3.2. Construccion y estimaciones de la familia biorto-
gonal en L*(0, c0)
Anteriormente hemos dicho que vamos a resolver el problema de los momentos probando

la existencia de una familia biortogonal en L?(0, 00) que cumple una condicién de acotacién
apropiada.En concreto, probaremos:
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Teorema 3.4. Consideremos {Ag}r>1 una sucesion de nimeros complejos que verifica

RA, > 6\Ak\ A — An| > plk —n| Vk,n>1,
(3.10)
>

k>1

para § y p dos constantes positivas. Entonces, existe una familia {q}r>1 C L*(0,00) biorto-
gonal a {ex} tal que para cada € > 0, existe un constante positiva C(e,T) para la cual

(3.11) 1qk] £2(0.00) < Ce, )™, Wk > 1

Para demostrar el teorema anterior nos centraremos en una estrategia basada en la Trans-
formada de Laplace la cual construye explicitamente la familia biortogonal para una sucesién
de nimeros complejos fija. Esta estrategia ha sido usada de hecho en [27],[8],[9], [15],[10], [2]
para construir una familia biortogonal del conjunto {e~*#*}, donde {A;};>1 es una sucesién
de nimeros complejos que satisface (3.10).

Denotaremos por A = {Ag}r>1 € C4 = {A € C: RA > 0} una sucesién de nimeros
complejos que verifica

(3.12) A #Aj, Vk,jeNconk#j
Para demostrar el Teorema 3.4 razonaremos como sigue:

1. Usando la condicién de convergencia de la serie en (3.10), probaremos la existencia de
una familia biortogonal {qy }x>1 C L?(0,00) a {e™2}51.

2. En segundo lugar, usando el resto de condiciones de (3.10) del Teorema 3.4, probaremos
la estimacién (3.11).

Para T' € (0, 00), definimos el conjunto A(A,T") como el espacio dado por

A(A,T) = span{e=Mwt : | > 1}L OLE)

Evidentemente, es un subespacio vectorial cerrado de L?(0,T;C). Por otro lado, usaremos
la notacion
ep(t)=e™  t>0, Vk>1

Obtendremos la demostracién del Teorema 3.4 mediante varios resultados previos. Em-
pezaremos con la siguiente proposicion:

Proposicién 3.5. Supongamos que A = {Ax}r>1 C C; satisface (3.12) y

KA
3.13 E < 00.
( ) 1 (14 RAL)2 + (SAg)?

Entonces, eziste una familia biortogonal {q;}x>1 C A(A, 00) a {ex}r>1 tal que

1
(314 ooy <€ |1+ | RAQIL+ AP,
donde C es una constante positiva, y Py, producto de Blaschke, estd dado por
14 Ap/A;
= —_ kE>1.

jzl, j#k
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Para demostrar este resultado necesitaremos algunos lemas previos.

Lema 3.6. Bajo las hipotesis de la Proposicion 3.5, consideremos el producto de Blaschke
asociado a A, W : C, — C, definido por

1 \/Ay
TN

W()‘) = W()HA) = szl 0

A 1AL+
A A+ 1A — 1

reCy,,

Ok

Entonces, W € H*(C,.), el espacio de funciones acotadas y holomorfas definidas sobre C,
estd definida en casi todo sobre iR y verifica |[W ()| < 1 para RX > 0, |W(iT)| = 1 para casi
todoT € Ry

W) =0 o=Ax, conk>1.

Ademds, Ay es raiz simple de W, para cualquier k > 1.

Demostracion. Sea B la bola unidad en C y consideremos una sucesion {ay }x>1 C B tal que

Z(l — Jau|) < o0.

k>1

Entonces, se tiene (ver [25]) que la siguiente funcion:

G(z):HMak_z, con z € B,

ar 1 —ajz
k>1 Ok k

est4 bien definida en B, en casi todos los puntos de OB y cumple G € H*(B) y |G(e)| = 1
para casi todo 6 € (—m, ).

Obtendremos la prueba del lema por las propiedades previas de la funciéon G. En efecto,
no es dificil comprobar que la funcién

1
h:zEBr—>h(z):1+Z

eC,

es biyectiva. Ademds, h es holomorfa en By W(\) = G(h™1(\)) para oy, = h™1(Ay).

Observemos que

B ARA, V2
(1—Joxf) =1~ (1 (14 RAL? + (%Ak)z)

Z(l — |ag|) < o0

k>1

si y sélo si se tiene (3.13). Combinando las propiedades previas concluimos que W € H*(C,.)
si (3.13) se cumple.

Finalmente, se puede comprobar ficilmente que |W(A)| < 1 para RA > 0, |[W(iT)] = 1
para casi todo 7 € R. Esto finaliza la prueba. O
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Una consecuencia directa del lema anterior es el siguiente corolario:

Corolario 3.7. Bajo las hipdtesis de la Proposicion 3.5, tenemos que A(A,00) es un subes-
pacio propio cerrado de L*(0,00), es decir, la familia {e~"*'};51 no es completa en L*(0, 00).

Demostracion. Ya que las condiciones (3.12) y (3.13) las suponemos ciertas, se sigue que
W € H*(C,), dado por el Lema 3.6, se tiene que W # 0. Consideremos

W\
(1+X)?

(3.15) () =

Es muy simple comprobar que ® € H?(C,), el espacio de las funciones holomorfas sobre C.
tales que

+o0o
/ |®(c +iT)]* dT < 00, Vo >0,

—0o0

+00 1/2
@ z2(c,) = (/ D (i7)|? dT) .

Usando las propiedades de la funcion W, podemos comprobar que, para una constante po-
sitiva C', tenemos

con norma

@ r2(c,) < C.

Recordemos que la transformada de Laplace es un homeomorfismo de L?(0,00) en H?(C,)
(para el espacio H?(C,) y las propiedades de la Transformada de Laplace, ver por ejemplo
[27], pp.19-20). Por lo tanto, existe una funcién no trivial ¢ € L%*(0,00) tal que

1

" or

O(N) / e Mp*(t) dt, Ve C,.
0

Observemos que, gracias al Lema 3.6, { Ay }r>1 son los ceros de ® y tienen multiplicidad uno.
En particular, ®(A;) = 0 para cada k > 1. Asi,

/ e MO (1) dt = (ex, ) 12000) = 0, V> 1.

0

Hemos probado entonces que existe ¢ € L%*(0,00), con ¢ Z 0, tal que ¢ € A(A,00)t. Asi,
A(A, 00)* # (0 y, por tanto, A(A, 00) # L?(0, 00). Esto finaliza la prueba. a

A partir de la funcién ® definida en (3.15), nos gustaria construir una familia de funciones
biortogonales {®;} C H?(C.) cumpliendo algunas condiciones adicionales. Las damos en el
siguiente resultado:

Lema 3.8. Supongamos que la sucesion {Ag}r>1 satisface las condiciones (3.12) y (3.13).
Entonces, existe una familia {®y}r>1 C H*(C,) tal que

(3.16) Pi(Aj) = 0xj, Yk, j =1
Yy
H(A
(3.17) 1@z, < O g > g

O(Ag)’
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donde C' es una constante positiva, y ® y H(Ay) vienen dadas respectivamente por (3.15) y

=1+ (L)

Antes de probar este lema vamos a probar la Proposicion 3.5.

Demostracién de la Proposicién 3.5. Por el Lema 3.8 deducimos que &, € H?*(C,) para
cada k > 1. Asi, usando otra vez la transformada de Laplace, para todo k > 1, existe una
funcién no trivial g, € L?(0,00) tal que

1 0 —_
Or(N) = —/ e Mp*(t) dt, \eC,
2m J,
Y 1@kl 2200,00) £ C||®k | m2(c,) para una constante positiva C.
Consideremos la proyeccién 1T, : L?(0,00) — A(A, 00). Tenemos

[Temmg = [T et viz 1 vee 0.00)
0 0

Teniendo en cuenta (3.16) y las dos igualdades previas, deducimos que el conjunto {¢y }r>1

1 —_~ K . .
— (IIo%y) es una familia biortogonal asociada a {e ™}~ y

con Y = o

okl 20,000 < Cl| Pkl m2(cy)

para una constante positiva C'.

A partir de (3.17) y para probar (3.14), vamos a calcular |®'(Ay)|. En primer lugar, la
funcién ® puede ser escrita como ®(A) = f(A) con f una funcién holomorfa en C,. Como
A, es un cero simple de f, obtenemos ®'(Ay) = f'(Ax), es decir,

W' (Ax)

'(Ay) = m

donde W esta dada en el Lema 3.6. Por otra parte, un calculo simple nos da

— Ay/A,

W' (Ay) = 11 5; "

ZAJEA;C Sk L4+ Ap/A;

y por lo tanto

1 1 — Ax/A;

P'(Ap)| = 1.
@ (Al 21 + Ag|2RAy 11 ‘ L+ Ay/A

Finalmente, de (3.15) obtenemos (3.14). Esto termina la prueba. O

En la Proposicién 3.5 hemos probado que, bajo las hipétesis (3.12) y (3.13) sobre la suce-
sién A = {A}}x>1, existe una familia biortogonal {gx }x>1 C A(A, o0) del conjunto {e=*#}
(n = 1 fijo) el cual satisface (3.17). Ahora veremos que si hacemos unas suposiciones un poco
mas fuertes sobre la sucesién A podemos estimar el producto infinito P.

Tenemos el siguiente resultado:
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Proposicién 3.9. Sea {Ay}r>1 una sucesion de nimeros complejos que verifica (3.10). En-
tonces, para cada € > 0 eziste una constante C(e) > 0 tal que

14+ Ax /A3
P, = H #

< E%Ak >
RISy < Cle)e ., VkE>1
J>1, j#k

La demostracién de este resultado la podemos ver en [24, 9, 11]. En [15], podemos ver
la demostracién de una desigualdad més fuerte bajo ciertas suposiciones para la sucesiéon

A ={Ax}p>1.
Demostracion del Teorema 3.4. La prueba es una consecuencia de las Proposiciones 3.5 y
3.9. Efectivamente, si {Ag}r>1 verifica (3.10), entonces tenemos (3.12) y
RA, < 1
(1 + %Ak>2 + (%Amg — RA,

1
| Al

1
< Z
)

Por lo tanto (3.13) se cumple y podemos aplicar la Proposicién 3.5 a la sucesion {Ag}i>1
deduciendo la existencia de una familia {gx}r>1 C A(A, 00) biortogonal a {e '}, satis-
faciendo (3.14).

En segundo lugar, tomando € > 0 y usando el hecho que Ay — oo, inferimos que para
una constante positiva C'(€) tenemos

1 2 eRAL/2
- < k

para todo k con k > 1.
Finalmente, aplicando la Proposicién 3.9 con €/2, y teniendo en cuenta la desigualdad
previa y (3.14) obtenemos (3.11). Esto finaliza la prueba para el caso T' = occ. O

3.3. Construccion y estimaciones de la familia biorto-
gonal en L*(0,7)

El objetivo de esta seccion es probar un resultado andlogo al Teorema 3.4 en el caso de
L?*(0,T), con T € (0,00). En concreto, probaremos:

Teorema 3.10. Sea T € (0, 00]. Consideremos {Ay}x>1 una sucesion de nimeros complejos
que verifica

1
(3.18) Z|A_y < 00,
k

k>1

para 6 y p dos constantes positivas. Entonces, existe una familia {qx}r>1 C A(A,T) biorto-
gonal a {e=**};>1 en L2(0,T) tal que para cada € > 0, existe una constante positiva C (e, T)
para la cual

(3.19) gkl 2.y < Cle, T)e™,  Vk > 1.
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La demostracion de este Teorema es consecuencia del Teorema 3.4 y del siguiente resul-
tado:

Corolario 3.11. Asumamos la hipdtesis del Teorema 3.10. Entonces, para cualquier T €

(0,00) el operador Ry : A(A,00) — A(A,T) definido por
RTSO = @'(O,T% VSO € A(Av OO)
es un isomorfismo. En particular, existe una constante K(T') > 0 tal que

1ol z20.00) < K(D)[Brll20m), Vo € A(A, 00).

Este resultado puede ser probado siguiendo las ideas que podemos encontrar en [9], [11]
o [15]. Vamos a demostrarlo.

Demostracion. Vamos a seguir los argumentos de ([11] ver la prueba del Lema 3.2, p. 1739).
Fijemos T' € (0,00) y consideremos los espacios

(

N
Dy {gp cp(t) = Zake_Akt vVt € (0,00), con N € Ny a; € (C} :
k=1

N
Dy {(p cp(t) = Zake’A’“t vVt € (0,T), con N € Ny a; € (C} :
k=1

\

Es evidente que, D4, y Dr son, respectivamente, densos en A(A,00) y A(A,T') y el operador
Rt : Dy, — Dr es biyectivo. Asi, la prueba de este resultado la podemos obtener facilmente
sin més que probar la existencia de una constante positiva C(T") tal que

lellz20.00) < C(D)[Rrell201), VP € Do

La idea principal es usar el Teorema 3.4 cuando 1" = oc.
Por reduccién al absurdo, supongamos que para todo m > 1 existe ¢, € D, tal que

1
(3.20) lemllzzo0 =1 v NBromllzomn <, ¥m=>1.
Observemos que
N(m)
omt) = 3 ae ™
k=1

en (0,00), para algin N(m) € Ny a,im) € C. Usando las propiedades de la familia biortogonal
{qr}x>1 de {ex}tx>1 en L?(0,00) (ver (3.11)), deducimos que para todo € > 0 existe una
constante C'(€) > 0 tal que

0" = [ t) 22000 < o200 98] 20.0) < Cle)e ™,

para todo 1 < k < N(m).
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Tomemos € € (0,7/3) y definamos
U ={2€C: Rz >3 [Iz]<(67°- 1)_1/26} )

con 6 > 0 dado en (3.10). Observemos que gracias a (3.10) tenemos que SA; < (672 —
)Y2RA; y, si z € U., podemos dar la siguiente cota

‘efAkz| — eSAkSzfiﬁ‘:/\kﬂ?z < e*(éRZ*G)éRAk7 Vi > 1.

Usaremos las estimaciones previas para acotar ¢, en el conjunto U.. Asi, para z € U,
tenemos

|§0m(2)‘ < Z |al(€m)‘€*(§ﬁzf€)§)?/\k < C(E) Z 6*(%2*26)%Ak
h=1 k=1

N(m)
< C(e)e—mﬂ%z—%) Z e~ €[RAK—m1] < é(e)e—ml(éﬁz—%),
k=1

donde my = ming>; RA, > 0.

De la ultima desigualdad, deducimos que la funcién holomorfa ¢, estd uniformemente
acotada en U, y, por tanto, tiene una subsucesion convergente (que denotaremos también
por ¢,,) que converge uniformemente en los compactos de U, a ¢, una funcién holomorfa en
Ue. En particular, ¢,,(t) — ¢(t), para cada t € (3¢,00), y

[Pm(t)] < Cle)e™™ 2, vt € (3¢, 00).

Aplicando el Teorema de Lebesgue, deducimos que ¢,, — ¢ en L?*(3¢, 00). De (3.20) tenemos
que ¢ satisface que ¢(t) = 0 para todo t € (3¢,7). Ademads, como ¢ es holomorfa en U,,
deducimos que ¢ = 0 en U.. En resumen, hemos probado que ¢,, — 0 en L*(3¢, c0) para
todo € € (0,7/3) y |[¢m|lr2(0,00) = 1 para cada m € N, lo cual es absurdo. Esto termina la
prueba. [

Estamos ya en condiciones de probar el Teorema 3.10 cuando T € (0, 00).

Demostracion del Teorema 3.10. Vamos a asumir que 7" € (0,00). Si aplicamos el Teore-
ma 3.4, deducimos que existe una familia {g;}x>1 C A(A, 00) biortogonal a {e ***},5; en
L*(0, 00) verificando (3.11).
Definimos
a = (Ry')"G € ANT), Yk >1,

donde Rt es la aplicacion definida en el Corolario 3.11. Por este corolario y las propiedades
de la familia {gx }r>1, estd claro que gy satisface (3.11) para todo k.
Por otra parte, con la notacién e, = e !, podemos escribir

Ok = (ks @) 120.00) = (R7 Rrer, §5) 12(0.00)
(RTeka (R:Fl)*qu)LQ(O,T) = (ekan)LQ(O,T)7 Vk,j > 1,

es decir, {qx}x>1 C A(A, T) es una familia biortogonal a {e;,} en L?(0,T) la cual satisface la
estimacién (3.11). Y esto prueba el Teorema 3.4. O
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3.4. Controlabilidad exacta a cero de la ecuacion del
calor unidimensional.

Recordemos que teniamos como objetivo probar un resultado de controlabilidad exacta
a cero del problema (3.1). Recordemos también que, gracias al Teorema 3.3, esta propiedad
equivale a la resolucién del problema de momentos (3.6). Resolveremos el problema de mo-
mentos como consecuencia del Teorema 3.10. En este caso, aplicamos este resultado para
la sucesion A = {k%};>1 que, evidentemente, satisface la condicién (3.18). Deducimos, por
tanto, la existencia de {gi }r>1 una familia biortogonal en L2(0,T) a {e **}4>1 que satisface
(3.19). Como vimos, una solucién de (3.6) es la funcién v dada en (3.7):

1 N 2
v(t) =Y mpgp(T — ) => E\/;yo”“ek ‘(T —t), Vte[o,T).
k>1

k>1

Usando que yo € H1(Q) y la estimacién (3.19) para ¢ = T'/2, no es dificil comprobar que
la anterior serie es absolutamente convergente en L?*(0, 7). En resumen, hemos probado:

Teorema 3.12. El problema (3.1) es exactametne controlable en H=1(Q2) en el instante
T > 0, es decir, para cualquier yo € H-1(0,7), existe v € L*(0,T) tal que la correspondiente
solucion y € L*(Qr) N C°([0,T]; H(0,7)) satisface y(-,T) =0 en (0, ).

Observacion 3.2. Hemos querido describir el método de los momentos en el caso de la
ecuacién del calor unidimensional. Sin embargo, los argumentos en este capitulo siguen sien-
do validos en el caso unidimensional si consideramos operadores elipticos auténomos mas
generales. En concreto, consideremos el operador eliptico auténomo y autoadjunto

Loy = —(p(x)y’)’ + q(x)% LS [07 W]?

con p € CY([0,7]), p > 0 en [0,7] y ¢ € C°(]0,n]). Consideremos también el problema de
controlabilidad

aty + L()y =0 c1n QT = (Oa 71') X (OaT)a
(3.21) y(0,-) =v, y(m,-)=0 sobre (0,7),

y(,O) =% en (077T)7
con yp € H1(0, 7). Entonces, es posible aplicar el método de momentos a (3.21) y demostrar

la controlabilidad nula de (3.21) en H~!(0, ) en el instante 7' > (. Para detalles adicionales,
véase [9] v [8].



Capitulo 4

Desigualdad global de Carleman.
Desigualdad de Observabilidad

4.1. Introduccion

Dedicaremos este capitulo a demostrar que el problema parabélico (2.2) es exactamente
controlable a cero en cualquier instante 7' > 0. Para ello usaremos una nueva técnica que pasa
por probar desigualdades (desigualdades globales de Carleman) para el problema adjunto
(2.3) que nos permitird probar la desigualdad de observabilidad (2.5), con una estimacién
explicita de la constante C' > (0. Como consecuencia del Teorema 2.6, obtendremos el referido
resultado de controlabilidad para el problema (2.2).

Debido a la dificultad técnica de la prueba de las desigualdades de Carleman, en este
capitulo supondremos que en el operador L(t) definido en (1.3) los coeficientes a;; estén
dados por a;;(x,t) = d;;, para cualquier (z,t). Recordemos que Q@ C RY (N > 1) es un
dominio acotado no vacio con frontera 9 € C*, w C Q es un subconjunto abierto no vacio
y T > 0. A lo largo del capitulo consideraremos el problema parabdlico escalar (2.2) con
a; =06 en Qr =Q x (0,7) (1 <i,j < N), es decir,

N

0

Oy = Dy+ Y biet) 5 +elatly=vl, en Q.
i=1 v

y=0 sobre Xr=00x(0,T7), y(-0)=y en £,

(4.1)

donde 1,, es la funcién caracteristica en w, v € L*(Qr), yo € L*(Q) y b, c € L=(Qr), Vi:
1 <i < N. Gracias al Teorema 2.2 (ver también los Teoremas 1.11 y 1.15) sabemos que el
problema (4.1) estd bien planteado para datos iniciales yo € L?(Q) y controles v € L*(Qr).

Consideremos también el problema adjunto (2.3) que con la hipétesis sobre los coeficientes
a;; tiene la forma:

N
0
(4.2) —Op — Ay = ; oz, (bi(z, 1)) + c(z,t)p=0 en Qr,
0= sobre  Yp =00 x (0,7), o, T)=¢y en £,

Del Teorema 2.4, deducimos que (4.2) estd bien planteado para ¢y € L?(Q2). Nuestro objetivo

37
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serd probar la llamada desigualdad global de Carleman para el problema adjunto (4.2). Para
ellos procederemos como sigue:

1. Probaremos una primera desigualdad para un problema como (4.2) con segundo miem-
bro en L?(Q7), cuando b; =0, 1 <i < N,y ¢ = 0. Como consecuencia, obtendremos
una desigualdad andloga para (4.2) cuando los coeficientes b; son nulos.

2. Como consecuencia de las desigualdades previas, deduciremos una nueva desigualdad
para la ecuacién del calor retrégrada con segundo miembro en L(0,7T; H~'(Q2)). Tam-
bién como consecuencia obtendremos la deseada desigualdad de Carleman para (4.2).

3. Usaremos la desigualdad de Carleman para el problema adjunto (4.2) para deducir la
desigualdad de observabilidad (2.5) para (4.2) con una estimacién de la constante C
respecto a Ty a los coeficientes b; y c.

4.2. Desigualdad global de Carleman con segundo miem-
bro en L*(Qr)

Comenzaremos enunciando un resultado que sera crucial en este capitulo

Lema 4.1. Sea w CC Q un subconjunto abierto no vacio. Entonces existe ny € C*(Q) tal
que 1o >0 en Q, no = 0 sobre I, y |[Vne| >0 en Q\ w.

Una prueba de este Lema la podemos encontrar en [14]. Consideremos ahora wy un
abierto no vacio tal que wy CC €0 y consideremos la funcién 7y proporcionada por el Lema
4.1 asociado a wp. Sean

43 AU’ oo tn°(@)) _ p2AmIn°|leo
. t) =

e m[1°]loo+n° (2))
(4.4) Eat) =

t(T —1t)

para (z,t) € Qr, A > 0, m > 1y ny dada por el Lema 4.1. Estas funciones peso fueron
introducidas por primera vez por Imanuvilov. En [14] se puede ver un uso sistematico de
estas funciones. A continuacion vamos a ver el resultado més importante de este capitulo que
nos ayudard a demostrar la desigualdad de observabilidad, para el problema adjunto (4.2).
Se tiene:

Teorema 4.2. En las condiciones anteriores existen constantes positivas A\ = A\ (Q,w),
o = 01(Qw) y C1 = C1(Q,w) tales que, para cualquier X > \; y s > s1 = o(T + T?) se
tiene la siguiente desigualdad:

// e 2(sE) " H|q|® + | Aq|?) d dt + N? // e~ 2% (s8)|Vq|* du dt
Qr T

(4.5) + At // e 7 (s€)%q)* da dt < C, (// e g + Aq|? du dt
Qr T
+21 // 6_25‘1(35)3lq|2d:tdt);
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para toda ¢ € C*(Qp) con q =0 sobre Sr y siendo wy = w x (0,T).

En lo que sigue, C'(£2,w) denotard una constante genérica C' que depende sélo de 2 y w
y cuyo valor puede cambiar de una linea a la siguiente.

Demostracion. La demostracién de este teorema sigue la prueba del Lema 1.3 de [10] y la
vamos a dividir en tres partes. En la primera parte vamos a obtener la ecuacién diferencial
que satisface la funcién ¢, en términos de una nueva funcién . Asi, introducimos las nuevas
funciones 1) = e=*%q y g = e~**f, donde ¢ € C*(Q7), ¢ = 0 sobre Sigmar, f = q¢ +Aqy a
estd dada en (4.3). Operando, obtenemos que

(4.6) M 4+ My = g, 0

donde

(47) Mivp = =28\ Vo |26 — 2sAEVN, - Vb + 1y,
‘ Mo = >NV P62 + A + sau),

(4.8) Gsx = g+ SAANEY — sAP Vo>,

y € estd dada en (4.4).
Vamos a denotar por (M;y); para 1 < i < 2y 1 < j < 3, el j-ésimo término de la
expresion M;1 dado por (4.7). Con esta notacién, tenemos de (4.6)

3
(4.9) 1M1 Z2 g + 1Ml Faip +2 D (M), (Ma);)r2@r) = 195l F2(0r)-

3,j=1

A continuacién, veremos que la definicién que hemos dado para « (ver (4.4)) hace que
2(Myap, Mat)) 12(q,) nos dé términos positivos que pueden ser controlados siempre que haga-
mos una buena eleccién de los pardmetros s y .

Es méas, vamos a desarrollar ese doble producto escalar. Esto nos dara una desigualdad
con dos términos globales de [¢|? y [V |? a la izquierda, mientras que nos dard dos términos
locales de [¢]? v |[V#|? que aparecerdn a la derecha. Finalmente, afiadiremos dos términos
que involucraran a 1; y At a la izquierda, con el objetivo de eliminar el término local
que contiene a Vi que aparece a la derecha y que nos proporcionara una desigualdad de
Carleman para la funcién ¢. Ademas volveremos a la funcién original ¢ y deduciremos la
desigualdad (4.5).

En esta segunda parte de la demostracion desarrollaremos los nueve términos que apa-
recen en (M), Mat))r2(q,). Para ello, vamos a integrar por partes varias veces con respecto
al espacio y al tiempo. Ademads, vamos a derivar las funciones pesos (a(z,t) y &(x,t)) v,
usaremos las siguientes estimaciones

i = —0;§ = —AOimpé < O,

(4.10) e2mlnollos _ Almllmolootm0 ()
= (T -2t < OTE?,
a == ) 2(T — 1) < CT¢
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Esta tultima desigualdad se sigue de la desigualdad
ePmlimlloe < o2A(mlimollootno@)  opy ()
valida para cualquier A > 0. Antes de comenzar con la prueba propiamente dicha, mostrare-

mos una desigualdad fundamental que sera usada a lo largo de la demostracion. En concreto,
existe C' > 0 tal que para cualquier m,l > 1 con m <[, se tiene

(4.11) (s6)™ < (s€)' en Qp, Vs>CTZ
Efectivamente, basta demostrar que (s€) > 1 en Qr siempre que s > CT?. De (4.4),

S 4s 1
> >1 i > T2
T—n-12= M =y

s& >

Esto prueba (4.11).
Comencemos ya a tratar los diferentes sumandos de (4.5). En primer lugar, tenemos

(Mih)1, (Ma)1) 12(0p) = —2A* // (5€)3|Vno|* |0 |? do dt = A.
Entonces,’

(M1))a, (Mat))1) 12(Qp) = —2X° // (s&)*1Vno|* (Vo - Vb)i da dt

— 3y / /Q (€| Vo |2 i dt + N / / (5€) Aol Vo P16 e di

N
+20% ) // (5€)*0mo0igmo0ymolv | dx dt

i,j=1
= By + By + Bs.

Veamos quién es A + By:

At Bi=-2x [[ s ompuP drassxt [[ (s omiYof de i
T Qr

— \4 3 4 2 4 3 9 _ 4 s ) _ . _
— A //QT(sé) Vol [4] z\CA //QT(SQ ¥ dxdf CA //WOX(QT)(sg) W dedt = A+ B.

-

término positivo

Los términos By, By y B3 se obtienen haciendo integraciones por partes y considerando que

(Vo - V) = 3V V([4P)
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En esta tltima desigualdad hemos usado que 1y € C2(Q) y |[Vi| > 0 en Q\ wy Luego vemos
claramente que A + B; es un término positivo y ademas los términos By y Bz pueden ser
absorbidos por el término A tomando \ > C. Efectivamente, obsérvese que

A+ By >C)M // (s | Vo |]? d dt — CN? // (sE)3 Vo |* | |? da dt

> o [ P vl ds

2
si tomamos A\ > FC =C(Q,w).

Ademés tenemos?,

(My)s, (Ma)1) 20y = N / / (562 IV o P de
—\? Vo2& 0|2 da dt > —CN2s*T E21)|? dx dt.
//T|770| 6 d s/QTI\x

En esta tltima desigualdad hemos utilizado (4.10). De nuevo este término puede ser absorbido
si tomamos A > C'y s > C'T. Veamos como hacerlo:

A+ C’)\232T/ Y| dx dt > C)\4// (5€)3[ap* — N2 // (s€)*|Y|* dx dt
Qr T T

> 53 [ ot

siempre que, por ejemplo, s > CT y A > /2/C.
En consecuencia, hemos probado la existencia de una constante positiva C' tal que

(4.12)  (Myo, (Mat))1)12(9p) = CA* // (s3|Y|*  drdt — ON* // (s€)3 || d dt

wo X (O,T)

para cualquier A > C'y s > CT.

Por otro lado, tenemos que®

2Tendremos en cuenta que: Y §$|1/J|2

3Para calcular la siguiente integral tendremos en cuenta que Ay = V - (V1))
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(M)1, (Math)2) () = —2N / /Q (s6) [ Vmo[2 A de dit

— _ow / / (s6)[Vml2(V - (Vi) da df = 207 / [ v(Vnlsey) - Vo de

N
= 2)? //QT(3§)|V770|2|V¢|2dwdt+4)\2 Z //Q?T(Sf)aiﬁoazjﬁoaj@bi/) dx dt

3,j=1

w23 [[ (T (T - Vojdoae.
Qr

=C) +Cy + Cs.

Mantendremos a C a la izquierda puesto que genera un término positivo. Mientras que para
Cs y (3, tenemos que

N
C= 1Y [ [ (s©ommoyn du i

1,j=1

< CX‘// (sf)]w|2d:cdt+6’// (s€)| V2 da dit

Ca =2 [[ (s€) V(Y- Vo) d

gcx‘// ()2 |Y|? dx dt + CN\? // \V|? d dt.

En esta ultima desigualdad hemos utilizado
3 2 Ligpope, Lo
)\sf’:)\sf)\gi/\ (s€) +§)\.
Por lo tanto, tomando s > CT? y teniendo en cuenta (4.11) tenemos que

C1 + Cy + C3 > 2)\? // (s6)|Vno|* |V |? dx dt
(4.13) :

—C\ // (56)?||? d:vdt—C// (s€ + \3)| VY| dz dt.
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También tenemos

(My)a, (My)) r2(gn) = —2) / / (5€) (Vo - Vib) Adh d dit

:_2/\// 8770 ‘_
ET on

20 [ (s6)Vm - VoP dedt +A [ [ (s)Vi-VIVG[ dedt = Dy+ Dyt Dyt De

(4.14)
do dt + 2) Z / / (5€)Dym00i0 Db dux dt

i,j=1

Para obtener el sumando frontera D; hemos tenido en cuenta que v = 0 sobre 7. Efectiva-
mente, como 1 = 0 sobre X7, deducimos que todas las derivadas tangenciales son también
nulas sobre ¥7. Asi,

Vi =(Vi-n)n+ (V1)1 = g—:/;n sobre X

De aqui se puede obtener la expresiéon de D;.
Observemos que D3 es siempre positivo. Por lo tanto,

(4.15) Dy < O / / (5€)| V2 da dit.

: . , ) 0
Si nos fijamos en Dy y hacemos algunos cédlculos, teniendo en cuenta que Vi = a—¢n sobre
n

Y, vemos que

6?2
Dy = /\// (€)Y - V|Ve|? da dt = // ’70
Qr X7

[ [ GOIvmPIver dede-x [[ (sean] Vo drd

da dt

(4.16)

= D1 + Dy + Dy3.
Observemos que, del Lema 4.1, la funcién 7y satisface que 1y = 0 sobre 9Q y |V > 0 en

_ 0
O\ w. Asi, también se tiene que % < 0 sobre 092. Por tanto, podemos decir que D1+Dy; > 0.

n
Por otro lado, el término D,3 puede ser acotado de la misma forma que Ds. En conclusion,
obtenemos

(4.17) Dy + Dy+ Ds+ Dy > —)\2// (3§)|Vn0\2|vw]2dxdt—0)\// (s€)| V2 da dt
Qr T

Ademas, nos encontramos con que
(4.18)

((Myap)s, (Ma))2) r2(Qr) / YA dx dt = / Vb Vi dxdt—i—/ wt
Qr
:"// dz’w’%dt /UW< T)[2 = [V (-, 0)2] do = 0.

oY dx dt
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En esta tltima igualdad hemos tenido en cuenta que, como @ = 0 sobre 7, entonces ¢, = 0
sobre Y.
De (4.13)-(4.18), deducimos que

(M1, M )a) 2oy = N [ (5€)| VP V0 do e

—C\ //QT(S§)2|¢|2dx dt — C//QT(SA§+A2)|W|2dx dt

para A > 1y s > CT?. Por tanto, para A > C'y s > CT?, se tiene lo siguiente:

(M, (Ma1))2) 12(gp) = CN? // (56)|Vnol?| Vb | da dt
(4.19) o

—cxi// (s§)2|w|2dxdt—0)\2// (5€)[ V]2 dar dt

Consideremos ahora el producto escalar

(M), (Maah)3) r2(gp) = —282>\2/ EIVnoPoy|)? da dt
Qr
(4.20)
< 032)\2T/ E3Y|? dx dt
Qr

Claramente este término puede ser absorbido por A si tomamos un A > C ys>CT.

Ademas,

((Ml’gb)g, (ng/})g)LQ(QT) = —282)\/Q §at(V770 . Vlb)w d[E dt

(4.21) = 52)\2 // Eay|Vno|? [ da dt + 52)\// Vay - Vnok|y)? de dt
Qr Qr

+32)\// a Anoé || da dt.

De (4.10) y, si A > 1, podemos comprobar que los tres términos de la desigualdad anterior
los podemos acotar por

(4.22) Cs?\°T / E3|? da dt.
Qr
Asi, tenemos que

(423) ((le)Q, (Mg’w)g)LZ(QT) 2 —CSQAZT/ £3|1/J‘2 dx dt.
Qr
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Por 1ltimo, tenemos

(My))s, (Maa))3) 2(gp) = s//T o) do dt = —%s//T | |? da dt
(4.24)

< CSTQ/ EY|? dx dt,
Qr

va que ay < CE(1+T2%€) < OT?&.
De (4.20)-(4.24), podemos deducir para A > C'y s > CT que

(425) (le, (MQw)3)L2(QT) > —C)\2 // (85)3’w|2dl’ dt.
Teniendo en cuenta (4.12), (4.2) y (4.25), tenemos

(Mytp, M) 1209y > O// (SEN|VY[* + (s€)°N|]?) da dt
(4.26) :
_ 2 2 3341,0,12
c / / o NIV £ (6N

para algin A > C'y s > C(T + T?). Usando (4.9), obtenemos

1Mooy + 1Mo 2y + / /Q (SEX VY[ + (€N P) da e
T

so(ngs,xnzz(@ﬁ I/ ( )(smwu<ss>3A4|w|2>dxdt)
wo X O,T

<C (// e~ 2| fI? do dt 4+ \* // (5€)?||? d dt

+A2 // sg|w\2dxdt+A4// (sﬁ)SWPdwdt)-
wox(0,T) wox(0,T)

Asi, llegamos a que

(4.28)

(4.27)

N gy 1Mty + [ (SEXITUI (s8N )

< C(// e” 2 f|? da dt + N\ // sf\V¢\2dQ:dt+)\4// (55)3\w]2dxdt>.
T wo % (0,T") wo % (0,T)

para A > C(Q,w) y s > C(Q,w)(T + T?).
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En tercer lugar, vamos a anadir a la izquierda términos locales en 1, y At. Para ello
podemos usar las expresiones que conocemos de M1 y My, respectivamente. En efecto,

sabemos que?
J[ wortupasar <2 [[ 6o ot e
+8 M Vnol? - V|2 da dt + 8 NV o2
//T<s§> Vol [V di //QT(SO Vol

<C (HMlz/JHiQ(QT) + N2 //Q (s8)|Vy|* da dt

3t [ e i)

J[[ serivepasa < ¢ (10l + 3 [ (67 dra

T Qr
+3T2/ E) dr dt)
Qr

para s > C'T?. En consecuencia, deducimos de (4.28) que

160 o+ (908 + (52908 + (NP dods

—2sa 2 2 2
(4.29) gc(//Te |fI? da dt + A //MOX(O,T)(Séﬂva da dt

4 3 2
o ff i o)

para algin A > C'y para s > C(T + T?).

Recordemos que uno de nuestros objetivos era eliminar el término local V). Si nos fijamos
en la ultima desigualdad, vamos a eliminar la segunda integral de la derecha que es donde
aparece el término que nos interesa.

4Si despejamos ¢ de M;1) tenemos que

Y = Mytp + 280% |V 26 + 2sAEV, - Vi

5Si despejamos Aty de Ma1) tenemos que

At = Marp — 2 N2 Vno|?€24p — sap)
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Para eliminarlo, introducimos una funcién que llamaremos 6 = 6(x), con
0cC?w), =1 en wy, 0<O<I1,

hagamos los célculos.

22 2 dw d \2 9 2 4o
//wox(o,T)(Sf)WM zdt < //MX(O’T)(sg) V4|2 da dt

=\2 0 . dr dt = —\2 OAGD do d
//wx(o,T)<S€) Vi - Vipdxdt //ojx(o,:r)(Sg) ) da dt

—)\2 . 3 |
A / /w X(O,T)(s@(ve V)i da dt — / /w X(OjT)(Sz/J)G(VUo V)i da dt

C
0(s&) | AY? de dt + =\ 310012 da dt + ON3 0
< f[ oo tseranas X ] e aaeox [f - pcervuin

siendo € una constante suficientemente pequena tal que € = £(Q,w) > 0 y ademds hemos
usado el hecho de que A > 1. La ultima integral de la desigualdad también puede ser
absorbida tomando A > C'y s > C(T + T?). Efectivamente,

ex [ o 00NV < 0N /I LR // L

Por tanto,

2 2 —1) A2 4 31,112 '
A //QT(SS)|V¢| dx dt Se//wX(O’T)Q(sﬁ) |AY|* dx dt + CA //wx(O,T)(Sf) |Y|* dz dt

Asi, hemos eliminado la integral que contenfa al término |V¢|?, pero hemos pagado un precio
por ello y es que ahora tenemos |1|? en wy. Teniendo en cuenta esta observacion y de (4.29),
deducimos que

S 171wl + [965) + XOIT0P + X (58 P] o

<c(//QT ‘28“|f\2d9:dt+)\4// (s€) ]¢|2d:vdt)

para A > C'y s > C(T + T?).
Para ir acabando la demostracion, vamos a expresar cada una de las integrales que hemos
obtenido con la funcién original, ¢ = e**1. Por ahora, tenemos

(4.30)

// (€)M (e + V0 ?) + N2 (sE) VY| + e >N (€)% |q|*] dwdt

C (// e 2 fI? do dt 4+ \* //w e 2%(s€)?|q)* dx dt)
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Usando que
Vg = e** (VY — sAVnoly),

tenemos que

22 //QT(Sf”VQP dr dt < O\2 //QT(Sf)|Vq7/J|2dxdt-|-C«)\4//QT(S€)36—23a|q|2dxdt

Por tanto, podemos afadir el término |V¢|? en la parte izquierda:

/ / [(5€) " (1 ? + [V6P2) + A2(56)[Vgf? + e X4 (s)|q?] dr

<C (// e fIPdr dt + \* // 6_250‘(35)3|q|2dxdt)
Qr wr

Para Aq, usando la igualdad
Ag = €™ [AY — sAAn&q — sA°|Vo|*Eq — 2sAEV, - Vg — $2 A2 [V [*€%q]

obtenemos que
// (s&) e | Ag|* dx dt < C (// (&) AY|? da dt
Qr Qr

A2 / / (5€)e=2 g da dt + N / / (s€)e~2 g2 da dt
+A2 // (s&)e” 2\ Vql?, dvdt + \* // (s€)3e™%q|? dxdt)

Finalmente, para ¢, = ¢**(1); + sa,1)) conseguimos

//T(sf)_le—%ﬂqtp dedt < C (//T(Sf)_lh/)tl? du dt
17 //Te_QS“rS?’IQIde dt) .

Por lo tanto, tomando A > 1y s > C(Q,w)(T + T?), hemos sido capaces de colocar a la
izquierda de la desigualdad los términos que involucran a [Aq|? y |¢]?, luego obtenemos la
desigualdad general de Carleman. Esto finaliza la prueba. O]

4.3. Desigualdad de Observabilidad para la ecuacién
del calor con términos de orden cero

Esta seccién la dedicaremos a probar la desigualdad de observabilidad para el problema
adjunto a (4.1) con b; =0, 1 <i < N, es decir, para

(4.31) Oy — Ay + c(z,t)y =vl, en Qr,
' y=0 sobre Xp, y(-,0)=¢o(z) en Q,
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Asumimos que w CC 2 es un subconjunto abierto no vacio, 1, es la funcion caracteristica
del conjunto w, v € L?(Q7) es el control e yy y ¢ estan dados, con

Yo € L*(Q) y c€ L™(Qr).

Bajo estas hipotesis (ver Teorema 2.2), el sistema (4.31) tiene una tinica solucién débil y
tal que
y € L*(0, T Hy(2)) N C°([0, T; L*(92))

Antes de centrarnos en controlabilidad nula de (4.31), vamos a recordar algunos resultados
sobre la controlabilidad aproximada de este sistema. Por el Teorema 2.6 tenemos que la
controlabilidad aproximada en L?(Q) en el instante T del problema (4.31) equivale a probar
el siguiente resultado de continuacién tnica: Sea ¢y € L?(€2) y sea ¢ la solucién del problema
adjunto

(4.32)

—Op — Ap+c(z,t)p=0 en Qr,
=0 sobre Xp, (-, T)=¢ en €,

Sigp=0enw x (0,T), entonces gy =0, y asi ¢ =0 en Q.

Se trata, por lo tanto, de probar la propiedad de continuacion tnica para el problema
(4.32). Por otro lado, la controlabilidad exacta a cero de (4.31) en el instante T equivale a la
desigualdad de observabilidad (2.5) para el sistema (4.32) (véanse los Teoremas 2.7 y 2.8).
Para ello, estableceremos una nueva desigualdad de Carleman para (4.31). Se tiene:

Proposicién 4.3. Eristen constantes positivas Ay = Ao(Q,w), 03 = 09(Qw) y Cy =
Co(Q,w) tales que, para cualquiera X > Ay y s > so(T + T? + T2||c||L%) se tiene

/ / e 205 (| pr? + [ Al?) dirdt + N2 / / e 2 (56) Vg da dit

(4.33)
+A1 // e~ 2%(s€)?|p|? dw dt < Co\* // e~ 2%(56)%|p|? du dt,
T wx(0,T)

para cualquier @y € L*(Q), siendo ¢ la solucidn débil de (4.32).

Demostracion. Sea @y € L*(Q) y consideremos ¢ € L*(0,T; H}(Q) N C°([0,T); L*(2))) la
correspondiente solucién de (4.32). De la desigualdad de Carleman tenemos que,

/ / e 20(5E) (i + [Al?) didt + N2 / / &2 (56) Vg da dt

+A1 // e (sl du dt < C, ()\4 // e~ 25 (s8)? || da dt
Qr wx (0,T)
+// 6_25a|cgo|2dxdt) < OM // e~ 2% (s€)3 || da dt
Qr wx(0,T)

O el / / 2 pf? du dt,
Qr



50 CAPITULO 4. DESIGUALDADES GLOBALES DE CARLEMAN

para todo A > \; y s > 51 = 01(T + T?). Ademds podemos absorber el tltimo término:

1
Cillell%s < 5(8)° & (s€)° = 2C el

pero,
1\ 4
6925 (1) = 95" 2 20l & 2 OT 2
Podemos concluir que si A > A; y s > 02(Q,w)(T + T% + T2||¢||2£%) se tiene (4.33). Esto
finaliza la prueba. []

Como consecuencia de la Proposicion obtendremos el resultado de controlabilidad apro-
ximada y exacta a cero del problema (4.31) en cualquier instante 7 > 0. Se tiene:

Teorema 4.4. El sistema (4.31) es aprozimadamente controlable en cualquier instante T >

0.

Demostracion. Como hemos comentado, la propiedad de controlabilidad aproximada de
(4.31) en el instante 7' > 0 equivale a la propiedad de continuacién tnica para el proble-
ma adjunto (4.32). Evidentemente esta propiedad es consecuencia directa de la desigualdad
(4.33). Tenemos asi la prueba. O

También, se tiene:

Teorema 4.5. Sea T > 0. Entonces, existe una constante C' = C(Q,w) > 0 tal que
(4.34)

1
ot Ol < exp € (1+ 7+ I+ Tl )| [ foPazat, v e 220,
wXx (0,

donde ¢ es la solucion de (4.32) asociada a .

Demostracién. Consideremos la desigualdad para A = Ay y s = s = 09(Qw)(T + T? +
T2|\¢|%?). En particular,

J[ ersepppaasc [[ esepiopaa

Cambiando esta desigualdad con las desigualdades,

p c Cs
6—250453 Z ﬁ e T2 , en Q x (T/47 3T/4)
Cs
6—25&53 S — e T2 , en QT

\ T6

// e 2| p|* dr dt < C’// e~ 283l dx dt
Qx(T/4,3T/4) wx (0,T)

Cs
= // lp|*do dt < CeT? // || d dt
O (T/4,3T/4) wx (0,T)

llegamos a que
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Sustituyendo s = Oy (Q,w)(T + T? + T?||c 2% en la desigualdad anterior tenemos
y

1
(4.35) // lp* do dt < exp {C’ (1 + =+ ||c||ié3)] // lo|? da dt.
QX (T/4,3T/4) T wx (0,7)

Por otro lado, la desigualdad de energia de las soluciones del problema adjunto tenemos los
siguiente:

_§£/ ]gp|2dwdt+/\Vgp[2d$dt+/ c(x, t)|p|*drdt =0, p.ct.tel0,T],

entonces,

2dt/ |g0|2dxdt~|—/ V| do dt < ||c||oo/ |? da dt

& ——/ || dx dt + 2/ IVo|? da dt — 2”0”00/ l¢|* dz dt < 0 [multiplicamos por €2t||c||°°]
& _4 {621‘/”6”0"/ o dx dt} + 262t”c”°°/ Vo> dovdt <0, pct.tel0,T)
d | el 2 ‘
Como 7| fllec [ |*dx dt| > 0 en [0, 7], deducimos,
Q

e25|c°°/ lo(z, 5)|? dr < 6%”0”""/ lp(x, t)[*dw, si s<t, s,tel0,T).
Q Q
En particular, para todo t € [T'/4,3T/4] se tiene,

2HCHoo
Lo e < [ oo

Ahora, si integramos llegamos a

T || I L T 3T|| |
Te 2l Dl <e °°// oz, )2 da dt.
QOx(T/4,3T/4)

Por lo que podemos concluir que

T
llelloo = 2 —H loo
IO < € 2 o, T/4) gy < / / iy e
X

2
<2, {c (1+ e |!2/3+T||c||oo>} // (o[ du dt.
T wx (0,7)

Con lo que tenemos la desigualdad de observabilidad (4.34). [

(4.36)
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Como conclusién final a esta seccién podemos dar el siguiente teorema:

Teorema 4.6. El sistema (4.31) es controlable a cero con control v € L*(Qr) que verifica

1vll22@r) < Cllyollz2(@)
1
donde la constante C' es de la forma exp [C’ (1 trt |2 + THCHOO):|

Evidentemente, este resultado es consecuencia de los Teoremas 2.8 y 4.5.

Observacion 4.1. Es interesante destacar que las propiedades de controlabilidad aproxima-
da y exacta a cero del problema parabdlico escalar (4.31) son validas para cualquiera w C §2
y 1T >0.

Por otro lado, el Teorema 4.6 también proporciona una estimacién explicita respecto de T
y de ||¢||s del coste de la controlabilidad nula del problema (4.31). Este tipo de estimaciones

son fundamentales para estudiar la controlabilidad de versiones no lineales del problema
(4.31).

4.4. Controlabilidad nula para problemas parabdlicos
mas generales

En esta seccién vamos a probar la controlabilidad nula, con control distribuido, para la
ecuacion del calor con términos de orden cero y términos de orden uno y coeficientes en
L*>®(Qr), es decir, para el problema (4.1), que escribiremos como:

(4.37) { Ay — Ay +b(z,t) - Vy +c(z, t)y =vl, en Qr,

y=0 sobre X7, y(-,0)=yo en €,

con yo € L2(Q), a € L®(Qr) y b = (b;)1<i<y € L=®(Q7)". Para comprobar esto, primero
probaremos la desigualdad de observabilidad para el problema adjunto (4.2), es decir, para

(138) { O — Dp =V - (pbla,) + (e ) =0 e Qr,

=0 sobre Xr, ¢(-,T)=¢y en L.

Concretamente, probaremos que

(4.30) o0 0)[[2s0) < C / / ]2 da dt

para toda ¢y € L*(Q) y para alguna C = C(Q,w,T,a,b). Para demostrar esto tltimo
demostraremos una desigualdad de Carleman apropiada (véase [17]).
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Lema 4.7. Eziste A3 = C(Q,w), s3 = C(Qw)(T +T?%) y C3(Q,w) > 0 tales que, para
cualquier A > A3 y s > s3, tenemos

A2 // era(sf)]Vq]2d$dt+)\4// e 2%(s€)%|q|* dx dt
Qr

Qr
(4.40) <Gy <>\4 // e~ 2(s€)3|q)? dx dt + // e~ 2| Fy|* da dt
wx(0,T) T

+A? // e~ (sE)?|F|? dw dt) , Vg € L*(Q),
T
con q € L*0,T; HY(Q)) la solucidon débil de asociada a qy € L*(Q). Aqui, o y & son las
funciones (4.3) y (4.4) respectivamente.
Siguiendo [17], vamos ha demostrar la desigualdad de Carleman (4.40).

Demostracién. Sea ¢ = q(z,t) la solucién débil de asociada a gy € L*(€2). Entonces ¢ se
puede ver como una solucién definida por trasposicion. En concreto, ¢ satisface la igualdad:

M OF,
i=1 O
gq=0 wsobre X7, q(-,T)=¢qo en €,

—0iq — Aq = Fy + F en Qr,

(4.41)

donde gy € L*(Q) y F; € L*(Qr) para cualquier i: 0 < i < N. Se tiene:

(1.42) [ GOt de == [ Bt VP00 dt+ (D)

para todo G € L*(0,T; H*(€2)), donde z es solucién del siguiente problema lineal

(4.43)

atZt—AZ:G,
z=0 sobre Xp, z(,T)=0 en Q

Aqui, (-,-) denota el producto de dualidad entre H~1(Q) y HJ ().
Nuestro objetivo es, dada f € L*(Qr), hallar v € L*(Qr) tal que la solucién z del
problema asociada a G = Me™2%(s€)3 f + ul,, (4.43) satisfaga: z(-,T) = 0 en Q y ademas,

(4.44) A—4//Q e28a(s§)—3|u|2+// e 2| go%//@ e~ 2%(s€)?| f|? dx dt.

Para ellos consideremos el siguiente problema de cuarto orden:

ﬁ(eQSaﬁ*p) o )\4(S€>36—25af — —)\4(55)36_280p1w en QT,
(4.45) p=0, e*¥L*»=0 sobre X,
(e722L*p)(+,0) = (e=**L*p)(-,T) =0 en Q.
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siendo L el operador Lz = 0,z — Az. Consideremos
Py={2€C*(Qr): =0 sobre Y},

y sea ¢ € Py. Vamos a multiplicar la ecuacién en (4.45) por dicha funcién y haciendo
integraciones por partes, obtenemos:

// L LY + N // (s€) ™ pply, = A" // (s8) e fp, Yy € Ry

Consideremos la forma bilineal en F,
K(p, )P = / / e L pLYp + A / / (s€)%e > pp, Vp,p € K.
T T

Es facil comprobar que k(-,-) es un producto escalar en F.

Sea P = TDL']'”P para la norma || - || p = k(-, -)'/2. Luego podemos decir que P es un espacio
de Hilbert para el producto escalar y, en virtud de la desigualdad de Carleman (??) la forma
lineal

L:ype€ P0—>/\4// e 2 (s€)} fp e R

es continua respecto de la norma || - ||g:

|Mﬂ§(M/ny“W%PUV)W~(V//Tamw%ﬁwﬁym
SC(”//fQWMVUQUme

Luego (4.45) es equivalente a: Hallar p € P tal que (p,¢)p = (L, @), para todo p € P y por
Lax-Milgram (4.45) tiene una tnica solucién p € P y ademds tomando p = ¢:

1/2
nm%zwmhﬂwmwmusc(vﬁée*%%ﬁmﬁ Il

entonces

(4.46) nmpso(v/éfﬂwwaww)m.

De hecho, el espacio P y la funcién p € P dependen de la eleccién de s y A.

Tomemos ahora g € L*(0,T; H}(2)), la tnica solucién de (4.41) asociada a gy € L*(Q).
Consideremos también la solucién p € P de (4.45) asociada a f = ¢. En particular, se tiene
(4.46) y z = e 2 L¥*py u = —\* ()3 e ?** p1,,, satisfacen (4.44) para f = ¢ y son solucién
de (4.43) asociada a G = Xe™2%(s€)3q + ul,, es decir,

(4.47) Oz — Az = N (s€)3e 2 g+ ul, en Qr,
' z =0 sobre Xp; 2(0)=2(T)=0 en .
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Como z es solucion de (4.47) y q es solucién de (4.41) y ambas estan relacionadas por (4.42)
con G = =\ (s£)3 e ¢ + ul,, deducimos

) X ] (el /] ug=- / o VB 2(0) + (a0 (D))

=0

Ahora vamos a multiplicar (4.47) por A\™2 (s£)™2e*“ z y posteriormente vamos a integrar
por partes:

A2 / /Q ¥ (s€) 220,z — A2 / /Q (s€)72e** zAz = N2 / /Q (s€)zq
+ 272 //w (&) 2 e**zu

Vamos a desarrollar ahora el segundo término de la izquierda:

e //T €)% Az = A Z//Taxzaxl (e22(s6) %2) =
:)\‘2// 252 (5€) 2V 2[? + A~ 22// o axz (e2(5) %)

Tenemos que:
A2 // (56)72e* 20,2 + A~ // e (s€) 72 |Vz|?

(4.49) —2x71 // e** (s€) Vg - Vzz — 2371 // e (s€)™2Vny - Vz z

= \2 //T(sf)zq—l—)\_2 //WT(s&)_2 >z u

Consideremos el primer término e integremos por partes:

v [ porese <o [ e (GGEe) = -3 [[) (07, 1
CS_“_QT// ez < C// ez 2,

sis <CQuw)TyA>1.
Usando la desigualdad de Young para algunos términos de la igualdad (4.49) obtenemos:

—2\7! / / e* (s&) ™ iy - Vzz — 2X71 / / e (s§) 7 Vi - Vz 2

S C// 625a‘2‘2 + %)\2 // eZsa (85)72 |VZ‘2,
T Qr
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o [ ()24 C ( /] e /] G |qu)
v [ emerras <[] e [ o)

para s > C'T?. Como conclusién, hemos probado que existen constantes positivas oo(2,w) y
Ao(02,w) tales que

w2 [[ e <o (a0 [ e+ [ et [ emerer).

para cualquier s > oo(T + T?) y A > \g. Combinando esta desigualdad con la desigualdad
(4.44) con f = q, deducimos que la solucién z de (4.47) satisface

ol [[ e ppex [[ e v
<oxt [[ eret

para s > 0o(T + T?) y A > X\g. De (4.48) tenemos:

// (s€)* e > gf* <
T
1/2 1/2
S (// 6—25a§3|q’2) . (// 625a§—3|u|2)
wx(0,7) wx(0,T)
1/2 1/2
(ff ) (e
T T
1/2 1/2
+ (// 6_25a§2|F|2) . <// 625a5—2|v2|2) )
T LUX(O,T)

s [ et <o (v [ et
e[ ernpr [ emerr).

Para terminar, anadiremos un término en gradiente a (4.51). Para ello, vamos a multi-
plicar la ecuacién satisfecha por ¢ por A\2e~2%(s€)q e integramos en espacio y tiempo. Esto

(4.50)

Usando (4.50),

(4.51)
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i [[ e+ yon? [[ e - aeteg]
¥ [f ()6 (g — P V) - /] PV

y usando las estimaciones

‘(e—Qsa&-)t‘ S CB_QSQ(S£3T + £2T) S Ce—Qsa 8253

nos da,

(4.52)

|A(e™2528)| < C'(sA\)2e &3 para s > O(T +T?),

llegamos a:

R Y e e T SR
[ woervi <c i [ T(Sf)’le”"’“\F!Q w5 [] ercer]

S\

// F V(e #9¢ '<C{)\2// (s&)e 28"‘|F\2+A4// B (s8) |q|2}

Volviendo a (4.52), obtenemos

v [ emsamar <o |x [ emnsepiap+ [ eing
e [ eroirp]

para s > C(T + T?). Esto junto con (4.51) nos da la desigualdad que queremos (4.40). Esto
finaliza la prueba. []

Estamos ya en condiciones de probar la controlabilidad aproximada y exacta a cero del
problema parabdlico (4.37). Para ello, vamos a deducir una desigualdad global de Carleman
para el problema adjunto (4.38). Se tiene:

Proposicién 4.8. Eristen constantes positivas \y = M\(Q,w), 04 = 04(Qw) y Cy =
Cy(Q,w) tales que, para cualesquiera A > Aq y s > sq = 54(Q, w)(T+T2+T2||c| 2> +T2||b]|2)
se tiene:

(4.53)

z //Q (s Vol + a0 [ erseplel < et [ g€ e
T T wx(0,T

para cualquier ¢y € L*(Q), siendo ¢ la solucion débil de (4.38).



58 CAPITULO 4. DESIGUALDADES GLOBALES DE CARLEMAN

Demostracidn. Sea gy € L*(2) y consideremos ¢ € L?(0,T; Hj (2)) N C°([0,T]; L*(Q)) la
correspondiente solucién de (4.38) asociada. Obsérvese que podemos aplicar la desigualdad
(4.40) en ¢ con Fy = —cp y F = bp. Asi,

i [[emsamer et [ ermserer < ([ el asa
QT T w><(O,T)
Fl [ e aodrs i [ e serlel ),
Qr Qr

para cualquier A > A3 y s > s3 = s3(Q,w)(T + T?). De nuevo,

N (s€)3 > 3(4/T2)? > ACs | c||2, < s > CT?|cl|2?,
N (s€) > (5€)%4s/T? > 4C5(s€)?||b])% & s > CT?|b%.

Combinando las desigualdades anteriores deducimos (4.53). Esto termina la prueba. O]

De la proposicién es facil obtener la propiedad de continuacion tinica para las soluciones

de (4.38) y

Teorema 4.9. El problema (4.37) es aproximadamente controlable en cualquier instante
T > 0.

Demostracion. La demostracion de este resultado sigue el mismo razonamiento que el Teo-
rema 4.5. O

Como consecuencia de la Proposicién también obtenemos:

Teorema 4.10. Sea T > 0. Entonces, eziste una constante C' = C(Q,w) > 0 tal que
454 oGO < P CHT fele plo)] [ o dnat, Voo € 17(@),
donde ¢ es la solucion de (4.38) asociada a @y y H estd dada por

H(T, [|c]loos [[blloc) = 1+ % +lel32 + Tllell3 + (1 +T)Ib]1%.

Demostracion. La demostracién sigue los pasos del Teorema 4.5. Sea g € L*() y sea ¢ la
solucién correspondiente de (4.38). Si aplicamos la desigualdad (4.53) para A = Ay y s = s4
deducimos

// e 2 (s€)3 P da dt < C’// e (s ol drdt (s = s4).
T UJX(O,T)

Igual que en la prueba del Teorema 4.4 también deducimos

1
/I P derdt < exp [O (1+—+ lef2f? + ||b||io>} J[ el
Ox(T/4,3T/4) T wx (0,7)
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Combinamos esta desigualdad con la siguiente desigualdad, consecuencia de la desigualdad
de energia satisfecha por ¢ (ver prueba del Teorema 4.5):

d

o [P )Ty | 20, pet.t € [0,7).

Razonando como en la prueba del Teorema 4.5 se deduce (4.54). Esto finaliza la prueba del
resultado. [

Como resultado final de esta seccién enunciaremos el resultado de controlabilidad nula
del problema (4.37):

Teorema 4.11. Dados T > 0 y w C § subconjunto abierto no vacio, el sistema (4.37) es
ezactamente controlable a cero con controles v € L*(Q) que satisfacen

[0l[L2(@r) < exp [CH(T, [|cfloo, [1blloo)] 190l

con C = C(Q,w) una constante positiva y H(T, ||c|o, ||0]|cc) la funcion dada en el Teorema
4.10.

De nuevo, este resultado es consecuencia de los Teoremas 2.8 y 4.10.

Observacién 4.2. De nuevo, hemos visto que las propiedades de controlabilidad aproximada
y exacta a cero del problema parabdlico escalar (4.37) son validos para cualesquiera abiertos
w C Q y tiempo T > 0.

También el Teorema 4.11 proporciona una estimacién explicita, respecto de Ty de la
norma L>®(Qr) de los coeficientes de la ecuacién, del coste de la controlabilidad exacta a
cero del problema (4.37). De nuevo, estas estimaciones son fundamentales en el estudio de
versiones no lineales del problema (4.37).

4.5. Algunos comentarios sobre controlabilidad

4.5.1. Controlabilidad de problemas no lineales

Dedicaremos esta seccién a comentar, de manera muy breve, algunos resultados de con-
trolabilidad para versiones no lineales de las EDP presentadas en las secciones anteriores.

La ecuacién del calor semilineal.

Muchos han sido los resultados de controlabilidad demostrados para

(4.55) { oy—Ay+ fly) =vl, en Qr,

y=0 sobre X, y(-,0)=yo en £,

con f una funcién localmente lipschitziana. La controlabilidad aproximada fue demostrada
en [7] cuando f es una funcién globalmente lipschitziana. En [18] fue demostrada la con-
trolabilidad nula de (4.55) cuando f es globalmente lipschitziana y verifica f(0) = 0. La
demostracion se obtiene como consecuencia de desigualdades globales de Carleman para el
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problema linealizado de (4.55) (véase el Teorema 4.2). Por dltimo, cabe destacar el trabajo de
[13] donde se prueba la controlabilidad aproximada y nula de (4.55) cuando f(s) decrece por
debajo de |s|log®?(1 + |s|) cuando |s| — oo. También se prueba en este articulo resultados
de no controlabilidad nula o aproximada de (4.55) para ciertas funciones f que crecen en el
infinito como |s|log?(1+|s|) con p > 2. Finalmente, en [5] se demuestran resultados andlogos
a los probados en [13] cuando en (4.55) aparecen no linealidades de la forma f(y, Vy). Para
probar la controlabilidad nula, la técnica utilizada en estos dos trabajos pasa por demostrar
una desigualdad de observabilidad para el problema adjunto asociado a un problema linea-
lizado de (4.55). La controlabilidad aproximada de (4.55) es consecuencia del resultado de
controlabilidad nula.



Capitulo 5

Método de Lebeau-Robianno

En este capitulo vamos a desarrollar el método de Lebeau-Robianno que proporciona una
nueva prueba de la controlabilidad nula de ecuaciones escalares parabdlicas auténomas con
control distribuido (ver [20]). Para ello, consideramos, como ejemplo modelo, la ecuacién del
calor

(5.1)

oy —Ay=wvl, en Qr,
y = 0 sobre X7, y(-,0) = yp en 2,

donde yy € L*Q) y v € L*(Qr). Sabemos (ver Teorema 4.11) que el sistema (5.1) es
controlable a cero en cualquier tiempo 7" > 0:

Teorema 5.1. Sea T > 0. Entonces, para cualquier yo € L*(SY), existe un controlv € L*(Qr)
tal que la correspondiente solucion de (5.1) verifica que y(-,T) =0 en Q.

Nuestro objetivo es probar el Teorema 5.1 usando una nueva técnica.

Consideremos el operador Ly(t) = —A en L?(2), con dominio D(—A) = H}(Q)NH?*(Q).
Sabemos que este operador tiene una sucesién de autovalores {\;}r>1 C (0,00) y de auto-
funciones unitarias asociadas {¢y }r>1 C L?(Q). Esto es,

—A¢p = Mo en Q5 ¢ = 0 sobre 9Q;  ||dr |2 = 1,

con 0 < A\ < Ag <-+- < A < Mgy < ---. Es bueno saber que el conjunto {¢y}r>1 es una
base ortonormal de L?(Q). En este capitulo, C}, Cs,... denotardn constantes genéricas cuyos
valores pueden cambiar de una linea a otra.

Para cada entero j > 0, sea
E; = span{¢y, : k < 27}

En lo que sigue , denotaremos por Ilg, a la proyeccion ortogonal sobre el espacio finito
dimensional E; de L?():
g, : L*(Q) — Ej.
Para p € (0,1/N), sea el conjunto T = Ko,”, con 0; = 2/, para todo entero j > 0. La
constante K se toma tal que
23 T, =T.
=0

61
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Por otro lado, tomamos ay = 0y a;+1 = a; + 27} para 7 > 0. Observemos que con esta
eleccion de los parametros, podemos descomponer el intervalo [0,7") como sigue

0,7) = U[aj, jy1).

Entonces, lo primero que hay que hacer para probar el Teorema 5.1 es probar que para todo
j > 0 la siguiente propiedad se tiene:

Propiedad (P;):

Para cualquier j > 0 y cualquier y; € L?(Q2), existe un control u; € L*(Q x (a;,a; + T})) tal
que la solucién y de

(5.2) Oy — Ay = u;ly, en Q x (a5, a5 + T5),
' y = 0 sobre 0Q X (aj,a; +Tj), y(-,a;) =y; en ©,

verificando que Ilg;y(-, a; +Tj) = 0.

Es posible probar que esta propiedad (P;) equivale a una la desigualdad de observabilidad
para la solucién correspondiente de un problema adjunto. Mas precisamente, tenemos:

Teorema 5.2. La Propiedad (F;) se tiene si y solo si existe una constante positiva Cr, tal
que, para todo @g € E;, la solucion ¢ € C(la;, a; + T;]; E;) del problema adjunto

(53) —ath—AQOZOGTLQX(CLJ,CL]—FT]),
' ¢ =0 sobre IQ x (aj,a; +Tj), ¢(,a;+T;) = o en L,
verificando
6.0 ot alism <3 [ P
wx(aj,a;+Tj)

Ademds, si (5.4) se cumple, entonces la Propiedad (P;) se tiene para un control u; € L*(§) x
(aj,a; +1T})) que depende linealmente y continuamente de y; y cumple

|l 2(@x (ay.0;4+1)) < O 1M eyl 2, < Cyllysllz2e)-

Demostracion. [=]

Consideremos ¢y € E, yo € L*(Q) y consideremos ¢ € L*(0,T; Hi()), la solucién de
(2.3) asociada a ¢, y v € L*(w x (Ty, T1)), el control tal que Igy(-, T1) = 0. De (2.4) y (2.7)
y sabiendo que g = Iy, obtenemos que

/y(7T1)g00d$:/y<7T1)HE900:/HEy(7T1>SDOIOJ
Q Q Q

tenemos pues de (2.4) y (2.7) que:

// ol Ty da = — // olov de dt < [@Lovll om0l 22om
UJX(TQ,Tl) Q><(TO;TI)

< V|1, 2@x s lvoll 2@, Yoo € L*(€).
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Tomando SUD || 2 <1 1 la desigualdad anterior, deducimos la desigualdad de observabili-

dad (5.4) para la constante C'.

(<]

Para probar la otra implicacion, usaremos la llamada técnica de penalizacion. Para esto,
vamos a minimizar el siguiente funcional. Dado € > 0, yo € L*(Q), encontrar un control
v € L*(Q x (Ty, T1)) que minimice el siguiente funcional

1 1
J.(0) = 2 / / (o2 d dt + || Ty(T; o, v)|%
2 QX(To,Tl) 26

donde Mgy (T1; yo,v) = He(Pv + y(T1;40,0)). El problema penalizado tiene una tnica solu-
cién v, y esta estd caracterizada por v, € L2(2 x (Ty,T1)) v

€

1 1
// vevdxdt—i——/ Pvel_IEPvdx—i——/ Pullgy(T;y0,0)dx =0, Yo e L*(Qx(Ty,Th)),
Qx (To,T1) Q € Ja
es decir,

1
// vevdxdt+ - / g (Poy(Ti;ve, o)) do =0, Yo € L*(2 x (Tp, T1)).
Qx (To,T}) € Ja

En definitiva,
(5.5)

1
// vevdrdt = ——/HEy(Tl;O,U) Mpy(Ti;ve, o) dr, Vv € L*(Q x (Ty, Th)).
QX(To,Tl) Q

€

1
Aplicando la férmula (2.4) paray, = 0, parav € L*(Qx(Ty, T1)) y para oo = ——Igy(T1; yo, ve),
€

la férmula (5.5) se transforma en

// vevdrdt = // e lyvdrdt, Vv e L*(Qx (Ty, Th)).
QX(To,Tl) QX(T(),Tl)

Luego el minimo esté caracterizado por v, = @1, donde ¢, es la solucién de (2.3) asociada
a

1
e = _EHEy(TI;ZUOaUe)'

Usando una vez més (2.4) y teniendo en cuenta las expresiones de ¢, y v, facilmente obte-

nemaos
1
/ / lodP dedt+ 1 / T, (Th: yo, v0) 2 da = — / Yo (- To) da
wx (T, T1) € Ja Q

C 1

Teniendo en cuenta la desigualdad de observabilidad (2.6) satisfecha, en particular, por .,
deducimos:

2
J[ o teavds2 [ (i, e P e < Cluoliz,
wX(To,Tl) € Q
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esto es equivalente a (v, = p 1)

2
[Vell 720 (1. 11)) + E“HEyve 720y < CllollZ2(), Ve >0,

de donde deducimos que las sucesiones {vc}eso v {€721p,. }eso estén acotadas en L2() x
(To, Th)) y L*(9), respectivamente. Podemos extraer una subsucesién débilmente convergente
en L2(Q x (Ty, Ty)) a algtin v € L*(Q2 x (Ty, Ty)) tales que Ssupv C Q x (Tp, T}),

10112 x (o myy < Cllvollzz),
y gy, = 0 en (). Esto finaliza la prueba. O]

El siguiente resultado va a establecer una desigualdad fundamental que usaremos para
probar la desigualdad (5.4) y la Propiedad (F;). Se tiene:

Teorema 5.3. Eziste una constante positiva C = C(,w) > 0 tal que para todo entero
n > 1, se tiene:

2

(5.6) > b < €OV . Y(by,....b,) € R™

k<n w

Z brdr(x)

k<n

La prueba de esta desigualdad es bastante compleja y excede los objetivos de este trabajo.
Por tanto, no serd incluida. Esta se puede encontrar en [20]. Si nos gustaria comentar que,
en un cierto sentido, (5.6) mide la perdida de ortogonalidad de las autofunciones de —A en
L3 (w).

Como consecuencia del Teorema 5.3, se tiene:

Teorema 5.4. Para cualquier j > 1, se satisface la Propiedad (P;) con un control u; €
L*(Q x (aj,a; + T};)) que depende lineal y continuamente de y; € L*(Q) y que, ademds,
verifica
C ¢ o
< =V,

(5.7) 151172 (x (0 a;47)) < T 720,
J

donde C = C(2,w) > 0 la constante de (5.6) proporcionada por el Teorema 5.3.

Demostracion. FEn vista del Teorema 5.2, obtendremos la prueba del resultado simplemente
probando la desigualdad (5.4) para las soluciones ¢ del problema adjunto (5.3), con una
estimacién explicita de la constante C7,. Para ello, sea ¢ € C([a;, a; + Tj]; E;) la solucién
de (5.3) asociada a ¢y € E;. En primer lugar, es facil comprobar (¢ € E;) que la solucién
¢ de (5.3) puede ser escrita:

plz,t) =) pu()on(e), V(1) € Qx [aj,0; + T,

k<o;
para ciertas funciones ¢, € C%([a;, a; + T;]). En segundo lugar, si tomamos n = o; = 27 y
usamos @i (t) en lugar de by en (5.6), deducimos que
2

> el < eV [ 157 putinta)| = eV [ ol

k<o; W k<o;
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Finalmente, por la desigualdad de energia verificada por las soluciones de la ecuacion del
calor (ver la prueba del Teorema 4.10), tenemos

) 1 [fotT , 1 futh )
et <z [ [le@or=5 [ S lawr
J Jaj J

s
J kgaj

Si combinamos estas dos tltimas desigualdades deducimos (5.4) para C%j = %ec\/ Ao
J

Aplicando el Teorema 5.2, la Propiedad (F;) se cumple para controles que satisfacen
(5.7). Esto acaba la prueba. O

Nuestro siguiente objetivo es probar el Teorema 5.1. Obtendremos la prueba del mismo
usando la Propiedad (F;) y la desigualdad (5.7) de forma conveniente.

Demostracion del Teorema 5.1. Para la demostracion del teorema usaremos la Propiedad
(P;). Para este fin y siguiendo el método de [20], construiremos un control u en el intervalo
(0,T) por induccién, como una sucesién de controles active/vanishing.

Para cualesquiera j > 0 e y; € L*(Q2), denotamos por U;(y;) € L*(Q X (a;,a; + T}))
el control proporcionado por el Teorema 5.4. En particular U;(y;) depende linealmente y
continuamente de y; y satisface la desigualdad (5.7) para una constante positiva C' = C(Q,w).

Con esta notacién, por induccién, tomamos (y(-,0) := yo)

U(.CC t) = U](y(,a])>(:ﬁ’t) si t e (aj’a,j _f_]”]],
| 0 si te (aj + T’]'aaj-f—l]?

con

y(-,t) _ S(t—aj)y<~,aj)—|—/aj S(t_S)U(',S)dS si te (aj,aj—f‘Tj],

St —a; —T)y(-, a; + Tj) si te(aj+Tj, a1,

(S(-) es el semigrupo de C° de contracciones generadas por el operador (A, D(A))). La
eleccion del control u en el intervalo ¢ € (a;, a; + T;] v la desigualdad (5.7) implican

ly(-a; +T5)||r2(0) < <1 + CGCVA"J) ly(- a2 vy Mgyl a; +T5) =0,

En segundo lugar, durante una actuacion pasiva del control, amortigua de forma natural la
ecuacién parabdlica en el intervalo (a;,a; + Tj]. Asi,

Y [C\ /ey 2o,

(- ajei)llr2g) < e i 5 |y(- a5 + Tj) || 120y < Ce Y (-5 a;) 22 (o

lo cual nos da

J
lyCap)lliz@ < exp | Y (CVAqe = A T) | I9ollizi), Vi 2 0.

k=0
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Recordemos que Ty = Ko,* con p € (0,1/N) y o}, = 2*. Asi, por la férmula de Weyl (ver
[1] Teorema 14.6)(\x ~ CE*N), de donde deducimos que A\, T}, ~ Co¥ "y

Xj: (Clali/N — Cgak%ﬂD)

k=0

(5.8) (-, aji1)ll2@) < Cexp lvollL2), Vi >0,

para nuevas constantes positivas C; y Cs. Teniendo en cuenta que p € (0,1/N), deducimos
que 2/N —p > 1/N. Ademsds, existe un ky > 0 tal que

2 _ Cy 2_
(5.9) Cro)/N — CooY T < —720,?’ 'Yk > k.
Entonces, para j > kg, tenemos
J
C 2 Cy 2_
Z(ClU;/N—CQO'k ><C—72ZO']£V <C—72jN p.
k=0 k=ko

Volviendo a (5.8), deducimos la existencia de una constante C' tal que

(5.10) ly(+ aj)llr2@) < Cexp <—Cffjﬁ7p> lvollr2(@), Vi = 0.
Supongamos que hemos probado que u € L?(Qr). Entonces, la solucién y del problema
(5.2) verifica que y € C°([0, T]; L*(€2)). De (5.10), se sigue que lim [|y(-, a;)|/r2@) = 0y, por
j—o0

lo tanto y(-,7) = 0.
Para finalizar vamos a comprobar ahora que el control construido, u, estd en L*(Qr).
Usando que T; = Ko;*, (5.7), la férmula de Weyl, (5.10) y (5.9), deducimos que

Kelvers
lallz2@mll = Y MU an) lz@xas.amyy) < Z Ny a)llez @

§>0 >0 7

-pP
<C (Z 1oy ~Car? ) lyollz2@) = Cllyoll 2@

3>0

Esto concluye la prueba del Teorema 5.1
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