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Resumen

Mostramos aqui diversos aspectos importantes relacionados con el estudio de las A-
estructuras, las cuales juegan un papel importante en la Topologia Algebraica tal y como
se aborda hoy en dia.

En particular centramos nuestro estudio en el comportamiento de dichas estructuras frente
a productos tensoriales, a pequefias modificaciones en los datos originales dando lugar a
perturbaciones de alguna de las diferenciales, etc.

De hecho, podemos dividir la memoria en tres secciones bien diferenciadas:

= En la primera, que engloba al capitulo dos y cuatro, demostramos sendos teore-
mas que confirman que las A -estructuras forman en si mismas una categoria y no
deben ser consideradas exclusivamente como una categoria derivada.

Ademas en la misma seccién dualizamos para conjuntos cosimpliciales un extenso
trabajo realizado por S. Eilenberg y S. Mac Lane acerca del Teorema de Eilenberg-
Zilber, que dio lugar a un avance enorme en los afios cincuenta en el drea de la
Topologia Algebraica.

Dicho teorema, nos sirve para probar la existencia de una contraccién entre la cons-
truccién cobar del producto tensorial de dos codlgebras y el producto tensorial de
las construcciones cobar respectivas, teorema que dualiza totalmente el trabajo rea-
lizado acerca de la construccién bar por S. Eilenberg y S. Mac Lane.

Como aplicacién de algunas de estas herramientas, calculamos en el capitulo cuar-
to la A, -estructura de la homologia de los espacios de Eilenberg-Mac Lane con
coeficientes en el anillo Z,,.

= La segunda seccidn, correspondiente al capitulo tres, se basa en la biisqueda de una
nocién robusta de A.,-dlgebra de Hopf por perturbacién.

Para ello, definimos un dg-médulo asociado a una algebra de Hopf, y demostramos
que dada una édlgebra de Hopf y una contraccidn, ésta induce sobre el dg-médulo




menor una A -algebra de Hopf, en donde determinamos cudles deben ser las ope-
raciones integrantes de dicha estructura y las relaciones que deben verificar.

En particular, mostramos una nocién dual a la dada por R. Umble y S. Saneblidze
acerca de las A.,-dlgebras de Hopf.

La tltima parte de la memoria, que corresponde al capitulo cinco, estd dedicada a la
traslacién computacional de las A.-estructuras, con la creacién e implementacién
de algoritmos que sean capaces de calcular (a bajo nivel) las operaciones integrantes
de una A,.-estructura, con el fin de poder testar algunos ejemplos y de obtener ex-
perimentalmente resultados hasta ahora no conocidos.

El capitulo consta de tres secciones, en la primera se tratan diversos problemas
tedricos de traslacién de conceptos matematicos, en la segunda planteamos las solu-
ciones a los mismos y ya en la tercera seccién mostramos ejemplos de computacién
con seudo-codigo. Ademds, hemos afiadido un apéndice con los archivos creados
con su correspondiente aplicacion para poder hacer uso del programa.
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Introduccion

Desde principios del siglo XX, en que H. Poincaré definiera ocho esferas homolégica-
mente equivalentes a la esfera usual, pero con distintos grupos de homotopia, la bisqueda
de invariantes mds finos que la homologia ha sido uno de los incentivos para el auge y
desarrollo de la Topologia Algebraica.

A mediados de los afios cincuenta, surge la Topologia Simplicial, que proporciona un en-
foque combinatorio a la Topologia. De hecho, los conjuntos simpliciales, originalmente
llamados complejos semi-simpliciales completos aparecen en 1950 en un articulo de S.
Eilenberg y J.A. Zilber [EZ50]. El enfoque combinatorio dado por el acercamiento sim-
plicial permite por otro lado formalizar cuestiones de tipo topolégico y crear algoritmos
que intenten solucionarlos de manera computacional. Otro aspecto importante son los fi-
brados que simplifican enormemente su estructura y pueden verse globalmente como un
producto cartesiano torcido F X, B de dos conjuntos simpliciales (la fibra F' y la base B).

La pieza fundamental para reducir la homologia de un producto cartesiano torcido como
en el caso anterior a la de un producto tensorial torcido (Teorema de Eilenberg—Zilber
torcido), es un tipo especial de equivalencia de homotopia, llamada contraccion. Es bi-
en conocido que todo conjunto simplicial puede describirse como un producto cartesiano
torcido de espacios “primos” (en homotopia), o espacios de Eilenberg-Mac Lane K (7, n)
que dependen de un grupo abeliano finitamente generado 7 y de un entero positivo n.

La herramienta clave en nuestro contexto, las contracciones [EM53] y la teoria que las
estudia, la Teoria de Perturbacion Homolégica, sugiere nuevas perspectivas y acercamien-
tos a problemas clasicos de la Topologia Algebraica y Algebra Homoldgica.

Desde finales de la década de los ochenta dicha teoria va tomando fuerza sobre todo a la
hora de abordar el cilculo en Algebra Homoldgica [Shi62, Bro67, GL89, Ser87, HK91,
Rea00].

Trabajos fundamentalmente de V.K.A.M. Gugenheim, L. Lambe y J.D. Stasheff [GL89,
GLS91], formalizando trabajos ya clasicos de W. Shih [Shi62] y R. Brown [Bro67], sien-
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VI Introduccion

tan las bases de la Teorfa de Perturbacién HomolSgica tal como la conocemos hoy.

El Lema de Perturbacién Basico [Shi62, GS86, GL89] garantiza que al perturbar la
diferencial del médulo de partida (bajo ciertas hipéStesis de nilpotencia), se puede definir
una nueva contracciéon donde los médulos graduados subyacentes no han sufrido varia-
ciones y sélo se modifican las diferenciales y los morfismos integrantes en la contrac-
cién. Es importante resefiar que dicho resultado proporciona las férmulas explicitas de
los nuevos morfismos, dando lugar a un proceso constructivo y algoritmico para la obten-
cién de los nuevos datos.

Posteriormente, esta técnica permite reenunciar los teoremas de E.H. Brown [Bro67] y
Eilenberg-Zilber torcido [EM54] en funcién de perturbaciones de las estructuras diferen-
ciales [Alv97], redescubrir las A, -estructuras como procesos de perturbacién de médulos
tensoriales [GLS91], interpretar estos procesos como construcciones de A,.-cocadenas,
etc.

A mediados de los afios sesenta, las nociones de A.-espacio y A.-dlgebra son introduci-
das por J.D. Stasheff [Sta63], donde esta dltima es la generalizacién de una estructura
multiplicativa salvo homotopia. El ejemplo fundamental que le inspira es el complejo de
cadenas asociado al espacio de lazos de un espacio topoldgico. A pesar de que el espacio
de lazos posee estructura de dlgebra al pasar al complejo de cadenas, el morfismo can-
didato a ser el producto no verifica la condicién de asociatividad, pero si la verifica salvo
homotopia.

En las dos décadas siguientes, se encuentran aplicaciones de las A, -estructuras rela-
cionadas con la teorfa de la homotopia [Ada78, BV73, May72]; donde su inico uso que-
da principalmente confinado a esta drea. Este hecho cambia drdsticamente a comienzos
de los afios 90 donde la relevancia de las A.-estructuras en dlgebra, geometria y fisica
matemdtica comienza a ser mas y mds importante [GJ90, Sta92]. Una influencia desta-
cable es la charla de M. Kontsevich [Kon94] en un Congreso Internacional en 1994, el
cual inspirado en un preprint de K. Fukaya [Fuk93], da una interpretacién (a modo de
conjetura) acerca de la posible equivalencia entre dos categorias trianguladas asociadas a
A -categorias.

Desde entonces, han sido muchos los enfoques que se han tomado para estudiar dichas
estructuras, a destacar la Teorfa de Operads [Mar92, HK91], la teoria basada en Permuta-
hedras desarrollada principalmente por S. Saneblidze y R. Umble [SU1, SU2, SU3, SU4],
junto con la ya mencionada Teoria de Perturbacién Homoldgica [Kad82, Kad87, JROI,
Jim03]. La importancia de esta tltima es que presenta una simplicidad en el tratamiento
de las A-estructuras: dada una A.-(co)dlgebra, existe una (co)dlgebra y una contraccién
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que inducen la estructura original de partida, y viceversa, dada una contraccion entre una

(co)dlgebra y un dg-mdédulo, éste hereda de modo natural una estructura de A,,-(co)alge-
bra.

Nuestro trabajo estd inspirado en éste dltimo punto de vista, el tratamiento de A -estruc-
turas haciendo uso de la Teorfa de Perturbacién Homolégica aplicada en particular a la
categoria de dlgebras y de codlgebras [Rea00].

Uno de los aspectos importantes a tratar es ver qué pasa cuando el complejo de cadenas
del espacio topoldgico de partida tiene estructura de dlgebra de Hopf. Si tenemos una
contraccién hacia un médulo, una pregunta que surge inmediatamente es ver cudl es la
estructura que hereda, dando lugar a la definicién de A, -dlgebra de Hopf.

Estas estructuras aparecen naturalmente en la Topologia Algebraica, como ejemplo, dado
un grupo simplicial conmutativo, se tiene que el complejo de cadenas asociado tiene es-
tructura de dlgebra de Hopf. Al estudiar la homologia del mismo y establecer una cadena
de contracciones entre el complejo de cadenas de partida y diversos complejos de cade-
nas “mds simples”, en lineas generales, dicha estructura se pierde, dando lugar a que el
mdédulo menor herede una estructura de A -dlgebra de Hopf.

El primer ejemplo que encontramos en la literatura a este respecto, es el estudio realizado
por H. Cartan [Car56] acerca de la estructura algebraica de la homologia de los espacios
de Eilenberg-Mac Lane, donde concluye que dicha homologia tiene estructura de dlgebra.

Teniendo en cuenta que el complejo de cadenas asociado a dichos espacios primos tiene
estructura de dlgebra de Hopf, al establecer una contraccién a un médulo menor, resulta
interesante preguntarse cuales son las operaciones que determinan la estructura inducida
en él.

Es desde esta perspectiva en que en este trabajo nos planteamos el estudio de tres aspec-
tos importantes de las A -estructuras: la herencia por producto tensorial, la definicién de
Aqo-dlgebra de Hopf, y la implementacién de un programa que determine las operaciones
en baja dimension de una A -estructura definida por una contraccion.

El capitulo dos, estd enteramente dedicado al anélisis de la A.,-estructura del producto
tensorial de dos dadas. En dicho capitulo, comenzamos estableciendo bajo qué condi-
ciones, dada una A, -estructura truncada (es decir, con un nimero finito de operaciones
distintas de cero) al perturbar la diferencial del médulo mayor del cual proviene, el
caricter de la misma sigue invariante, es decir, no aumenta ni disminuye el nimero de
operaciones involucradas.
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Seguidamente, analizamos las operaciones integrantes en el producto tensorial de dos Aq-
(co)élgebras, concluyendo que dichas operaciones estdn exclusivamente determinadas por
las operaciones de cada factor del producto tensorial.

En el capitulo tercero, desarrollamos la nocién de A.-dlgebra de Hopf desde el punto de
vista perturbativo. Para ello primero definimos un médulo tensorial asociado a una 4lge-
bra de Hopf, BC(H), el cual via perturbacién, induce en el médulo menor una estructura
de A-dlgebra, una estructura de A,-coalgebra, junto con operadores de homotopia de
orden superior.

Finalizamos el capitulo, definiendo una A,-dlgebra de Hopf como un médulo diferencial
graduado H, con una familia de operaciones {hi’j Y H  — HY,de grado i+ j — 3, de
modo que {h*'} : H' — H define una estructura de A.-dlgebra, {h'7} : H — H’
define una estructura de A.,-codlgebra y la extensi6n lineal de {h*/} al médulo tensorial
BC(H) define una diferencial.

Siguiendo con el estudio exhaustivo de la A-algebras de Hopf, el capitulo cuarto de esta
memoria estd dedicado exclusivamente a la extensi6n del trabajo realizado por H. Cartan,
con €l fin de determinar completamente la estructura algebraica de la homologia de los
espacios de Eilenberg-Mac Lane. De hecho, al restringir nuestro estudio al anillo base Z,
(con p un nimero primo), se obtiene que dicha homologia tiene una estructura de Ao-
codlgebra, dando lugar al primer ejemplo topoldgico de una A..-dlgebra de Hopf, cuya
familia de operaciones componentes estd estrechamente ligada con el nimero primo p.

Por dltimo, gracias a trabajos sobre Topologia Simpicial como los de S. Eilenberg junto
con S. Mac Lane, a mediados de los afios cincuenta del siglo pasado, con demostraciones

constructivas nos sugieren que la creacién de una Topologia Algebraica Efectiva es posi-
ble.

Por otro lado, la Teoria de Perturbacién Homol6gica garantiza algoritmos finitos a la hora
de calcular los morfismos integrantes en una contraccién definida por perturbacién, por lo
que teéricamente, las férmulas explicitas de los morfismos de la mayoria de los resultados
tedricos, se pueden obtener via el mundo computacional.

En este sentido, son varios los programas que intentan formalizar una plataforma in-
formatica bésica para el célculo en dlgebra Homolégica, de los cuales Kenzo proviene
directamente de la Teorfa de Perturbacién Homolégica. Este programa surge de la cola-
boracion F. Sergeraert-J. Rubio [Ser87, RS88, Ser94] a finales de los 80 y principios de los
90, y tiene como piezas claves la codificacién explicita del operador de homotopia SHI de
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la contraccidn clasica Eilenberg-Zilber y las cocadenas de torsién asociadas en el sentido
de Brown; y la reutilizacién continua de los datos que genera como salida, por medio de
una conveniente programacion funcional que explota las propiedades del lenguaje Lisp,
particularmente versatil en el tratamiento de listas.

Como aplicacién inmediata y muestra de la capacidad de calculo del lema de pertur-
bacién bdsico, el quinto capitulo estd dedicado a la implementacién de un médulo de
programacion afiadido a Kenzo que calcula A -estructuras, con los métodos ARAIA
(Algebra Reduction A-Infinity Algebra) y CRAIC (Coalgebra Reduction A-Infinity Coal-
gebra) [BS05], que consta de aproximadamente 2000 lineas de c6digo.

En dicho capitulo, también se muestran aspectos técnicos del médulo de programacion;
a destacar problemas de traslacién de objetos matemdticos al mundo computacional, para
posteriormente ilustrar las soluciones tedricas adoptadas [BerO6b]. Finalmente, se des-
criben mediante ejemplos didacticos las férmulas obtenidas experimentalmente de las
operaciones componentes en la estructura de A,-(co)dlgebra inducida por contraccién en
baja dimensidn.




Capitulo 1

Preliminares sobre Algebra Homologica
y Topologia Simplicial

En lo que sigue, trataremos los conceptos basicos necesarios para poder adentrarnos en
los resultados de la memoria de esta tesis.

La primera parte del capitulo estd dedicada al dlgebra homoldgica con textos de referencia
como [Mac95], [Mun74] y [Wei94].

En la segunda parte daremos algunas definiciones y resultados de la Topologia Simplicial;
a destacar entre las referencias [May67], [GJ99].

1.1. Fundamentos basicos de Algebra Homolégica
Supongamos que A es un anillo conmutativo con elemento unidad no nulo. En capitulos

posteriores restringiremos nuestro estudio al caso en que dicho anillo es Z, Z/pZ con p
primo (que a partir de ahora denotaremos por Z,) 6 Z localizado en p, Zy).

Definicion 1.1. Un mddulo (a izquierda) M sobre el anillo A es un grupo abeliano con
una operacién o : A x M — M con g(A, m) = Am, tal que

A+ X)m=Am+ Nm
Am +m') = dm + am/.

con \, N € Aym,m' € M.




2 Capitulo 1. Preliminares

De manera similar, se define un médulo a derecha. Salvo que pueda llevar a error no es-
pecificaremos si el médulo es a izquierda o a derecha.

Definicién 1.2. Dado f : M — M un morfismo de médulos, denotaremos la composicién
de f consigo mismo n-veces como f™. El morfismo identidad de M se denotard por 1.

Definicién 1.3. Una digebra A es un médulo dotado de dos morfismos, un producto aso-
ciativo ;4 : AQA — Ay unaunidad bilateral n : A — A, también llamada coaumentacién,
es decir, los siguientes diagramas son conmutativos

AQA®A A9AH A A<l AgA
T N
A®A—; A _A®A A

Definicion 1.4. Andlogamente, una codlgebra C es un médulo dotado de dos morfismos,
un coproducto asociativo A : ¢ — C' ® C y una counidad bilateral £ : C — A, que
también se llama aumentacién (con los diagramas conmutativos andlogos).

Definicién 1.5. Dado M un médulo, es un médulo graduado si M = @5 M,,, donde M,

nEz
son submoédulos de M para todo n € Z.

En particular, se dice que M es conexo si My = A.

Definicién 1.6. Dado m € M, se dice que m es un elemento homogéneo de grado n
cuando m € M, y en tal caso, denotaremos el grado como |m| = n.

Definicion 1.7. Dados M, N dos médulos graduados, f : M — N es un morfismo de
mddulos graduados de grado d si f es una familia de morfismos de médulos f = { f,, }n>0,
donde f, : M,, = N,q.

Definicion 1.8. Si M y N son dos médulos graduados, el producto tensorial M @ N
adquiere estructura de médulo graduado donde

(M@®N),= > (M,®N,).

ptrg=n

Denotaremos el médulo M® ™). @ M por M®", considerando M®° = A,
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Definicion 1.9. Si f : M — M’y g : N — N’ son morfismos de médulos graduados, €l
producto tensorial f ® g, adoptando la convencién de Koszul, viene definido por:

(f®9)(z®y) = (-)¥"f(z) ® g(y).

En particular, se tiene que
(f®g)(h@k) = (1) (fh & gk).

Ademds, si f : M® — M es un morfismo de médulos graduados y n es un entero
positivo, se define el morfismo

firl = Z 199 @ fo1%7 donde 1% = 14.
=0

Y en general, se puede definir el morfismo f [, @ M @ M®*, de modo que en
i>i k>1
grado n coincida con £, es decir, fl1|5;, = f.

Definicién 1.10. Dado M un médulo graduado y d : M — M un morfismo de médu-
los graduados, se dice que d es una diferencial (resp. codiferencial) si |d| = —1 (resp.
|d| = +1) y d® = 0. En particular, (M, d) se denomina dg-mddulo (resp. dg-comddulo).
Escribiremos d, en vez de d)y, .

Definicion 1.11. Un morfismo f : M — N es morfismo de dg-mddulos de grado 1, si
verifica que dy f = (—1)' fda.

Gracias a la segunda condicién impuesta en la definicién de diferencial (resp. codiferen-
cial), d> = 0, tenemos que Imd,,,; C Kerd,, (resp. Imd,, C Kerd,,,1) paran > 1,y por
tanto, podemos hablar del concepto de homologia (resp. cohomologia).

Definicion 1.12. Sea (M, d) un dg-médulo, la homologia de M se define como el médulo
graduado H, (M), donde H,(M) = Kerd, /Imd,+1.

Definiciéon 1.13. Sea M un dg-médulo. La suspensién de M, denotada por sM, es el dg-
médulo definido por sM,, .1 = M,, junto con la diferencial d;); = —ds. Andlogamente,
se define la desuspension de M como el dg-médulo, s™*M dado por s™' M, = My,
cuya diferencial, d,-1), también es —d ;.

Sif: M — N es un morfismo de dg-médulos de grado 4, se define el morfismo sf entre
los dg-médulos sM y sN como sf = (—1)¢f. Andlogamente, se define el morfismo ade-
cuado para la desuspension.
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Definicion 1.14. Sea M un dg-médulo. Una aumentacion (resp. coaumentacion), es un
morfismo de dg-médulos de grado cero:

§MM—*A

(resp.mar : A — M).

En el caso de dlgebras y codlgebras, coincidirdn con la counidad y unidad respectiva-
mente.

Definicién 1.15. Un mddulo diferencial graduado aumentado (M, dy, Epr, ) (dga-
mddulo) es un dg-médulo dotado de una aumentacién £y, y de una coaumentacién 7,
de modo que &7 o mpy = 14. Se dice conexo si como médulo graduado es conexo y su
aumentacion y coaumentacién son ambas la identidad del anillo base A.

Definicion 1.16. Dados dos dga-médulos M y N, se define el dga-médulo producto ten-
sorial, M ® N, como el dg-médulo producto tensorial junto con los morfismos:

dyen =dpy Q@ Iy + 1y R dy,
€M®N = §M ®§Na
NMeN = MM QNN -

Si M = N, podemos describir la diferencial del producto tensorial dpsenr = dE\Q,,].

Definicién 1.17. Sean M y N dga-mddulos. Se dice que f : M — N es un morfismo de
dga-mddulos si se verifican las identidades:

Evf=E&m, fnum=nn.

Podemos considerar el morfismo de dga-médulos que intercambia el orden en el producto
tensorial:

T M@N—->NQM
Ry — (-1)ely @ g

En particular, dados dos morfismos f : M — My g: N — N se tiene que

T(f®g) = (-1)V¥l(g@ f)T.

Definicién 1.18. Una dligebra diferencial graduada aumentada o dga-dlgebra, (A, 1),
es un dga-médulo A, que junto con el producto p tiene estructura de édlgebra. Se dice
conmutativa cuando y1" = p.
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Definicion 1.19. Sean (A, 1) una dga-dlgebray 6 : A — A un morfismo de médulos
graduados de grado —1. Se dice que § es una derivacion si du = p(l @5+ 6® 1)y
& =0.

Definicion 1.20. Andlogamente, una codlgebra diferencial graduada aumentada o dga-
codlgebra, (C, A), es un dga-médulo C, que junto con el coproducto A tiene estructura
de codlgebra. Se dice coconmutativa cuando TA = A,

Definicién 1.21. Sean (C, A) una dga-codlgebray § : C — C un morfismo de médulos
graduados de grado —1. Se dice que § es una coderivacion si Ad = (15 + 0 ® 1)Ay
£ =0.

Definicién 1.22. Dadas (A, ua) y (A’, par) dos dga-dlgebras (resp. (C, Ac) y (C, Acr)
dga-codlgebras), se define la dga-dlgebra producto tensorial A® A’ como el dga-médulo
subyacente junto con el morfismo de grado cero

Paga = (pa @ pa)(la®T & 1a)
(resp. Acger = (le @ T @ 1or)(Ac ® Acr)).

Una nocién que adna las definiciones de dlgebra y de codlgebra es la de dlgebra de Hopf.

Definicion 1.23. A es una dlgebra de Hopf diferencial graduada aumentada o dga-dlge-

bra de Hopf si tiene estructura de dga-dlgebra, de dga-codlgebra y verifica la condicion
de Hopf,

Ap=wpen(leTel)(A®A).

Con esta nocidn, se trata de imponer que, si consideramos A como dga-élgebra, el co-
producto A sea un morfismo de dga-algebras, y reciprocamente, si consideramos A como
dga-codlgebra, 1 sea un morfismo de dga-coélgebras.

Como ejemplos a destacar, tenemos cuatro tipos de algebras de Hopf, las cuales van a
tener una importancia relevante a lo largo de los demads capitulos:

» El digebra exterior E(u,2n + 1): es la dga-dlgebra libre generada por 1 de grado 0
y u de grado 2n + 1, con u? = 0, y diferencial nula. El coproducto viene dado por:

A:E(u,2n+1) — E(u,2n + 1)®FE(u,2n + 1)
u—u®l+1Qu.

= El dlgebra polinomial P(u,n), es el dlgebra libre generada por u, también denotada
por A[u], donde u tiene grado n, la diferencial nula y el producto u'u/ = u**.
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» El dlgebra polinomial modificada T'(u,2n): es la dga-dlgebra libre generada por
1=y(u),u="m(u),...,7w)...,con|y(u)| = 2kn, diferencial nula y produc-
to dado por

_ (k+h)!

Y (w)yn(u) = W%«M(U)-

El coproducto se define como
A T(u,2n) — I'(u,2n) @ I'(u, 2n)
W) = D vilu) ® 5(w).

i+j=k

= Sidenotamos por P(u, 2n) el dlgebra polinomial generada por €l elemento u de gra-
do 2n, se define la dga-dlgebra truncada Q,(u, 2n) como el cociente de P(u,2n)
por el ideal (u?), donde la diferencial es nula.

Otro ejemplo de dlgebra o codlgebra nos lo da el médulo tensorial, que se define a con-
tinuacién.

Definicion 1.24. Dado M un dg-médulo, podemos construir el dga-mddulo tensorial de
M, T(M), como:

TM)=PM*"=AoMoMeM)e(MOMOM)®- -

n>0

Un elemento del tipo a; ®- - -®a,, se dice homogéneo si cada a; es un elemento homogéneo
de M.
La graduacion tensorial de T'(M), | |;, estd definida por la expresion:

n
]a1 & ®an|t = Z|al|
=1

La diferencial tensorial, d, : T(M) — T (M) viene dada sobre elementos homogéneos
por el morfismo d! ], de modo que en grado n

n

(d)nlar ® -+ Qay) = Z(_l)lalH...HaHIal ® - @da)® - ® an.

i=1

La aumentacién y la coaumentacién son la proyeccién e inclusién de A en T'(M ) respec-
tivamente.

Es mds, se puede definir sobre T'(M ) un producto 1 y un coproducto A, de modo que:
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» El producto de 7'(M) actiia por yuxtaposicién sobre elementos homogéneos:
pa1®  Qan) @ (A1 @ @ Gnip)) =1 @ -+ Q Gngp
que se extiende por linealidad. En general, no es conmutativo.

= El coproducto de T'(M) viene dado por:

n

A(a1®...®an):Z(a1®...®ai)®(ai+l®...®an)'

=0

Tanto el producto como el coproducto son morfismos de dga-médulos asociativos que ad-
miten por unidad a 77 y por counidad a & respectivamente, por lo que tenemos en el médulo
tensorial estructuras de dga-dlgebra y de dga-codlgebra. Ninguna de las dos estructuras
verifica la condicién de Hopf, por lo que nos referiremos a ellos por 7%(M) y T¢(M)
respectivamente.

Todo morfismo de dg-médulos f : M — N induce un morfismo T'(f) : T(M) — T(N)
de dga-médulos que actia sobre elementos homogéneos como

T(f a1 ® - ®an) = f" (a1 ® - @an).

Introduzcamos ahora la nocién de construccién bar de una dga-élgebra dada A, denotada
por B(A).

Definicién 1.25. Dada A una dga-édlgebra, se define la construccién bar de A como la
dga-codlgebra que procede del médulo tensorial de 7¢(s(A)),

(F(A)’ dFa A_B—v fﬁa 77]?) = (TC(S(A))a dt + dsa AT: §T7 nT)

Dado un elemento s(a;) ® -+ ® s(a,) € B(A), lo denotaremos por [ai]...|as]. Se
dird homogéneo si para todo 1 < i < n, a; es homogéneo. Denotaremos por [ = 1 € A.

La diferencial total dz es la suma de las diferenciales simplicial

dsla] -+ |an) = i(—l)ei [ag] ... |malai, aip1)| - - - |an]+

+E(a)lag| - -~ |an] + (=1)¢(an)lar] - - - |an-1]

y tensorial
n—1

difar]. - |an) = = D (=1 aa| -+ |d(as)] - |as]

i=1
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dondee; =i+ |ag| + -+ + |ail.

El grado simplicial de un elemento se define como
lar] ... lanlls = m,
y ¢l grado de un elemento
|[o1] - -Jan]l = l[aa] . - an]|¢ + n.
El coproducto es el del médulo tensorial

A5+ B(4)  B(4) 8 B(4)
[aa] -- ian]*Z[all Jai] @ [ainl - - [an].

En particular, ambas diferenciales son coderivaciones con respecto al coproducto.

Definicién 1.26. Dados p y ¢ no negativos y no nulos a la vez, un (p, q)-shuffle es una

permutacion 7 de los p + g — 1 primeros enteros, {0,1,...,p + ¢ — 1}, de modo que
m(i) <7(j), sti<j<p-16p<i<j<p+q-1.

Si definimos por

a=n(i—1),i=1,....,p; Bi=nlp+ji-1),7=1,...,q,

denotaremos cada (p, g)-shuffle por un par («, 3), en referencia a las sucesiones {;}; y
{B;};. La signatura del shuffle («, 3) es

P

sgla, B) = 3 (a5 — (i = 1)),

=1

Asi pues, en caso de que A sea una dga-dlgebra conmutativa, B (A) hereda la estructura
de dga-algebra de Hopf gracias al producto shuffle x : B(A) ® B(A) — B(A), definido
por

[a1] -+ - |am]  [ba] Z( 1)@ er |- enpanl,
donde la suma estd definida para todos los 7 € {(m,n) — shuffles}.

La homologia de una dga-adlgebra A considerada como dg-mdédulo se conoce como 0-
homologia de A, la cual no tiene en cuenta la estructura multiplicativa subyacente de A.
Asi pues, dado que el producto de A interviene en la diferencial de la construccién bar
B(A), se define la 1-homologia de A como la homologia de la construccién bar asociada.
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Definicién 1.27. Dada B(A) la construccién bar de A, definimos la construccion bar
normalizada By(A) como el cociente

= _ B4
B =SBy

donde s(B(A)) es el subconjunto de elementos de B(A) degenerados, es decir, aquellos
de la forma [a;|- - - |as|1| - - - |a,] con 1 la unidad del dlgebra.

En particular, By(A) es una dga-codlgebra cuyas graduacién, diferencial y coproducto
son las inducidas por las de la construccién bar.

Como veremos més en detalle en el siguiente capitulo, existe una construccién dual, la
construccion cobar )(C), la cual dada C' una dga-codlgebra le asocia una dga-dlgebra.

Pasemos ahora a la Teoria de la Perturbacién Homoldgica. La herramienta clave de esta
teoria es la contraccion entre dg-médulos, la cual nos permite relacionar un dg-médulo
con otro de menor nimero de generadores en cada grado, es decir, “menor”, de modo que
se preserve su homologia.

Mais adelante, veremos bajo qué condiciones, si tenemos dga-dlgebras en vez de dga-
modulos, podemos preservar la estructura multiplicativa dada via contracciones.

Definicion 1.28. Dados N y M dga-médulos, una contraccion r es una 5-tupla

r: {N,M,f,g,¢}, donde f : N — M (proyeccion)y g : M — N (inclusién) son
morfismos de dga-médulos de grado cero, ¢ : N — N es un morfismo de grado +1
(operador de homotopia) verificandose las relaciones:

fg=1 ¢d+déo+gf=1 ¢9=0, f¢=0, ¢¢=0.

N se suele llamar dg-médulo mayor y M dg-médulo menor. En particular, N se puede
descomponer como una suma directa N = M & D, donde D es aciclico, por lo que las
homologias de N y M coinciden. A veces denotaremos dicha contraccién por N = M.

A continuacién, presentamos varios ejemplos simples de contracciones
» La contraccion trivial de un dga-médulo N, 7 : {N, N, 1y, 1n,0}.

= La iso-contraccion, que se define a partir de un isomorfismo de dga-médulos,
f:N—-Mr:{N,M,f 10}
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Ademds, con respecto a las operaciones bésicas del dlgebra homolGgica, dadas dos
contracciones 71 : { Ny, My, f1, 91,91} y 7o : {No, Ma, fo, ga, $2}, se puede definir
de modo natural

s la contraccién suspension s(ry) : {s(N1), s(M1), s(f1), s(g1), s(¢1)};

s la contraccion & : {ker&n,, keréu,, f1,91,¢1}; donde, abusando de la notacion,
f1, g1y ¢1 representan las restricciones de los morfismos correspondientes;

= en caso de que My, = Ny, la contraccion composicion
ror1 - {N1, Ma, faf1, 9192, 61 + q102f1};
» la contraccion producto tensorial,

r1®7ry: {N1® No, M1 @ Ma, f1 ® f2,91 ® g2, 1 ® gafa + 1y, ® ¢2};

la generalizacion de la contraccion producto tensorial,
T {NEn MO, fOn, 6B, g},

donde el operador de homotopia ¢!I"" est4 definido como:

n—1
d)[r,n] - Z ¢[r,n,i],
=0
ol = 1% @ ¢ ® (9f)* Y.

En el caso ¢ = 0, se entiende que 15° = 14, e igualmente, sii = n — 1,
(gf)2r= = (gf)®0 = 1a.

Estudiemos ahora el caso de contracciones de dga-4lgebras, clasificdndolas dependiendo
de la compatibilidad con las estructuras multiplicativas subyacentes (ver [Rea00]).

Definicién 1.29. Sean A, A’ dga-dlgebras (resp. dga-codlgebras) y r una contraccién de
dga-médulos. El operador de homotopia ¢ es una homotopia de dlgebras

1ad® = gua  (resp.Aag = ¢®IAY),

donde ® =1 ®@ ¢+ ¢ ® gf.
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Un modo sencillo de ver que un operador de homotopia no es una homotopia de dlgebras
es el siguiente lema:

Lema 1.1. [Rea00] Dadar : {A, A, f, g, ¢} una contraccion de dlgebras, si la composi-
cion
duad™ #£0,

entonces ¢ no es una homotopia de dlgebras.
Definicién 1.30. Sean A, A’ dga-algebras y r una contraccién de dga-mdédulos.

» El operador de homotopia ¢ es una cuasi-homotopia de dlgebras si verifica las
relaciones

Ppa(@®@n¢) =0, Bualg@rd)=0, ¢ua(¢®srg)=0.
= La proyeccién f es una cuasi-proyeccion de dlgebras si verifica las relaciones

fra(@@a¢) =0, fualg®@ngd)=0, fra(¢®ag)=0.

Nota: Observar que el producto de A’ no interviene en las definiciones anteriores.
Definicion 1.31. Se dice que r es:

= una contraccion de dlgebras completa si f y g son morfismos de dga-dlgebras y ¢
es una homotopia de dlgebras;

» una contraccion de dlgebras casi-completa si f y g son morfismos de dga-dlgebras
y ¢ es una cuasi-homotopia de dlgebras;

» una contraccion de dlgebras semi-completa si f es una cuasi-proyeccion de alge-
bras, g es un morfismo de dga-dlgebras y ¢ es una cuasi-homotopia de dlgebras.

De hecho, se tiene que contraccién de dlgebras

| completa = casi-completa = semi-completa.J

En general, los reciprocos no son ciertos, para ver ejemplos de contracciones semi-com-
pletas que no son casi-completas y contracciones casi-completas que no son completas
ver [GLS91], [EM54] y [Rea00].

Andlogamente, se puede hablar de contracciones de dga-codlgebras dependiendo de la
compatibilidad entre la contraccién y las estructuras comultiplicativas subyacentes.
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Definicion 1.32. Sean C, C’ dga-coélgebras y r una contraccién de dga-médulos.

» El operador de homotopia ¢ es una cuasi-homotopia de codlgebras si verifica las
relaciones

(f®0)Acd =0, (6R@¢)Acd=0; (6® f)Acs=0.
» Lainyeccidn g es una cuasi-inyeccion de codlgebras si verifica las relaciones

(f®P)Acg=0; (pR¢)Acg=0; (¢& f)Acg=0.

Nota: Observar que el coproducto de C” no interviene en las definiciones anteriores.

Definicion 1.33. Se dice que r es:

= una contraccion de codlgebras completa si f y g son morfismos de dga-coalgebras
y ¢ es una homotopia de codlgebras;

= una contraccion de codlgebras casi-completa si f y g son morfismos de dga-codlge-
bras y ¢ es una cuasi-homotopia de codlgebras;

= una contraccion de codlgebras semi-completa si g es una cuasi-inyeccién de codlge-
bras, f es un morfismo de dga-codlgebras y ¢ es una cuasi-homotopia de codlge-
bras.

Introduzcamos ahora el concepto de perturbacién, para posteriormente enunciar el resul-
tado principal de esta teorfa: el Lema de Perturbacién Bésico. Una vez introducido dicho
lema, veremos qué tipos de contracciones se preservan por perturbacién y cudles trans-
fieren las estructuras multiplicativas de la dga-dlgebra mayor adecuadamente.

Definicién 1.34. Dado N un dga-médulo, una perturbacion de N es un morfismo de
médulos graduados 6 : N — N de grado —1, tal que (d 4 6)? = 0y &6 = 0.

Definicién 1.35. Dado N un dga-méduloy f : N — N un morfismo, se dice que f es
puntualmente nilpotente si para todo z € N, existe n,, € N tal que f"=(z) = 0.

Definicion 1.36. Un dato de perturbacion de la contraccién r : {N, M, f,g,$} es una
perturbacidn del dga-médulo N, tal que ¢d es puntualmente nilpotente.
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Teorema 1.2. [Bro67][Lema de Perturbacién Bdsico. BPL] Seanr : {N, M, f, g, ¢} una
contracciony 6 : N — N un dato de perturbacion de r. Entonces, se puede definir una
nueva contraccion

rs : {(N,dn +6), (M,dy + ds), f5, 95, b5}
donde:

[ é 8 [
ds=[8Y 9, fs=F1-6Y_0), s=.9 5= ¢

Yy Zf = Zizo(_l)i(¢5)i =1~ 0+ pd¢d — -+ + (=1)"(¢d)" + -+~
Corolario 1.3. En las condiciones del teorema anterior:

» Si f verifica que fo¢ = 0, entonces fs = fyds = fdg.

= Si g verifica que $p6g = 0, se tiene que gs = gy ds = fég.

Igualmente se puede establecer un lema reciproco, en el que se modifica la diferencial del
dga-médulo pequefio, obteniéndose una nueva contraccién.

Teorema 1.4 (Lema de Perturbacién Inverso. IPL). Sean r : {N, M, f, g, ¢} una con-
tracciony § : M — M una perturbacion de M. Entonces, se puede definir una nueva
contraccion

Ts: {(NadN+d5)7(MadM+6))f797¢}

donde el unico morfismo que cambia es la diferencial del dg-médulo N, la cual viene
dada por la férmula ds = gd f.

En [GLS91] se prueba que dadas una contraccién de algebras completa r y un dato de
perturbacién de dlgebras § de r, la contraccién resultante es una contraccién de dlgebras
completa.

Ademas, para el caso de una contraccién de dlgebras casi-completa o semi-completa se
tiene que al perturbarla como minimo es una contraccién de dlgebras semi-completa, es
decir:

» Las contracciones de dlgebras completas se preservan por perturbacion, mientras
que la composicion y producto tensorial de este tipo de contracciones dan lugar a
contracciones semi-completas.

= Las contracciones de dlgebras casi-completas se preservan bajo composicién y pro-
ducto tensorial, pero la perturbacion degenera en contraccién semi-completa.
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= Las contracciones de dlgebras semi-completas se preservan por composicién, pro-
ducto tensorial y perturbacién.

Una propiedad importante a destacar, es que dada una contraccion de dga-algebras semi-
completa, el producto de la dga-algebra menor estd dado por la férmula pa = fra9%?,

r semi-completa = pa = fuag®?.

Por lo que en capitulos posteriores estaremos interesados en estudiar el tipo de contrac-
cién con el fin de ver la transferencia de las estructuras subyacentes.

1.2. Nociones de Topologia Simplicial

Después de establecer las nociones bdsicas de dlgebra homolGgica necesarias, podemos
adentrarnos en la Topologfa Simplicial con el fin de poder describir espacios topoldgicos
con la ayuda de modelos combinatorios coherentes. Para ello, expondremos una serie de
definiciones y resultados.

Definicién 1.37. Dado K un conjunto, es un conjunto simplicial si K = { K, },>0, donde
K, son conjuntos y de modo que para todo n existen

» operadores cara d] : K,, - K, _1,0<i<n,

» operadores degeneracion s} : K, — K,.1, 0 < i < n, verificando las relaciones
simpliciales:

[ 61'(53' = 53’—161' sit < 7

® 5;8; = 58418, 811 < J;

Sj—léi sii < 7
L 5i8j = 1k, = i+15; sii = j;
ijsi_l sii > _] + 1.

Los elementos de K, se llaman n-simplices. Ademads se dice que z es un simplice dege-
nerado si x = s;z, para algin simplice z y operador de degeneracién s;; en caso contrario
se dice que z es no degenerado.

Definicién 1.38. Un conjunto simplicial K es reducido si tiene un tinico simplice en K.
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Definicion 1.39. Como ejemplo, sea X un espacio topolégico, se define el conjunto sim-
plicial singular de X, S(X), como el conjunto simplicial formado por los conjuntos de
n-simplices singulares
Sn(X) = {f :|A"| — X continuas}
y las aplicaciones cara y degeneracién (0 < ¢ < n) siguientes
8i(f(z)) = fleix))
si(f(z)) = f(di(2)).
Definicion 1.40. Un morfismo simplicial f : K — L entre dos conjuntos simpliciales es
una familia de aplicaciones {f, : K, — L,},>0 las cuales conmutan con los operadores
cara y degeneracion, i.e.,
fobsi = 0ifqr1, 0ZL4<q, Vg 2> 0;
Josi=8ifq-1, 0<i<gq, Vg 2>0.

Definicion 1.41. Un punto base x de K es el subconjunto simplicial formado por un
elemento de K, «, y todas sus degeneraciones.

Cuando no haya lugar a dudas, identificaremos el punto base con el elemento x de K.

Definicién 1.42. Un conjunto simplicial con punto base es un par (K, x), donde K es un
conjunto simplicial y x es un punto base de K.

Definicion 1.43. Sea K un conjunto simplicial. Se define el A-mddulo libre generado por
K como el A-médulo simplicial

[AK], = A[Ky] = { Z ax : x € K,,a, = 0 para casi todo m}

az€EA

donde los operadores cara y degeneracién son los morfismos de A-médulos inducidos por
los operadores cara y degeneracién de K.

Definicion 1.44. [May67] Sea K un conjunto simplicial. Se define el complejo de cadenas
asociado a K, C,(K), como el dg-médulo (A[K], d)

-2

...... AK, I MK, Z AR, 5 2 AR, 2 MK

0" : AK,, — AK, 4

n

(> aex) =Y (=1)'67()_ agx).

=0
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Definicion 1.45. La homologia de K, H(K) se define como
H,.(K) = H,(C.(K)), ¥n>0.

Si (K, *) es un conjunto simplicial con punto base, entonces C,(K) es un dga-médulo
donde la aumentacidn esta definida por

1 siz € Ky,
0 en otro caso.

§e() = {

y la coaumentacién estd definida por 7y (1) = *.

Definicién 1.46. Sean K un A-mddulo simplicial y sK el submédulo generado por todos
los simplices degenerados. Entonces, se verifica que

dn($K)n C (sK)p-1,

(K/sK,d) es un dga-mddulo, el cual se denomina submédulo normalizado de K, deno-
tado por K.

Definicién 1.47. Dado K un conjunto simplicial, se llama complejo de cadenas norma-
lizado de K, CY¥ (K, al normalizado del A-médulo simplicial C, (K).

La homologia de K se puede calcular indistintamente tanto a partir del complejo de ca-
denas C,(K') como del complejo de cadenas normalizado CV (K).

Definicion 1.48. Dados los conjuntos simpliciales K y L, el producto cartesiano, K x L,
es el conjunto simplicial (K x L), = K, X L, con

(Si(l', y) = (6iK$7 51[,3/)) Si(.’I}, y) = (Sin7 S'iLy)'

Definicion 1.49. Analogamente, se define el producto tensorial de los complejos de ca-
denas asociados, C,(K) ® C,(L), como el dg-médulo graduado

(CUE)© CuL)r = Y Cp(K) ® Cy(L)
pg=r
con diferencial definida por

d(kp, lq) = dep ® Uy + (—1)pkp ®drl,.

Definicién 1.50. Sean K y K’ dos médulos simpliciales aumentados. Entonces, se puede
definir
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= los morfismos de dg-médulos de grado cero

o ¢l operador de Alexander-Whitney

aw: (K x K')y - Ky @ Ky

W (Tn, Yn) = D i1+ Ontn O B0 - - Dic1Yn;
=0

e operador de Eilenberg-Mac Lane

eml: Ky @ Kiy — (K x K')y,

eml(z, ®a yq) = Z (=1)7@B) (s, ... 85,Tp, Sap - - - S Ya)-
(c,8)e{(p,q)—shuf fles}

= El morfismo de grado +1, el operador de homotopia de Shi

shi: (K x K')y — (K x K')n
shi(Zn, Yn) =

Z(_1)n_p_q+sg(a’ﬂ)(Sﬂq+n-p—q - 8p14n-p-gSn—p-q-10n—q+1 - - - OnTn,

Sapi1+n—p—g - - - Sar+n-p—qOn—p—q - - - On—g-1Yn);
donde la suma estd considerada para todos los indices
0<¢g<n-1,0<p<n—q—1,
donde (o, B) € {(p + 1, q) — shuffles} y sg(c, 8) = > [ — (i — 1)].
Teorema 1.5. [EM54] En las condiciones anteriores, la 5-tupla
EZgx  {(K x K')n, Ky ® Ky, awg k1, emli k1, shix k' }
es una contraccion.

Teorema 1.6. [EM54][Teorema de Eilenberg-Zilber] Sean X y Y dos conjuntos simpli-
ciales. Entonces, la 5-tupla

EZc,x)c.v) : {C{X xY),C(X) ® CuY), aw, eml, shi}

define una contraccion.
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Es importante destacar que las contracciones obtenidas en los dos tltimos teoremas son
contracciones de dlgebras semi-completas en el caso de tener grupos simpliciales, en vez
de conjuntos simpliciales (ver [Alv97]), donde la estructura multiplicativa viene dada en
funcién del morfismo de Eilenberg-Mac Lane.

Definicion 1.51. Dado K un conjunto simplicial, el coproducto de Alexander-Whitney
Ak : CY(K) — CY¥(K) ® CN(K) se define como la composicién de la aplicacién
diagonal C¥ (K) — CN(K) x CN(K) y el operador de Alexander-Whitney aw,

Ag(z,) = Z Oit1°+ Ontn ®p Oy -+ Oi—1Zn-
=0

Ademds, si K es un conjunto simplicial con punto base, el coproducto de Alexander-
Whitney convierte a C¥ (K') en una dga-coélgebra.

Definicién 1.52. Si G es un grupo simplicial, se define el producto de Eilenberg-Mac
Lane

ne: G (G) @ CY(G") — CY(G)
como la composicién del operador de Eilenberg-Mac Lane em! junto con el morfismo de
dg-mdédulos inducido por el producto de G, o : CN(G x G) — CN(G).
pe(Zp, yq) = 2 (—1)7 P sg ... 85,Tp 0 Say - - - SayYq-
(a,8)€{(p,q)~shuf fles}

El producto de Eilenberg-Mac Lane convierte a C¥ (G) en una dga-dlgebra, que es con-
mutativa, si GG lo es.

Veamos una nocién dual a la de conjunto simplicial que utilizaremos més adelante en
diversas construcciones algebraicas.

Definicion 1.53. [GJ99] Dado K un conjunto, es un conjunto cosimplicial si K = {Kn}n>o0
donde K, son conjuntos y para todo n existen

» operadores cocara d' : K,_, — K,,0<i<mn,

» operadores codegeneracion s' : K,y — K,, 0 < i < n, satisfaciendo las rela-
ciones:

o ¥d =didilsii<j.

o sis"=glgitlsii < 5.
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disi—! sii < j;
o sid' = 1k, = §7d*! sii=j;
&gl sii> )+ L.

Definicién 1.54. Dados K y L conjuntos cosimpliciales, se define el producto cartesiano,
K x L, como el conjunto cosimplicial (K x L), = K,, X L,, donde los operadores cocara
y codegeneracién vienen dados por

di(k x 1) = di(k) x di(l); si(k x 1) = s'(k) x s*(0).

Definicién 1.55. Dados K un conjunto cosimplicial y A un anillo, se define el A-mddulo
cosimplicial generado por K como

(A[K])n = AIK,]
cuya codiferencial es el morfismo de grado +1, determinado por los operadores cocara

d := {d,}n>0, donde
dy : A[K],, = A[K]py1
n+1

dn =Y (-1)d

=0

A partir de ahora, denotaremos al complejo de cocadenas asociado (A[K], d) por C*(K).
AR S ALK ARy 5 AR s S

Definicion 1.56. [GJ99] El complejo de cocadenas normalizado, Cy(K) es el médulo
graduado libre generado en cada grado por

N,K = A[K*Nkers®N---Nkers®™.

Definiciéon 1.57. Dados (C,d¢) y (D, dp) dos complejos de cocadenas, se define una
contraccién entre ellas, v, como la 5-tupla {C, D, f, g, ¢} donde f, g son morfismos de
grado cero, ¢ : (C,d¢) — (C,d¢) es un morfismo de grado —1; verificdndose las rela-
ciones:

fg:1D7 f¢205 d)g:O) ¢2:07 ¢dC+dC¢+gf=1C'



Capitulo 2

Estudio y control de A .-estructuras

El origen de las A -dlgebras surge como generalizacion de la falta de asociatividad en-
contrada por J. D. Stasheff (ver [Sta63]) en un morfismo candidato a ser el producto del
espacio de lazos de un espacio topolédgico.

Ejemplo 2.1. Sea (X, *) un espacio topolGgico con punto base y sea Q2.X el espacio de
lazos de X: un punto de QX es una aplicacién continua f : S' — X, llevando el punto
base de la circunferencia en el punto base de X, *.

Kjl
Si consideramos como multiplicacién

ot QX x QX — QX
(flaf?) - fl*f27

donde * es el producto de caminos usual

{42 NO €s asociativo, pero si asociativo salvo homotopia

(fr* f2) * [ fix(fox f3)

N
fa A

3

Lo que nos lleva autométicamente a que el complejo de cadenas asociado no tenga estruc-

21
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tura de algebra “en modo estricto”.

De hecho, muestra que al considerar el complejo de cadenas de dicho espacio topoldgico,
el morfismo inducido p2 no es asociativo a pesar de ser compatible con diferencial d
(dpa = pa(d ® 1+ 1 ® d)) y tener grado cero, pero si que es asociativo salvo homotopia
Us, 3 : M®3 — M, es decir, verifica la ecuacidn

p3d + dps = po(pe ® 1) — pa(l ® po).

Asi pues, esta nocién da lugar en los afios sesenta, a la definicién de una A,-dlgebra, la
cual podriamos describir a grandes rasgos como un dg-médulo M junto con una familia
de operaciones y; : M® — M, i > 2, las cuales verifican la propiedad generalizada de
ser “asociativas salvo homotopia”.

Desde entonces, diversos trabajos han dado respuestas parciales sobre la naturaleza de
tales objetos, tanto desde el punto de vista de la Teoria de Perturbacién, como desde
la Teoria de Operads, sin olvidar el enfoque totalmente novedoso de R. Umble y S.
Saneblidze gracias a la nocién de Permutahedra, en el cual se estudia en profundidad
la definicién de A,-4lgebra de Hopf.

Nuestro objetivo en este capitulo es mostrar cémo controlar la naturaleza de dichos ob-
jetos haciendo uso exclusivo de la Teoria de Perturbacién. Gracias a la dualidad en la
definicion y en las propiedades de las A -dlgebras y de las A,.-codlgebras, nos referire-
mos a ellas de modo genérico como A.-estructuras.

Asi pues, mostraremos a continuacién algunas nociones bdsicas, al igual que teoremas y
comentarios clarificadores al respecto, para luego adentrarnos en resultados méas potentes
que nos permitan afiadir informacién, hasta ahora no conocida.

De hecho, como resultados importantes queremos mencionar un teorema dual al de la
contraccién Bar, al igual que diversos teoremas que nos garantizan que el producto tenso-
rial de A-estructuras con estructuras no afecta a la naturaleza de las primeras, es decir,
las operaciones no nulas siguen siendo las de partida y no aparece ninguna més.

2.1. Propiedades principales

Veamos pues en esta seccién algunos aspectos bdsicos de las A, -estructuras.

Definicién 2.1. Una A -dlgebra (resp. Ao.-codlgebra) es un médulo graduado A (resp.
C), dotado de una familia de operaciones de médulos graduados ; : A% — A (resp.
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A; : C — C®), de grado i — 2, las cuales satisfacen para todo ¢ > 1 las relaciones:

1 11—
Z z:(—1)n+k+nk,ui—mr1(1’c R py ® 18777k = 0,

n=1 k=0

(resp. Z %(_1)%“%(1@@‘%* ® Ap ® 1M Ai_ny1 =0.)
n=1 k=0
Si inspeccionamos la férmula anterior en bajo nivel obtenemos la siguiente interpretacion
» uip1 = 0 = py es una diferencial.
w pypo = o ® 1+ 1 ® ), es decir, g es compatible con la diferencial.
s @+ 1@+ 1@ ®1) + papis = po(pe @ 1 — 1 ® paa).

A. Prouté muestra en su tesis [Pro84] que la siguiente definicién es equivalente a la ante-
rior:

Definicion 2.2. Una A.-dlgebra es un médulo graduado junto con una aplicacién lineal
m : T(sM) — M, tal que el morfismo d = —(s(mT(s™1)))!! hace de T'(s(M)) una
dga-codlgebra.

(T(s(M)),d + d,) se conoce como la construccion Bar Tilde de M, B(M), definida por
J. D. Stasheff en [Sta63], 1a cual coincide como médulo graduado con la construccién Bar.

En particular, desde el punto de vista de la Teoria de la Perturbaciéon podemos identificar
una A.-estructura con una contraccién gracias a los siguientes resultados que pasamos a
enunciar a continuacion.

= Dada una contraccién de una estructura a un dg-médulo, el dg-médulo menor here-
da una A, -estructura.

Teorema 2.1. [GLS91] Dados A una dg-dlgebra conexa, con producto i, M un
dg-méduloy r : {A, M, f,g,$} una contraccion entre ellos, M adquiere una es-
tructura de Ay.-dlgebra inducida por la contraccion r dada por la férmula

U = (—1)("“1)f,u[1]¢[®2] e ¢[®(""1)]u{"_1]g®",

donde

o
—

/L[k] — (_1)i—11®i ® i ® 1®k—i-—1'

.
i
=)
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Teorema 2.2. [GLS91] Dados C una dg-codlgebra simplemente conexa, con co-
producto A, M un dg-médulo y r : {C, M, f, g, ¢} una contraccion de dga-médu-
los, el dg-mddulo M adquiere una estructura de A-codlgebra inducida por la
contraccion r dada por la férmula

An - (_1)[n/2]+n+1f®nA[n]¢[®(n—l)] L ¢®2A[2]g,

donde
k—2

Al — Z(~1)i1®i QA ® 1%k-1-2,

1=0

Andlogamente, dada una A -estructura existe una contraccién y una estructura que
la inducen.

Teorema 2.3. [Jim03] A es una A..-dlgebra si y sélo si existe una contraccion
r: {A A, f,g,¢}, de una dga-dlgebra conexa A' al dga-mddulo A, tal que la
aplicacion del “tensor trick” a la contraccion r, da como resultado la estructura
de A.-dlgebra original.

Teorema 2.4. [Jim03] C es una A.,-codlgebra siy sélo si existe una contraccion
r: {C",C, f,g,¢}, de una dga-codlgebra conexa C' al dga-médulo C, tal que la
aplicacion del “tensor trick” a la contraccion r, da como resultado la estructura
de A.-codlgebra original.

En particular, en las demostraciones de los teoremas anteriores, se prueba que la
dga-dlgebra que induce la A.,-4lgebra en M es QB(M), donde ) es la construc-
cién cobar definida en la siguiente seccién y la dga-codlgebra que induce la Aoo-
codlgebraen M es B Q(M ). Ademas, cualquier dlgebra que induzca la A,.-dlgebra
de partida en M es homotGpicamente equivalente como dlgebra a QB(M ).

También es importante destacar una compatibilidad en la transferencia de estruc-
turas al establecer una contraccidn entre la construccién Bar y la construccién Bar
Tilde, explicitamente

Teorema 2.5. [Rea00] Sea r : {A, M, f, g, ¢} una contraccién donde A es una
dga-dlgebra conmutativa y M un dg-mddulo conexo. Entonces

B(r) : {B(4), B(M), B(f), B(9), B(¢)}

es una contraccion de dlgebras semi-completa.

De hecho, la contraccién de salida es la que dota a M de la estructura de Ao-
algebra, heredada mediante r de la dga-dlgebra A.
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Por tanto, como ya hemos mencionado con anterioridad, para nosotros es equivalente
hablar de A -estructuras o de contracciones en las que el dg-mddulo mayor es una es-
tructura.

En casos especiales en que el dg-mddulo menor tiene estructura de (co)dlgebra, depen-
diendo de las propiedades de los morfismos involucrados en la contraccién, puede que
dicha estructura sea compatible con los morfismos tal y como mostramos en el capitu-
lo primero, por lo que no obtendriamos una A -estructura en €I, sino una transferencia
(co)multiplicativa.

2.2. Contracciones que preservan las estructuras

Como ya introdujimos en el capitulo anterior, el saber cudndo una contraccién preserva
o no la estructura subyacente es uno de nuestros objetivos con el fin de prever cuando,
dada una contraccion, obtendremos o no en el dg-médulo menor una A.,-estructura y de
qué tipo.

Asi pues, mostramos aqui dos contracciones especiales desde el punto de vista multiplica-
tivo:

» la “contraccién Bar”, tanto desde el punto de vista de dlgebra como de coélgebra,
preserva la estructura en el caso de dga-dlgebras conmutativas.

= la “contraccién Cobar”,la cual definiremos y probaremos que verifica las propieda-
des duales de la anterior, siempre y cuando tengamos dga-codlgebras conmutativas.

2.2.1. Estudio multiplicativo de la “contraccién Bar”

En los afios cincuenta, Eilenberg y Mac Lane estudiaron exhaustivamente cémo definir
una contraccién entre la construccién Bar del producto tensorial de dos dlgebras y el pro-
ducto tensorial de las construcciones bares correspondientes, probando el teorema que
enunciamos unas lineas mds abajo.

De hecho, en [EM53] se detalla el minucioso proceso de construccidn en el que la p_iedra
angular de esta prueba es la estructura simplicial subyacente en el objeto algebraico B(A),
junto con el Teorema de Eilenberg-Zilber (1.6).

Teorema 2.6. [EM53] Dadas Ay A’ dos dga-dlgebras conmutativas, existe una contrac-
cion

By - {BN(A® A'), Bn(A) ® By(4), fe, 988, PBo)
dada por:
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" fag actuando sobre elementos homogéneos [a; @ a}| - - - |a, ® a.] de B(A® A'),
es

feelar @y - lan ® ay] =

ZfB(A)(aiH o an)épan(ay - ai)[an] - lag] ® [aiiy |- - lay],
i=0

coni =0, [a1| - |a;] =1€ By(A);i=n, [al4] - |a,] =1 € By(4).
» gpg tras identificar By(A) y By (A') como subdlgebras de By(A ® A'), via
@il Jand = [ @1+ lan @1], [} laf) = (1@}l [t @ )
se define como
Ie(u®v) =uxv, u€ By(A), ve By(4).
donde x es el producto shuffle definido en el capitulo 1.

» ¢pg es la composicion
b = A\ 'shi),

donde ) es el isomorfismo de dg-mdédulos

A BN(A®A,) — BN(A) X BN(AI)

Aar @ ai] -+ |an ® ap] = (=1)Z+HBDIHRD 0] an] x [af ] Jay),

con a; y a; elementos homogéneos y shi el operador de homotopia definido en el
Teorema de Eilenberg-Zilber (1.6).

Desde el punto de vista de algebras, S. Eilenberg y S. Mac Lane probaron que los mor-
fismos fzg ¥ 9g son morfismos de dga-dlgebras. En [Rea00] se tiene que ¢3¢ €s una
casi-homotopia de dlgebras, por lo que dicha contraccién es una contraccion de dlgebras
casi-completa.

Desde el punto de vista de codlgebras se tiene que g s un morfismo de dga-coélgebras,
dando lugar a que se preserve la estructura de coalgebra.

Esquema de la demostracion: Dadas las repercusiones que tiene en nuestro trabajo la
existencia de esta contraccidn gracias a sus propiedades multiplicativas (un ejemplo claro,
es el capitulo cuatro), veamos los pasos fundamentales que tuvieron que dar S. Eilenberg
y S. Mac Lane en sus articulos [EM53] y [EM54] para probar dicho teorema.
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descripcion de la estructura simplicial de la construccion Bar;

= demostracion del teorema de Eilenberg-Zilber;

= establecimiento de un isomorfismo simplicial X : By(A®A') — (B(A)x B(A"))n;
= establecimiento de un isomorfismo de grupos

% : By(A) ® By(A') — Bn(A4) @ By(4'),

donde By (A)®By(A’) es el producto tensorial considerada como tinica diferencial
la diferencial simplicial;

s comprobacién de que los morfismos f y g conmutan con la diferencial tensorial,
obteniendo asi la contraccién deseada como la composicion

By(A® A) —2 (B(A) x B(A)x i Bn(A) ® By(A') —“> By(A) ® By (4A)

Asi pues, iterando el proceso, se puede establecer una contraccion entre BN(&E 1Ay
®ierBn(A;), en donde las estructuras multiplicativas y comultiplicativas se transfieran.

TeB Bn(®ic1A;) — ®ic1 By (A;) contraccion que preserva la estructura de codlgebra.

2.2.2. Estudio multiplicativo de la “contraccion Cobar”

En este apartado ponemos de manifiesto la existencia de un teorema dual al teorema de
Eilenberg-Zilber para el caso de estructuras cosimpliciales, el cual nos da como aplicacién
el teorema que nos establece una contraccién entre la construccién cobar reducida del
producto tensorial de dos codlgebras conmutativas y el producto tensorial de las cons-
trucciones cobares reducidas correspondientes.

Definicién 2.3. Dada C una dga-codlgebra, se define la construccion cobar de C, Q(C),
como la dga-dlgebra del médulo tensorial de 7%(s~1(C)),

(Q(C)a dQ: B, 697 770) = (Ta(s—l(o)), dt + dm HT, {T: 77T)

Dado un elemento s7'{c;) ® - - ® s7(c,) € (C), lo denotaremos por (|- - - |cy). Se
dird homogéneo si para todo 1 < i < n, ¢; es homogéneo. Denotaremos por () = 1 € A,




28 Capitulo 2. Estudio y control de A.,-estructuras

La diferencial total dq, es la suma de las diferenciales cosimplicial

n

deos = Z(—l)ei<01| e leima|Ale)] - fen)

el len) + (—D (er] - featn (1)),

y tensorial
n

difer] -+ len) = = Y (=1 Her| -l - [ea)s

=1

donde e; = |c1| + -+ - + |ci| + 1.

El grado cosimplicial de un elemento se define como

[(cll tt |Cn>lc = —n,

y el grado de un elemento

el -len)l = (el - - lea)le = n.
El producto es el del médulo tensorial
pa : QC) @ QC) — Q(0)
(erl - lei) ® {eial -+ len) = {eal -+ - len)-

En caso de que C' sea conmutativa, se puede definir un coproducto en la construccién co-
bar, convirtiéndola en una dlgebra de Hopf. Dicho coproducto, conocido como coproducto
shuffle viene determinado por la férmula

Aqg : Q(C) = Q(C) @ Q(C)

Ala| - |en) — Z (Carl "+ [Cap) ® (car] "~ |cg,)
(a»ﬁ)e{(pﬂ)—s}luffles}

Mas explicitamente, podemos detallar la estructura cosimplicial de la construccién cobar
gracias a los operadores cocara y codegeneracion siguientes:

d:Q(C) = Q1 (C), 0<i<n+1:

d{er| -+ len) = (n()]e] -+ len),

di{ci| - |cn) = (_1)|<C1|--~16i)lt<cl| c A ep),

dn+1<61] ca Icn> = (_1)|<Cl|"'|0n)|t<cll . Icn’77<1)>-

s Q(C) = Q,1(C), 0<j<n—1:
(1) = (),
sial < lew) = (~DIEHD e |- el fen).
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El comprobar que se verifican las relaciones cosimpliciales, es trivial gracias al hecho
Ee)A=1c=(11¢%).

I_)ada 2(C) la construccién cobar de C, definimos la construccion cobar normalizada
Q(C) como la normalizacién del conjunto cosimplicial (C), que coincide con el co-
ciente de

= SUC)

QO) = ===
= Fay
donde d(Q(C)) es el subconjunto de elementos de 22(C) de la forma (c1| - - - [es[1] - - - |en)
con 1 la counidad de la codlgebra. De hecho, 2(C) coincide con T%(s~*(Coker(nc))).

En particular, (C) es una dga-algebra cuyas graduacién, diferencial y producto son las
inducidas por las de la construccién cobar.

El siguiente teorema es uno de los pilares de esta seccion, gracias a €l podemos establecer
una contraccion entre la construccién cobar del producto tensorial de dos codlgebras hacia
el producto tensorial de sus cobares bajo ciertas condiciones.

Teorema 2.7. Sean C'y C' dos dga-codlgebras conmutativas, existe una contraccion
ra - {Q(C ® C,)$ Q(C) ® Q(C,)v an g, ¢Q}’
dada por:

= fo, actuando sobre elementos homogéneos (c; @ ¢c;| -+ |c, ® c,) de UC @ C"), es

falar ®@d|---len ® ) =
n
> Eelen ol el la) ® (il leh),
=0

coni =0, (ci] - le) = 1 € UC) i = m, (dfya]---|el) = 1 € AT

» gq se define como composicion de dos morfismos: si consideramos elementos ho-
mogéneos de las construcciones cobar correspondientes, {c1|---|c,) € Q(C)y
(] |c,) € Q(C"), entonces

gal{al - ley ® (] -+l = Y (=1ed

(n,m)—shuf fles
(calA(ea)] - [A(ca)l -+ len) * (ci] -+ 1A, )] - |A(c, )] - - Iem)
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donde x es el producto definido por el isomorfismo \ detallado en 2.12, que se
corresponde con hacer el producto tensorial coordenada a coordenada (salvo sig-
no) (ca] -+ lem) x {ch] -+ lep) = (c1 @ ] -+ [em ® ).

= ¢q es la composicion
ba = N 1shi®),

donde X\ es el isomorfismo de dg-mddulos detallado en 2.12 con c; y ¢ elementos
homogéneos y shi® el operador de homotopita definido en el Teorema de Eilenberg-
Zilber Cosimplicial (2.10).

Para la demostracién de este teorema, necesitamos seguir los mismos pasos que los es-
tablecidos para la construccién Bar, a continuacién pasaremos a detallar y demostrar di-
versos lemas que concatenados daran lugar a la demostracién.

El pilar central de toda la argumentacién es el teorema 2.10, dual para conjuntos cosimpli-
ciales del teorema de Eilenberg-Zilber, al cual hemos querido “bautizar” como Eilenberg-
Zilber Cosimplicial.

Antes de enunciarlo, debemos hacer un estudio mds exhaustivo de los conjuntos cosim-
pliciales de la definicién 1.53.

Una de las propiedades fundamentales de los conjuntos simpliciales es que todo simplice
se puede describir de modo tinico como degeneracién de un simplice no degenerado.

Este hecho (fundamental en el caso simplicial), no es cierto, en general, para los conjuntos
cosimpliciales, dado que la descomposicién (en términos duales) no es dnica.

En [RR78] se da un criterio para saber cuando esta descomposicion es tnica; criterio que
pasamos a detallar a continuacién.

Definicion 2.4. Dado K un conjunto cosimplicial e z € K, se dice que es un punto
interiorde K siy € Ky 6y € K, (conn > 0) tal que no es posible describirlo como
dy/,cony € K,_;.

Es claro que todo cosimplice de K que no sea interior, se puede descomponer como ima-
gen de un punto interior por un ndmero finito de cocaras, 1o que nos lleva a la definicién

Definicion 2.5. Dado K un conjunto cosimplicial se dice de tipo E-Z si para todo cosim-
plice la descomposicién anterior es tinica.
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Definicién 2.6. Dado K un conjunto cosimplicial se dice que admite puntos cosimpli-
ciales si contiene subconjuntos cosimpliciales con exactamente un Unico punto en cada
dimensién.

Lema 2.8. Dado K un conjunto cosimplicial, entonces es de tipo E-Z si 'y sélo si no
admite puntos cosimpliciales.

En particular, una proposicién que se deduce automaticamente es la siguiente.

Proposicion 2.9. Si K es un mddulo cosimplicial de tipo E-Z, entonces K se puede
describir como suma directa de los submddulos K = N(K) & D(K), donde N(K)
estd definido en 1.56 y D(K) viene dado por

D(K) = A # (K, )

Demostracién: Dividamos la prueba en cuatro apartados.

« N, D, =0.Siz € D,(K), entonces z = d'x;, por otro lado, si z € N,(K),
entonces s’z = 0, V7, lo que nos lleva a 0 = sz = s'd‘z = =;, lo que lleva a una
contradiccidn.

» N(K) es submédulo de K. Dado z € N,(K), se tiene que s*(z) = 0 para todo
ie{0,...,n—1}

$(d(@) = & [jz:;(—lfdi(x)] _ s [:g;(—l)idi(x)] o [i(—l)id"(x)]
_ g(—l)idisj'l(x) + i:i;(——l)idi'lsj(x) —0

s D(K) es submédulo de K. Dado = € D,,(K), se tiene que

d(z) = Z(—uidix = Z(—l)i(djxnﬁl)

= (-Diddzp + (1) d" " Fzpy € Dppa(K).
=0

= Dado z € K, sea i el primer indice tal que s’y # 0, entonces y = y — d's*(y) =
y'(mod.D;). Para todo j < i, s’y = s’y — s’d's'y = 0, por lo que s'y’ = 0. Este
argumento finaliza la prueba en un nimero finito de pasos. Gracias a que K es un
conjunto de tipo E-Z, dicha descomposicién es tinica. il
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Teorema 2.10 (Eilenberg-Zilber Cosimplicial). Dados F' y K conjuntos cosimpliciales
de tipo E-Z, existe una contraccion de cocadenas

CN(F) ® CN(K).

aw®

CN(F x K)

eml®

Explicitamente, las férmulas de los morfismos son:

» Alexander-Whitney Cosimplicial, aw®,
f:CNF x K)— CN(F)® CN(K)

n—1
; - i1
(an, bp) — E st " la, @80 s,

i=0

s FEilenberg-Mac Lane Cosimplicial, eml®,
g: CN(F)® CN(K) — CN(F x K)
(an ® bm) = > (—1)9@B)(d@Pr ... 4P, d*n -+ d*by,),
(a,8)

donde la suma estd hecha sobre los (o, ) € {n, m}-shuffles.

» El operador de homotopia Shi Cosimplicial, shi®, de grado —1,
¢:CN(Fx K)— CN(F x K)
(@n, br) — Z(—l)sl (dﬁq‘1 oo dhrgnTa. .. sn-lam

(aiﬂ)

donde la suma es realizada sobre los (o, ) € {p — 1,q — 1}-shuffles, tales que

p+g=n—-1lysi=n—p—q+sg(a,B)
Demostracién: Si denotamos por § = s*-.-s" 1y st = s%...5"1, entonces gracias a
las propiedades cosimpliciales, es facil ver que
st s 2,1 = §an_q ifi < j;

Wi,
sda,_, = . i .
n-l { distr. g2, =dE e, sij <.

gty = | O =T i<
n-1 A0 s,y = i,y sig o> .
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. |Propiedades del morfismo f|

e f es un morfismo de grado cero (trivial).

e f conmuta con la diferencial, i.e., df = fd. Para probarlo, describamos f
como una suma de morfismos f;

f=) fitFax Kn— Fi @Ky

i=0

donde f;(an,b,) = (§'an, s'by,), entonces es claro que df viene descrita por la
férmula

deide(gi,si) Z{Z( 1)/(d5, s +Z( 1)7+4(5, & 1)}

1=0

Mientras que fd estd definida como

n+1 n+l n+l n+l i
SO i, d) =D (-1 (Fd, s'd) = Z {Z(—l)j(djé",si)
i=0 j=0 =0 7=0 =0 L j=0

+Z( 17(5, &/~ 131)} i {ihl)j(d]’é",si)%—g(—l)t“(éi,dtsi)}.

i=0 - j=0

Por tanto, df = fd.

] |Propiedades del morfismo g|

e g es un morfismo de grado cero (trivial).

e g conmuta con la diferencial, i.e., dg = gd.

Para probar esta igualdad, necesitamos enunciar diversas propiedades de los
shuffles.

Sea (c, 8) un (p, q)-shuffle, si a; = 0,1.e., (o, 8) = (0,02,...,0p,51,...,5)
entonces denotamos por & al conjunto obtenido al eliminar de o su primera
componente o, & = (ag,...,qp); del mismo modo definimos 8. Por otro
lado, denotemos por a — 1 el conjunto de elementos (o — 1,...,a, — 1), de
igual modo 3 — 1 seré el conjunto (3 — 1,...,08, — 1).



Capitulo 2. Estudio y control de A -estructuras

Lema 2.11. [May67] Con las notaciones anteriores, se verifican las propie-
dades siguientes

o Si(a,B) € (p, q)-shuffle, con oy = 0. Entonces, (a—1, —1) € (p—1, q)-
shuffley sg(a — 1,8 — 1) = sg{a, ).
Ademds, todo (p — 1, q)-shuffle se puede obtener de este modo.

o Si(a,B) € (p,q)-shuffle, con B; = 0. Entonces, (a—1, 3—1) € (p,q—1)-
shuffle y sg(a — 1,8 — 1) = sg(a, 8) + p.
Ademds, todo (p, q — 1)-shuffle se puede obtener de este modo.

Por un lado tenemos que dg sobre un elemento (ay, b,,) vale

n+m+1

Yoot > (—1) A (did,, - d, G, dide, daybm).
=0

(e,B8)e(n,m)—sh

Mientras que por el otro gd es

n+1

Z(_Di Z (_1)sg(a,ﬂ)(dﬁm .. dﬂldian, Ao yy ey b))+
1=0 (a,8)€(n+1,m)~sh

m+1 .

> (=1t > (=1)%@D(dg - dgan, da, - - dayd'b).
1=0 (a,8)e(n,m+1)—sh

Si a,, 6 b, tienen grado cero, el resultado es claro. Si no, es necesario tener en
cuenta el lema anterior relativo a los shuffles.

. |Propiedades de compatibilidad|

e fg=1Id. Gracias aque f = >_ f;, primero estudiamos qué pasa con f;d’

‘ ' o o Sidjbq_l C D(Kq_l) ifi < 75
fi(djaq_l, d]bq_l) = Eldjaq_1®sldjbq_1 = §idjaq_1 C D(Fl) if i > 7
(§iaq_1, Si_lbq_l) ifi = j

Ahora, si consideramos f; sobre un sumando de eml€, éste cambia el orden de
s y d dependiendo de la regla

fig(ﬁ,a)(ap, bq) == (gldﬁq AN dﬁlap’ Sidap . dalbq) —

o Sip > 1, entonces el segundo factor tiene al menos un operador cocara.
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o Sip < 1, entonces el primer factor tiene mds cocaras que codegenera-
ciones, por lo que es nulo en el caso normalizado.

o Sip =1, entonces el sumandoesnonulosiysolosica; =¢—1,--- a3 =
0, esta condicién implicaque 3, = p+¢q—1,---, 58 = p, y, por tanto,
obtenemos la identidad sobre (ay, b,).

e f¢ = 0 debido a las relaciones cosimpliciales existentes entre los operadores
cocara y codegeneracién. De hecho, la prueba es similar a la mostrada ante-
riormente, fg = Id, con la salvedad de que en este caso los operadores cocara
aplicados a los elementos no tienen el mismo exponente a la vez, por lo que o
el primer término del producto tensorial es degenerado o el segundo lo es.

e ¢g = 0. Veamos la prueba por induccién.
o ¢g(ao ® by) = ¢(ao, bo) = 0;
o ¢g(ao ® b1) = ¢(d’ag, br) = 0;
o ¢g(ar ® by) = ¢(ar, d%o) = 0;
o Supongamos cierto paran+m < ky consideremos n+m = k + 1. Para
probar que ¢g = 0, necesitamos dar diversas propiedades del morfismo g,

con el fin de hacer mds accesible su demostracién. De hecho, definamos
el morfismo derivado de g, ¢’, como

g Co1(F) @ Crg1 (K) = Crpmar (F X K)
(an-f-l & bm+1) -

Z (_1)sg(a,ﬂ)(dﬁm+1 . dﬂ1+1an+1, dontl .., da1+1bm+1),
(e,0)

donde la suma estd hecha sobre los («,3) € {n,m}-shuffles. En baja
dimension, las férmulas explicitas de ¢’ son

g'(a1,b1) = (a1,b1);  g'(az,b1) = (ag, d'by);
g (ag, by) = (d*ag, d'by) — (dag, d*by).
Los morfismos gy ¢', verifican las propiedades
9(an, bn) = ' (an, d%b) + (=1)Pg (d°an, brn) sip > 0,q > 0;
9(an, bo) = g'(an, dobo);
g(ag, by) = g'(daq, by).

Teniendo en cuenta que ¢g'(a1, b1) = 0, ¢g’(az, by) = 0, podemos aplicar
la hipétesis de induccién igualmente para ¢’ con n + m < k, por lo que
por la primera propiedad del parrafo anterior, tenemos que

¢9(an, bm) = ¢[g' (an, dobm) + (—l)pgl(doam bm)] = 0.
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o gf +d¢ + ¢d = Id. Veamos la prueba dependiendo del grado del elemento.

o ¢(ao ® bo) = 0, por lo que [gf + d¢ + ¢d](ao, bo) = (ao, bo)-
o Igualmente se tiene que [gf + do + ¢d](a1,b1) = (a1, b1).
o Consideremos un elemento (a,, b,) con n > 1. Entonces,

lof + d¢ + ¢d)(an, bp) =

Z Z( 1 sg(a,p) dﬁm . dﬁl i, s 1amdan . dquO . Si—lbn)
(a,ﬁ) =0
+ Z (-1} { > (1) (didOr g s,

(. 8)

didap_l co do Sn—l—p—q . Sn—q—2bn):|

n+1
+ Z (—1)81 |:Z<—-l)i(dﬁq—-l T dﬁlsn_q+1 e Sndiana

(a,8) =0

Teniendo en cuenta que estamos en el caso normalizado, las sumas corres-
pondientes a la diferencial, pueden restringirse exclusivamente a la cocara

d"™, dando lugar a:
Z Z Sg(a"@ dﬂm - dﬂlsi - Sn_lan’ da" e dalso e si_lbn)
(a,ﬂ) 1=0

+(_1)" I: Z (_1)51 (dndﬁq—l coodPrgne. .. Sn_lan,
(048)

drd®-1 ... Jorgn—1l-p—a . Sn—q—2bn)]

n+1
+ Z( 1)° {Z 1)i(dﬂq—1 s dPrgnmatl Sndian,

(a,8) 1=0

dert...dMgnPe. .. Sn—q—ldibn)} '

Ademds, gracias al lema 2.11 acerca de las propiedades de los shuffles
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junto con las propiedades cosimpliciales, concluimos que

[9f + d¢ + ¢d](an, bn) = (an, br)-

Por tanto, acabamos de probar el teorema.l

Definicion 2.7. Dadas Q(C) y Q(C"), definimos el producto tensorial (cosimplicial),
Q(C) © (C"), como el dg-médulo con grado y diferencial cosimpliciales.

Observacién 2.1. Esta definicion tiene sentido gracias a que Q(C) y (C") son dg-médu-
los con respecto al grado cosimplicial ||, y la diferencial cosimplicial dps.

Lema 2.12. Dadas C'y C’ dos dga-codlgebras, entonces existe un isomorfismo cosimpli-
cial:

A:QC®C) — Q(C) x QC
(1 @]+ lem ® ¢y) — (=1)> 91 e o) x (|- lel)-
donde c; y ¢ son elementos homogéneos de C'y C' respectivamente.
Demostracion: Una consecuencia de las definiciones de la diferencial tensorial junto con
el grado tensorial en Q(C) x Q(C") es que A verifica: Ad; = di A, A||: = ||¢
En particular, la definicién de A~! es:
A7 Q(0) x Q(C) — QC @ C)
eal - lem) X (- [ef) — (=1)Zs+l9l%ey @ ¢l -+ |em @ ).
Por lo que tenemos que:
s M\ l=TIdy A\ =Id.
» \d = d)\. Donde la diferencial cosimplicial de Q(C ® C) viene dada por

deosiiricacy = ) _(~DH{ar @l 19T @ )(Ac @A) |cn @ ). B
i=0

Q(C) x Q(C") es un dg-mbdulo graduado con grado cosimplicial, diferencial cosimplicial
y ademds A transfiere el grado tensorial y la diferencial tensorial gracias a las férmulas

e x &l = lele + |c'|;
dy(c x ) = dy(c) x ¢ + (=1)l¥c x dic;

donde ¢ y ¢ son elementos homogéneos tales que |¢|cos = |€|cos-
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Lema 2.13. Sean C'y C' dos dga-codlgebras conmutativas, entonces existe un isomorfis-
mo de dg-mddulos:

k:QC) 0 Q(C) — Q(C) @ Q(C"),

Klco ) = (1)o@ ¢
donde cy ¢’ son elementos homogéneos de (C) y Q(C") respectivamente.
Demostracién: Es facil probar que ks~ = Idy k~'x = Id, por tanto x es un isomorfis-

mo.

Es mis, « verifica las propiedades:
K/dcos = dcos'%y K/dt = dtﬁ, K/||COS = “cos"fa K/Ht = HtK“ u

Lema 2.14. El morfismo f : Q(C) x Q(C") — Q(C) © Q(C") del teorema de Eilenberg-
Zilber cosimplicial conmuta con d,.

Demostracién: Para probar que f conmuta con la diferencial tensorial, probaremos que
 f conmuta con ella, obteniendo automdticamente el resultado deseado. Si kfd; = dix f,
entonces

fdt = /i_llifdt = Ii_l(dt/{f) = dt:‘i“l/ﬂlf = dtf

Para un elemento de grado cosimplicial n, podemos describir f como f = fo + - + f,
donde

filexd)=s"s"ey|--|en) ©s% s ).

En particular, la dltima cara de f; sobre el primer factor es

(=pferltendlig(co) (e - - [on-n).

Por supuesto, £(c,,) = 0 a menos que dc,, = 0, por lo que el signo puede ser reescrito
como (—1)“61'“"6"‘1)'*. Un proceso de iteracién muestra que

Si e s'n’_l <c1| PN |C7’L> —_ (_1)(n_i)KclI"'|Ci>|t€(ci+1 ‘e CTL) <c1| e C’i)'

De modo andlogo, para que el segundo factor sea no nulo, tiene que cumplirse que el
gradode ¢}, ..., ¢; sea nulo, por lo que

88 THA - e = € ) el I,
Es mis, f;(c x ) es nulo excepto cuando

dey=---=dc, =0, deciyy=-=dc,=0.
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Aplicando « obtenemos que
kfi(e x ) = &(cipr )€ ey c)e] - lei) @ (il -+~ )
Por otro lado,
Kfi(die x &) = (=1)1HIleog (i - ca)€ (¢ - )dufen] -+ lei) @ (el - e,
Kfile x did) = (=1)1HIlog (i - )€ () - el - lei) @ dalca |+ lep)-

Comparando estas dos férmulas con d;x f;, se demuestra que f conmuta con d;. B

Demostracion del teorema 2.7:

AUC ® C) <2 T(C) x TUC") == C) & (C") <= TC) @ QC").

EML

— T~

Las formulas explicitas de la contraccién cobar son

= La proyeccion fq estd dada por « fA

fo: Q(C®C) - Q(C) ®QC)

(@ @c|-ea®d) =Y bolein - en)bor(ch - ){al 1) ® (il -+ 1ch)
i=0
= La inyeccién g : Q(C) @ Q(C") — Q(C @ C") es A™1gr .

s El operador de homotopia, ¢q

¢a: QCRC) - QCC)
(a®d| - ca®C,) — AShi)A™

Compatibilidad de los morfismos

= f no es un morfismo de dlgebras: p f®? # fu. Consideremos como ejemplo los
elementos (c® 1) y (1 ® ) de Q(C ® C").

Por un lado, tenemos que
flu(e® 1), 1@ )] = fllc@ )] = 0.
Mientras que por el otro, 1 f®? no da cero. Salvo el signo, obtenemos

plfP @)@ 1@d)=p1® (1) + (@1 (1) ®1) ={dl) @1+ (1) @(1).



Capitulo 2. Estudio y control de A -estructuras

= fesunmorfismo de dga-codlgebras, es decir, f®*A = Af. Sea (1 ®c}] - - - |c,®cL,)
un elemento de 2(C' ® C”). En primer lugar, tenemos que

fla®d] - lea®cr) = D Eoleirr - en)éor(cy - d){al - ey @ (il - Ih),
i=0

por lo que si consideramos exclusivamente los elementos distintos de cero, y deno-
tamos dicha suma por E , el morfismo A sobre dichos elementos da
J

D SR DI (RS EY AR S)

3 (p.9)€~-sh (r,s)€~sh

o { (cal -+ lea) ® (eI}

donde los shuffles dependen del indice j (que por complejidad en la notacién no
mostraremos explicitamente).

Por otro lado, se tiene que A sobre el elemento (¢; @ ¢} -+ |c, ® ¢,) da

D le®dc | le®d, )@@yl le®d))
(p.g)e—sh

por lo que al aplicar f®2, obtenemos

SET ey e it 1l--len) )
o { (- 16)® Gl 1)

que es igual a la férmula anterior gracias a que el morfismo A es un morfismo que
no varia el grado y & solamente es distinta de cero sobre elementos de grado cero,
por lo que los sumandos distintos de cero al calcular la imagen via Af 6 via el
morfismo f®2A. A

= g es un morfismo de dga-codlgebras, es decir, g®2A = Ag. Esta propiedad se
prueba de igual manera que la realizada anteriormente para la inyeccién. ll
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2.3. Técnicas de Transferencia

Una de las preguntas que nos rondan la cabeza al hablar de A.-estructuras es ver qué pasa
con el producto tensorial entre ellas o con otras estructuras, ;obtenemos una A-estructura?
(qué operaciones la integran?

Asi pues, demostraremos que el producto tensorial de A, -estructuras con estructuras nos
da lugar a A..-estructuras y calcularemos las operaciones involucradas en el producto
tensorial de dos A.-estructuras como colofén de esta seccidn.

Igualmente, veremos que gracias a nuestro peculiar punto de vista de las A -estructuras,
podemos inducir en el dg-médulo mayor (bajo ciertas condiciones) una A, -estructura tal
y como muestra el siguiente teorema.

Teorema 2.15. Dada C una As-coalgebra, ésta induce en BQ(C) una estructura de
Aoo-codlgebra.

Demostracion: Consideramos la contraccion explicita dada por M. J. Jiménez [Jim03],
cuyas férmulas a grosso modo vienen descritas por:

f:BQC) —C
flig)=c

g@=3 > D (AL (ma(hd) (D)

120 k1,0, ki 22 J1,0000
|(Aii’2(7r1,1(h5)i‘l[(C)])l e INZ"C_I' (ma(h8) ()
(AL (1 () D] - |G (.0 (h6) *[()])

N -
(AL A ).
Si denotamos por w el elemento [{c1,1| - - |c1 k(1)) |a2| - - - |an], ¢ nos da el valor

¢ : BQ(C) — BHY(C),
P(w) =
Do D (AR (ma(hd) T hw))

i>0 ky ...,k >2
|(A12ci (”1»1(h5)i_lhw)l T |AZ: (771,1(h5)i—1hw)>
(AR (11 (h8) 2hw)] - | AR (m (RO) 2 hw))] - -

|(Ai101,1l c |A£101,1>|<01,2| Tt |Cl,k(1)>|a2 o lan).
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Para probar que podemos inducir en el dg-médulo mayor una A..-codlgebra, primero
desuspendemos y aplicamos el médulo tensorial, obteniendo una nueva contraccién

Ts™(QB(C)) — Ts™1(C),

donde los morfismos que conforman la contraccién son T'(f), T(g), T(—¢).

Si perturbamos en el dg-médulo menor por la diferencial necesaria para tener la construc-
cién cobar tilde, dicha diferencial se puede escribir como

k
O = ZZ 1®i—l® l A, 1 ®1®k—i’

k>2 i=1

donde 1, | significan suspender y desuspender respectivamente en las dimensiones corres-
pondientes.

Gracias al Lema de Perturbacién Inverso 1.4, es claro que la diferencial perturbada en el
dg-médulo mayor viene dada por

dy = T(g)0T(f).

Por tanto, los As que determinan la A,-codlgebra vienen dados por las férmulas (salvo
el signo)
gomA; o

para cada elemento de grado simplicial n, donde
A;; — Z 1®)\® T Ak l ®1®n—)\—1.

Es facil ver que realmente se obtiene una A, -codlgebra y que el coproducto inducido
verifica la condicién de asociatividad:

(A2®141@A)A,=0. N

Nota: dada la complejidad de la notacién en la demostracién de los siguientes dos teore-
mas, hemos considerado oportuno denotar por c(,) a las operaciones de grado n — 2 de
una estructura de A,-codlgebra arbitraria.

Teorema 2.16. Dadas C una codlgebra y M una A-codlgebra, se puede inducir en el
producto tensorial de C por M una A.-codlgebra, la cual viene determinada sélo por
las operaciones de la A-codlgebra de M. Explicitamente, dicha estructura viene dada
por la formula:

Clnyem = Clnle © Cn)u -
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Si denotamos por
n—1

A[n] _ Z 191 RA® 1®n-—'i—2;

=0

las operaciones c(,),, son las operaciones de la A-codlgebra de M, mientras que Cp),
vienen definidos por:
Chnje = AR Al

y © denota el producto coordenada a coordenada en el producto tensorial.

Definicion 2.8. Dados dos morfismos

f=(, ) Mi® - QM > M Q- QM, fi:M® - QM,— M,

g=(g1,"",9) N ® - @N, =N ® - ®N;, ¢i:Ni® - @N; — N;
se define el producto coordenada a coordenada entre fy g, f © g como el morfismo
(M@ ®M)® (N1 ® - @Ns) = (Mi®N)® - ® (M ® V)
dadopor (fi®g1) ® - ®(fi ® g).
Propiedades:

» A dicho “producto” le imponemos que verifique la ley distributiva, es decir, dada

f= A+ +fug= g1+ - +gn,entonces consideramos que f © g = Z fi©gj.
]

» La composicién conmuta con el producto coordenada a coordenada, es decir,
(fi©9) (f2092) = (f1- f2) © (91 g2).

Introducimos este producto con el fin de simplificar las férmulas en las demostraciones
de los teoremas posteriores. También se podrian realizar siguiendo el convenio de Koszul
sobre los signos, pero por supuesto con una complejidad muy superior.

Demostracion del teorema 2.16:

s Debido a la definicion es claro que ¢y g,
y la imagen es (C' @ M )" para todo n.

es una operacién cuyo dominio es CQM

= Igualmente, debido a la definicidn, c(n).q,, €s de grado n — 2 para todo n.
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= Por tanto, sélo faltaria probar que se verifica la férmula

ZZ n+k+nk 1®z n—k ® Clm) Q 19 )C(i—n—H) = 0.

n=1 k=0
Esta férmula que es cierta gracias a las dos propiedades mencionadas anteriormente
del producto coordenada a coordenada, es decir:
(1% ®cny ® 1% )¢(i—nt1) =
{(18™ % ® ) ® 18F) cpimni)} © {015 @ ey ® 15F)Climntn) }-

Y la suma anterior se “desdobla” en dos, por lo que obtenemos

Z Z{(lgi_”'k ® Cn @ 1E)¢ionty }O

n=1 k=0

ZZ( 1 n+k+nk{ 1®z n-— Ic )®1 ) C(im n+1)} =01

n=1 k=0

Corolario 2.17. El niimero de operaciones en la A, -codlgebra inducida en C @ M es a
lo sumo el mismo niimero de operaciones de M.

Teorema 2.18. Dadas C una codlgebra y M una A, -codlgebra, el producto tensorial
de C por M es una A..-codlgebra cuya estructura viene determinada de forma candnica
por la A-estructura descrita en el teorema anterior (salvo el signo).

Demostracién: Debido a que M es una A, -codlgebra, sabemos que existe D coélgebra
y una contraccién entre D y M la cual induce de modo natural la A..-codlgebra que
M tenia de partida. Denotemos dicha contraccién por la tupla (f,g,¢) : D = M. En
particular, si denotamos por

n—1

A — Z(_l)i1®i ® Ap @ 1872

=0

donde Ap es el coproducto de D; las operaciones de M se obtienen via la contraccién
dados por las férmulas:

Cln)y = f®nA(n)¢(n—1) s ¢(2)A(2)g
donde ¢ est4 definido por

i—1

¢(z‘) — Z 1% b (gf)®i—k—1

k=0
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Igualmente, C' lo podemos ver como la contraccién (1¢,1¢,0) : C = C. Por tanto,
podemos construir la contraccién producto tensorial,

f=0®/),i=01®9,¢=(12¢):COD=CoM,

la cual induce de modo natural la estructura de A..-codlgebra existente en C' ® M. Las
operaciones se pueden calcular via la férmula:

oo = FRADGD ... GO AD

donde
n—1
A — Z(_l)il‘g’i ®A®1®2 donde A = (1QT ® 1)(Ac @ Ap).
i=0
¢(1) — Z 1®k ® ¢ ® (gf)@z——k—l.
k=0
Propiedades:

= fr=efr=00f) Qe =10 rm

» " =(1®g)"=(1®g) - (1®g) =1%"0¢®

i—-1

i—1
. (;S(z) — Z 19k ® qg ® (gf)@i——k—l - Z 19 ® (1 ® ¢) ® (1 ® gf)®i-k—-1 =1 o) ¢(z),

= Teniendoencuentaque A = (17T ® 1)(Ac ® Ap) = £A¢ © Ap, tenemos que

n—1 n-1
AP — :I:{ Z 1% @ Ac ® 1®n—i—2} o { Z(_l)i1®i @ Ap ® 1®n-—i—2}.

=0 =0

Por tanto, la A, -codlgebra inducida por contraccién en C ® M, {c(n) }n>2, coincide salvo
$igno con Cpp), O Cn),,- W

Corolario 2.19. Sean C,C’,C" codlgebras tales que existen j : C — C' un isomorfismo
de codlgebras y C" — M una contraccion de C" al dg-médulo M. Entonces, la estruc-
tura de A, -codlgebra de C' @ M viene determinada exclusivamente por las operaciones
de M, es decir,

) (4 ® v) = cppy(u) © cn) (V).
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Lema 2.20. Sea M una Ay-codlgebra, con operaciones distintas de cero Ny y A,. En-
tonces si perturbamos la diferencial en Q(M ) por la diferencial inducida por —A, de
modo que convertimos a M en una codlgebra, inducimos en A una estructura de A.-
codlgebra, cuyas operaciones son de nuevo Ay y A,

Demostracion: La primera parte, es trivial, es claro que si a M le restamos —A,, se
convierte en una codlgebra, as{ pues sélo tenemos que probar que A se convierte en una
A-codlgebra cuyas tnicas operaciones distintas de cero son A, y A,,. Esta tltima afir-
macion es una aplicacién inmediata del lema de perturbacién inverso 1.4: la diferencial
inducida en el dg-médulo mayor viene dada por la férmula

ds = g5f. W

Estos resultados previos, nos animan a buscar las férmulas explicitas de la A, -estructura
del producto tensorial de dos A.-estructuras, asi pues mostramos a continuacién uno de
los teoremas mdas importantes de este capitulo.

Teorema 2.21. Dadas M y M’ dos A -dlgebras dadas respectivamente por sendas con-
traccionesry : A — M, ry : A — M, la estructura de A.-dlgebra del producto ten-
sorial de M con M’ viene determinada exclusivamente por las operaciones componentes
de la A-dlgebra de M y las correspondientes de M'.

Demostracion: La demostracién de este teorema se basa basicamente en las propiedades
del “producto coordenada a coordenada” definido anteriormente junto con el lema de per-
turbacién bésico 1.2, el cual es aplicado como caso particular, para la demostracién del
teorema 2.5.

Dadas las contracciones r; y 79, podemos definir una nueva contraccién, 7, de A @ A’
hacia el dg-médulo M ® M’, definida por la regla del producto tensorial.

Por tanto, podemos establecer una nueva contraccién
T(r) : T(s(A® A)) - T(s(M ® M"))

y aplicar el lema de perturbacion basico, utilizando como dato de perturbacién la diferen-
cial simplicial definida por la férmula:

n—1

dslar®@al| - |a.®a,] = Z(—l)ei[a1®a’1| s an (6:®a, ai1 ®ai)| - - an@ay]

=1

debemos destacar aqui que el producto z4g41) estd definido por la férmula

tiapa)y = (pa @ pa)(1©T ® 1),
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y por tanto coincide (salvo signo) con us & pas, aplicados ambos morfismos sobre la
misma componente i-ésima a la vez.

Por tanto, aplicar d, como dato de perturbacién a la contraccién T'(r) es equivalente a
aplicar ds, © ds,, donde d;, es la diferencial simplicial de T'(s(A)) y ds, es la diferencial
simplicial de T'(s(A")).

Ademés es claro que
» T(f) =T(/1® f2) = T(f1) ©T(f2)-
» T(g) =T(91 ® g2) = T(g1) ©T(g2).
s T(6) =T(1® ¢y + ¢1 @ gof2) que se puede separar como
T(1) ©T(¢2) + T(¢1) © T(g2f2)-

Por tanto, aplicando el lema de perturbacién basico, la diferencial inducida en el dg-
mddulo menor M ® M’ viene dada por la férmula

doo =T(f)d, Z[T(qb)ds]iT(g)

=[T(f1) © T(f2)][ds, © ds,]o

© Z {T(l)dsl e T(¢2)d32 + T(¢1)d31 S T(92f2)dsz }zT(gl S 92)

i>0

Si examinamos la suma

S; = Z {T(l)dsl O T(d2)ds, + T(¢1)ds, © T(92f2)dsz}l

>0
obtenemos que

SZ :(T(l)d81 © T(¢2)d82)i + (T(¢1)d81 S T(g2f2)d-92)i+

i—1

> [T T @)Y o (o @i T s 2]

k=1
donde oy, indica todas las permutaciones posibles en el producto tensorial.
Por tanto, las operaciones de la A,,-dlgebra de M ® M’ vienen dadas por la férmula

H(n) =Hin] © t(n) T Hn) © Hin] T

> {Uk (1) ® i © i) } S {Uk 1) ® 15 @ paiii) } u

i+j=n+2
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2.4. Técnicas de Control de A -estructuras

Una de las preguntas naturales que nos surge al hablar de A.-estructuras es ver qué pasa si
modificamos levemente alguna de las diferenciales integrantes en la contraccién candnica
de partida que nos induce dicha estructura.

Por tanto, en esta tltima seccidn estableceremos diversos teoremas que nos permitan afir-
mar bajo qué condiciones podemos modificar la naturaleza de una A, -estructura, afia-
diendo o eliminando operaciones dependiendo del caso.

Teorema 2.22. Sea M una A.-dlgebra, dada por la contraccionr : {A, M, f,g,0}y
una dato de perturbacion de r. Entonces, si

f6(¢0)"g =0, Vn=>1;

la As-estructura de (M, dys + ds) queda invariante por dicha perturbacion, salvo s, el
cual viene dado por la formula py = fua(gs)®2.

Demostracién: La demostracién es inmediata teniendo en cuenta el lema de perturbacién
basico, asi como las férmulas de las operaciones inducidas en M gracias a la contraccién
establecida en el teorema 2.1. I

Nota: Es importante destacar que el teorema previo sigue siendo si imponemos la condi-
cién mads restrictiva ¢dg = 0.

Teorema 2.23. Sean A 'y A’ dos dga-dlgebras conmutativas y rgg la contraccion, es-
tablecida en la seccién primera, entre B(A ® A') y B(A) ® B(4’). Si perturbamos la
diferencial del dga-mddulo mayor por una perturbacion 6, tal que es una derivacion, una
coderivacion y lleva elementos donde una de las dos coordenadas es la unidad de una de
las dos dlgebras (es decir, todas las componentes son 1 ® a' y/o a ® 1) en elementos con
una tinica componente de este tipo, entonces el dga-mddulo menor hereda una verdadera
estructura de codlgebra.

{(B(A® A'),dp +4,48),(B(A) @ B(A'),dgp + ds, Des), f5, 95, ¢}
donde el coproducto viene dado por la férmula

Agp = (3 ® fz)Apgs.

Demostracion: Este teorema se puede probar como aplicacién inmediata del teorema
dual al teorema 2.22. De hecho, veamos que en las condiciones que hemos descrito, se
verifica la férmula

f5(#8)"g =0, Vn>1;
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Para ello, si tenemos en cuenta la definicién de la contraccién Bar 2.6, descrita en la
primera parte de este capitulo, sabemos que la imagen de g estd formada por elementos
en los que una de sus coordenadas es unidad de A o de A'.

Por hipétesis, sabemos que la perturbacién sobre elementos de la forma anteriormente
descrita, devuelve elementos con una tinica componente a ® 16 1 ® o’

Ahora bien, de la definicién explicita de ¢ (ver teorema 2.6), se deduce que al aplicarlo
sobre la imagen de §, se obtienen elementos cuyas coordenadas son todas de la forma
1®ad 6a®l.

Por tanto, (¢6)", para n > 1 devuelve elementos con coordenadas 1 ® a’ y/o a ® 1.

Asi pues, §(¢d)"g®", paran > 1 genera elementos con una tnica coordenada de la forma
1®d oa®1,porloque f6(45)"¢g®" =0, ¥Yn>1.1

Como aplicacion de dicho teorema, consideremos como anillo base Z localizado en p,
Zp), con p un nimero primo.

Proposicion 2.24. [Rea00] Sean n un nimero natural y p un niimero primo. Entonces,
existe un isomorfismo de dga-dlgebras entre el dlgebra polinomial modificada I'(u, 2n) y
el producto tensorial

Ri>0Q(p) (us, 2np").

Como Z,)-modulo, este dga-médulo coincide con el producto tensorial usual, sin embar-
go, el producto viene dado por la férmula

uf @ul  sii# g
k, h L
ujuy = § ufth sii=jyk+h<p;

—pulu; sit=jyk+h=p+t.
En particular, las férmulas explicitas del isomorfismo son:

¢ :T(u, 2n) = ®i»0Q ) (us, 2np*)

7! :®iz0Q ) (wi, 2np') — T(u, 2n)

1k (D)™ E(kp - 1)
= (un) = PR —n

Yipn (1)
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donde k = ko + kip+ - + kp", (0 < k; < p), es la expresion p-ddica de k 'y Sy(n)

estd definido como S,(n) = P

1 paratodon =0,1,2,....

Demostracién: Para probar que ¢ es inverso de ¢! es suficiente con mencionar que los
(=1 k(kp — D! (=p) Yig kiSp(5)
pFSp(n)—n ’ il

nimeros son inversos el uno del otro en Z .M
Corolario 2.25. Si consideramos como anillo base L), entonces se puede establecer el
isomorfismo de dga-dlgebras de Hopf

B(T(u,2n)) — B(®i20Q ) (ui, 2np")).

El producto definido en la proposicién anterior induce una perturbacién en la construccién
bar, y por tanto, podriamos aplicar el teorema 2.23, obtenemos una nueva contraccién

Corolario 2.26. Dada ' el dlgebra polinomial modificada, con coeficientes en L, existe
una contraccion

B(T(u, 2n)) — Qiz0B(Q(p)(ui, 2np")),

donde el coproducto del dg-mddulo menor ha sido modificado, pero no da lugar a una
Axo-codlgebra.

Este resultado seria interesante utilizarlo para obtener una mayor informacién acerca de
la estructura de homologia de los Espacios de Eilenberg-Mac Lane sobre Z,), con un
razonamiento analogo al que mostramos en el capitulo cuarto sobre Z,.

2.5. Problemas abiertos

En esta tiltima seccién mostramos diversos problemas relacionados, a los cuales no damos
una respuesta expresa, por lo que distintas lineas de investigacion se abren con respecto a
estos aspectos.

Como ya hemos ido mencionando a lo largo de este capitulo, nuestra filosoffa es la de
controlar lo méximo posible el comportamiento de las A-estructuras inducidas por con-
traccion, por lo que todo tipo de avance en este sentido serfa bien recibido.

Igualmente, es importante encontrar ejemplos que tengan que ver con cuestiones 4lgebro-
topoldgicas que muestren las operaciones explicitas de los teoremas antes mencionados.



Capitulo 3
AOO-Algebras de Hopf

El propésito de este capitulo es el definir un modelo combinatorio-algebraico adecuado
para el cédlculo de las A.-dlgebras de Hopf, dar una nocién exacta de su significado,
asi como especificar las operaciones involucradas en dicha estructura.

Nuestro punto de partida estd inspirado en el trabajo de M. J. Jiménez ([JimO03]), en el
cual, como ya hemos mencionado anteriormente, se muestran los modelos de las A-
dlgebras y A, -codlgebras en términos de equivalencias de homotopia. De hecho, en el
trabajo se prueba que dada una dlgebra y una contraccién, induce una A-dlgebra en el
dg-médulo menor.

Por tanto, si una élgebra de Hopf se define como una dlgebra, una coalgebra, con una
relacién estrecha entre el coproducto y el producto, el plantearse qué estructura induce
por perturbacién sobre un dg-médulo menor es nuestro primer objetivo.

Una respuesta concisa a la cuestion no es nada fécil, pero intuitiva y naturalmente, desde
nuestro punto de vista, una A.,-dlgebra de Hopf deberfa venir descrita por una contraccion
de una dlgebra de Hopf hacia un dg-médulo. Asi pues, varias preguntas surgen de modo
natural: si una A -dlgebra de Hopf estd determinada por una contraccién tan especial,

= ;cuales son las operaciones que la definen?

= ;que tienen que ver dichas operaciones con las estructuras de A.-dlgebra y A.-
codlgebra subyacentes?

En este capitulo construiremos un dg-modulo asociado a cualquier dg-dlgebra de Hopf, de
modo que dada una contraccién, podamos extraer del dg-médulo menor las operaciones
integrantes en la estructura de A..-dlgebra, de A,,-codlgebra y las operaciones que miden
la nocién generalizada de “relacién de Hopf” salvo homotopia.

51
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3.1. Representacion matricial del modulo tensorial aso-
ciado a una algebra de Hopf

Pasemos pues a detallar la construccién de un dg-mdédulo asociado a una algebra de Hopf.
Sea (H,d, u, A, n, &) una dg-dlgebra de Hopf aumentada y consideremos el producto ten-

sorial de H consigo misma p - g-veces, es decir, (H®P)®? (también lo denotado por HP9).

Definicién 3.1. Se define el médulo Bar-Cobar de H, BC(H), como el médulo diferen-
cial graduado {(H®)®7} 54 ;0. Un elemento a € (H®P)®? viene descrito por una matriz
con p-filas y g-columnas.

Se dird homogéneo si todos sus componentes a;; son elementos homogéneos de H.

El grado tensorial de a = (a;;) estd determinado por la suma
p.q
lale =Y lagl;
i=1,j=1

el grado simplicial de a es el ndmero de filas, i.e.,

lals = p
y el grado cosimplicial se define como el nimero de columnas

lale = g;
el grado total de a se define como

|a| = ‘alt + |a,s - |a|c = |alt +p—q.

En particular, si tenemos en cuenta el grado tensorial, BC(H ) esta determinado por
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{BC(H)}(p.gn) = (HZP)®4. Ademds, lo podemos visualizar como el octante

3.1.1. La estructura diferencial de BC(H)
Dado BC(H) el tricomplejo definido por

{BC(H)}pqm = (HZ")™,

vamos a considerar tres diferenciales asociadas a él.

La diferencial tensorial de BC(H)

n—11

La diferencial tensorial d;: H>? — H>; d, = Z di

Op1 T Qpq

PG = Y lal+G-1-(G-1)

k<iU(k=i,l<j)
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Proposicion 3.1. Con la definicion anterior, d; es una diferencial en BC(H).

Demostracién: Veamos que d? = 0.

all PR alq

@11 o Qi p.q : : :
== > (D | an -o-day) ay

e 'L:l, =1 : . .

Qp1 Qpq J
apl oee apq
1 dy
ail ... alq
qu

pa . . .
_ (_1)P(k,l) [ _ Z (_l)P(i,j) k1 d(akl) Tt Okg

a. .. d a . a
k=1,l=1 i=1,j=1 il (ai)  aig

a/pl e apq

Para ver que se cancelan dos a dos los elementos de esta suma, diferenciamos tres casos,
(3,7) = (k,1), (,7) > (k,1) 0 (4,5) < (k,1) (donde el orden escogido es el lexicografico).

» (i,7) = (k,1): trivialmente d? = 0.

» (4,5) > (k,1): tenemos que comparar el signo generado por P(i,5) + P(k,l) en

ambos casos.
dudi; — P(i,5) + P(k,l) = Y laal+(i—1) = (G- 1)+
s<iU(s=14,t<j)

> laal+(k=1)-(-1)

s<kU(s=k,t<l)

dijdiy — P(i,5) + P(k,1) = Z |ase] + (i = 1) = (j — )+

8<iU(s=14,t<j)

S Jawl+ (k-1 —(-1)

s<kU(s=k,t<l)

Es en esta segunda suma, donde aparece |d(ax;)| que es igual a |ag| — 1, por tanto,
ambas sumas son de signos opuestos.

» (i,7) < (k,!): es andlogo al caso previo.l
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La diferencial simplicial de BC(H)

La diferencial simplicial ds: H?¢ — HZ 9,

P
dg : HP? — HP7M: 4, = Z(——l)i&
i=0

Qg1 ccc Gy
50=§(¢111)"‘§(a1q) ) :
Gp1 Opq
a ce Q1q

p = (_1)Sg3(p)£(apl) c+&(apg) -

Gp-11 -+ GQp-l4q
ok, 1<k<p-1,
aiy e 014
5 = (—1) kD405 | o g ) oo pang arssg)
Qp1 e Qpq

donde

sg(k, k +1) = |lags11|(laral + - - + |akgl)

+lagri2l(lars| + -+ lakgl) + - + lakt1,6-1]|anl
k,q

sga(k) = Y lazl

j=1,=1

Proposicion 3.2. Con la definicidn anterior, d, es una diferencial en BC(H). De hecho,
fijados los grados cosimplicial y tensorial, H tiene estructura de conjunto simplicial.

Demostracion: Veamos que 6;6; = d;-16;, si ¢ < j, por lo que automéaticamente habre-
mos probado la estructura simplicial. Por tanto, directamente obtendremos que
ds = fzo(—l)iéi es una diferencial. Para ello, consideraremos tres casos:

w =0, 0<j<p,

w 0<i<p 0< g <p,
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s 0<i<p, j=p.

’L':0,0<]'<p$(505j=5j_15()

Por un lado tenemos

Ao o agg
a1 - Gy : :
0o | 1 i [ =(=1)8(aa) - €laag) | mlag, ai11) o (a4, @)
ap1 Gy : :
p1 T Gpg
Por otra parte
a21 T Qog
a1 - Ay : :
do | o i =(=D28(an) - &lag) | e a50) o 1(aGns Gt g)
Ap1 -t Gpg : :
p1 Tt Opg

donde sy y s, vienen dados por las férmulas siguientes:

s1=sgp(j) +s9(j3,7 +1)
sy =5gp(j — 1) +sg(j — 1,5)

el exponente s, es igual a s, gracias a dos hechos:

= 59(j — 1,7) del segundo sumando es igual a sg(7,j + 1) del primero, dado que es
el signo de las permutaciones de los elementos {a;1,. .., a4}, {@j+1.1,- -, @14}
en ambos casos.

= En el segundo sumando tepemos sgp(j —1) = f,’fzwzl
primero sgp(j — 1) = 377 |, |am|, que son iguales si y solo si |a;;| = 0 para

todo 7. En caso de que exista 5 tal que |a1;| > 0, ambos sumandos son cero.

|@;| mientras que en el

0<i<p,0<j<p=>5i5j=5j_15i
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Por un lado tenemos

all .« oo a/].q
ajy o Qg ,U(a'i,la ai—l—l,l) e ‘ﬂ(ai,na ai+1,q)
516J E ... : — (_1)81 .
Gpr "+ Gy #(as1, @j11) o @, Gjigag)
apl e apq
Por otra parte
a/ll P alq
ai; -+ Qg ,u(ai,l, a,-+1,1) e ,U(ai,na ai+1,q)
0;j-10; o =(-1)= : :
Api ' Qpg (@, aj411) 0 @y, j+1q)
apl e apq

donde s; y s vienen dados por las férmulas siguientes:

J:q i,q

si= Y laml+sgG i+ 1)+ D laml+s9(,i+1)
m=1,l=1 m=1,l=1
4q j-1lq

so= Y laml+sg(i+ D+ D laml+s9(i = 1,4)
m=1,l=1 m=1,l=1

'_1 . ) z
En Y 7% |am| de sq, se tiene que la fila i-ésima estd compuesta por la suma de los

grados de a;; y a;41 %, de ahf que ambos signos sean iguales.

0<i<p,j=p=>5i5p=5p_15i

Por un lado tenemos

ai .o alq
ai;p - Qg : :
di0p oo = (=1)"¢&(ap) - Elapg) | m(as1, air11) - 1(@in, Gig1,)

Ap-1,1 T Op-lg
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Por otro lado

a1

J

p—léi
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a
Q1q :
= (“1)825(%1) - 'f(apq) p{@is Git11)

Gp-1,1

donde s; y s vienen dados por las férmulas siguientes:

.9 i,q

81 = 2 Iaml|+ Z |aml|+sg(27z+1)

m=1,l=1 m=1,l=1

p_laq Zﬂ+1

89 = Z |am| + Z lami| + sg(3,7 + 1)

m=1,l=1 m=1,l=1

Q14
Tt u(ai,n, ai+1,q)

Ap-1,9

-1 . Lo 4
En Zﬁ:fl:l lami| de ss, se tiene que la fila 7-ésima estd compuesta por la suma de los
grados de a;; y a;4+1 &, de ahi que ambos signos sean iguales.

Por tanto, acabamos de probar que {;}?_, da lugar a una estructura simplicial, por lo que
ds = >,(—1)"¢; es una diferencial. B
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La diferencial cosimplicial de BC(H)

La diferencial cosimplicial d.: H?Y —
7](1) ai; - Qig

50 — . . . .
n(1) ap -+ ap

an

59+ = (—1)s9Bla+1)

Gp,1
&, 1<k<yq,

an
5% = (=1)%9c®

ap1

donde

59

g+1
HP,q+1; d, = Z(_l)z(sz
=0
Qiq 77(1)
apq M(1)
a1 k-1 A(al,k) a1 g+1 -0 Qg
aph-1 D(Apr) Gprs1 o0 Gpg

pk~1

sgo(k) = > lasl

j=1,=1

Proposicion 3.3. Corn la definicion anterior, d. es una diferencial en BC(H). De hecho,

fijados los grados simplicial y tensorial,

HP* tiene estructura de conjunto cosimplicial.

Demostracion: Veamos que ¢/ = 66771, si i < j, por lo que automaticamente habre-
mos probado la estructura cosimplicial. Por tanto, directamente tenemos que
d. = 23:3 (—1)%4" es una diferencial. Para ello, consideraremos tres casos:

n 0=0,0<j<g+2,
s 0<i<qg+1,0<j<qg+2,

m 0<e<qg+1, j=qg+2.

i=0,0<j<qg+2= 86 =001

Por un lado

S50 :(_1)2?;13:1

77(1) a "'A(al,j-l) Q1q

(1) ap1 - Alagj-1) pg
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Por otra parte

aip - Qi _ n(1) an
§083-1 = (=1)Zn5m :
a'pl e apq 77(1) ap,l
0<i<qg+1,0<j<q+2= 65§ =1
Por un lado
ajx -+ Qiq ai A(al,i)
Fel o | ==
Qpr -+ Gpg ap,1 Alap,)
Por otra parte
aix - Qig a1 e 'A(al,i)
5igi=1 = (—1)*
Qp1 -+ Opg ap-11 * A(aps)

donde s; y sz vienen dados por las mismas férmulas

p,i—1 -2
s1= Y laml+ D lam|
m=1,l=1 m=1,l=1
pi—1 p,j=2
s2= Y |+ D laml
m=1,l=1 m=1,l=1
0<i<g+1, j=gq+2= §72§ = §igett
Por un lado
ai Qg a "A(au)
sl r . [ = (=1
Ap1 Qpq ap1 - Alap)
Por otra parte
11 Q1q a1 A(al,i)

ke : — (__1)82

<o Alaro1) a1

e 'A(ap,j—l) Op,q

- Afar-1) ayg

o Aapi-1) apg

o Alargo)  aig

e ‘A(ap,j—l) Qp-1,q

* Qpg 77(1)
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donde s; y s, vienen dados por las mismas férmulas

pyi—1 g

S1 = Z Iamll + Z |aml|
m=1,l=1 m=1,l=1
pi—1 Pg
S = Z lami| + Z |ami]
m=1,l=1 m=1,l=1

Propiedades de compatibilidad entre las diferenciales

Una vez introducidas las tres diferenciales en BC(H ), pasemos a detallar algunos resul-
tados de compatibilidad entre ellas a la hora de componerlas en uno u otro érdenes.

Proposicion 3.4. d.d; = —d.d;.

Demostracién: Consideremos a € H?, entonces se tiene que d;d, sobre a es la suma

dtds(a) =
a9 e a2q
(D= (-DFD¢(an) - &lag) | 1 dlay) ¢ |+
ij 41 - apg
an Tt Q1q
N : d(as;) :
(II) _ (_1)P(z,]) (_1)sg3(k)+sg(k,k+l)+k : Q5 : +
%: ; (k1 @k+1,1) 1(kqOr+1,0)
ap] DEEEY apq
ai N alq
(I1I) - Z(_1)P(l,])+sgB(P)+P§(apl) - &(apg) : d(a;;)
1% Ap-1,1 . Ap-1,4

Una vez dividida la suma en tres partes, veamos la prueba dependiendo de los casos:

» Caso (I): se verifica que d;dy = —dqd;.

a21 e a2q

dody(a) = = D (-1)""Ve(an) - &lag) | i d(ay)

1,7 apl e apq

e Sii > 1,en el signo generado por P(i, j) tenemos una fila més, al igual que la
suma de los grados de los elementos de la primera fila, pero el tinico modo de
que dicho sumando sea distinto de cero, es que a; ; sea un elemento de grado
cero para todo j, lo que nos lleva a concluir d;dy = —dd:.
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e Para i = 1, es claro que dod;; = 0 para todo j, gracias a la compatibilidad
existente entre £ y la diferencial de H, d.

» Caso (II): A su vez, vamos a estudiar esta suma dependiendo de si los morfismos
componentes de la diferencial tensorial estin en una fila superior o no de la k-
ésima componente de la diferencial simplicial. Asi pues, tenemos los casos ¢ < k,
1>k+1lyi=ki=k+ 1

e Sii < k, se tiene que d;;dy, = —dyd;;. La diferencia de signo nos la da sgp(k)
que en el segundo factor aparece el grado de d(a;;), lo que disminuye la suma
en uno.

e Siv > k+1,djdy = —did,_1 ;. El nimero de filas ha disminuido en uno
y por tanto el signo de la diferencial tensorial cambia dependiendo de si se
aplica primero la dj, o después.

e Si i = k, veamos que dijd; = —di(d; + diy1,;). Esta igualdad se debe
béasicamente al hecho de que el producto de H, i, conmuta con la diferencial,
ie.,

dulars, ak1,5) = p(d(arg), ars1y) + (1)1 u(ar;, d(aps1,5))-

a1 [ alq
dridi = (=)@ | p(ars, ags11) dp(aks, aks1,5)  H(Akg, Gkt1,q)
a/pl S apq
ail v alq
di(dij + dii1) =(=1D)® | w(ars, arsr1) p(d(ar;), axrr;)  1{akg, Grsng)
apl .. apq
an Ce alq

+(=D) | plars, ari11)  plarg darng))  1lang, arsng)

ap1 Opq
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k—1,q
Si denotamos por sg;(k) = Z , tenemos que
=i l=1
-1

(a) = sgn(k) + sg(k, k+ 1) + sgi(k) + k= (G = 1) + D llan| + lags1,]

=1

(6) = sgp(k) + sg(k. k+ 1) +sg:(k) + k= (j = 1) =1 = i |ak1+
> lawl
(c) = sgp(k) +sg(k,k+1)+sq(k) +k—-(G—-1)+1+ Z k| +

=1
Jj-1 q
D aksal = Y laxdl
=1

i=j+1
Por tanto,tenemos que (a) = (b) + 1y (a) = (¢) + 1 + |ax;|, lo que implica
que dijdi = —di(dij + diet1,)-
» Caso (I11): se verifica que d;d, = —d,d;, gracias a que el signo de d; es el mismo
en ambos casos, pero el signo en d, ha disminuido en 1 por d,,;. Por otro lado, es

claro que los morfismos d,d,; con 1 < j < g son todos nulos, por las propiedades
de compatibilidad entre £ y la diferencial de H, d.

Asi pues, d; + d; es una diferencial en BC(H). B

Proposicion 3.5. d.d; = —d,d..

Demostracion: Teniendo en cuenta la propiedad (d ® 1 + 1 ® d)A = Ad, dividamos la
prueba en tres casos

= Caso (I): se verifica que d;0° = —4°d;. De hecho,

n(1) an -+ ay
dit1,;6° = (=1)" | n(1) aa d(ay) aig
n(1) ap - Gy
donde s, = z lag| + 7 — (4 — 1). Por otro lado, tenemos que
k<i k=inl<j
n(l) an -+ oy

8Odi; = (-1 | n(1) an d(ay) aig
n(l) ap - Opq
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donde s; = Z lag| + (i — 1) — (j — 1), asi que teniendo en cuenta que
k<ik=i~l<j
In(1)] = 0, se tiene que s; = —s,. Ademds sabemos que d;od® = 0 para todo
1<j<q
Caso (II): Con respecto a la tltima cocara de la diferencial cosimplicial tenemos
que dij5q+1 = —6q+1d1j.
ain ag (1)
di ;67 = (=1 | an dlay) aig n(1)
apt ot apg (1)
donde s; = Z lag| + (G —1)— (G —1)— 1+ sgc(g+1).
k<i,k=inl<j
ay ayg (1)
0 ;= (=1)" | an d(ay) aig (1)
Up1 Qpg 77(1)
donde s, = Z lag| + (i — 1) — (j — 1) — 1 + sgc(q + 1). Solo hay que te-
k<i,k=i~l<j
ner en cuenta que en la suma sgc (g + 1) aparece |d(a;;)|, para concluir que
$1 = —83. Por otro lado, d,;679%! = 0. ‘
Caso (IIT) : veamos que d;;6* = —§¥d;;. Para ello, al igual que en la proposicion

anterior, diferenciamos si j < k,j > k+10j = k.

e Sij <k, setiene que d;;0* = —&*d;;. La diferencia de signo nos la da sgc (k)
que en el segundo factor aparece el grado de d(a;;), lo que disminuye la suma

€1 uno.

e Sij > k+1,d;6" =—6%d; ;_,. Se debe exclusivamente a que el niimero de
columnas ha aumentado en uno y por tanto el signo de la diferencial tensorial
cambia dependiendo de si se aplica primero la dj, o después.

e Sij =k, veamos que 6*d;;, = —(d;,+d; x11)0". Esta igualdad se debe basica-
mente al hecho de que el coproducto de H, A, conmuta con la diferencial, i.e.,
A(d(ars) = d(aryjy) ® a, g, + (—1)1™itlay, 5, ® d(an, 5,))-

@11
dyjdy, = (=1)@

apl

Qiq

10k, Gy Ap{@rgs Gre1,j)  1(Gkg, Ghag

Qpg
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Por tanto, acabamos de probar que d; + d,. es una diferencial en BC(H). B

Proposicion 3.6. d.d, = d.d..

Demostracion: Para probarlo es necesario hacer uso de la condicién de Hopf existente
entre el coproducto y el producto de H, u®?(1 @ T ® 1)A®? = Ap.

Asi pues, veamos que §%6,,1 = 6,410

De un lado, tenemos

a e A(al,k) - Q1g
8001 = (1" | m(@ss11,as421) - A(p(@st16r Asa2,6))  H(@st1,g, Corang)
ap1 . A(ap’k) e Qpg
del otro:
a’ll . e A(al,k) P alq
55+15]c = (—1)52 ,U(as+1,1, as+2,1) "'N(Aas+l,k7 Aas+2,k) "‘M(as+1,q,as+2,q)
ap1 ce A(ap,k:) Qg

Donde los signos s; y s, vienen dados por las formulas

s1=s+1+sgp(s+1)+sg(s+1,s+2)+k+sgc(k)
so=k+sgc(k)+s+1+sgp(s+1)+sg(s+1,s+2)

por tanto nos vale con comparar sg(s + 1, s + 2) en s; y en s2. En particular, la férmula
para sg(s+ 1,s + 2) de s es
k-1
sg(s+1,5+2) = Z |ass2il(|assripa| + -+ |Aasiie] + - + |ass1])

i=1
+ |A1as+2,k|(|A2as+1,kl + 1a3+1,k+1| +oeee [as-i-l,nl)
+ |A2as+2,k|(as+1,k+1| + -4 astinl)

n—1

+ Z |as+2,i|(|as+1,i+1| + et |as+1,n|)
i=k+1
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Es mas, para j > ky j < k, el sumando del elemento a, ; s igual en ambos casos.
Por tanto, restrinjdmonos al sumando de a2 x: Por una parte, tenemos

last2,0](|ast1 1] + -+ + |@st1,nl)s

y por la otra tenemos

|A1‘13+2,k|(m2as+1,k| +last1 k1] + - Flasiin]) + |A2as+2,lc|(as+1,k+l| -t |astinl)

Pero, ésta no es mas que la condicion de Hopf con respecto a los signos, por lo que obte-
nemos que d.d; = d.d..l

Proposicion 3.7. El morfismo
dpc =d¢ +de + (~1)%ds - H' — HYYy @ HE 7 @ HRo
es una diferencial para el tricomplejo BC(H) = {HP},, 4 n>0.

Demostracion: Gracias a las tres proposiciones anteriores, probar que d? = 0 se reduce
simplemente a las tres observaciones siguientes:

s d.d,+d.d; =0.
. (—1)qdcds + (_1)q+1dsdc = 0.
o (=1)%dyd, + (=1)%dyd, = 0. W

3.1.2. La estructura multiplicativa de BC(H)

En esta seccién definimos la estructura multiplicativa y comultiplicativa de BC(H), con-
virtiéndolo en una bidlgebra.

La estructura de dlgebra en las filas de BC(H)

Definicidn 3.2. Fijado el grado simplicial en n, definamos para todo n > 0, un producto
en HY, p : HY* ® H* — H!*, como un morfismo de grado cero (sin considerar el
grado simplicial) dado por

n,m n,r n,m+r

(@,b) — (a b)
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Proposicion 3.8. El producto i es asociativo.

Demostracion:

pl®u): HY" @ HI™ @ H™ — H
(a,b,c) — p(a, (b c))=(a b c)
W(p@1): B @ HP" @ B — HP”

(a,b,c) — u((a b),0)=(a b ¢)
Proposicion 3.9. El producto p conmuta con la diferencial cosimplicial y tensorial.

Demostracion: Para probar que el producto conmuta con las dos diferenciales, en primer
lugar tenemos que considerar exclusivamente los grados cosimplicial y tensorial de un
elemento de H}»*.

Una vez hecha tal puntualizacién, es trivial probar que p(d; ® 1 + 1 ® d;) = d,u. Sean
a € Hybe HM, entonces tenemos que

ay; -+ Qg by b1t

da(a,0) = =Y (DD | ()

1’] Gpt “** Gpg bp byt

Aquellos sumandos cuya diferencial se aplica sobre b;; tienen como signo
P(i,5) =k+ > |bu| + (i — 1) — (¢ + j — 1). Por otro lado,

ay o @y b o by

w(l@dy) = dya(a,b) = =Y (=1)FEHel=lale {2 )

bJ Gpy **+ Gpg bp1 byt
donde el signo P(i,j) = > |by|+(i—1)—(j—1). Por tanto, ambos sumandos son iguales.

Ahora bien, para probar que p(d. ® 1 +1®d.) = d.u, solamente hay que tener en cuenta
que en el caso de la construccién cobar se tiene que po(d. ® 1 + 1 ® d) = douq, y
que la diferencial cosimplicial definida actualmente es aplicar n-copias de la d. sobre un
elemento de grado simplicial n, al igual que el producto es aplicar n-copias del producto
de la cobar. B
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Proposicion 3.10. El producto i no conmuta con la diferencial simplicial.

Demostracién: Sean a,b € H™* dos elementos, entonces d,(a), ds(b) € HI'*, por
tanto, no es posible calcular p(ds ® 1) ni u(1 ® ds) dado que no coinciden los grados
simpliciales. B

La estructura de coalgebra en las columnas de BC(H)
Definicion 3.3. Fijado el grado cosimplicial en n, definamos para todo n > 0, un copro-

ductoen H*", A : H*" — H}"™® H}™, como un morfismo de grado cero (sin considerar
el grado cosimplicial) dado por

Htr,n N Z H;’n ® Hg,n

i+j=r
T ai; crr Gin aj+1,1 0 Gi+ln
a—> | I I :
J=0 a’jl - ajn a’T,l e Ay

Proposicion 3.11. El coproducto A es asociativo.

Demostracion: Es simple probar que (A ® 1)A = (1 ® A)A.

Por un lado (1 ® A)A tenemos,

a1 - Qip r aipr - Qin Aj+11  * Aj4ln
—
A ® ;
a1 Qjn 3=0 a1 Qjn ar1 Grp,
1A
ror—j [ @11 " Qip Aj+11 * Qj+in Aj+i1 * Qjtin
® . . ® . .
7=0 i=0

aji v Qjn Aj+i1 c Oitin Qr,1 ©rrOrn
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Por otro lado (A ® 1)A,

air - Qin r aj; - Qip ajy11 - Qjn
—
A ® : :
a’jl N ajn J=0 ajl o ajn a’T,l e arn
l1A®1
g a1l - ain Ait1,1  Qitln aj+11 " Qj1m
E E : : ® : : ® : :
7=0 =0 a;1 o Qi a1 Qg Qr,1 R .

Proposicion 3.12. El coproducto A conmuta con la diferencial simplicial y tensorial.

Demostracién: Para probar que el coproducto conmuta con las dos diferenciales, en
primer lugar tenemos que considerar exclusivamente los grados simplicial y tensorial de
un elemento de H;™.

Una vez hecha tal puntualizacin, es trivial probar que (d; ® 1 + 1 ® d;)A = Ad,.

Ahora bien, para probar que (d; ® 1 +1®d;)A = Adg, solamente hay que tener en cuenta
que en el caso de la construccion bar se tiene que (d; ® 1 +1® d;)Ap = Apd,, yque la
diferencial simplicial definida actualmente es aplicar n-copias de la d, sobre un elemento

de grado cosimplicial n, al igual que el coproducto es aplicar n-copias del coproducto de
la bar.l

Proposicion 3.13. El coproducto A no conmuta con la diferencial cosimplicial.

Demostracion: Sea a un elemento de H?!, entonces tenemos que

dA ( ai ) — (ayn) ® (azm) — Z(an) ® ((az az )+ Z( ai a1; ) ® (az)

a21 — —
47 .7

a Ay Q14
sac((or) =S (o i) = S o o)

Observacion 3.1. Dada una algebra de Hopf conmutativa, se tiene que la construccién
cobar al igual que la construccién bar posee sendos morfismos multiplicativo y comulti-
plicativo que la convierte en una dlgebra de Hopf.
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Un aspecto importante en dicha estructura es la complejidad existente en uno de los dos
morfismos (en el caso de la construccién Cobar, el coproducto es un shuffle, mientras que
en el caso de la construccién bar, el producto es un shuffle).

Esta problematica junto con la incompatibilidad de los morfismos anteriormente definidos
con alguna de las tres diferenciales, nos lleva a afirmar rotundamente que éstos no pueden
ser extendidos de modo natural a un producto y un coproducto globalmente, de modo
que la restriccion sobre la primera fila y columna den las estructuras co-multiplicativas
correspondientes a la construcciones Bar y Cobar como dlgebras de Hopf.

Proposicion 3.14. El producto y coproducto anteriormente definidos verifican la condi-
cion de Hopf generalizada, i.e, Ay = p®2A®2,

Demostracion: Dados a,b € BC(H), distingamos dos casos.

|a]s = |b|s
Veamos qué da Ap
125 S I 3 PN by by a;; 8 b o bip
_.__)
) 2
Am1 " Amn bml bmn Amt ' Omn bml bmn
1A
m a1 Q1 bin by, Air11 - Qi4ln bj+1,1 . 'bj+1,n
E : : : : ® : : : :
Jj=0 ajl PN ajn b]l e bj’n Ami c o Omn bml e bmn
Mientras que u®?A®?2
@11 Qi buu - bin
) :
Am1 Amn bml bmn
l A®2

a1l Qin Gir1,1 Gjtin m bii bin bi+1,1 bi+1,n

iss®

3=0 a1 Qjn Gml  Omn =0 bir  bin b1 bmn
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m a1t Qip by b aj+1,1 " Gi41n bj+1,1 e 'bj+1,n

7= a1 Qn bjp b Am1  Gmn bm1 s

Ia|s # |b‘s

Veamos que en este caso se tiene que
Ap=0=p®2A%2
» La primera parte de la igualdad es facil ver que es cero, dado que u(a, b) = 0.

= Por otro lado, para ver que u®2A%%(q,b) = 0 supongamos que a es un elemen-
to con grado simplicial |a|; = m y grado cosimplicial |a|. = n; andlogamente,
supongamos que b tiene grado simplicial |b|, = ¢ y grado cosimplicial |b|, = p (con
p no necesariamente distinto de n).

Es claro que el coproducto A aplicado sobre a da suma de elementos de la forma
a1 ® aq, donde se verifica que |a;|s + |az|s = |als ¥ |a1|c = |azc = |alc.

Igualmente, se tiene que al aplicar A sobre b, éste da lugar a una combinacion
de elementos de la forma b; ® by, donde se verifica que |by|s + |b2]s = |b|s ¥
|b1]c = |b2]c = [b]..

Por tanto, es imposible que al hacer el producto u(a; ® by) ® u(az, b2) sean ambos
términos distintos de cero a la vez por una cuestién de grados simpliciales.

La estructura multiplicativa global de BC(H)

Dada la complejidad de la estructura diferencial de BC(H), ésta nos lleva a definir pro-
ductos y coproductos mucho mds sofisticados con el fin de que sean compatibles con la
diferencial total. En un primer paso, mostramos un morfismo de grado cero, asociativo,
que al menos es compatible con la diferencial tensorial.

Definicién 3.4. Globalmente, podemos definir un morfismo en BC(H) trivial
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f: BC(H) ® BC(H) — BC(H) dado por
H:L,s ® Hfﬁw N Ht+r,S+w

n+m

w—(51)

donde 1 es la unidad del producto de H.
Proposicion 3.15. El morfismo [i es de grado cero y es asociativo.
Demostracién: Dividamos la prueba en dos partes
= Es claro que /i es un morfismo de grado cero.
= Serd asociativo si verifica (1 ® 1) = (i ® 1)
L(l1®f): BO(H)® BC(H) ® BC(H) — BC(H)

a1l 1
b 1
a — [{a = b
o) =i (7 g p=| 1 i
L(p®1): BC(H)® BC(H)® BC(H) — BC(H)

a 1 1
(a,b,c)——»ﬂ((cll i),c)= 1 b1
1 1 ¢

Lo que finaliza la demostracién.ll
Proposicion 3.16. El morfismo [i conmuta con la diferencial tensorial de BC(H).

Demostracién: La demostracién se sigue inmediatamente de la definicién (también es
importante mencionar que dicho morfismo no conmuta con la diferencial simplicial). B

Siguiendo un poco esta linea de definicién de morfismos candidatos a ser extendidos
globalmente, debemos tener en cuenta que en la construccién Cobar el producto viene
definido por el producto trivial existente en el médulo tensorial, mientras que en la con-
struccién Bar dicho producto es el producto shuffle.

Por tanto, dado que BC(H) es la generalizacién natural del producto tensorial de cons-
trucciones Bar en columnas y construcciones Cobar en filas, consideremos el siguiente
producto globalmente.
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Definicion 3.5. Globalmente, podemos definir  : BC(H) ® BC(H) — BC(H) un
producto en BC(H) dado por

H:;,s ® Ht,w — Ht+7‘ yS+w

n+m

o5 1)

donde 1 es la unidad del producto de H y [] es el producto shuffle en cada columna, es
decir, dados a y b,

= los completamos hasta ser elementos de H H!™*, dando lugar a:

all e s als 1 s v . 1

Q1 Qs 1 - 1
1 - 1 by - by
1 - 1 by - b

» Una vez completados consideramos el producto shuffle sobre cada columna inde-
pendientemente dado por

[ai1]- - |ar] % [1] - Z( 1)s9@Bc, .. ol

donde la suma esté definida para todos los 7 € {(r, t) — shuffles}.

» Finalmente, “pegamos” ambas matrices, dando lugar a

c7l‘11 e C7rl,s+w

(_1)2 sg(ci, ;)
Crrpen " Crrgestuw
Es decir, con respecto a la estructura “horizontal”, consideramos el producto dado por el

producto trivial de “pegado”, mientras que en la estructura “vertical”, consideramos un
producto shuffle globalmente sobre cada una de las columnas.

Proposicion 3.17. El morfismo i es de grado cero y es asociativo.
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Demostracion: La prueba es idéntica a la realizada en la proposicién 3.15. B

Proposicion 3.18. El morfismo y conmuta con las tres diferenciales de BC(H).
Demostracién: Dividamos la prueba dependiendo de la diferencial.
= En primer lugar es claro que p conmuta con la diferencial tensorial trivialmente.
= De igual modo se ve que conmuta con la diferencial cosimplicial.

= Por tltimo, teniendo en cuenta que el producto sobre las columnas es el producto
shuffle generalizado del producto shuffle de 1a construccién Bar, y que la diferencial
simplicial de BC(H) también es la definicién generalizada de la diferencial simpli-
cial de la construccién Bar, se tiene que ;1 conmuta con d,. W

Finalmente, podemos visualizar el “tricomplejo” como un octante de R?

3,1 3,2 3,3 34 3,6
H H} H H H3
e s e e V4
2,1 22 _ 23 24 2.5
L H H Hp® — Hy H,
% % V2 /| %
1,1 1,2 13 : 1,4 1,5
HY ————~H HY — 1 H!
SO N 32 | 33 Lo 34 o 35
- HY, o HYE e o HYS - HYY H>?,
271 ...... O 2’2 ...... O W 2’3 ...... .................... 274 ...... R 2’5
Hn—l Hn——l Hn—l Hn—l Hn—l
¥
1,1 1.2 1,3 : 1,4 15
Hn—l Hn—l Hn—l ; Hn—l Hn—l
31 i 32 | O = 5. S N 34 o] 3,5
Hn—2 Hn—2 Hn—2 Hn—Z Hn—2
P %
271 ......................... 272 .......................... 273 ................... 274 .......................... 2’5
Hn—.2 Hn—2 Hn—-2 444444 Hn—2 Hn—2
¥
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3.2. A.-algebras de Hopf por Perturbacion

En esta seccion daremos una respuesta a la pregunta :;Cudl es la definicién de A -dlge-
bra de Hopf desde el punto de Teoria de Perturbacion?

La nocién de A,.-dlgebra de Hopf surge de modo natural desde el punto de vista de
las contracciones, como un dg-médulo M que hereda de una dg-dlgebra de Hopf, via
una contraccién r, sendas estructuras de A-dlgebra, {u; }icr, ¥ Aco-codlgebra, {A;};ey,
junto con unas operaciones h*/ : M® — M®J las cuales miden la diferencia entre la
composicién de las operaciones p; con A; cuando sea posible. He aqui pues una serie de
resultados que nos llevardn a dar una definicién de lo que es una A,-dlgebra de Hopf.

Proposicion 3.19. Dada H una dlgebra de Hopfy r : H — M una contraccidn, ésta
induce una nueva contraccion de dg-modulos

bC(T) : {(BC(H)’ dt)7 (BC(M)a dt)a bC(f), bc(Q)a bC(¢)},
donde los morfismos bef, beg, beg estdn definidos por las féormulas siguientes

be(f)ipew)y, = f® - ® f;

be(g)iBemy, = 9@ - ® g;

n veces

be(9)1Bo), = Zl@ B®LlR®PRgf® - ®gf.

kveces n—k— 1 veces

Demostracién: BC'(H)™? con la diferencial tensorial coincide con el médulo tensorial
en grado pg, por lo que la contraccién resultante no es nada mds que el producto tensorial
de la contraccién r consigo misma pg-veces.li

En todo lo que sigue, supongamos que H es una dga-dlgebra de Hopf conexa, i.e., Ho =
A. Considerada la aumentacién £ : H — A, denotemos por H = Keré.

De modo anélogo podemos construir BCH como el tricomplejo BC(H) al cual le hemos
eliminado los elementos con grado tensorial cero.

Definicion 3.6. Dada H una dga-dlgebra de Hopf conexa, se define el médulo BCH
como el médulo graduado

BCH=AoH " o (A" oA e -0 > Hie-
i+j=k

junto con las diferenciales d;, d, y d, inducidas en H.
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3.2.1. La estructura de A..-coalgebra

Proposicién 3.20. Fijado n > 0, H*™ es una codlgebra junto con la diferencial d, + d;.
En particular, H*' coincide con la construccién bar de H.

(H™',dy +du, | |s + | |¢) = B(H)

Demostracién: La primera parte del teorema ya lo hemos probado al establecer la com-
patibilidad del coproducto con las diferenciales simplicial y tensorial, asi pues, veamos
que (H*',d, +dy, | |s + | |.) coincide con la construccién Bar. Para ello, examinemos las
férmulas explicitas de dy, d, y el coproducto definido en H*!

p

H*1l = E di,l‘

=1

» En primer lugar, la diferencial tensorial viene dada por d,

a1

di = —(=1DFEV | d(ay) donde P(i,1) = Z laka| + (i — 1).

k<i
ap1

Esta férmula coincide con la definicién de la diferencial tensorial en la construccién
Bar.

» [gualmente se observa que la diferencial simplicial resultar ser la diferencial sim-
plicial de la construccién Bar, es decir, ds = Zz;}(—-l)kék

a1t
: k
& = (=1)%2®) | p(ag, app1n) donde sgp(k) = Z laji].
: j=1
ap1
Esta férmula es la de la diferencial simplicial de la construccién Bar.

» EI coproducto claramente coincide con el coproducto definido en la construccion
Bar.l

Teorema 3.21. Dada la contraccionr : H — M, si establecemos la contraccion 3.19

be(r) : {(BCH, dy), (BCM, dy), be(f), belg), be(¢)}
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la diferencial simplicial d, es un dato de perturbacion para la proposicién 3.19.

Aplicando el lema de perturbacion bdsico, tenemos una nueva contraccion

be(r)a, : {(BCH, d; + d,), (BCM, d; + doo), be(f)a, b(9)a, be($)a, }

tal que la proyeccion sobre los elementos con grado cosimplicial igual a uno, da lugar a
una Ay,-codlgebra en M.

Demostracién: La primera parte de la demostracién es probar que la diferencial simpli-
cial es un dato de perturbacién de be(r), es decir, que be(¢)d; es puntualmente nilpotente,
lo cual es cierto, dado que bc(¢) aumenta en grado tensorial y d, disminuye el grado sim-
plicial en uno, por lo que como méximo sobre un elemento con grado simplicial n, al cabo
de n-veces obtenemos un valor nulo.

De hecho la demostracidn se debe exclusivamente a la proposicién 3.20, en la que hemos
probado que al considerar los elementos de BC(H) con grado simplicial 1, éste coincidia
con la construccién Bar de H. B

Asf pues, la estructura de A,-codlgebra la encontramos en la pared lateral izquierda del
tricomplejo.

3,1 3,2 3,3 3,4 3,5
HS o H? H} HS
s s 5 & ¥
d d d d d
2,1 %5 2,2 75 2,3 U 2,4 78 2,5 °F
H, H, H,, Hy, H,
e dt s dt s dt s dy 5 dt
d d d d d
1,1 78 1,2 ¢ 1,3 ¢ 1,4 % 1,5 °°
d d dt dt dt
3,1 3,2 33 3,4 3,5
Hz—l Hn—l Hn—l Hn—l Hn—-l
dt dt ¥ dt ) dt dy
2,1 s 2,2 s 23 s 24 Gs 25 s
Hn——l Hn——l Hn-—l Hn—l Hn—l
¥ di dt £ dy ¥ dy £ dt
L1 ds 12 s 1,3 ds 1,4 9s 1,5 s
H,)~4 H,% H.”", H,~, H.%
d d ds dy d:
3,1 3,2 3,3 3.4 3,5
Hn—Q Hn—2 Hn—2 Hn—2 Hn—2
di dy di s dt dy
d d d d d
2,1 ds 2,2 ds 2,3 ds 2,4 ds 2,5 ds
Hn—2 Hn—2 Hn—2 Hn—2 Hn—2
¥ ¥ ¥
d
1,1 3
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que da lugar via be(r) a

Ml

dt

d
2 o0
M 3

3doo

3.2.2. Laestructura de A, -algebra

Capitulo 3. As-Algebras de Hopf

Ml

n—

1

dr ,
24 oo
M

4doo

di

dy

Proposicion 3.22. Fijado n > 0, H™* es una dlgebra junto con la diferencial d,+ dy. En
particular, H* coincide con la construccion cobar de H.

(H', de +dy, | | +] |e) = QH)

Demostracion: La primera parte del teorema ya lo hemos probado al ver la compati-
bilidad del producto con las diferenciales cosimplicial y tensorial, asi pues, veamos que
(HY™,d, + dy,| | + | |) coincide con la construccién Cobar. Para ello, examinemos las
formulas explicitas de d;, d. y el producto definido en H'*

= En primer lugar, la diferencial tensorial viene dada por d;|z1,» = Z dy ;.

di==(-1)""" (a

donde

P(1,4)

d(ali)

=Y ol - (i-1).

k<i

=1

Q1q )

Esta férmula coincide con la definicién de la diferencial tensorial en la construccién

Cobar.
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s La diferencial cosimplicial es la diferencial cosimplicial de la construccién Cobar,
q

ie,d =Y (~1)*
k=1
& = (19" (ayy -+ ap-1 Alars) Gresr o a1 )

donde

k-1
sge(k) = 3 Jaul
=1

= El producto claramente tiene la misma definicién que el producto definido en la
construccién Cobar.ll

Teorema 3.23. Dada la contraccionr : H — M, si establecemos la contraccion 3.19
bC(’/‘) : {(EEH: dt)a (@Ma dt): bC(f), bC(g), bC(¢)}
la diferencial cosimplicial d. es un dato de perturbacion de la proposicion 3.19.

Aplicando el lema de perturbacion bdsico, tenemos una nueva contraccion
be(r)a, : {(BCH, d; + d.), (BCM,d, + duo), be(f)a,, be(9)a,, be(d)a, }

tal que la proyeccion sobre los elementos con grado simplicial igual a uno, da lugar a
una As-dlgebra en M.

Demostracién: La primera parte de la prueba es ver que la diferencial cosimplicial es un
dato de perturbacién de be(r), es decir, que be(¢)d, es puntualmente nilpotente, lo cual es
cierto, dado que bc(¢) aumenta el grado tensorial y d. aumenta el grado cosimplicial en
uno, por lo que gracias a la conexién del 4lgebra de partida, al cabo de n-veces obtenemos
un valor nulo.

De hecho la demostracién se debe exclusivamente a la proposicién 3.22, en la que hemos

probado que al considerar los elementos de BCH con grado cosimplicial 1, éste coincide
con la construccién Cobar de H.

Asf pues, la estructura de A.,-dlgebra la encontramos en la pared frontal del tricomplejo:
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LI s L2 L3 s LA L

de de de de
-
di dy dt dt dt : H
2,5
Hn—l i
L1 s L2 s 13 o LA s L5
Hn——l de >[—In——l de >Hn—1 de >Hn—] de >Hn—1
35
Hn—2
di dy dy ds de
2,5
Hn—2
l’]‘ ...................... 1’2 ...................... 1’3 ...................... 1’4 ...................... 1’5
Hn—-? de = Hn~2 de R de > Hn—2 de s Hn—~2

que da lugar via be(r) a

ds g i de :
= 2,5
_‘ M2,
117 deo 12 doo 1,5
MU, S - MY, et - MM,

3.2.3. Los operadores de homotopia

En esta seccién damos una nocién explicita de las A,.-algebras de Hopf gracias a la teoria
de perturbacion.
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Ahora bien, gracias a una propiedad del lema de perturbacién que enunciamos a conti-
nuacién, podemos establecer el siguiente teorema, el cual nos da una definicién de A-
algebras de Hopf.

Lema 3.24. [GLS91] Seanr : {N, M, f, g, ¢} una contracciény 6, §' y § + &' datos de
perturbacion de r. Entonces,

(7"5)5/ — (’["5/)6 = 7'(5_1_6/).

Teorema 3.25. Dada la contraccionr : H — M, donde H es una dg-dlgebra de Hopf'y
M es un dg-modulo, si consideramos la contraccidn definida por la proposicion 3.19,

be(r) : {(BCH, dy), (BCM, dy), be(f), be(g), be(¢) }

Jjunto con el dato de perturbacion d. + (—1)%ds, gracias al lema de perturbacion bdsico,
podemos definir una nueva contraccion

be(rYaot(-1y2a, : {(BCH, dy+do+ (—1)7d,), (BCM, dy +dos), be( £ )oor be(9)oos be(d)oo }
tal que:

» la proyeccidn sobre los elementos con grado simplicial igual a uno, da lugar a una
Aso-dlgebra en M;

» la proyeccién sobre los elementos con grado cosimplicial igual a uno, da lugar a
una As-codlgebra en M;

» los operadores de homotopia de orden superior en M, son operaciones
htd ; M® — M® de grado i+ j — 3, coni > 1,j > 1, los cuales vienen dados
por las formulas del lema de perturbacion bdsico que detallamos a continuacion.
Demostracion: Gracias al lema de perturbacion, junto con el lema anterior, sabemos que

be(T) (det (~1)24,) = (bc(r)dc)(_l)qu = (bc(r)(—l)qu)dc'

Con el fin de simplificar las férmulas, denotemos por § = d., &' = (—=1)%,, f = be(f),
g = be(g) y por ¢ = be(¢). La férmula explicita de do, es

doo = f(6+6) D (—1)((8 +6))'g.

>0



82 Capitulo 3. A..-Algebras de Hopf

Desarrollando esta férmula tenemos que

dos = [ (=1)'(¢0 + ¢8')ig + £8' Y (—1)'(¢0 + ¢6)'g

i>0 i>0
= 8 (~1)(¢6)'g+ £8 Y (~1)(¢8)'g
120 >0
(*)Ao::ilgebra (*)Aoo-‘croélgebra
+fo) (-1) Z a((90)*(¢8")*)g + f8' y _(-1)° Z a((99)*(¢8")")g

Permutaciones Permutaciones

~

~
(©)Operadores de homotopia de orden superior

donde o( f'¢’ ) denota la suma de todas composiciones posibles de f con g dadas

}.

Permutaciones

por las permutaciones del conjunto {f,..., f,g,...,¢
—_— —

i-veces j-veces

Veamos pues que en la anterior férmula, obtenemos la estructura de A,.-4lgebra, la estruc-
tura de A-codlgebra y también la de A -dlgebra de Hopf, la cual atina las dos anteriores.

= Como ya hemos visto en el teorema 3.20, sabemos que sobre elementos con grado
cosimplicial 1, obtenemos la A..-codlgebra de M, la cual viene dada por la f6rmula
(*). Por tanto, solamente tenemos que restringir dicha férmula a elementos M.

= Andlogamente, por el teorema 3.22, sabemos que sobre los elementos con grado
simplicial 1, obtenemos la A..-dlgebra de M, la cual viene dada por la férmula (x).
Por tanto, solamente tenemos que restringir dicha férmula a elementos M}*.

= Ahora bien, para los operadores de homotopia de orden superior
RS M® — M® coni>1,5> 1,
veamos que las férmulas (O) nos los definen, siempre y cuando consideremos

h%3 . M1 — M, Para ello, veamos que tienen grado ¢ + j — 3.

En las férmulas detalladas anteriormente, el inico modo de ir de M*! a M7 es
aplicando (i —1)-veces la diferencial simplicial y (j — 1)-veces la diferencial cosim-
plicial, por tanto, las férmulas explicitas para h*J son

B = fo(=1)" o ((@0) (98 )g + fO(=1)T o ($6) " (88) )9

Permutaciones Permutaciones
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Teniendo en cuenta el grado tensorial exclusivamente, es claro que 4 y ¢’ tienen gra-
do cero, por tanto el grado de dichas operaciones depende del nimero de operadores
de homotopia ¢ en las férmulas, que son, en el primer caso, (i —2) + (j — 1) =
t+j—3,yenelsegundo (i — 1) + (j — 2) = i + j — 3, tal y como querfamos
probar.l

Definicién 3.7. Una A -dlgebra de Hopf es un médulo graduado H, dotado de una fa-
milia de operaciones de médulos graduados h*J : H® — H®/ paratodo 1,7 > 1, de
grado ¢ + j — 3, de modo que:

= La familia de operaciones h! : H® — H, define una estructura de A,-dlgebra en
H.

= Igualmente, la familia de operaciones A7 : H — H®’, define una estructura de
Ay-codlgebraen H.

= Al considerar el médulo tensorial BC(H), las extensiones lineales de la familia de
operaciones {h*'}, ; definen una diferencial.

Un corolario inmediato de todos los resultados previos, junto con la definicién previa es
el siguiente.

Corolario 3.26. Sean H una dga-dlgebra de Hopf con producto u, coproducto A, M
un dga-modulo y r : {H,M, f,g,$} una contraccion de dga-mddulos. Entonces, M
adquiere una estructura de Ay-dlgebra de Hopf inducida por la contraccién r dada por
las formulas

n -l n-— n— n
B = = (—1) B g2 oD 1]
Pt = A, = (=1)F ] ferAln-lgeh-1)  ABgR2A,

Bid — (_1)[%:31f®jAg(£¢A)i-2(qj,u)j“ll)g@i + (—1)[#]f®jﬂa(£¢A)i"1(¢/«L)j—i)g®i

Permutaciones Permutaciones
donde
All = cee g (—=1)1 A
AR1®---®@L+---+(-1) 1®1 R 1®A)
i—1 veces i—1 veces
i—1
¢®i - Z 1®k ® ¢ ® (fg)®(i—-lc——1)

k=0

k
[5] = Parte entera de g

y 14, Ay ¢ deben ser entendidos en la formula de h*3 como las operaciones inducidas en
la representacion matricial de BC(H).
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3.3. Problemas abiertos

Es importante mencionar en esta seccién algunas de las lineas de investigacién que se
podrian seguir gracias a diversos aspectos relacionados con los resultados aqui expuestos.

La primera linea podria ser la bisqueda de un modelo canénico de dlgebra de Hopf, es
decir, dada una A..-dlgebra de Hopf M, encontrar una 4lgebra de Hopf junto con una
contraccién que induzca via perturbacidn las operaciones originales de M, y que ademds
cualquier otra dlgebra de Hopf que induzca via perturbacién las mismas operaciones sea
homotépicamente equivalente a la primera como dlgebras de Hopf.

Este primer punto no parece facilmente asequible, visto el comportamiento multiplicativo
de la construccién BC(H), por lo que es posible que no se pueda obtener una respuesta
facil ni répida en el tiempo.

La segunda linea de actuacién vive en el mundo computacional: una vez descrita to-
talmente la estructura diferencial al igual que multiplicativa médulo BC(H), resultaria
interesante calcular via un ordenador las férmulas explicitas de los operadores de homo-
topia de orden superior.

Como primer paso, los algoritmos que calculan las estructuras de A..-dlgebras al igual
que A,.-codlgebras ya estan programados (tal y como mostramos en el ultimo capitulo),
aunque de modo independiente, por lo que seria un avance significativo el poder calcular
todas las operaciones involucradas (al menos a bajo nivel) en una A, -dlgebra de Hopf
dada por una contraccién globalmente.

De igual modo, el establecer las férmulas explicitas que deben verificar las operaciones
unas con otras aparece como cuestiéon de modo natural.

Por dltimo, otro aspecto importante es estudiar las posibles interacciones entre el trabajo
de S. Saneblidze y R. Umble ([SU1]....,[SU4]) y el nuestro.



Capitulo 4

Estructura de la Homologia de los
espacios de Eilenberg-Mac Lane

El objetivo principal de este capitulo es el estudio de la estructura algebraica de la ho-
mologia de los espacios de Eilenberg-Mac Lane.

Es bien conocido en Topologia Algebraica que en general los grupos de homologia de
un espacio dado son mds féciles de obtener que los grupos de homotopia; de hecho, en
general los grupos de homotopia no se saben calcular. Por otro lado, dado un espacio
topolégico, si se conocen los grupos de homologia existen métodos clasicos (como la
Torre de Whitehead o la Torre de Postnikov) para obtener resultados parciales de sus
grupos de homotopia. Dichos métodos consisten en anular adecuadamente los grupos de
homotopia a partir de cierto nivel.

En esta construccién juegan un papel esencial los espacios de Eilenberg- Mac Lane, o méas
comunmente conocidos como K (7, n), los cuales presentan un tinico grupo de homotopia
distinto de cero, 7, en dimensién n.

Asf pues, la necesidad de conocer la estructura algebraica de dichos espacios surge de
modo natural.

Centraremos nuestro estudio en la homologia de los espacios de Eilenberg- Mac Lane con
coeficientes en el anillo base Z,, con p primo, la cual, gracias a un trabajo de H. Cartan
(véase [Car56]), se sabe que tiene estructura de dlgebra.

Demostraremos que desde el punto de vista de coalgebra, dicha homologia explota en una

Ac-estructura en donde las operaciones que la definen estan estrechamente relacionadas
con el numero primo p.

85
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4.1. Propiedades principales

Recordemos brevemente algunas propiedades de los espacios de Eilenberg-Mac Lane. En
particular, todos los resultados expuestos en esta seccién son ciertos para cualquier anillo
base conmutativo con unidad distinta de cero y s6lo en la siguiente seccién serd cuando
nos restrinjamos al anillo Z,,.

Definicion 4.1. Dado X un espacio topoldgico, se dice que es un espacio de Eilenberg-
Mac Lane de tipo K(m, n) si su tnico grupo de homotopia no trivial es m,(X) ~ 7
(excepto my = Z).

Si consideramos como grupo Z, tenemos como ejemplo de K (Z, 1) a la esfera de dimen-
si6n uno, S'. Sin embargo, para n > 2, los ejemplos se vuelven mucho mas complejos;
de hecho, para n = 2 encontramos en la literatura como ejemplo el espacio proyectivo
complejo infinito CP>, i.e,

Z sin=20,2;
0 en otro caso.

T (CP™) = {

Esta simplicidad en los grupos de homotopia se transfiere en una complejidad enorme en
la estructura algebraica de la homologfa como ya hemos indicado en la introduccién.

Para tener una definicién mds constructiva de los espacios de Eilenberg- Mac Lane, tene-
mos que recurrir a la topologfa simplicial, la cual nos proporciona un método simple de
obtener de modo recursivo K (7, n)’s para cualquier n, siempre y cuando 7 sea abeliano.

Lema 4.1. [May67] Dado  un grupo, si se define el conjunto simplicial K = {K, }n>0,
donde K,, = 7 para todo n y los operadores cara y degeneracion son la identidad de T,
entonces K resulta ser un K(m,0) y cualquier otro espacio de tipo K(w,0) es natural-
mente isomorfo a él (simplicialmente).

Abhora bien, para obtener un K (7, n) con n > 0, necesitamos dar la siguiente definicién

Definicién 4.2. [May67] Dado G un grupo simplicial, se define el espacio clasificante
(geométrico) de G, W,(G), como el conjunto simplicial

Wg(G)O =%

Wy(G)p = Gpoy X -+ X Gy

S0(gn-1,""" 1 90) = (Gn-2," ", 90),

6i(gn-1,""" 1 90) = (6i—19n—1," " , 019n—i+1,00Gn—i * Gn-i~1, Gn—i—2," " " , 90)5
$0(gn-1,""" ,90) = (€n, Gn-1,""* , 9o),

5i(gn-1,""" 1 90) = (Si=19n—1,""* , S0Gn—i; €n—i> Gn—i=1," " > 90)-
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Si G es un grupo conmutativo simplicial, W,(G) serd también un grupo simplicial con-
mutativo cuyo producto es

(gn—la T aQO) : (g;z—h e 590) = (gn—lg;—la e 7909(,))

En tal caso, se puede definir el clasificante iterado como W(G) = W,(W;~1(G)) para
todo n > 1, donde WY(G) = G.

Teorema 4.2. [May67] Sea m un grupo. Entonces, W, (K (r,0)) es un K (m, 1).
Si ademds T es abeliano, entonces el conjunto simplicial WJ(K (m,0)) es un K (r, n).

K(m,n) ~ WK (x,0))

De este modo, cada vez que nos refiramos a un K (7, n), lo estaremos haciendo desde el
punto de vista simplicial, como el clasificante geométrico iterado n veces.

Una vez adentrados en el mundo simplicial, para poder establecer una contraccion del
complejo de cadenas asociado a este tipo de espacios, necesitamos dar un paso mds alld e
introducir la nocién de clasificante en su versién algebraica, dada por S. Eilenberg y S.
Mac Lane en los afios cincuenta.

Definicion 4.3. [EM53] Dada K una élgebra simplicial conmutativa y aume_ntada, se
define el clasificante algebraico de K como el dlgebra simplicial conmutativa, W (K), tal
que

Wo(K) =]
WoK)=K;1® @Ky g¢>0

El producto del dlgebra W, viene definido por

(aq—h T ,ao) : (bq—l, ce ,bo) = (aq—lbq—la T ,aobo)-

En particular, el elemento unidad es 1(, ) = (1;—1,w), -+ , L(o,w)) Y 10s operadores cara
y degeneracidn vienen dados por las férmulas

‘50(aq—1a e ag) = f(aq—l)(aq—2, o+, ap),
5i(aq—1, T ,ao) = (5i—1an—1a T ;51aq—i+la50aq—i *Qg—i—1,Qq—3-2," " " aa’O)a
dq(ag—1, -+ ,a0) = &(ao)(8g—1a4-1, - ,01a1),

8i(@g—1," "+ ,00) = (8i-1Gq=1," " , S08qi; Lg—is Qgui=1, " , Gp)-
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A mediados de los setenta, previo andlisis de la estructura multiplicativa y comultiplica-
tiva del clasificante en su versién algebraica, V.K.A.M. Gugenheim y J.P. May aunaron
ambos conceptos, probando que bajo ciertas condiciones, el complejo de cadenas del
clasificante geométrico coincidia como dga-codlgebra con el clasificante algebraico del
complejo de cadenas, es decir,

Proposicién 4.3. [GM74a] Si K es una dlgebra simplicial, entonces Wy (K) es una
dga-codlgebra coconmutativa salvo homotopia. Si ademds K es conmutativa, entonces
Wi (K) es una dga-dlgebra de Hopf conmutativa y coconmutativa salvo homotopia.

Proposicion 4.4. [GM74a] Si T es un grupo simplicial reducido, la construccion
Wn(C.(m)) coincide como dga-codlgebra con CN(W,(r)). Si 7 es conmutativo, en-
tonces coincidirdn como dga-dlgebras de Hopf.

CY (Wy(m)) = Wi (Ci(m))

Asi pues, sin perder ningtin tipo de informacidn a cerca de la estructura comultiplicativa
de los espacios de Eilenberg-Mac Lane de partida, hemos pasado de un espacio topol6gi-
Co, a su interpretacidn algebraica, gracias a su modelo combinatorio-simplicial, tal y como
muestra la siguiente proposicion.

Proposicion 4.5. [EM53] Dados m un grupo abeliano y n
isomorfismo de dga-dlgebras de Hopf entre CN (K (m,n)) y

se puede construir un

1,
(K (m,0)).

>
n
N

CY (K(m,n)) > WR(K(r,0))

Ahora bien, dado nuestro interés en el célculo de la homologia, si denotamos por 5 la
construccién bar reducida definida en el capitulo primero, ésta jugard un papel importante
a la hora de determinar tal estructura, veamos pues cémo. El primer resultado positivo a
este respecto fue dado por P. Real a primeros de los noventa

Teorema 4.6. [Rea93] Sea K una dlgebra simplicial aumentada (resp. dlgebra simplicial
aumentada conmutativa). Entonces, se puede definir una contraccion cyy g entre los dga-
modulos

rwe - {Wn(K), BN(KN), fws, 9ws, dws}
donde la inyeccion gy p es un morfismo de dga-codlgebras (resp. es un morfismo de

dga-dlgebras de Hopf) y la proyeccion fy g es un morfismo de dga-codlgebras salvo
homotopia (resp. es un morfismo de dga-dlgebras de Hopf salvo homotopia).

TWB ' WN(K) — BN(KN)

Este teorema fue generalizado en el mismo trabajo dando lugar a
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Teorema 4.7. [Rea93] Sean > 1y K una dlgebra simplicial conmutativa aumentada.
Entonces, se puede definir una contraccion ci;, , entre los dga-mddulos

7‘Irf%/B : {WIT\‘;(K)) BIT\L/(KN)a f]?VB’ gnWB> ¢71}VB}

donde la inyeccion gy g es un morfismo de dga-dlgebras de Hopf.

Th W]\}(K) — BR,(KN)

Adn mads, teniendo en cuenta el Teorema de Eilenberg-Zilber, S. Eilenberg y S. Mac Lane
establecieron una contraccién entre la construccion bar del producto tensorial de dos élge-
bras y el producto de las construcciones bar.

Teorema 4.8. [EM54] Sean Ay A’ dos dga-dlgebras conmutativas, entonces se puede
construir una contraccion de dga-dlgebras rg : By(A ® A') — By(A) ® By(A').
Ademds la inyeccion es un morfismo de dga-codlgebras.

rs - By(A® A') — By(A) @ By(A)

Dicha contraccién, introducida en el capitulo anterior, resulta ser desde el punto de vista
de codlgebras, semi-completa, lo que nos permite hasta este punto preservar toda la es-
tructura comultiplicativa del complejo de cadenas asociado a un K (7, n) cualquiera (con
7 un grupo abeliano finitamente generado).

Ahora bien, con el fin de hacer mas fécil el cdlculo, necesitamos presentar un par de
resultados puramente algebraicos.

Teorema 4.9 (Teorema Fundamental de Grupos Abelianos Finitamente Generados). Todo
grupo abeliano finitamente generado T es una suma directa de subgrupos ciclicos
{m; C 7},

m=@_m;, m;=L/yL, v;€l;
donde v; > 1 pueden ser escogidos de modo tnico (salvo permutacion) como potencias
de nimeros primos p;, v; = pfj , pj > 0 (ver, por ejemplo, [Kur56]).

Proposicién 4.10. [EM54] Sea 7 un grupo abeliano y n > 0. Dada 7 = @lewj una
descomposicion de T en subgrupos, entonces se puede construir una contraccion de dga-
mddulos entre By (A(r)) y BY(A(m1)) ® -+ @ BY(A(r;)), donde la inyeccion es un
morfismo de dga-dlgebras de Hopf.

Demostracién: Teniendo en cuenta que 7 viene dado como suma directa de subgrupos,
tenemos el isomorfismo de dga-algebras de Hopf

Al 2 Alm ] ® -+ - @ Almyl;

Aplicando By, obtenemos una contraccién de dlgebras de Hopf Tom;s
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ren; : Bv(A(7)) = Bn(A(m)) ® - - - © By (A7)

Haciendo uso del teorema 4.8, obtenemos una contraccion entre By(Alr]) y
By (A[m]) ® - ® By(Almy]), cuya inyeccién sigue siendo un morfismo de dga-élgebras
de Hopf. As{ pues, aplicando reiteradas veces By, se prueba el resultado anterior.

T8, : BY(A(T)) — BR(A(m)) ® - ® B (A(mj))

Por tanto, podemos restringir nuestro estudio del célculo de la A,,-estructura de Ia ho-
mologia de los K (m,n)’s al caso especial en que 7 es Z, i.e., ver qué pasa con K(Z,n),
para luego adentrarnos en los casos Z', con r un natural y Z,-, con p primo.

4.2. Método de calculo y estudio multiplicativo de la ho-
mologia

Como ya hemos mencionado anteriormente, a la hora de calcular la homologia de los
espacios de Eilenberg-Mac Lane con coeficientes en Z,, sélo necesitamos establecer una
contraccion, 7, ..., entre el complejo de cadenas de K (w,n), C.(K (7, n); Z,) y un dga-
médulo de tipo libre, el cual coincidird con la homologia H,(K (7, n); Z,), en caso de
que su diferencial sea nula.

Para ello, nuestro punto de partida es el trabajo de A. Prouté ([Pro84]) acerca de la A..-
codlgebra inducida sobre el producto tensorial de una dlgebra exterior y una dlgebra poli-
nomial modificada; junto con los resultados anteriormente enunciados, en los cuales se
establecen los estadios intermedios para poder obtener la A-estructura de dichos espa-
cios.

Veamos pues, el esquema del trabajo:

= Hasta ahora, hemos conseguido establecer una contraccién ry,, “conectando” el
complejo de cadenas normalizado CN (W, (7)) del clasificante geométrico de un
grupo abeliano 7, y la construccién bar reducida By (C, (7)) del complejo de cade-
nas normalizado de 7.

= Veremos a continuacién la necesidad de establecer un isomorfismo (o iso-contrac-
cién) entre la construccion bar reducida del dlgebra exterior y el dlgebra polinomial
modificada.

» Para acabar e_studiando la transferencia via una contraccién entre la construccion
bar reducida B(I'(u, 2n)) y el producto tensorial infinito de dlgebras del tipo
E(v,2np' + 1) @ T(w, 2npt+1) 4 2),
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Teniendo en cuenta la terminologia de tipos de contracciones introducida en el capitulo
anterior, se tiene que los dos primeros puntos estdn determinados por contracciones que
preservan la estructura de codlgebra, siendo la ultima de estas contracciones la que pro-
duce una estructura de A,,-codlgebra en el dg-médulo menor. Obviamente, la obtencién
de una A,,-codlgebra en la homologia viene dada por este dltimo hecho.

El isomorfismo mencionado como segundo paso de nuestro esquema fue demostrado por
S. Eilenberg y S. Mac Lane.

Lema 4.11. [EM54] Para todo n € N, se tiene el isomorfismo de dga-dlgebras de Hopf

B(E(u,2n + 1)) — I'(o(u), 2n + 2)
['U,| k.ve;ce;x

|u] S (o (u))

Dicho isomorfismo se puede ver como una iso-contraccion, en el cual hemos descrito el
generador del dlgebra polinomial modificada por o(u) = [u] con el fin de destacar que
se puede obtener a partir del generador del dlgebra exterior, via la operacion suspension

o: A— B(A).

Una vez expuestos todos los resultados previos necesarios, pasemos a calcular la estruc-
tura multiplicativa de la homologia de los espacios de Eilenberg-Mac Lane con coefi-
cientes en Z,, con p primo distinto de 2.

Antes de entrar en detalles y con el fin de hacer mds claro nuestro propdsito, presentamos
aqui el teorema principal de toda esta seccién.

Teorema 4.12. Sea 7 un grupo abeliano finitamente generado, n > 3 un entero positivo
y p un primo distinto de 2. Entonces, las tinicas operaciones (posiblemente) no nulas en
la estructura de A-codlgebra de H,(K (7, n); Zy) son Njp-gy42, Vi > 0.

Demostracién: Para probar dicho teorema, necesitamos establecer una contraccién de
Cy(K(m,n),Z,) en un dga-médulo libre de tipo finito.

Asi pues, nuestra demostracién serd desarrollada en primer lugar para el caso en que el
grupo 7 sea Z, dando lugar a una prueba inmediata para el caso en que 7 sea de la forma
Z7; a posteriori veremos que pasa para Z,r, finalizando asi el resultado para cualquier
grupo 7 abeliano finitamente generado.
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4.3. Caso K(Z,n)

43.1. K(Z,n),donden < 2

En este caso, los resultados aqui mostrados son ciertos independientemente del anillo
base.

C.(K(Z,0),A) — A[Z) = H(K(Z,0),\) = AZ).

Cu(K(Z,1),A) — B(C.(K(Z,0), ) = B(A[Z)) = H(K(Z,1), A) = Ex(u, 1),
Esta ultima afirmacién es bien conocida gracias al teorema

Teorema 4.13. [EM54] Dado el grupo Z, se puede construir una contraccion de dga-
dlgebras de Hopf,

rz: {BN(A[Z])a E(U, 1)7 fZ7 9z, ¢Z}7
donde los morfismos explicitos vienen dados por

fa(ln)) =n-u, nez
fz2,=0; =z, € B,(A[Z]),n > 1;

g9z(u) = [1]
— S m T ilng| - ng] sing > 1,
pzlna] -] = ¢ 0 sing =1,
legl[ll —ilng| - |nk] sing < 1.

n=2

C.(K(Z,2),A) — B(C.(K(Z,1),A)) = H(K(Z,2),A) = B(E(u,1)) 2 T(1,2).

43.2. K(Z,n),donden = 3

Cu(K(Z,3),A) — B(C.(K(Z,2),A)) = H(K(Z,3),A) = H(B(T'(w, 2)), A).

Ahora bien, en caso de querer avanzar en nuestro estudio, debemos restringirnos al caso
A = Z, y hacer uso del lema
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Lema 4.14. [Pro84] Si A = Z,, con p primo, entonces el morfismo definido por

Ol ®Qp(yi, 2np") — T'(w, 2n)

1=1

Yi — Vpt (w)
es un isomorfismo de dga-dlgebras.

Demostracion: Recordemos aquf la definicion de las dlgebras polinomiales divididas (in-
troducidas en el capitulo primero), junto con alguna propiedad que se deduce automaética-
mente, con el fin de hacer més fécil la demostracién.

Por definicién, I'(w, 2n) es la dga-dlgebra libre generada por vo(w) = 1,71(w) = w,...,
Ye(w),..., con |y, (w)| = 2kn, diferencial nula y producto dado por

() = B ),

Una propiedad inmediata es que w - yx—1(w) = kvg(w), la cual implica que
w*
w* = kly(w) <= v = R

Ahora bien, dado que estamos en caracteristica p, con p primo, se tiene que
(i (W) = Kl (w).
» & estd bien definida. Vale con probar que (®(y;))? = 0.

@ +p) @2 +p) ((p—1)-p' +p')!
pilp?t  2pilpi (p—1) - p'lp’!

(q)(yi))p = 'Ypi(w)p = Ypi+1 (w) =0.

» & es biyectiva, claramente.

= & estd definida sobre los generadores y se extiende de modo que conmute con los
productos.

Oy: yi) = DY) = (ys) - ) = (e (w))? = 2ype(w). W

Por tanto, si consideramos como anillo base Z,, por el lema anterior, podemos sustituir
B(I'(w, 2)) por la construccién bar de un producto infinito de dlgebras polinomiales trun-
cadas
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B(®3Z; Qpl(yi, 20°)).

El siguiente escollo a resolver es si el producto infinito de coélgebras, sigue siendo una
codlgebra, con el fin de poder aplicar el teorema 4.8. Es aqui donde tenemos que buscar la
respuesta en el mundo categdrico. Sabemos que las dga-codlgebras forman una categoria,
por lo que gracias al siguiente teorema

Teorema 4.15. [Mac71] Dada una categoria, el limite inductivo pertenece a dicha cate-
goria.

podemos afirmar que el producto tensorial infinito de dga-dlgebras es una dga-élgebra,
luego

o o] oo

B(® Qp(yi, 2np")) = ® B(Q,(yi, 2np")) preserva la estructura de codlgebra.

i=1 i=1

Por tanto, s6lo nos queda ver si es posible definir una contraccién del dlgebra truncada
Qp(yi, 2np'), hacia un dga-médulo de tipo libre.
La contraccién B(Q,(u, 2n)) — E(v,2n + 1) @ T'(w, 2np + 2)

Dada Q,(u, 2n), podemos establecer una contraccién de su construccion bar hacia el pro-
ducto tensorial de una dlgebra exterior con una 4lgebra polinomial modificada,

TBQ = {E(Qp(uﬂ 2”))7 E(’U, 2n + 1) & F(w7 2’!’Lp + 2)a fBQ7 gBQ7 ¢BQ}'

Dicha contraccién r, es vélida sobre cualquier anillo conmutativo con unidad distinta de
cero y viene definida sobre elementos homogéneos de B(Q,(u, 2n)), por la férmulas que
pasamos a detallar.

Dado [u"]...|u"™] un elemento de B(Q,(u,2n)), de ahora en adelante lo denotaremos
por [r1]...|rm], donde 0 < r; < p; ademas con el fin de simplificar un poco mds la no-
tacién, E(v,2n + 1) @ I'(w, 2np + 2) sera denotado por £ @ T".

Las férmulas explicitas de la contraccién cg,, son:

Foalrlt] - |rmltm] = {T15zs Oprita o (W),

foalrltsl - rmltm|l] = 01 {T T} Oprartn 0 @ Ym(w),

donde los simbolos 4; ; son los deltas de Kronecker:
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_Joi#
5“"{1 i=j

El morfismo gzq : E ® ' — B(Q,(u, 2n)) estd definido sobre los generadores como:
gsa(v) = [1],

9ea(W(w)) = [1|p — 1| 2= [1]p — 1].
El operador de homotopia ¢, estd definido por:

¢BQ1 =0; ¢BQ[1] = 0;
$olz] = —[llz -1 1<z <p;
brolzly] = —[1|z — 1|y];

$solzlylz] = —([tz — 1|y|z] — Gposy[llp — 1e(2)]
donde z € B(Q,(u,2n)).

Proposicion 4.16. [EM54] La anteriormente definida

TBQ - {E(Qp(uﬂ 2TL)), E(U7 27’L + 1) ® F(w) 2np + 2)7 fBQa gBQ7 ¢BQ}
es una contraccion.

Para poder determinar las operaciones no nulas
A:EQTD — (EQD)®
en la A -codlgebra del dga-médulo menor E @ I', debemos estudiar qué pasa con
A; = (=159 (A= AlGEYAg Vi > 2.

Recordemos que el coproducto en B{Q,(u, 2n)) es

A(lar] - - |ar]) = Z[aﬂ - lai] ® [aigal] - - las ]

Proposicién 4.17. Si descomponemos A(z) en la forma A =y A (z) ® A*(x), siendo
x un elemento de B(Q,(u, 2n)), se verifican las propiedades
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. ¢BQ(A1)igBQ =0, +1>1;
- ¢BQ(A1)i¢BQ == 0, 1 Z 1.

A continuacién introducimos una herramienta que nos simplifique los calculos y nos sirva
para establecer que operaciones de la férmula de la A, -estructura son nulas. Por similitud
con trabajos anteriores en [Jim03], [CHATAQOb], [CHATAQOa], [Rea00], etc, esta técnica
la hemos querido denominar Teoria de Inversiones.

Dicha técnica, necesaria para alcanzar nuestro propésito teérico, resulta ser ademas muy
potente a la hora de calcular las férmulas explicitas via un ordenador dado que simplifica
la complejidad, tanto en tiempo como en espacio, de las operaciones involucradas (di-
cho estudio serd descrito en la tltima seccidn, haciendo una comparativa tedrica entre el
célculo usando o no dicha estrategia).

Teoria de Inversiones

Definicién 4.4. Sea S el submédulo de B(Q,(u,2n)) generado por los elementos
lai]ag] - - - |a,] tales que o bien ay;,; = 1 para todo i o bien ay; = 1 para todo i y los
elementos del tipo [a;] con1 < i < p—1.

Proposicion 4.18. Con la definicion anterior de S, se verifican las propiedades
" $q(S) C S,
» A(S)CS®S,
» Im gz, C S.

Definicién 4.5. Dado [z} = [a1]as| - - - |a,] € B(Q,(u,2n)), diremos que posee ¢ inver-
siones dependiendo de los casos:

= Si [z] es de la forma [1|a;] - - - |a.|1] 6 [L|as] - - - |1]a,], entonces tiene ¢ inversiones
si existen t-a;’s, donde a; € {1,...,p —2}.

» Si [z] es de la forma [aq|1]ag| - - - |1] 6 [a1]1]aza| - - - |a.], entonces tiene ¢ inversiones
si existen (t + 1)-a;’s,cona; € {1,...,p — 2}.

» Si[z] = [1]1] - |1]1], tiene [n/2]-inversiones, donde n es el nimero de 1s.
= El elemento [a;] tiene 0-inversiones paratodoi € {1, -+ ,p — 1}.

Observacién 4.1. Si tenemos [z] ® [y], diremos que [z] ® [y] tiene t-inversiones si [z]
tiene r-inversiones, [y] tiene s-inversiones y r + s = .
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Proposicion 4.19. Con esta definicion, se verifican las siguientes propiedades:

» ¢Ppo(elemento con i-inversiones) = E elementos con al menos (i + 1)-inversiones,

» A(elemento con i-inversiones) = E elementos con al menos (i — 1)-inversiones

s fpo(elemento con i-inversiones) =0, Vi > 1.
Es particular, f es distinto de cero si 'y solo si actiia sobre elementos de la forma:
Ap—=1)---lp=11], Alp=1]---p =1, [p =11 |p— 1]1], {1].
@ sobre los elementos del tipo 1 6 del tipo 3 es nulo.

Definicion 4.6. Dado un elemento a;, con 1 < a; < p—1, definimos el grado de inversion
de a;, denotado por |a;|, como “lo lejos que estd de 17, es decir,

la;| = a; — 1.

Definicién 4.7. Dado un elemento [z] € B(Q,), se define el grado de inversion de
[z] = [a1] - - |a,], como la suma de los grados de los a;’s.

Proposicion 4.20. Con esta definicion, se verifican las propiedades:

= ¢po(elemento con grado inv. i) = Z elementos con grado inv. (1 — 1), i #0,

0 a; = 1,V’i,

. elemento con grado inv. 0) =
Paa 8 ) {E elementos con grado inv. p — 3 otro caso;

w A(elemento con grado inv. i) = Z elementos con grado inv. 1,

» fgo(elemento con grado inv. 1) =0, Vi> 1.

Teorema 4.21. Las iinicas operaciones no nulas en la estructura de A-codlgebra sobre
E ® T inducida por esta contraccion son Dy y A,

Demostracién: Denotemos por (n,m) la pareja formada por (niimero de inversiones,
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grado de inversién) de un elemento.

E®T—22~(0,0)
ld)(?)
(Lp - 3)
/ A2 \
(0,p~3) (1,p—3)
l¢(3) l¢<3)
1 P — 4) (27p _ 4) .................... >
(Op 4) (1,p— 4)L(z’p_5) .................... >0
e
v
(17p—7’> A11(0p——l) 7 7£O¢>AZ=AP

Asi que, las dos tnicas operaciones distintas de cero en la estructura de A.,-codlgebra de
E®T sonAyy A,

De hecho, veamos cuales son las férmulas explicitas para las operaciones Az y A, te-
niendo en cuenta como actian sobre los generadores:

Ag(v') = ivk v F, ie{0,1}
)— Z’Yz ®7k )

Ag(vivy;(w ZZ% w)v* @ v (w)*, i€ {0,1}.

k=0 [=0

A,(v") =0Vi > 0.
Ap(yw)) = Y @ @y, (wv.
e teethp=j—1
Ap(pwp’) = > @t @ @, (w)ot

k1ot kp=j—1
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Proposicion 4.22. El morfismo g no es morfismo de dga-codlgebras.
Demostracion: Si lo fuera, deberia verificar la igualdad

9% 0y = Ag = (9f ® 9f) = (id ®id),
pero si consideramos el elemento [1|1] ® [1], tenemos que

(gf@gf)(11]®[1])=0. W

Propiedades de las operaciones de £ Q@ I

Ademés, teniendo en cuenta las relaciones que tienen que verificar las operaciones
i i—n
§ Z(_l)n+k+nk(1®l—n—k‘ ® An ® 1k)Ai-n+l =0. 1 Z 1
n=1 k=0
se deducen facilmente las ecuaciones

(]. &® Al -+ Al & 1)A2 = AzAl
— (122 @ A)A; - (10 A; ® 1)A; — (A @ 182)Az 4+ (1@ Ag)Ag — (A ® 1)Ag = AsA

Salvo para p = 3, esta Gltima ecuacion se reduce a la anterior. Igualmente se puede ver
que existe una tnica relacién entre Ay y A, sip # 3, esto es:

p—-1
~ A A =) (PR A @ 1P71R)A,.
k=0
p—1
D (DRI @ Ay @ 1%)A, = (1@ A,) A0 + (A, @ 1)As.
k=0
p—1
D (—1prRreR (e @ AL @ 19F)A, = 0.
k=0

Proposicion 4.23. La operacion A, es asociativa.

Demostracion: Si p # 3, trivialmente, se demuestra que

[(1 & AQ)AQ - (AQ ® 1)A2](U ® ’U) = 0.
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Sip = 3, teniendo en cuenta la relacién entre Ay, Az y Ay, y que A; = 0 se demuestra
que

—(1¥RA)A; - (10A,®1)As— (A1 @19 As+ (10 A2) Ay — (A ®1)Ay = AgA,
Por tanto, A, es asociativa si y sélo si:

—(1*2 @ A1)A3 - (1®A; @ 1)Az — (A1 ® 1%2)A3 = AsAy,
que se verifica, ya que ambos miembros de la igualdad valen cero. W

Proposicion 4.24. La operacién A, verifica la condicion de Hopf.

Demostracién: Denotemos por e el producto en E ® T', xs el producto shuffle y Ag el
coproducto en BQ. Sabemos que BQ es un dlgebra de Hopf, por tanto, tenemos que BQ
verifica dicha condicién, i.e:

Agxg = (xs @ *5) (1R T ® 1)(As ® Ag)
Para £/ ® I" deberfan cumplirse las ecuaciones:
Ae=(0Re) (10T R®1)(A; @A)

donde el producto e viene dado en funcién del producto en BQ,8 = f *g (9 ® g), por
tanto

(eRe)(1RT®1) (A0 M) = (e R0)(1QT @ 1)f*(As ® Ag)(9 ® g)
= [® (x5 @ %5)g®* (1 9T @ 1) f*(As ® Ag)(g ® g)

= [F2g (e @ &) fH*(1 QT ®1)(As ® As)(g ® g)

= [Fxs@%5)(1 QT ®1)(As ® As)(g ® g)

Por otra parte

Age = fP2Agf x5 (g R g) = fB*Ag e fP2(g ® g) = fO2A xg g®2f22¢%?
= fPrs®#s)(1@T®1)(As®As)(g®g). M

Observacién 4.2. A pesar de que el estudio de la A,-codlgebra de E ® I' lo hayamos
hecho seleccionando el 4lgebra truncada con generador de grado 2n, dicho estudio se
puede hacer igualmente para el dlgebra truncada con generador de grado 2np’.

Lo tnico que cambia es el grado de los generadores del lgebra exterior y polinomial
dividida, teniéndose la contraccién

Bn(QP(U, ani) — E(’U, 2npi + 1) ® P(’LU, ani-{-l + 2)
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Una vez visto que la A..-estructura sobre E ® I est4 formada por solo dos operaciones,
asaber, A, y A,, he aqui donde aplicamos la teoria de perturbacién para seguir el proceso.

Consideremos ahora, el producto tensorial de dos 4lgebras truncadas, Q,(y;, 2np*) y
Q@p(yj, 2np’), con la Gnica restriccion de que la p en ambos casos coincida con el niimero
primo de Z,.

Gracias al teorema 4.8, sabemos que existe una contraccién de dga-codlgebras semi-
completa entre B(Q, ® @) y (BQp ® BQ,). Asf pues, nos es suficiente con considerar
el coproducto del dg-mdédulo menor para ver la transferencia.

Denotemos por A* el coproducto del producto tensorial de las dos construcciones bares,
el cual viene dado de modo explicito por:

A"=(18TR1)(ARA).

La contraccién actual puede visualizarse graficamente

B(Q, ® Q) — B, ® BQ,

~ TBQ®CBQ

~

EN
EQIFE®T

Ahora los morfismos de la contraccién ¢, ® c, vienen dados por las férmulas:

9" = 98Q ® 9Bq,
"= feo® fro
¢ =1® ¢dpg + g @ 9BQfBo-

Las operaciones que determinan la A -estructura vienen dadas por las férmulas (salvo
signo):

A; = (foe ® foe)® (AT Vgtri-tl . (A PIgTH)A (gpg ® gpq), Vi > 2.

Definicién 4.8. Sea S el submédulo de (BQ,®BQ,), definido como el producto tensorial
de S por S.

Proposicion 4.25. Con la definicidn anterior de S, se verifican las propiedades

= ¢*(S) C S,
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Proposicién 4.26. Definiendo las inversiones en el producto tensorial como suma de
inversiones del primer factor mds inversiones del segundo, se tiene

» ¢*(elemento con i-inversiones) = E elementos con al menos (i+1)-inversiones,

= A*(elemento con i-inversiones) = E elementos con al menos (i — 2)-inversiones,

n f*(elemento con i-inversiones) =0, Vi > 1.

Proposicion 4.27. Del mismo modo, si definimos el grado de inversion en el producto
tensorial como la suma de los grados,

» A*(elemento con grado inv. i) = Z elementos con grado inv. 1,

= f*(elemento con grado inv. 1) =0, Vi > 1.

La demostracién de las dos proposiciones anteriores es inmediata de la propia definicién
del submédulo S, junto con las férmulas de f*, ¢* y A* en funcién de f, ¢ y A.

Teorema 4.28. Las iinicas operaciones posiblemente no nulas en la A,-codlgebra de
(E & F) %) (E X F) son Ag, Ap, Agp_g.

Demostracién: Denotemos, por analogia con el primer caso, (n,m) ® (k,1) las parejas
formadas respectivamente por

(nimero de inversiones, grado de inversién)®(nimero de inversiones, grado de inversién)
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de un elemento de B(Q,) ® B(Q,).

(0,0) ® (0,0)
/ ¢! \
(1,p—3)®(0,0) ®1p 3)
/ o \ |
(0,p—3)®(0,0) (Lp-3)®
o P

(1,p—4)©(0,0) (0,p—3)®(1,p—3) (2,17—4) ®(0,0) (1,p—3)®(L,p—3)

A*B] lmsl lmal
y
(0,p—4)®(0,0) (0,p—3)®(0,p—3) 0 0,p-3)®(0,p—3)
gD | |
v
(Lp—1)®(0,0) A1l Al
Al
.
0,p—i)®(0,0)  Drpelre v

3 |

#0®A1=AP #OﬁAi:Agp_g
De hecho, es fécil probar que

(0,0)® (0,p — k — 1),
(AR (Ag) = ¢ (0,p~ k= 1) ®(0,0),
(0,p—s)®(0,p—t)talque s+t =3+k.

Lo que prueba automdticamente que las tnicas operaciones posiblemente no nulas son
aquellas para las cuales

» k=p—1,esdecir, A,.
s k=2p—3,esdecir, Ay, . B

Las férmulas explicitas de las operaciones no son féciles de obtener, pero si podemos dar
a grandes rasgos su comportamiento sobre generadores. A, que se corresponde con el
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coproducto, viene dada por la férmula

Do (v'y;(w) @ vy (w)) = (1@ T ® 1)[Ag g (V'75(w)) ® Ay (v yi(w))] =

T

18T®1) {Z XJ: Yu(w)v' ® vj-h(w)vi't} ® {zl: zk: Ts(whr" ® 'Yk—s(w>'vl_rj| =

t=0 h=0 r=0 s=0
i J 1k
2202 {w(w)vt ® YWl @ 7-n(w)r ™t @ %_s<w>vl-r] . ile{0,1)
t=0 h=0 r=0 s=0
La operacién A,, estd definida por
A0 ®v) = 0;
p—lxeces p veces
A,(m(w) ® 1 (w)) = permutaciones de{, (W) R1® - - VIRV ® --- ® v}

Mientras que de A,,_» podemos decir dénde se anula y algin pequefio rasgo sobre los
generadores de I"

Agp_o(v@v) =0.

2p-—-4 veces 2p veces
- .

Agp_o(71(w) ® v1(w)) = permutaciones de{l @ - - ® IRV ® - @ v}
Desde el punto de vista de dlgebras, (E ® I')®? sigue preservando su estructura y, por
tanto, es factible plantearse si la operacién A,, la cual juega el papel de coproducto, sigue

verificando Ia condicién de Hopf, dando lugar a una élgebra de Hopf con la peculiaridad
de ser a la vez una A,,-codlgebra.

Proposicion 4.29. La operacion A, verifica la condicién de Hopf.

Dado que las dlgebras de Hopf forman una categoria, el producto tensorial de dos algebras
de Hopf, es una dlgebra de Hopf.l

Las relaciones que verifican Ay, A,, Ay,_5 de modo detallado son
1=p+1:
p—1
Z(_l)k(1®p_k_l ® A ® 1®k)Ap = (1 ® AP)AZ + (AP ® 1)A2;

k=0

1=2p—1:

2p-3 1

D DRI @ A @ 1%5)Agy 5 + Y (-1 TF @ Agp s @ 19%) Mg+
k=0 k=0

p—1

S (—rprerE1eik g A @ 1F)A, = 0;
k=0
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1=3p—3:

2p—-3 p—-1

Z(1®2p—3——k ® AIJ ® 1®k)A2p—2 = Z(_l)ku@p—l“k ® A210—2 ® 1®k)Ap;
k=0 k=0

1=4p—35:

2p-3

Z(_l)k(1®2p—3—k ® A?_,p—2 ® 1®k)A2p_2 =0.

k=0

Por tanto, para demostrar el teorema 4.12, s6lo nos falta probar que dada B (Qf?j ), la
contraccién %/ dada por

BQ¥)— 2 . B(Q,)®

~
~N
~ .
~ T%J
AN
P& Q
~
~

* .
(E B I‘)@J

induce sobre (E ® I')®/ una Ay-codlgebra, cuyas operaciones no nulas son A;p_2)42,
paratodo 0 < ¢ < j.

Dicha prueba, la haremos suponiendo cierto el caso ¢ = j y probando que se cumple para
1=j+1

Sabemos por hipétesis que las operaciones distintas de cero en (E ® I') vienen determi-
nadas por el producto tensorial de j-elementos, que verifican ciertas relaciones entre los
grados y las inversiones, esto es, son de la forma

(0,p—k—1),
AN .. (A (2,8 - ® ) = .((.)i2p —k—3),
(0,i(p—2)—1-k))

Asi pues, obtenemos como operaciones las A, = A;;_2)42, con 0 < ¢ < j. Para probar
el caso i = j + 1, consideramos las inversiones y grado de inversién como si fuera
el producto de dos tdnicos elementos (tal y como hicimos para el caso i=2). Es decir,
agrupamos las inversiones y grados de las i-primeras coordenadas y hacemos el diagrama
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de (inversiones, grado de inversién)

(0,0) ® (0,0)
/ ¢l \
(L,p— 3)® 00) (0,0)® (1,p—3)
A*12] \

/
e .

(Lp—4)®(0,0) (0,p—-3)®(1,p—3) (2,p—4)®(070) (Lp—3)®(L,p—3)

l A*l3] l A3l l A*B3l

0,p=4)®(0,0) (0,p-3)©(0,p~3) (0,p—3)® (0,p~ 3)
o % %
v
(1,p—1i) ®(0,0) LArli-l
(0,p—t)®(0,p——s)
(0.p~4)2(0,0) s+t=2+1
i
v v
F0 A=A, #0 A;=0y, 5 Aspyg-- o Agr1yp-2)+2

De hecho, se tiene que las tinicas operaciones no nulas son A, = A;;,_2).2, para todo
0<e<j+1.

Dado que las dlgebras de Hopf forman una categoria y de que H.(K(Z, 3); Z,) se puede
pensar como el limite inductivo de las dlgebras de Hopf ®;>0(E ® I'), tenemos en parti-

cular, que si consideramos la operacién Ay, ®;>o(E ® I') tiene estructura de dlgebra de
Hopf.

Por tanto, acabamos de probar el teorema

Teorema 4.30. Las tinicas operaciones (posiblemente) no nulas en la estructura de A.-
codlgebra de H,(K(Z,3); Zy) son Njg_g)40, Vi > 0.
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43.3. K(Z,n),donden =4

Cu(K(Z,4),2,) — B(C.(K(2,3),2,)) — BIQ(E @T),Z,).

Por tanto tenemos que definir una contraccién de B(®2,(E ® I'),Z,) hacia un dga-
mdédulo libre. Para ver que la A,,-codlgebra es la misma que el caso anterior, es necesario
hacer uso de diversos resultados previos ya mostrados anteriormente.

» cgp: B(®2,(E®T),Z,) — @2, B(E®T).

» 2, B(E®T) - @2,B(E) ® ®2,B(I).

» B(E)2T,T 2,0,

= Aplicamos el resultado previo sobre B(®;Q),) dando lugar a la misma A-estructura.

» El producto infinito de codlgebras, ®;I’, es una codlgebra. Ademds, si tensorizamos
una codlgebra con una A,-codlgebra la estructura resultante en el producto tenso-
rial queda definido por las operaciones de la A,,-codlgebra inicial (teorema 2.18).

La estructura A,,-codlgebra de la homologia de K(Z, 4) con coeficientes en Zj, est4 for-
mada por las operaciones A;, coni = k(p —2) + 2, k > 0.

434. K(Z,n),donden > 4

Por un proceso de induccién, obtenemos que las tinicas operaciones de la homologia de
K(Z,n),conn > 4, son A;, coni = k(p — 2) + 2, k > 0. En definitiva, acabamos de
probar el teorema.

Teorema 4.31. Sea Z y n > 3 un entero positivo. Entonces, las vinicas operaciones (posi-

blemente) no nulas en la estructura de A,-codlgebra de H (K (Z,n); Zy) son Nip_2)42,
Vi > 0.

44. Caso K(Z",n)

Veamos ahora el estudio para el caso en que el grupo 7, se descompone como Z". Al igual
que antes, distinguimos si n es mayor que 2 o menor o igual a él.
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44.1. K(Z" n),donden < 2

En este caso, los resultados aqui mostrados son ciertos independientemente del anillo
base.

n=>_0

C.(K(Z,0),A) — A[Z"] = H(K(Z',0),A) = A[Z"].
n=1

C.(K(Z7,1),A) — B(C.(K(Z',0),A)) ~ B(A[Z']) =

BAJZ) ® -+ ® B(A[Z]) — Ea(u,1)@- -~ & Ealu, 1).
n =2

C(K(Z',2),A) —» B(C(K(Z",1),A)) = H(K(Z",2),A) =

B(E(u,1))® - ® B(E(u,1)) 2 T(1,2) & - & (1, 2).

44.2. K(Z' n),donden > 3

Es aqui de nuevo donde debemos restringir nuestro estudio al anillo base Z,, obteniendo
al igual que para el caso 7 = Z, que las unicas operaciones de la homologia de K(Z", n)
son A;, con i = k(p — 2) + 2, k > 0. En definitiva, se tiene el resultado siguiente:

Teorema 4.32. Sea Z", con r un natural y n > 3 un entero positivo. Entonces, las vinicas
operaciones (posiblemente) no nulas en la estructura de A -codlgebrade H,(K(Z",n);Z,)
son Dy(p—_2)42, Vi > 0.

4.5. Caso K(Z,,n)

Veamos ahora ¢l estudio para el caso en que el grupo 7, se descompone como Z". Al igual
que antes, distinguimos si n es mayor que 2 o menor o igual a éL.

45.1. K(Zy,n),donde n < 2

En este caso, los resultados aqui mostrados son ciertos independientemente del anillo
base.

n=20

Co(K(Zyr,0),A) = A[Zy] = H(K(Z,r,0), A) = AlZy].
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Es aqui de nuevo donde debemos restringir nuestro estudio al anillo base Z,, obteniendo
que las unicas operaciones de la homologfa de K (Z,-, n) con coeficientes en Z, son A,
coni=k(p—2)+2, k>0.

n=1

Cu(K(Zy,1),Z,) — B(Cu(K(Zy,0),Z,)) =~ B(A[Zy]) =
H(K(Zy,1),Z,) = E(u,1) ® T'(v, 2).

Dicha afirmacion es cierta gracias al teorema de S. Eilenberg y S. Mac Lane siguiente

Teorema 4.33. [EM54] Sea p un niimero primo y v un niimero natural. Sea Z,- un grupo
finito ciclico de orden p". Entonces, existe una contraccion de dga-dlgebras

TZPT : {BN(A[ZP’"])’ E(”) 1)®5PTF(Ua 2)5 prT 3 gZpr y ¢Z,ﬂ"}7

donde E(u,1)®s,.T'(v, 2) es el producto tensorial torcido, donde la diferencial viene de-
terminada por la derivacion 6, cuya férmula es

Opr(v) = E£pTu.

Los morfismos explicitos son.:

Faplzilynl - |zalya] = [ 8% (@i 90) 1 (v);

i=1
n

Sz [zilya] - znlynlz] = s'(2) H §%(i, yi)u ® Ya(v);
i=1

92, (u) = [1];
92, (@) = D [z |1l

X140y TR ELpT

gz, (w@n(®) = Y [ar][1all]

T1 ey T €Lpr

¢z2,,1=0; ¢z,.[z] = -C(z);
bz, [elylo] = [-C(2)lylo] — *(z,y)[ D [1|z]léz,.0]

TEZpr
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donde
82:ZerZpr—>Z
C .
2(i5)— {0 HISE
1 sit+j2p",
st(i)=isi0<i<p,

C(z) = ium.

Observacién 4.3. En nuestro caso, dado que el anillo base es Z,, obtenemos que 4, es
nula, por lo que el producto tensorial torcido queda exclusivamente como el producto
tensorial E(u, 1) ® I'(v, 2), tal y como mostramos mds arriba.

4.5.2. K(Zy,n),donden = 2

Cu(K(Zyr, 2),Zyp) — B(C*(K(ZpTa 1),Zp)) = H(K(Zp,2),Zy) =
B(E(u,1)®T'(v,2)) = '(v,2) @; (E®T).

4.53. K(Z,,n),donden > 2

Es aqui de nuevo donde debemos trabajar por induccién, obteniendo que las unicas ope-
raciones de la homologia de K(Z,-, n), con coeficientes en Z,, son A;, donde
i =k(p—2)+2, k> 0. Por tanto, en este caso, acabamos de probar el teorema

Teorema 4.34. Sea Z,» un grupo finito ciclico de orden p", con p un primo distinto de 2'y
T un natural. Si consideramos n. > 2 un entero positivo, entonces, las inicas operaciones
(posiblemente) no nulas en la estructura de A-codlgebra de H,(K(Zy,n);Z,) son
Ajp-2)+2, ¥i > 0.

4.6. Aplicacion computacional de la Teoria de Inversiones.
En esta seccién mostramos el ahorro computacional basado en la teorfa de inversiones
en el cdlculo de las operaciones involucradas en la A, -estructura de la homologia de los

espacios de Eilenberg-Mac Lane.

De hecho, solamente vamos a estudiar la contraccion

Teo = {E(Qp(u7 2”))7 E(U7 2n + 1) ® F('LU, an + 2)) fBQa 98q, ¢BQ}'
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Es claro que dado que dicha contraccién aparece reiteradas veces para el célculo de A-
codlgebra de K(Z,n), el minimizar costes computacionales en ella, significaria una im-
portante ventaja.

Recordemos pues, que la férmula de las operaciones A; estd determinada (salvo signo)
por
A; = fE(Agn L ARIgENA G i > 2,

donde los morfismos f, g, ¢ estan dados por la contraccién rzo y A es el coproducto de
la construccién bar.

Allaa] -+ - far]) = Z[all wlad] @ [aial - -Jar].

Es importante hacer notar que el nimero de inversiones de un elemento, serd quién nos
diga si es preciso o no aplicar el morfismo correspondiente (véase A, ¢ o f, segiin corres-
ponda) y el grado de inversién nos dird en qué parte del elemento deberia actuar alguno
de los morfismos anteriores.

De hecho, recopilando la informacién mostrada en las proposiciones 4.19 y 4.20, si de-
notamos por (k,t) un elemento de B(Q,) con k-inversiones y ¢ el grado de inversién,
tenemos que la imagen de elementos por los morfismos A, f y ¢ nos dan combinaciones
caracterizadas por

A(k,t) = Z al menos (k — 1,1)
FE)=0sik>06t>0;

ol 1) = > almenos (k+1,t —1) t#0,
" IS almenos (k+1,p—3) t=0.

Por lo que dependiendo de las inversiones y grado de inversién sabemos si el resultado va
a ser nulo o no.

Para ver la mejora, nos vamos a basar exclusivamente en el niimero de sumandos genera-
dos, dependiendo del grado simplicial del elemento en cuestién.

Asi pues, consideremos un elemento x € E ®T, tal que al aplicarle g nos de un elemento
con grado simplicial k.

s El morfismo A nos da una combinacion de elementos de la forma

[a1] - - lan] © [anta] -+ - ax],
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con n variando en {0, ..., k}, todos ellos con {0,0) como pareja de (inversiones,
grado de inversidn). Es decir, por cada elemento de grado simplicial k, genera &
elementos.

= EL morfismo ¢ genera al menos una inversion en cada elemento. Descartemos
aquellos con inversiones mayores o iguales a 2.

= Sélo hay una dnica posibilidad de que A destruya la inversién anterior, por lo que
pasa a dar un unico elemento en lugar de k.

= Del mismo modo, s6lo hay que considerar el morfismo en la férmula de ¢ con-
veniente, teniendo en cuenta que f sobre elementos con inversiones o grado de
inversién distintos de cero, da cero.

Asi pues, podemos simplificar las férmulas de Al y ¢l", en términos del mimero de
sumandos y por tanto en su complejidad, al igual que el tiempo invertido en el célculo.

Consideramos el nimero de sumandos que intervienen en los morfismos antes menciona-
dos como pardmetro temporal. Como criterio espacial el nimero de elementos que pro-
duce cualquier morfismo aplicado sobre un unico elemento de grado simplicial k. Con
estos pardmetros, una tabla aproximativa de célculo espacio-tiempo es:

Comparacién Modo clasico Inversiones
Morfismos | Tiempo | Niimero de Sumandos | Tiempo | Niimero de Sumandos

f 1 1 1 1

g 1 1 1 1

A k k 1 1

Al k? k2 1 1
Pl n n 1 1

A, k k 1 1

A, k-1 PR 1 1

Por tanto, la eficiencia de un programa que incluyera las inversiones y grados de inver-
sién como pardmetros a la hora de parar el proceso de computacién de las operaciones
involucradas en la A,,-codlgebra de (E ® I')®?, serfa muy superior a un programa que lo
tnico que tuviera en cuenta fuera las férmulas sin maés.

En nuestro caso, hemos creado un programa que muestra las férmulas de A, -estructuras
generadas por perturbacién, es decir, dada una contraccion entre una dga-codlgebra y un
dga-mddulo, obtenemos la A.,-codlgebra inducida sobre éste wltimo. Dicho programa
serd explicado y desarrollado en detalle en el ltimo capitulo.
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4.7. Cuestiones relacionadas y problemas abiertos

Una vez analizada la A,-codlgebra de la homologia de los K (7, n)’s nos surgen pregun-
tas y problemas abiertos relacionados con ellos.

Gracias a un teorema de E.H. Brown, cualquier espacio topolégico es homotépicamente
equivalente al producto cartesiano torcido de un mimero indeterminado de K (m,n)’s.
Una pregunta interesante seria ver cudl es la A, -estructura del producto cartesiano de
un nimero pequefio de K (7, n)’s haciendo uso de la teoria de perturbacién, asi como la
teoria de inversiones, con el fin de poder obtener un resultado positivo, al igual que desde
el punto de vista computacional, mas efectivo.

Aparte del interés que de por s suscita que un espacio, a priori tan elemental, tenga una
estructura tan rica en la homologfa, también queremos resefiar la necesidad de determinar
de modo explicito las operaciones de dicha estructura a bajo nivel, que hasta ahora no se
han podido realizar, ni desde un punto de vista teérico ni computacional.

Por tanto, una linea interesante podria ser ver si las operaciones de dicha A -estructura
tienen algin comportamiento estratificado, es decir, que s6lo son distintos de cero para
elementos cuyo grado sea mayor que cierto valor y nulo por debajo, tal y como resultados
experimentales parciales nos inducen a pensar.

Otro importante avance seria ver qué pasa al cambiar el anillo base Z,, por un anillo como
pueda ser Z localizado en p con p primo. Como ya comentamos al final del capitulo 2,
se pueden establecer diversas contracciones que ligan el complejo de cadenas de K (7, n)
con productos tensoriales torcidos de dlgebras como las aqui usadas, y que preservan la
estructura de codlgebra hasta cierto grado. Asi pues, serfa interesante determinar el efecto
en la A,.-codlgebra producido por dichas torsiones.




Capitulo 5

Calculo simbaélico de A -estructuras

En este capitulo, presentamos una herramienta computacional creada explicitamente para
obtener resultados experimentales con ejemplos concretos del cdlculo de A, -estructuras
via perturbacion.

El programa creado ha sido hecho en CLOS (Common Lisp Object System) y es un
modulo de aproximadamente 2500 lineas que hemos afiadido al programa ya existente
Kenzo [DRSS99], el cual es un programa dedicado exclusivamente al célculo de invari-
antes en Topologfa Algebraica y en particular, al cdlculo de grupos de homologia entera
(ver [Rub91], [Ser87]).

La eleccién de afiadir un médulo a Kenzo y no a otros programas de célculo algebraico
como Macaulay, Gap, etc, o de crear un nuevo programa desde cero, es debido a que
seguimos la misma filosoffa.

Dada la importancia de esta eleccién, hablaremos més extensamente en una posterior sec-
cién acerca de la naturaleza de Kenzo para reforzar la comprensién a nuestro médulo
computacional.

Trabajos como los de S. Eilenberg junto con S. Mac Lane sobre diversos aspectos de la
Topologia Algebraica, a mediados de los afios cincuenta del siglo pasado, con demostra-
ciones constructivas han sugerido que la creacién de una Topologia Algebraica Efectiva
es posible. De hecho, en la mayoria de sus trabajos, no sélo demostraban la veracidad de
un teorema, sino que en caso de estar buscando objetos con ciertas propiedades, daban
el modo de construirlos, lo que hace posible la traduccién inmediata al mundo computa-
cional.

En este contexto, el lema de perturbacién basico es la herramienta fundamental usada
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exhaustivamente, para llegar a buen fin en nuestro propésito de calcular simbdlicamente
las A -estructuras inducidas por una contraccién. De hecho, este lema ha llevado a la
implementacidn real de algoritmos efectivos.

El lema bésico podria traducirse en forma de algoritmo de la siguiente manera:

¢¥/\ f
Input: c: (N,dy) (M,dpy) +  perturbacién 6
g
"~ fs
Output: ¢5: (N,dy +9) (M, dp + ds) con{fs, gs, s, ds} explicitos
gs

Nuestra aportacion en la parte computacional, ha sido la creacion de un médulo con tres
grandes pilares, a destacar:

» Modificacién de todos los archivos de combinatoria con el fin de poder realizar todo
tipo de célculos con la aritmética de Z,, y no sé6lo con la de Z.

= Enriquecimiento de las clases de la parte algebraica de Kenzo, implementando
ejemplos especificos de dlgebras de Hopf, redisefiando la jerarquia de clases, etc.

= Creacion de ARAIA (Algebra Reduction A -algebra) y de CRAIC (Coalgebra Re-
duction A.-coalgebra). Se trata de una serie de programas destinados a la obtencién
de férmulas explicitas de A.-estructuras inducidas por perturbacién sobre gene-
radores de grado bajo en el dg-m6dulo menor.

S5.1. Entorno de partida KENZO y aspectos basicos de
computacion

Para poder introducir nuestro trabajo, veamos primero algunas caracteristicas especiales
de Kenzo; en primer lugar cabe decir que es un programa creado exclusivamente por espe-
cialistas en Topologia Algebraica y del 4drea de la Computacién. Ademaés hay que destacar
que dicho programa sigue evolucionando tanto en su estructura interna como en su fun-
cionalidad.

El lenguaje de programacion en el que estd disefiado es el CLOS (Common Lisp Object
System), lenguaje funcional con la propiedad de ser orientado a objetos, que permite una
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transferencia més asequible de conceptos matemadticos al mundo computacional.

En particular Kenzo es el resultado del intensisimo trabajo de diversos especialistas en
Topologia Algebraica Efectiva a lo largo de casi dos décadas, a destacar F. Sergeraert y J.
Rubio; consta de aproximadamente 18000 lineas de c6digo. Dado que una de sus finali-
dades principales es la de calcular grupos de homologia entera de espacios topoldgicos
(con ciertas condiciones dptimas para ello), es facil ver que la parte topoldgica consta de
una gran variedad de archivos de c6digo muy cuidado y sofisticado.

Este aspecto difiere totalmente de la simplicidad de las estructuras algebraicas que apare-
cen en el disefio original, el cual no tiene en cuenta las posibles estructuras adicionales de
los objetos.

Por tanto, como ya hemos dicho antes, uno de los primeros pasos que hemos tenido que
llevar a cabo para el célculo de A -estructuras ha sido el enriquecimiento desde el punto
de vista algebraico de Kenzo.

Nuestro objetivo es claro, queremos disefiar un sistema de cdlculo simbélico (algebraico)
en el que se puedan calcular distintos invariantes del objeto de partida, tales como la ho-
mologia, las A, -estructuras existentes en dicha homologia.

En la primera parte daremos diversos resultados tedricos, mientras que en la segunda parte
mostraremos resultados experimentales de dicho programa al igual que algin esbozo del
codigo fuente de los algoritmos involucrados.

Con el fin de hacer més legible esta Gltima parte de la memoria, a continuacion comentare-
mos algunos aspectos basicos de computacion sin ser demasiado rigurosos.

Dado que nuestra filosofia de programacién es la orientada a objetos, describimos los
aspectos mas basicos de dicha programacién (ver [MO96])

= Objeto-tipo: ideas o nociones sobre los cuales podemos aplicar funciones, etc. En
definitiva, son sinénimos de conceptos.

s Objeto: es un elemento que cumple los requisitos para pertenecer a un objeto-tipo.

» Clase: son los objeto-tipo junto con las operaciones permisibles aplicables sobre
ellos.

Pongamos un paralelismo sencillo del mundo matemadtico para comprender las tres no-
ciones, escojamos pues Sets: 1a nocién de conjunto es una nocién general, por tanto seria
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un Objeto-tipo, ademds cuando tratemos con un conjunto en concreto éste seria un obje-
to de Sets, y ya cuando consideramos la categoria Sets, entonces estarfamos hablando de
la clase Sets.

La herencia nos permite crear jerarquias haciendo que algunas clases puedan derivar de
otras, es decir, hereden los atributos y las “operaciones permisibles”.

Si A hereda de otra clase B, se dice que A es una subclase de B, andlogamente B es una
superclase de A.

En particular, la importancia de la herencia radica en la posibilidad de reutilizar las ca-
racteristicas de las clases existentes para crear nuevas.

Con respecto a las “operaciones permisibles” sobre los objetos debemos distinguir tres
casos

= Operacion: es una especie de proceso que esta siendo solicitado.

= Método: es el procedimiento para determinar cémo se debe llevar a cabo una ope-
racion.

= Polimorfismo: es la “capacidad” de una operacién para soportar miltiples tipos de
objetos, via diferentes métodos.

En particular, dicho polimorfismo es el que nos permite definir operaciones genéricas (co-

mo el producto tensorial de dos estructuras algebraicas) independientemente de la clase a
la que pertenezcan.

Por otro lado, el caracter funcional del lenguaje de programacién LISP (ver [Gra96]), nos
lleva a destacar diversas propiedades

s Definicion de funciones: definicién al puro estilo matematico.

= Recursividad: se puede definir al igual que en matematicas una funcién referida a
si misma de forma recursiva.

s Evaluacion perezosa (lazy): dada una funcién, sélo evalda los argumentos de la
misma si es necesario hacerlo para evaluarla.

» Evaluacidn voraz (eager): evalda todos los argumentos de la llamada a la funcién
antes de evaluar la funcién propiamente.
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Para mostrar el uso 1itil de la recursividad, tomemos como ejemplo trivial el factorial de
un nimero natural n > 0, n!. Desde el punto de vista matemético f(n) =nl=n---1,0
equivalentemente f(n) = n- f(n — 1), con el pre-requisito de que f(0) = 1. Este mismo
proceso, se puede hacer con lisp:

(defun fact (n)
(if(= On)

1
(¥ n (fact (= n1)))))

Para distinguir entre la evaluacion perezosa y la evaluacién voraz, veamos dos ejemplos
simples. Supongamos que nuestra primera funcién toma dos niimeros reales y da como
resultado su suma; en este caso, s6lo podemos usar una evaluacién voraz, dado que el
desconocimiento de uno de los niimeros nos impediria obtener el resultado.

Ahora bien, supongamos que nuestra segunda funcién tiene como argumentos dos nimeros
reales, y nos da como resultado su multiplicacién. En este caso, es claro que dependiendo
de los casos, podemos usar la evaluacién perezosa o la voraz, el ejemplo clave es con-
siderar uno de los argumentos cero, en ese caso da absolutamente igual que valga el otro
numero, dado que sabemos que el resultado siempre va a ser nulo.

Una vez introducidas las nociones bdsicas, si volvemos a nuestro entorno de partida, una
de las piezas claves del disefio de la estructura algebraica, es el hecho de que siempre
trabajamos con médulos, dlgebras o estructuras algebraicas en general graduadas 'y con
diferencial, por lo que tenemos asociado un complejo de cadenas a cada objeto algebraico.

Por tanto, en nuestro diagrama de clases, la “superclase” serd la clase formada por los
complejos de cadenas (una vez identificado cada dg-médulo con su complejo de cade-
nas), junto con los morfismos permitidos en dichas estructuras. De ahi heredaran todas
las propiedades las dg-dlgebras, dg-codlgebras y dg-algebras de Hopf.

Para clarificar un poco més las bases de nuestro entorno, establezcamos un paralelismo en-
tre el mundo matemadtico y el mundo computacional creado en Kenzo. Dicho paralelismo
ha sido creado basdndonos exclusivamente en las ideas intuitivas, establecidas desde un
punto de vista matemdtico, de las nociones computacionales mis elementales que hemos
ido detallando en precedentes parrafos al igual que las similitudes mostradas con nociones
matemadticas que bien conocemos.

La siguiente tabla pretende dar una “equivalencia” de los términos con el fin de hacer més
comprensibles los aspectos técnicos tratados en posteriores apartados de este capitulo.
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Traduccién de objetos matematicos a objetos computacionales

| Matematicas [ Programacién |
| Obj(Categoria) | Objeto |
| Categorias | Clases |
| Subcategorias | Subclases I
| Recursividad | Recursividad |
| Paso al infinito | Evaluacion perezosa |

5.2. Aspectos técnicos de nuestro médulo de programacion

En esta seccién pretendemos dar algunas pinceladas de los obstaculos y dificultades que
hemos tenido que solventar a lo largo del proceso de generacién del programa, trasladan-
do los conceptos matemadticos a objetos computacionales.

Para ello, hemos considerado dividir la seccién en dos subsecciones, en la primera expli-
camos los problemas mas importantes y en la segunda las soluciones adoptadas en cada
caso.

5.2.1. Problemas

Comencemos tratando los problemas mds relevantes que se nos han planteado a la hora
de generar la estructura de clases en la parte algebraica de Kenzo.

Es importante mencionar, que en la versién original y de momento oficial de Kenzo, sélo
hay cuatro clases desde el punto de vista algebraico: chain-complex (CHCM), algebra
(A), coalgebra (C) y Hopf-algebra (HA); las cuales podriamos visualizar en el siguiente
diagrama de clases

CHCM

-
\H

donde se sobreentiende que CHCM es una superclase de A y C, que a su vez son supet-
clases de HA, por lo que cualquier funcién aplicable sobre CHCM serd aplicable sobre A,
sobre C, y por supuesto, sobre HA.

\C
7
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| Bucles Infinitos |

Nuestro primer problema es el traspaso de una de las propiedades de categoria, es decir,
dados dos elementos de una categoria, el producto de ambos nos proporciona un tercero
que sigue perteneciendo a dicha categoria.

En nuestro caso, como ya sabemos, las dlgebras, codlgebras y algebras de Hopf, forman
cada una de ellas una categorfa. Ademas, dadas dos dlgebras A y B (resp. codlgebras), su

producto tensorial, A ® B, sigue siendo una élgebra (resp. codlgebra).

Este nuevo objeto A ® B, est4 caracterizado por el morfismo de grado cero
p=(ua®up)(l®T ®1),es decir,

(A ® B)®? fash A®B

(A® A)® (B® B)

Asi pues, desde el punto de vista matematico, no tenemos ningin problema a la hora de
definir A ® B como dlgebra, el problema lo encontramos cuando hacemos su traslacién
computacional, veamos por qué.

Al tratar con un sistema orientado a objetos, en nuestro entorno existe la clase “algebra”.
Un objeto de esta clase estd caracterizado por ser un objeto de la clase CHCM junto con
un producto p. Asi pues, la clase creada estd definida como

(DEFCLASS ALGEBRA (chain-complex)
((aprd :type morphism :reader aprdl)))

Por tanto, al ir a definir A ® B como un objeto de la clase algebra, el sistema primero crea
el objeto A® B en CHCM y luego intenta definir el morfismo pag5 : (A®B)®? — A®B;
para ello, primero debe construir (A ® B)®2.

He aqui donde se origina el bucle infinito: dado que (A ® B) es una dlgebra, (A ® B)®?
a su vez es reconocida como un objeto de la clase algebra, por lo que el sistema trata de
definir el morfismo p : (A ® B)®* — (A ® B)®2, y asi sucesivamente, dando lugar a un
bucle infinito.

Este es uno de los primeros escollos a salvar a la hora de querer enriquecer algebraica-
mente toda la compleja estructura de Kenzo. En el siguiente apartado, veremos como
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solucionar dicho problema.

Coherencia

Nuestro segundo y principal problema, tiene que ver con la “coherencia”. Nuestra filosofia
en todo el capitulo de programacién es que cuanto mds estrictos seamos a la hora de
trasladar el mundo matemético, mejor ser4 el resultado.

Dada la falta de estructuras algebraicas en Kenzo, es claro que nuestro primer paso debe
ser la creacién de nuevas clases, como por ejemplo las A, -dlgebras.

Desde el punto de visto matematico, una A,-dlgebra es un objeto algebraico mucho més
complejo que una dlgebra, de hecho, la definicién a grandes rasgos es la generalizacién
de la nocién de una 4lgebra no necesariamente asociativa, que si lo es salvo homotopia
(tal y como mostramos en el capitulo segundo).

Ahora bien, desde el punto de vista computacional las A,-dlgebras forman una clase mas
débil que las dlgebras; mas débil en el sentido de que todas las propiedades de las Ao -
dlgebras son, a su vez, propiedades que verifican las dlgebras.

He aqui donde topamos aparentemente con un problema de coherencia a la hora de tra-
ducir nociones del mundo matemadtico a nuestro entorno computacional, i.e., un objeto
que resulta ser mds complejo que otro desde el punto de vista matemético se vuelve mas
simple desde el punto de vista computacional. Veamos pues, en la siguiente seccién c6mo
resolver tal enigma.

5.2.2. Soluciones

Al igual que en apartado anterior, primero plantearemos la solucién a la cuestién de bucles
infinitos, para més tarde adentrarnos en el escollo principal relacionado con jerarquias de
clases, herencias y, como ya hemos visto, una necesaria nueva perspectiva.

| Bucles infinitos «— “Slot-unbound”

Una vez que ya hemos visto el bucle infinito ocasionado por una de las propiedades de
nuestra programacion orientada a objetos, hemos de hacer uso de la una de las propiedades
de Lisp, la estrategia perezosa.
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Supongamos, al igual que antes, que tenemos dos dlgebras, Ay B, cuyo producto tenso-
rial, A ® B, queremos que a su vez sea una dlgebra.

Nos basta con obligar a que el programa cree el objeto A ® B dejando el slot producto
(que caracteriza dicho producto tensorial como objeto de la clase 4lgebra) vacio.

Esto es posible gracias al método slor-unbound, el cual s6lo carga el slot al que se hace
referencia en caso de que se pida explicitamente.

(DEFMETHOD TNSR-PRDC ({(algbl algebra) (algb2algebra)...)
(declare (ignore rest))
(let ((result (call-next-method)))
(assert (typep algbl "algebra))
(assert (typep algb2 'algebra))
(change-class result 'algebra)))

(DEFMETHOD SLOT-UNBOUND (class (result algebra)
(name (eql ’aprd)))

(declare (ignore class))

(let*x ((dfnt (dfnt result))

{algbl (second dfnt))

(algb2 (third dfnt))

(aprd (cmps (tnsr-prdc (aprd algbl) (aprd algb2))

(1-TT-1 algbl algb2))))

(setf (slot-value result ‘aprd) aprd)))

Esta solucién aparentemente poco ortodoxa nos permite obviar las diferencias existentes
entre las categorias y sus andlogos, las clases. A continuacién mostraremos un ejemplo
ilustrativo de este hecho.

Ejemplo maquina

1. Definamos el dlgebra exterior con generador de grado 3 sobre Z, E(u, 3), el cual es un
dlgebra de Hopf.
> (setf e3 (extr_algb 0 3))

[K1 Hopf-Algebra]

2. Definamos el producto tensorial de dicha dlgebra consigo misma.
> (setf ee (tnsr-prdc e3 e3))
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[K3 Hopf-Algebral

3. Si inspeccionamos el objeto generado por Kenzo, obtenemos que el slot “aprd”, estd vacio,
a pesar de que dicho objeto pertenece a la clase dlgebra de Hopf.
> (inspect ee)

Inspecting the HOPF-ALGEBRA [K3 Hopf-Algebra]

object [K3 Hopf-Algebra]

class #<standard-class hopf-algebra>

type hopf-algebra

aprd #:<unbound>

basis #<Closure (flet tnsr-prdc-basis ...) @ #x20ced3da>
bsgn <TnPr0 0>

cmmn #:<unbound>

cmpr #<Closure (flet tnsr-prdc-cmpr ...) @ #x20ced3ba>
cprd #:<unbound>

dffr [K4 Morphism (degree -1): K3 -> K3]

dfnt (tnsr-prdc [K1 Hopf-Algebra] ...}

efhm #:<unbound>

grmd #:<unbound>

idnm 3

meprd #:<unbound>

mprd #:<unbound>

prpr #:<unbound>

zp 0

4. Sin embargo, podemos hacer la multiplicacién de dos elementos de esta algebra:

> (aprd ee 3 (tnpr O (tnpr 0 0 0 0) 3 (tnpr 3 1 00)))
—————————————————————————————————————————— {CMBN 3}

Si volvemos a inspeccionar el objeto, obtenemos que el slot sigue estando vacio aparente-
mente, a pesar de haber obtenido el resultado anterior.
> (inspect ee)

Inspecting the HOPF-ALGEBRA [K3 Hopf-Algebra]

object [K3 Hopf-Algebra]

class #<standard-class hopf-algebra>

type hopf-algebra

aprd #:<unbound>

basis #<Closure (flet tnsr-prdc-basis ...) @ #x20ced3da>
bsgn <TnPr 0 0>

cmmn #:<unbound>

cmpr #<Closure (flet tnsr-prdc-cmpr ...} @ #x20ced3ba>
cprd #:<unbound>

dffr [K4 Morphism (degree -1): K3 -> K3]

dfnt (tnsr-prdc [K1 Hopf-Algebra] ...)

efhm #:<unbound>

grmd #:<unbound>

idnm 3

meprd #:<unbound>

mprd #:<unbound>

prpr #:<unbound>

zp 0
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Lo que nos lleva a una solucién correcta y sencilla.

Coherencia «+— Cambio de enfoque jerdrquico

Histéricamente, como ya hemos mencionado en capitulos anteriores, la nocién de A-
algebra surge a mediados del siglo veinte, con el fin de medir la perdida de asociatividad
del producto de una estructura dada.

El problema planteado anteriormente acerca de cudl es el lugar que deberfa ocupar la clase
“a-infty-algebra” en nuestro esquema de clases, es dificil de resolver. De hecho, la mejor
solucion que hemos encontrado, parte de un cambio de enfoque por completo. Veamos en
qué consiste dicho enfoque.

En primer lugar, una A, -dlgebra, M, la podemos codificar como un dg-médulo junto con
un morfismo de grado cero de mprd : TM — M.
(DEFCLASS A-INFTY-ALGEBRA (chain-complex)

((mprd :type morphism :reader mprdl)))

Esta codificacién tiene como contra que el grado de algunas de las operaciones involu-
cradas no es el correcto en sentido estricto, de hecho, sabemos que si M es una A.-dlge-
bra, entonces las operaciones que definen dicha estructura, dan lugar a una diferencial de
Ts(M) en T's(M), es decir, un morfismo de grado -1.

Al cometer este pequefio abuso de notacién, cuando queramos calcular la imagen via este
morfismo sobre un elemento de M®", deberemos cambiar convenientemente el grado de
la combinacién dada por la maquina de cero an — 2.

A su vez, como pro tiene que ahora resulta muy facil crear una jerarquia correcta de
clases: dado que el producto de una dlgebra A puede verse como un morfismo de grado
cero de mprd : TA — A, en donde para todo n > 2, mprd : A®™ — A es una operacion
nula, y para n = 2, mprd coincide con el producto de A, aprd.

De este modo, en lugar de usar la estructura original de Kenzo, debemos afiadir la A-
algebra (AA) de modo que sea una subclase de chain-complex (CHCM) y que a su vez

sea una superclase de algebra (A).

(DEFCLASS A-INFTY-ALGEBRA (chain-complex)
((mprd :type morphism :reader mprdl)))

(DEFCLASS ALGEBRA (a-infty-algebra)



126 Capitulo 5. Cdlculo simbdlico de A, -estructuras

((aprd :type morphism :reader aprdl)))
Es decir, el punto de vista correcto es ver las estructuras como herederas de las A.-

estructuras. Si denotamos por AA la clase de A.-dlgebras y por AC la clase de Ay-
codlgebras,tenemos

TE N
™, ,£ i
~,

Esquema antiguo Esquema nuevo

. .
-

Enriquecimiento de las clases

Siguiendo un poco con la filosoffa mostrada anteriormente de cémo enriquecer la estruc-
tura de clases de Kenzo de un modo coherente, hemos seguido afiadiendo diversas clases
intermedias, dando lugar a un disefio mucho més sofisticado actualmente.

De hecho, la busqueda de férmulas explicitas via una contraccién nos han llevado a definir
mds clases dependiendo del tipo de objeto de partida a estudiar.

En particular, nuestro interés por comparar A,-estructuras inducidas via perturbacién
con la posible estructura infinita ya existente en el dg-médulo menor, nos han llevado a
preservar tal informacién, a costa de tener que generar un esquema de clases terriblemente
complejo, sofisticado y aparentemente dificil de manejar.

Pasemos pues a describir las nuevas clases antes de analizar el esquema.

» Siel dg-médulo de partida es una A,.-dlgebra AA, tenemos las subclases
AAAA: si inducimos una nueva A, -algebra via una contraccién.

ACAA: si inducimos una nueva A,-codlgebra via una contraccion.

= Anélogamente, si el dg-mddulo de partida es A,,-codlgebra AC, tenemos las sub-
clases



5.2. Aspectos técnicos 127

AAAC, ACAC.

= Si el dg-mddulo de partida es una dlgebra A, tenemos las subclases
DAA: si inducimos una nueva A,,-4lgebra via una contraccion.

DCA: si inducimos una nueva A,-codlgebra via una contraccion.

= Andlogamente, si el dg-médulo de partida es una codlgebra C, tenemos las sub-
clases

DAC, DCC.

= Y sies una dlgebra de Hopf de partida H A, tenemos las subclases

DAHA, DCHA.
Wy \/ \ A
AAAA A

-

| Nuevo esquema de clases |

ACAA AAAC C ACAC
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3.3. Esbozo del codigo fuente

En este apartado mostraremos algunas de las partes mas importantes del trabajo computa-
cional, como seudo-c6digo (pudiéndose ver todo el c6digo fuente en el apéndice adjunto).

Es dificil describir con exactitud todo el trabajo realizado dado que la finalidad de es-
ta parte computacional siempre ha sido el enriquecimiento de Kenzo desde el punto de
vista algebraico con el fin de poder adaptar toda la herramienta ya implementada hacia el
célculo de las A, -estructuras.

5.3.1. Moédulo combinatorio sobre el cuerpo Z,

La primera parte en la que estamos interesados es en la parte combinatoria de Kenzo.
Originalmente, éste sélo realizaba operaciones en Z, por lo que consideramos oportuno
modificar todos los comandos existentes para poder trabajar sobre Z,, con p un nimero
natural cualquiera (véase archivo combinations.cl).

Mostramos a continuacién una tabla con las leves modificaciones aplicadas a los coman-
dos ya existentes en Kenzo con el fin de poder trabajar sobre un anillo arbitrario. Asi pues,
dado que nuestro entorno se basa en combinaciones lineales, las sumas, restas y demads
operaciones siguen siendo vélidas en la actualidad. En caso de querer trabajar con Z es
suficiente con poner en lugar de zp el 0.

Estructura de los comandos combinatorios

| comandos en Kenzo-2 | Nuevos comandos sobre Z, |
0 (cmbn-opps cmbn) | (cmbn-opps zp cmbn) |
0 (n-cmbn n cmbn) | (n-cmbn zp n cmbn) |
| (cmbn-add cmpr cmbnl cmbn2) ]| (2cmbn-add cmpr zp cmbnl cmbn2) |
| (2cmbn-sbtr cmpr cmbnl cmbn2) ]| (2cmbn-sbtr cmpr zp cmbnl cmbn2) |
| (2n-2cmbn cmpr nl cmbnl n2 cmbn2) [ (2n-2cmbn cmpr zp nl cmbnl n2 cmbn?) |
| (cmbn-cmbn cmpr n-cmbn-list)y | (cmbn-cmbn cmpr zp n-cmbn-list) |
| (nterm-add cmpr degr rest) [ (nterm-add cmpr zp degr rest) |
| (ncmbn-add cmpr cmbn rest) | (ncmbn-add cmpr zp cmbn rest) |

Consideremos como ejemplo la suma de dos combinaciones donde en el primer caso que-
remos sumar con coeficientes en Z, mientras que en el segundo, con coeficientes en Zqq.

>(2cmbn-add #’s-cmpr 0 (cmbn 0 2 ’b) (cmbn 0 1 a3 ’c))
———————————————————————————————————————— {CMBN 0}
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<2 * B>
<3 % C>

> (2cmbn-add #’s-cmpr 10 (cmbn 0 9 'a) (cmbn 0 1’a 3 ’c))
————————————————————————————————————————— {CMBN 0}

De igual modo, todos los dg-médulos y demas estructuras algebraicas han sido modifica-
dos con el fin de determinar sobre qué anillo se quiere trabajar. En caso de optar por el
anillo Z, es suficiente con no especificar nada, dado que éste es escogido por defecto.

De hecho, el objeto clave modificado es el objeto de la clase chain-complex, al cual le
hemos afiadido un “slot” en el que se debe precisar sobre que anillo se quiere trabajar
(véase classes.cl):

(DEFCLASS CHAIN-COMPLEX (kenzo-object)
((cmpr :type cmprf :reader cmprl)
(basis :type basis :reader basisl)
;; BaSe GeNerator
(bsgn :type gnrt :reader bsgn)
;zZzpzp>
(zp :type fixnum :reader zp)
;zpzp<
;; DiFFeRential
(dffr :type morphism :reader dffrl)
; + GRound MoDule
(grmd :type chain-complex :reader grmd)
;; EFfective HoMology
(efhm :type equivalence :accessor efhm)))

De este modo, automaticamente el resto de estructuras algebraicas extraen el anillo base
del dg-médulo subyacente, y por tanto, el producto tensorial, construcciones bar y cobar
son generalizadas a cualquier anillo Z,,.

5.3.2. Algebras polinomiales, exteriores

En esta pequefia seccidén mostramos algunos ejemplos de dga-algebras de Hopf que hemos
afiadido a Kenzo. De hecho, una de las finalidades a corto plazo de nuestro médulo es la
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determinacién del comportamiento de las operaciones involucradas en la estructura de
As-codlgebra de 1a homologia de los espacios de Eilenberg- Mac Lane con coeficientes
en Z, y para ello, necesitamos hablar de algebras polinomiales, exteriores, truncadas y
modificadas desde el punto de vista computacional. Veamos pues, algunos ejemplos clari-
ficadores de su codificacién (véase small-cartan-complexes.cl, small-cartan-reduction.cl).

Para codificar los cuatro tipos de dlgebras, consideramos interesante hacerlo por los ex-
ponentes de los generadores. Veamos parte del c6digo fuente de

= el dlgebra polinomial con un generador de grado n, P(u,n).

(DEFUN PLNM_ALGB (zp dmns)
(declare (fixnum zp dmns))
{(unless (plusp dmns)
(error ... the dimension should be positive))

(the hopf-algebra

rslt)))

Consideremos como ejemplo, el dlgebra polinomial con coeficientes en Z con un
generador de grado 3. Podemos ver el producto y el coproducto de dicha 4lgebra de
Hopf:

> (setf zp3 (plnm_algb 0 3))
[K1 Hopf-Algebra]
> (aprd zp3 6 (tnpr 3 1 3 1))

> (cprd zp3 6 2)

<l * <TnPr 0 2>>
<2 % <TnPr 1 1>>

<l % <TnPr 2 0>>
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= el digebra exterior con generador de grado impar E(u, 2n + 1):

(DEFUN EXTR_ALGB (zp dmns)
(declare (fixnum zp dmns))
(unless (oddp dmns)
(error the dimension should be odd))

(the hopf-algebra

rsit)))

Consideremos como ejemplo, el dlgebra exterior con coeficientes en Z con un gene-
rador de grado 5:

> (setf e5 (extr_algb 0 5))
[K13 Hopf-Algebral
> (cprd e5 5 1)

——————————————————————————————————————— {CMBN 5}
<1l * <TnPr 0 1>>

<l * <TnPr 1 0>>

> (aprd €5 10 (tnpr 5 1 5 1))
——————————————————————————————————————— {CMBN 10}

» el dlgebra polinomial modificada con un generador de grado par I'(u, 2n):
(DEFUN DVPW_ALGB (zp dmns)
(declare (type fixnum zp dmns))
(unless (evenp dmns)
(error the dimension should be even))

{(the hopf-algebra

rslt)))
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Consideremos como ejemplo, el dlgebra polinomial modificada con coeficientes en
73 con un generador de grado 4:

> (setf zl13dp4 (dvpw_algb 13 4))

[K7 Hopf-Algebral

> (aprd z13dp4 12 (tnpr 8 2 4 1))
——————————————————————————————————————— {CMBN 12}

> (cprd zl1l3dp4 4 1)

<1l * <TnPr 0 1>>

<l % <TnPr 1 0>>

el digebra polinomial truncada, Q,(u, 2n):
(DEFUN TRPW_ALGB (zp prm dmns)
(declare (fixnum zp dmns))

(the algebra

rslt)))

Consideremos como ejemplo, el algebra polinomial truncada con coeficientes en Z
con un generador de grado4y p = 11:

> (setf tpll-4 (trpw_algb 0 11 4))
[K1 Hopf-Algebral
> (aprd tpll-4 8 (tnpr 4 1 4 1))

> (cprd tpll-4 8 2)
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<l * <TnPr 0 2>>
<2 * <TnPr 1 1>>

<1l * <TnPr 2 0>>

5.3.3. Médulos ARAIA y CRAIC

Como ya hemos comentado anteriormente, el programa m4s destacable afiadido a Kenzo
es un médulo, que nos permite calcular las estructuras de A..-(co)algebras inducidas en
el médulo menor de una contraccién dada, siempre y cuando el dg-médulo mayor sea una
(co)dlgebra.

Dada una contraccién ¢ : N — M, si N es una dg-codlgebra, CRAIC, Coalgebra Re-
duction A-Infinity Coalgebra (resp. ARAIA, Algebra Reduction A-Infinity Algebra) es
un método que funciona siguiendo el siguiente esquema:

= Considera como input la contracciénc: N — M.
= Chequea si NV es una dg-codlgebra.
» Crea una nueva contraccién T's~!c: Ts™1(N) — T's~}(M).

= Usa el BPL, afiadiendo como dato de perturbacién la diferencial simplicial 6, para
dar lugar a una nueva contraccién de la construcciéon Bar de N a la construccién
Bar Tilde de M: Bc: BN — (BM,dr + dw).

» Extrae la nueva diferencial inducida en el dg-médulo menor d, (la cual nos define
la A-coalgebra inducida en M) y la transforma en los A; inducidos en M.

» Finalmente CRAIC devuelve la contraccién original ¢ : N — M, con la Gnica
modificacidn de la clase de M de dg-médulo a un objeto de la clase A,,-coalgebra.

Esta modificacién de la clase de M es porque estamos interesados en comparar la estruc-
tura “antigua” con la nueva inducida, i.e., si M era originalmente una codlgebra, quiza,
queramos a posteriori comparar el “antiguo” coproducto con la operacién A, inducida
por la contraccién. Por este motivo, decidimos crear una estructura de clases muy com-
pleja, en lugar de crear objetos nuevos.

De modo méds explicito, el objeto M tiene los mismos slots que antes ademds de uno nue-
vo imeprd (Induced Multi CoPRoDuct), que es un morfismo de M a T'M, definido como
la suma de los {A;}; con ciertos signos. Asi pues, si queremos determinar la A -codlge-
bra de M, sélo tenemos que aplicar imcprd sobre generadores e inspeccionar cual es su
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imagen. La estructura de este slot es simple
(imcprd médulo (grado de elemento) elemento).

la salida es una combinacién (cmbn) de elementos de M®™ con n > 2. Como ejemplo, si
T € M®3, =12, Q1 ® x3, éste es codificado como

<<Mtnpr [|x1] x1][|x2]| x2][|x3] x31>>

Ejemplos didacticos

Consideremos dos ejemplos para ilustrar el funcionamiento de CRAIC: el primero es un
ejemplo trivial, en el que consideramos una dg-codlgebra y queremos ver cudl es la A,-
codlgebra inducida por un isomorfismo sobre si misma.

El segundo ejemplo muestra la estructura transferida por la construccion bar de una alge-
bra polinomial truncada hacia el producto tensorial del dlgebra exterior, E, con una dlge-
bra polinomial modificada, I".

Ejemplo 1: La contraccion trivial P(u,2) — P(u,2)

Sea P(u,2) el dlgebra polinomial generada por u de grado 2 con coeficientes en Z y
consideremos como isomorfismo el dado por la identidad. Como ya hemos visto anterior-
mente, este isomorfismo se puede considerar como la iso-contraccién

c: {P(u,2),P(u,2),1p,1p,0},

y por supuesto, la A,,-codlgebra inducida sobre P(u,2n) debe ser nula excepto para A,
el cual coincida con el coproducto original de P(u, 2), i.e, tiene que ser una dg-codlgebra.

> (setf p (plnm_algb 0 2)) « PoLyNoMial ALGeBra en Z, |u| = 2.
[K1 Hopf-Algebra] « objeto de la clase Hopf-Algebra.

> (setf r (trivial-rdct p)) < Construccion de la iso-contraccién.

[K9 Reduction K1 => Kl]

> (craic r) < Llamada a CRAIC.

[K9 Reduction K1 => K1]

> (setf m (bcc r)) «— Extraccion del modulo menor.

[K1 double-a-infty-clgb-h-algb] <« La clase cambia a hopf-alg+A4,-coalg
inducida.
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> (imcprd m 2 1) «— ¢ Ayo-coalg, sobre u?
—————————————————————— {CMBN 2}

<=1 % <<Mtnpr[0 0][2 1]>>> — (0,2%) ® (2,u') € M®?
<-1 % <<Mtnpr(2 1]([0 0]>>> — (2,u}) ® (0,u°) € M®?

> (imcprd m 4 2) — ¢ Aso-coalg. sobre u%?
—————————————————————— {CMBN 4}

<=1 * <<Mtnpr[0 0][4 2]>>> — (0,u%) ® (4,u?) € M®?
<-1 * <<Mtnpr[2 1]}[2 1]>>> — (2,u)) ® (2,u!) € M®?

<=1 * <<Mtnpr[4 2][0 0]>>> — (4,4%) ® (0,u°) € M®?

> (imcprd m 6 3) — ; Aso-coalg. sobre u>?
—————————————————————— {CMBN 6}

*x <<Mtnpr [0 0][6 3]>>> — (0,u%) ® (6,u3) € M®?
* <<Mtnpr([2 1][4 2]>>> — (2,u!) ® (4,u?) € M®2
* <<Mtnpr[4 2][2 1]>>> — (4,v?) ® (2,u') € M®?
* <<Mtnpr[6 3]1[0 0]>>> — (6,u%) ® (0,u’) € M®?

De hecho, se ve experimentalmente que la miquina devuelve el coproducto de P(u, 2)
como A,-codlgebra inducida.

Ejemplo 2: La contraccién B(Qs(u,2)) — E(v,3) ® ['(w, 12)

Consideremos como segundo ejemplo la contraccién entre la construccion bar del dlgebra
truncada y el producto tensorial del dlgebra exterior con el dlgebra polinomial modifica-
da. Teniendo en cuenta las férmulas explicitas descritas en el capitulo 3, los elementos de
estas dlgebras serdn codificados por sus exponentes (como en el ejemplo anterior).

> (setf tr (trpw_algb 0 5 2)) <> TRuncated PoWer-ALGeBrain Z, p =
5, deg(u)=2.

[K1 Hopf-Algebral] < objeto de la clase Hopf-Algebra.

> (setf rr (rdct-bar tr)) « Construccion de la contraccion.

[K32 Reduction K10 => K27]

> (craic rr) +« Llamada a CRAIC.

[K32 Reduction K10 => K27]
> (setf m (bcc rr)) «— Extraccion del médulo menor.
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(K27 double-a-infty-clgb-h-algb] « La clase cambia a hopf-alg+A.,-coalg
inducida.

> (imcprd m 3 (tnpr 3 1 0 0)) — ¢ Axo-coalg. sobre uRQ~y?
————————————————————————————————————— {CMBN 1}

<-1 % <<Mtnpr[0 <TnPr 0 0>][3 <TnPr 1 0>]>>> <« Elementode M/ ®?2
<=1 % <<Mtnpr([3 <TnPr 1 0>]1[0 <TnPr 0 0>]>>> <« Elementode M/®?

> (imcprd m 12 (tnpr 0 0 12 1)) > { Aso-coalg. sobre u¥ ® v;?

————————————————————————————————————— {CMBN 15}

<-1 % <<Mtnpr{0 <TnPr 0 0>][12 <TnPr 0 1>]>>> <« Elementode M ®2

<-1 % <<Mtnpr[l2 <InPr 0 1>][0 <TnPr 0 0>]>>> <« Elemento de M ®?

<=1 * <<Mtnpr[3 <TnPr 1 0>][3 <TnPr 1 0>] — Elemento de M ®°
[3 <TnPr 1 0>][3 <TnPr 1 0>][3 <TnPr 1 0>]>>>

> (imcprd m 15 (tnpr 3 1 12 1)) > ¢ Aso-coalg. sobre u! @ v,?
————————————————————————————————————— {CMBN 15}

<=1 % <<Mtnpr[0 <TnPr 0 0>][15 <TnPr 1 1>]>>> <« Elementode M ®?
<-1 % <<Mtnpr[3 <TnPr 1 0>][12 <TnPr 0 1>]1>>> <« Elementode M®?
<=1 % <<Mtnpr[1l5 <TnPr 1 1>][0 <TnPr 0 0>]>>> <« Elementode M®?

> (imcprd m 24 (tnpr 0 0 24 2)) > ¢ Asc-coalg. sobre u° @ v2?

———————————————————————————————————————— {CMBN 24}

<=1 % <<Mtnpr[0 <TnPr 0 0>]([24 <TnPr 0 2>]>>> <« Elemento de M/ ®?

<=1 % <<Mtnpr([1l2 <TnPr 0 1>} ({12 <TnPr 0 1>]>>>« Elementode }M®2

<-1 % <<Mtnpr[24 <TnPr 0 2>][0 <TnPr 0 0>]>>> <« Elementode M ®?

<=1 % <<Mtnpr[3 <TnPr 1 0>][3 <TnPr 1 0>] — Elemento de M®°
[3 <TnPr 1 0>][3 <TnPr 1 0>][15 <TnPr 1 1>]1>>>

<=1 % <<Mtnpr[3 <TnPr 1 0>][3 <TnPr 1 0>] — Elemento de M ®>
[3 <TnPr 1 0>][15 <TnPr 1 1>][3 <TnPr 1 0>]>>>

<-1 % <<Mtnpr[3 <InPr 1 0>][3 <TnPr 1 0>] « Elemento de M®?
[15 <TnPr 1 1>]{3 <TnPr 1 0>][3 <TnPr 1 0>]>>>

<-1 % <<Mtnpr[3 <TnPr 1 0>][15 <TnPr 1 1>] — Elemento de M ®°
[3 <TnPr 1 0>]([3 <TnPr 1 0>][3 <TnPr 1 0>]>>>

<-1 % <<Mtnpr[1l5 <TnPr 1 1>][3 <TnPr 1 0>] — Elemento de M ®5

[3 <TnPr 1 0>]1[3 <TnPr 1 0>][3 <TnPr 1 0>]>>>
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Una importante conclusién en la determinacién de la Ao,-codlgebra inducida en
E(u,3) ® T'(w, 12) es la férmula experimental obtenida para As,

M @mw) = D utw) @ @ ut (w).
k1+"'+kp=j_1

5.4. Aplicaciones

La finalidad dltima de este programa es la obtencién de resultados experimentales sobre
Ax-estructuras junto con sus férmulas explicitas, que puedan dar luz sobre resultados
tedricos a posteriori.

Ahondando un poco mds en la contextualizacién del parrafo anterior, una aplicacién in-
mediata es el estudio de las férmulas explicitas de la A.,-estructura del producto tensorial
de varias A -estructuras definidas por perturbacién. Mostramos a continuacién algin
ejemplo de este caso.

5.4.1. Calculo de A, -estructuras en productos tensoriales

Una importante aplicacién de este programa es que se puede ver la naturaleza del pro-
ducto tensorial de varias A-estructuras y dar a grandes rasgos las férmulas explicitas,
desconocidas hasta ahora, gracias a una tarea experimental. Por supuesto, es importante
destacar que los algoritmos son de una complejidad enorme por lo que sélo es posible
calcular resultados en baja dimension.

Cilculo de la A.-codlgebra de E(u,3) ® ['(v, 8)%?

Consideremos pues, como ejemplo el producto tensorial de E(u, 3) ® I'(7,8) consigo
mismo. Gracias a las propiedades de las contracciones, es posible construir el producto
tensorial de varias contracciones, el cual resulta ser nuestro punto de vista a la hora de
abordar el estudio de las férmulas explicitas del dg-médulo antes mencionado.

> (setf tr2 (trpw_algb 0 3 2)) « Q3(u,2).
[K1 Hopf-Algebral] + objeto de la clase Hopf-Algebra.
> (setf r2 (rdct-bar tr2)) «— Construccién de la contraccion.

[K32 Reduction K10 => K27]
> (setf rr2 (tnsr-prdc r2 r2)) «— contraccién®contraccion.
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[K42 Reduction K12 => K33]

> (craic rr2) < Llamada a CRAIC.
[K42 Reduction K12 => K33]

> (setf m (bcc rr2))

[K33 double-a-infty-clgb-h-algb]

> (imcprd m 3 (tnpr 0 (tnpr 0 0 0 0) 3 (tnpr 3 10 0)))
—————————————————————————————————————————————————— {CMBN 3}
<=1 % <<Mtnpr[0 <TnPr <TnPr 0 0> <TnPr 0 0>>]

[3 <TnPr <TnPr 0 0> <TnPr 1 0>>]>>> — Elemento de M®?
<=1 x <<Mtnpr[3 <TnPr <TnPr 0 0> <TnPr 1 0>>]

[0 <TnPr <TnPr 0 0> <TnPr 0 0>>]>>> < Elemento de M®?

> (imcprd m 8 (tnpr 0 (tnpr 0 0 0 0) 8 (tnpr 0 08 1)))
———————————————————————————————————————— {CMBN 8}
<=1 % <<Mtnpr[0 <TnPr <TnPr 0 0> <TnPr 0 0>>]

[8 <TnPr <TnPr 0 0> <TnPr 0 1>>]>>> « Elemento de M®?
<=1 x <<Mtnpr[8 <TnPr <TnPr 0 0> <TnPr 0 1>>]

[0 <TnPr <TnPr 0 0> <TnPr 0 0>>]>>> « Elemento de M®2

> (imcprd m 16 (tnpr 8 (tnpr 0 0 8 1) 8 (tnpr 0 08 1)))

———————————————————————————————————————— {CMBN 14}
<-1 % <<Mtnpr[0 <TnPr <TnPr 0 0> <TnPr 0 0>>]

[16 <TnPr <TnPr 0 1> <TnPr 0 1>>]>>> < Elemento de M ®?2
<=1 % <<Mtnpr[l6é <TnPr <TnPr 0 1> <TnPr 0 1>>]

[0 <TnPr <TnPr 0 0> <TnPr 0 0>>]>>> «~ Elemento de M ®?

> (imcprd m 22 (tnpr 11 (tnpr 3 1 8 1) 11 (tnpr 31 8 1)))
———————————————————————————————————————— {CMBN 22}
<=1 % <<Mtnpr([0 <TnPr <TInPr 0 0> <TnPr 0 0>>]

[22 <TnPr <TnPr 1 1> <TnPr 1 1>>]>>> « Elemento de M ®?
<=1 % <<Mtnpr([6 <TnPr <TnPr 1 0> <TnPr 1 0>>]

[16 <TnPr <TnPr 0 1> <TnPr 0 1>>]>>> «— Elemento de }/®2
<=1 % <<Mtnpr[22 <TnPr <TnPr 1 1> <TnPr 1 1>>]

[0 <TnPr <TnPr 0 0> <TnPr 0 0>>]>>> « Elemento de M ®?
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> (imcprd m 32 (tnpr 16 (tnpr 0 0 16 2) 16 (tnpr0O 0 16 2)))
—————————————————————————————————————— {CMBN 32}
<-1 * <<Mtnpr[0 <TnPr <TnPr 0 0> <TnPr 0 0>>]
[32 <TnPr <TInPr 0 2> <TnPr 0 2>>]>>> «— Elemento de M ®?
<=1 % <<Mtnpr([l6 <TnPr <TnPr 0 1> <TnPr 0 1>>]
[16 <TnPr <TnPr 0 1> <TnPr 0 1>>]>>> > Elemento de M ®?
+ terms of M%®?
<1 * <<Mtnpr[6 <TnPr <TnPr 1 0> <TnPr 1 0>>]
[6 <TnPr <TnPr 1 0> <TnPr 1 0>>]
[11 <TnPr <TnPr 1 0> <TnPr 0 1>>]
[11 <TnPr <TnPr 0 1> <TnPr 1 0>>]>>> — Elemento de M ®*
<1 % <<Mtnpr[6 <TnPr <TnPr 1 0> <TnPr 1 0>>]
(11 <TnPr <TnPr 0 1> <TnPr 1 0>>]
[6 <TnPr <TnPr 1 0> <TnPr 1 0>>]
[11 <TnPr <TnPr 1 0> <TnPr 0 1>>]>>> « Elemento de M®*
+ terms of M®!
<l % <<Mtnpr(ll <TnPr <TnPr 0 1> <TnPr 1 0>>]
[6 <TnPr <TnPr 1 0> <TnPr 1 0>>]
[6 <TnPr <TnPr 1 0> <TnPr 1 0>>]
[11 <TnPr <TnPr 1 0> <TnPr 0 1>>]>>> « Elemento de M ®*

Gracias a los célculos con diversos ejemplos a bajo nivel del producto tensorial del dlgebra
exterior con el dlgebra polinomial modificada podemos mostrar las férmulas experimen-
tales para las operaciones involucradas en la estructura de A,,-codlgebra.

LFérmulas experimentales de A, |

A(u' ®y; @ ul ® vi) ={ Z '@ A(u' @) ® 1p—i”2} © Ap(ul ® Vi)

+A,(u' ® ;) © { Z 1'® As(vd @ 1) ® 1P'i‘2}.

Férmulas experimentales de Ay, |
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Dopo(u' @7 @ u' @ ) =
{ Y UreAW ey e 1’”—2} © { Y VAW W ® 1,,_1-_2}.
i J

5.5. Optimizaciones y posibles mejoras

Por supuesto nos quedan mencionar unos cuantos puntos a mejorar del médulo que hemos
creado partiendo del programa Kenzo.

En primer lugar, cabe decir que la parte computacional de esta memoria, no es ni mucho
menos una parte cerrada, dado que siempre existe la posibilidad de modificar pequefios
aspectos computacionales que lo hacen mds eficiente o mas “correcto”.

Por supuesto, dado que trabajamos en Topologia Algebraica, no podemos obviar el hecho
de que la mayoria de los célculos son muy costosos en tiempo, lo que imposibilita probar
con ejemplos extremadamente complejos tanto por tiempo como por espacio; por tanto,
cualquier mejora en los algoritmos implementados o la obtencién de nuevos métodos a
priori més eficaces, proporcionaria una ventaja sustancial desde este punto de vista.

Como ejemplo, resultaria interesante afiadir pardmetros que se correspondan con la teoria
de inversiones mostrada en el capitulo anterior con el fin de evitar cdlculos superfluos.

Igualmente, el uso de estructuras mds ricas, permitiria célculos mds eficientes. Como
ejemplo a este respecto, sabemos que el dlgebra polinomial P(u,2n) considerada como
una dga-dlgebra tiene un Unico generador en grado 2n, mientras que considerada como
dga-médulo tiene un generador en cada grado par 2kn, u* = u.. . u.

Lo que nos lleva a que el célculo de la diferencial sobre un generador de P(u, 2n) como
dga-médulo se puede deducir a partir de la diferencial aplicada sobre los generadores de
P(u,2n) como dga-dlgebra: d(u*) = d(u) - u*~! 4+ ud(u)u*2? + - - + u*~1d(u) y, por
tanto, obtendriamos una reduccién en tiempo y espacio muy importantes.



Apéndice

En esta dltima parte de la memoria mostramos la lista de archivos modificados y/o afiadi-
dos a Kenzo-2 junto con algunas breves explicaciones de como usarlos/testearlos.

Antes de enumerarlos y de mostrar algunas de sus peculiaridades, en caso de querer mane-
jarse un poco con el médulo de programacién es de gran ayuda leer el manual de Kenzo
[DRSS99] o visitar la web [BS05].

= classes.cl: afiadidas todas las clases necesarias para poder trabajar con A.-estruc-
turas. Los archivos relacionados son

a-infty-algebras.cl
e a-infty-coalgebras.cl
e a-infty-algb-a-infty-clgb.cl
¢ a-infty-algb-a-infty-algh.cl
o a-infty-clgb-a-infty-algb.cl
o a-infty-clgb-a-infty-clgb.cl
¢ d-a-infty-algb-clgb.cl
¢ d-a-infty-algb-algb.cl
o d-a-infty-clgb-clgb.cl
o d-a-infty-clgb-algb.cl

= combinations.cl: como ya comentamos en el capitulo anterior, éste es el archivo

principal modificado para poder trabajar con combinaciones sobre cualquier anillo
Ly

» chain-complexes.cl: contiene una pequefia modificacioén con respecto a la version

“oficial”, de modo que si no se especifica el anillo, se considere autométicamente
Z.
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tensor-products.cl: modificado para que el producto tensorial de dos édlgebras sea
una dlgebra (i{dem con codlgebras y con dlgebras de Hopf).

tnsr-mdls.cl: nuevo archivo que crea el médulo tensorial sobre un dg-médulo dado.
Como subrutinas principales destacamos:

e (MTNPR degr list)

e +NULL-MTNPR+

e (PRINT-KEYCONS...) <<Mtnpr...>>

e (MTNPR-CMPR cmpr)

o (MTNPR-BASIS-LENGTH basis degr length)

o (MTNPR-BASIS basis)

e (MTNPR-INTR-VRTC-DFFR dffr)

e (MTNPR-CHCM (chcm chain-complex))

algebras.cl: afiadidas algunas subrutinas de modo que el médulo tensorial de una
dlgebra tenga estructura de codlgebra.

coalgebras.cl: afiadidas algunas subrutinas de modo que el mddulo tensorial de una
coalgebra tenga estructura de algebra.

cobar.cl: afiadida la estructura de algebra.
bar.cl: afiadida la estructura de codlgebra.

small-cartan-complexes.cl: definidas las cuatro 4lgebras de Hopf bésicas (definidas
en el capitulo anterior).

small-cartan-reduction.cl: contraccién de B((),) al producto tensorial del dlgebra
exterior con el dlgebra de potencias divididas £ Q I'.

araia.cl: Las funciones definidas en este archivo son:

e (mtnpr-abar mtnpr)

e (abar-mtnpr abar)

o (degr-mtnpr-degr-abar degr mtnpr)

e (CMBN-ABAR-CMBN-MTNPR cmbn)
e (extr-labar-abar-cmbn cmbn)

e (extr-n-abar-abar-cmbn n cmbn)
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o (algebra-reduction-a-infty-algebra (rdct reduction))
» craic.cl: Las funciones definidas en este archivo son:

e (mtnpr-allp mtnpr)

e (allp-mtnpr allp)

o (degr-mtnpr-degr-allp degr mtnpr)

e (CMBN-ALLP-CMBN-MTNPR cmbn)

e (extr-1cobar-cobar-cmbn cmbn)

e (extr-n-cobar-cobar-cmbn n cmbn)

e (coalgebra-reduction-a-infty-coalgebra (rdct reduction))
= matrixes.cl: archivo auxiliar para el estudio de las a-infinito dlgebras de Hopf.

» bar-cobar.cl: archivo dedicado al médulo BC(H) (en construccion).
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