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Resumen

En el Departamento de Ingenieria Aeroespacial y Mecénica de Fluidos se han hecho multitud de trabajos sobre
régimen subsonico y supersonico. Sin embargo, nunca se habia tratado con el régimen hipersonico. Este
trabajo tiene como objetivo hacer una introuccion al régimen presentando la fisica que lo rodea y resolviendo
el problema de la corriente exterior, asi como de la capa limite de forma simplificada. Para ello se haran
diversas simplificaciones, dando lugar a unos resultados con valor cualitativo de resistencia y trasnferencia de
calor.
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1 INTRODUCCION

n el presente trabajo se va a hacer un estudio preliminar de la capa limite en

régimen hipersonico. Sin embargo, para llegar hasta este punto es necesario

responder antes a ciertas cuestiones: ;Qué es el régimen hipersonico? {Es
realmente relevante su estudio comoo para separarlo del régimen supersoénico?

1.1. Régimen hipersdnico

De forma general, cuando se habla del régimen hipersonico, suele describirse como
el régimen que se alcanza cuando el numero de Mach es mayor que 5. También
suelen mencionarse efectos de alta temperatura, reacciones quimicas en el aire, etc.
Por el contrario, no existe un salto cualitativo con el régimen supersénico como si
ocurre cuando el niimero de Mach supera el valor unidad

Sin embargo, una mejor definicién de este régimen puede encontrarse en [1]. De
aqui es de donde se obtiene la definicion de régimen hipersonico que se seguird en
el presente trabajo. En €l, se define como un régimen dentro del supersénico donde,
al aumentar el nimero de Mach, se tornan relevantes varios de los siguientes
efectos fisicos: fina capa de aire tras la onda de choque, capa entrdpica, interaccion
viscosa, flujo a alta temperatura y flujo de baja densidad. A continuacion, se
desarrollaran brevemente los distintos efectos.

Volviendo a la cuestion del numero de Mach al que el flujo puede considerarse
hipersonico, en realidad no existe un numero exacto. Se toma Mach igual a 5 como
numero intermedio de referencia porque es necesario hacer una distincion ya que
los métodos para resolver las ecuaciones no son los mismos. Varios de los efectos
son importantes a Mach menores que 5 y otros a velocidades mayores, por tanto,
como primera aproximacion, Mach 5 es un buen numero, aunque 4 o 6 hubieran
sido igualmente validos.
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Los diferentes efectos que suelen darse en el régimen hipersdnico son los
siguientes:

-Fina capa de aire tras la onda de choque:

Con el aumento del Mach de vuelo, la densidad tras las ondas de choque aumenta,
por tanto, debido a la conservacién de masa, la onda se mantiene muy cerca del
cuerpo. Esto puede llegar a ser un problema a bajos nimeros de Reynolds donde la
capa viscosa puede aumentar mucho su grosor. Por el contrario, es de gran ayuda a
valores altos de este numero, donde al ser la capa practicamente no viscosa permite
usar la aproximacion llamada thin shock layer theory [1]. Esta teoria, si se lleva al
extremo, permite aproximar el comportamiento del aire al modelo fluidodinamico
de Newton, usado con frecuencia para calculos aproximados.

-Capa entropica

Cuando se trata de cuerpos con nariz redondeada, ademas del efecto anterior, se da
el de la existencia de una capa pegada al cuerpo de gran entropia. Esto se debe a la
mezcla de dos cosas. Por una parte, el crecimiento de la entropia a través de la onda
de choque, el cual es aun mayor cuanto mas fuerte es la onda. Por otra parte, esta el
hecho de que cerca de la nariz, la onda de choque es practicamente normal a la
direccion de la corriente. Esto crea que un cierto numero de lineas fluidas
experimenten un gran crecimiento de la entropia mientras que otras no lo hacen,
creando asi una capa. Adicionalmente, esta gran entropia viene de la mano de una
gran vorticidad segun el teorema de Crocco. Esto supone una dificultad a la hora de
definir las condiciones de contorno para el célculo la capa limite.

-Interaccion viscosa

Esto hace referencia a la interaccion que existe entre el flujo no viscoso o ideal y el
viscoso. El origen de esta interaccion esta en la energia cinética que posee el fluido
a velocidades hipersonicas. Esta energia se transforma en energia interna al frenarse
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el fluido en la capa limite, lo que se traduce en un aumento de la temperatura que, a
través de la ley de Shuterland, se convierte en un aumento de la viscosidad del
fluido como se puede ver en la Figura 1-1. Por ultimo, este aumento en la
viscosidad supone un aumento del grosor de la capa limite, es decir, de la zona
viscosa. Cuanto mas alto sea M,,, mayor sera el grosor de la capa limite. Esto
provoca que la forma del solido virtualmente cambie provocando un cambio en la
corriente no viscosa que a su vez cambia la capa limite, que a su vez, etc. Esta
continua realimentacién es lo que se conoce como la interaccion viscosa.

14 T T T T T T T

0 L . . . L . .
0 10 20 30 40 50 60 70 80

TT
Figura 1-1 Ley de Shuterland.
-Flujos de alta temperatura

En relacion con el apartado anterior, la extrema disipacion de energia supone como
ya se ha comentado un gran aumento de la temperatura cerca de la pared y esto
puede desencadenar la disociacion del aire o incluso su ionizacion. Ademas,
dependiendo del material con el que esté fabricada la pared, esta también puede
reaccionar. En resumen, se tiene una capa limite reaccionando quimicamente.

Esto afectara a la resistencia y la sustentacion ademas de a las comunicaciones por
radiacion debido a que los electrones sueltos absorben la radiacion de las ondas de
radio. Ademas, para poder tener en cuenta estos efectos con precision sera
necesario dejar a un lado la hipodtesis de gas ideal. Como se ve en la Figura 1-2, a
mayor temperatura, la diferencia entre ambos modelos se hace mas acusada. Un
calculo preciso de la temperatura es en realidad crucial para asegurar el buen
funcionamiento de todos los sistemas ademas de la supervivencia de las personas
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que haya dentro del vehiculo, si las hubiese.

Equilibrium
chemically
reacting gas

Calorically
perfect gas

=
T

5
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[
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Figura 1-2 Comparacion de temperatura tras onda normal de choque seglin
velocidad de vuelo y modelo de gas.

Por ultimo, las altas temperaturas provocan que, ademas de por conveccion, se
transmita calor por radiacion. Para que se tenga una referencia de la importancia
que puede llegar a tener, en la reentrada de la mision Apollo supuso un 30% del
calor total transferido.

-Flujo de baja densidad

La mayoria de los vuelos supersonicos se producen a muy grandes alturas, donde la
atmosfera se torna muy débil. Este hecho provoca que la suposicion del aire como
un medio continuo deje de ser valida pudiendo provocar desde que tengan que ser
revisadas las condiciones de contorno en la pared a la hora de calcular la capa limite
hasta que las ecuaciones dejen del ser validas por completo y sea necesario utilizar
la teoria cinética para poder resolver el problema.

Si bien este efecto es totalmente independiente del nimero de Mach, se ha creido
interesante incluirlo en esta lista puesto que cualquier vehiculo espacial en su
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reentrada va a experimentarlo.

Todos estos efectos pueden verse recapitulados en la Figura 1-3 proporcionada por
[1]. De todos estos efectos, dado que este es el primer trabajo realizado en esta
Escuela sobre este tema, solo algunos se van a considerar. Esencialmente va a
realizarse un estudio de los efectos de compresibilidad en la capa limite, dejando
para estudios posteriores los efectos de disociacion, reacciones quimicas y
radiacion.

-~ High-temperature effects
Vibrational excitation: y = f{T)

e A
! o \ Chemical reactions: y = f{T. p)
/ f / Nonequilibrium flow

~ -~ At high altitudes —
=~ —"’\( Tow-density effects

/’éhock wave is
| close to the body \

\\(thm shock layer)
S~ 7

/ 2 R

% .

" Velocity and®
temperature |

slip /

/
/}——-—11__\

"’Emmpy AY ~
layer N\ N ~
\ N
\ ~ N \\
N\ \\ \\5 (bnundar}“
~ \\ layer) |
/
Vorticity™ ~— e
interaction -

\
} Viscous
/l interaction

Figura 1-3 Efectos caracteristicos del régimen hipersénico.

1.2. Relevancia

Como se ha dicho en el apartado anterior, en el caso del régimen hipersonico, no
existe una transicion marcada como en paso de subsonico a supersonico sino que
paulatinamente van apareciendo ciertos fendmenos fisicos. Por tanto, cabe
preguntarse si realmente es necesario tratar el régimen hipersénico como algo
totalmente diferente.

Para responder de forma rapida a esto pueden compararse los resultados obtenidos
para un mismo estudio en régimen hipersonico y en supersonico. Lo mas facil es
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mirar la geometria de aviones (al final un avidon es un objeto disefiado para
sustentar) disefiados para volar en cada uno de estos regimenes y ver si existen
diferencias sustanciales como existen en el caso de aviones subsonicos y
supersonicos.

Si observamos un avion supersonico cualquiera, sea militar como el Eurofigther
Thyphoon o el Lockheed Martin F-35 Lightning II o civil como el Aérospatiale-
BAC Concorde, claramente se sigue una estructura basica: un fuselaje
aproximadamente cilidrico de seccion circular con morro puntiagudo y alas en
forma de ala delta de pequefio alargamiento.

Figura 1-4 A la izquierda, fotografia del Concorde por Adrian Pingstone. A la
derecha Eurofither Typhoon. Copyright Jeoffrey Lee.

En cambio, para observar aviones hipersonicos hay que conformarse con proyectos
aun experimentales como el X43A de la NASA o disefios que se quedaron en el
tunel de viento como el Boeing X20-Dynasoar, también de la NASA.

I

Figura 1-5 A la izquierda imagen conceptual del X-20 en los afios 60 y a la derecha
X43A en vuelo a principios de los 2000.
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A pesar de haber mas de 40 afios entre ambos disefios donde se hicieron grandes
avances en el campo del régimen hipersonico, hay detalles que siguen viéndose en
ambos. El morro, al contrario que antes, ya no es puntiagudo sino redondeado
llegando a poderse considerar romo. Ademas, todas las partes del avion (alas,
fuselaje y motor) se integran en uno, manteniendo una superficie totalmente plana
(la inferior en el X20 y la superior en el X43A). Esto ultimo se observa mucho
mejor en el segundo caso donde la aeronave es un cuerpo con dos dispositivos
estabilizadores.

Ademas de estos, otros muchos vehiculos han sido disefiados para llegar y soportar
al régimen hipersénico con el objetivo de ir mas alla de la atmosfera y llegar al
espacio. En esta tesitura, se pueden destacar dos tipos facilmente reconocibles: el
space shuttle y las capsulas Apollo.

- - ST

Figura 1-6 Challenger despegando. Fotografia de la NASA.

En el Challenger, que puede recordar al Dyna-Soar, pueden de nuevo verse las
caracteristicas destacadas antes: morro romo y panza totalmente lisa (una vez
guarda el tren de aterrizaje). Por tanto, se hace patente la gran diferencia que existe
entre en los dos regimenes puesto que, si no hubiese apenas cambios, los disefios
tampoco serian tan diferentes. Es por ello que el régimen hipersonico debe
considerarse y estudiarse como algo aparte del régimen supersonico.

Pero esto no queda aqui. Todavia hay mas razones que hacen necesario el estudio.
La primera de ellas y en mi opinioén la mas importante actualmente es la reentrada
en objetos desde el espacio a la Tierra ya sea con personas o no en su interior.
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En el primer caso no hace falta siquiera remarcar la importancia de que la
tripulacion llegue en las mejores condiciones. Es por ello que se hace especialmente
importante estudiar todos los efectos de la temperatura para asegurar que el interior
sea habitable, aunque solo sea para unos segundos.

En el caso de la basura espacial, la situacion es la contraria. Su disefio debe permitir
que sobrevivan a altas temperaturas cuando estdn expuestos a la radiacion solar,
pero no a una reentrada en la atmosfera y asi poder evitar posibles accidentes.

Por tltimo, el régimen hipersonico sigue en estudio. Aunque se han hecho grandes
avances en los ultimos afios, atin queda mucho camino por recorrer, como un
sistema de propulsion que permita mantener vuelos atmosféricos a velocidades
hipersénicas mas alla de lo conseguido por el X43A (10 segundos durdé su motor
scramjet en funcionamiento). Ademas, existe mucho potencial porque, si se
consigui6 volar a Mach 2 con un Concorde, no deberia haber razones para negar
que en unos afios se pueda volar a Mach 5 o Mach 7.

1.3. Fisica del problema

El problema del estudio de capa limite no es algo que se pueda resolver por si solo.
Necesita alimentarse de los resultados de otros problemas que ocurren a su
alrededor y que influyen en los resultados que se pueden obtener de la capa limite
como el flujo de calor existente entre el solido y el aire o la resistencia de friccion.
El movimiento de cualquier fluido puede describirse mediante las ecuaciones de
Navier-Stokes, que recogen las ecuaciones escalares de conservacion de la masa y
energia, asi como la ecuacion vectorial de cantidad de movimiento (que puede
transformarse a escalar tan solo con proyectarla a los ejes coordenados). Dichas
ecuaciones son la de continuidad,

a—p+v-(p\7)=0 (1-1)
ot
cantidad de movimiento (descomponiendo V = u? + vj + wk)

+pfx+(Fx) (1-2)

viscosa

d(pu) __op
MV (puV) = -+
p (puVv) x

a(pv) __Op
T"'v'(pvv):_5+pfy+(Fy)viscosa > (1-3)
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AW . (pwvy= -

—+pf,+(F
P o, TP T(R)

(1-4)

y energia
oe vi
p(§+v-Vej:—pV~V+V.(KVT)+¢V : (1-5)

En términos generales, el problema tiene 3 partes que interactian entre ellas: onda
de choque, corriente exterior no viscosa y capa limite.

En todas aquellas que se utilicen estas ecuaciones, sufriran simplificaciones.
Algunas comunes a todas como suponer que el movimiento es estacionario e
isentropico y otras especificas de cada una de las secciones.

Por otra parte, excepto cuando se tengan en cuenta los efectos de alta temperatura,
se usara el modelo de gas ideal,

P_RT. (1-6)

Esto implica que se tomara como valida la ecuacion de los gases ideales (1-6)
siendo R,=287 y y=1.4. En general, esto no se sera asi si se introducen los efectos
mencionados.

1.3.1  Onda de choque

Una onda de choque es una fina region del espacio donde se producen cambios
bruscos en las propiedades del aire: temperatura, presion y densidad ademas de
frenar al fluido.

Estas ondas son caracteristicas de los regimenes supersonico e hipersonico, donde
la velocidad de vuelo es mayor que la velocidad del sonido. La causa de su
existencia es que cuando el aire llega a un obstaculo (cuerpo) no esta preparado
para ello formandose una onda de choque para adaptar la corriente en un espacio
casi nulo al obstaculo para cumplir condiciones del problema como la de
impenetrabilidad en la pared.

Sin embargo, no todas las magnitudes sufren cambios a través de ellas. La entalpia
de remanso, por ejemplo, se conserva. Esta estd compuesta por la entalpia,
intimamente relacionada con la energia interna de las particulas y por energia
cinética. Por tanto, en cierta manera se puede afirmar que la energia de las
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particulas se conserva a través de las ondas. Ademas, se conserva la masa y la
entalpia de remanso. Estas tres condiciones, en el caso de una onda de choque
normal corresponden con las llamadas relaciones de Rankine-Hugoniot:

plvnl = pZVnZ ’ (1'7)
Py "'/91\/n12 =P, +102Vn§ > (1-8)
th =Vt2 , (1-9)

2 2

donde el subindice 1 denota las condiciones antes de la onda y el 2 las existentes
después de la onda. Asimismo v, y v, denotan las componentes normal y tangencial
a la onda de la velocidad respectivamente.

En la seccion 2.1 se desarrollard con mas detalle las ondas de choque antes de un
cuerpo.

1.3.2 Corriente exterior

Se entiende como corriente exterior a la region del espacio (o el plano en el caso
2D) que se encuentra entre la onda de choque y la capa limite, que se encuentra
pegada al cuerpo.

En esta zona, la viscosidad no cumple un papel importante debido a su pequeilo
valor, del orden de 10°. En estas condiciones, el aire puede considerarse como un
fluido ideal, es decir, se supone que la viscosidad es nula.

Esto conduce a las ecuaciones de Euler,

o(pu)  9(pv) _

+ , 1-11

o o (1-11)

pua—u+pva—u:—a—p, (1-12)
OX oy OX

pu@erV@:—a—p, (1-13)
oX oy oy

1B, (1-14)
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que describiran el movimiento del fluido ideal. Sin embargo, como ya se vera en el
capitulo 2, su resolucion no sera necesaria. En su lugar se usaran métodos que
aproximan el comportamiento de la corriente con cierta precision y que permitiran
simplificar de forma significativa esta parte del problema.

En todas se han suprimido los términos que hacian referencia al tiempo puesto que,
como ya se ha dicho, se considera movimiento estacionario y los que hacian
referencia a fuerzas ejercidas por parte del cuerpo al fluido.

La ecuacion de la energia expresa que el movimiento es isentropico en cada linea
fluida, siendo s la entropia por unidad de masa.

Como ya se vera, el grosor de la capa limite es muy pequefio en comparacion con el
cuerpo y, por tanto, en primera aproximacion, se puede considerar que la corriente
exterior llega hasta la pared del cuerpo.

El interés de estudiar la corriente exterior a la capa limite reside en que los valores
de las magnitudes pegadas al cuerpo constituyen unas de las condiciones de
contorno del problema objeto de este trabajo. La otra, como ya se vera, son las que
se tienen en el limite con la pared.

1.3.3 Capa limite

En las ecuaciones (1-1 a 1-4) se puede observar que sobre el fluido afectan dos
tipos de esfuerzos: los causados por la presion de forma perpendicular a la
superficie del solido y los causados por la friccion.

Pressure

\m
. {

f t t

Shear stress

Figura 1-7 Distribucion de presiones y de esfuerzos de friccion sobre un perfil
aerodiamico de [2].

El calculo del campo de presiones no suponia un problema en la época que se
formularon las ecuaciones, el siglo XIX, ya que podia ser calculada de manera
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aproximada suponiendo que el aire era un fluido ideal, es decir, despreciando la
viscosidad. En cambio, los esfuerzos de friccion necesitaban la resolucion de las
ecuaciones de Navier-Stokes, en las que se incluyen los términos viscosos
causantes de dichos esfuerzos, que en esa época era algo imposible de conseguir
por la tecnologia de la que disponian.

En el caso del aire, al igual que con otros muchos fluidos, los términos viscosos
podian ser despreciados por estar varios 6rdenes de magnitud por debajo que los
demads términos. Si eliminamos estos términos viscosos (v=107), la resolucion de
las ecuaciones es asequible, pero se llega al resultado que nada tiene que ver con la
realidad: la sustentacion no es nula mientras que la resistencia generada es 0. Este
resultado es la llamada paradoja de D’ Alembert.

Esta consiste en que a pesar de que los resultados obtenidos para la sustentacion
concuerdan muy bien con la experimentacion, la teoria predice que la resistencia
aerodinamica es 0 cuando al experimentar se ve claramente que no lo es.

Es en este momento donde aparece el concepto de capa limite, objeto de estudio de
este trabajo. Ludwing Prandtl fue el primero en describirlo en 1904. Seglin teorizo,
los efectos de friccion causan que el fluido inmediatamente adyacente a la
superficie del solido quede adherido a este, o lo que es lo mismo, aplico la
condicion de no deslizamiento a la superficie del solido. Ademads, pensaba que
estos esfuerzos de friccion solo eran importantes, aun siendo la viscosidad muy
pequefia, dentro de una capa limite: una fina region que se encuentra alrededor de la
superficie de cualquier s6lido inmerso en un fluido. Fuera de esta capa limite el
fluido puede seguir considerandose ideal sin incurrir en mucho error.

Con la hipdtesis de que sea una capa fina, puede verse que el fluido, con velocidad
relativa al solido O en la zona adherida a €l por la condicién de no deslizamiento,
tiene que volver a la velocidad que tiene lejos de la pared en una distancia muy
pequefia. Esto ocasiona que existan enormes gradientes de velocidad dentro de la
capa.

Segun la ley de esfuerzos de Newton, estos son proporcionales al gradiente de
velocidades. Debido a que estos gradientes en el eje vertical tienen lugar en una
zona muy estrecha, resultan ser enormes. Como resultado, los esfuerzos de friccion
han de ser tenidos en cuenta dentro de la capa limite para el calculo de la resistencia
por muy pequefia que sea la viscosidad del fluido. La expresion del tensor de
esfuerzos es
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f, (M)=2zin; . (1-15)

6vi

. v
donde el tensor de esfuerzos viene dado por  7';; = u Py —
J

axi)'

Al poder tener en cuenta los efectos viscosos solo dentro de la fina capa limite, la
corriente puede dividirse en dos zonas: una primera, muy cerca de la superficie del
solido, en la que han de tenerse en cuenta los efectos de la friccion y otra segunda,
suficientemente lejos de la superficie, en la que el fluido puede considerarse ideal.
Esta division de la corriente tiene importantes implicaciones en su calculo, ya que
permite eliminar la viscosidad en la mayor parte del espacio y donde es necesario
tenerla en cuenta las ecuaciones permiten ciertas simplificaciones por la estrechez
de la capa.

La razon por la que es importante el estudio de la capa limite son la transferencia de
calor y la resistencia. Sin embargo, en régimen hipersonico la capa limite no es
ideal. En ella se dan reacciones quimicas y existe una interaccion con la corriente
exterior. En este trabajo se presentara un método sencillo con el que poder estimar
los efectos térmicos.

Sin entrar en detalles de estos efectos, se ha realizado un programa basico que
permite estimar el campo de velocidades y de temperaturas asi como sus efectos de
forma cualitativa en la capa limite sobre la superficie. Este puede servir como base
y extenderse complementandolo con las ecuaciones necesarias para incluir dichos
efectos en trabajos futuros.

Separacion de la capa limite

Otro importante fendmeno estudiado por Prandtl fue el de la separacion de la capa
limite. El punto de separacion o desprendimiento de la corriente se define como el
punto donde la velocidad del fluido con respecto a la pared es 0 cerca de la misma.
A partir de este punto la capa limite se separa porque el fluido no tiene suficiente
cantidad de movimiento para seguir adherido a la pared. Esto causa, como se
observa en la Figura 1-8, la aparicion de vorticidad, la homogeneizacion de las
presiones y el aumento de la resistencia que sufre el solido debida a la accion de la
presion.
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dp
Z£50
dx
e > 2l
4 R > -
Edge of > s S
boundary > -
-
layer P] = b=0
& — > / gl » A
4 > e Separation
u s e § o
y=0 P c & ¢ streamline
\ AVANMATA A\ \ A\ \ A\ SA\ \
A B c D

Figura 1-8 Evolucion del punto de desprendimiento de una capa limite.

La separacion de la corriente depende fundamentalmente de las condiciones

exteriores siendo promovida por corrientes en los que existen gradientes adversos
de presiones.

La corriente tras el desprendimiento, sin apenas energia cinética, causa un gran
cambio en el campo de presiones alrededor del solido. Esto genera una resistencia
conocida como resistencia de presion o de forma (debido a que el campo de
presiones estd intimamente relacionado con la geometria del cuerpo). Esta
resistencia es tanto mayor cuanto mayor sea la superficie donde la corriente esta
desprendida llegando al punto de que si la superficie es lo suficientemente grande,
puede llegar a ser varios 6rdenes de magnitud mayor que la causada por la friccion.

2.0 ’ !
Teoria
10 inviscida
? C,=1-4sen?g /7
| /
o 0,0 -— Turbulento —f-
RIS . .
- W\ Laminar
Al \ y
I ~ 50 > ¥ 1
o, W~
S \ /
-2.0 A\ Y. !
g [\ 1
v |
~3,0 Npe”
0° 45° 9ce 135° 180°

6

Figura 1-9 Distribucion de presiones en cilindro circular para distintas corrientes.
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En la Figura 1-9 se hace patente la importancia y la diferencia que supone
solamente en el calculo de la presion exterior el tener en cuenta la capa limite. Por
tanto, la capa limite nos lleva a una doble fuente de resistencia: la de friccion en
cualquier caso y el aumento de la de forma en el caso de que la corriente se vea
desprendida.

El desprendimiento por tanto es un efecto nada deseable y que en la aeronautica
intenta retrasarse lo mas posible o que ni si quiera aparezca en ninguno de los
componentes de una aeronave. Este punto de desprendimiento, como se vera mas
tarde, se adelanta cuanto mas romo sea un cuerpo.

Por otra parte, se dice que un cuerpo es romo cuando su longitud caracteristica
transversal a la corriente incidente es del mismo orden que la longitud paralela a la
corriente. Por el contrario, se dice que un cuerpo es fuselado cuando la longitud
transversal es mucho menor.

Es por esto por lo que los perfiles aerodinamicos son tan esbeltos, aunque, como se
ve en la imagen, a grandes dngulos de ataque, se comporta como un cuerpo romo.

1.4. Estructura del trabajo

En el trabajo, antes de estudiar la capa limite, se estudiara la corriente exterior,
necesaria para conocer las condiciones de contorno del tema central del trabajo.

El calculo de la corriente exterior de forma exacta es muy complicado. Gran parte
de su complicacion reside en el cambio de régimen que puede producirse tras la
onda de choque, de subsonico a supersonico. Este cambio lleva consigo una
alteracion de las ecuaciones que gobiernan las ecuaciones, pasando de ser elipticas
a ser hiperbolicas.

Uno de los métodos que puede usarse es el método de las caracteristicas, que lleva
consigo el inconveniente de que solo es 1til en la zona supersonica del flujo.
Ademas, para uso se requiere conocer los datos de los primeros puntos, lo que lleva
a aproximarlos. Si el cuerpo de estudio es puntiagudo, toda la region fluida tras a
onda sera supersonico. Sin embargo, si la nariz es redondeada, antes de la zona
supersOnica existira una subsonica, la cual non puede resolverse mediante el
método de las caracteristicas.
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Con todo esto, el método no es exacto debido a que es necesaria una resolucion
numérica que conlleva unos errores intrisecos. Por estas razones, en el presente
trabajo se hara un calculo simplificado de la corriente exterior. Se usaran métodos
basados en la geometria del cuerpo a estudiar. Ademds, se presentard una
modificacion de los métodos presentes en la literatura basado en estos. Con esta
modificacion se pretende obtener mejores resultados sin que la complejidad
aumente.

El estudio de la capa limite también se hard de forma simplificada mediante
suposiciones como que es muy fina y que no existe un gradiente de presiones en las
lineas normales a la superficie. Se propone un método sencillo basado en el método
de diferencias finitas donde se tendra en cuenta la compresibilidad del aire.

Por otra parte, no se tendrdn en cuenta los efectos de disociacion, reacciones
quimicas o radiacion que pudieran ocurrir en el aire debido a las temperaturas que
se alcanzan. Estos posibles efectos estan recogidos en la Figura 1-10. Esto se dejara
para futuros trabajos.

NoN* +e”

0-0"+e

Y N, almost completely dissociated;
ionization begins

Range of ionization

- 9000 K

N, =+ 2N

N, begins to dissociate; O, is

Range of dissociation
A

4000 K almost completely dissociated
0, -20
~ 2500 K 0, begins to dissociale
Neo reactions 800 K Vibrational
excitation
OK——

Figura 1-10 Reacciones en el aire a 1 atmosfera.
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2 CORRIENTE EXTERIOR

simple de estudiar debido a simplificaciones como la consideracion de fluido

ideal (u=0) puede llegar a ser un estudio muy tedioso. Gran parte de la
dificultad reside en que tras las ondas de choque, el aire puede pasar de estar en
régimen subsonico a supersonico, lo que implica que las ecuaciones pasan de ser
parabolicas a hiperbolicas, introduciendo asi una dificultad extra.

Como ya se ha visto, la corriente exterior, a pesar de ser tedricamente mas

Figura 2-1 Esquema general de cuerpo en régimen hipersonico.

Para evitar esto, se ha optado por utilizar métodos aproximados en el calculo de la
misma. No obstante, en este capitulo se seguira el orden logico: primero se trataran
las ondas de choque que permitira conocer las condiciones iniciales de la corriente
exterior y posteriormente se comentaran los distintos métodos que pueden usarse
para estimar la corriente exterior alrededor de la superficie terminando por exponer
cual es el método elegido para posteriormente estudiar la capa limite.

21. Ondas de choque

Este apartado es quizas el mas facil de los problemas envueltos en el estudio del
flujo alrededor del cuerpo. Con este estudio se pretende, a partir de las condiciones
del aire en el infinito y la geometria del cuerpo objetivo de estudio obtener
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relaciones que nos lleven a las condiciones justo detras de la onda de choque.
Dichas relaciones que se buscan son las ya conocidas relaciones de Rankine-
Hugoniot (1-7 a 1-10) obtenidas a partir de balances de masa, cantidad de
movimiento y energia asociados a un volumen de control infinitesimal en cada
punto de la onda de choque que rodea y contiene a la misma. Como es conocido,
tras cierto desarrollo algebeaico (ver [3]) se obtienen de a partir de ellas los saltos
de las magnitudes a través de la onda como funcion del Mach incidente, M, y del
angulo de incidencia f3.

M, =V/a,
P
1
T v,
0 ’2
U
P2
P2
1;
M, = Vo,

Figura 2-2 Esquema general de onda de choque oblicua

En particular, para la presion y la densidad se obtienen

P10 2 (m2sin? p-1) @-1)
Py y+1
P _ (y +)M/sin’ B 22)
P (7_1)M125in2ﬂ+2
y haciendo uso de la ecuacion de estado
P
CoRT, (23)

o,
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se obtiene para la temperatura que

T, _(p./p) o

T, ) (pz/pl) .

Una vez conocidas las variables termodinamicas, puede obtenerse el salto de
velocidades. Si u determina la velocidad segun el eje x absoluto y v segun el eje y,
se tienen

2¢in2
Y 4 2(M/sin [32 1) ’ 2-5)
U, (r +DM;
2qin2
Vv, _ 2(M/sin“p 1Zcosﬂ ’ 26)
U (y +DM;
el valor del nimero de Mach
1 1+7 "I M2singpy
o = - @)
=N mzsingpy -7
asi como la relacion entre la presion de remanso tras la onda Py, y Py
P 1 V1P
- a
ﬂ:(l 7= fj7 =2 2-8)
R 2 R

Adicionalmente, de las ecuaciones anteriores puede obtenerse otra que relaciona
M; y [ con el angulo de deflexion de la corriente, 6,

(29

2qin2 2
tan0:2cotﬁ{ Mysin'f-1 }

M/ (y +cos28) +2

En la representacion de la Figura 2-3 se observa que para cada niimero de Mach
existe un angulo de deflexion de la corriente (8) maximo para que una onda oblicua
adherida sea suficiente para la adaptacion de la corriente. En el limite de niimero de
Mach infinito se obtiene que es aproximadamente de 45°.
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Asimismo, se observa que para un valor dado de 8>0 existen dos valores posibles
de 3, uno correspondiente a M,<0 (choque fuerte) y otro correspondiente a M,>0
(choque débil), siendo este ultimo el que se observa en la naturaleza. Cuando 6= 0,
sin embargo, esta regla no se cumple y la onda de choque sera normal, aunque la
resolucion de la ecuacion pueda llevar a otro valor.

90
80\‘3\
\\\ Strong shock

0F ~\ ‘L
B \\Weak shoc_!c_ .
8 ~— M, < 1= —— =
¥ ool Y S A
= Mz >1 |
E=S
Q
@ 50 |
-]
g |
a0l u = |
2 !
2 I

30
v M, =3 I

20 A =5 I

! (00 for M, =5
10fF Mi= I
|
! ! ! 1 | | | [
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Deflection angle 6, degrees

Figura 2-3 Diagrama @ — 3 — M de [1].

Obsérvese que si M; > 1, se tiene el comportamiento asintotico
B — 1.26.

Lo que significa que en el régimen hipersonico la onda de choque se ajusta bien
(con un error del 20%) la geometria del cuerpo en la zona frontal.
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Figura 2-4 Bala y esfera en régimen hipersonico de [4].

2.2. Métodos aproximados

En este trabajo ya se ha comentado de la complejidad de resolucion de la corriente
exterior en régimen hipersonico. La resolucion de las ecuaciones de forma analitica
es imposible (solo podria llevarse a cabo haciendo simplificaciones sobre las
mismas), lo que lleva a los métodos numéricos, que conllevan un error siempre.
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Para resolver las ecuaciones exactas numéricamente es necesario recurrir a métodos
como el de las caracteristicas. Estos métodos son muy complejos, siendo necesario
suponer datos para poder empezar a usarlo. Ademas, debido al cambio de régimen
existente en el caso de cuerpos redondeados (tras la onda el aire evoluciona desde
subsonico a supersonico), estos métodos no son utiles en toda la zona. Esto lleva a
que en este trabajo se usen métodos aproximados.

Por simplicidad, y dado que como se vera mas tarde los resultados son mas que
aceptables, se usaran diversos métodos basados en la geometria del objeto usando
distintos mecanismos de expansion, unos basados en leyes newtonianas y otros en
ondas de expansion.

2.21 Método de Newton

Este método fue propuesto por Newton para calcular la fuerza sobre una placa
inclinada a baja velocidad. Mdas tarde se comprobd que era poco precisa pero
ironicamente, tiene aplicacion sobre flujos hipersonicos. El modelo de Newton
consistia en que el fluido, modelado como una linea de corriente recta, cambiaba su
velocidad normal a la superficie manteniendo la tangencial. De esta forma, si se
tiene una placa inclinada un angulo 0:

A sin 0

Figura 2-5 Esquema teoria de impacto de Newton.
Cambio en velocidad normal: V,,sinf.
Flujo de masa que incide en una superficie A:  pg, Voo ASinG.
Tasa de cambio de cantidad de movimiento:  p.,V.2Asin?6.

Segun la segunda ley de Newton, la tasa de cambio es igual a la fuerza sufrida por
la placa. Esta fuerza no incluye el movimiento aleatorio de las particulas que
originan p,. Por tanto,

P~ P = pochgSinze-

Adimensionalizando, se tiene la ley de seno cuadrado para el coeficiente de
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presiones es

- =P_—P°02:25in29. (2-10)
050V’

Segun este método, el coeficiente de presiones sobre una superficie cualquiera 2D
no depende de las condiciones exteriores del problema sino tinicamente de la
inclinacion de la superficie en cada punto.

Todos los métodos basados en la ley de Newton expuesta tienen como ventaja que
es posible usarlos para cualquier tipo de cuerpo, ya sea redondeado o afilado. Sin
embargo, presentan varias desventajas como que su precision aumenta cuanto
mayor sea el Mach de vuelo, provocando que la onda de choque se adhiera
mas al cuerpo, por lo que para bajos niumeros de Mach tiene mayores errores.
Por otra parte, dada la naturaleza balistica del método solo puede usarse si 6>0.
Esto implica que la zona de sombra (6<0), donde no impacta el fluido directamente
se tiene una presion igual al ltimo punto del cuerpo que no estaba en la zona de
sombra.

2.2.2 Ley de Newton modificada.

En 1955, Lester Lees [5] propuso una alternativa al método de Newton. Segln la
ley de Newton, el coeficinete de presiones en el punto de remanso (6=90°) tiene un
valor de 2. Lester pens6 que el método seria mas acertado si en lugar de 2, tuviera
el valor real al que se denominara C,, . quedando por tanto la ley de la siguiente
forma:

C,=C, sin’0. 2-11)

M\ ““.o

P\=?d> R, PR

Figura 2-6 Esequema general situacion onda-cuerpo.
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Elvalorde Cp_ , es
C, = prz = i_l iz , (2-12)
s Ospoovoo Poc 7/M ©
ycomo Pp = F,, y My = M, se obtiene de (2-1), (2-7) y (2-8) que

+)*mE T Ty 2ym? 2
Cpr = i “1|—=. @13)
4yM: -2(y -1 y+1

0

De esta forma, la distribucion de las presiones si depende de las condiciones
exteriores, a través del nimero de Mach y el coeficiente aidabatico, o lo que es lo
mismo: velocidad y condiciones del aire en vuelo. Ademas, en el punto de remanso
se consigue el valor exacto de la presion.

La dependencia que tiene el Cp, . con el Mach de vuelo (para y=1.4) queda
representada en la Figura 2-7. En ella se ve que el valor del mismo, fijado el
coeficiente adiabatico, se torna practicamente constante a partir de Mach 10.

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
5

Figura 2-7 Coeficiente de presiones en el punto de remanso frente al Mach de vuelo
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Esto tiene grandes implicaciones sobre el calculo de la corriente ya que para una
geometria y un coeficiente adibatico (y) dado, en régimen hipersénico, el
coeficiente de presiones a lo largo de la superficie sera independiente del Mach
de vuelo.

2.2.3 Correcciones de fuerzas centrifugas a la teoria de Newton o
teoria de Newton-Buseman

La teoria de Newton, pensada para placas planas, se ha utilizado indistintamente
para superficies curvas. Sin embargo, de aerodindmica potencial se conoce que
sobre superficies redondeadas existe una fuerza centrifuga que hasta ahora no se ha
tenido en cuenta. Por tanto, es el momento de corregir la ley de Newton para que
estas fuerzas sean tenidas en cuenta.

La fuerza centrifuga tiene su origen en la aceleracion radial que sufren las particulas
al estar forzadas a seguir la tangente a la superficie (recordermos que la velocidad
debe ser en todo momento tangencial para cumplir la condicion de
impenetrabilidad que impone que el flujo de masa a tavés de la superficie es nulo).

Tras desarrollar estas premisas (puede verse el desarrollo completo en el capitulo 3
de [1]), se tiene que el coeficiente de presiones en cada punto de la superficie es

C,, =2sin’ 0 +2(d—0J siné?ifyi cosady , (2-14)
dy ). 0

donde i es el punto de la superficie donde se quiere calcular el coeficiente de
presiones e y; se conrresponde con la coordenada y (en ejes globales) del punto i
como se puede ver en la Figura 2-8.

Figura 2-8 Esquema de geometria.
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En este caso, el método no solo depende de la inclinacion local de la superficie sino
de la forma de la misma hasta llegar al punto deseado.

Comparando estos métodos entre si y con la solucion exacta, varias conclusiones
recogidas en [1] y resumidas aqui pueden obtenerse.

En el limite de que el Mach de vuelo sea infinito y el coeficiente adiabatico sea 1.4,
la comparacion de los diferentes métodos queda reflejado en la Figura 2-9 de [6] .
En ella se ve claramente que, bajo las condiciones mencionadas, el método que
mejor se adapta es la modificacion del de Newton. Por otra parte, en contraposicion
con lo que parece ser lo correcto, el método de Newton-Buseman, aunque
aparentemente correcto desde el punto de vista teodrico, no predice de forma
ajustada los resultados.

Numerical (y = 1.4) \

0.5~ ____ Newtonian \
—-— Modified newtonian \
— — Newtonian-Busemann
| | | l ,
0 10 20 30 40 50

6, degrees

Figura 2-9 Distribucion de la presion sobre la superficie de un cilindro circular.
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Sin embargo, si ahora comparamos los resultados para un perfil aerdindmico
formado por parabolas, el resultado que se obtiene es el mismo.

Po,

0.10

0.08

M, =x
R

L
Characteristics
————— Newtonian

— -— Newtonian-Busemann

0.6

02 04 0.6 0.8 1.0
x/e
n
™~ Straight M,
N\, newtonian E— b
\

b=0769¥ — 1.0

> _~Modified
[ \‘\ newtonian
Exact time-
marching results
(from Sec. 5.3)

| | 1 J

02 04 06 08 10 12 14 16 18 20

Figura 2-10 Coeficiente de presiones sobre un perfil de [7] y sobre un paraboloide

Si a altos nimeros de Mach mantenemos el coeficiente adiabatico en 1.4, los
resultados concuerdan con los presentados. Lo mismo ocurre en el caso del
paraboloide, donde se obtiene que el método de Newton modificado resuelve la
corriente exterior de forma casi exacta.

Llegados a este punto, teniendo en cuenta que se va a considerar durante todo el
estudio que y=1.4, queda demostrado que tanto para cuerpos de borde de ataque
redondeado o afilado, el método de Newton modificado (también se hara referencia
a ¢l como mejorado) es el que mejor ajusta los resultados experimentales de los
métodos basados en la ley newtoniana.
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2.24 Método de las ondas de expansion

Este cuarto método nada tiene que ver con los anteriores, basados todos en la teoria
que Newton desarrolld a finales del siglo XVII. En este caso, el desarrollo del
método se centra en el mecanismo que tiene aire para expandirse y asi mantenerse
adherido al cuerpo.

Figura 2-11 Esquema de onda de expansion sobre cuerpo.

En primer lugar, es necesario suponer un cuerpo con borde de ataque afilado cuya
onda de choque esté adherida. Bajo estas condiciones es posible desarrollar el
método, consistente en considerar que la expansion que suftre el aire a lo largo de la
superficie del cuerpo puede aproximarse localmente como una onda de expansion
de Prandtl-Meyer (de ahi el nombre del método), descrita por la funcion de Prandtl
Meyer (2-19) que describe la expansion del punto » al /.

6,6, = Nitam —(M \/7}
Ifeii= I

Esto es posible harcerlo s6lo con cuerpos de nariz afilada para que el régimen
detras de la onda en la nariz sea supersonico, lo que permite ya usar el método de
expansion. Sin embargo, debido a las limitaciones fisicas de las ondas de choque
oblicuas, la pendiente del morro no puede exceder un limite representado en la
figura 2-3.

(2-15)
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Los pasos a seguir para calcular el campo de presiones son;

1) Calcular el Mach y la presion detrés de la onda (M,, , p,,) en la nariz como
si localmente fuera una cufia con una inclinacion 8,,.

2) Se calcula la funcion de Prandtl-Meyer para la pareja 6,,, M,,.

3) Conocido el A8 con respecto al siguiente punto es posible calcular el Mach
en este segundo punto a través de (2-15).

4) Por ultimo, se calcula la presion usando la relacion de flujo isentropico:

I(7-1)
p [1+(r+1/2m2 ]
p, |1+(y+D/2M;
Repitiendo los pasos 2, 3 y 4 punto a punto es posible obtener el campo de
presiones sobre la superficie completa. A diferencia que en [1], para ser mas
riguroso con el mecanismo de expansion, se discretiza la superficie y se supone una
onda de expansion local en cada punto en lugar de referir todos los cambios de
pendiente al punto inicial.

(2-16)

Este método, en comparacion con los basados en la ley de Newton, tiene una base
fisica mas solida que hace que los resultados obtenidos sean mejores. Esto puede
observarse calculando el campo de presiones sobre el perfil de la Figura 2-10.
Como se ve, la correspondencia con el método completo es mucho mejor que los
anteriores.

0.10—

Characteristics

0.06— — — —— Shock-expansion

xje

Figura 2-12 Coeficiente de presiones sobre perfil parabolico.

Aunque los resultados en régimen hipersonico son muy buenos, estos se vuelven
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mucho mas pobres en supersonico. Esto es asi por la simplicidad del modelo, la
geometria de la onda de choque y el comportamiento de las ondas de expansion.

Por una parte, existe el hecho de que las ondas de expasion que se crean en la
superficiese propagan hasta la onda de choque, donde se ven reflejadas y vuelven al
cuerpo. Si pintamos este dibujo para el caso supersonico y el hipersonico se tiene lo
siguiente:

Supersonic Hypersonic

a) b)

Figura 2-13 Comparacion de geometria de ondas en régimen supersonico e
hipersonico.

En el método no se contempla en ningiin momento que las ondas se vean reflejadas
y, como se ve en b, en régimen hipersonico, al estar la onda tan pegada al cuerpo,
las ondas reflejadas aparecen al final del cuerpo mientras que en régimen
supersonico estan distribuidas por toda la superficie.

2.25 Método hibrido

Como se ha visto, cada uno de los métodos expuestos tiene sus ventajas y sus
desventajas como el tipo de cuerpos al que pueden ser aplicados o la precision
conseguida.

En un intento de aunar las ventajas de los diferentes métodos y suplir las
deficiencias se propone un método diferente el cual recoge partes del método
mejorado de Newton y el método de las ondas de expansion.

El método supone un cuerpo con nariz redondeada en el que el método de las ondas
de expansion no es aplicable debido a que el Mach tras la onda esta por debajo de
1. Sin embargo, debido a la expansion, la velocidad aumenta llegando al punto en el
que el régimen pasa a ser supersonico y es posible utilizar el método de las ondas
de expansion a partir de ese punto.
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Las ventajas de este método es que la presion en el punto de remanso es extacta a la

real y que a partir del punto en el que el se pasa a régimen supersonico la evolucion
se acerca mas a la real.

Sin embargo, no todos son ventajas. El principal de los inconvenientes del método
es que, si se punto donde se produce el cambio de régimen difiere algo entre la
realidad y la aproximacion, en el método de las ondas de expansion aparece un
error acumulado. Dado que el punto de remanso el valor de la presion es exacto,
cuanto mas cerca esté el punto de cambio de régimen, mejor serd la aproximacion
puesto que el error acumulado hasta este punto serd menor. Es por ello que se hace
un estudio sobre la posicion del punto donde Mach=1 en perfiles elipticos frente a
dos parametros: la relacion de aspecto entre los semiejes y el Mach de vuelo.
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Figura 2-14 Dependencia del punto de cambio de régimen con los diferentes
parametros con 0=0.2 a la izquierda y M,,=15 a la derecha.

En la Figura 2-14 aparece representada la tendencia del punto. Se observa para
empezar que al aumentar el Mach (lo que equivale a ser mas hipersonico) el punto
se mantiene por debajo del 1% de la cuerda del perfil y constante, haciéndose una
vez més patente la independencia de la corriente exterior con el nimero de Mach
cuando este es suficientemente grande. Por otra parte, el punto se retrasa cuanto
menos esbelto es, llegando a estar al 5% de la cuerda, que, aunque es peor con
respecto a otras relaciones de aspecto, sigue siendo un buen resultado.

Como conclusion de este pequefio estudio, se obtiene que a priori se tendran
mejores resultados cuanto mas esbelto sea el cuerpo y mayor el nimero de Mach.

A modo de ejemplo, en la Figura 2-15 se presenta el coeficiente de presiones
calculado por los dos métodos. Se ve que la diferencia no es muy grande, pero esa
pequefia diferencia puede suponer un salto en la precision. Aun asi, sin datos
experimentales no es posible corroborar que la precision sea mejor al juntar ambos
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métodos para cuerpos de nariz redondeada.

2 . : , . ; ; . ; :
: : : Mewton+ Shock-Expansion
Newton

05 | I ; i | | | i i
-1 08 06 04 02 0 02 04 0B 08 1
¥

Figura 2-15 Comparacion de coeficientes de presiones para el método de Newton y
el método hibrido.

2.3. Calculo del resto de variables termodinamicas,
velocidad y resistencia a partir del campo de
presiones

En el anterior punto se han expuesto diferentes métodos con los que calcular el
campo de presiones alrededor de un cuerpo sobre el que posteriormente se hara un
estudio de la capa limite. Sin embargo, para poder hacer este estudio no basta con
conocer el campo de presiones, es necesario tener todas las variables
termodinamicas y la velocidad.

Para calcularlas basta con saber que la presion que se conoce es a través de una
linea de corriente, donde se conservan las magnitudes de remanso asi como la
entropia (es decir, es un movimiento isentropico). Por tanto, basta con las
ecuaciones de relaciones isentropicas para obtener todo lo deseado. Dichas
relaciones proporcionan

2 (r-Dty
M, = -5 —1{%} , 2-17)
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T—°:1+7—_1|\/|e2 , (2-18)
T, 2
Pe

= _Te 2-19

Pe RT, (2-19)

U, =M, ¥R, . (2-20)

Por tultimo, va a ser de gran interés calcular la resistencia originada por la
distribucion de presiones sobre el cuerpo. Para ello, se integra la proyeccion sobre
el eje X del campo de presiones:

D, = 2joxf —~(P—P,)n,dx . (2-21)

< \
X=X
- / ; If
>

<
K

Figura 2-16 Esquema de cuerpo para calculo de resistencia de presion.

Aun asi, es mas interesante el coeficiente de resistencia, puesto que es de mayor
utilidad para estudios futuros. Para ello, basta con adimensinalizar la ecuacion,
quedando
2C ¢4
Co =I— . —Cpnxdf . (2-22)
f

p
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2.4. Distribucion de presiones y resistencia de presion
en distintos cuerpos bidimensionales.

Antes de pasar al estudio de la capa limite recogido en el capitulo 3 es interesante
observar el comportamiento de la corriente exterior en funcion tanto de la esbeltez
como del Mach de vuelo. De la misma forma, también cobra una gran importancia
calcular la resistencia aerodinamica que la distribucion de presiones genera a lo
largo del cuerpo. Una vez hecho el estudio en cada cuerpo se compararan los
resultados entre ambos cuerpos.

Los cuerpos que se estudiaran en este punto seran los mismos que se estudiaran en
el capitulo 3: perfiles elipticos y parabdlicos. Ademads, de forma separada se hara lo
mismo con un cilindro y con una placa plana con borde de ataque semicircular.

241 Perfil eliptico

Para caracterizar la esbeltez de los perfiles elipticos se hace uso del parametro o,
que es la relacion que existe entre el semieje menor y el mayor (b/a). De esta forma,
0=0 corresponderia a una placa plana y =1 a un cilindro circular. Por otra parte, el
barrido que se hara en Mach de vuelo ird desde 5 hasta 35.

Ay

X
e b x
X:—K’/x:&

Figura 2-17 Esquema de perfil eliptico.

La ecuacion que describe la elipse (con a=1 para que sea adimensional) es

2
X2+X7:1.
(o}
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El campo de presiones se calculard usando el método hibrido presentado en 2.2.5
ya que como se comento, una vez el aire pasa a ser supersonico, existe un mayor
fundamento fisico en el proceso de expansion por medio de ondas de Pandtl-Meyer
locales.

Si se fija la relacion de aspecto en 0.2 y se hace un barrido en Mach se obtiene la
Figura 2-18, la cual puede tomarse como representativa del campo de presiones
sobre una elipse en régimen hipersonico. En ella se observa primeramente que el
gradiente de presiones sobre la superficie es siempre positivo, siendo muy acusado
cerca del borde de ataque y suavizdndose para manternerse practicamente
constante. Esto tiene grandes implicaciones en la capa limite ya que un gradiente
siempre positivo significa que la corriente no se desprendera. Ademas, a pesar
de haber representadas 16 graficas diferentes comprendidas entre Mach 5 y 35,
apenas se ve diferencia entre ellas. Esto pone de manifiesto una vez mas la
independencia con el nimero de Mach que parece tener la corriente exterior como
ya se vio cuando se present6 el método de Newton modificado.

05 . . . . . | . . .
-1 -0.8 -06 -04 -0.2 0 02 04 06 08 1

Figura 2-18 Coeficiente de presiones sobre elipse para distintos niimeros de Mach
cong = 0.2.
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Si ahora en lugar de fijar la relacion de aspecto se fija el nimero de Mach en 20, se
obtiene la Figura 2-19 que permite analizar la influencia que tiene la relacion de
aspecto.

Figura 2-19 Coeficiente de presiones sobre elipse a Mach 20 y diferentenes
relaciones de aspecto.

En primer lugar, se observa que el gradiente de presiones en el borde de ataque se
suaviza con la relacion de aspecto, debido a que la expansion necesaria es menor.
Asi mismo, esta tendencia cambia cuando se avanza en la cuerda llegando a ser
mayor la presion cuando la relacion de aspecto es pequefia a partir de
aproximadamente la mitad de la cuerda.

Por ultimo, la transicion de subsonico a supersonico puede apreciarse mucho mejor
cuando ¢ es grande ya que el punto se retrasa y queda representado como un pico
por el cambio de de mecanismo de expansion existente.
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La resistencia que genera las distribuciones de presiones siguen la misma tendencia

como puede verse en la Figura 2-20.

Dp

0.6 r

0.4

0.2

Figura 2-20 Coeficiente de resistencia de presion frente al nimero de Mach para
diferentes o.

Primeramente, como era de esperar, la resistencia aumenta con la relacion de
aspecto llegando aumentar su orden de magnitud en 2 hasta llegar a la unidad. Por
otra parte, se vuelve a observar la independencia con el numero de Mach a partir de

Mach 8.

La independencia con el nimero de Mach, a falta de futuros estudios con mas
detalle, tiene grandes implicaciones. Si tras hacer calculos mas rigurosos esta
tendencia se mantuviese, implicaria que a la hora de hacer experimentos en tinel de
viento bastaria con hacer los ensayos para un tnico niimero de Mach para obtener
resultados tanto de variables termodinamicas como de velocidad y resistencia de

presion para un amplio rango de velocidades hipersonicas.
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2.4.2 Perfil parabdlico

Para un perfil parabdlico puede hacerse un estudio del mismo tipo y alcance que
para los perfiles elipticos. Estos perfiles vienen descritos mediante la expresion

Y =4y -X-(1-X).

En esta ocasion, el paramétro o correspondera al grosor maximo del perfil dividido
por la cuerda (2ymax/c) siendo asi analogo al parametro usado para los perfiles
elipticos.

0 : Ymax

>y

\J

A

Figura 2-21 Esquema de perfil parabdlico.

Para este caso, a diferencia del anterior, no se usara siempre el método hibrido para
calcular la corriente exterior. En lugar de ello, para casos los suficientemente
esbeltos se usard el método de las ondas de expansion debido a los magnificos
resultados que devuelve como se vid en la Figura 2-12.

Cuando la relacion de aspecto no permita usar este método, limitado por el angulo
del borde de ataque, pasara de nuevo a usarse el método hibrido.

Los resultados de nuevo se presentaran de la misma forma que en el subpunto
anterior para su estudio y posterior comparacion.
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Figura 2-22 Coeficiente de presiones para perfil parabolico con =0.2.

Empezando con la dependencia con el numero de Mach, en las figuras 2-12 y 2-13
se ha representado el coeficiente de presiones para dos relaciones de aspecto que
requieren el uso de métodos diferentes. A pesar de la diferencia de métodos usados
ambas mantienen dos propiedades en comun. En primer lugar, a pesar de la
diferencia en la evolucion, ambas presentan un gradiente de presiones positivo a lo
largo de todo el perfil (las diferencias entre ambos gradientes se veran mas
adelante) al igual que el presentado en los perfiles elipticos. Ademas, vuelve a
poder observarse una tendencia a la independencia con el nimero de Mach cuando
este es elevado. Esto puede verse observando como las lineas que corresponden a
cada Mach se acercan cada vez mas hasta practicamente ser una. Esta tendencia se
hace mas acusada en el caso en el que se usa el método hibrido.
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Figura 2-23 Coeficiente de presiones para perfil parabolico con 6=0.7

Por otra parte, en la Figura 2-24 se representa la variacion del coeficiente de
presiones con la relacion de aspecto. En ella se puede apreciar que tanto el
gradiente de presiones como el valor de la presion por si misma aumentan con la
relacion de aspecto.

1.6

14 F

-0.2

Figura 2-24 Coeficiente de presiones sobre distintos perfiles parabolicos a Mach 20
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Al igual que con los perfiles elipticos, el punto de transicion en el método hibrido
se retrasa con ¢ y la tendencia creciente del valor de la presion con el parametro se
ve invertida a partir de mitad de la cuerda de la misma forma.

Por ultimo, en la Figura 2-25 se observa que la tendencia con el Mach es la misma
que se tenia en los perfiles elipticos: practicamente constante. Por otra parte, la
resistencia es creciente con ¢ existiendo una discontinuidad en el crecimiento
debido al cambio de método de célculo de la distribucion de presiones. Este
crecimiento también llega a dar un salto de dos 6rdenes de magnitud como sucedia
anteriormente. En cambio, en esta ocasion la resistencia es menor a su caso
homologo en perfiles elipticos.

a=02
o =04
a=0.6
a=0.8

a=1

Dp

5 10 15 20 25 30 35

Figura 2-25 Coeficiente de resistencia de presion frente al nimero de Mach para
distintos valores de o

Este hecho tiene lugar debido a que el borde de ataque redondeado de los perfiles
elipticos provoca una compresion mucho mayor del aire haciendo asi que la
contribucion a la resistencia de los puntos cercanos al borde de ataque sea mucho
mayor.
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24.3 Cilindro

Un cilindro circular corresponde al caso especifico de una elipse cuya relacion de
aspecto toma el valor 1. Este caso ya se ha estudiado en el punto 2.4.2. Sin
embargo, es una geometria que dada su importancia merece la pena estudiar aparte.

En esta ocasion, para representar el coeficiente de presiones, no se usara la cuerda
sino el angulo 8, con origen en el punto de remanso. En la Figura 2-9 se observaba
que los resultados del método de las caracteristicas (que usa las ecuaciones de Euler
al completo) y del método de Newton modificado eran practicamente identicos. Es
por ellos que un intento de ir mas alla va a comprobarse si esa correspondencia se
mantiene al usar el método hibrido.

i Método hibrido
18 N Método Newton mejorado
16
14
1.2r
oo ,
0.8 W\
\\
WY,
06|
\\
0.4 \'\'\.__‘
\..“\
027 %?\_‘
\\\:
0 ‘ . . h — . ‘
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

f

Figura 2-26 Coeficiente de presiones sobre cilindro (M=20).

Dado que no se tienen datos exactos mas alla de los 40°, solo puede confirmarse
que hasta ese punto los resultados son buenos (ya que al estar en régimen subsonico
sigue siendo utilizado el método de Newton mejorado). Mas allad, no puede
confirmarse nada, pero cabe esperar que sean buenos ya que, sin alejarse en exceso
del método newtoniano se observa el cambio brusco de tendencia debido al paso a
régimen supersonico.
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Figura 2-27 Coeficiente de resistencia en cilindro frente a Mach.

En cuanto a la resistencia de forma, representada en la Figura 2-27 frente al nimero
de Mach, solo cabe mencionar que, a pesar de crecer levemente con el Mach de
vuelo, cuando éste crece lo suficiente se observa la tendencia siempre observada
hacia la independencia de ambas variables.

244 Placa plana con borde de ataque semicircular

Por ultimo, va a analizarse el efecto que tiene dejar de suponer que la placa plana es
infinitamente delgada, se pasa a suponer que el borde es finito y redondeando como
en la Figura 2-28.

< ———>

Figura 2-28 Placa plana con borde redondeado.

Debido al tipo de geometria, el coeficiente de presiones que se obtiene es el
representado en la Figura 2-29. Hasta x/R=1 corresponde a un cilindro y hasta es
idéntico a tal geometria. A partir de ese punto el comportamiento es idéntico al de
una placa plana salvo porque la presion estd por encima del valor en el infinito, que
corresponderia con un coeficiente de presiones de 0.



44 Estudio de la Capas Limite en Régimen Hipersonico

0.8

0.6

0.4

0.2

0 —
0 0.2 04 06 08 1 12 14 186 1.8 2

xR
Figura 2-29 Coeficiente de presiones sobre placa plana con borde redondeado.

Por tanto, el efecto que tiene sobre el campo de presiones el borde redondeado es el
de una compresion que se ve atenuada a lo largo del semicirculo.

En cuanto a la resistencia, cabe mencionar que, debido a la geometria, solo los
puntos pertenecientes al borde y la parte posterior de la placa contribuyen. En
cuanto a su evolucion, es idéntica a la vista en todas las geometrias anteriores.
Presenta una pequefia zona creciente para los primeros numeros de Mach pasando a
adoptar un valor practicamente constante a altos niimeros de Mach.
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Figura 2-30 Coeficiente de resistencia de presion sobre placa plana con borde
redondeado
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Cuantitativamente, tiene un valor del orden de unidad al igual que el cilindro,
aunque con valores mayores ya que la parte posterior en lugar de disminuir la
resistencia, la aumenta a través de la resistencia de base.

2.5. Resistencia de presion sobre cuerpos
axilsimétricos: esfera y cono.

Los resultados obtenidos anteriormente para cuerpos bidimensionales pueden ser
extrapolados facilmente a cuerpos axilsimétricos bajo ciertas hipétesis. Basta con
considerar que el coeficiente de presiones a lo largo del cuerpo va a ser analogo al
de una seccion bidimensional del mismo: en el caso de una esfera, un cilindro, y en
el del cono, una cuna. Esto es posible hacerse ya que es andlogo extender el cuerpo
bidimensional en la tercera dimension hasta el infinito de forma plana o alrededor
de un eje. De esta forma, lo tinico que no se tendria en cuenta es el hecho de que las
ondas de choque dejan de ser planas.

Figura 2-31 Esquema de esfera.

Con todo esto, el calculo del coeficiente de resistencia se hace integrando en la
superficie tridimensional. De esta forma, la expresion de la resistencia de presion
queda:

Cop =2 ~Cyny sin(&)dé (2-23)
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Por otra parte, para el cono serd necesario tener en cuenta la resistencia de base, es
de decir la contribucidon que hace la base del cono. Teniendo en cuenta que es una
base circular y que el angulo de expansion es mayor que el que permiten las ondas
de Prandtl-Meyer, el valor de la presion en esta zona es 0.

De [8] se tiene una representacion grafica con resultados experimentales del
coeficiente de resistencia tanto para una esfera como para un cono (Figura 2-32)
con la que se comprobara la validez de la aproximacion hecha.

].ZF

1.0

WX XK == R Y= K= K g X—X X=

0.8

Cp 06

Cone-cylinder Sphere
+ (Ref. 25) x (Ref. 24)
0 L 1 L | L | ° (R?f' ) L J
0 2 4 6 8 10
M

X

Figura 2-32 Coeficiente de resistencia experimental de un cono y una esfera de [8].

El cilindro con morro cénico y el el cono ofreceran la misma resistencia debido a
que la pared del cilindro no ofrece resistencia alguna dada su orientacion con
respecto a la corriente incidente. En la Figura 2-33 se observa que, a bajos niimeros
de Mach los resultados no son buenos, pero a partir de Mach 6 en la esfera, y Mach
8 en el cono, los resultados empiezan a concordar bastante bien.
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Figura 2-33 Coeficiente de resistencia aproximado para esfera y cono

Es necesario tener en cuenta que, tanto el método hibrido usado para la esfera,
como el método de ondas de expansion usado con el cono, tienen resultados muy
pobres a bajos niimeros de Mach como ya se habia comentado cuando se
presentaron, pero estos mejoran con el aumento del Mach.
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3 CAPA LIMITE

gran importancia debido a la crucialidad de sus resultados en aplicaciones

reales del problema como puede ser el disefio de un vehiculo espacial. Por
una parte, del estudio de la capa limite se obtiene la resistencia originada por la
friccion entre el aire y el objeto de estudio. Esta es conveniente compararla con la
ya obtenida resistencia de presion para asi determinar la importancia relativa de
cada una de ellas.

El estudio de la capa limite, ultimo paso dentro del recorrido del trabajo, es de

Por otra parte, se encuentran los efectos de temperatura. Estos, por la experiencia
que se tiene en vuelo hipersonico, son los mas importantes a tener en cuenta.
Debido a los altos nimeros de Mach, la temperatura cerca de los cuerpos aumenta
mucho, y por consiguiente la temperatura de la superficie del cuerpo. En este
trabajo no van a tenerse en cuenta varios de estos efectos como pueden ser las
reacciones quimicas que pueden producirse o la radiacion. Sin embargo, de forma
sencilla, se buscan, en lugar de resultados cuantitativos, resultados cualitativos que
permitan hacernos una idea de la dependencia de las diferentes magnitudes con
parametros como la esbeltez o el Mach de vuelo.

En el presente capitulo se presentaran las ecuaciones utilizadas para calcular la capa
limite, asi como el método numérico que se usara para implementar dichas
ecuaciones. Para terminar, se mostraran los resultados para diferentes estudios
hechos de la capa limite para diferentes geometrias y velocidades de vuelo.

Antes de poder presentar las ecuaciones es necesario hacer una pequefia
introduccion a ellas.

En la capa limite, como cualquier movimiento de un fluido, segun el niimero de
Reynolds (el cual mide la importancia de las fuerzas de inercia frente a las de
viscosidad) las particulas pueden moverse en régimen laminar o turbulento.

Un movimiento es laminar si las particulas se mueven de forma ordenada siguiendo
lineas de corriente que forman capas por encima del objeto. Por otra parte, el flujo
sera turbulento si deja de ser ordenado para ser cadtico siendo el movimiento de las
particulas aleatorio (No se estudia la velocidad total sino la velocidad media).
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Figura 3-1 Perfil de velocidad en capa limite.

Para decidir si el flujo es laminar o turbulento existen varios criterios. Para una
placa plana resultado conveniente por su simplicidad el método de Pohlhausen.
Este dice que la capa limite sera turbulenta si el nimero de Reynolds local asociado
al grosor de la capa es mayor que 645. Debido a que el grosor de la capa no es algo
fijo, sino que va aumentando conforme recorre el objeto, la capa limite puede ser en
una zona laminar y en otra turbulenta existiendo una zona de transicion que en este
trabajo se considerara infinitesimal.

En el presente trabajo solo se haran calculos para régimen laminar. AUn asi, el
método y los programas estan preparados para implementar la transicion a la
turbulencia.

3.1.  Capa limite laminar

Aunque como se ha visto en el capitulo 1, las ecuaciones de la capa limite son en
teoria las ecuaciones de Navier-Stokes (1-1 a 1-5) al completo ya que en esta
ocasion la viscosidad es importante por pequefia que sea, otro tipo de
simplificaciones pueden hacerse. Estas estan relacionadas con el grosor de la capa.

Por comodidad del lector se reproducen aqui de nuevo las ecuaciones 1-1 a 1-5 con
ciertas simplificaciones ya hechas:
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‘2—’:+V-(p\7)=0, (3-1)
%+V-(pu\7):—% +y[%+gyil:j, (3-2)
%w.(pvv):_%w[gx_%%j : (3-3)
p(%+\7-Vej=—pV~\7+V~(KVT)+ - (3-4)

Donde se han despreciado los esfueros de fuerzas masicas al ser U2 > gl, donde /
es la longitud caracterisitica del cuerpo. Pueden sustituirse los términos de fuerza
viscosa pueden sustituirse por la ley de Newton, que los relaciona con el gradiante
de velocidad como se comentd en la seccion 1.3.3. Adicionalmente se ha eliminado
la ecuacion de movimiento proyectada en el eje z ya que como ya se ha comentado,
en este trabajo solo va a tenerse en cuenta el problema bidimensional.

Adicionalmente, es necesario usar la ecuacion de estado, asi como calcular los
valores de u y k. Se utilizara la ley de Shuterland para la viscosidad, quedando asi
las respectivas expresiones:

T W(T +Sj" 55)
Hetelr ) (745 )
E:RT (3-6)
P
“e,
k = _
Pr &7

Una vez terminada la adecuacion de las ecuaciones, se pasa a las simplificaciones
de capa limite propiamente dichas. Debido a que los términos convectivos y
viscosos deben ser del mismo orden, pueden compararse para averiguar el orden de
magnitud del grosor de la capa limite en comparacion con la longitud caracteristica
del problema. Para ello, las magnitudes fisicas caracteriiisticas son las siguientes:

x~L y~6 u~Uey UNV_"yc P~Powo
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Comparando el termino convectivo en x y el viscoso en y se tiene que

U U o 1%

1
pU, —~=~u—=% - ~ = <
L 5? L \VpLU. Re

A partir de esta simplificacion, otras pueden hacerse: teniendo en cuenta los
ordenes de magnitud, es posible despreciar los términos viscosos en x en
comparacion con los mismos en y. Ademas, debido al pequefio grosor de la capa,
las variaciones de la presion en la direccion y son mucho menores que en la
direccion x. Por tanto, la ecuacion 1-3 puede dejarse al un lado, siendo solo
utilizada en ocasiones para hacer correcciones. Al no haber variaciones de la
presion en el eje y, en cada estacion la presion serd igual a la de la corriente
exterior.

1. (39

La ecuacion 3-4 hace referencia a la capa limite térmica, que da informacion sobre
el perfil de temperaturas dentro de la capa limite. Esta ecuacion también puede
simplificarse y expresarse de forma alternativa.

Por una parte, la variacion de energia se puede expresar como variacion de entalpia,
equivalente a c, multiplicada por la temperatura. Por otra parte, los términos
convectivos deben ser del mismo orden que los de conduccion. Para ello, es
necesario que se de lo siguiente:

¥~1\/R6Pr.

Dado que Pr es de orden unidad para el aire, de nuevo el grosor de esta capa es
mucho menor que la longitud caracteristica del problema. Esto tiene como
consecuencia que se pueden llevar a cabo simplificaciones de la misma indole que
la ecuacion de cantidad de movimiento. Por tanto, la ecuacion de la energia queda
de la siguiente forma:

2
or oT  dp, o, T au
C U— CV—=—U—5+— k— —_ . 3-9
POl TP Yy dx+ay( 6y]+ﬂ(6y] (-9

Para la resolucion de las ecuaciones se hacen necesarias condiciones de contorno en
ambos extremos tanto en velocidad como en temperatura. En la pared se tiene que

oT
u=20, v=0, T=Tp (0@=0),
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segiin la pared sea o no adiabatica. Por su parte, para el acoplamiento con la
corriente exterior es necesario que se cumpla en el ultimo punto que

u=u, T=T,.

Por ultimo, se adimensionalizan las ecuaciones. De esta forma se consigue que los
resultados no dependan del tamafio del cuerpo, de la velocidad, altura o mimero de
Reynolds al que vuele, solo de la forma, Mach y modelo de aire usado. Para ello, se
introduce el escalado de varibles

u—- Uoou; v - Uoov: X = lf, y -

Ue = Uiy, D = DD T - Ty,
P2 PwPr M UM, ko kik,
donde las variables del segundo término son adimensionales

Por consiguiente, las ecuaciones de la capa limite laminar adimensionalazas son

a(pu)  o(pv) _

3-10
0F on (3-10)

ou ou 1 dp, O ou
U—+pV—=— Sr—u—1, 3-11
ST TRV ICR Y. 877(#877) o

2
YLV e i SN k% M2 -1 X | G2)
o =~ Op y d& Pron\ on on

y adicionamelte,

g
p L8
_e=9’ k=,Ll, ,Ll=9w 600
p 0 + =+
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3.2. Resolucion numérica de las ecuaciones: método de
las diferencias finitas

El método de las diferencias finitas es un método de resolucion de ecuaciones
diferenciales basado en la discretizacion de las derivadas en el recinto donde
quieren resolverse las ecuaciones. Este método es general y adecuado para el
sistema de ecuaciones bidimensionales que constituye el problema de la capa
limite.

3.1.1 Mallado del plano

En primer lugar, es necesario discretizar el recinto en el que va a resolverse a través
de una malla en los ejes x, que sigue la superficie del cuerpo y el eje y,
perpendicular a la superficie.

Con esta discretizacion se obtiene un sistema matricial de cuya resolucion se realiza
estacion a estacion, siendo una estacion la linea de puntos vertical con un valor de x
(denotado con el subindice n) y todos los valores de y pertenecientes a esa linea
(denotados con subindice j). El resultado del problema serd el campo de
velocidades (u) y de temperaturas (6) en todos los puntos de la malla.

Debido a la resolucion numérica de las ecuaciones, no es posible tener el campo de
velocidades y temperaturas al completo. Para obtener el mayor niimero posibles de
valores bastara con hacer una malla con mas puntos, teniendo esto un coste de
tiempo en la resolucion. Por tanto, se tendra que llegar a una solucion de
compromiso en la que la obtencién de buenos resultados no conlleve un excesivo
coste temporal.

El mallado puede ser de dos formas: uniforme o variable. En el caso del mallado
uniforme, los puntos de la malla son equiespaciados en ambos ejes (aunque el
espaciado de cada eje no tiene que ser el mismo). Este es un mallado que es
adecuado si no se desea obtener mejores resultados en una zona en especial sino
tener la misma precision en todo el espacio.
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Figura 3-2 Mallado uniforme con L puntos en el eje x y M puntos en la direccion y.

Por otra parte, un mallado variable es aquel en el que el alguno de los ejes (o
ambos) no presenta lineas equiespaciadas. Esto es de gran utilidad si se desea o
requiere una mayor precision en alguna zona en concreto. Por ejemplo, en el caso
de perfiles elipticos, es importante tener un mallado muy fino en los primeros
puntos ya que el borde redondeado causa que las variables cambien mucho en esa
zona. Este mallado variable puede conseguirse haciendo que los puntos del eje no
sigan una ley lineal sino cuadratica, cliibica... Cuanto mayor sea el grado, mayor
sera la diferencia de espaciado entre los primeros puntos y los ultimos. Una posible
desventaja de este tipo de mallado es, que si el nimero de puntos no es el suficiente
(o el grado del polinomio es muy grande), puede suceder que la precision en los
ultimos puntos se vea muy limitada.
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Figura 3-3 Mallado variable en x.
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En este trabajo se utilizard en todo momento un mallado variable en el eje x
siguiendo una ley cuadratica y mallado uniforme en el eje y.

3.1.2 Discretizacion de las derivadas

Una vez obtenida la malla, es necesario adapatar las ecuaciones, que son continuas
en el plano, para que puedan ser resueltas. Para ello, se empieza por discretizar las
derivadas. Para ello, se aproximan las derivadas como cocientes incrementales
(suponiendo que el espaciado es muy pequefio, se puede obtener una buena
aproximacion).

En las ecuaciones aparecen derivadas en las dos direcciones posibles, x e y.
Dependiendo de en qué direccion, se aproximaran de diferente manera. En el caso
de las derivadas en direccion x, la derivada se aproximara con los puntos de la
estacion anterior. En el caso de la direccion y, se usaran derivadas centradas, es
decir, la derivada en un punto se aproximara con el punto anterior y posterior en la
misma estacion. A modo de ejemplo, esta seria la derivada de la velocidad en (xu,
y;) en direccion x (a la izquierda) y en direccion y (a la derecha):

% _Upj—Up-1j % _ Uiy Ui
ox Xn = Xn-1 dy Vi+1 — Yj—l.
Las derivadas segundas se aproxiamaran de la siguiente forma:
) uj+1 - uj _ Uj - uj_l
0°u _ Yjv1 =Y Y~ Vi1

dy? Vi+1 — Vj-1
2

3.1.3 Resolucion del sistema

Llegados a este punto, las ecuaciones estan practicamente listas para su resolucion
numérica en MATLAB. Antes es necesario linealizar las ecuaciones. Para ello, las
variables que aparezcan multiplicadas por si mismas se aproximara la que no esté
derivada al valor que tenia esa variable en la estacion anterior.

Ahora que ya esta todo preparado, ya se ha comentado que la resolucion se hara
estacion a estacion. Por tanto, lo primero es aproximar la primera estacion para
empezar con la resolucion desde la segunda. Las condiciones inciales que se usaran
son las siguientes:

u(1:N,) =u.(1), u(l:nNy) =1, v(1:Ny) =0,
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6(1) =6,, 6(2:Ny) = 6,(1), p(1:Ny,) = po(D).

Posteriormente se resuelve la ecuacion de cantidad de movimiento con un sistema
del tipo Au, =r. Para ello, se agrupan los términos que multipliquen a
Uj_1,U;, Y Uj41(a, by ¢ respectivamente) con los que se forman la matriz diagonal
A.

La matriz A sera rellenada de la forma:
by ¢4 O . 00
0 a, bz Cy 0
: : “w w0
0 0 .. ay, by,

De esta forma, los vectores que conforman las diagonales de la matriz A son:

. p;HV;Fl +a_/,l 1 B /jjnfl

: yj+l_yj71 ay yj+1_yj71 (yj+1_yj71)(yj _yjfl)
b, = p;“lu?_l + ZIan_l ! - 1

Xy =X yj+1_yj—1 (yj+1_yj) (yj _yj—l)
(3-13)

. p?_1V?_l _a_/u 1 B ,an_l

: yj+l_yj—1 ay yj+1_yj—1 (yj+1_yj—1)(yj _yj—l)
r = _n—1 (u?_l)z _ 1 ape

U % -x, yM? ox

Con las condiciones de contorno:
- Enlapared: a;=0, by=1, ¢;=0, r;=0.

- En la corriente exterior: ay, = 0, bNy =1, Cn, = 0, ™, = ug.

A continuacion, se procede de la misma forma para resolver la ecuacion de la
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energia con un sistema 4,0 = 1y:

a[ ~ p?—lv?—l +%i l ~ kjn—l 1

: yj+1_yj—1 8y Pr yj+1_yj—1 Pr (yj+1_yj—1)(yj _yj—l)
bt. = p;]_lU?_l + ijn_l 1 - 1

X Xy Pr(ijrl_yjfl) (yj+l_yj) (yj _yj—l)

(3-14)

. _ p;]—lv?—l _%i 1 ~ kjn—l
! yj+1 - yj—l 6y Pr yj+1 - yj—l Pr- (yj+1 - yj—l)(yj - yj—l)

2

o7 ut u."—u " _
r = pj”‘14+ (y_l)MwZﬂj i+l i1 |7 1U?_l op,
X X 1 yj—l V4 OX

n n-1
Con las condiciones de contorno:
- Enla pared (temperatura impuesta):

ag, =0, by, =1, ¢, =0, re;, = 0.

- Enlapared (adiabatica):
1 1

W=0 b=y Ty =

- En la corriente exterior:

aNy = 0, bNy = 1, CNy = 0, TNy = Te .

Por 1ltimo, para calcular el campo de velocidad y temperatura de la siguiente
estacion, se aproximan los valores de necesarios a partir de los datos de la estacion
calculada. Por otra parte, para actualizar la velocidad vertical (v), se integra la
ecuacion de conservacion de la masa.

Nota: En esta seccion se ha presentado la resolucion de las ecuaciones en régimen
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laminar. Para el régimen turbulento, la resolucion es analoga solo cambiando el
valor de la viscosidad, que ya se ha presentado como se procede para calcularlo.

3.3. Placaplana

Antes de comenzar con el estudio en perfiles, va a comprobarse la validez del
método de resolucion propuesto comparando los resultados obtenidos con los
reportados en [1] para una placa plana a angulo de ataque nulo. Para estar en
concordancia con la bibliografia, se daran los valores

Pr = 0.75, w = 1.5, o=1, 6, = 110.

Si se impone la temperatura de la placa (TT—W = 0.25), se tienen los siguientes
e

campos de velocidad y temperatura respectivamente para diferentes niimeros de

Mach:

40 40 :
—M_=0
— M =4
T P b P -
M, =12
/ —M,=16
30 gpif| =M =20 [ aaasiinte 4

Y fRe. 20
X

10

0 02 04 06 08 1
u/u. ufu,

Figura 3-4 Perfil de velocidades en placa plana fria.
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Como se puede observar, los perfiles obtenidos son idénticos a los reportados por la
literatura. En ellos se ve la alta dependencia del grosor de la capa limite con el
numero de Mach. Si el nimero de Mach fuese lo suficientemente grande, se tendria
que tener en cuenta la interaccion de la capa limite con la corriente exterior
(caracteristica del régimen hipersonico que se presentd en el capitulol), lo que
introduce una complicacion que no se tendra en cuenta en este trabajo.

Lo mismo ocurre con los perfiles de temperatura: perfiles idénticos a los de la
literatura y una gran dependencia del grosor de la capa con el nimero de Mach
como puede verse en la Figura 3-5.

35

307

251

X

20

ywx"/ Re

0 5 10 15 20
T/T, T
e

Figura 3-5 Perfiles de temperatura para placa plana con temperatura impuesta.

Ademas, se puede observar que la maxima temperatura alcanzada en la capa
aumenta bastante con el nimero de Mach, pasando de 16 veces la temperatura
exterior en el caso de Mach 20.

Como conclusion, puede decirse que existe una buena concordancia entre los
perfiles de velocidad y temperatura calculados con el método de las diferencias
finitas y la literatura.

Si se pasa al caso de placa adiabatica (transferencia de calor nula) se obtienen los
perfiles de velocidad de la Figura 3-6. La concordancia sigue siendo buena, aunque
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algo mas pobre que en el caso de temperatura impuesta. En comparacion es fécil
observar que el grosor de la capa es ahora aproximadamente el doble que

anteriormente.
80
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Figura 3-6 Perfil de velocidades en placa plana adiabatica.

En el campo de temperaturas, representado en la Figura 3-7, vuelve a observarse
una buena concordancia. Observese que, en la placa, para que no exista
transferencia de calor con el aire es necesario que la temperatura sea muy elevada.
Esto sugiere que en aplicaciones reales seran necesarios métodos de refrigeracion
en la superficie para que esta aguante a altos numeros de Mach.
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Figura 3-7 Perfil de temperaturas en placa plana adiabatica.

Por ultimo, para confirmar la veracidad de los datos puede compararse el
coeficiente de resistencia de friccion obtenido con el reportado por Van Driest en

[9].

3.4. Resistencia de friccion

La resistencia de friccion es la consecuencia de la condicion de no deslizamiento de
la pared. Segun la ley de Newton, el tensor de esfuerzos en la pared es proporcional
a la viscosidad y el gradiente de velocidad en la pared como se indicaba en la
ecuacion (1-15). A partir del mismo, el coeficiente de friccion en cada punto se
tiene que es
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2 ou

C _
T Re o

Para obtener el coeficiente de resistencia de friccion basta con integrar el
coeficiente friccion multiplicado por el vector tangente a la superficie proyectado
en el eje X a lo largo de la superficie, teniéndose que

(3-15)

n=0

S
Co =[ Citydg (3-16)

Al igual que se ha hecho con los perfiles de velocidades y temperatura, es posible
comparar los resultados de resistencia en la placa plana. En la Figura 3-8se observa
los resultados presentados en [9].

Figura 3-8 Coeficiente de resistencia de friccion sobre placa plana laminar de [9]

Por su parte, en la Figura 3-9 se tienen los resultados obtenidos por MATLAB.
Existe una buena concordancia en la mayoria de los casos. Se observa que la
tendencia de la resistencia es a bajar cuando el nimero de Mach crece, asi como
cuanto mayor sea la temperatura de la placa en relacion con la exterior.
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Figura 3-9 Coeficiente de resistencia de friccion en una placa plana para diferentes
relaciones de temperaturas.

Sin embargo, los perfiles objeto de estudio no presentan la misma evolucion que la
placa plana. En el caso de una elipse se obtiene la Figura 3-10. En ella se observa
que, aunque existe una variacion con el nimero de Mach, esta es muy pequefia (se
ve aumentada por la escala de la representacion). Asi mismo se observa que la
resistencia disminuye cuanto mas roma es la elipse ( o crece). Esto se debe a que el
gradiente de presiones originado por la expansion aumenta con la curvatura del
cuerpo, provocando que, a bajas relaciones de aspecto, donde el cambio de
curvatura es mas acusado, el grosor de la capa disminuya y aumente el gradiente de
velocidad en la pared.
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Figura 3-10 Coeficiente de resistencia de friccion en perfiles elipticos
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A bajos niimeros de Mach se observa un crecimiento de la resistencia con M. Esto
se debe a que el gradiente favorable de presiones aumenta con el Mach,
ocasionando que el gradiente de velocidad sea mayor en la pared. Esto puede
comprobarse en la Figura 3-11, donde se han representado la evolucion del perfil de

velocidades a dos nimeros de Mach distintos.

iy

0

Figura 3-11 Evolucion de perfil de velocidades a Mach 5 (izqda) y 25 (drcha).

0
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La disminucion de la resistencia a altos nimeros de Mach estd causada por el
aumento del grosor de la capa, que convella una dismincuiéon del gradiende
velocidad. Este aumento del grosor esta asociado al aumento del calor generado por
friccion. Esto puede verse en la Figura 3-12 donde se ha representado la evolucion
de la capa limite térmica.

£=0.0838 £=0.0838
£=0522 £=0.522
£=1.335 30 £=1.335

25

Figura 3-12 Evolucion de perfil de temperaturas a Mach 5 (izqda) y 25 (drcha).

En ella se ve que, aunque a simple viste ambas parecen iguales, existe un factor de
escala muy importante debido al cambio de grosor y a la temperatura que se
alcanza en la capa. Esto provoca que a altos nimeros de Mach se tenga un mayor
geradiente de temperaturas en la pared.

Por su parte, los valores de la resistencia de friccion perfiles parabdlicos vienen
recogidos en la Figura 3-13. Cuantitativamente, se observa que en los perfiles
parabolicos la resistencia es menor también en este caso (en la seccion 2 se vid un
comportamiento similiar para la resistencia de presion). Adicionalmente, la
dependencia con el Mach es muy similiar, presentando el segundo caso su maximo
a menores numeros de Mach.
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Figura 3-13 Coeficiente de resistencia de friccion en perfiles parabolicos.

La justificacion de estos resultados no difiere de la dada para los perfiles elipticos.
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Figura 3-14 Evolucion de perfil de velocidades a Mach 5 (izqda) y 25 (drcha)

En la Figura 3-14 y la Figura 3-15 se observa la evolucion tanto del perfil de
velocidades como del de temperaturas para dos nimeros de Mach en perfiles
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parabolicos con los que poder justificar los resultados obtenidos.
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Figura 3-15 Evolucion de perfil de temperaturas a Mach 5 (izqda) y 25 (drcha).

Por ultimo, es interesante conocer el valor de esta resistencia en el caso de que la
pared sea adiabatica, es decir, no exista transferencia de calor. Este caso seria
equivalente a mantener el vuelo el tiempo suficiente para que se llegase al
equilibrio térmico en la superficie. En este caso, el coeficiente de fricciion obtenido

para perfiles elipticos es el que se observa en la Figura 3-16.
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Figura 3-16 Coeficiente de resistencia de friccion en perfiles elipticos de pared
adiabatica.
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En ella se obsera que la dependencia con la relacion de aspecto es creciente, aunque
estre crecimiento disminuye mucho llegando a ser practicamente constante. Por su
parte, el aumento de Mach conlleva el crecimiento de la resistencia también.

Por su parte, el caso de los perfiles parabilicos viene representado en la Figura 3-17.
En ella se ve que la dependencia con el nimero de Mach sigue siendo creciente. Sin
embargo, existen dos tramos en la dependencia con o. Este cambio de tendencia de
creciente a decreciente se debe al cambio fisico que sufre el problema: por encima
de 0 = 0.4 la onda deja de ser oblicua separanadose en la parte frontal (razén por
la que el método de ondas de expansion deja de ser 1til) y la evolucion del aire se
ve modificada.
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Figura 3-17 Coeficiente de resistencia de friccion para perfiles parabolicos de pared
adiabatica.

A la vista de los resultados obtenidos, y comparando con los valores de la
resistencia de presion, se observa que, para cuerpos muy esbeltos, ambos
coeficientes tienen valores pequefios y del mismo orden de magnitud. Sin embargo,
para cuerpos romos, la resistencia de friccion apenas sufre cambios mientras que la
de presion se vuelve mucho mas importante por llegar a tener orden unidad. Por
tanto, las resistencias seran equiparables solo en el caso de que el cuerpo sea
esbelto.
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3.5. Transferencia de calor

La transferencia de calor existente entre el aire y un cuerpo es una de las
magnitudes criticas en el régimen hipersonico. Es bien sabido que en una de las
aplicaciones actuales mas comunes en la que se alcanza velocidades hipersonicas es
en la reentrada de vehiculos espaciales y que las altas temperaturas han sido causa
de mas de un accidente. Es por eso que se hace especial atencion a este apartado
dentro de la seccion de capa limite.

Existen varios mecanismos por los que el calor puede transferirse del aire al cuerpo
o viceversa: conduccion, conveccion y radiacion. De los tres, en este trabajo, se va
a despreciar el calor transferido por radiacion por simplicidad del modelo.

El calor total transferido por unidad de tiempo y envergadura (el transferido en un
perfil con espesor tendiendo a 0) puede calcularse integrando a lo largo de la
superficie el calor transferido en cada punto. De esta forma, en variables fisicas, se
tiene:

. Xt oT
Q jo{ 5 x} (3-17)

En la ecuacion, que puede adimensionalizarse de la misma forma que se hizo en la
seccion 3.1, x corresponde con la usada para el calculo de la capa limite.

Ademas de presentar el calor transferido por los cuerpos y la dependencia con el
numero de Mach y la relacion de aspecto, también es interesante conocer la
importancia del calor trasnferido mediante conveccion frente al transferido
mediante conduccion. Esto se consigue a través del nimero de Nusselt, que se
define como el coeficiente de pelicula (que aparece en el calor convectivo) partido
por la conductividad térmica por unidad de longitud (K/c).

h
NU=— 3-18
k. /c G-19)

Para calcularlo, se supone que el calor calculado anteriormente es equivalente al de
la ecuacion (3-19), donde ¢ corresponde a la cuerda del perfil. Igualando ambas, se
puede obtener el nimero de Nusselt. El calor de conveccion es

Q=h-c-(T,-T,). (3-19)

El calor, en variables adimensionales viene expresado por
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Q=kT, \/Reff k% | (3-20)
0 877
Si esto lo igualamos a (3-19), se tiene la igualdad
kT, \Re " —k—d§ hc-(T,-T,) .

Por ultimo, manipulando la igualdad se llega a la expresion del niimero de Nusselt
deseada:

S 00
Nu = T T)J_j —k%dg (3-21)

La veracidad de los reultados que vuelca el programa puede comprobarse mediante
la literatura. En ella pueden encontrarse dos casos: el de un cilindro y el de una
placa plana con borde redondeado. De ahi que se estudiase también la corriente
exterior sobre ellos.

En el caso de un cilindro, los resultados reportados por la literatura y por el
programa de MATLAB estan plasmados en la Figura 3-18. En ellas se ve que se
obtienen resultados muy acertados del programa. Lo unico que difiere es que
aparece una pequeiia dependencia con el Mach y un pico correspondiente al cambio
de método usado para calcular la corriente exterior.
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Figura 3-18 Distribucion de transferencia de calor en cilndro (a la izquierda
resultados numéricos, a la derecha resultados de la literatura).
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En el caso de la placa con borde de ataque redondeado (representado en la figura 3-
19) se obtienen los mismos resultados cualitativos: una muy buena concordancia a
salvo del pico causado por el cambio de ecuaciones. Ademas, se ha comprobado
que para distintas temperaturas en la pared la distribucion es la misma.
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Figura 3-19 Distribucion de transferencia de calor en una placa plana con borde
redondeado (a la izqda. resultados numéricos, a la drcha. resultados de la literatura).

Para cada uno de los perfiles que han sido objeto de estudio van a presentarse tres
resultados diferentes como funcion de los distintos parametros. En primer lugar, se
presentara como se distribuye la transferencia de calor a lo largo del cuerpo.
Posteriormente se presentara el valor de la transferencia de calor en el punto de
remanso y por ultimo se estudiara la dependencia del nimero de Nusselt con los
parametros.

Perfiles elipticos

En el caso de una elipse se tiene que la dsitibucion de la trasnferencia de calor es la
representada en la Figura 3-20. En ella se hace patente la importancia de los
primeros puntos del perfil, los mas cercanos al punto de remanso, en la
transferencia de calor.
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Figura 3-20 Distribucion de transferencia de calor para varios nimeros de Mach a
lo largo de un perfil eliptico con =0.2

En la figura se observa que existe una variacion con el Mach, aunque es muy
pequeiia. Esta tendencia de crecimiento con M., se debe al calentamiento del aire
por la friccion en la pared.

Si ahora se representa la distribucion fijando el numero de Mach, puede verse la
influencia de la relacion de aspecto. En la Figura 3-21 se observa que cuanto mas
romo es el cuerpo, el punto de remanso cobra menos importancia y el valor de la
trasnferencia de calor total no se concentra principalmente en el morro. Ademas, las
graficas presentan un pico. Este se corresponde con el paso de subsonico a
supersonico, lo que supone un cambio de las ecuaciones para el calculo de las
magnitudes (se recuerda que se esta utilizando el método hibrido).
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Figura 3-21 Distribucion de transferencia de calor para diferentes perfiles elipticos
a Mach 20.

La transferencia de calor en el punto de remanso también depende de los
parametros. Esta dependencia puede verse en la Figura 3-22, donde se observa que,
como era predecible, su valor aumenta con el niimero de Mach, lo que indica que la
transferencia total de calor también crecera. Por otra parte, cuanto mas romo es el
cuerpo, se da la situacion de que la tranferencia de calor en el punto de remanso es
menor. Esto indica que este punto estara mas aliviado térmicamente.
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Figura 3-22 Transferencia de calor en el punto de remanso.
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Por ultimo, representado la transferencia total de calor en el cuerpo (Figura 3-23),
se observa que, debido a la menor diferencia entre el punto de remanso y el resto de
la superficie, y al aumento de superficie que lleva consigo el aumento de o, la
transferencia total de calor no solo aumenta con el nimero de Mach sino también
con la relacion de aspecto.

3l5><“10a . . . . .
— =02
—a=04
3r o=0.6 b
—a=08
=1 /
2571 1

total

Figura 3-23 Transferencia de calor total para perfiles elipticos a diferentes niimeros
de Mach y relaciones de aspecto.

Adicionalmente, puede representarse la importancia del calor transferido por
conveccion frente al transferido por conduccion a través del niimero de Nusselt. En
la Figura 3-24 se observa como aumenta con el nimero de Mach y con la relacion
de aspecto. Esto sugiere que la transferencia de calor por conveccion cobra mas
importancia en los cuerpos romos que en los esbeltos.
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Figura 3-24 Variacion del nimero de Nusselt en perfiles elipticos con ¢ y Mach.

Perfiles parabdlicos

En el caso de los perfiles parabdlicos, la tendencia de los parametros no varia. En la
Figura 3-25 y la Figura 3-26 esta representada la distribucion de la transferencia de
calor a lo largo de la superficie frente a distintos parametros.
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Figura 3-25 Distribucion de calor en la superficie para varios niimeros de Mach.
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Al igual que en el caso de perfiles eliipticos, la dependencia con el nimero de Mach
es muy baja. Sin embargo, mayores relaciones de aspecto llevan consigo un mayor
reparto de donde se procude la transferencia de calor.

h

0.9

081

PP ee
@ B

a 9 9 aQq

06

051

9/q,

0.3

0.1r

0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 3-26 Distribucion de trasnferencia de calor para varias relaciones de aspecto.

Para poner en escala los resultados obtenidos, se presenta en la Figura 3-27 la
trasnferencia de calor en las inmediaciones del punto de remanso.
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Figura 3-27 Transferencia de calor en las inmediaciones del punto de remanso para
perfiles elipticos



78 Estudio de la Capas Limite en Régimen Hipersonico

Al igual que con el coeficiente de resistencia de friccion, la dependencia con el
Mach es creciente mientras que la dependencia con la relacion de aspeto es
creciente hasta el cambio de fisico del problema, donde comineza a decrecer para
llegar a ser practicamente constante.

Por otra parte, la trasnferencia de calor total estd representada en la Figura 3-28.
Puede observarse que, a parte de presentar la misma dependencia con los
parametros que en el caso anterior, su valor es considerablemente menor.
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Figura 3-28 Transferencia total de calor en perfiles parabolicos

Por ultimo, resta conocer la importancia de la transferencia de calor por
ceonveccion frente a la generada por la friccion. Esto viene representado en la
Figura 3-29 a través del nimero de Nusselt.
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Figura 3-29 Dependencia del nimero de Nusselt con los diferentes parametros.

La dependencia con los parametros es muy similar a la obtenida para los perfiles
elipticos. Sin embargo, su valor es menor. Esto indica que en perfiles parabolicos la
transferencia por conduccion es mas importante, debido a que cerca del borde
ataque la pendiente difiere mucho de los perfiles elipticos, y por consigiuente la
corriente exterior y la capa limite.

Resulta interesante, ademas de estudiar la transferencia de calor, estudiar a que
temperatura tienden los diferentes puntos del perfil en el limite en el que se alcanza
el equilibrio térmico entre el aire y el perfil. Esta situacion es equivalente a
considerar que la pared es adiabatica.

En perfiles elipticos se tienen que la temperatura en la pared decrece a lo largo del
perfil teniendo un gran crecimiento con el nimero de Mach como puede verse en la
Figura 3-30.
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Figura 3-30 Temperatura en perfil eliptico (6=0.6) adiabatico.

En la Figura 3-31 se observa cdmo evoluciona la temperatura para un mismo
numero de Mach y diferentes relaciones de aspecto. La razén por la que la
temperatura en la parte frontal y la final no dependen de la relacion de aspecto es
que los métodos usados dependen de la pendiente de la superficie y en esas zonas la

pendiente depende poco de la relacion de aspecto.
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Figura 3-31 Temperatura en perfiles elipticos (M=21) adiabatico.
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Los resultados para perfiles parabolicos estan recogidos en las figuras 3-32 y 3-33.
En ellas puede verse que no existe gran diferencia con el caso de perfiles elipticos
en cuanto a la evolucion y los valores numéricos.

300

M=5
M=13
M =21
M =29
M =35

250 -

200 F
== 150
100 |

50

0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

0

Figura 3-32 Temperatura en la pared en perfile parabolico (6=0.6) para diferentes
numeros de Mach
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Figura 3-33 Temperatura en la pared de difernetes perfiles parabolicos (My,=21).

Cabe recordar que de este estudio que se ha hecho so6lo se debe tomar la evolucion
de los parametros como valida debido a las simplificaciones hechas en la resolucién
del problema.
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4 CONCLUSIONES

hipersonico con vistas a servir de base y dar pie a su desarrollo en trabajos

En el presente trabajo se ha querido hacer un primer estudio del régimen
posteriores.

Para estudiar la corriente exterior no viscosa se ha simplificado el problema usando
métodos basados en la geometria del cuerpo en lugar del sistema de ecuaciones
completo. Ademas, se ha omitido la posible interaccion entre corriente exterior y la
capa limite. De esta forma, el objetivo del estudio de la corriente exterior se reduce
al de calcular la resistencia de presion, asi como la evolucion de las diferentes
magnitudes y su dependencia con la esbeltez y el Mach. Ademas, los resultados han
sido usados como condiciones de contorno para el estudio de la capa limite.

Ademas, se ha propuesto un método de resolucion alternativo hasta ahora
desconocido en la literatura, bautizado como método hibrido, que permité usar el
método de ondas de expansion fuera de sus limitaciones originales (borde de ataque
redondeado y esbeltez minima necesaria) con el objetivo de usar un método con
mayor fundamento fisico.

Por 1ltimo, se ha hecho un estudio de la capa limite mecanica y térmica, que estan
acopladas. Haciendo uso de métodos sencillos basados en el de diferencias finitas
para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes se han conseguido resultados con la
precision de métodos mas complejos basados en la autosemejanza usados en la
literatura. Efectos de alta temperatura como las reacciones quimicas o la radiacion
han quedado fuera del estudio, estando los programas preparados para la
implementacion de las ecuaciones necesarias para que sean tenidos en cuenta.

Dentro de la capa limite se han hecho estudios de la resistencia de friccion y la
transferencia de calor. Los resultados de ambos deben ser interpretados de forma
cualitativa y no cuantitativa debido a las simplificaciones hechas.
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ANEXO0S

A Cédigos de Matlab

A.1 Método de Newton mejorado

function [Pe Pinf,C P]= Newton mej v2(Minf,gamma,N, theta)

Q

Pmax =
2/ (gamma*Minf~2) * ( ( (gamma+1) *"2*Minf~2/ (4*gamma*Minf~2-
2* (gamma-1))) "~ (gamma/ (gamma-1) ) * ( (1-
gamma+2*gamma*Minf~2) / (gamma+1))-1) ;

o

for j=1:N
if theta(j)>=0
C P(J) = C_Pmax*sin(theta(j))."2;
m = 37
else
C P(j) = C P(m);
end
end
Pe Pinf = C_P*0.5*gamma*Minf"2+1;
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A.2 Método de Ondas de choque

function

[Ue Uinf,Pe Pinf,Te Tinf,Roe Roinf]=ShockExp (Minf,Nx,model
o_aire, theta)

gam=1.4;

M=linspace(1,50,1000) ;

aux=sqrt (M.”2-1); auxl=sqrt((gam+l)/ (gam-1));

f=auxl*atan (aux/auxl)-atan (aux) ;

0000000000000000000000000000000000

if modelo aire==0 %Gas ideal

gamma = 1.4;

Rg = 287;

cp = 1004;

elseif modelo aire==1 %Alta temperatura
%completar

end

teta=theta(l);
par=[Minf tetal;

TOLa=0; TOLr=le-11; maxit=50; x0=1.2*teta;
[beta,iflag,iter,normf]=newtoncompleto (@ThetaBetaMach,x0,T
OLr, TOLa,maxit,par); %%Resulve la ecuacidn que relaciona
theta y beta
if iflag==

iflag=1l
end

[U2_Ul,Mn2,P2 Pinf,T2 Tinf,Ro2 Roinf]=onda choque (Minf, bet
a,modelo aire);
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M2=Mn2/sin (beta-teta) ;
%Necesario calculcar Mach y Presion tras la onda
Mx (1) =M2;

000000000000 00000000000000

%$%% Evolucidédn del Mach %$%%
[ele)

for i1i=2:Nx,
M1l=Mx (i-1) ;
fl=interpl (M, £,M1);
dtheta=theta (i-1)-theta (i) ;
f2=fl+dtheta;
M2=interpl (f,M, £2);
Mx (1)=M2;

end

% plot (x,Mx)

Pe Pinf (1)=P2 Pinf;
Pe_Pinf(Z:Nx):Pe_Pinf(l)*(1+O.2*Mx(1)A2)A(gamma/(gamma—
1))./(140.2*Mx (2:Nx) .*2) .~ (gamma/ (gamma-1) ) ;

m=1;
while m<=Nx
if Pe Pinf (m)<0.00001
Pe Pinf (m)=0;
end
m=m+1;
end

Te Tinf=T2 Tinf* (1+(gamma-1)/2*Mx(1).”2)./(1+ (gamma-

1)/2*Mx."2);

o

o

Roe Roinf= Pe Pinf./Te Tinf;

o

°

Ue Uinf=Mx.*sqrt(Te Tinf)/Minf;

o

°

end
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A.3 Método hibrido

function
[Ue Uinf,Pe Pinf,Te Tinf,Roe Roinf]=Corriente ShockExp New
ton (Minf,N,modelo aire, theta)

o

if modelo aire==0 %Gas ideal

gamma = 1.4;

Rg = 287;

cp = 1004;

elseif modelo aire==1 %Alta temperatura
%completar

0000000000000000000000000000000000000000

beta=pi/2; %Blunt nose

%[U2 Ul,Mn2,P2 Pinf,T2 Tinf,Ro2 Roinf]=onda choque (Minf, be
ta,modelo _aire);
%Velocidad
U2 Ul = (1-2*(Minf"2.*sin(beta) .”"2-
1) / ((gamma+1) *Minf~2)) ;

o

Mn2 = sqrt((1+((gamma—
1)/2)*Minf"2*sin (beta) .”2) ./ (gamma*Minf~2*sin (beta) .”2-
(gamma-1) /2)); %$%%Normal a la onda de choque

%Presidn

P2 Pinf = (l+2*gamma* (Minf"2.*sin (beta).”2-
1)/ (gamma+1)) ;

o\°

%$Densidad

oe

Ro2 Roinf = (gamma+l)*Minf~2*sin(beta).”2./((gamma-
1) *Minf"2.*sin (beta) ."2+2);

o\°

$Temperatura

o

T2 Tinf=P2 Pinf./Ro2 Roinf;
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Presidén método de Newton
C Pmax =

2/ (gamma*Minf~2) * ( ( (gamma+1) *2*Minf~2/ (4*gamma*Minf~2-

2* (gamma-1))) " (gamma/ (gamma-1) ) * ( (1-
gamma+2*gamma*Minf~2) / (gamma+1))-1) ;

for j=1:N
if theta(j)>=0
CP(j) = C_Pmax*sin(theta(j))."2;
m = j;
else
CP(j) = CP(m);
end
end

o

Pe Pinf=0.5*CP*gamma*Minf"2+1;
Me=sqrt (((PO_Pinf./Pe Pinf) .” ((gamma-1)/gamma) -
1)*2/ (gamma-1)) ;

$Paso a supersédnico
1=1;
while Me (1)<l && 1<N
1=1+1;
end
$x (1)
$Comienza Shock Expansion Method
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M=linspace(1,50,1000) ;
aux=sqrt (M.”2-1); auxl=sqgrt ((gamma+1l)/ (gamma-1));
f=auxl*atan (aux/auxl)-atan (aux) ;

for i=(1+1):N,

Ml=Me (i-1);

fl=interpl (M, £,M1);

dtheta=theta (i-1)-theta (i) ;

f2=fl+dtheta;

M2=interpl (£,M, £2);

Me (1) =M2;

Pe Pinf(i)=Pe Pinf(i-1)*(1+0.2*Me (i-
1)*2) " (gamma/ (gamma-1)) ./ (1+0.2*Me (i) .”*2) . ” (gamma/ (gamma-
1))
end

for i=1:N
if Pe Pinf(i)<0.00001
Pe Pinf (i:N)=0;
Me (i:N)=Me (i-1) ;
end
end
Pe Pinf (N)=0;

%Resto de corriente exterior

o

°

Te Tinf=TO0 Tinf./(1l+(gamma-1)/2*Me."2);

o)

°

Roe Roinf= Pe Pinf./Te Tinf;

o

°

Ue Uinf=Me.*sqrt (Te Tinf) /Minf;

end
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A.4 Capa limite

close all; clear all; clc;

Re=5*10"5;

$Pr=0.71; %$Aire

gamma=1.4;

Minf=M inf (zz);

Pr=0.75; omega=1l.5; sigma=1l;
Tp=1500; Tinf=1500; tp=Tp/Tinf;
S1=110; CSuth=S1/Tinf;

modelo aire=0;

°

$Geometria elipse
sigma elipse=0.1* (2*p);

o\

$Ny=20000;
$Ny=30000;
ymin=0; %Symax=200;
Ny=50000;
ymax=550;
Symax=150;
yv (1:Ny)=(linspace (ymin, ymax,Ny));
Dy=sparse (Ny, Ny) ;
Dy2=sparse (Ny,Ny) ;
for §=2: (Ny-1),
hyml=yv(j)-yv(j-1); hypl=yv(j+1l)-yv(j); hypml=yv(j+1)
yv(j-1);
Dy (j,J-1)=-1/hypml; Dy (j,j+1)=1/hypml;
Dy2 (j,3-1)=2/hyml/hypml; Dy2(j,j+1)=2/hypl/hypml;
Dy2(jrj)z_(Dyz(jrj_l)+Dy2(jrj+l));
end

o\°

o\°

hyla=yv(2)-yv(1l); hy2a=yv(3)-yv(2);

fl=-hy2a* (2*hyla+hy2a) /hyla/hy2a/ (hyla+hy2a) ;
f2=(hyla+hy2a)~2/hyla/hy2a/ (hyla+hy2a) ;
f3=-hyla”2/hyla/hy2a/ (hyla+hy2a);

o\° o\

xmin=0.000001; xmax=x max(p);
% Nx=50000;
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% xv(l:Nx)=(linspace (xmin”~1, xmax”"1,Nx))."1;

% Nx=30000;

Nx=10000;

xv (1:Nx)=(linspace (xmin” (1/2),xmax” (1/2),Nx)) ."2;

hx (1)=xv (1l); hx(2:Nx)=xv (2:Nx)-xv (1l:Nx-1);
Xg(l)=-1+1/2/sigma_elipse”2*xv(1l);
theta (l)=atan(-sigma elipse*Xg(l)./sqrt (1-Xg(l)."2));
nX (1l)=-sin (theta (1)) ;
tX (1l)=cos (theta(l));
for n=2:Nx,

Xg (n)=Xg (n-1) +sqgrt (abs (1-Xg (n-1) *2) /abs (1- (1-
sigma elipse”2)*Xg(n-1)"2)) *hx(n);

theta (n)=atan(-sigma elipse*Xg(n) ./sqrt (abs (1-
Xg(n).”2)));

nX (n)=-sin (theta(n)) ;

tX (n)=cos (theta(n));
end
$Corriente exterior
[ue,pe, te, rhoe]=Corriente ShockExp Newton (Minf,Nx,modelo a
ire, theta):;
[uel,pel, tel, rhoel]l=corriente exterior (Minf,Nx,modelo aire
,theta); %$Método de Newton

$ ue(l:Nx)=1; % Placa Plana

unml (1:Ny)=ue (1) ;

unm?2 (1:Ny)=ue (1) ;

mumol (1:Ny)=1;

$Tp=313.15;

dpe dx(1l)=(pe(2)-pe(l))/(xv(2)-xv(l)); dpe dx(2:Nx-

1)=(pe (3:Nx)-pe (1:Nx-2)) ./ (xv(3:Nx)-xv (1:Nx-2));
dpe dx (Nx)=(pe (Nx)-pe (Nx-1))/ (xv (Nx) -xv (Nx-1)) ;
$Condiciones iniciales

[

vnml (1:Ny)=0;

tnml (1) =tp;

tnml (2:Ny)=te (1) ;

rhonml (1:Ny)=rhoe(1l); %cambiar cuando no es placa plana
mumolnml (1:Ny)=mumol;

o

A=sparse (Ny,Ny) ; At=sparse (Ny,Ny);
iturb=0;
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for n=2:Nx,

hx (n)=xv(n)-xv(n-1);

vrhonml (1:Ny)=rhonml.*vnml;

urhonml (1:Ny)=rhonml.*unml;

numolnml (1:Ny)=mumolnml./rhonml;

deltal (n)=trapz (yv(1l:Ny), (ones(1,Ny) -
rhonml (1:Ny) . *unml (1:Ny) ./rhoe (n) ./ue(n)));

delta2 (n)=trapz (yv(1l:Ny), rhonml (1:Ny) .*unml (1:Ny) ./rhoe (n)
./ue(n) .* (ones (1,Ny)-unml (1:Ny) /ue(n)));
if Re*ue(n)*deltal (n) /numolnml (Ny) >= 600,

o°

uast (n)=sqrt ((f1*unml (1) +f2*unml (2) +£f3*unml (3)) /Re*mumolnm
1(1)./rhonml (1)) ;
% nuRei (1:Ny)=min (0.41* (Re*uast (n)*yv./numolnml-
9.7*tanh (Re*uast (n) *yv./numolnml/9.7)),0.018*Re*ue (n) *delt
al(n)./numolnml) ;

else

nuRei (1:Ny)=0;

end
nuRei (1:Ny)=0;
munml (1:Ny)=mumolnml.* (1+nuRei) ;
cappanml (1:Ny)=mumolnml.* (1+Pr*nuRei) ;
dmuynml= (Dy*munml') ';
dmuynml (1)=f1*munml (1) +£2*munml (2) +£3*munml (3) ;
dmuynml (Ny) =dmuynml (Ny-1) ;
dcappaynml=(Dy*cappanml') ';

o° oo

o\

dcappaynml (1)=fl*cappanml (1) +f2*cappanml (2) +t£3*cappanml (3)
dcappaynml (Ny) =dcappaynml (Ny-1) ;
A=spdiags (urhonml', 0,Ny,Ny) /hx (n) +spdiags (vrhonml ' -

dmuynml', 0,Ny,Ny) *Dy-spdiags (munml', 0, Ny,Ny) *Dy2;
A(l,:)=0; A(1,1)=1; A(Ny,:)=0; A(Ny,Ny)=1;
r(2:Ny-1)=urhonml (2:Ny-1) .*unml (2:Ny-1) . /hx (n) -

dpe dx(n)/gamma/Minf"2; r(1)=0; r(Ny)=ue(n);

un (1:Ny)=(A\r')"'; %"un" es un vector fila
[xv(n)]
plot (un,yv,'r")

axis ([ 0 55 ymin ymax])

o\°

pause (0.01)

o\°
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$TEMPERATURA

o

At=spdiags (urhonml"', 0,Ny,Ny) /hx (n)+spdiags (vrhonml'-
1/Pr*dcappaynml', 0,Ny, Ny) *Dy-
1/Pr*spdiags (cappanml', 0,Ny,Ny) *Dy2;
$Tp impuesta
rt (1) =tp;
At (1, :)=
Adiabatico:
rt (1)=0;
At (1,:)=0; At(l,1)=fl; At(l,2)=f2; At(l,3)=£3;

o

0; At(1,1)=1;

o

o\

o

At (Ny,:)=0; At (Ny,Ny)=1;

rt (2:Ny-1)=urhonml (2: (Ny-1)) .*tnml (2: (Ny-—
1)) /hx (n) +Minf"2* (gamma-1) *munml (2: (Ny-1)) .* (Dy (2 :Ny-
1,:)*un')'.”2+ (gamma-1) *unml (2:Ny-1) . *dpe_dx (n) /gamma;
$falta afiadir el termino del gradiente de presiones

rt (Ny)=te(n);

tn(1:Ny)=(At\rt')"'

figure (1)

hold on

plot(tn,yv, 'b")

pause (0.01)

hold off

oe

$TRANSFERENCIA DE CALOR

dtdy O0(n)=(fl1*tn(1)+£2*tn(2)+£3*tn(3)) *sgrt (Re) . *cappanml (
1);

g(n)=(£1*tn(1)+£2*tn (2)+£3*tn(3) ) *sgrt (Re) ;

oe

o

Densidad, viscosidad
rho (1:Ny) pe ./tn (1:Ny) ;
mumol (1:Ny)=tn.”omega.* ((1+CSuth) ./ (tn+CSuth)) .”sigma;

o°

dudy O0=fl*un(l)+£f2*un(2)+£3*un(3);
Cf(n)=(2/sgrt (Re) ) *mumol (1) *dudy O0;

o\°

o\°

Calculo de wvn

durhon (1:Ny)=(un.*rho-urhonml) /hx (n)
vrhon (1)=0;

for j=2:Ny,
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vrhon (j)=vrhon (3j-1)-0.5* (yv (3) -yv(j-
1)) * (durhon (j)+durhon (j-1));
end
vn=vrhon./rho;
% a estacidédn siguiente
unml=un;
vnml=vn;
tnml=tn;
rhonml=rho;
mumolnml=mumol;
end
$CALCULO DE CD

CDhf=trapz (xv,CLf.*tX);
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