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Resumen

En el presente articulo nos proponemos analizar uno de los problemas propuestos al
alumnado de 2° de E.S.O. que particip6 en la vigésimo cuarta edicion de la fase regional
de la Olimpiada Matematica Thales, la cual ha tenido lugar en Jaén en 2008.

Abstract

In this paper, we analyze one of the problems proposed to those students of 2" year of
E.S.O. who participated in the 24™ regional edition of the Mathematical Olympiad
Thales, which was celebrated in Jaén in 2008.

1. Introduccion

La importancia de la resolucion de problemas en el aula de Matematicas no es tan s6lo
un principio deseable, sino que debe convertirse en una realidad a tener en cuenta en el
proceso de ensefanza-aprendizaje de las Matemadticas. En los diferentes documentos
curriculares se destacan como un objetivo general (MEC, 2006). En especial, el
curriculum andaluz establece la resolucién de problemas como un nucleo temético
transversal con entidad propia, destacando que dicha resolucién debe convertirse en un
eje vertebrador de la ensefianza de las Matematicas a lo largo de la ensefianza
secundaria. Ademds la LOE establece un nuevo concepto: competencias bdsicas,
entendidas como un saber aplicado a un contexto que deben ser desarrolladas por el
alumnado. En especial, la competencia en razonamiento matematico conlleva la
capacidad del alumnado para resolver cuestiones en el d4mbito de la vida cotidiana. El
énfasis en la ensefianza de resolucion de problemas surge del consenso de la comunidad
de educadores matematicos, que percibe este elemento como un campo de trabajo con
autonomia propia. Los Estdndares del NCTM (2004) recogen que la resolucién de
problemas debe incidir en:

e Construir un nuevo conocimiento matematico.

® Desarrollar la disposicién para formular, representar, abstraer y generalizar
situaciones.
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En este articulo planteamos una serie de estrategias seguidas por el alumnado de 2°
curso de E.S.O. (13-14 anos) participante en la fase regional de la XXIV Olimpiada
Matemdtica Thales, con la intencién de potenciar la resoluciéon de problemas.
Especificamente, la Sociedad Andaluza de Educacién Matematica Thales crea en 2005
el Grupo de Trabajo “Seminario de Elaboraciéon de Problemas”, con la intencién de
elaborar problemas destinados en concreto a una actividad consagrada como es el caso
de la Olimpiada Matematica que organiza la propia Sociedad. Los puntos que tiene en
cuenta este grupo de profesionales son:

Adecuar los enunciados de los problemas al nivel cognitivo del alumnado.
Atender a la normativa vigente.

Tener en cuenta las distintas heuristicas.

Asimilar los diferentes contenidos curriculares.

Potenciar la creatividad.

Incentivar que los problemas supongan un verdadero reto para el alumnado
participante.

2. Estrategias para la resolucién de problemas

La importancia concedida desde los diferentes dmbitos a la resolucién de problemas
plantea una nueva cuestion: como resolver problemas. En la literatura encontramos
estudios sobre estrategias que ayudan al alumnado cuando éste tiene que enfrentarse a
un problema matemadtico (Polya, 1982; Mason, Burton y Stacey, 1988; Brandsford y
Stein, 1993). Estos trabajos muestran diversas formas de afrontar el problema y actuar
de acuerdo al contexto. Entre las distintas estrategias que encontramos sobre resolucién
de problemas en Matematicas podemos destacar las siguientes (Polya, 1982):

e Comprender el problema estableciendo cudl es la meta, los datos y
condiciones de partida.

e [dear un plan de actuacién que permita llegar a la solucién, conectando los
datos con la meta.
Llevar a cabo el plan ideado previamente.

e Volver atrds para comprobar el resultado y revisar el procedimiento a
utilizar.

Vamos a utilizar el modelo de Polya (1982) para analizar las posibles soluciones
del problema que hemos elegido.

3. Planteamiento y analisis del problema.
El problema elegido para su andlisis fue propuesto en el Grupo de Trabajo
anteriormente mencionado por nuestra compaiera Carolina Ruiz Aguaded, profesora

del Departamento de las Ciencias y Filosofia de la Universidad de Huelva, siendo su
enunciado el siguiente:
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Problema n°5: PUEBLO DE FIESTA

Para la celebracion de la Jornada Matemdtica se ha

construido una caseta con forma de prisma regular

donde puedan desarrollarse todas las actividades y

juegos previstos. La parte superior de la caseta se ha

adornado con cadenetas de colores de distinto tamario

que unen todos sus vértices entre si y para ello han sido necesarias 4 cajas de 10
cadenetas cada una, si bien han sobrado de una de ellas. Para decorar el suelo, se
van a colocar alfombras triangulares que unan dos vértices consecutivos y que
confluyan en el centro de la misma. La empresa que nos confeccionard las alfombras
nos pide las medidas de los dngulos de las mismas. Ayuda a los organizadores a
calcular las medidas de estos dngulos.

Algunos de los motivos por lo que se ha elegido este problema para el presente
andlisis han sido:

e Dificultad del enunciado y el consecuente conflicto de comprension del
mismo por parte del alumnado.

e (Confusion en el dibujo, relacionado con el concepto de cadeneta, que ha
podido ser tratado como cadena rigida en lugar de como material flexible.

3.1 Comprender el problema

El primer paso para afrontar un problema es la comprension del enunciado. El alumno
debe ser capaz de identificar los datos del problema y la cuestion que debe resolver.
Esta tarea se complica cuando el alumno se encuentra con un problema de enunciado
largo, en el que hay gran cantidad de datos y la respuesta a la cuestién no es una
consecuencia inmediata de los datos presentes en la redaccion del enunciado. Otro
elemento a tener en cuenta son los datos enmascarados, datos que no aparecen a simple
vista pero que son derivados de alguna informacién que aparece en el enunciado o bien
datos que no parecen tales por no estar expresados en lenguaje matemético.

En este problema los datos son los siguientes:

— Poligono Regular.
— Los vértices se unen entre si.

— Cuatro cajas de 10 cadenetas (es necesario identificar este dato como 40
cadenetas).

— Sobran cadenetas de una caja (dato que plantea nuevas posibilidades: que
sobren 1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8 0 9 cadenetas; es decir, que en total haya 31, 32,
33, 34, 35, 36, 37, 38 0 39 cadenetas).

— Las alfombras son tridngulos iguales.

— Un vértice de la alfombra estd situado en el centro del poligono regular.

La cuestion que se pide a los alumnos es calcular cudnto miden los dngulos de las

alfombras, pero es evidente que para calcular las medidas de los &dngulos con
anterioridad se debe averiguar cudl es el poligono de las bases de la caseta de feria.
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Luego se observan muchos datos que deben ser utilizados para contestar a la cuestion
planteada.

3.2 Idear un plan.

Trabajamos con poligonos regulares, con lo que la primera idea que los alumnos suelen
plantear es dibujar éstos y ver cudntas uniones entre vértices hay. Esas uniones serédn las
cadenetas utilizadas. Asi comenzamos a considerar el poligono més simple, el tridngulo,
y observamos que sOlo necesitamos tres cadenetas. A continuacién el cuadrado y
observamos 6 cadenetas (4 de los lados y las 2 de las diagonales). Si continuamos el
proceso deberiamos llegar a un poligono que nos permita utilizar un nimero de
cadenetas entre 31 y 39.

El problema que se nos plantea es contar diagonales y aristas sin tener que dibujar
todos los poligonos y todas las diagonales, ya que el nimero de cadenetas es igual al
nimero de lados més el nimero de diagonales.

Observemos casos particulares como medio para obtener pautas con vistas a
generalizar. Esta es la estrategia que intentan algunos de los alumnos y que nosotros
vamos a explorar. Serd nuestro plan de actuacién, si bien no debemos olvidar que
averiguar con qué poligono estamos trabajando sélo es la primera fase del problema, ya
que nuestro objetivo es calcular los dngulos de las alfombras.

3.3. Llevar a cabo el plan.

3.3.1. Conteo de diagonales.

El conteo de diagonales se puede realizar de diversas formas:

« Contar sistemdticamente las lineas nuevas, que parten desde cada punto
(vértice).

«  Multiplicar y hallar la mitad: (lineas que pasan por un punto - n° de puntos) /
2.

« Contar desde un punto de vista diferente: contar lineas saltando un punto,
saltando dos puntos,...).

«  Buscar patrones (induccion).

Figura 1: Respuesta alumno - Dibuja el poligono y realiza conteo

Epsilon 72, Vol. 26, No. 2 (2009), pp. 23 — 37



Veamos algunos procedimientos concretos:

PROCEDIMIENTO 1:

Organizar la informacion por medio de tablas es también una estrategia que puede
ayudar a la resolucién del problema, asi como utilizar representaciones diversas
(imdgenes, diagramas, simbolos, notacién,...) que permitan la visualizacién y
simplificacion del problema. La mejor manera de empezar es abordar un caso concreto
y seguir con algunos casos particulares. Asi, el menor poligono que se puede construir
tiene 3 lados (tridngulo), por lo que se puede comenzar con €l viendo el nimero de
diagonales que posee. Usaremos la notacion: n = numero de lados del poligono, d =
ndmero de diagonales.

n=3 d=0
n:4 d:2
n=5

d=
n=6

d=9
n=

d=14

n=_8

En nuestro caso, otra forma de representar los graficos puede consistir en
considerar solo los vértices del poligono, con lo que tendriamos poligonos estrellados:

Si trazamos las diagonales siguiendo un orden nos damos cuenta de:
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n Conteo Total Diagonales | Lados + Diagonales
3 0 0 3
4 1+1 2 6
5 24241 5 10
6 | 3+3+2+1 9 15
7 | 44+4+342+1 14 21

Generalizar constituye el verdadero nervio de la matemdtica. El proceso de
generalizacién comienza en cuanto se intuye un cierto esquema general subyacente,
aunque todavia no se pueda expresar claramente (Mason, Burton y Stacey, 1988).

Luego, para generalizar es necesario conjeturar. Asi, suponemos que el conteo para
n lados serfa:

(n-3) + (0-3) + (0-4) + (0-5) +...+ 1 = (n-3) + (n-3) + Z i_

_4n-12+4n"-4n-3n+12 _ n’ - 3n n(n - 3)
2 2 2

En la resolucién de un problema es importante comprobar cualquier intuicién con
algunos ejemplos (particularizacién), asi como comprobar inmediatamente los calculos
o razonamientos hechos y si dicha solucién resuelve de hecho el problema planteado.
En nuestro caso, probamos si funciona para un nimero de términos conocido:

n Férmula Diagonales

3138=3_3-0_, 0
2 2

414(a-3 a1 _ 2
2 2

S15(5-3) _5-2 _, 5
2 T2

6 6(6-3) 6 3 _ ?
2 2

N n(n - 3)

2

PROCEDIMIENTO 2:

Podemos llegar a la dltima férmula de otra manera, mediante la utilizacion de grdficos,
representando los primeros puntos graficamente y buscando la curva que mejor se
aproxima a estos puntos.
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Parece que es una funcién cuadritica: f(x) = a-x>+ b-x + c. En concreto:
Six=3=9a+3b+c=0
Six=4=16-a+4b+c=2
Six=5=25a+5b+c=5

Resolviendo el sistema: a = 1/2, b =-3/2, ¢ = 0. Entonces:

2 x2—3x_x(x—3)
f()=1/2-x2-32-x+0=—5— = —

PROCEDIMIENTO 3:

Veamos ahora otra forma de hallar las diagonales de un poligono utilizando la estrategia
de organizar la informacion y utilizar tablas. En este caso elaboramos una tabla con las
diferencias entre el nimero de diagonales de un poligono de n lados y el nimero de
diagonales del anterior (n-1 lados).

n d Diferencias

3 0 R

4 2 2-0=2

5 5 5-2=3

6 9 9-5=4

7 14 14-9=5
(n-1)(n -4

n-1 dm:f -
n-(n-3)

n dn:f 1’1-2 ™

nn -3 (-1 -24 n —3n —(n* —4n —n + 4 on — 4
O B - - - Bzt oa,

Observamos asi que el nimero de diagonales de un poligono de n lados coincide
con la suma del nimero de diagonales de uno de n -1 lados mas (n - 2). Es decir:

dn=dn-1 + (n-2)
Lo comprobamos en los primeros términos:
n dp=dp1 + (n-2)
3 0
4 | 0+@4-2)=2
5 2+(05-2)=5
6 5+(6-2)=9
7 | 9+(7-2)=14
n dp=dp1 + (n-2)
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Asi por ejemplo, si n=10:

dio=do+ (10-2)=do+8=(ds+7)+8=(d7+6)+7+8=(ds+5)+6+7+8=

(8 + 2)7 70

=..= (d3+2)+3+4+...+8=d3+(2+3+...+8)=d3+T =0+ S = 35

Obsérvese que coincide con el resultado de aplicar la férmula de los procedimientos

anteriores:

dip=35= 10

- (10 = 3)

El razonamiento anterior podria obtenerse también con una tabla del siguiente tipo:

N° lados 3

Diferencias 2

N° de diagonales

W
0

4
3

2

SN
9 14

5 6 7 8
4 5 6 7

5 20 27

Las flechas indican la suma del nimero de diagonales con las diferencias situadas
en la vertical en dicha tabla y que da como resultado el nimero de diagonales del
poligono siguiente (ej. O diagonales en tres lados + 2 diferencias = 2 diagonales en
cuatro lados). Otra posible tabla seria:

Lados
Diagonales

1# Diferencias
2% Diferencias

3
0

4
2

5 6 7 8

5 9 14 20
3 4 5 6

1 1 1

3.3.2. Calculo del numero de cadenetas.

Hemos resuelto ya el problema de las diagonales, pero nuestro problema inicial era el de
las cadenetas. Debemos volver a él eliminando las restricciones que hemos realizado al
resolver el problema de las diagonales. Basta con sumar por tanto el nimero de lados al
numero de diagonales obtenidas anteriormente:

Poligono Lados+Diagonales
Tridngulo 3

Cuadrado 6

Pentdgono 10

Hexagono 15

Heptdgono 21

n-agono ne®-3 _n-n-1

2 2
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Otra posibilidad para resolver un problema matematico es aplicar formulas
matemdticas. En este caso nuestro problema puede resolverse de forma directa por
combinatoria:

n! n-(n-1)

c? = =
(n—-2)'2! 2

Nosotros queremos destacar que nuestros alumnos son de 2° ESO y por lo tanto la
generalizacion y las estrategias aqui planteadas pueden no estar a su alcance. No
obstante, queremos destacar la soluciéon de un alumno que percibe la similitud de la
pauta con los nimeros triangulares:

A $3X
L/VJ 2
g o6 x /OIAQAE\«JW UWJL,-,
,bLLm L2 [_M‘-' Z»{w e N
& oy
15 X

L T :
f"f.";f",f_‘ s 3 34 4 ;
L |:.I i i) /..';,- b I’-/}'B“E/T'\-QIL’“ dwﬂi & .}4 kL :
-:/bf k d‘h"-l:]. ~ W A o i

L “\M YD \I;/"

._J_,, M g VL TAYA <

| r“vxmq»% , A U o B g i
a0 pl o8

g, g h wr v
g

Figura 2: Respuesta alumno con niimeros triangulares

También hay quien intenta generalizar una férmula del proceso:
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Figura 3: Respuesta de un alumno (generalizacion)

En cualquier caso, sea cual sea la estrategia utilizada al final el alumno deberd
comprobar qué resultado nos da un nimero de cadenetas entre 31 y 39, observando que:

Octégono: 8 + 20 =28 < 31
Enedgono: 9 + 27 =36
Decédgono: 10 + 35 =45 > 39

Luego el poligono regular buscado es un ENEAGONO.

Epsilon 72, Vol. 26, No. 2 (2009), pp. 23 — 37



c {'L\'

o S e wiEELn, g hi S /J

///}A/ H t | ]
e henes Diagona'6s  + lecles gvL Stan

+ [ag goa base tiene

:..Jn.;avl'n. : WY EC28 wy -.'I

A ™
0 g wet Dodde wmbke L@ = 16
V0 =26 = &4
L &g 222 F2-
I|l
Gl ehoks conbeal
rl Cucdla cepn =5 ]
: . ta f\enc. 160 E,-:LCQ-E im, auctles e te cntre o
o log e qacols . A i - "
ol S'I{'S St ohierig {*42 rE .._-\ﬁ.fi-c.\ G ',:J,\ qles |, Y un Yriein ke fuen
Aoy, -\ LgE A : 2 I" : ;
i ; y el ocesoliad SE CUCE  wn iy day lo gue we e
que Tlenen ) '

36 i _If_‘{_,-‘}a -II?_U 'L.Ku\.‘; (I:l li“"" l-“"‘LST
Figura 4: Respuesta alumno - Comprueba distintos poligonos

3.3.3. Cdlculo de los dngulos.

Pero recordemos que adin tenemos que buscar los dngulos de las alfombras y es aqui
donde se utiliza que el poligono es regular. La regularidad no era un dato determinante
para la deteccion del poligono pero si para poder calcular los dngulos de las alfombras.

Esta fase tiene menos complicaciéon que la anterior ya que podemos solucionar el
problema dibujando el poligono regular y las alfombras y observando las caracteristicas
de los angulos dibujados. Muchos alumnos deciden dibujar una figura mas facil (el
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enedgono regular no es sencillo de dibujar) como ayuda para determinar el célculo de
los angulos.

La mayoria de los alumnos resuelven el problema siguiendo uno de estos procesos:

1. a) Conocer cuanto mide el dngulo central de un poligono regular (360° / n° de

lados).
b) Utilizar que la suma de los dngulos de un tridngulo es 180°.

Solucién: 360°/9=40° — 40° + x + x = 180° — x = (180°—-40°) /2 =70°.

2. a) Calcular un dngulo del enedgono regular.
b) Dividir el dngulo obtenido por la mitad para hallar la medida de los dngulos
iguales del tridngulo is6sceles que es la alfombra.
c¢) Utilizar que la suma de los angulos del tridngulo es 180° para calcular el
tercer dngulo.

Solucién: 180-(n-2) / n=180°- (9-2) /9 =180°- 7/9 = 140°
140°/2 ="70°
70°+70°+x =180 — x =180°- 140° =40°

Luego, los angulos son: 40°, 40° y 70°.
3.4 Revision de las respuestas obtenidas.

En primer lugar queremos destacar dos de las respuestas mds originales dadas por los
alumnos:

1. Numeros triangulares (Figura 2): El alumno se da cuenta de la relacién que
existe entre el nimero de vértices (puntos) y el nimero de segmentos con los
que se pueden unir.

2 puntos---------- 1
3 puntos---------- 3
4 puntos---------- 6
5 puntos--------- 10
6 puntos---------- 15

Saca como conclusiéon que la cantidad de segmentos que se pueden trazar
coincide con la serie de nimeros triangulares y lo que hace es continuar la serie:
21, 28, 36 y 45. De esta forma averigua que el nimero buscado es el 36, que es
el unico que estd comprendido entre 30 y 40 A continuacién asocia dicho
numero con el poligono de 9 vértices.

2. Generalizacion (Figura 3): El alumno, tras observar lo que ocurre en el
(n—l)2 +(n-1)
2

para calcular la suma de lados y diagonales de un poligono. Con ella averigua
que el nimero de cadenetas utilizadas es de 36 y corresponde al enedgono.

cuadrado y el pentdgono, generaliza y construye la férmula
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La férmula utilizada por el alumno es equivalente a n+

n{n-3)  n(n-1)
y a
2

que son mdas conocidas y que resultaria mas facil de que el alumno la hubiese
visto en clase o en algun libro.

Durante la correccion del problema, se han observado las siguientes dificultades
con las que se ha encontrado el alumnado:

Desconocimiento del concepto de figura regular. Asi por ejemplo se ha dado
el caso de participantes que han basado su resoluciéon en una figura
rectangular.

Dificultad en la segunda parte del enunciado (proceso inductivo/deductivo),
donde se pasa de trabajar en la parte superior de un prisma regular
(cadenetas) a trabajar en la parte inferior del mismo (alfombras).
Interpretacion equivoca respecto al hecho de que cada cadeneta por separado
tiene sus dos extremos colocados en vértices del prisma, pudiéndose
entrecruzar distintas cadenetas entre si.

De hecho, consultando directamente a los propios participantes, estos han indicado
las siguientes dificultades con las que se han encontrado:

Mala expresion del problema: “Han sobrado” / “Ha sobrado”.

Mis de un alumno pensé que sélo habia sobrado una cadeneta.

Darse cuenta del poligono que se usa.

Intento de usar un hexdgono, un cuadrado o un tridngulo equildtero en vez de
calcular que era un enedgono.

Confundir una cadeneta con el eslabén de una cadena.

No saber que habia que calcular la figura.

No saber computar el nimero de lados y diagonales para hallar el poligono.
No saber qué relacién tienen las distintas cadenetas entre si.

No saber por qué no aparecen explicitamente las longitudes de las distintas
cadenetas.

No saber que hay que usar lados iguales para formar una figura regular.
Confundir prisma regular con poliedro regular.

Falta de tiempo para calcular los dngulos.

Dificultades para percibir que deben unir con cadenetas las diagonales.
Piensan que s6lo se tenia que unir los vértices contiguos (lados).

4. Conclusiones

En la resolucion de este problema hemos observado la importancia de comprension del
problema (datos y cuestiones) como primera fase para resolverlo. Las dificultades que
aparecen en la resolucion de los alumnos provienen de la longitud del enunciado, la
falta de comprension de términos pero también de la existencia de datos enmascarados
que son fundamentales en el proceso.

Una vez comprendido el problema, determinados los datos y la cuestion a resolver
los alumnos tienden a la particularizacion como principal estrategia con vistas a
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resolver el problema. Las dificultades vienen cuando intentan hacer el proceso
contrario, deducir a partir de casos particulares. Son muchas las estrategias que se
pueden utilizar pero inferir comportamientos es complicado en alumnos de estas
edades. Ante estas dificultades los alumnos prefieren continuar la serie de
particularizaciones para lograr alcanzar la solucién del problema, a pesar de lo
engorroso de los cdlculos.

Por tltimo, queremos destacar cémo este problema planteado en el contexto de una
Olimpiada Matematica engloba numerosas estrategias de resolucion y gran niimero de
conceptos, si bien su principal riqueza es plantear un reto a los alumnos desde diversas
perspectivas de la resolucion de problemas. Es éste un problema claro en que las
heuristicas de resolucion de problemas se convierten en una estrategia en si misma
necesaria para su resolucion.
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