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CAPITULO 1

EL PROBLEMA DE LOCALIZACION EN DOS
REGIONES CON DISTINTAS METRICAS

1.1 Introduccion

Un problema de localizacion consiste, esencialmente, en buscar la mejor ubicacion de
una o varias instalaciones, dentro de una region, que atienda las necesidades de otro
conjunto de instalaciones ya existentes, referidas a veces como puntos de demanda,

representadas tanto unas como otras por puntos de cierto espacio de trabajo.

El término instalacion (facility) hay que entenderlo en un sentido muy amplio e incluso
de distinta naturaleza en un mismo problema. Podria ser un centro de distribucion que
atiende a la demanda de una cadena de supermercados, un hospital que atiende a un
conjunto de poblaciones, una fabrica que atiende a las fuentes de materias primas y a
los centros de distribucién, uno o varios concentradores que atiende a diversos
ordenadores dentro de un edificio, una estacion de bombeo o/y depuradora de agua que

atiende las necesidades de nticleos de poblacion de distinta naturaleza, etc.

Si los nticleos de poblacion no desean la cercania del centro de servicios porque su

actividad puede ser molesta, o potencialmente perjudicial para sus habitantes,
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Capitulo 1: El problema de localizacion simple en dos regiones con distintas métricas

hablaremos de problemas de localizacion de centros no deseados. Las primeras
investigaciones en estos problemas se situan alrededor de 1980 y surgen de la inquietud
que ha despertado en los ciudadanos las instalaciones potencialmente contaminantes,

como son los vertederos, las centrales nucleares, etc.

En caso contrario, si el deseo es situar la instalacion lo mas cerca posible del conjunto
de puntos de demanda, hablaremos de problemas de localizacién de centros deseados o
simplemente problemas de localizacién que, con las restricciones que expondremos

mas adelante, seran los que estudiaremos en este trabajo doctoral.

De la definicion anterior se desprende que, en primera instancia, varios son los factores

a tener en cuenta:

- ¢Cual es el espacio de trabajo?

- ¢Cudl es la region donde ubicar la nueva instalacion y cuales son los lugares

posibles?
- ¢Con qué criterio decidimos que una ubicacion es mejor que otra?

En referencia al espacio de trabajo, nos centraremos en un espacio bidimensional en el
que los puntos se representan con dos coordenadas y se puede aplicar a regiones
terrestres no muy amplias, donde no tiene mucha importancia la curvatura terrestre. En
otras ocasiones la zona geografica es tan amplia que, aunque sigamos representando los
puntos con dos variables, el espacio de trabajo seria la superficie esférica del globo

terraqueo.

El espacio bidimensional es el mas habitual en los trabajos sobre localizacion pero
también podriamos estar interesados en otros espacios de mas dimensiones, como seria
el caso de situar la instalacion en un edificio de varias plantas, bajo el agua o en el aire,
con lo que necesitariamos una tercera coordenada para indicar la altura. En otras
ocasiones el espacio de trabajo se limita a una linea y basta con una Unica variable para
representar los puntos. En este caso, la dificultad del estudio se reduce
considerablemente y se aplica en caso de que las instalaciones existentes, y las nuevas,

sean contiguas a una carretera, linea férrea o corriente de agua. Como ejemplo,
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1.1 Introduccién

podriamos estar interesados en ubicar un hospital junto a una carretera que de servicio a

ntcleos de poblacion proximos a la misma.

En segundo lugar hemos de concretar la region donde se puede ubicar la nueva
instalacion. La naturaleza finita de las instalaciones existentes no conlleva
necesariamente que la region de posibles soluciones sea también discreta. Aunque en
ocasiones podemos modelar la region de forma discreta, por los nodos de una red o
grafo, nos centraremos en los modelos que podemos describir a través de variables

continuas, hablando asi de lo que se conoce como problemas de localizacion continua.

En el caso discreto, hemos de enumerar todos los lugares en los que podemos ubicar las
nuevas instalaciones, no asi en el caso continuo en el que los posibles candidatos son
todos los puntos de nuestro espacio de trabajo y nuestra labor sera poner de relieve los
mejores candidatos. De este modo, los modelos de localizacion continua actian como
“generadores de lugares” (Love et al. 1988), y siempre tendran una marcada

componente geométrica.

Hay que comprobar, sin embargo, que las posibles soluciones deben pertenecer a la
region factible, region donde es posible ubicar las nuevas instalaciones. Es de esperar
que dicha region esté descrita por restricciones que no sean demasiado complicadas,
por ejemplo, la forma rectangular de una placa de circuito impreso. Cuando el espacio
de ubicacion es de naturaleza geografica, la region factible casi siempre se describe
como el interior de una region poligonal, cuyo limite se especifica por una secuencia de
sucesivos puntos (corners), que van a ser conectados por segmentos, lo que suele ser
frecuente cuando los datos provienen de los SIG (Sistemas de Informacién Geografica).
En otras ocasiones, motivos técnicos, econdmicos o politicos hacen que la region sea

mucho mas complicada.

En algunas ocasiones, como las situaciones estudiadas en este trabajo, el modelo no
requiere de una region factible y hablaremos de un problema sin restricciones. Debe
quedar claro, sin embargo, que tales modelos tienen naturaleza tedrica y que
practicamente todas las aplicaciones al mundo real tienen restricciones espaciales.
Dichas restricciones hacen que el modelo sea mas complejo que el homodlogo sin
restricciones y a menudo no se tienen en cuenta. Con algo de suerte, el modelo sin

restricciones produce una solucion factible para las restricciones reales.
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Capitulo 1: El problema de localizacion simple en dos regiones con distintas métricas

Generalmente esto no sucede, y hemos de tener en cuenta las restricciones en el
proceso de solucion. Sin embargo, el conocimiento de soluciones para el modelo sin
restricciones es a menudo muy T1til en la solucion del problema con restricciones. Asi,
los modelos sin restricciones tienen su utilidad como un primer paso en el proceso de

solucion, y su estudio no debe ser descuidado.

El tercer factor a tener en cuenta consiste en la especificacion de un objetivo, es decir,
la definicion de criterios para la eleccion de las mejores opciones o, al menos, las
opciones que no se puedan mejorar facilmente. Es frecuente que los modelos estén
definidos como problemas de optimizacion, que tratan de reducir algunos costes, dafios

o molestias o/y maximizar alguna utilidad, calidad o bienestar.

En los problemas mas faciles, el objetivo se establece como un criterio tnico, pero en
muchas aplicaciones (por no decir en todas) hay varios criterios simultineamente
(modelos multicriterio). Mientras que la primera situacion conduce al problema clasico,
pero de ninguna manera sencillo, de encontrar un punto minimo o maximo de una
funcion de las variables que intervienen, en el segundo caso el objetivo real es menos
definido. Las opciones pueden ser tratadas de diferentes maneras, y lo que es tal vez

peor, pueden dar lugar a diferentes soluciones.

El método mas popular consiste en la determinacion de soluciones eficientes, que son
aquellas soluciones para las que no existe otra solucion factible que sea, al mismo
tiempo, tan buena para todos los criterios y mejor estrictamente por lo menos en uno de
los criterios. Lamentablemente este conjunto suele ser dificil de determinar y, a
menudo, demasiado grande para ser de utilidad directa en una toma de decisiones, ya

que no apunta hacia una solucién precisa.

Se puede argumentar, sin embargo, que esta tltima situacién no es quiza tan mala en
absoluto. En efecto, por un lado, los modelos continuos de localizacion se utilizan a
menudo como una primera aproximacion a los problemas del mundo real: incluso si
sabemos que el modelo adecuado para su problema es discreto o se basa en los nodos
de una red, estas representaciones suelen exigir mayor cantidad de datos, que no
siempre pueden obtenerse facilmente sin gran esfuerzo o coste. Podemos entonces

utilizar una menor demanda de datos de descripcion de un espacio continuo como un
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1.1.1 Modelando con distancias

“rapido pero sucio” método para determinar qué regiones son las mas prometedoras

para ser estudiadas con mas precision.

Por otro lado, los modelos de optimizacion estin basados en formulaciones
matematicas precisas de las variables, limitaciones y objetivos, por lo que solo
describen los aspectos cuantitativos del problema en cuestion, sin tener en cuenta los
aspectos cualitativos que se presentan con frecuencia, por lo que la evaluacion de la
mejor solucion deberia dejarse en manos de los tomadores de decisiones. Ademas, los
datos en los que estos modelos se basan suelen ser aproximaciones, ya sea por datos no
disponibles o por la incertidumbre, debido a los constantes cambios en el entorno que
reflejan. En tales situaciones, el modelo de optimizacion debe ser considerado
solamente como una herramienta de ayuda, ya que no se modela para determinar las
decisiones precisas (soluciones optimas), sino mas bien sugerir las mejores decisiones
por la eliminacion de soluciones inadecuadas. Esto se puede realizar a través de un
analisis de sensibilidad de las soluciones obtenidas que toma la forma de una region de
soluciones casi-Optimas, o que contiene soluciones Optimas para cualquier situacion

que pueda surgir.

1.1.1 Modelando con distancias

Aparte de caracteristicas locales, como el costo de la tierra que pueden diferir de un
lugar a otro, lo que siempre distingue a un lugar de otro es su posicion relativa respecto
de otros puntos, y una de las propiedades mas basicas de la posicion relativa es la
distancia. Practicamente todos los modelos de localizacion continua tienen que ver con
las distancias entre los puntos. La distancia es la descripcion matematica de la idea de
proximidad, y esto puede adoptar muchas formas diferentes, dependiendo de la
aplicacion. Por ejemplo, en regiones “complicadas” como son las montafiosas,
pantanosas, marismas, e incluso las ciudades, sucede con frecuencia que dos lugares
sean muy “cercanos”, pero el desplazamiento fisico de un lugar a otro puede requerir
un desvio grande o, en otras palabras, un gran coste debido al tiempo necesario para
desplazarse por carreteras sinuosas o/y con pendientes variables o por calles en zigzag.
Es decir, la distancia no s6lo mide la cercania espacial sino que mide también la

cercania temporal entre dos puntos. Por tanto, el conocimiento de la posicion de dos
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Capitulo 1: El problema de localizacion simple en dos regiones con distintas métricas

puntos (por sus coordenadas, por ejemplo) no es suficiente para calcular su distancia, se
debe saber qué tipo de medida de distancia debe ser considerado, y son posibles

muchos tipos.

En el contexto de dos o mas dimensiones del espacio afin, la mas conocida es la
distancia euclidea, que mide la cercania entre dos puntos considerando la longitud del
segmento que los une, lo que tradicionalmente se declara como el camino mas corto
entre dos puntos es la linea recta. Si los dos puntos se describen, por ejemplo en el
plano, por sus coordenadas X(x,y) y P(a,b), relativas a un sistema de coordenadas
ortonormal (los ejes son perpendiculares y utilizan la misma escala), entonces la

distancia euclidea se obtiene como:

d,(X.P)=\(x=a)* +(y=b) .

Este es quizas el ejemplo apropiado en la comunicacion verbal, pero ciertamente no es
adecuado para la distancia de viaje, excepto en el caso muy raro en el que uno puede
desplazarse en todas direcciones con la misma facilidad, como a veces en un desierto o
en el mar. Otras medidas, muy diferentes a la distancia euclidea surgen cuando s6lo
algunas direcciones de marcha estan permitidas. Esto sucede en la practica en las
ciudades o con algunos tipos de maquinaria como, por ejemplo, un taladro
automatizado. A menudo se mueve sobre una mesa de perforacion por dos motores,
uno en horizontal y otro en direccion vertical (sin tener en cuenta un tercer motor que

lo mueve arriba y abajo).

Por razones técnicas, puede ser que los motores no puedan trabajar en paralelo, con lo
que el tiempo total necesario para mover el taladro de una posicion a otra es la suma de
los movimientos horizontal y vertical (ver figura 1.1). En este caso la medida de
distancia apropiada sera la distancia rectangular, también conocida como la distancia de

Manbhattan, debido al trazado rectangular de sus calles, dada por:
d(X,P)=|x~a|+|y-b]|.

Si ambos motores pudieran funcionar simultdneamente, y con el mismo nivel de
potencia, el taladro se moveria en un tiempo mucho mas corto desde el punto X al
punto P. Empezarian ambos motores juntos y cuando el taladro alcance la posicion

horizontal o vertical de P se pararia el motor correspondiente, por lo que el tiempo total
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1.1.1 Modelando con distancias

de viaje es el mas grande entre los tiempos de viaje horizontal y vertical, y tenemos otra

medida de la distancia:

b

d, . (X,P)=Max{|x-a

y=bf}.

X X X

max

P P P
Figura 1.1: Desplazamientos segun la norma.

Notese que la trayectoria del taladro se compone de dos partes: una diagonal orientada,
mientras que ambos motores trabajan juntos y, una parte horizontal o bien una vertical,

dependiendo de qué motor se detuvo primero; también las velocidades reales a lo largo

de estos caminos son diferentes: en la diagonal, la velocidad es V2 veces mayor que en

la Gltima parte (Plastria, 2002).

Estos tres ejemplos son casos particulares, para p=1,2,0, de una distancia mas

general, conocida como distancia d, 6 “redonda”, cuya formulacion es:

d,(X,P)={|x=a|" +|y =", con pO[l,].

Esta situacion puede ser ampliamente generalizada si admitimos movimientos en un
numero finito de direcciones fijas y sus velocidades correspondientes. Habra muchas
maneras posibles de pasar de un punto a otro, y se elige la que toma menor tiempo, lo
que determina la distancia. De esta manera se obtiene una amplia clase de medidas
llamadas distancias block o distancias poliédricas. Este nombre proviene del hecho de
que cualquier “bola de radio 77, es decir, el conjunto de todos los puntos que distan de
otro (origen de la bola) a lo sumo 7, es un poligono convexo (o poliedro en dimensiones
mas altas). Sus vértices pueden obtenerse desplazandose desde el mismo origen en cada
direccion permitida, y a la velocidad correspondiente, en un tiempo r; finalmente se
toma la envolvente convexa de todos estos puntos que, en el caso del plano, es el menor

poligono convexo que los encierra.
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Capitulo 1: El problema de localizacion simple en dos regiones con distintas métricas

Aparte de las distancias rectangulares y maximo, distancias mas generales que la
euclidea, como son las distancias poliédricas, no suelen ser directamente aplicable en la
practica. Se utilizan, sin embargo, como aproximaciones a otras distancias, y a menudo
conducen a problemas de localizacion que son mas faciles de resolver. Por ejemplo, se
obtiene un valor aproximado bastante bueno de la distancia euclidea entre dos puntos
en un mapa, utilizando una distancia hexagonal calculada por superposicion de una
malla hexagonal regular en el mapa y contando el nimero de celdas hexagonales que

debe ser atravesada.

Dando otro salto hacia distancias mas generales se llega a la familia de las distancias de
Minkowski (gauge), que consiste en todas las nociones de distancia posibles que
satisfacen la conocida desigualdad triangular (cada lado de un triangulo es menor que la
suma de los otros dos) y son funciones convexas. Cada conjunto B convexo, cerrado y
acotado, que contenga al origen, es la bola unidad para alguna medida de distancia. A
partir de este conjunto se define la distancia de Minkowski, con bola unidad B, con la

formula:

d,(X,P)=d,(0,X - P)=min{r >0| X -POrB}.

En la practica, existen obstaculos en los desplazamientos, como lagos, rios, abismos, y
las trayectorias o/y velocidades deben adaptarse a diferentes terrenos o a influencias
externas, como las pendientes, los vientos o las corrientes. La influencia de una
corriente constante (si no es demasiado fuerte) es relativamente facil de tener en cuenta

en las distancias d,, simplemente mediante la adicién de un término de perturbacion

lineal en la formula de la distancia (Plastria, 1992), destruyendo entonces la simetria de

la distancia euclidiana: la distancia de ida ya no es igual a la distancia de vuelta

Los efectos que otras circunstancias tienen en el célculo de la distancia entre dos
puntos, es un problema dificil y exigen técnicas de computacién muy complejos.
Cuando la velocidad es constante en regiones poligonales y en sus segmentos
fronterizos, los enfoques geométricos pueden ser tutiles (Herschberger y Suri, 1999;

Mitchell y Papadimitriou, 1991).

Un caso algo mas simple de obstaculos surge cuando el espacio consta de una region
poligonal y todo movimiento debe permanecer dentro de esta region (Guibas y

Herschberger, 1989) o, por ejemplo, los desplazamientos se realizan en una isla o en un
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lago, donde se puede viajar en todas direcciones con la misma facilidad, con la unica

condicion de permanecer siempre en la isla o en el lago.

Una situacion facil se obtiene cuando el espacio de localizacion es una esfera. Aqui la
nocioén habitual correspondiente a la distancia euclidea es la distancia ortodromica,
cuyas propiedades son bien conocidas. Esta es una descripcion bastante adecuada de las
distancias de vuelo, a pesar de que no tiene en cuenta los efectos perturbadores

comunes, como los vientos o las fuerzas de Coriolis (Plastria, 2002).

En resumen, las distancias del mundo real son generalmente muy complicadas y, como
regla general, incluyen obstaculos y no son invariantes con la traslacion (Spiekerman y
Wegener, 1994). Por lo tanto, si queremos una descripcion muy cercana a la realidad
hay que considerar nociones de distancia tan complejas que en la actualidad parecen
estar fuera de alcance. Un campo de aplicacion importante de tales distancias
generalizadas se encuentra en la robdtica, con los numerosos grados de libertad que
tienen los brazos manipuladores en sus movimientos, y en el obstaculo que supone el
complicado entorno dentro del cual deben funcionar. Aqui entramos en el terreno de los
espacios de Riemann, las ecuaciones diferenciales parciales en conjuncion con la
combinatoria, y en los que la teoria de localizacion continua en realidad no ha entrado

todavia.

1.1.2 Modelando los objetivos

En un modelo tipico de localizacién continua tenemos un conjunto prefijado de puntos

de demanda {P,}]_DS, donde S es un conjunto de indices que suele ser finito

S ={1,2,...,M } , aunque algunos modelos también consideran una distribucién continua

de la demanda.

Las posiciones X,,X,,..., X, de las instalaciones que hemos de ubicar dependeran de

su interaccion con los puntos de demanda, y posiblemente entre si, y los efectos de esta
interaccion dependeran principalmente de la distancia entre los puntos. El objetivo a

considerar se resume entonces en una medida global de todos estos efectos.
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Algunas interacciones son atractivas, 1o que significa que el objetivo general se mejora
cuando la distancia se reduce, en otras palabras, significan una atraccion: “cuanto mas
cerca mejor”. Un ejemplo tipico es el tiempo de servicio, que aumenta con la distancia
y que normalmente debe ser minimizado. El problema de optimizacidon habitual para
una sola variable (minisum) es entonces:
min o > wd(X,P),
ias

donde Q es la region en la que queremos ubicar la instalacion, d es la distancia mas

adecuada al problema y w, JR" son pesos que miden la demanda, poblacién, costes

unitarios, etc., de los puntos prefijados P.

Otras interacciones son repulsivas en el sentido de que es deseable ubicar los puntos
que interactuan tan separados como sea posible. Esto sucede por ejemplo con
instalaciones potencialmente peligrosas, que deben ser localizadas, en la medida de lo
posible, lo mas lejos posible de los lugares mas sensibles y nos lleva a problemas de
optimizacion tipo maxisum:
max ., > a,d(X,P).
ias
Este modelo nos conduce a veces a soluciones que no son aceptables por su excesiva
proximidad a algunos de los puntos prefijados y, por ello, se emplea el método maximin

(Brimberg y Juel, 1998):
max yqq {minzms {a,a’(X, PI)}} .

Muchas aplicaciones, si no la mayoria, tendran atracciones y repulsiones y, por lo tanto,
requeriran un delicado acto de equilibrio entre estos dos efectos bastante
contradictorios. Asi, en Velasco (1991) se aborda el problema “maximin” con pesos,
considerando la posibilidad de que el centro a instalar pueda ser deseado por algunas
poblaciones y no deseado por otras. En general, la eleccion de un objetivo adecuado no
es evidente, principalmente porque los dos efectos no son medibles de forma inmediata
en escalas comparables. En tales casos, el objetivo general tal vez pueda ser mejor

expresado como un conjunto de dos objetivos (Plastria y Carrizosa, 1999).

Los modelos de localizacion continua para una sola instalacion pueden ser bastante

dificiles de resolver, por lo que cabe esperar que sus homologos de instalaciones
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multiples sean aun mas dificiles. Probablemente, esta sea la razon por la que los
modelos de localizaciéon continua de multiples instalaciones sean menos corrientes.
Pero esto estd cambiando con el uso de métodos heuristicos, que comienzan a ser

aplicados a dichos problemas que resultan irremediablemente complejos.

1.2 Breve reseia historica

El planteamiento matematico del primer problema de localizacion conocido data de
principios del siglo XVII. Kuhn (1967), proporciona un excelente esbozo histérico y
atribuye su autoria a Pierre de Fermat (1601-1665) quien, en su ensayo sobre maximos

y minimos, lanza el siguiente reto:

Aquel que no esté de acuerdo con mi método, que intente resolver el
siguiente problema: dados tres puntos del plano, encontrar un cuarto punto
de tal forma que la suma de las distancias a los tres puntos dados sea la

menor posible.

Otras fuentes que proporcionan detalles sobre el problema de Fermat son Zacharias
(1913), Dorrie (1965) y Hosberger (1973). En ellas se atribuye su enunciado, y varias
propuestas de resolucion antes de 1640, a Torricelli (1608-1647) quien observéd que las
circunferencias circunscritas a los triangulos equilateros construidos exteriormente
sobre los lados del triangulo determinado por tres puntos, se cortan en el punto éptimo.
De ahi que la solucion del problema de Fermat sea conocida como el “punto de

Torricelli”.

Sin embargo, como de costumbre, la historia de un problema es algo borrosa. Segun las
fuentes anteriores, otros matematicos como Cavalieri, Viviani y Roberval trabajaron en
esos momentos para encontrar otros métodos de solucion del problema. Cavalieri
(1598-1647) en su “Exerciones Geometricae” de 1647 demuestra que las rectas que
unen el punto de Torricelli de un tridngulo con sus vértices forman, dos a dos, angulos
de 120° Segun Melzak (1983) Cavalieri se lo propuso a Fermat y éste a su vez a

Torriceli que obtuvo la solucidon aportada por el primero.
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En 1834 Heinen prueba que el enunciado de Torricelli no es general, pues si los tres
puntos forman un tridangulo con un angulo mayor o igual que 120° el vértice de este

angulo es el punto 6ptimo. (Love et al. (1988)).

Posteriormente, en su libro “Doctrine and Application of Fluxions” (1750), Thomas
Simpson (1710-1761) generaliza el problema y obtiene el punto que minimiza la suma

ponderada de las distancias a tres puntos dados.

Los origenes del problema dual se remontan a 1755. En la pagina 47 de la publicacion
“The Ladies diary” o “Woman’s Almanack”, aparece el siguiente problema propuesto

por Thomas Moss:

En los tres lados de un campo equiangular se encuentran tres drboles a
distancias 10, 12 y 16 entre ellos. Encontrar el contenido del mayor campo

que admite estos datos.

Este problema geométrico fue enunciado de una forma mas académica en la pagina 384

del Volumen I de Annales de Mathematiques Pures et Appliques (1810-11):

Dado wun triangulo cualquiera, circunscribirle el mayor tridngulo

equildtero posible.
En Vol. II (1811-12) Rochat et al. aportan la solucion:

De este modo, el mayor tridngulo equildtero que circunscribe a un
triangulo tiene sus lados perpendiculares a las rectas que unen los vértices
del tridngulo dado con el punto tal que la suma de las distancias a esos
vértices es minima...Se puede concluir que la altura del mayor triangulo
que se puede circunscribir a un triangulo dado es igual a la suma de las
distancias desde los vértices del triangulo dado al punto que minimiza la

suma de distancias.

En el siglo XX, el problema y su solucion se retomaron para utilizarlos en casos reales
ante la necesidad de minimizar los costes de transporte o suministro a los puntos de

demanda. Alfred Weber (1868-1958) en su libro “Uber den Standort der Industrien”
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(1909) utilizé la version ponderada del problema para tres puntos al buscar la ubicacion
de una fabrica que hiciera minimos los costes de transporte de los tres puntos: dos de
ellos eran fuentes de materias primas con diferentes pesos y el tercero era un punto de
venta. En un apéndice de este libro, Georg Pick hace referencia a “un viejo aparato
inventado por Varignon” y utiliza la analogia mecanica para describir el problema y

resolverlo cuando el nimero de puntos sea mayor o igual que tres.

Estas primeras investigaciones no anticipaban el punto de vista iterativo habilitado por
el advenimiento de la computadora electronica. Esto explica por qué la mayoria de los
trabajos sobre teoria de localizacioén son recientes. La notable excepcion es el articulo
de E. Weiszfeld (1937), en el que propone un método iterativo de punto fijo para
encontrar la mediana espacial o punto minisum para multiples puntos con pesos

positivos.

Dicho trabajo fue escrito en Francia en 1936, remitido desde Praga y publicado en una
revista japonesa en 1937 permanecié virtualmente desconocido hasta los afios sesenta
del siglo XX. Por esta razon el método fue redescubierto afios mas tarde y de forma

independiente por Miehle (1958), Kuhn y Kuenne (1962) y Cooper (1963).

Weiszfeld resolvid 25 afios antes el objetivo principal de la investigacion moderna en
teoria de localizacion que comenz6 a cobrar impulso al comienzo de la era de los
ordenadores. De hecho, el problema fue descrito como no resuelto en Progress in

Operations Research, Vol 11, editado por Hertz y Eddison en 1964.

Aunque el problema de Weber es la piedra angular de la moderna y prolifica teoria de
localizacion, innumerables autores publican sus trabajos haciendo referencia de este
problema con variados nombres: el problema de Fermat, el problema generalizado de
Fermat, el problema de Fermat-Torricelli, el problema de Steiner, el problema de
Weber, el problema generalizado de Weber, el problema de Fermat-Weber, el problema

minisum o el problema de la mediana espacial.

Podemos encontrar un instructivo recorrido histérico del problema de Weber en Love
et al (1988), Francis et al. (1992), Wesolowsky (1993), Drezner et al. Capitulo 1 de
Drezner, Z. y H.W. Hamacher (2002) y un breve resumen en Guerrero (2007).
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1.3 Localizacion simple en dos regiones del plano con

diferentes normas

En la practica, suponer la existencia de una tinica norma que abarque a todo el plano, o
solamente a la regién que contiene a los puntos de demanda es una hipétesis muy
restrictiva e irreal. Lo mas comun serd que estos puntos, por motivos diversos,
especialmente geograficos, se encuentren en regiones heterogéneas, en las que las
distancias se midan a partir de distintas normas. Ademas, la frontera entre las distintas
regiones también suelen ser de naturaleza geografica y, por tanto, la expresion

matematica de las mismas puede ser bastante complicada.

El objetivo fundamental de este trabajo doctoral es abordar una situacién simplificada
del problema anterior, en la que supondremos dos regiones separadas por una frontera

rectilinea. El planteamiento del problema es el siguiente:

Sea r(x,y) = Wy+wx+aw, =0una recta con (x,y)OR*> y w,,@,w, OR, que divide

2 . .
al plano R* en dos regiones Q y Q,  con normas [, y [, respectivamente. Para

q’

p <gq consideraremos r [ Qq (r n Qp = (p).
Sean P :{ P= (al_’b,)}mp 0Q,y ¢« :{QJ = (cj,dj)}]m 0 Q,,conjuntos de puntos de

demanda (vértices) en R*. El problema de localizacion se establece como sigue:

min{z wd(P,X)+ Y wd(X, Qj)} )

XOR? -
JOs,

donde w,,w, OR", son los pesos, S , ¥ S, son dos conjuntos finitos de indices, y d es

la distancia entre dos puntos.

Debemos sefialar que si ambos puntos se encuentren en la misma region la distancia

d(X,Y)se reduce a la norma ¢ o (. Por otro lado, si los puntos no se encuentran en
la misma region, entonces d(X,Y)es la longitud del camino mas corto (geodesic path)

que une a los puntos X e ¥ (Mitchell y Papadimitriou, 1991):

d(X,Y)= rgDiP{dp (X.G)+d,(G.V)} 2)
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0,(c,.d,) ° rEwy+ax+a =0

° F(a;,b) °

Figura 1.2: Representacion grafica de un problema de localizacion en regiones heterogéneas.
Una aplicacion obvia del problema (1) es la ubicacion de una instalacion dentro o fuera
de una zona urbana donde, debido a la distribucion de las calles dentro de los limites de

la ciudad (Q ), el movimiento es lento, mientras que fuera de esta frontera, en el area

rural (Q, ), el movimiento es rapido y en ese caso, p <gq (Brimberg et al. 2003).

Otra aplicacion del problema (1) podemos encontrarla en Love y Walker (1994),
Fernandez et al. (2002) y Brimberg et al. (2007), donde se estudian dos regiones de
Londres (la “city” de Londres y el norte de Londres) y, usando los criterios AD y SD

(Brimberg et al., 1996), se obtienen normas ¢ y (_, distintas para cada region.

El problema (1) ha sido estudiado para las normas ¢, y £, en Parlar (1994), aplicado a

la distribucion de gas natural a puntos de demanda situados en una ciudad donde las
tuberias se encuentran bajo la calles horizontales y verticales, y a puntos de demanda
situados en los alrededores de la misma, donde las tuberias pueden ir en linea recta en
cualquier direccion. En este trabajo se prueba que la funcion objetivo:
D(X) =Y wd(P.X)+ ), wd(X.0).
i0s, Jjas,
no es una funcion convexa en X, y se propone un algoritmo heuristico denominado
MWP (Modified Weiszfeld Procedure), cuyos resultados son comparados con los
obtenidos con el método ARS (Adaptive Random Search) de Gottfried y Weisman,

1973. Establece el algoritmo creando una mixtura de distancias de la siguiente forma:
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d(x.y) si Xx,yoQ 6(X0Q,Y0r) 6(XOr,YOQ)
d,(X.)Y) si X0Q.vY0Q,

d,(X,Y) si X,yoQ,

d, (X,Y) si X0Q,vO0Q,

d(X,Y)=

donde d,(X,Y) = I?Din{dl (X.G)+d,(G.Y)} y d,(X.Y)= rpén{dz(X,G) +d,(G.Y)} .

A continuacion, aplica el algoritmo de Weiszfeld como si hubiera una “nica” distancia
d definida a trozos. Este algoritmo destaca por su rapidez y, en algunos casos, por la
falta de precision en la funcién objetivo, errando incluso en la regiéon donde se
encuentra el punto dptimo si la pendiente es inferior a 0.5. No obstante, si la pendiente
de la recta es elevada se consiguen errores inferiores al 0,03%. Hemos implementado

este algoritmo y sus resultados se muestran en las tablas [ y I del capitulo V.

Antecedentes con medidas de distancia mixtas podemos encontrar en Planchart y
Hurter (1975) y en Michelot y Lefebvre (1987). En sus modelos, la funcion “distancia”
se obtiene, para cada punto de demanda, por adicion de las distancias euclidea y
rectangular:d(X,P) =d (X,P)+d,(X,P), en el primer caso y con mezclas de
diferentes gauges en el segundo.

Batta y Palekar (1988) analizan un problema de localizacién similar en una ciudad que
tiene sectores no planificados en la parte antigua, en la que los desplazamientos se
realizan en una estructura en red, mientras que en la parte mas moderna la estructura de

las calles es rectilinea.

El problema (1) es resuelto en Brimberg et al. (2003) en el caso particular de normas /|

. . . T
y £,,y de recta vertical »(x,y)=x=a y, por un giro de amplitud 2 que no altera las

distancias, para las rectas horizontales r(x, y) = y = . Para ello, divide el problema no

convexo en dos problemas convexos donde usa el algoritmo de Weiszfeld con

suavizado hiperbdlico y el algoritmo de calculo de la mediana unidimensional.

Ademas, aborda el problema (1) para el caso general de normas ¢, y (, ,1<sp<qy
recta oblicua r(x,y) =y =mx, con m >0,y considera que los puntos de la recta estan

en el semiplano con norma /.
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Supongamos que la solucion del problema (1) se encuentra en Q_. En este caso, el

problema (1) se puede reformular de la siguiente forma:

mind (2, 0+ Sowd, (000N = min Y (. 2)+ S 2, X0+ L, (X.0)
AR IDS'P jDS'q XEQq,Z,D" IDSP IDS'P jDS'q

donde Z, =(z,,mz,)Ur paracada ilS, .

Tenemos por tanto el problema siguiente:

Sl =al e ol + e e T +3
min ZWI.\/|Z, a].| +|mz, b,| + ) wAllz, x| Hmz, =y + ) w,
ias, ics, s,

(x.)0Q,,50R

Fla;.b)

Figura 1.3: Punto solucion en Qq .

Este es un problema convexo sin restricciones que se puede resolver modificando el
procedimiento de Weiszfeld de localizacion multiple y suavizando con una
aproximacion hiperbolica. La principal modificacion estriba en que tenemos dos

normas en lugar de una tinica norma. La funcién objetivo suavizada con £ >0 queda:
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DH(-xayazp'“aZ‘S ‘) = Zml\)/((zz _a,)z +£)P/2 +((mz, _bi)z +£)P/2
s,

+Zwld((x_zi)2 +£)q/2 +((y—mz,)2 +£)q/z

+Zw}§/((x—cj)2 +£)q/2 +(-a)y +£)q/2 :

Para el algoritmo propuesto se igualan las ‘Sp‘+2 derivadas parciales a cero y se
obtiene un problema de punto fijo, resuelto de forma iterativa:

Analogamente se construye el procedimiento si suponemos que la solucién se

encuentraen Q .

Este procedimiento, que denominaremos MFP, ha sido implementado en este trabajo y

sus resultados son comparados con los obtenidos con otros procedimientos.

Resaltamos ahora que el método MFP crea ‘S p‘ +1 sucesiones de puntos:
Xk(xk’yk) - X.v(x.s'ﬂyx) ’ Zik(zlk’mzlk) - Z/*(Zi*’mzl*) > ll:lSp .

Evidentemente, para cada i[]S, Z; ha de ser necesariamente la solucion del problema

(2) para los puntos X (x,,y,) yP(a,.b).

J bla.b)

Figura 1.4: Linea geodésica entre puntos de regiones con distintas métricas.
d(R,X,)=min{d,(P,G)+d (G, X))} =d,(.Z))+d,(Z] . X,).

Es decir, para cada i S, Z ha de ser necesariamente el punto por el cual el camino

mas corto entre Py X, cruza de un semiplano al otro (crossing point). Es plausible

1

que el conocimiento previo de estos puntos, que en este trabajo denominamos puertas
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de acceso o portones (gates), consiga mayor precision y acelere de forma considerable

cualquier algoritmo que pretenda obtener el punto 6ptimo en este tipo de problemas.

De hecho, Zaferanieh et al. (2008) caracterizan las puertas de acceso, pero solamente

en el caso de las normas /|y /,:

Supongamos que el plano R’ estd dividido por una recta y =mx, en dos
regiones Q, y Q,, respectivamente. Supongamos, sin pérdida de

generalidad, que m>0. Entonces, para cualquier par de puntos

P(a,b)UQ, y O(c,d)0Q,, el camino mds corto de P a Q cruza la recta

por el punto (a,ma) 6 (b/m,b) 6 (g,mg) con a<g<b/my

d+mc +d—mc[\/2m + \2m J, ml

1+m’ m=1\{-2m 1+m’

c+d
2

b

Sin embargo, no utilizan este resultado para mejorar el algoritmo MFP, en cambio,
demuestran que la solucidn se encuentra en la envolvente rectangular de los puntos de
demanda iniciales usando el Lema de Farkas (Bazaraa et al. 1993) y usan una version
del método BSSS (Big Square Small Square), adaptada al caso particular que nos
ocupa, realizando divisiones sucesivas en rectangulos y obteniendo una cota inferior de
la funcion objetivo en el centro de los mismos, ya que dichos centros siempre se

encuentran en la region factible.

El método BSSS es un algoritmo geométrico de bifurcacion y acotacion (branch and
bound) sugerido por Hansen et al. (1981) para resolver problemas de localizacion de
centros no deseados. Consiste en dividir el cuadrado inicial en sucesivos cuadrados,
sobre cada uno de los cuales se obtiene una cota superior (inferior) de la funcion
objetivo. Si dado un cuadrado, la funcidén objetivo es peor que la actual cota inferior
(superior), el cuadrado es rechazado. Se continta la subdivision hasta alcanzar la

tolerancia deseada.

Este algoritmo aparece otra vez en (Hansen et. al, 1985), para resolver el problema de

Weber, eliminado en cada iteracion aquellos cuadrados que no superen un determinado
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test de “optimalidad”, consiguiendo de esta forma disminuir la sobrecargada lista de

cuadrados del algoritmo inicial.

En (Plastria, 1992a) se construye un algoritmo generalizado, denominado GBSS
(Generalized Big Square Small Square) sustituyendo de manera natural los cuadrados
por rectangulos y en el que la funcidn objetivo es evaluada, al menos una vez, en cada

uno de ellos.

Entre los métodos de bifurcacion y acotacion sefialamos, para finalizar, el algoritmo
BTST (Big Triangle Small Triangle) propuesto en (Drezner y Suzuki, 2004), basado en
la triangulacion de Delaunay que se puede utilizar tanto para la localizacion de centros

no deseados como para resolver el problema de Weber con pesos positivos y negativos.

1.4 Justificacion y organizacion del trabajo

Como expusimos anteriormente, resolver un problema de localizacién simple en el
plano entre regiones con diferentes normas nos conduce a resolver el problema de

optimizacion (1).

Si la solucion se encuentra en Q , este problema se puede reescribir como:

X0,.Z,0¥

min { WPU%X)*Zwldp(X’Z_,)+ZW_1dq(Z_nQ/)}a
iELS'P jELS'q jELS'q
con Z, =(z,,mz,)Ur, jUS, .
Tenemos pues un problema de optimizacién no lineal sin restricciones con ‘Sq‘+2

incognitas {x, Vs Zys 25ty Zm} :

Reescribiendo nuevamente el problema (1) tenemos:

min Zde(R,X)+min ZWIdP(X’Z.I)+ZW1dq(Z.I’Q/) ’
m, | A, =
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1.4 Justificacion y organizacion del trabajo

Si para cada X(x,y)0Q, y cada O, [1Q_ conocemos el valor de z, =z (x,y,¢,,d)) o,

en otras palabras, si conocemos la solucion del problema (2):

I;lgl{Zw,dp(X,Z,)+Zw,dq(Z,,Q,>}a
’ T, T

el problema de optimizacién (1) se habra simplificado considerablemente ya que el

nimero de incognitas sera solamente dos (x, y) . Por ello, el capitulo 2 estara dedicado

a la obtencion explicita de la solucién del problema (2), en los casos que sea posible.

En el capitulo 3 obtendremos los principales resultados tedricos que, apoyandose en las
soluciones del problema (2), nos permitan construir algoritmos de busqueda de la

solucién del problema (1).

En el capitulo 4 detallaremos los algoritmos existentes sobre el problema (1) y
expondremos los algoritmos resultantes de este trabajo doctoral, basados en los

resultados tedricos del capitulo II1.

El capitulo 5 presenta los resultados computacionales de los algoritmos propuestos en
el capitulo anterior y se comparan, en cuanto a precision y velocidad, con los

propuestos por otros autores.

En el capitulo 6 se muestran las conclusiones del trabajo y las posibles investigaciones

futuras.

El trabajo finaliza con la bibliografia empleada y dos anexos correspondientes a los
datos utilizados (Anexo I) y las implementaciones en MATLAB de los algoritmos

propuestos (Anexo II).
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CAPITULO 2

LINEAS GEODESICAS ENTRE REGIONES
CON DIFERENTES METRICAS

2.1 Introduccion y resultados previos

En el capitulo anterior hemos resaltado que el calculo de la distancia entre dos puntos
situados en regiones con distintas métricas (problema (2)) es una clave importante para
resolver el problema (1). En este capitulo vamos a centrarnos en el problema (2),
empleando una metodologia basada en la pendiente de la recta de separacién de las
regiones y las pendientes de las rectas “geodésicas” de cada region. Estas ultimas seran
definidas en este capitulo como el camino desde un punto dado en una region al punto

mas proximo de la recta de separacion.

En (Mitchell y Papadimitriou, 1991) se estudia este problema (2) al considerar una
division del plano en poligonos convexos y, por tanto, las fronteras son rectilineas, pero
solo considera distancias proporcionales a la distancia euclidea, con lo que obtiene

resultados analogos a la ley de Snell sobre refraccion de la luz.

En (Brimberg et al., 2003) se demuestra que el camino mas corto entre dos puntos P y

QO situados en regiones con normas [(, y [(,, respectivamente, es la poligonal
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Capitulo 2: Lineas geodésicas entre regiones con diferentes métricas

PM O M_Q, donde M es la proyeccion ortogonal de P en la recta de separacion de las

regiones, pero so6lo tiene en cuenta rectas verticales y horizontales.

En (Brimberg et al., 2005) se denomina “gate point” al punto solucion del problema (2)
al considerar una region acotada del plano con norma distinta de la norma existente en

el resto del plano.

En (Zaferanieh et al., 2008), se generaliza el resultado de 2003 para rectas cualesquiera

y normas ¢, y /,. Nuestro objetivo en este capitulo es generalizar estos resultados para
un abanico mas amplio de normas ¢, y{ , para, en capitulos posteriores, construir

algoritmos que resuelvan el problema (1).

Para ello vamos a exponer previamente unos resultados conocidos sobre distancias, que
pueden encontrase, por ejemplo, en Love et al. (1988) y en Beckenbach y Bellman
(1961).
Proposicién 2.1. Sean P(a,b) y O(c,d) puntos cualesquiera de R*. Se verifica que:
1. Sia=c 6 b=d, entonces d ,(P,0Q)=d (P,0), para cualesquiera p,q D[I,OO] .
2. Si p<gq, entonces d,(P,0)=d (P,Q), para cualesquiera p,q D[I,OO] .
3. Si P'y Q' son los transformados de P y @, por un movimiento que sea

composicion de simetrias horizontales o/y verticales, traslaciones o giros

multiplos de 90°, entonces:  d,(P',Q") =d ,(P,0).
4. SiX=puP+(1-)Q, 0<u<l, entonces d,(P,Q)=d,(P,X)+d, (X,0),
para cualquier p [1, 00] .
Notese que X = P +(1—)Q con 0< <1, es equivalente a afirmar que X pertenece

al segmento que une P y Q, es decir:

XOL[P.O|={yOR? /Y =puP+(1- )0, 0< <1}

Proposicion 2.2. Si X [ L[P, Q] y 1< p<g < o0, entonces:
d,(P,.Q)=d, (P,Q)<d, (P, X)+d (X,0)<d (P,0)<d\(P,0)

Ademas, si .4 [ R” es un conjunto tal que .4 N L[P, Q] # @, entonces:
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2.1 Introduccién y resultados previos

d.(P.0)<d,(P.O) < inf {d,(P.x)+d,(x.0)} <d,(P,0)<d,(P,0)

Demostracion. Sea X [ L[P,Q] , entonces, por la proposicion anterior:
d,(P,Q)=d (P, X)+d (X,0)<d, (P,X)+d (X,0)<d (P,X)+d,(X,0)=d,(P,0)
Ademas, para cualquier X 1.4,

d,(P,0)sd, (P, X)+d (X,0)<d,(P,X)+d (X,0) =

d,(P,0) < f{ré];{dp(P, X)+d,(X,0)
Ademas, existe al menos un punto Y [ L[P, Q] N A, para el cual se tiene:

d,(P.Y)+d (Y,0)<d (P,Y)+d,(Y,0)=d,(P,0) =

inf {d,(P,X)+d,(X.0)} <d (P,0) .
X0A4

Proposicion 2.3. Sea P(a,b)0R* y r =@,y +@x+a@, =0 una recta tal que POr. La

funcion  f(X)=d,(P,X), con X0Ur, es una funcion estrictamente convexa si
pD(l,OO) yesconvexasi p=16 p=o0.

Nota 2.4. Ademas, en Love et al. (1988) se demuestra que la funcidon anterior es

estrictamente convexa para p =1 salvo que la recta tenga pendiente |m| SR y

también es estrictamente convexa para p =o salvo que la recta sea horizontal o

vertical m =0 6 m=o0.

Definicién 2.5. Dado un punto P y unarectar, la (= distancia entre ambos, denotada
como d,(P,r), se define como

d,(P.r)=min{d, (P, X)} =min f(X) 3)
Notese que la distancia d,(P,r) esta bien definida ya que f es convexa y esta acotada
inferiormente ( f(X)=0).

A un punto en el que la funcion alcance el minimo se le llama proyeccion sobre la recta

del punto P segtn la direccion geodésica, es decir, la direccion del camino mas corto
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Capitulo 2: Lineas geodésicas entre regiones con diferentes métricas

para la norma (,, y lo denotaremos como P, = P’”Oy(r,dp>(P)> o simplemente

P, = proy(P) sino hay ambigiiedad.

La definicién anterior es un caso particular del resultado siguiente (Mangasarian,
1999), en el que w'=(w,,w,,...,w_ ) es el vector traspuesto de w y w'x es el

producto escalar de w y x.

Teorema 2.6. Consideremos un hiperplano T = { xOR"/w'x+b= O} ,

0£wOR", pOR y un punto POR". La proyeccion de este punto sobre

el hiperplano, proy(P)UI, segun una norma arbitraria ||[H] sobre R" es:
w'P +

proy(Py=P-2L*b ),

[l

donde || [ﬂ]' es la norma dual de la norma |||:ﬂ] e y(w)=arg IHnHa§ W'y,
W=

Consecuentemente, la distancia entre Py su proyeccion proy(P)UI es:
_wr

[l

Un caso particular del teorema anterior, para normas ¢ ,o Y de los resultados obtenidos

d(P, proy(P)) =|P - proy(P)|

en (Dax, 2006) y (Plastria y Carrizosa, 2001), es el siguiente:

Proposicion 2.7. Consideremos un hiperplano N =w'x +b =0 y un punto
P=(p,, P, p,) OR". Entonces, la p-distancia entre P y el hiperplano

I, viene dada por:

4 (.M =mind (P.x) =T+
1) =min 5 =
’ e [wl,
_ . .11 __p-1 .
donde p es el conjugado de p, es decir: —+—=1= p= Si
p p p

p>1.

Si p =1 entonces, su norma conjugada es la norma del mdximo o, lo que

es lo mismo, p = y viceversa.
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2.1 Introduccién y resultados previos

Ademds, el minimo se alcanza en P, =(Py s Pysees D) = proy(P)OMN,

donde,
p; siw, =0
para pO(1,»|, p = w'P+b wlﬁ . ,
( ] 1_—||w||ﬁ % siw, #0
Vi i
)2 Sii#h
parap=1, p, = I_W'P+b Gizh
w

1

para cada h tal que |wh| = rzl}ax{|w,|} = ||w||oo

Nota 2.8. Con respecto al nimero de soluciones del problema (3), podemos indicar
que si pD(l,OO) existe una tnica solucion, ya que la funcion f(X)=d, (P, X) es

estrictamente convexa.

Sin embargo, para p =1, puede ocurrir que:

* exista un unico 4 tal que |w h| = ||w||m entonces la solucion es Unica.

=%

* existan k componentes de w tales que ‘w”‘ =.. :‘w,k ., » entonces existen

infinitas soluciones P, (@) = (p,, p,,..., p,) » definidas como sigue:

P+b
p-a, 0 sii=i, h=l..k
pi = Wl >

D, enotrocaso
k
para cualquier a = (a’l,a'z,...,a’k)DRk ,talque @, 20, h=1,.,k, Za =1.

Para p =0, puede ocurrir que,
* no exista k tal que w, =0 entonces la solucion es Unica.
* existan k componentes de w tales que w, =w, =..=w, =0. Entonces, existen

infinitas soluciones P, (@) =(p,, p;,.... p,), definidas como sigue:
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Capitulo 2: Lineas geodésicas entre regiones con diferentes métricas

p,ta, sii=i,, h=1..k
wblw)]

[l w
1 1

*
p S
' sii#i,

1

. wP+b
para cualquier @ =(@,,q,,...,a,) OR* tal que max|a’h| Sl
h=1, .k

De todo ello, considerando que estamos en R*, se sigue:

Proposicion 2.9. Dado un punto P(a,b) y una recta r(x,y)=wy+wx+w, =0,

existe un punto P,(x,,y,)Ur tal que d,(P,r)=d (P,P,) y sus coordenadas son:

P
X, =a- ;(P) 5 |a‘I| siag#0  enotrocasox,=a
jeaf” +lea]” (101
P | |ﬁ > parap b
y,=b- ;( ) 5 “ siw, #0, enotrocasoy,=b
" +ea|" @
x, =a-@ si|cq| >|a)2 , enotrocasox,=a
r?;) , para p=1
» :b—z si|a1z|2|cq , enotrocasoy,=b

donde r(P)=wb+wa+w,y p esel conjugado de p. Ademas, el punto P, es tnico
si pD(l,OO). [

A partir de la proposicion anterior, vamos a considerar algunos casos particulares,
dependiendo de los valores de w),@,w, y p, que nos seran ttiles en los estudios que

haremos posteriormente.

* Si @ =0, entonces Pp :(a,—%j, y si w, =0, entonces Pp :(—%,bj, es

decir, para rectas horizontales y verticales existe un punto P, que no depende

del valorde p.
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2.1 Introduccién y resultados previos

Ahora bien, si p =0, existen, segiin la nota 2.8, infinitos puntos en la recta

cuya distancia al punto P es minima. La figura 2.1 ilustra esta situacion:

P

rEax+a =0 a), P
P . 0
(a a%j / \

o

_aq rEwy+a =0
3’( @’bJ P(a,b) J

P(a,b) P(a,b)

Figura 2.1: Proyecciones en rectas horizontales y verticales, segin p.

"), )

. Sifwl=|w 2 2

, entonces P, =(a— J, es decir, para rectas con

pendiente %1 existe un punto P, que no depende del valor de p.

En el caso p =1, existen, segun la nota 2.8, infinitos puntos en la recta cuya

distancia al punto P es minima. La figura 2.2 ilustra esta situacion:

wy+awx+a, =0
P \3
P(a,b>>>\ P(a,;m\

Figura 2.2: Proyecciones en rectas con pendientes £1.

* En caso contrario, i.e. 0 # |cq| z |a)2| # 0 existe un Unico punto P, para cualquier

valorde p.

La metodologia que vamos a seguir en lo sucesivo utilizara la ecuacion de la recta en la

forma r=y=mx+y,, o bien r =x=a, si es vertical. Por ello, vamos a estudiar la
expresion de la pendiente “geodésica” m; de la recta r,(P) que une POr con el
punto P, =(x,,y,)0r, es decir, el camino geodésico de P a r con respecto a la norma
¢,. De esta forma, al igual que en los desarrollos anteriores, debemos de distinguir

segun los valores de p .
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Capitulo 2: Lineas geodésicas entre regiones con diferentes métricas

e Para p[J (1,00)

@

* Si ww, %0, entonces m =——- es la pendiente de la recta r y, usando las

formulas de la proposicion 2.9, tenemos:

rp) el
v, ~b _|al +|a| . _|wf “‘T,:—m|m|_ﬁ-
noa ) e @ af
| +lea|” @

g
mP

Obsérvese que si |m| =1, entonces m; =—m con independencia del valor de p,

es decir, la linea geodésica del punto a la recta es la perpendicular, para

cualquier norma /.
* Si@=0,entonces r,(P)=x=ay my; =c.

* Siw =0, entonces r,(P)=y=by m; =0.

e Para p=o

* Si ww #0 entonces mg :—m|m|_1 = —signo(m), ya quep =1. Por tanto,
independientemente del valor de m, la linea geodésica 7, (P) tiene pendiente

unitaria con signo opuesto a m (ver figura 2.3).

* Si w'w =0 entonces, hay infinitas lineas geodésicas r, (P) (ver figura 2.1).
e Para p=1

" Si 0<|m<1 (0<|w|<|w

. . P

), existe un Unico punto £ = a,b—M
2w

n(P)Ex=a, con lo que m* =o0. Si, ademas, ) #Z0 sera relevante en los

siguientes desarrollos considerar otro punto que denotamos con F,, con

coordenadas [a —rz(—;:),bj (ver figura 2.3).
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2.1 Introduccién y resultados previos

" Sim|=1(0<|a=lw

), cualquier punto del segmento L[F,,F], con P, y P,

definidos anteriormente, minimiza la distancia del punto a la recta (ver figura

2.2).

» Si|m>1 (0s|w|<|w

), existe un unico punto P, a—@,b
249

n(P)=y=b, con lo que mf =0. Si, ademas, @, #0 también serd relevante

r(P)

otro punto, que denotamos con £, con coordenadas {a,b—z—J (ver figura
@,
2.3).

En caso de recta vertical u horizontal, consideraremos que los puntos P, y P son

coincidentes y, ademas, coinciden con algun P, cualquiera que sea p (ver figura 2.1).

En caso contrario, ¥ =y=mx+y, con 0ZmUR, y los puntos P, y P, con
coordenadas (a,ma+y,) y (%,b), son elementos fundamentales en los siguientes

desarrollos pues delimitaran las posiciones de los puntos P, para p D[I,OO] , ordenados

segun los valores de p, como se deduce del siguiente resultado:

Proposicion 2.10. Sea P(a,h)[JR* un punto exterior a la recta » =y =mx+y,, con

0#mUR. Entonces, P UL[F,, F], cualquiera que sea p D[I,OO] .
Demostracion. Si p =1, es trivial que £, OL[F,P].

En otro caso, usando la férmula de la proposicion 2.9

AC I S (o N
I R )

P,=(x,,y,)=|a-

y teniendo en cuenta que &} =—m y @, =1, obtenemos que:

+b—ma—y0 1

w
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Capitulo 2: Lineas geodésicas entre regiones con diferentes métricas

ya que las abscisas de P, y A, son (a,ma+y,)y (b—yo ,bj, se tiene:
m

(x —a)(x _b-yoj: b-ma-y, 1 ma—b+y, |m|_p _
e ZRRE SCEE
2

__ b-ma-y, 1 _ |m|_ﬁSO
m 1+|m|_p

luego x, Dl[a,(b - yO)/m] ,y por tanto P O L[F,, F].

Ademas, para 1< p <g <o tenemos que —0 < —p < —g < —1, con lo que un exhaustivo
estudio, en funcién de m y de r(P)=b-ma—y,, nos permite concluir que los puntos

P, estan ordenados (ver figura 2.3) seglin se expresa a continuacion:

e Si |m|<1 y r(P)<0 6 |m|>1 y r(P) >0, entonces x, >x, para IS p<g<o.

v/

m>1

P I<p<g<oew

Figura 2.3: Proyeccion de P en r, segun m#0, con #(P)<0.
e Si |m|<1 y r(P)>006 |m| >1y r(P)<0, entonces x, <x, paral< p<g<oco.

e Si |m| =1 entonces, x, = x, para cualesquiera 1 < p <g < oo (ver figura 2.2). ]
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2.2 Puertas de acceso (Gates) y puntos notables

A partir de los resultados anteriores vamos a abordar el problema del célculo de la
distancia entre dos puntos separados por una recta que divide al plano en dos regiones

con diferentes normas / e

2.2 Puertas de acceso (Gates) y puntos Notables

Sea r =@y +wx+w, =0 una recta que divide al plano R* en dos regiones Q,yQ,,
con normas [, y [, respectivamente, y sean P(a,b)0Q, y 0O(c,d)0Q,, con
1< p<g <. El problema (2) quedd establecido en el capitulo 1 como el problema de
optimizacion:

d(P,0)=min{d (P, X)+d,(X,0)} 2)

Proposicion 2.11. Existe un punto X (x,,y,)Ursolucion del problema (2). Este punto

es unico salvo que p=1, g=0 y, m=0 6 m=o.

Demostracion. Por la proposicion 2.3, d (P,X)+d (X,0) es un funciéon

estrictamente convexa, ya que al menos una de ellas es estrictamente convexa, y por

tanto tiene un minimo absoluto Unico, salvo que p =1y g =oo. No obstante, la funcion

d,(P,X)+d, (X,0Q) también es estrictamente convexa si |m| O (0, 00) . |

Definicién 2.12. Al punto solucién del problema (2), para los puntos P y O, lo
denominamos puerta de acceso o “gate” entre P y Q,y lo denotamos X, =G(P,Q) 6

simplemente G si no existe ambigiiedad.

Figura 2.4: Puerta de acceso entre dos puntos de regiones con normas distintas.
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Capitulo 2: Lineas geodésicas entre regiones con diferentes métricas

Nota 2.13. Obsérvese que d (P,Q)<d, (P,X,)+d (X,,0)<d, (P,0), segin la

proposicion 2.2. Ademas, las desigualdades se convierten en igualdades si y solo si los

puntos estan alineados. Por tanto, si (a—c)(b—d) =0 la puerta de acceso esta alineada

con los dos puntos, es decir, X DL[P, Q]. La figura 2.5 ilustra esta situacion:

P(a,b)

Figura 2.5: Puertas de acceso para L[ p,Q] vertical y horizontal.

En el estudio geométrico que vamos a realizar a continuacion, estableceremos
relaciones entre los puntos F,, P, P, 0O, O, O, (puntos notables de Py Q,

respectivamente), estudiados en los desarrollos anteriores, y la puerta de acceso

G(P,Q), lo que constituye una de las aportaciones mas importante de este trabajo.

Para ello, y como consecuencia de la nota 2.13, solamente consideraremos el caso
(a—c)(b—-d)#0,y podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que a<c y b<d,
ya que esta situacion puede conseguirse con un movimiento que, segiin la proposicion
2.1 no altera las distancias. Si ademas hacemos una traslacion o/y un giro de 90°, que

dejan invariantes las distancias, conseguimos que la recta tenga de ecuacion r = y = mx

y los desarrollos seran mas sencillos. Esta segunda suposicion serd, a partir de ahora,

permanente en todo el trabajo doctoral.

Definicion 2.14. Sean P y Q puntos cualesquiera de R*. Diremos que P<Q 6

Q> P sise verificaque a<cy b<d.

Geométricamente, P < Q significa que P se encuentra a la izquierda y por debajo de
QO vy, ademas, si estin separados por una recta r =y=mx, se verifica que

r(P)=b-ma<0y r(Q)=d-mc>0.
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2.2 Puertas de acceso (Gates) y puntos notables

Proposicién 2.15. Sea » = y =mx, una recta que divide al plano R* en dos regiones

Q,y Q,, con normas ¢, y [, respectivamente, y sean PUQ 'y QUQ , con

q° q°

1S p<g<w.Si X =G(P,Q) entonces X, OL[R.0]n L[R.0,].

Demostracion. Supongamos P < Q.

Si m >0 se cumple que b/m <a<c <d/m con lo que:

1. Si 0<m<l1, se sigue que P <P <Q <Q, (ver figura 2.3) y por tanto

L[R.0]OL[R.0,]. Ademas,

* si O <X, sea A el punto interseccion de la recta que pasa por Py X, con la

recta que pasa por Oy 0O,.

Figura 2.6: Posicion inadmisible de X respecto de O .

Entonces, utilizando la desigualdad triangular y la proposicion 2.1, tenemos:
d,(P,0)+d(0,0)<d (P, A)+d(4,0)+d(Q,0)=d,(P,A)+d(4,0)
Ademas, d(4,0)=d,(4,0)<d (4, X)+d (X,0)<d (4,X)+d, (X,0)
sigue que:

d,(P,0)+d(Q,0)=d, (P, A)+d, (4, X)+d (X,,0)=d,(P,X)+d (X,,0)
En contradiccion con el hecho de que X es el unico punto 6ptimo.

* si X, < B la demostracion seria similar al caso anterior.
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Capitulo 2: Lineas geodésicas entre regiones con diferentes métricas

Figura 2.7: Posicion inadmisible de X respecto de A .

Por tanto, X, OL[P,Q,|=L[R.0]n L[P,.Q,]

2. Si I<m, B<P<Q,<0Q (ver figura 2.3) y la demostraciéon es anéloga,
intercambiando los papeles de P y F,, asi como O, y (,, y obtendriamos

X, DL[PO,QO] = L[PI,QI] N L[PO,QO]. La figura 2.8 ilustra las posiciones relativas

de los puntos:

Figura 2.8: Posicion relativa de X para m 2 0.

3. Si m=0 6 m=co, la demostracién anterior es valida también, pero en este caso

X, 0L[P,Q]=L[R.0,] (ver figura 2.1).

Noétese que el signo de la pendiente es irrelevante en la demostracion, como se indica
en las figuras 2.6 y 2.7, si bien, el orden de los puntos {PI,PO,QI,QO} cambia segun el
valor de la pendiente m. ]

Como consecuencia geométrica de la proposicion anterior obtenemos que el camino
mas corto entre dos puntos, estén o no en la misma region, no tiene “retroceso”, es
decir: si (x, y)DP_XS DTQ entonces, xI(a,c) e ylI(b,d). En particular, si

G(P,Q)=(x,,y,) y P<Q entonces: a<x,<cy b<y <d.

Pagina 36



2.2 Puertas de acceso (Gates) y puntos notables

Ademas, si P<Q y denotamos con m,, m, y m, las pendientes de los segmentos

rq°

@ , PX, y X, 0, respectivamente, tenemos que:

_d-b _y - |
mpq_c—a>0 mp—x_ 20 m, =—=——20.

s s

S~
|
<

|

Q

N}
=

[
Q

En cualquier caso, el hecho de no tener retroceso implica que:

signo(m,) = signo(m,) = signo(m,) para 1< p<g<w.

Figura 2.9: Coincidencia de signo de las pendientes.

En la seccion siguiente estudiaremos que para 1=p<g<o, m, podria ser 0 6 o,

permaneciendo cierta la otra igualdad.

Antes de obtener un resultado mas general que el obtenido en la proposicion 2.15

vamos a incluir en la acotacion otros dos puntos notables.
Proposicion 2.16. Sean PUQ 'y Q0Q_, con Isp<gs<ow. Si X =G(P,0)
entonces X DL[PP,QJ ,donde Py O, son las proyecciones de Py Q sobre la recta

r, segun las normas (, y (_, respectivamente.

Demostracion. Supongamos que X, DL[PP,QJ . Como X,P,,0Q Lr entonces, 6
P, DL[XS,QJ 00, DL[PP,XJ . Supongamos que estamos en la primera posibilidad,
tal como indica la figura 2.10. Entonces:

e d,(P,P)<d,(P,X,) pordefinicionde P,y X Ur.

« P,=10,+(1-2)X, con AD[0,1].
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* d,(X,0) es una funcion convexa para X 7, con un minimo absolutoen X =0, ,y

por tanto:

d,(P,.0)<Ad (9, +(1-A)d, (X,.0)< Ad (X,0)+(1-N)d (X .0)=d (X.0)

Figura 2.10: Posicion inadmisible de X respecto de P, y Q.

De este modo, d,(P,P)+d (P,,0)<d (P,X,)+d (0,X,) y X, no seria el unico

punto solucion, lo que es una contradiccion.

En el caso de O, U L[PP,X s] la demostracion seria analoga. ]

Notese que el caso m=0 6 m=o, X DL[PI,QI] EL[PO,QO] EL[PP,Qq](ver figura

2.1).

Como consecuencia de las altimas proposiciones obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.17. Sean PLIQ , QUQ, y X =G(P,0Q) el punto solucion del problema
(2). Si ordenamos los puntos F,, P, P,, O,, O,y O,, segun sus abscisas, como
P <P <P <P <P <P, entonces: X,OL[ PP, ].

Iy

QO Q

Figura 2.11: Posicion relativa de la puerta de acceso, segun los puntos notables.
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Este teorema generaliza para cualesquiera p y ¢, los resultados obtenidos en

Brimberg et al. (2003) y en Zaferanieh et al. (2008), ya que en estos trabajos sélo se
estudia el caso p=1y ¢ =2. Ademas, el segmento obtenido en la ultima proposicién

es mas estricto que el obtenido en estos trabajos, en los que no tienen en cuenta que

x,0L[P.0,].

Nota 2.18. A partir de este teorema, dado PUQ, y r =y =mx, laregion Q_ puede
dividirse con respecto a la localizacion del punto soluciéon X . El caso -1<m <0 se
describe en la figura 2.12, donde m; y m; son las pendientes de los caminos
geodésicos r,(P) y r,(0Q), respectivamente. En cada subregion de Q  se indica el

segmento en el que se encuentra X .

LI:PI,PI,] -
q

PP, ]

V4

Figura 2.12: Division de Q q segun segmento de la recta donde se encuentra la puerta de acceso.

Vamos a enunciar y demostrar otra acotacion, para el caso particular de p =1, que se

puede ver demostrada para ¢ =2 en Zaferanieh et al. (2008).
Proposicion 2.19. Sean PUQ, y QUQ , con 1<g<o. Si X =G(P,0Q) entonces

Xx,0L[R.R].

Demostracion. Supongamos que X, DL[PO,PI]. El siguiente grafico ilustra las dos

posibles posiciones de X :
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Figura 2.13: Posicion inadmisible de X respecto de £y y A, para p=1.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que 7, DL[X S,Pl] . Entonces:
d(P,X)+d,(X,,0)=d,(P,[) *d\(F,A)+d (4, X)) +d,(X,,0)2
2d,(P,F)+d (F,A)+d (4,X)+d,(X,,0)2d(P,F)+d, (F,0)

Con lo que X, no seria el Gnico punto dptimo.

Anélogamente si P, DL[XX,PO] . [

2.3 Estudio analitico de las puertas de acceso

Las propiedades de las puertas de acceso estudiadas en la seccion anterior, han sido
demostradas de forma geométrica, aunque podriamos demostrarlas de forma analitica.
En esta seccion vamos a caracterizar estas puertas de acceso de forma analitica en
algunos casos especiales que se presentan para normas comunes como la rectangular
(¢,), euclidea (/,) y la norma del supremo (/). En el caso general no es posible
obtener una expresion en cuadratura de las coordenadas de las puertas de acceso, pero
encontraremos expresiones con las que obtenerlas a partir de métodos de anélisis

numérico y los implementaremos utilizando el programa informatico MATLAB.
Sean P(a,b)L1Q, y O(c,d)UQ,, con 1< p<g <o, puntos separados por la recta
rEy=mx.

Para encontrar el punto de acceso hemos de minimizar, para X [r, la funcién:

D(X)=d(P,Q)=d,(P,X)+d (X,0) =‘\’/|x—a|p +y—bf’ +z/|x—c|” +ly-d|",
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que se puede escribir, a partir de y = mx, como,

D(X)=d(x)= ’\’/|x ~al” +|mx~-b|" +‘</|x —c|" +|mx-d|" .

Esta funcion es derivable salvo, a lo sumo, en el conjunto A={a, c, b/m,d/m} , que

contiene las abscisas de los puntos P, F,Q, yQ,. Si xUA la funcién tiene como

derivada:

sgn(x —a)|x - a|p_l +sgn(mx —b)|mx —b|p_1 m.,

-1
({fe=dl o)

. sgn(x — c)|x - c|q_1 +sgn(mx — d)|mx - a’|q_1 m

-1
({fe=ef #pme=ar |

d'(x) =

b

1 siu>0
donde sgn es la funcidn signo, es decir, sgn(u) =<0 si u=0
-1 si u<0

Este reducido analisis nos permite enunciar el siguiente resultado:

Teorema 2.20. Sean P(a,b)Q y O(c,d)UQ,, puntos de regiones con normas (  y
(, , respectivamente, separados por la recta » =y =mx. Entonces, la puerta de acceso
G(P,Q)=X,(x,,y,)0r es, o bien x, =a, o bien x, =f, donde ayf son los
extremos del intervalo / [a, c] NIl [b/m,d/m] , 0 bien es el Ginico punto que verifica el

siguiente sistema de ecuaciones:

Yy = mx,
y,—d= mq(xS =)

p-1 q-1
1+sgn(mp)‘mp‘ m=1+sgn(mq)‘mq‘ m

([r ) (o)

Demostracién. Por la proposicion 2.15, X‘,DL[PI,QI]OL[PO,QO] y por tanto

X, Dl[a,c] N I[b/m,d/m] = [a, ,8] . Por la convexidad de la funcién objetivo:
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e Sid'(x)=0en (a’,,B), entonces: x, =a .
e Sid'(x)<0en (a,,B), entonces: x, = 3.

* En caso contrario, para x D(a, ,B) U I(a,c) :

sgn(x —a) +sgn(mx — b)‘mp ‘p_l m  sgn(x—c)+sgn(mx — d)‘mq ‘q_l m
+

d'(x) = = P )
) [
donde m, = mx =b ym, = mx —d

xX—a X—cC

Dado que x Dl(a,c) , entonces (x —a)(x—c¢) <0 y sigue que:

1+ sgn(mp)‘mp‘p_1 m 1+ sgn(mq)‘mq‘q_l m
(el | (el

1+ sgn(mp)‘mp‘p_l m 1+ sgn(mq)‘mq‘q_l m

| (T

_y,~b _y,—d _
en cuyo caso, m, = ,m, = ey, =mx,.

X, —a X, —c

d'(x) =sgn(x—a)

Luego, d'(x) =0 siy solo si

b

En los desarrollos anteriores hemos utilizado la terminologia “puerta de acceso” para

denominar el punto de cruce con la recta de separacion, de la trayectoria mas corta

entre dos puntos situados en regiones separadas por dicha recta. Inicialmente, hay una

puerta de acceso diferente para cada par de puntos P y Q. Realmente, hay una puerta

diferente para cada par de direcciones m, y m,, solucion de la ecuacion (4), lo que trae

consigo que haya una infinidad de puntos en Q  cuya trayectoria geodésica a una

infinidad de puntos en Q_ corta a la recta en la misma puerta de acceso, como pone de

manifiesto el siguiente resultado:

Proposicion 2.21. Con las hipdtesis del teorema 2.20, para cualesquiera puntos

P'=AP+(1-MHX 0Q, y O'=p0+(1-)X,0Q_, con A,u=0, se verifica que

X, =G(PL0Y.
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Figura 2.14: Porton comun para rayos con pendientes m p Y My

_mp

L4 L4 [ [ . —
Demostracién. Por la definicion de los puntos P'y Q', se tiene que My = My

s

Y Mg Smge=m, (ver figura 2.14), luego el mismo punto X, verifica las

condiciones de primer orden del teorema 2.20, que son suficientes dado que la funcion

d(x) es convexa. ]

Si bien esta infinidad de puntos es de medida nula, en la secciéon 2.3.1 vamos a
demostrar que para determinado valores de p y ¢ esta infinidad tiene medida positiva y
cambiaremos la terminologia de puerta de acceso por la de “portdén”, en el sentido de
punto de acceso de un punto de una region a muchos puntos de la otra region. De
hecho, en el diccionario de la RAE se define porton como puerta de acceso del zaguan

(sala tinica) al resto de estancias de la casa.

Nos interesa para los siguientes desarrollos estudiar la funcion que se obtiene de la

formula (4), haciendo k =sgn(m,)m y variable no negativa x = ‘m p‘

1+ kx?™

fp(x)zma

x20,p>1.

Proposicion 2.22. La funcion f, tiene las siguientes propiedades:

1) Si £<0, entonces fp es monodtona estrictamente decreciente, con valores en el

intervalo(k,l] (ver figura 2.15).
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2) Si k>0, fp toma valores en el intervalo (k, Ul+k? J , tiene un maximoen x =k y
es monotona estrictamente decreciente para x >k . Ademads, existe un unico x, >0
tal que f,(x,) =1y f,(x)<I para x > x,(ver figura 2.16).

3) Sik>0y g>p,existen x, yx,, tales que 0<x, <x, y f,(x)=f,(x,) =V1+k’.

(p=Dx""

Demostracién. Es inmediata a partir de que fl',(x) = =
P
(i)

(k—x) y de que

lim £,(x) = k.
Ademas, si 1< p<g, entonces f,(0)=1<31+k? <{1+k” = max f,) y la funcion

alcanza el valor ¥/1+k? en dos puntos distintos de R".

1 4

°
i
=
&

TTT
I
[GXANN)

Figura 2.15: Grafica de fp para k <0.

p=15

Figura 2.16: Grafica de fp para k> 0.

Cuando la recta tiene pendiente m , con |m| <1, el punto £ es la proyeccion vertical de

P, es decir, (a,ma) y P,, de existir, es la proyeccion horizontal (b/m,b). Sin embargo,
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si la pendiente es tal que |m|>1 las posiciones de ambos puntos notables se

intercambian. Por ello, y para simplificar, vamos a cambiar la notacion y denotaremos a

los puntos notables como F, =(a,ma) y P, =(b/m,b),y de forma andloga los puntos

0, =(c,mc) y Q, =(d/m,d), todos ellos pertenecientes a la recta r =y = mx.

2.3.1 Elcasodenormas (,y (,

Teorema 2.23. Sean P(a,b)0Q, y O(c,d)1Q,, puntos de regiones con normas /, y
{ ., respectivamente, con ¢ [I(l,»), separados por la recta » =y =mx. Entonces, la

q’

puerta de acceso G(P,Q) =X (x,y,)Ur es, o bien (a,ma), o bien (b/m,b), o bien

*

* >
m —m m —m

me—d m(m'c=d) L 3 g
donde m es la Gnica solucion de la ecuacion:

1—|m|= ,con mln' <0.

Demostracion.

* Sim=0,usando (4):

d'(x) =sgn(x —a)| 1- = d(a)l'(@)<0=X, =P, =(a,ma),

L
q-1
(q/l +\mqr)

Analogamente si la recta fuese vertical.

(ver figura 2.17).

* Sim>0, el punto P determina tres regiones en Q_, seglin se indica en la figura
2.18.

Por la proposiciéon 2.15, XSDL[PH,QH]OL[PV,QV]. Ademas, segun la

proposicion 2.19, X [ L[PH,PV] (ver también Zaferanieh et al. (2008)).
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Capitulo 2: Lineas geodésicas entre regiones con diferentes métricas

P P
S
Ql
d 0 d] Oy

Figura 2.17: Porton comun para rectas horizontales y verticales con normas ¢, y ly-

(H)

o

Figura 2.18: Regiones iniciales en Q, determinadas por P 0 Q, .

Si QO(V), entonces L[P,.0,|nL[B.0|nL[P,.5]={R} y por tanto:
X, =F, =(a,ma).
Si QU(H), entonces L[PH,QH]nL[PV,QV]mL[PH,PV]:{PH} y por tanto:
X, =P, =(b/m,b).
Si QU(C) y B, #X,#P,, entonces sgn(m,)=sgn(m,)=~1, y usando (4), el

punto solucién verifica:

gq-1
1—‘mq‘ |m|
|| -— el T

(I Tt

1+ sgn(mq)‘mq‘q_1 m

d'(x) =1+sgn(m,)m—
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Por la proposicion 2.22,m, = m’ es la solucion unica de la ecuacion:

q-1

1- |m|‘m

foeper)

* Si m<0, mediante una simetria axial de eje x =a tendremos una recta con

=1—|m| con mn' <0.

pendiente positiva en la que son validos los razonamientos anteriores.

Ademas, en dicho caso sgn(m,) =sgn(m,) =1y usando (4):

g1 -
d,(x):1_'_Sgn(mp)m_1+sgn(mq)‘mq‘q_1 m :1_|m —M:o
(ﬂlﬂmq‘q) (qh+‘mq‘q)
con mln" <0. .

Nota 2.24. (Posicion del portén segin Q) Fijado PUQ,, para determinar el porton
(gate o puerta de acceso) X para QUJQ , hemos de proyectar el punto O en la recta
r, segun la  pendiente m, = m'. Para ello, consideremos las rectas
ry=y=m (x=b/m)+b y r,=y=m'(x—a)+ma, con pendiente m", que pasan por
los puntos P, y F,, respectivamente (ver figura 2.19).

De esta manera, si:

* O seencuentra en la region Q , , definida por la recta r y la recta 7, , la proyeccion

m'c—d m(m*c—d)

7 * .y . .
- , . en r, segin m , no es solucién admisible
m —m m —m

0 =(c.d)=

porque O° DL[PH,PV]. Como d'(c’)=0 y la funcién es convexa, d'(x)<0 para
x<c', luego el minimo se obtiene en el mayor valor admisible, es decir, el porton
es b,.

* QO se encuentra en la region Q ,, definida por la recta r y la recta r,, la
proyeccion Q" =(c’,d’), segin m , no es solucion admisible porque
O'OL[P,.B,]. Como d'(c’)=0 y la funcién es convexa, d'(x)>0 para x >c’,

luego el minimo se obtiene en el menor valor admisible, es decir, el portén es P, .
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P, (bim,b)
Q

1

Figura 2.19: Regiones en Q q definidas por POQ, .
* Q seencuentra en la banda Q ., definida por las rectas r, r, y 7, , el camino mas
corto es la poligonal PX,Q,con X, =Q".
Obsérvese que si QL7 es indiferente considerar que QUQ . o que QUQ . ya que,
en el primer caso el portén admisible es P, y en el segundo caso d'(c¢’) =0 con c'=a.

No obstante, en lo sucesivo 7, no se considera incluida enQ .
Andloga observacion si Q U7, y también se considera que 7, no se incluye enQ , . m

Nota 2.25. (Posicién del portén segin P) Si ahora fijamos el punto QUQ , su
proyectado en r segiin m", Q" =(c’,d’), determina tres zonas en Q,. Para delimitar
estas zonas, consideramos las semirrectas 7, =y =d" y r, =x=c en Q,, segin ilustra
la figura 2.20.

Olc,d) 7

(a,ma) :

Q, I
I,

Pa,b)

[

Figura 2.20: Regiones en Q ) definidas por QU Q.

Procediendo de esta forma, si:
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* P se encuentra en la region Q,,, definida por la recta » y la recta 7, , existe un

porton F,(a,ma) para cada punto.

* P se encuentra en la regiéon Q,,,, definida por la recta r y la recta r, , existe un
portén P, (b/m,b) para cada punto.

* P se encuentra en el cono Q, ., definido por las rectas 7, y 7., el camino mas
corto es la poligonal PX,Q,con X, =Q".

Obsérvese que si PUr, , es indiferente considerar que P1Q,, o que PUQ,. ya que,

en el primer caso el portén admisible es P, y en el segundo caso d'(c’)=0 con ¢’ =a.

Anéloga consideracion si Pr, . n

Corolario 2.26. En las condiciones del teorema 2.23, si ¢ =2, entonces el porton entre

‘oed mlmc-d
Py Q es, o bien (a,ma), o bien (b/m,b), o bien [m*c d, ( )

m —m m*-m
. ,/|zm|( |2m|+2)
] 2o +1)

] donde

*

« |41
g 1= ||
Demostracion. Hemos de resolver la ecuacion =1- |m| para g =2.
* |4 -1
7 (1 + ‘m
. .y 1+ kx
Denotando con & = —|m| y x= ‘m ‘ la ecuacion resultante queda: ————==1++k,

(1+x7)

que tendra solucidn tinica segun la proposicion 2.22.

(1+&) (1+57) = (1+kx)" = 2k +1)x" = 2kx +k(k+2) =0,

k=t o= x=KE*D_3
2 2k 4

Sikz-L = yoKERTDNTIE
2 2k +1

k+(k+1)V 2k
2k +1

De las dos soluciones posibles s6lo x = satisface la ecuacion.
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Ademas: x:(k+(k+1)m)(k_(k+l)m) — k(k+2)

@k +1)(k = (k+1W/-2k ) (k-G +nv=2k)
A =47 _2u(t+1) _ @(@ﬂ)

Si hacemos k = -2¢°, tenemos x = =
48 =20 =2t 2t+1 2(\/ﬂ+1)

*

2] (o] +2)
m

Deshaciendo el cambio,

2( |2m| + 1)
Obsérvese que la solucion obtenida, a diferencias del resultado obtenido por Zaferanich

et al. (2008), es valida siempre, ya que el denominador no se anula nunca.

o 2 (2] +2)

Como m[in" <0, m" =—ﬂ‘m* =
jm| |m| 2( |2m| +1)

Notese que la formula dada para m" no presenta ambigiiedad, ya que si m =0 el porton

es (a,0) y si la recta es vertical el porton es (O,b) , seguin el teorema 2.23. =

Corolario 2.27. En las condiciones del teorema 2.23, si ¢ = o, entonces el porton entre

fomg mlmce—d
Py Q es, obien (a,ma), o bien (b/m,b), o bien O, :[m*c d, ( n )J donde
m —m m —m
«_ m
m =—-—:.
@
Demostracion.

e Supongamos en primer lugar que m >0 y dividamos la region Q_en tres zonas

segln las rectas r, y r,, que pasan por los puntos P, yPF,, respectivamente,

definidas por las ecuaciones: 7, =y = —(x —b/m) thyr=y=—(x—a)+ma.
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Figura 2.21: Regiones en Q , definidas por P 1 Q, .

Entonces, si

Q se encuentra en la region Q., definida por las rectas r, r,y r,, la

*
mc—d m(m c—d)
* > *
m-m m —m

proyeccion Q*:[ J en r, segin m'=—1, es el punto O, v,

ademas, vamos a probar que es el portén entre P y Q.

Para ello consideremos la funcion objetivo:

mx—d|}

d(x)= |x—a| +|mx —b| +max{|x -c

B

y cualesquiera puntos A y B tales que 4 <0, < B (ver figura 2.21).

«En Ad,dx)=a-x+mx—-b+d-mx = d'(x)=-1<0

« En B,dx)=a-x+mx—-b+x—c = d'(x)=m>0. Por tanto, X, =Q,.

Q se encuentra en la regiéon Q, , definida por la recta r y la recta 7, , entonces,
0 =0, DL[PV,QV] y no puede ser el punto solucion.

Si ¢c=2a, entonces a<x, <c, pero X, DL[PH,PV] , luego X =PF,.

Si c¢<a, entonces c<x,<a luego d'(x,)=-1+m-m<0 'y, por la
convexidad de la funcién objetivo, x, ha de ser el mayor valor admisible, es

decir: X, =P,
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* ( se encuentra en la regiéon Q,, , definida por la » y la recta r,, con un
razonamiento analogo, obtenemos que X, =P, .

* La demostracion para m <0 consiste en realizar una simetria axial de eje x=a,

con lo que se tiene una recta con pendiente positiva en la que son validos los

razonamientos anteriores. Tras deshacer la simetria, tenemos que m=1.

Noétese nuevamente que la formula dada para m’ no presenta ambigiiedad, ya que si

m =0 un portdn es (a,0) y si la recta es vertical un portén es (O,b) (ver teorema

2.23). n

2.3.2 Elcasodenormas {,y [,

Teorema 2.28. Sean P(a,b)1Q, y O(c,d)L1Q,,, puntos de regiones con normas £, y
(., respectivamente, p >1, separados por la recta » =y = mx. Entonces, la puerta de

acceso G(P,Q)=X (x,,y,)Ur es, o bien (a,ma), o bien (b/m,b), o bien

m;c—d m(m;c—d) o bien m:;a—b,m(m;a—b)

* > * *
mq—m mq-m mp—m mp—m

donde m, =sgn(m,) y m, es

la Gnica solucion de la ecuacion:

p-l

1 \m
P I, con sgn(m,) =sgn(m). ®)
x| P p-l
)4 (1+‘mp )

Demostracion. En este caso la funcion objetivo es:

B

d(x)= ’\’/|x—a|p +|mx—b|p +max{|x—c

mx—d|}

p-1
1+ sgn(mp)‘mp‘ m

d'(x) =sgn(x —a) +d=sgn(x—a)f(a)+J,

Gom]
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-1
donde a-:imﬁlxﬂx—c Jmx=d]}, con SO{x1,2m} y f(a) — ke

dx (1)[1+ap)p_l’

a =‘mp‘ y k=sgn(m,)m.

f(a)O(k.1] si k<0
Ademas, por la proposicion 2.22, . (6)
p prop f(a)D(k’P/1+kp:| si k=20
De aqui se sigue que:
* si 0<m<l, consideremos r, =y= —(x —b/m) +b, r, =y=—-(x-a)+ma,
r,Ey=(x—a)+may r,=y=(x—x)+mx , larectas que delimitan las regiones
Q,, Q., Q.. Q,y Q,. (verfigura?2.22).

Vamos a estudiar la ubicacion de los portones segun donde se encuentre Q.

" / rrz/

Figura 2.22: Regiones en Q_ definidas por P 0 Q P

= Si Q0Q, ., entonces, para (x,mx)DL[PH,QH], se tiene que O=1 y
d'(x)=-f(a)+1.

Figura 2.23: Portén para Q0Q, 0 Q_ vy P[IQP.
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Sim, >0, entonces 0 <k < f(a), luego, d'(x) <—k+1=-msgn(m,)—1<0.

Si m, <0, entonces k < f(a) <1, y por tanto, d'(x) =2 -1+1=0.

Por tanto, la funcion objetivo d(x) alcanza el minimo para un valor de x tal

que m,=0, lo que implica que X = F,.

= Si QUQ,, entonces, para (x,mx)DL[PV,QV]mL[PH,QH], se tiene que

c<x<a yportanto: d'(x)=—-f(a)+9, con 5D{1,—m}.

Consideremos cualesquiera puntos 4 y B tales que A< Q, < B.

Figura 2.24: Portones para Q0Q- 0Q_y PO Qp .

Tanto en 4 como en B, se tiene que m, <0y, segun (6):
-end,0=-m = d'(x)=-f(@)-m= d'(x)<-msgn(m,)-m=0.
-enB, 0=1 = dXx=-f(@)+] = d'(x)=-1+1=0.

Por tanto, la funcion objetivo alcanza el minimoen X =Q,,.

= Si Q0Q,, entonces, para (x,mx)DL[PV,QV], se tiene que 0=-m y

d'(x) =sgn(x—a)f(a)—m. De aqui se sigue
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P(a,b)
Figura 2.25: Porton para Q0Q,, 0 Q_ 'y PO Qp .

Si x<a, entonces, d'(x) =~-f(a)—m<-msgn(m,)—m =0.

Si x>a, entonces, d'(x) = f(a)—m>msgn(m,)—m =0.

Por tanto, el minimo de la funcién objetivo se alcanza en X =F, (ver figura

2.25).

* Enotro caso, X DL[PV,QV] = a<x,scyb<y <d, por tanto:

d'(x)=f(@)+J con 5D{—1,—m} y m,>0, 'y segin (6),
m< f(a)sil+m’ .

x| P71

) ) 1+ m~‘mp
Si 0=-1, resolvemos la ecuacion d'(x)=f(a)-1 =————=-1=0,

1’(1+‘m

-1
* | P r
p

7 . ey . .y o . ’ . *
que, segun proposicion 2.22, tiene solucion positiva unica m,. Denotemos con

P el punto de la recta tal que m,.=m

> €8 decir, la pendiente de la recta

determinada por P y P’ (ver figura 2.26).

De aqui se sigue que:

* Si Q0Q, entonces 0<m, <1 = J=-1yportanto X, = P’
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Figura 2.26: Porton para Q0Q,, 0 Q_y P [ Qp .

» En otro caso, Q00Q, y P no puede ser el portén entre P y Q, ya que

m*Qzl = 0=-m yd'(x)=f(@)+0>m—-m=0 (ver figura 2.27).

P

De forma anéloga a la region Q,., consideremos los puntos 4 y B tales

c—d m(c—d)

, ), proyeccion de Q sobre r
l-m 1-

que A4<Q. < B, con Q;:(

con pendiente unitaria.

Figura 2.27: Portones para Q0 Q, 0 Q_y PO Qp .

Si A<Q,, entonces d=-1, m,, >m, y, segin la proposicion 2.22,

f(@m,,)<1, conloque d'(x)=f(m,,)-1<1-1=0.
Si Q. < B, entonces 0 =-m, luego d'(x)= f(@)+m>m+m>0.
De ambas desigualdades se sigue que X, = Q. .

e Completamos el estudio de pendientes positivas con el caso m>1. En esta

situacion, la banda Q, y el cono Q,. se ubican en la parte inferior izquierda del

punto P, denominando a Q, como Q,., tal como indica la figura 2.28. Los
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portones siguen siendo B,, Q., P,, Q. y P obtenidos con las mismas formulas

del enunciado del teorema.

Figura 2.28: Regiones en Q  definidas por P [ QP , para m>1

o=
m,=sgn(m,,

G
Q(,‘ \

\
m,= sgn(mk‘ \

0.

7,
Qp ; /

P m,=sgn(m,,)

Figura 2.29: Portones para rectas horizontales y verticales.

1+| | « Pl
m‘mp

p-1
(/(1 + ‘mp )

* . * . . .
m, =0, es decir, el punto P se “aleja” al infinito, de manera que los portones son,

e En el caso m=0, la ecuacion =1 soblo tiene como solucion
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.. oo m;c—d m(m;c-d)
6 bien F,=(a,0), 6 bien - , -
m, —m m, —m

* 7
, donde m, =sgn(m, ), segin

ilustra la figura 2.29. Analogamente, si m = s6lo cambia el porton vertical por el

horizontal P,=(0,b).

e Para finalizar, si m <0, mediante una simetria axial de eje x =a tenemos una recta
con pendiente positiva en la que son validos tanto los razonamientos anteriores

como los portones del enunciado. |

Nota 2.29. (Posicion del porton segin P ) Dado un punto Q[1Q_, sus proyectados en

r, O. y Q. segun pendientes 1 y -1, respectivamente, determinan cinco regiones en

. . . m(c+d)
Q,, delimitadas por la propia recta r y las semirrectas r, =y :—+1 ,
m
_ _(c+d) _ _c—d _ m(c—d) . c—d L
r,Ex= , B EX= y t, Ey————==m,| x——— |, segln ilustra la
m+1 l-m 1-m —-m
figura 2.30.

pH

/
Qu Q0 T P

/

I

I

I

' Q

I

I

Figura 2.30: Regiones en Q » definidas por QO Q.
Sigue que, si:
« PUQ,, , entonces G(P,Q)=F,.

= POQ ., entonces G(P,0)=0,.

pC>
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= PUQ,, , entonces G(P,Q)=F,.
- POQ,,., entonces G(P,Q)=0Q.,.
» POQ,, . entonces G(P,Q) = P’, proyeccion de P en r, segin la pendiente m,,

solucion de la ecuacion (5).

Nota 2.30. Si |m| =1, entonces, al no tener solucién la ecuacion (5), solo existen tres

portones: £, si QUQ,, P, si QUQ,y O, si 0UQ,.

En los siguientes resultados vemos dos casos particulares de especial significacion ya
que estan involucradas la norma rectangular y la norma euclidea, en cada caso.
Corolario 2.31. Sean P(a,b)1Q, y O(c,d)0Q,_, puntos del plano separados por la

recta » =y =mx. Entonces, la puerta de acceso G(P,Q)Ur es, o bien (a,ma), o bien

x * _d
(b/m.b). o bien (mqf d,m(ch )

*
mq—m mq—m

}, donde m, =sgn(m,,).

. 1€
L+ |m{m,

— =
1+e )1+£

Si £ - 0entonces m; — +oo en virtud de la proposicion 2.22, y, por lo tanto, el porton

Demostracion. Si p =1+ &, la ecuacion (5) queda

*

P

(1+‘m

P coincide con el portén P,. De este modo, solamente tenemos 3 regiones en Q_ y 3

portones: £, si QUQ,, P, si QUQ,, O, si OUQ.. n

Corolario 2.32. Sean P(a,b)UQ, y O(c,d)UQ, , puntos del plano separados por la
recta r =y =mx. Entonces, la puerta de acceso G(P,Q)r es, o bien (a,ma), o bien

(b/m,b), o bien [mq*c d’m(ch )J, o bien [m{:a b m(mpa )J, donde

* b *
mq-m mq—m m,_—m mp-m

2m
1-m>

m, =sgn(m,,)y m, =
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1+ka

Demostracion Si p =2, la ecuacion (5) queda como ——==1,con g = ‘mp‘ y
(1+a%)
k= |m| .
a=0
Resolviendo la ecuacion de segundo grado resultante, se obtiene: 2k
a =
1-k2

Excluimos a =0, ya que proporciona un punto que no esta en L[PV,QV] .

P la tni lucis o« _ 2m o _
or tanto, la inica solucion es: m, = . ya que sgn(m,) =sgn(m). ]

D)
-m

2.3.3 El porton de un punto situado en la recta

Sean P(a,b)UQ, y O(c,d)UQ,, 1< p<g <o, puntos del plano separados por la
recta r =y =mx, con m20. Supongamos, ademds, que QU JQ_ (ver figura 2.31)

y, por tanto, d =mc. Pretendemos encontrar el porton G =G(P,Q) = (x,,mx,) que
minimice la distancia entre P y Q que, sorprendentemente, no sera siempre la linea

recta salvo que G =(Q, como vamos a poner de manifiesto a continuacion.

Figura 2.31: Posibles trayectorias entre Py O, cuando QL.

Como X,Q0r, hemos de hallar:

d(P,0)=min{d,(P,X)+d,(X,0)} =

= min{‘\’/|x - a|p + |mx - b|p + €/|x - c|q + |mx - mc|q} =min D(x).
xOR

Usando el teorema 2.20 tenemos que X, Dl[a,c] n I[b/m,c] =[a’,,8] , es decir: x, =a,

6 x, =c, 6 bien x, =b/m, en caso contrario, usando la formula (4), tenemos:
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1 +sgn(mp)‘mpr_1 m- 1+ sgn(nfzq)‘mq‘q_1 m
(,P/H‘mp‘p jp_l (."/H‘mq‘q j"'l

con m, =my sgn(m,) =sgn(m,) =1.

D'(x) =sgn(x—a)

b

Por tanto,

D) =sene-ap| 2l vems =sen(=a)( £, m) =+ m").

el T

Se pueden dar los siguientes casos:
Si m =0, necesariamente x, =c, 6 x, =a, 0 bien m, =0. Las dos ultimas

soluciones son inadmisibles ya que m, =0 conduce a la ausencia de porton, y

D(a)= \/W +\q/|a —c|q = |b| +|a —c| > {’Hc - a|p +|b|p =D()=>x, =c,
es decir: G(P,0)=0.
- En caso contrario, en virtud de la proposicion 2.22, existen 0 <m, <m,, tales que

f(m,)=f,(m,)= Y1+m? 'y, por tanto, se anula la derivada.

Razonando de forma anéloga para m <0, obtenemos el siguiente resultado:
Proposicion 2.33. Sean P(a,b)0Qy O(c,d)UQ, , 1< p<g<co, puntos del plano
separados por la recta » =y =mx, con m 2 0. Supongamos, ademéas, que QUr JQ 'y

b-m .a
sea G =G(P,Q) = (x,,mx,). Entonces, 6 bien x, =c¢ 6 bien x, =——~— donde m .
m-m.
P

es una de las dos soluciones de la ecuacion:
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p-1

—_1:?[1+|mq ,con ml . >0.
» P V4
(p,/H\ml,\ )

1+|m| m .
p

Figura 2.32: Portones entre Py O, y regiones definidas por QL .

Nota 2.34. Obsérvese que para 1 = p <g < oo, las dos pendientes del teorema anterior
son m, =0y m, =0, yaque QUQ, y son validas las conclusiones de la nota 2.25

(ver figura 2.20).

Nota 2.35. Obsérvese también que si 1< p<g =o0, las dos pendientes del teorema

anterior son m, =0 y m, , =m,, donde m, es la pendiente obtenida en el teorema

2.28 (ver nota 2.29 y figura 2.30).
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CAPITULO 3

LOS PORTONES Y LA SOLUCION DEL
PROBLEMA DE LOCALIZACION CON DOS
REGIONES

En este capitulo vamos a exponer los principales resultados tedricos de este trabajo
doctoral, que estan basados en el uso de los portones descritos en el capitulo anterior.
Asi, en la seccion 2 estudiamos el problema (1) teniendo en cuenta los portones y las
diferentes métricas aplicadas en cada subregion obtenida al dividir el plano en dos
partes. Debemos de tener en cuenta que para cada par de métricas utilizadas, tendremos
que resolver problemas diferentes, ya que en cada caso la solucion en cada subregion se
ha de encontrar utilizando diferentes métodos. Es por ello por lo que tratamos los
diferentes problemas expuestos en la seccion segunda. Terminamos este capitulo

estudiando la obtencion de la solucién al problema 2 en la subregion Q.

3.1 La solucion del problema para dos puntos

Supongamos ahora que PUQ 'y QUQ_ son puntos de regiones con normas £, y £,

respectivamente, separados por la recta » = y = mx . Consideremos el problema
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min{w,d(P, X)+w,d(X,0)} .donde w,.w, OR" 7
XOR

Noétese que el problema (7) en realidad es el problema (1) cuando ‘Sp‘ =‘Sq‘ =1. La

siguiente proposicion proporciona la solucion a este problema.

Proposicion 3.1. Sean PUQ 'y QUQ, , puntos de regiones con normas , y [,

respectivamente, separados por la recta » =y =mx. Sea d = min{Dp,Dq} , donde

D, = min {wd,(P,F)+wd,(F,X)+wd (X0}

FoQ, . X0r
D, = Fura%gur{ w,d, (P, X)+w,d,(X,F)+w,d,(F.0)}
Si ROR? y GOr son los puntos en los que d alcanza el minimo, entonces
G=G(P,Q), portdn entre Py O,y ademas,
* R=Psiw,>w,

* R=Qsiw,>w,

* R es cualquier punto de la poligonal L[P,G] O L[G,Q] siw, =w,

Demostracion. Dado que la funcidon objetivo d = min{wpa’(P,X )+tw,d(X ,Q)} , ho es
XOR?

convexa, se ha dividido el problema (7), en dos problemas convexos D,y D, , seglin el

semiplano en el que busquemos la solucion.

1) Sea FUQ .
e Si w, >w,_, entonces, para cualquier X Or :
wd, (P, F)+wd (F,.X)zwd, (P,F)+wd (F,X)zwd ,(P,X), luego

w.d (P,F)+wd (F,.X)+wd (X,0)2w,d (P,X)+w,d,(X,0).

De este modo, el minimo se alcanzaen F =P y G=G(P,Q)

D = min {wpdp(P,F)+wqdp(F,X)+wqdq(X,Q)}:

7 FoQ,.XOr

q-p q-p

= r}}én{w d, (P, X)+w,d (X0} =w,d,(P.G)+w,d,(G.0) = w,d(P,0)
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Figura 3.1: Posicion inadmisible de F, solucion del problema (7).

e Si w, =w, =w, entonces, para cualquier FDL[P, X]

wd ,(P,F)+wd ,(F,X)+wd (X,0)=wd, (P,X)+wd (X,0)
Por tanto, el minimo D, =wd(P,Q) se alcanza en G=G(P,0Q) y en cualquier

punto de L[P, G]
e Si w, <w, , entonces, para cualquier X Or:

wd (P,F)+w,d (F.X)2w,d (P,F)+w,d (F,.X)2wd, (P,X), luego
wd, (P,F)+w,d, (F,X)+w,d (X,0)2w,d (P,X)+w,d, (X,0)2
2w, (d,(P,X)+d,(X,0)

Por lo tanto,

D = min {wpdp(P,F)+wqdp(F,X)+wqdq(X,Q)}:

7 FoQ,.XOr

= rggl{wpdp (P.X)+w,d (X0} 2w, (d,(P.G)+d,(G.0)) = w,d(P.Q)
2) Sea FUQ,_, por simetria,
* Siw,>w,, entonces D, 2w d(P,Q)

* Si w,=w, =w, entonces D, =wd(P,0Q), se alcanza en G=G(P,Q) y en

cualquier punto de L[G,Q]
* Siw,<w,,entonces D, =w d(P,0) sealcanzaen R=0Q y G=G(P,Q)

En conclusion:
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e Si w, >w,, entonces d=min{D

p,Dq} =D,=wd(P,Q)<D,, se alcanza en
R=P y G=G(P,0Q)
e Si w, =w, =w, entonces d =min{Dp,Dq} =D, =D,=wd(P,0), se alcanza en

G=G(P,Q) y en cualquier punto de L[P,G]OL[G.Q].

* Si w,<w,, entonces d= min{DP,Dq} =D,=w,d(P,0)<D,, se alcanza en

R=0y G=G(P,0). ]

En esta proposicion vemos que tanto el porton G=G(P,Q) como el peso de los puntos

en cada region juegan un papel fundamental para encontrar la solucion del problema
(1). Mientras que los portones siguen jugando este papel en el caso de multiples puntos
en cada region, la distribucion geométrica de los pesos gana importancia en detrimento

del peso total de los puntos en cada region.

No obstante, hay situaciones en las que el peso total de los puntos determina la region
en la que se encuentra el 6ptimo del problema (1). En Brimberg et al. (2003) podemos

encontrar el siguiente resultado:

Proposicion 3.2. Sean {P,}]_D cHQ {Qj} - U Q,, puntos de regiones con

JLK

normas (, y (,, respectivamente, separados por la recta r =y =y,, y sean
w, =qus1 woy W, :Zjusz w,. Si W, 2W,, entonces el punto solucion del

problema (1) se encuentra en Q,Ur. El resultado también es valido para

rectas verticales. |

Vamos a enunciar y demostrar un resultado mas general que el anterior, basado en el

conocimiento preciso de los portones:

Proposicion 3.3. Sean {Pz},us uQ, y {Q1} [ Q,, puntos de regiones con normas

Jjos,

L,y (,, respectivamente, separados por la recta r =y =y,, y sean W :Z,m W,y
w,= Z}DS“ w,. Si W, 2W,, entonces el punto solucion del problema (1) se encuentra

en Q Ur. El resultado también es valido para rectas verticales.
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Demostracion. Supongamos que el punto solucion X (x,,y,) se encuentra en Q.
Entonces, seglin el teorema 2.23, el porton correspondiente al punto X, y a todos los
puntos de Q_ es el punto X, (x,,y,)Ur (ver figura 3.2). Por tanto, la funcion objetivo

en X es:

D(X,)=> wd (P, X)+ > wd(X,X)+> wd (X,,0)=

ENYY Jjos, Jjos,
=> wd (P, X)+W,d (X, X))+ > wd, (X,.0)
i0s, k/DSq

Q X, rEy=y
1
X
—e

Figura 3.2: Representacion grafica de una posible solucion y el porton en recta horizontal.

Sin embargo, en X, toma el valor:
D(X,)=> wd (P, X))+ wd (X,.0)<

i0s, JjOs,

<2 wd (B, X))+ X wd (X, X))+ > wd, (X,.0)) =

i0s, i0s, JjOs,

= Zwydl(})nXs)-i-VVldl(Xs)XV)-i- Z W‘/dq(XVan)

i0s, Jos,

Dado que W, <W,_, se tiene D(X, )< D(X,) y por tanto, X, [JQ, no es el tnico punto

Optimo, que habra de estaren Q U r. [ ]

Este resultado no se puede generalizar para rectas oblicuas, ni tampoco para rectas

horizontales cuando p >1 (Brimberg et al., 2003).
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3.2 La solucion del problema con las normas £, y £,

Definicién 3.4. Sean #={P} 0Q, y ¢={0}

1

s, DQq, con 1< p,g<oo, dos

conjuntos de puntos separados por una recta r, con pesos {w,.}l_DS OR" y

{w/} s OR", respectivamente. Para cualquier X 0Q,, se define el conjunto
o,

WP (X;2,&)1Q,, abreviadamente WP, (X), como el conjunto de puntos que son

solucion del siguiente problema de localizacion simple (problema de Weber-Fermat):

min{z wd (G(X,B).Y)+ Y wd, (Y, QJ} ®)

2
YOR o

Notese que el problema (8) tiene solucidn tinica para g [1(1,). Méas aun, la solucién se

encuentra en Q_ ya que se encuentra en la envolvente convexa de los puntos de € y de
{G(P,,X)},DS Or. Si g0O(l,0) la funcion objetivo del problema (8) no es

estrictamente convexa y puede tener varias soluciones (Love et al. 1988).

Teorema 3.5 (Condicién Necesaria y Suficiente en Q ). Sean & :{P,.} 0Q,y

IDSP
&:{Q/} ¢ 0Q,, con 1<g<o, dos conjuntos de puntos separados por la recta
g

r =y =mx. Supongamos que la solucion del problema (1) se encuentra en Q.

Entonces, X, [JQ, es solucion del problema (1) siy solo si WP, (X,)=X,.

Demostracion:

(Condicion Necesaria): Si WP, (X,)=X'# X, entonces

D wd (GX B).X)+ Y wd (X'.0)< D> wd (GX.P).X)+> wd (X.0)

ias,

y por tanto,

> wd (P.G(X,P)+ > wd (G(X,P),X)+> wd(X'.0)<

IDSP IDSP ]DSq
< Z wd,(P.G(X,.P))+ ; wd,(G(X,,P),X,)+ ; w,d (X,,0)
! p ! r j q

con lo que X, no seria solucion del problema (2).
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(Condicion suficiente): Sea WP, (X)=X =(x,,y,) la solucion del problema de
Weber-Fermat, y denotemos con G, =G(P,X)=(g,mg)dr al porton

correspondiente a cada par de puntos Py X .

Vamos a probar que X, =(x,,»,) es el minimo absoluto de la funcién objetivo del

problema (1), es decir, el minimo de:

D(x,y)= Y w,d, (0, X)+ > wd,(X.G)+> wd,(G.P)=D,(x.y)+D, (x.y)+D,(x.y)-
Jas, ids,

ios,

Por una parte:

DN = T wd, (@, X) = TD,w0)=Tw,2d 0. 1)-

jos, jos, Ox

Por otra parte:

D, (x,y)=> wd (X,G)= Zwi(l/\x—g,\" +y—mg/|" .y por tanto,

i0s, s,

sgdx—&ﬂx—&rﬂ@—;lgj+sgdy-m&ﬂy-mgrﬂ(-mslgj

0
a_qu(xay):ZWI 41
x s, </(|x_gi|q +|y_mg’ |q)

Por altimo,

7. si P=(a,b), i0S

p*

D,(x,3)= Y wd, (G, P)=Y wila ~g| +[b-mg,
IDSP IDSP

Por lo tanto,

h—mg”(ﬂnagj

Ox
p)pfl

- 0
sgn(a,~g)|a, ~ g/ 1(‘g,-jﬂgn(b, -mg,)
0 _ Ox
&DP(XJ)—ZW,

Sumando y agrupando tenemos:

Py

a,=g| +b-mg,
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0 0 SgX— &)X~ &;
2 pey=Sw, a0+ X w S8

>, Ox s, </(|x—g,|q+|y—mgi|q)q_l

[~
+

+z W sgn(x — g,.)|x—gl.|q_l + mrsgn(y _mg;)|y —mg; |q-1 (_ig’J_F

N I rr—

+Z W sgn(ai —gi)|ai _gi|1’71 + M'Sg/’l(b, _mg:)|bi —mg; |p71 (_ig’j .

n—1
(- +-msl) o
Entonces:
0 0 0
—D(x,,y)=—F(x,,y,)*+ Y wH/(x,y,)| ——g, |, donde
57 DGy ) = - F(xay) Z ( y)( axgj
= Sgn(xs _gls) xs _gls o +In'sgn(ys _mgis) ys _mgis -

Hl(x.v9y.v) +

b =l 413, -me ')
al - gis

{/(|al - gi.v|p + |b/ - mg/.v|p)

y F(x,)=Y wd (0,,X)+> wd,(X.G,),con G, =G(P,X,)=(g,.mg,)-

Jjos, s,

p-1

g m-sgn(b, —mg,)

Sgn(az - gls) bi - mgis

-1

Para cada i[]S, se tiene que:

* Si p,q0(1,0), entonces H,(x,,y,) =0, en virtud del teorema 2.20.

* Sil=p<g<o, entonces seglin las posiciones relativas de P y X, se tienen

los siguientes casos (ver teorema 2.23 y figura 2.19):

= Si X 0Q,.,entonces H,(x,,y,)=0.

. ) . L
* Si X 0Q,. . entonces, e g,(x,,¥,)=0 ya que el portén no varia, siendo

éste el vertical (a,,ma,) o el horizontal (b,/m.b,).

Por tanto, H,(x,,»,)=0 oly (—%g,(xs,ys)j =0.
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* Si 1<g<p=o, entonces segin las posiciones relativas de Py X, (ver

teorema 2.28 y figura 2.22) se tiene:
* Si pUOQ.0UQ,, entonces H,(x,,y,)=0.
. d .
= Si pUQ,0Q, UQ,, entonces, a—g,(xs,ys) =0 ya que el portébn no
X

varfa, siendo éste el vertical, el horizontal o el punto X, .

Por tanto, H,(x,,y,)=0 oly (—%g,(xs,ys)) =0.

Ademas, dado que WP, (X ) =(x,, y,) se tiene que:

(x,,y,) =argmin F(x, y) = arg min { > wd, (0, X)+> wd, (X,G,g},

(x.y)0R? XOR? | )05, ias,

luego’ i_F(xs’ys)Ga_+F(xs’ys)so ypor tanto’ L_D(xs’ys)ga_+D(xs’ys)SO‘
Ox Ox Ox Ox

Analogamente, tenemos que: aa—_D(xx, y“,)EI(;a—+D(xs, »,)<0 y, como la funcién
Y y

objetivo D(x, y) es convexa, tenemos un minimo absoluto en (x, y,). ]

Notese que la hipotesis del teorema anterior también es necesaria para g =1 6 g = oo,
ya que en la demostracion no se ha tenido en cuenta el valor de ¢ . Sin embargo, dicha

condicion no es suficiente en estos casos, como pone de manifiesto los siguientes
ejemplos.

Ejemplo. Sean P, =(3,1), P, =(6,2) y P, =(9,1), puntos de Q, con pesos unitarios y
sea O=(3,7)0Q, con peso w=2. Supongamos ademds que r=y=x/2 y sea

X=(7,2)0Q,.

Segiin el corolario 2.26, m'=-0,75 y, por tanto, Q =(7.4,3.7)0r. Dado que
Q* DL[XH,XV] no es el portén entre Qy X, el portéon es G(Q,X) =X, =(7,3.5),

con lo que la funcién objetivo,
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Capitulo 3: Los portones y la solucion del problema de localizacion con dos regiones

D(X) = ia’l(P,,X) +2d.(X,G(X,0)) +2d,(G(X,0),0), toma el valor:

D(X)=[3=7|+[1=2[+|6=7|+[2=2|+[9-7|+[1 -2+
#2(7-7+B.5-20#) +2(7 -3 +(3:5-7)°

, ¥ por tanto,

D(X)=12+2+/28.25 ~22.63.

Ademas, X =(7,2) verifica que WF(X)=X ya que las medianas de {3,6, 7,7,9} y

{1,1,2,3.5,3.5} son 7y 2, respectivamente.

Sin embargo, si consideramos el punto Y =(6,2), entonces G(Q,Y)=Y, =(6,3), y

ademas:

DY) =[3-6|+|1 =2| +|6 — 6| +[2 =2 +|9 — 6| +|1 - 2| +

+2(/6 6] +[3-2|+) +2y/(6-3)° +(3~7)’

— D(Y)=10+2/25 =20 < D(X)

Por lo tanto, X =(7,2) no es la solucién del problema (1). ]

Ejemplo. Sean O, =(4,2), O, =(8,4) y O, =(10,8), puntos de Q_ con pesos unitarios
y sea P=(11,2)JQ, con peso w=2. Supongamos ademas que »=y=x/3 y sea
X =(9,5). Seglin el corolario 2.31, m'=—-1 y entonces G(P,X)=(10.5,3.5), con lo
que X =WP,(X). Ademas, la funcion objetivo toma el valor, D(X)=15.16.

Sin embargo, si consideramos el punto ¥ =(8,4)0Q_, tenemos que D(Y)=14.47 y

por lo tanto, X =(9,5) no es la solucidon del problema (1). |

La condicion necesaria y suficiente del teorema 3.5 nos indica que el punto solucion del

problema (1), caso de estar en Q_, es el Gnico punto fijo de la funcion continua
Y =WP,(X). El teorema siguiente, ademas de demostrar la existencia y unicidad del

punto fijo, nos permite construir un algoritmo para encontrarlo.
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Teorema 3.6. Sean $UQ y €@UQ , con 1<g<co, dos conjuntos de puntos
separados por la recta r =y =mx. Si X [JQ_ es la solucion del problema (1), entonces
X, =£i£X ,» donde la sucesion {X k} es tal que X, es cualquier punto de Q 'y
X =WP(X}).

Demostracion. Dado X 1Q . la funcién objetivo es:

D(X)= 3 w,d, (0, X)+ 3 wd(X.P) =

Jos, i0s,
=2 wd, (0. X)+ Y wd, (X.G(B, X))+ Y wd,(G(F.X),F)
Jjos, ias, ias,

Veamos la existencia de la solucion:

* Si existe k tal que X, =WP,(X,), entonces X, es un punto fijo y por lo tanto es la
solucion del problema (1), en virtud del teorema 3.5.
* Si para todo k& se cumple que X, # X, =WP (X,;%,&), entonces:
D(X,.) =2 wd (0. X))+ Y wd, (X . GB. X )+ D wd, (GB.X,.).B)
J0s, S itls,,

P

< Z wjdq(Qj’XkH) + zwdq(XkﬂﬁG(R’Xk))-'- wadp(G(BvXk)a P)

Jos, ias, i,

<> wd (0, X)+ D> wd,(X,.GP.X )+ wd, (G(P.X,),P)
JOs, i, i0s,

=D(X,)

Por lo tanto, {X k} es una sucesion infinita de puntos en un compacto y tiene una

KON

subsucesion convergente a un punto limX, =X 0Q_.

n —
Dado que la sucesion D(X, ) es estrictamente decreciente de términos positivos se

cumple que lig[D(Xk’i ) —D(WPq (X, ))} =0.

Por la continuidad en Q, de la funcion WF, tenemos WP, (lim X, ) =WP, (X ")

Por tanto, D(X")-D (WP, (X"))=o0.
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Sigue que X *:WPq (X *) pues, de lo contrario, segiin la anterior cadena de
desigualdades, tendriamos que D(WPq (X *))<D(X "), en contra de la igualdad

demostrada. Por lo tanto, segun el teorema 3.5, X" es la solucion del problema (1).

Ademas, si existe otra subsucesion convergente a X', razonando de forma analoga,

tenemos que X'=WP, (X ') ,y X' también es solucion del problema (1).

Como la funcidn objetivo es estrictamente convexa tiene un minimo absoluto tinico y,

en consecuencia, X =X'=limX, es el Gnico punto que verifica la condicién
ko

necesaria y suficiente, y por tanto es la solucion en Q_ del problema (1). |

Notese que si 1< p<g <o este razonamiento es valido para Qp Yy nos permite

construir un algoritmo de busqueda de la solucion en ambas regiones. Sin embargo,
como pusimos de manifiesto con los ejemplos anteriores, no es posible aplicarlo en

regiones con norma ¢, o (_,y tendremos que estudiar estas situaciones como casos

particulares. Comenzaremos estudiando el caso 1= p <g <o,

3.2.1 La solucién del problema con las normas {, y ¢,

Anteriormente hemos puesto un contragjemplo que ilustra la no validez del teorema 3.5

para la region con norma /,. Este hecho se debe a dos causas:

En primer lugar, WP,(X) es el conjunto de soluciones de un problema de

localizacién simple en una regién con norma (,, que se resuelve hallando las
Jas

medianas de los puntos de 1 Q, y {G(X .0, )} ~ Or. Dado que la mediana no

es necesariamente unica, el conjunto de soluciones es, en general, un intervalo
bidimensional que denotaremos [mX,M X]X[my,MY] y no sabremos que punto
elegir, pues cualquier punto YD[mX,MX]X[my,MY] cumple que WP(Y)=Y .

En segundo lugar, aunque el intervalo mediano anterior se reduzca a un solo punto,

tendremos una infinidad de puntos para los que se verifica WP (Y) =Y . La eleccion
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arbitraria de un punto inicial X, [1Q, que genere una sucesion {X k} segun el

KON 2

teorema 3.6, conduce indefectiblemente (con probabilidad 1) a obtener un punto

que no es solucién del problema (1) en Q, y sin embargo verifica que

WP(X,)=X,.

Vamos a justificar a continuacion estas observaciones, que son consecuencia de la
proposicion 3.8.
Definicion 3.7. Sean #1Q, y €UQ , con 1<g<c, dos conjuntos de puntos

separados por la recta »=y=mx. Sea @ Or el conjunto de proyecciones de los

puntos de € segun la pendiente m" del teorema 2.23, es decir:

.1_ >

* *
m —m m —m

. (m'e. —d m(mc —d
0 { ,~d, mlme ’)},donde(c_,,d_,)zg_,,jDSq.

Se define entonces WP(£,6") 0 Q, Or como el conjunto de puntos que son solucién

del problema de Weber-Fermat siguiente:

min{z wd, (P, X))+ wjdl(X,Q;)}.

2
XOR J0S,

Notese que, para la norma /,, este conjunto de puntos estd definido por las medianas de

las coordenadas de los puntos de # y €. Dicho intervalo lo denotamos como:

WP(P,6") =[med . Med | X[med, . Med, ] .
Notese también que si g = o, entonces m' = —signo(m) , en virtud del teorema 2.28.

Proposicion 3.8. Sean U Q, y €@UQ , con 1<g<o, dos conjuntos de puntos
separados por la recta r=ypy=mx, y supongamos que WPI(S’,CQ*):{M} uQ,.
Entonces, el punto M =(M,,M,) determina en Q, seis regiones, segun ilustra la

figura 3.3, tales que:
* Si X, U{),entonces WP(X,)U().

* Si X,U0W), entonces WP (X,) D).
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0,(c;.d)) Q
q

0)(¢;,d;)

(1)
()
(M, My)

) Q,
()] . vy
. F(a,.b)

Figura 3.3: Regiones definidas en Q, por la mediana de 9y a.
Demostracion.

Sea W' ={U,(u;.v;)}  =P0OE  con §=505,ysea W= w+> w,.

s, Jjos,

A0S

Supongamos que X, =(x,,),) se encuentra en (/[), (/II) 6 (IV), regiones que no
incluyen la linea vertical que pasa por M. En estos casos, M, <x, y entonces

Z w, <W/2,yaque M, es la mediana de las abscisas u, .

hOIS 2y >,

Consideremos el conjunto U ={U UM )} o P UG, donde ¢ :{G(QJ,X 0)} s,
Teniendo en cuenta que los puntos de & son fijos y que los puntos O, tales que
u; < x,, verifican que u, <x; si G(Q,,X,)=(u,,v,) (ver figura 3.4), si WEH(X,) se

encontrase en (/I), (/I) o6 (IV), tendriamos una contradiccion ya que

Z w, < Z w, <W/2 y WB(X,) no es mediana de los puntos U.

hOS 1, >x, HOS uy, >x,

0,(c,.d)) Q
q
M, o' °
m'
ey \ (uiry
e TWRGGL ¥,
M e
Ql
° . F(a,.b,)

Figura 3.4: Desplazamiento de WP1 (X,) respecto de X, O (/7).
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En la figura 3.4, en la que suponemos pesos unitarios, WP (X,) es el punto sefialado en

la recta vertical que pasa por M .

Si X, se encuentra en (V) 6 (VI) hacemos un razonamiento andlogo al anterior,

trabajando con las ordenadas en lugar de las abscisas. [ ]

Nota 3.9. Si X, (J), entonces WP, (X,) =X, y, por tanto, WP, (M) =M (ver figuras

3.5ay 3.5b, por lo que usar el método expuesto en el teorema 3.6 nos puede conducir a

un “agujero negro” como X, o M y no obtenemos la solucion del problema (1).

0,(c,.d))

X=WR(Y,)
Q 1

. . Pab) . . . D) .

Figura 3.5a: Posicion de WP1 (X,) para X, O(1). Figura 3.5b: Posicion de WP1 (M) .

Notemos también que hemos supuesto que WP (9,E") ={M } U Q,. Puede ocurrir que
WP(P,E") :{M} UOr0Q,, con lo que el problema (1) no tiene soluciéon en Q,. En
este caso se puede informar que la mejor solucién en Q, es un punto suficientemente

cercano a M , pero no es la soluciéon en Q.

Cuando la solucion del problema (1) se encuentra en Q, las consideraciones anteriores

nos abocan a buscar la solucién atacando directamente la derivada de la funcidn

objetivo en los puntos de Q, .

Sean U Q, y €UQ,, con 1<g <o, dos conjuntos de puntos separados por la recta

r=y=mx,con m>0,y sean W, =ZW1 y Wq = Z w, . La funcion objetivo para un
AN Jjos,

punto X (x,y)Q, es, segin el Teorema 2.23:
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D(X)=Y wd(X,P)+ Y wd(X,G,)+ > wd (G,.0)+

i0s, 08y 08y
Dowid (X,0)+ > wd (0,,0)+ D> wd(X,G)+ Y wd,(G,0),
JOSp J0Sp JOS; JOSy
donde S, , S. y S, son subconjuntos de indices de S, tales que si j[S, , entonces
0,0Q,,si jOS., entonces O, 0Q . y si jUS,, entonces Q,0Q, ., segin las
consideraciones de la nota 2.24 (ver figura 3.6).

La funcion D es estrictamente convexa y, usando la definicion de las distancias d, y

d,, es una funcion de variables “separables” que podemos expresar explicitamente

como sigue:
D(X)=D(x,y) =g(x)+h(y)+K

donde
g =Y wlv=al+ X wx+ P w x-c)tmd wxt Y W1</|x_c/|q +|mx—d/ K

i, sy oS ‘ Jos- oS ‘ ‘

1 ! .

=T nly-bl-L S Swile, -2 g o+ D n- Sy

i0s, m js, JOS, m JOSe Jos;-
y K=Y wile, ¢l +|d,-af .

JOSe

Q‘I
Pa.b)

Figura 3.6: Division de Q, en regiones segun XUIQ; .
Notese que estas tres funciones dependen implicitamente de ambas coordenadas, ya

que X(x,y)0Q, determina las regiones Q_,, Q .y Q_ . Sien un entorno de este

punto las regiones no cambian, tampoco cambia la expresion de la funcion D y por
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tanto, tener un minimo  absoluto  cuando 0D(x+, Y) DQD(x_’ Y) <0 vy
0x 0x
0Da(x+, Y) ILQDa(x_’ Y) <0 es equivalente a g'(x")[Z'(x)<0 y A'(x")&'(x")<0, ya que
'y y

K es constante.

Vamos a formalizar y precisar estas consideraciones:

Proposicion 3.10. Sean P 0 Q, y €UQ ., con 1<g<o, dos conjuntos de puntos
separados por la recta r=y=mx, con m>0, y sea N =Q n(4xB), donde

A :{al};DSI D{C.I |d/ = mc‘]} iy

s, Y B :{b,},DSl D{d‘/ |d, = mc_]}]DSq. Entonces, la
funcién objetivo D es derivable en Q \ N y tiene derivadas parciales con salto finito

en N (ver figura 3.7).

Demostracion. Por la definicion de la funcién objetivo,

9DG, o) g'(x,) existe
0x

salvo en los puntos en los que el valor absoluto o la raiz se anule, es decir: si x, =g,

1

paraalgan i[JS, o/y x, =c, paraalgun jUS, tal que d, =mc;,.

0,(¢;.d;)

L]
o

{ ° ,o} = N
Figura 3.7: Puntos de Q sin derivada.

Sea (x,,,)UQ, tal que x, se encuentra en las condiciones anteriores, y sean Q ,,

Q. y Q, las regiones que determina este punto en virtud del teorema 2.23.
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Existe un 0 >0 tal que si x[O(x, —9J,x, +9) se verifica:

* Las tres regiones que determina (x,y,) contienen los mismos puntos que las

. * —
anteriores salvo, a lo sumo, los puntos 0,(c;.d)) tales que ¢, =x,.

* Noexiste Q,(c,,d,) tal que c; =x, ni existe P(a,,b,) tal que a, =x.

Sea /,(x) la funcién indicadora del conjunto 4, y supongamos x > x,, entonces:

g()= D wsgn(x=a)+ Y wil (a)+ D w+d w o+ mw,

i0S),a;#x, ias, JOSy JOSe Jas,

q-1

q-1
+Z sgn(x—cj)‘x-cj‘ -m‘mx-dj
J q-1
s, q q
S (el +fme-af |

ge)= D, wsgn(x—a)+ Y wi,,(a)+W, +

i0S),a; #x, i0s,

gq-1 q-1
sgn(x— cj)‘x - c_]‘ -m ‘mx - dj‘

sz m-—1+

p q
e q q
’ (3/"6_0/‘ +‘mx_d/‘ j

yaque D w,+ D w,+ D mw, S+ D (m=Dw,.

JOSy JOS¢ JOS;- JOSy-

-1 b

Por tanto,

g'00) = 2 wsgn(x, —a)+ 2wl () +W,+

s, is,

g-1 gq-1
Yo _c.l)‘xo _CJ‘ —m‘mxo _d/‘

ij m_1+sgn(

gq-1
0, q q
I [z/|x0_c/| +mx, ~d | j

Sea x<x,, y supongamos que existe LS, tal que O,(c,.d,)Ur 0Q . con

r, =y—mx, =m (x—x,), entonces Q,(c,.d,)0Q,, , es decir, O, cambia de la region

Q. , definida por (x,,,), a la region Q'qV , definida por (x, y,) (ver figura 3.8).
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0O, (5, mx,)
0,=0

X(x’y()) X()(-xmyo)

Figura 3.8: Cambio de posicion de los portones al cambiar X 0Q, .
En este caso, G((x,,),0,) =X, =(x,mx). Ademas,

* SiQ,(c,.d,)0r nr,entonces d, =mc, y por tanto,

d(X,Qh)me-yO+{’/(ch-x)p+(mch—mx)p =mx—y, +(c, —x)N1+m" ,

y su derivada es: m—3/1+m? .

* SiQ,(c,.d)0r\r, d(X,0,)=mx-y, +1\’/|ch —x|p +‘d_] —mx‘p , y su derivada es:

q-1 q-1
sen(x—c |x—c| —m|mx—d|
m+ g( h) h h

q-1
(e

Por tanto,

gx)= > W,Sg”(x_a,)_ZW,I{XO}(‘%)*' DowH D wk D mw,+

08, ,a; #x, s, JOSy JjOSe JOS;-

q-1

gq-1
+Z sgn(x-cj)‘x—cj‘ —m‘mx—dj
J g-1
oS, q q
S (e epmear )

sgn(x—(:h)|x—ch|q_l—m|mx—dh|q_1 N z " (m—q1+mq)
j b

q-1
(‘{/|x—ch|q +|mx—dh|q) 0,05 nr

+ 2w m
Q,0n-\r

donde S. =S, \{j Us. 19, DrV} . Agrupando:
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g'(x) = z w,sgn(x—a,.)—ZW,I{X“}(a,)+ Z WJ + Z Wj + Z wj + Z WJ +

08, ,a; #x, s, JOSy JOSq Jas;- Q,0r-

gq-1 q-1
sgn(x—cj)‘x—cj‘ —m‘mx—d}‘
DIESE

J 1 q-1
jasS;- q q
= ({=e *pme-af |

i

1 q-1
sgn(x—c])|x-cj -m|mx-d1|

+Z w.|m—1+

J q-1
Q;0n-\r q q
B (e = |

Teniendo en cuenta que, w, = Z W‘;]{x(,} (), ) (d,) y que, si @, Un\r, entonces

+wh(m—l—q1+mq).

J0s,
‘mx0 —d]‘ s ]
—= ‘m ‘ . En virtud del teorema 2.23, tenemos:
[ =¢ |
q-1 q-1 ¥|g71
) sgn(x—cj)‘x—cj‘ —m‘mx—dj‘ l—m-‘m
limm-1+ - =m-1+ =0,
XX g-1 q-1
=% q q « |4
(‘{/‘x—c}‘ +‘mx—dj‘ j q (1+‘m )
con lo que,

g'(x) =D wsgn(x, =a) =D wil (@) +W,+ > w, (m —1=1+m’ )I{XO} (€);y ()

s, i0s, Jj0S,

g-1 g-1
sgn(x, —cj)‘xo —c_]‘ —m‘mxo —a’_l‘

+ZWJ m=1+ q-1
jas;- q q
a (‘{/‘xo—cj‘ v, ~d | )

Analogamente:

i,

N 1 ’ 1
hV(yo):Zw’Sgn(yo —b’)+ZWll{y0}(bl)—VV:1 + Zwjl{yo/m}(cj)[yo}(dj)[l_;-'-q E-FIJ
[\ Jos,

q-

)

Yo

m

—C

1 -
+sgn(y,~d,)|y, ~d|

2w, l_i"'m

JOSy m

Yo
m

|

- Cj

gq-1

! a
+|y0 _d/|
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3.2.2 La solucién del problema con las normas £, y (,

h'(yy) =D wsgn(y, =b) =D wilp,, (b) =W,

i0s; i0s;

1 -

v, _ o
1 mlm

m|m
+z wll-—+
J
JOSy m
q

En conclusion,

1
+sgn(y, —dj)\yo - d,\

gq-1
! q
+‘y0 _d_]‘ J

Yo

-C
m J

aD(xO’yO) = aD(xO’yO) +2.ZW’I{XU} (a,) - Z wj[{x(,} (C_])I{rrrx“} (dj)(m _1 4 1+m‘1 ) R y

+ -
0x Ox i0s, jos,

0D(x,,y,) _ 0D(x,,y,) 1 1
0+ o) — 00 +2-ZW,]{},O}(b,)+ZW}]{};O/m}(Cj)]{yO}(dj) 1—;+4W+1 .

dy dy i0s, Jos,

Si (x,,,)0Q, \ N las derivadas laterales coinciden.

0D(x,,,) S 0D(x,,v,) _ 0D(x,,¥,) _ 0D(x,,¥,)
+ - y + > - >
0x 0x oy dy

ya que, m—1—=~/1+m’ <0y1—i+‘1[%+1>0. n
m

m

En caso contrario,

Nota 3.11. Para m <0 hacemos una simetria axial respecto del eje de ordenadas y
obtenemos formulas analogas. Para rectas horizontales y verticales el problema esta

resuelto en Brimberg et al. (2003).

3.2.2 La solucién del problema con las normas /, y £,

Vamos a extender la proposicion 3.10 al caso de norma 7.

Proposicion 3.12. Sean 0 Q y € 0 Q_, dos conjuntos de puntos separados por la

recta r =y =mx,con 0<m<1.Sea N, =Q, n(4'%B"), donde

* * - * * +
A':{aI_SD c/|cl=c d O cl|cl=c d y
i0s, . . 1 -m s, . . 1 +m s,
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Capitulo 3: Los portones y la solucion del problema de localizacion con dos regiones

B={p} 0l |a ="CrDL
s, J J 1+m s

Entonces, la funcién objetivo D es derivable en Q \ .V y tiene derivadas parciales
con salto finito en N .

Demostracion.

Consideremos en Q_ las regiones disjuntas Q,.,7,,Q..7,Q,,ryQ, , con sus

correspondientes conjuntos de indices S,,,S,,,S.,S

rl>

S,,S.,yS,., (ver figura 3.9).
Sea S, =S,0S,, S,=S,08,08,0S, y S, el conjunto S, del que hemos
excluido el punto O, =(x,,mx,), con peso w,, si éste pertenece a &, en caso contrario
w, =0.

Con esta notacion la funcion objetivo es:

D(X)=D(x,y)=g(x)+h(y)+K,
donde

g =Y wleal+ 3wt Y w e+ Xw (mmax{e- | [mr-d }).

ins, JOsy JOSe Jasy-
h(y)= ZW]. |y—b,.| + z W, (—l+max{cj pa |4, —y|}j + Z Wj(dj -y)- z w,¥,
s, oS}, m m JjOS¢ yaks

y K=Y w(e,=¢)).

JOSe

Supongamos x > Xx,. Si se cumple que:

Q, U, entonces max{‘x—cj mx—dj‘} =x-c,.

B

Q,0(Q, Or)\r, entonces max{‘x —c,

mx—d‘]‘} =d, —mx.

b

0,1Q, ., entonces max{‘x—cj mx—djﬂ =c, —x.

B

Sea /,(x) la funcion indicadora del conjunto 4. Derivamos y obtenemos:
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3.2.2 La solucién del problema con las normas £, y (,

g)= Y wsgn(x=a)+ Y wil @)+ D w+ D w+ w

i0S),a; #x, ias, JOS,, JOSy JOSe
¥ mw kD wmm Y= W,
Jjos® JOS,, JOS .+ 05, JOS;

0D(x,

+,y0) =Y wsgn(x, —a,)+ZW,1{XO}(a,) W, Wy ¥ W AW+ (=D,

Ox i0s, i0s,

(%)5) 6:20) (%:34)

Figura 3.9: Cambio de los portones para x <> x .

Supongamos ahora que x <X, . Si se cumple que:

O, Ur \r, entonces max{‘x—cj mx—d}‘} =d, —mx.

b

Q,Un nr,entonces O, =0,y por tanto: max{|x—c0

b

Q_] 0Q, , entonces max{‘x—cj mx—dj‘} :dj —-mx.

b

0,0Q, Ur,, entonces max{‘x—c/ mx—a’/‘} =c;—x.

b

Luego:
ge)= Y wsgn(x=a)=Y wl (a)+ Y w+D w+> w
i0Sy,a;#xy ids, JOS,, JjOSy JjOSe
+me, ‘mz W ™ Wo _mz w; = Z W
jos” JOS,, JOSy JO8p 08,y
0D(x,,
ORI = S s, =)= Sy @)+, + W, W+ =) (o, 1
X i0s, s, !

mx—daﬂ =c, ~X.

+1,.).
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Capitulo 3: Los portones y la solucion del problema de localizacion con dos regiones

De manera anéloga, obtenemos para y,

0D(x,,
% = szsgn(yo _b,)_ZVV]Iy”}(bi) Wy, —W,,.
s, s,
0D(xy,¥,) _
T‘{ro = %“w,sgn(yO -b) +§wil{y”}(bi) +W, AW, —W,..

En conclusion,

0D(x,, 0D(x,,
o) 2 ODC00) 405wl @)+, = (=D +H,2). y
ias,

9D o) - ODCw20) Lo 5, 1 ()47,
ay+ ay— & i{y} \"i rH

Si (x,,5,)0Q,\ WV, las derivadas laterales coinciden.

0D(xy, ) o, OD(xgs Vo) o OD(Xo, o) , ID(Xo, o)

En caso contrario,
Ox Ox Oy dy

vaque, m—1<0,y W

rl>

w, y W, es suma de pesos de puntos de 4' y W, es suma de

pesos de puntos de B'. ]

3.3 Método de obtencion en Q, de la solucion del
problema

El conocimiento de las derivadas laterales en los puntos de Q, sera de gran utilidad en
los algoritmos que construiremos en el capitulo 4. A continuaciéon vamos a utilizar
dicho conocimiento para delimitar en Q, una region en la que se pueda encontrar la

solucion del problema (1).

Proposicion 3.13. Sean P 1 Q, y €0Q_, con 1<g<o, dos conjuntos de puntos

q’
separados por la recta » =y =mx, con m >0. Consideremos también el conjunto

WPl(ﬁ’,(ﬂ*):[medX,MedX]x[medy,MedY] segiin la definicion 3.7. Entonces, si
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3.3 Método de obtencion en €, de la solucién del problema

X, =(x,,y,)0Q, es solucion del problema (1) se verifica que, x, <med, e y, = Med,

(ver figura 3.10).

Med,

med,

Figura 3.10: Posicion relativa del punto solucion X [1Q; .

Demostracién. Sea X =(x,,y,)0Q, y 1 <g <oco. En virtud de la proposicion 3.10:

q-1 g-1
oD(x,,y,) sgn(x, —c )‘xo—cv‘ —m‘mxo—d,‘
020/ — _ _ J J J
D) = 5 = 3wy, + X 1+
X ;<X a;>Xo JOsy q e + —d q
i =c,| +[mx, =d |
q-1 q-1 g1
sgn(x, —cj)‘xo —c_]‘ —m‘mxo —d_]‘ 1+mm]

Si ¢, >x,, entonces

b

(‘{/‘xo —cj‘q +‘mxo —d(/‘q Jq_l (q\/1+ m] )q_1

mx, —d,
con m,=—2m>0.
‘ X, ¢,

.. . 1+mx?"
Segun la proposicion 2.22, se verifica que —————<:/l+m?, y por tanto,

e

1+mm!™”
Qi p——— —1+m?.
()
( ) q-1 d q-1
) sgn(x, —c ‘xO -c ‘ —m‘mxO - ‘
Si ¢, = x,, entonces - - e =-m>=1+m?,

q-1
q q
(%%_Q‘+W%_44j
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Capitulo 3: Los portones y la solucion del problema de localizacion con dos regiones

ya que el denominador no se anulaen Q
Andlogamente, si ¢, <Xx,, entonces

q-1 q-1
-1 1
sgn(x, —cj)‘xo -c_]‘ - m‘mx0 -d‘]‘ _ l=mm] ~1=mm]

>
((/‘x(} _Cj‘q +‘mx0 —dj‘q )‘H (qh + m;{—)‘i“ (q/l + m}, )q—1

De este modo,

aD(xeayo ZW zm+Wq+sz(m—l-ql+mq),COHm-l—ql"'mq>‘2-

a; <X a;>x Jas;-

Por lo tanto,

0D(x0,y0>zw ZW+ZW+ZW 2ZW—ZW ZW+ZW_ZW

a;<x, a;>x, c JE=)) c >X, JOs a; <X, a;>x, ¢ 1 S%, c >Xx,

sigue que:

aD(med..,v.) wow
R Y w Fow e YW Y w2 =0,

+
Ox . .
a;<medy ¢ smedy a;>med y c;>med y

con W = Zw, + Z w, . Por la convexidad de D, la solucion 6ptima es x, < med
i0s, Jjos,

Analogamente se demuestra que y, = Med, .
Supongamos ahora que g =0 . En virtud de la proposicion 3.12:

9D o) Zwsgn(xo—a)+2w] (a)+W, +W, +W. +W, +(m-1)W,

Ox” i0s, A0S,

OD(xO,yO Zw Zw+Zw+(m D VZ_ZW Zw+2w

a;<x, a;>x, = a; <Xy a;>Xy ;<%

ComoWV2sZ:wj,secumplequea °’y° 2w - Zw+Zw —Zw

G
c;>Xy a;<x, a;>x, c <x, ¢ 7>y
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3.3 Método de obtencion en €, de la solucién del problema

Por tanto:

OD(me 0D(med,, y,) S Z W+ Z w, - Z W, = Z w >%—%:0:>xs5med)(

a;<med y c <de,‘ a;>med y ¢ ;>med
Por otra parte,

0D(xy,¥,) _ =Y wsgn(y, ~b) =Y w1, ANCYR

a ) s, i0S,

9D(x,, ) _ D RTEDRED WD RUED I D ISP INT

ay b<y b2y, d <Y JOSe bi<yy b2y, d,*Z}’o
S ITED ITED IR W
bi<y b2y, d; 2y, d; <Yy
0D(x,, Med, ) w W
e L/ RS P
y b;<Medy b;2Medy d}2Medy d;<Medy 2 2
Por la convexidad de la funcion objetivo, se tiene y, = Med, . ]

La idea que preside los resultados que vamos a exponer a continuacién consiste en
dividir la region Q, en rectangulos (regiones factibles) en los que la funcion objetivo
tiene una expresion analitica unica con variables separables y ademas sea diferenciable
con derivadas parciales respecto de cada variable independiente de la otra variable, con
lo que podremos aplicar alglin algoritmo estandar para encontrar el minimo absoluto de
una funcién convexa. Las proposiciones 3.10 y 3.12 nos proporcionan los puntos en los
que la funciéon no es diferenciable y por tanto, seran vértices de dichos rectangulos.
Ademas, tendremos que afiadir los vértices correspondientes a valores de x e y en los

que la funcion objetivo cambia de expresion analitica.

Para reducir considerablemente el nimero de rectingulos a estudiar, usaremos la
proposicion 3.13 junto con el hecho de que la solucion del problema (1) se encuentra en
la envolvente convexa rectangular de los puntos de @ y € (Brimberg et al. 2008), es

decir, si X (x,,»)0Q, es la soluciéon del problema (1), entonces x, <med,,
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Capitulo 3: Los portones y la solucion del problema de localizacion con dos regiones

vy, 2Med,, y ademés, x, <x <x,ey, <y <y,, donde x,6 = mln{al,cj},ml s
>/ =0q

X :maX{a C}
M A ids,, jos,

:min{b dv} :max{b d} .
> Y A IDSI,_]DSq’ Y Yu N i08,./08,

Sean =4 04,04, y 8=5B 0B, 1B, subconjuntos de R definidos como sigue:
A ={x.x.}. 4 ={a|x<as< xmax},ml > 4, ={cj |x <c Sxmax}‘]mq )

Bl

{Med,,mUned }, B, ={b,| Med, <b, <mlined,}

ids, 2

B3

2
Jos,

{d)| Med, <d < mTined,}

Med
donde x, :max{ “r ,xm} y X, =min{med  x,} (ver figura3.11).
m
Yu
90,
Q, 0=
9
Yy, =mlined,
Vs Ql
Vs
> Med, =y,
X
T _ Medzy x3 Imedy () P
X = x, =med, Med e
o o Y
xm xM

Figura 3.11: Regiones factibles para X, 0Q .

Teorema 3.14. Sean U Q, y €UIQ, , con 1<g<c, dos conjuntos de puntos

separados por la recta »=y=mx, con 0<m<1. Supongamos que la solucién

X,(x,,y,) del problema (1) se encuentra en Q,, entonces existen dos indices 4 y ¢

tales que:

xh’xhﬂ Da’ y)‘—l’yt D‘(B y X&' DI:(xh’xhﬂ]x[yr—l’yr)‘
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3.3 Método de obtencion en €, de la solucién del problema

Ademas, la funcidn objetivo tiene expresion analitica Gnica y es dos veces derivable en

el intervalo I .

Demostracion.

Sea A" ={(xl,MedY),(x2,MedY),...,(xk,MedY),(x

max’

Med, )} =ax{Med,} puntos de

Q, tales que x, <x, <---<x, <x,,, =X, . Teniendo en cuenta que X [JQ, y debido a

xmax

la convexidad estricta y separabilidad de la funcion objetivo,

* X, =x,8

s

; 0D(x,, Med,) -
ox*

. 0D(x., Med
* En caso contrario x, D(xh,xhﬂ] ,donde x, = max {x,; % < O}.
i=l,.., X

Analogamente, consideremos ahora el conjunto de puntos de Q,,
B ={(medX,yl),(medx,yz),...,(med){,y]),(medX,y,ﬂ)} ={med } x B, tales que:

Med, =y <y, <--<y, <y, =ml%, . Teniendo en cuenta que X, JQ, y debido ala

convexidad estricta y separabilidad de la funcion objetivo,

. 0D ,
. y, = Visrs S1 —(xmax_ ylﬂ) <0.

OD(X,W, J’,) > 0}

* En caso contrario y, D[ Vi yt), donde y, = min {y}; P
i

J=2,.0+1

Ademas, la funcion es dos veces derivable y no cambia de expresion por la

construccion de los intervalos. ]

Nota 3.15. En la implementacion informatica se calculan ambas derivadas laterales en
cada punto de 4" y de B", de tal manera que podemos limitar la region factible para
X, U0Q, a un rectdngulo bidimensional, a un rectangulo unidimensional (segmento) e
incluso a un unico punto con lo que tendremos la solucion exacta del problema (1) si

ésta se encuentra en Q.
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CAPITULO 4

ALGORITMOS DE LOCALIZACION EN DOS
REGIONES CON METRICAS DISTINTAS

En el presente capitulo vamos a detallar diversos algoritmos, basados en los resultados
teoricos de los capitulos anteriores sobre la caracterizacion de los portones entre dos
regiones con métricas diferentes. Ademas, las expresiones de las derivadas parciales
laterales obtenidas en el capitulo anterior nos permitiran encontrar la solucion del

problema (1) cuando intervienen regiones con normas (, y (.

En todo el capitulo supondremos que fl’:{P,:(a,,b,)},DS oQ, vy
@={0 =(c,.d},

separados por una recta r, tales que » [J Q _, regién con norma (_,y que rnQ =g,

0Q_, son dos conjuntos de puntos con pesos w.,w, [OR",
0s, q L

region con norma [,, con 1<p<g<o. Supongamos también que

rewy+wx+w, =0, con @by, #0 (recta oblicua).

Mediante un movimiento (traslacion o/y simetria), que deja invariantes las distancias,

podemos escribir » =y =mx, con 0 <m <1,y supondremos que r(£)<0,iL1S, y que

r(©,)20, 0S8, , es decir, Q, se encuentra por debajo de la rectay de Q.
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Capitulo 4: Algoritmos de localizacion en dos regiones con métricas distintas

4.1 Algoritmo GMFP (1,9)

El algoritmo GMFP (Gate MultiFacility Procedure) es una ligera modificacion del

propuesto por Brimberg et al. (2003), que denominamos MFP, enel que 1< p<g <.

En el capitulo I hicimos una somera introduccién al algoritmo, y ahora vamos a
detallarlo para cualquier valor de p, y asi comprender mejor el nuevo algoritmo

propuesto para el caso particular de p =1.

Pretendemos resolver el problema de optimizacion:

Jos,

%g;{z wd(P,X)+ Y wjd(X,Qj)}, (1)

donde {Wz},usl OR"y {w]} OR".

Jjos,
Dado que este problema de optimizacion no es convexo (Parlar, 1994), los autores del
método MFP descomponen el problema en dos problemas de optimizacion, suponiendo
que la solucion se encuentra en Q_ y suponiendo que se encuentra en Q .
Bajo el primer supuesto, es decir, la solucion del problema (1) se encuentra en Q_, el
problema de optimizacion (1) se puede reformular de la siguiente forma:

D= X@{de(&)o+2w,dqm>}

7140, Jas,

:XB@QD,{MP<B,Z,->+ZWZ,X>+ijdxX,Qj)},
%S,

i0s, Jas,

donde Z, =(z,,mz,)Ur paracada i[]S,. Tenemos por tanto el problema siguiente:

. P P q q
min E WI(’/|zl—al| +|mZ,—b,| + E w,‘{/|zl—x| +|mzi—y| + E w,
(00,7 R ics, ics, s,

b

Este es un problema convexo sin restricciones que se puede resolver modificando el
procedimiento de Weiszfeld de localizacion multiple y suavizando con una
aproximacion hiperbolica, ya que en los problemas localizacion multiple el suavizado

es practicamente una necesidad (Love et al., 1988). La principal modificacién respecto
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4.1 Algoritmo GMFP(1,q)

del método tradicional de Weiszfeld estriba en que tenemos dos normas en lugar de una

unica norma. La funcion objetivo suavizada, DH , con £ >0 queda:

DH(X,y,Zl,...,Z‘S ‘) = Zml\)/((zl _a,)2 +£)P/2 +((mz, _b,)z +£)P/2

its,

(-2 +e) S -z +e)”

its,

S illemerve) +(0-d ¢ +e)

its,

q/2

Fla..b)

Figura 4.1: Punto solucion en Qq .

Para el algoritmo propuesto se igualan las ‘Sp‘+2 derivadas parciales a cero y se

obtiene un problema de punto fijo, resuelto de forma iterativa:
J Se eligen ‘Sp‘ +2 wvalores iniciales arbitrarios: xO,yO,z,O, iDSp y £€>0, con

(xo,yo) 0 Qq. Para £ =0,1, ..., se consideran los siguientes valores:

» »
k — _k 2 Kk — k 2 k — ko kg .
. A, =(z; —a) +& A, =(mz; —=b) +E&, AT =42 +4,7%, lDSp,
k k kN2 k k kN2 k kﬁ kﬁ
B, =(x"—-z')y+&, B, =y —mz ) +¢, B'=B?+B,?, iDSp,
k k 2 k k 2 k ki ki
C,=(x"=¢) +e, C,=(y —d)) +¢, C;=C 2+, 2, Jus,,
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Capitulo 4: Algoritmos de localizacion en dos regiones con métricas distintas

y se obtienen de forma iterada las siguientes coordenadas:

1 a4 1 a4
k k9 pk? k1 k2
[Z Zi WIB, Bll + Z C.IW]'C.I le j
k+l

i0s 08,
. y = d . ©)
éil k%il kéil k%*l
k
2owB BT+ wCl G
i0s,, jos,
TR TR
k k k k k
Y mziwB By +% .dwC] C
el is,, jOS,
Y= , (10)
llil k%l klfl k%fl
o (
2B B A WOy
ias, Jos,
k k k k k pk k nk
4 ad; +mbd, |+B x'B; +my'B,
k+1 .
z, = - e f . Py , ias,. an

A° | A w4l |+BY | BN +m’B

2‘Sp‘+2

De esta forma, se genera una sucesion {X k ,Z,k} - OR ,k=0,1,....., escrito de
5y

forma abreviada como la transformacion:

mFP: R L RWP
(xt.z) - (xnz)

itls, »

con X“=(x",yH0Q, y Z'=(z,mz)0r,i0S,, a partir de ‘Sp‘ﬂ puntos
arbitrarios X" =(x",y)0Q, y Z’=(q.ma),i0S,, convergentes al punto fijo

(X *,Zf)) 6 Si hubiésemos tomado £ =0 y la sucesion generada fuese no singular,

es decir, no se anulan los denominadores de (9), (10) y (11), entonces el punto fijo

seria (X X q,P,.)) , donde X  es la solucion en Q  del problema (1) y

inas,

{G(X P )} _, son las puertas de acceso correspondientes. Dado que es necesario tomar
! P

£>0, obtenemos una aproximacion de la funcion objetivo como

D,~DH(X".Z,....Z

*

)
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4.1 Algoritmo GMFP(1,q)

Sin embargo, es conocido que si g >2, el procedimiento iterativo puede no converger
(Morris, 1981), (Brimberg y Love, 1992) y (Brimberg y Love, 1993). Por ello, en este
trabajo consideramos un factor A = min{l,l/(q —1)} que, para cualquier g >1, asegura

la convergencia usando las formulas de recurrencia:
=AM+ (1= A)xE,
YEAY A=), (12)

"=+ (1-NzF, i0S

P

Una discusion mas detallada de la convergencia se estudia en la seccion 4.7, al final de

este capitulo.

Por otro lado, si suponemos que la solucion se encuentra en Q  procedemos de manera
andloga y obtenemos el punto aproximado a X, y un valor aproximado de la funcion

objetivo D,. Para finalizar obtenemos como punto solucién del problema (1)

X, = argmin{Dp(X),Dq(X)} .

XOR?

Hasta aqui el método general, pero hemos de hacer notar que, en el caso p =1, el

método MFP puede resultar excesivamente lento, sin embargo, el conocimiento
inmediato y exacto de los portones (ver teorema 2.23) nos permite acelerar la

convergencia de este método, lo que nos lleva a disefiar el algoritmo GMFP (1,¢) .

A partir de lo expuesto anteriormente, y suponiendo que la solucion se encuentra en
Q, (andlogamente en Q,), el pseudocddigo para obtener la solucion del problema (1)
queda como sigue:

1) Fijamos una tolerancia to/ >0, un numero méximo de iteraciones N , un valor

£>0 y se elige un punto inicial arbitrario X° = (xo, yO) 0Q,.

2) Se actualizan los portones Z’ =G(P,X")=G,, de acuerdo al teorema 2.23, se

evalta la funcién objetivo. DH, = DH(X°,G°) e inicializamos k =0.
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3) Usando las férmulas (9) y (10) obtenemos X**', actualizamos los portones
Z*M =GP, X*"")y=G" 'y se evalta la  funciébn  objetivo

DH,, =DH(X"",G"").

4) Si DH,—-DH,,, <tol vamos al paso 6.

5) Si k+1< N, hacemos k:=k +1 y vamos al paso 3.

6) Finaliza mostrando solucion X =X “! 'y el valor de la funcién objetivo
D,=DH,,,.

La diferencia sustancial del algoritmo GMFP con el original MFP estriba en el punto 3,
ya que MFP utiliza en cada iteraciéon la formula (11), mientras que este nuevo
algoritmo calcula directamente el portén, con lo que se obtiene un valor inferior de la

funcion objetivo:

DH|

MFP(X*,Z}) ,1)=DH((X"+‘,ZI"+‘) )>DH((X"*‘,G,"“)M)=DH(GWP(X*,Z,") )

i, [\ [\

4.2 Algoritmos Gate(p,q)

En todos los algoritmos que exponemos a continuaciéon vamos a descomponer el

problema (1) en tres problemas:
P1) Buscamos la solucion en la recta, es decir:
D, =D(X,)= n)?é'n{z wd (PGP, X))+ wd (G(P,X),X)+> wd,(X, QJ)}
"ios, is, Jj0s,
Notese que la trayectoria de cada £, a X no se realiza necesariamente por Q , ya
que, al usar el portén entre F, y X, una parte del trayecto se realizaen Q ,y se

mide en norma ¢, mientras que la otra parte del trayecto se realiza en la recta y se

mide en norma _, seglin vimos en la proposicion 2.33 (ver figura 4.2).
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Figura 4.2: Punto solucion X, .

P2) Buscamos la solucion en la region Q :

D, =D(X,)=min {Z wd(P,X)+Y wd(X,0, )} , es decir,

4 |08, Jjos,

D, = min {Z wd, (PGP, X))+ Y d,(G(P, X). X)+ Y w,d,(X.0)

|08, s, JjOS,

P3) Buscamos la solucion en la region Q

D, =D(X,) = min {Z wd(P,X)+ > wd(X,0, )}, es decir,

P IDSP _]DSq

}.

D, = min {Z wd (P,X)+ Y wd, (X,GQ,, X))+ wd (GQ,,X), QJ)}.

Jos, Jos,

Una vez resueltos los tres problemas anteriores y, para finalizar, el punto solucion del

problema (1) es X, =arg min{Dp (X,),D,(X,),D,(X, )} )

Aunque se considera que la recta esta incluida en Q_, la experiencia nos demuestra que

si la solucion esta en la recta, ésta no coincide con la encontrada en Q_, ya que son

métodos de aproximacion que paran al alcanzar la tolerancia prefijada. Ademas, los

tiempos de computo en la recta son muy reducidos y nos permiten alcanzar una mayor

precision con poco esfuerzo computacional.
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A continuacién desarrollamos diferentes algoritmos segiin donde consideremos que se

encuentra la solucion y los valores de pygq.

4.3 Algoritmo de busqueda en la recta

La funcién objetivo tiene como expresion:

D(X) = D(x,mx) = Z w](/‘x-cl‘q +‘mx-d/‘q + Z w,’\’/|x—a,|p +|mx-b,|p +
jos, ' ‘ i0S ¢

P P q q
+ 3 whle-al +mx=mal” + 3 wix=-a +mx-ma| +
i0s - i0s,-

P P q
+ z w,.’\’/|x—a,| +|mx—ma,| + z wj§/|x-b,/m| +|mx-b,
i0S JOSn

q
s

donde S,,,S,.yS,, son los conjuntos de indices correspondientes a las regiones de

Q , definidas por X (ver proposicion 2.33).

Para esta situacion hemos realizado un algoritmo ad hoc, adaptando el método ARS a

una recta y una funcion convexa, de la siguiente forma:

1.

Fijamos una tolerancia fo/ >0, un nimero maximo de iteraciones N , un paso

A >0 suficientemente grande, dos direcciones en la recta: u, =(l,m) y
u, =(=1,-m), un punto inicial arbitrario X, =(x,,mx,), hacemos X, =X,
hallamos portones y evaluamos la funcion objetivo D, =D(X,))=D, e
inicializamos k,/2=0.

Hacemos X, ,, =X, +Awu,, ,actualizamos portones y evaluamos la funcién

objetivo en dicho punto: D,,, = D(X,,, ,,)-

Si D, <D,y D,-D,, <tol, hacemos X, =X,, ..., D,=D,, y vamos al

paso 8.

Si D,,, <D,y k+1=N, hacemos X, =X, ..., D, =D, yvamos al paso 8.

Si D,,, <D, , hacemos k:=k+1, h=0 y vamos al paso 2.
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6. Si h+1<2, hacemos &:=h+1y vamos al paso 2.
7. Si h+1=2, hacemos A:=A/2, h=0 y vamos al paso 2.

8. Finaliza mostrando solucion X, y el valor de la funcion objetivo D, = D(X, ).

Notas:
1) En la implementacion tomamos como punto inicial X =(x,,mx,), donde x, es una

mediana de los valores {a,* ,c;} ,siendo @, y c; las abscisas de las proyecciones

IDS'p,/DSq
, -D -q . .
de B,y O, enr, segin m} =—m|m| y mj =—m|m| , respectivamente. Justificamos

esta eleccion por dos motivos: en primer lugar, las lineas geodésicas o de minima
distancia tienen estas pendientes y en segundo lugar, el punto que minimiza la suma de
distancias ponderadas en una recta es independiente de la métrica, por lo que tomamos

el punto que minimiza dicha suma en ¢, es decir, la mediana.

2) Para obtener los portones, utilizaremos la proposicion 2.33, lo que ha dado lugar a

tres programas, segun los valoresde pyg:
rectarspinf sil<p<g=o0
rectarslq sil=p<g<o

rectarspq sil<p<g<o

4.4 Algoritmos de biisqueda en Q, (1<g<o)

Mostramos a continuacion dos algoritmos de busqueda de la solucion en Q , ambos

estan basados en el uso de los portones. El primer método se basa en el uso del teorema

3.5 (Condicion necesaria y suficiente en Q ), mientras que el segundo método es una

aplicacion del método ARS construida con el objeto de comprobar la eficiencia del

primer método.
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Método 1:

Cualquiera que sea el valor de p[[l,], con p # g, el pseudocodigo para encontrar la

posible solucion del problema (1) en Q es el siguiente:

1. Fijamos una tolerancia fo/ >0, un numero maximo de iteraciones N ,y se elige

un punto inicial arbitrario X = (xo, yo) uQ,.

2. Se actualizan los portones G(F,X,), se evalua la funcién objetivo. D, (X,) e
inicializamos £ =0.

3. Hacemos X,, =WF, (X,), actualizamos portones y evaluamos la funcion
objetivo: D, (X,,)).

4. Si D,(X,)-D,(X,,,) <tol vamos al paso 6.

5. Si k+1< N, hacemos k:=k+1 y vamos al paso 3.

6. Finaliza mostrando solucion X, =X,,, y el valor de la funcion objetivo

D,=D,(X,.).

La convergencia del algoritmo esta garantizada por la condicion necesaria y suficiente

de solucion en Q_ (teoremas 3.5y 3.6).

Notas:

Wx+Wx, W, y+Wmx, s
4 4 ’

1) En la implementacion del algoritmo tomamos X, :( ,

p=1, donde W, => w,, W, => w, , W=W+W, x=

~ W
108, Jus, Z,Dsl i jos,

wma +Y.  wd,

— _ as, ! ! Jjos, o J d . — l d d d d |

y = z z , €S decir, (x,y) es el centro de gravedaa € 108 puntOS
as, ! Jjos, W]

Q, y P =(a;,ma;), proyectados de los puntos P, en la recta, segin la pendiente

-p . - . . .,
mé = —m|m| de la linea geodésica. Ademas, x, es la abscisa de la soluciéon X, Ur .

g
P
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La elecciéon de la semilla ha surgido de la experimentacion ya que tomamos

inicialmente X, =(x,y) pero las pruebas mostraban el acercamiento de la sucesion a la

recta por lo que se consider6 un promedio con la solucién obtenida previamente en la
recta, y se observd que con esta nueva semilla se aceleraba considerablemente la

convergencia.

En el caso p>1, simplificamos la eleccion de la semilla tomando un promedio entre

2y +
(x,) y su proyeccion vertical en la recta, en concreto X ( ,%j

2) Una segunda cuestion a tener en cuenta es el método para resolver el problema de

Weber-Fermat: X,,, =WP, (X,), es decir, X,,, es el punto solucion del problema de

optimizacion:

(x.,y)0R?

X, argmln{ x c‘ +‘y d‘ +Z \/‘x a‘ +‘y ma‘ },
X

donde (a ma) G(X,,P).

Hemos considerado dos alternativas para resolver este problema: el algoritmo de
Weiszfeld (con suavizado hiperbdlico), que estudiamos en la seccion 4.7 de este
capitulo, y el algoritmo ARS, elaborando asi dos rutinas diferentes, weiszfeldg y

arsweis, respectivamente. Lo mas destacable del algoritmo ARS es la ausencia de
preocupacion en la singularidad de los puntos de la sucesion {X k} , Ya que no se

utilizan las derivadas de la funcion. En su contra tiene la variabilidad de la solucion

obtenida, en funcion del niimero maximo de iteraciones prefijadas.

3) Por tltimo, tenemos el problema de actualizacién de los portones G(2,X,). En el
caso p =1, el conocimiento inmediato y exacto de los portones, usando el teorema

2.23, acelera en gran medida la convergencia del algoritmo. En otro caso, usaremos la
rutina gates pq, que devuelve el portdn correspondiente a dos puntos cualesquiera

POQ,y0UQ,.
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Método 2

Es similar al método de busqueda en la recta, con las dos diferencias sustanciales

siguientes:

1) El punto inicial que hemos tomado es X, [1Q_ definido en la nota anterior.

2) Los movimientos del punto inicial X,

h+1,k +1

=X, +Au,, , se realizardn en cuatro
direcciones: u, =(,-D,u, =(-1,-D,u; =(-1,D) yu, =(1,1), con un A

suficientemente grande.

En los casos Q, y Q_, podemos aplicar el método 2 pero no asi el método 1 ya que
X=WP(X) 6 X =WP,(X) no garantiza que X sea la solucién, como vimos en los

ejemplos del teorema 3.5, por lo que vamos a detallar los algoritmos que hemos

utilizado en estos casos.

4.5 Algoritmos de busqueda en Q,

Para encontrar la posible solucion en Q, hemos desarrollado dos algoritmos basados en

el teorema 2.23 y la proposicion 3.13. La diferencia sustancial entre ambos estriba en
que uno de ellos no utiliza el teorema 3.14 mientras que el expuesto en primer lugar si

lo utiliza y su desarrollo es como sigue:

1. A partir del teorema 2.23 obtenemos la pendiente m" y, para aplicar la
proposicion 3.13, obtenemos el punto (med ,,Med, ).

2. Si (med,,Med,)00Q, construimos la malla M =4 xB", segin el teorema
3.14. En caso contrario, hacemos (x",y") = (med ,, Med,) y vamos al paso 7.

3. Calculamos las derivadas parciales respecto de x e y en A yB,

respectivamente 'y, aplicando el teorema 3.14, encontramos un punto

I=@x","), O un intervalo unidimensional ]={xh}><[y,_l, y,) 6

I :(xh,xhﬂ]x{y,} , 0 un intervalo bidimensional / :(xh,xhﬂ]X[y,_l,y,) en el
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que se encuentra la posible solucion ya que las derivadas laterales cambian de
signo.
4. Si I nQ, =@ la solucion se encuentra en la recta, ya que es la frontera de la

region abierta Q, (ver figura 4.3) y vamos al paso 7.

5. Si InQ, %@, entonces la solucion es (x",y") si el intervalo se reduce a un

punto. En caso contrario, podemos aplicar un algoritmo estandar para encontrar
la solucién, ya que en dicho intervalo la funciéon es convexa, dos veces

diferenciables y no cambia de expresion segun el teorema 3.14. Sea entonces

(x",y") la posible solucion, obtenida segun el algoritmo estandar.

6. Si (x,»)0Q,, entonces X, =(x",y"), calculamos D,(X,) y el algoritmo

finaliza.

7. Si (x,»)0Q,, podemos considerar un punto de Q, como solucién
aproximada: X, =X, +A(0,-1), con A suficientemente pequefio, donde

X,, Or es el punto solucion del siguiente problema de optimizacion:

" lios, jOs,

@é’”{Zw,de,Xw )3 wjdxXan)}’

que difiere del punto solucion en la recta, en que la trayectoria de cada P, al

punto X estd integramente en Q, . Calculamos D, (X)) y el algoritmo finaliza.

Figura 4.3: Zona roja/azul: solucion no valida/valida.
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Notas:

1) Respecto del ultimo problema de optimizacion se tiene que la funcion objetivo tiene

como expresion:

D, (X)=D, (x,mx)= Zw, (|x —a,|+|mx—b,|) + Z W./?/\x _C‘]‘q +‘mx—dj‘q :
s, j0S,

Dado que es una funcion convexa, cualquier algoritmo estandar nos proporciona la

solucién. Por ejemplo, se puede usar la rutina fminbnd de MATLAB para valores de x

< xSmax{al.,c.

tales que min{a c.} } .
q 2] 7} s, jos,

ids,,jos,

No obstante, hemos realizado una implementacion ad hoc, adaptando el método ARS a

una recta y una funcion convexa, de manera analoga al método de busqueda de X, con

la ventaja de no tener que actualizar los portones en cada iteracion.

2) Para el caso 1<g <o, las derivadas laterales se calculan segun las férmulas de la

proposicion 3.10 mientras que en el caso g = co usaremos la proposicion 3.12.

En caso de no utilizar el teorema 3.14, el procedimiento seria el siguiente:

1. A partir del teorema 2.23 obtenemos la pendiente m" y obtenemos el punto
(med  ,Med,) .

2. Si (med,,Med,)0Q,, aplicamos el algoritmo ARS de forma similar al método
2 del algoritmo anterior, tomando como punto inicial X, =(x,,y,)0Q,, con

Med,
m

xo=%(35’7@dx+ j e yozi(3Medy+mDJ”edX)’ y obtenemos la

solucion X, y el valor de la funcion objetivo D, (X)).

Los coeficientes de %yi son irrelevantes, s6lo han de cumplir que el punto

inicial sea un punto interior al tridngulo rectangulo formado por el punto

(med,,Med,) y la recta, ya que el movimiento del algoritmo ARS es

suficientemente rapido y no influyen significativamente en la convergencia.

Péagina 106



4.6 Algoritmos de busqueda en Q

3. En caso contrario, hacemos (x",y")=(med,,Med,) y procedemos como el

punto 7 anterior.

4.6 Algoritmo de busqueda en Q,

Cualquiera que sea p [[l,), procedemos como sigue:

1. Proyectamos verticalmente los puntos de Q  sobre la recta y realizamos un giro

de amplitud 45° respecto del origen (ver Nota al final de este algoritmo).

2. Obtenemos el intervalo mediano [med X,MedX]x[medy,Medy] , de los puntos
transformados de Q_ y de los puntos transformados de los proyectados
anteriores. En virtud de la proposicion 3.13, el transformado del punto solucion
X, =(x,,y,) verifica que: x, = Med, € y, <med, (ver figura 4.4).

3. Deshacemos el giro y evaluamos la funcion objetivo en el vértice superior del

triangulo, actualizando previamente los portones (ver figura 4.5).

(Med . ,med,,)

Figura 4.4: Situacion inicial y situacion tras giro de 45°.
4. La solucion se encuentra en un entorno de dicho punto en virtud de la

convexidad estricta de la funciéon objetivo. Aplicamos el método ARS
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modificado para desplazarse en cuatro direcciones u, =(1,-1), u, =(-1L-1),

u, =(—1,1) y u, =(1,1), y obtenemos la solucionen Q_ y D, .

Figura 4.5: Situacion final tras deshacer giro.

Nota:

Para obtener el punto Y =WP (X) hemos de resolver el siguiente problema de
optimizacion:
argmin D, ¥)= arg min {; w,d,(G(F,X),Y)+ ]DZ w,d, (Y, Qj)},

0 bien,

> >

=

min_D,_(x,y)= min (Zw]max{‘gf -X
IDSP

Gy % (x.y)R? g _y‘} +‘]Dz§w w; maX{‘x —c,
donde (gf,gf) =G(P,X).

Aplicando un giro respecto del origen 7', de amplitud %T, las ecuaciones de la

D

X' = y) |
transformacién son: . Dado que max{|a R bﬂ =—(|a +b| +|a -b ) ,
V2 2
y —7(x+y)
tenemos que:
max{[v—c | |y=d [ =3 (Grry=te, v fermv=te, = = (=l =),
max{jx~g'|.[y-¢'[ =%(\(x+y-(g,-" g +r-y=(g -2 =L2(\y'-g'f’\+\x'-g'i‘ ).
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4.7 El problema del punto fijo X = WPp(X). El algoritmo de Weiszfeld

donde (x.y"),(g" g") y(c'j,d}) son los transformados por el giro de los puntos Y,
G(B,X),y O,, respectivamente. Ahora, la funcion objetivo se puede expresar de la
forma:

{ZW,dI(G}aY’ﬁ ZW,dI(Y’,Q})}:%DI(Y’)

IDSP JOS,

Dmm:%%ga

1

Por tanto, la solucién del problema de optimizaciéon en Q_ es 77'(Y"), es decir, la

transformacion inversa de la solucién en Q, (medianas), para los puntos transformados

segun el giro 7 .

4.7 El problema del punto fijo X=WP(X): El

algoritmo de Weiszfeld

Algunos algoritmos expuestos en las secciones anteriores construyen sucesiones con

objeto de encontrar el punto fijo X =WP, (X), que es, seglin el teorema 3.5, el punto

solucion en Q  del problema (1).

Con X, =WP (X,) denotamos en dicho teorema al punto solucion del problema de

localizacion simple de Fermat-Weber:

o =wemin Sl <bal X el o |
( s, ' '

Q| ios,
donde (cj,mcj) :G(Xk,QJ) .

El método mas comun y sencillo para resolver el problema anterior es el denominado
algoritmo de Weiszfeld, que exponemos a continuacion, primero para p =2 y después

generalizamos.

Sea fl’:{P,(a,,b,)},DS con S:{1,2,...,M}, un conjunto de puntos de demanda

(vértices) de R* con la métrica euclidea. Se pretende minimizar la funcion:
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Capitulo 4: Algoritmos de localizacion en dos regiones con métricas distintas

D(x,y) = wd,(X,P)= Zw,\/(x—a,f +(y—b)*, donde w, OR" (13)

ias ias

Dado que esta funcion es estrictamente convexa (Love, 1988), tiene un minimo

absoluto en el punto que satisfaga la condicion necesaria de optimalidad:

D x—a, W a)

(x, )= ;w \/(x - ) 2 (X.P)

0 y-b w,(y b))
—D = ! ==

dy (o= ; \/(x a) +(y-b) @ d,(X.F)

Este sistema de ecuaciones no lineales presenta dos importantes problemas: en primer
lugar, no puede ser resuelto explicitamente, y de forma general, para mas de tres puntos

y en segundo lugar, la funcién objetivo D no es derivable en los puntos P puesto que

el correspondiente denominador seria nulo.

Para resolver el primer problema, Weiszfeld despeja en las ecuaciones anteriores:

w.a;
I PEA S x:w(x a) +(=b)
ias ’dz(X,B) i0s idz(X,P,) z w;
IDS\/(x—a].)2+(y—b,)2
b
)3 -
_y T J-a) +(-b)
2. d(XP) 2 d(XP) R W,

§J<x—a,->2 +(y-b)
y le queda un problema de punto fijo i.e. resolver un problema tipo X = F(X), para

cierta funcion F(X). Para la busqueda del punto fijo, se toma un punto arbitrario

X, (x,,¥,) OR? y se construyen las sucesiones:

> g(x.v)a, PACARAL)
X, — i0s , Ves — i0s :0’1’
- Zg,-(xk,yk) o Zg,-(xk,yk)
i0s i0S
w;

con g,(x,,¥,)

J(xk—a) +(, -b)
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4.7 El problema del punto fijo X = WPP(X) . El algoritmo de Weiszfeld

El limite es el punto fijo y, por tanto, el punto que minimiza la funciéon objetivo.

Ademas, se encuentra en la envolvente convexa de los puntos de demanda, ya que los

puntos X, = (xk, yk) son combinaciones lineales convexas de los puntos {P},DS. Con

1
las limitaciones que expondremos a continuacion, el método es convergente para

cualquier punto inicial X, si bien la convergencia es mas rapida si éste se encuentra

cerca del punto fijo, por ello es habitual tomar como punto inicial el centro de gravedad

de los puntos de demanda, si éste no coincide con ninguno de ellos, es decir:

Z wa, Z wb,
i0s Y, = b =08

~ 0 ~ 0
2w 2V

ias ias

xO:a:

que es el punto que minimiza la siguiente funcién (White,1971):

D (x.y) =Y wd,(X,P) =Y w,((x=a)’ +(y=5)?).

ias ias

No obstante lo anterior, incluso eligiendo un punto inicial muy cercano a la solucion, el
método de Weiszfeld puede tener una convergencia excesivamente lenta (Guerrero
2007). Asi, si los vértices fuesen P =(1,-1), P, =(,1), P =(-11), P, =(-1,-1) vy
P, =(100,0), con pesos respectivos w, =w, =w, =w, =1,y w, =4, y elegimos como
punto inicial X, =(99,0), se necesitan mas de 800.000 iteraciones para alcanzar el
punto (99.9998028,0) cuya distancia al punto solucién es superior a 10, En este

ejemplo, la lentitud se debe al hecho de que el punto solucién del problema de Weber

coincide con unos de los vértices (100,0), donde la funcidén objetivo no es derivable.

Para evitar la no diferenciabilidad de la funcion objetivo en los vértices se puede
comprobar, como paso previo a la aplicacion del algoritmo, si el punto fijo se encuentra

en alguno de estos puntos usando la siguiente proposicion (Juel y Love, 1981):

La funcion D definida en (13) alcanza el minimo en el punto de demanda

2 22
P, siysolosi CR,=|| Y wia,za) | | > AG L)) <w,.
i0S,i£h dz(IJhDP,) i3S ,i#h dz(Ph,P])

Sin embargo, a pesar de superar esta condicion inicial, alguna iteracion podria coincidir

con algun vértice y el método no seria convergente, como se pone de manifiesto en
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(Kuhn, 1973) y asi, si consideramos los vértices B, =(-2,0), P, =(-1,0), P =(0,1),
P,=(0,-1), P, =(1,0) y P,=(2,0), con pesos unitarios, y elegimos un punto inicial
con coordenadas aproximadas X, =(1.62139137,0), obtenemos X, =(1,0) y la
sucesion permanece en el punto X, siendo la solucion el punto (0,0).

Sobre el conjunto de puntos iniciales, que en un nimero finito de iteraciones del
algoritmo de Weiszfeld coincide con algun vértice, se pueden consultar los trabajos de
Kuhn (1973), Chandrasekaran y Tamir (1989), Brimberg (1995), Brimberg y Chen,
(1998) y Canovas et al. (2002).

Dado que no tenemos garantias de que en una iteracion el punto obtenido no coincida

con algun vértice podemos utilizar una aproximacion hiperbolica de la distancia:

DH(x,y) =Y wl(x=a,)* +(y—=b)* +& , con £>0,
ias
que es diferenciable en R, ya que el radicando no se anula, aunque tiene el
inconveniente de que es mayor que la distancia original, aproximandose a ella si

£-0.

Como indican Love et al. (1988) un valor de £ >0 nos evita la engorrosa situacion de
pasar por uno de los vértices, aunque se pierda en precision de la solucion. Un valor de
£=0,01 nos acerca rapidamente a la solucion pero la precision sera menor que si
usamos el valor £=0,0001, que es el que hemos usado en todo el trabajo, aunque la
convergencia sea mas lenta. Desgraciadamente, podemos conseguir que la funcién
objetivo converja rapidamente a su limite, pero el punto puede no converger al punto

solucion en aquellos casos en los que esta funcion sea muy aplanada.

En realidad, el método de Weiszfeld es el método del gradiente (Ostresh 1978 y 1978a)

zgl(xk’yk)al
yaque,si x,,, =2~———— sumando y restando x, obtenemos:
> g (x.5,)
ias
a.D - .
Xy =X, —A 2D ») , con factor multiplicador A, =1 (analogamente para y, ).

X,
CEY g (6.

ias
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Ademas, si las sucesivas iteraciones no pasan por ningun vértice, Ostresh demuestra la
UD(x,. ;)
k
Z g} (xk > yk )

ias

convergencia de la sucesion (x,,,,V,,) =(x,,,)—A , para 1< A, <2.

Sumando y restando A, (x,,y,) en el segundo miembro de la férmula anterior,

tenemos:
s Ven) = A s Vi) + (1= A5, - (14)
. s UD(x,,
donde (x].,, V1) = (3, 7,) ~ a2 de). (15)
Z g} (‘xkﬂ yk)

ias

Obsérvese que (14) coincide con la formula (12) que planteamos en el algoritmo MFP

y que (15) es la formula del método de Weiszfeld.

Por otra parte, si A, D[1,2] algin X, puede sobrepasar la envolvente convexa de los

vértices y la sucesion seria divergente.

Por todo lo anterior, en cada iteracion se puede tomar un factor optimo (Rodriguez-
Chia y Valero-Franco, 2011) o bien considerar un factor constante A dependiendo del

valor de p enlanorma ¢ , seglin veremos a continuacion.

Estudiamos ahora el problema de Fermat-Weber para p-normas, el cual podemos

enunciarlo como sigue: dado & ={P,(a,.,b, )} conjunto finito de puntos de demanda

i0s?

(vértices) de R con la norma /¢ , » ¢ pretende minimizar la funcion:

D(x,y) =Y wd, (X, By =Y wilx-al +[y-b|" . donde w, OR* (16)

ias ias

Dado que esta funcion es convexa (Love, 1988), tiene al menos un minimo absoluto.

Imponiendo la condicion necesaria de optimalidad:

0 signo(x —a,) |x - a,.|p_1 w,signo(x — a,)|x - a,|p_1
D)= W, e F=E—
Ox i0s ({7/|x—a|p+|y—b|p i0s dp(XaP,)
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. _ _ p-1 . _ _ p-l
iD(x,y):Zw, signo(y b,.)|y b,.| - w,signo(y b,)|13)/_1 b,| —0.
dy i0s (,\;/|x_a’|p +|y-b,|p i0s dp(Xap,-)

Reescribimos las ecuaciones anteriores como:

w,(x-a,)|x-a,|p_2 _ W;(y_bi)|y_bl|p_2 —
Z d,(X.py" ’ g Z d,(Xx.py"
luego:
w |x—a |p_2 w, |x—av|p_2 a Zg, (% )a,
xz i i — :Z i i _ll = X = ias
&d,(X,P)" & d,(X,P) D g (xy)
ias (17)

w |y _b]_|p-2 b Zhl(x, b,

— 08

w; |y - bi|p_2 _
v =>

- = V- >
Fd,(X,p)y" & d,(X.p)" D h(x.y)
ias
p-2 p-2
(x,y)= w[x—a y h(x,y)= w1y =) y tenemos nuevamente un
con ,y)=——"— (X, Y) =,
& d (X,P)" d (X Py

problema de punto fijo. Dado X, (x,,y,)JR* se construyen las sucesiones:

AN 2y,
X, =1 , Vo = — | k=0,1,...
o Zgj(xkayk) o Zh,(xk’yk)

ias ias

Notese que si p =2, las funciones g, y 4 coinciden, y los sucesivos puntos X, son
combinaciones lineales convexas de los puntos Py, por tanto, todos ellos y su limite
se encuentran en la envolvente convexa de los vértices.

El problema de la no diferenciabilidad de la funcién objetivo en los vértices puede

chequearse usando la condicion necesaria y suficiente de Juel y Love (1981):

La funcion D definida en (16) alcanza el minimo en el punto de demanda
pl
a P \p
CRP, =||R, [ +[R, [ | <w, si p>I
P, siy solo si:

max (|th

,RhyDSwh si p=1,
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-1
_ w,signo(a,, —a,)|ah -a,.|p
donde R, = Z 4 (B.PY
i08S,izh p\Fhoti

bl

Yy Rhy = Z M}’SigHO(bh _b’)|bh _b’|p_l .

i0S,i#h d,, (BiaR)p_l

No obstante, a veces la convergencia es muy lenta y es conveniente la aplicacion de
técnicas de aceleracion basadas en el proceso A’ de Aitken, cuya aplicacion a un
problema de punto fijo es conocida como método de Steffensen (Katz, 1974, Brimberg
y Love 1992, Drezner 1996).

Ademas, puede ocurrir que las funciones g, y A4, no estén bien definidas y, por tanto, la

convergencia de la sucesion ha de ser estudiada segun los valores de p:

Sip0(1,2) las derivadas no estan bien definidas si en alguna iteracion x, =a, o/y
¥, =b, para algin i, ya que p—2<0,y diremos que el punto (x,,y,) es singular. Si la
sucesion no contiene puntos singulares (es regular), entonces, dicha sucesion es
localmente y globalmente convergente (Brimberg y Love, 1992 y 1993).

Para los problemas de singularidad, Ortega, Mesa y Sanchez (2000) han propuesto un
método para resolver problemas de localizacion con p-normas, 1< p <2. Su enfoque se
basa en una aproximacion de las normas (¢, por normas blocks, que utilizan para

desarrollar un método iterativo de programacion lineal.

- Si p=1, la funcion objetivo es separable D(x,y) :Zw, |x—a,|+Zw,.|y—b,.

ias ias

, por

lo que hemos de estudiar dos funciones de una variable cuyos minimos se alcanzan en

las medianas de sus respectivas variables. Si denotamos con med,, Med, , med, y
Med, ala menory la mayor de las medianas en x e y, respectivamente, cualquier punto
del intervalo bidimensional [med,,Med |x[med, Med,| minimiza la funcién

objetivo, que es convexa, pero no en sentido estricto.

Si p =, la funcién objetivo es D(x, y) = ZW,-max{|x -a,|y—b, |} .

ias

>
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Aplicamos un giro de amplitud %T : (x, y) - (x*, y*),(ver algoritmo de busqueda

enQ_), y el problema de minimizar D es equivalente al problema de minimizar:

D (vor) = o =+ Sy -t
ias ias

b

que es el problema de localizacion simple, con la norma £, en el espacio transformado.

- Si p>2, las funciones g, y A, definidas en (17), estan bien definidas salvo que, en

alguna iteracion, el punto(x,,y,) coincida con uno de los vértices. Lamentablemente,
Morris (1981), Brimberg y Love (1992) y Brimberg y Love (1993) muestran
contraejemplos con ausencia de convergencia local y global para estos valores de p,
aunque afirman que, en la practica, esta situaciéon no es una limitaciéon para los
problemas de localizacion en el plano, ya que valores de p >2 rara vez son necesarios

si se toman los ejes adecuadamente orientados.

Realizar la comprobacion de Juel y Love al principio del algoritmo no solo ralentiza el
proceso, sino que, ademas, no tenemos garantias de que en una determinada iteracion
no obtengamos un punto singular. Por ello, utilizamos la aproximacién hiperbolica de

la funcion objetivo:

P P
DH(x, ) =2wi’\’/((x—a,)2 +£)2 +((y=b)* +£)* . con w,,£0R".

ias

Las derivadas parciales existen ahora en todo el plano e igualando a cero, obtenemos

las ecuaciones de recurrencia:

P2 P2
((xk_ai)2+£) 4 ((yk_bi)2+£) > b
ZW’ p-l ZW, p-1
X — ias DH(Xk) — ias DH(Xk)
k+l T p-2 Vi ~ p2
5 (v, —a) +¢) > (. -b)*+e) 2
w, w,
= ' DH(X)"™ = ' DH(X)™
> g3, D k(X y)b,
similares a las ecuaciones (16): x,,, = R——— € y,, = ———,
D I-TCHSTS B I TC NS
ias ias

pero ahora, las funciones
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r-2 r-2
2 2

w, (v, =) +¢)
DH(X,)""

w, ((xk -a,)’ +£)
DH(X )"

g (X, = > h(x, ) =

estan bien definidas y son indefinidamente diferenciables en todo el plano.
Si incluimos un factor A, obtenemos:

A A
X =X _—DXDH(-X >V )9 Ve =N T~
K+l k Zgz(xk’yk) k> Vi K+l k th(xk’yk)

ias ias

U,DH (x> ) -

Brimberg et al. (1998a), usando la matriz Hessiana de la funcion objetivo, obtienen que

2 . . .
—, la convergencia local esta garantizada,

As——
(r-D2-0)

‘1’

L g (X" —q, 1 h(xH|y b
e 0 S A a rBy ShOO A d X7y

ias ias

b

siendo X" el punto solucién y se cumple que 0< Q" <2.

Si p=2, con un simple célculo obtenemos Q=1 con lo que A<2 garantiza la

convergencia, como ya demostré Ostresh (1978).

Uster y Love (2000) comprueban que la solucién de compromiso Q" =1 es adecuada
cuando los valores se distribuyen de manera uniforme en un rectangulo del plano,
concluyendo que el factor A =2/(p—1) garantiza y acelera la convergencia. Dado que
O es desconocido, también podemos tomar un valor inferior A<1/(p-1), que

garantiza la convergencia local si p>2.

Basados en su experiencia computacional, Morris y Verdini (1979) concluyen que la
convergencia puede ser esperada para p>2. En los trabajos de campo que hemos
realizado en esta tesis también se ha producido la convergencia. No obstante, en este

trabajo hemos acelerado la convergencia para cualquier valor de p usando un factor

multiplicador A = min{l,Z/(p —1)} .
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CAPITULO 5

RESULTADOS COMPUTACIONALES

5.1 Consideraciones generales

En este capitulo vamos a analizar el rendimiento de los diferentes algoritmos
presentados en el capitulo anterior. Nos centraremos basicamente en contrastar la

velocidad de ejecucion asi como la precision de la solucion obtenida.

Comenzamos sefialando que todos los algoritmos expuestos anteriormente, asi como el
algoritmo MWP (Parlar, 1994), han sido implementados en MATLAB y los programas
resultantes se han ejecutado en un ordenador Intel Core2 Duo CPU P8400 @2.26 GHz
1.58 GHz, 293 GB de RAM.

En todos los casos, los programas finalizan al alcanzar un nivel de tolerancia de
0,000001 o bien al superar un prefijado numero de iteraciones. En los procedimientos
basados en el algoritmo de Weiszfeld el nimero de iteraciones prefijado ha sido de
10.000 iteraciones y en el suavizado hiperbolico se ha tomado el valor £=0,0001,
mientras que en los procedimientos basados en el algoritmo ARS se han dado 5 vueltas,
con 200 iteraciones en cada vuelta, escogiendo la solucién optima entre las 5

soluciones obtenidas.
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Es muy importante sefialar que en nuestro trabajo siempre hemos considerado que si

q > p, entonces Q_ se encuentra en el semiplano superior definido por la recta. En

todo el trabajo y en todas las tablas del presente capitulo se considera esta posicion
relativa, a excepcion de las tablas [ y 11, en las que intervienen los citados conjuntos P-
18, Z-30 y Z-50, ya que los autores (Parlar, 1994 y Zaferanieh et al., 2008) consideran
la posicion relativa inversa y la hemos respetado al objeto de poder comparar los

resultados.

5.2 Programas y resultados

Los programas resultantes de los algoritmos expuestos en el capitulo IV pueden

resumirse en el siguiente cuadro:

q=9® I<g<oo
Gate (1,0) GMFP | Gate(l,q) Gdaq Garsq
Derivadas Weiszfeld Derivadas Derivadas ARS
p= 1 Usa
- Mediana ) ) Mediana | portones
ARS Weiszfeld Weiszfeld Weber-ARS ARS
Gate(p,) MFP Gate(p,q)
1< p<o Qp Weiszfeld Qp Weiszfeld ARS Buscay
. usa
Q. Miclgasna Q, | weiszfeld ARS portones
Obtiene
Usa portones portones
finalistas

Los programas situados en la primera fila o/y columna usan el conocimiento exacto de
los portones, segun el estudio realizado en el capitulo 2. Sin embargo, el programa
MFP no usa portones pero obtiene puntos cercanos a ellos al finalizar el programa,

mientras que el programa Gate(p,q) los busca y usa en cada iteracion.

Los programas MFP y GMFP usan en ambas regiones el método de Weiszfeld para

obtener el punto solucion.

En la primera columna figuran los programas que se basan en el algoritmo de busqueda

en Q_ donde, segin vimos en el capitulo anterior, se usa el método ARS partiendo de
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un punto cercano a la mediana. En Q (Qp) se usa el método de las derivadas

(Weiszfeld).

Los programas Gate(l,q) y Gdaq usan las derivadas en Q,, pero en Q_ se diferencian

en el método de resolucion del problema de Weber, mientras que el primero usa el

algoritmo de Weiszfeld, el segundo usa el método ARS.

El programa Garsq usa en ambas regiones el método ARS pero en Q,, utiliza el hecho
de que la posible solucion tiene que estar en el triangulo formado por (med, ,Med,) y

la recta.

Por ultimo, el programa Gate(p,g) usa en ambos casos el método ARS, calculando en

cada iteracion los portones correspondientes.

5.2.1 Regiones con normas (, y ¢,

Los resultados del primer test que hemos realizado se encuentran en la Tabla I. Se han
considerado un conjunto de 18 puntos (P-18), otro de 30 puntos (Z-30) y un tercero de
50 puntos (Z-50) propuestos por Parlar (1994) y Zaferanieh et al. (2008), con objeto de
contrastar los resultados obtenidos en nuestros algoritmos con los obtenidos por estos
autores. Ademas, se han considerado tres valores de la pendiente m y los casos
p=1yq=2,yaque el algoritmo MWP solo esta disefiado para estos valores. Nuestros
resultados coinciden con los expuestos en los articulos anteriores e incluso los mejoran

en tiempo y precision.

En la Tabla I se muestra el punto solucién (x,,y,), el valor de la funcion objetivo D,

el tiempo 7 de CPU, promedio temporal de 10 vueltas del programa y la region Q en
la que se encuentra la solucion. Podemos ver como el menor tiempo de CPU se alcanza
por el algoritmo MWP, sin embargo, la solucion proporcionada es la peor de todas ya
que el valor de D proporcionado es mayor que los obtenidos por el resto de algoritmos,

especialmente en el caso m =0,5, donde el punto solucidon proporcionado llega a estar

en una region diferente, y por ello sombreada, de los puntos hallados por los otros

algoritmos.
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También se observa como el algoritmo GMFP es mas rapido y, practicamente, mas
preciso que el algoritmo MFP. Ademas, sobresale por su precision el algoritmo

Gate(1,2) que, salvo en m =0,5, es también el algoritmo mas rapido de todos los
propuestos en este trabajo doctoral.

Para confirmar estas observaciones iniciales vamos a considerar cuatro conjuntos de
100, 200, 500 y 1000 puntos, generados aleatoriamente y distribuidos uniformemente
sobre el cuadrado [0,100] ><[0,100] con pesos unitarios (ver anexo ).

Tabla 1

Resultados para los puntos de Parlar y Zaferanieh, con normas ¢ Ly { , » variando la pendiente m.

MWwWP MFP Gate(1,2)

m Conjuntos | X Vs D T | Q| x Ys D T | Q| x Vs D T
P-18 898 6,10 138,70 0,000 | @ | 9,03 451 12706 0,339|Q,| 9,00 450 127,02 0,205

0,5 7-30 547 441 316,50 0002 | Q| 6,00 401 29994 0,058|€Q;| 600 400 299,85 0,323
Z-50 10,36 844 1.179,02 0,003 | Q, | 11,01 8,02 112536 0259 |€Q,|11,00 800 1.12525 0,119

P-18 9,07 6,12 11496 0,000 | Q,| 9,02 6,58 114,82 0269 |Q,| 9,02 6,58 114,82 0,009
1 Z-30 5,70 434 26643 0,000 Q| 565 458 266,02 0214|Q,| 566 459 26597 0,009
Z-50 10,70 8,39 966,89 0,003 | ©, | 10,73 8,66 966,46 1,478 | ©, | 10,73 8,66 966,38 0,014

P-18 899 623 11240 0,000 | Q| 893 647 11236 1,091 || 893 647 11235 0,005
1,5 Z-30 5,60 442 25796 0,000 €, | 551 456 257,83 0,088 |€,| 551 456 257,81 0,006
Z-50 10,58 846 939,70 0,000 | ©, | 10,53 8,60 939,53 1,461 | ©, | 10,53 8,60 939,49 0,006

Garsq GMFP Gdaq
m Conjuntos | X Vs D T [ Q] xg ¥s D T | Q| x Vs D T
P-18 9,00 4,50 127,02 0,031 | Q, | 10,00 4,99 127,54 0,064 | Q, | 9,00 4,50 127,02 0,009
0,5 7-30 6,00 400 299,85 0,116|Q;| 6,00 4,01 299,89 0,102 |, | 6,00 4,00 299,85 0013

7-50 11,00 8,00 1.12525 0,081 |9 |11,00 811 112539 0,075| Q| 11,00 800 1.12525 0,019

P-18 902 658 114,82 0,019] 0| 9,02 658 11482 0384 |0, | 9,02 659 11482 0,028
1 7-30 566 4,59 26597 0,028|Q,| 566 459 26597 0,114|Q,| 566 4,59 26597 0,019
7-50 10,73 866 96638 0,034|9,]1073 866 96638 0,181|9Q,|10,73 866 96638 0,069

P-18 893 647 11235 0,022|Q,| 893 647 11235 0295|Q,| 893 647 112,35 0,016
L5 730 551 4,56 25781 0,025|Q,| 551 456 25781 0,033|Q,| 551 456 257,81 0,025
7-50 10,53 8,60 93949 0,028|9,|10,53 860 93949 0,966|9Q,|10,53 860 93949 0,028

En la Tabla II se confirman nuestras observaciones anteriores, pero hemos de tener en
cuenta que ahora la posicion relativa de las normas es la inversa que en la Tabla I, y por
elloo, MWP es impreciso si la pendiente es alta. Asimismo, la rapidez del método

Gate(1,2) es la inversa, es decir, es alta para pendientes bajas y decrece a medida que la
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pendiente crece. Ello se debe al aumento del nimero de puntos en Q, a medida que la

pendiente crece con lo que el nimero de iteraciones en el procedimiento de Weiszfeld

crece en mayor medida que en los procedimientos Gars y Gda.

Tabla 11

Resultados para conjuntos de puntos aleatorios (pesos unitarios), con normas Ly { ,» variando m.

MWwWPpP MFP Gate(1,2)

m Ptos. | xg Vs D T | Q| x Ys D T Q| xq Vs D T
100 | 44,52 52,03 3.639,38 0,009 | Q,|4538 51,81 3.638,64 4366|Q, 4538 51,81 3.638,62 0,011
200 | 47,59 49,89 7.639,14 0,002 | ©, | 48,84 50,04 7.63643 7313 |Q,|48,84 50,04 7.63636 0,016
500 |53,68 49,48 19.658.83 0,005 |, | 5555 49,48 19.64549 16,572 | ©, | 55,55 49,48 19.64532 0,048
1000 | 49,82 51,24 39.714,96 0,005 | ©, |51,22 51,24 39.698,61 33225|9,|51,22 5124 39.69829 0,091

0,5

100 |43,88 52,96 3.821,06 0,002 |, |4390 50,86 3.816,56 3,981 |€Q, 4390 50,86 3.816,50 0,036
200 |46,49 51,11 8.045,83 0,002 |©Q,|47,32 5122 8.04479 6588 |0, (4732 5122 8.044,66 0,178
500 | 53,58 49,85 23.26046 0,003 | @ |51,96 52,01 21.103,14 16319 |©Q, | 52,00 52,00 21.102,46 2,509
1000 | 48,34 52,65 42.001,40 0,005 | ©, | 49,04 5146 41.977.83 28,047 | ©,]49.04 5146 4197725 1,658

100 | 44,14 51,53 446380 0,002 |Q;|3580 53,73 4.132,06 5756 |Q, 3587 53,80 4.131,85 0,713
200 |47,34 49,24 9.580,53 0,000 | @ |37,33 56,01 8.809,39 8819 |0,|3733 56,00 8.80892 1,167
500 | 53,51 48,67 24.19520 0,003 | € |5501 49,28 23.373,89 25256 | €, | 55,00 49,32 23.373,70 2,597
1000 | 49,70 50,34 49.551.25 0,006 | @] | 37,91 56,88 46.268.83 38,797 | O, |38,00 5700 46.265.69 5,003

1,5

Garsq GMFP Gdaq

m Ptos.| X Vs D T | Q] xg ¥s D T Q| xq Vs D T
100 |4538 51,81 3.638,62 0,031 |€Q,|4538 51,81 3.638,62 2241|Q,|4538 51,81 3.638,62 0,033
200 | 48,84 50,04 7.63636 0050 |Q,|48,84 50,04 7.63636 3,719 |Q,|48,84 50,04 7.63636 0,066
500 | 55,55 4948 19.64532 0,114 | Q,|55,55 4948 19.64532 8313 |, |5555 4948 19.64532 0219
1000 | 51,22 51,24 39.69829 0,194 ]| Q,|51,22 51,24 39.69829 15931 |0, |51,22 51,24 39.69829 0,375

0,5

100 43,90 50,85 3.816,50 0,053 |0, |4390 50,86 3.816,50 1484 |€Q, 4390 50,85 3.816,50 0,109
200 47,32 51,22 8.044,66 0078 |9, |47,32 5122 804466 2275|0,(4732 5121 8.044,66 0,500
500 | 52,00 52,00 21.10246 0252|Q,|51,96 52,01 21.102,83 8294 |Q,|52,00 52,00 21.102,46 0,163
1000 | 49,04 51,46 41.97725 02729, |49,04 5146 4197725 9466 |0, |49.04 5146 4197725 3289

100 |35,87 53,80 4.131,85 0,083 |Q,|358 53,81 4.13197 2394|Q, 3587 53,80 4.131,85 0,028
200 [37,33 56,00 8.808,92 0,102 |9, |38,65 5800 881712 5716 |9,(37,33 56,00 8.80892 0,055
500 | 55,00 49,40 23.373,71 0323 |Q, |5594 4944 2337634 11353 |Q,|5500 49,32 23373,70 0,147
1000 | 38,00 57,00 46.265,69 0470 | Q,|39,27 5892 4632674 23241 |0, 3800 57,00 46.265.69 0,341

1,5

5.2.2 Regiones con normas (, y (,

En la Tabla III que mostramos a continuacién, vamos a considerar las normas ¢, y / .

con ¢ variable, para los conjuntos P-18, Z-30 y Z-50. En este caso, como se comento

anteriormente, no figura el algoritmo MWP pues sélo es valido para p=1yg=2.
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Tabla III: Resultados para los puntos de Parlar y Zaferanieh, con normas Ly /L g variando ¢ y la pendiente m.

MFP GMFP Gates(1,q) Gdaq Garsq

q m Ptos. X Ys D T X ¥s D T X Ys D T Xg Ys D T X ¥s D T
P-18 9,00 548 140,20 0,658 9,01 4,50 140,25 0,019 9,00 5,40 140,19 0,625 9,00 540 140,19 0,041 9,00 540 140,19 0,053

0,5 Z-30 6,00 4,01 311,82 0,219 6,00 4,01 311,77 0,227 6,00 4,00 311,73 0,859 6,00 4,00 311,73 0,038 6,00 4,00 311,73 0,097
Z-50 11,01 8,01 1.161,28 0,339 11,00 8,02 1.161,22 0,117 11,00 8,00 1.161,18 0,313 11,00 8,00 1.161,18 0,100 11,00 8,00 1.161,18 0,094

P-18 899 645 136,06 0,261 8,99 645 136,05 0427 899 645 136,05 0,031 9,00 5,83 136,05 0,081 9,00 6,40 136,05 0,038

1,1 1 Z-30 599 4,14 304,80 0,250 599 4,14 304,76 0,131 599 4,15 304,76 0,031 6,00 4,15 304,75 0,091 6,00 4,14 304,75 0,059
Z-50 11,01 826 1.127,09 0,361 11,00 826 1.127,00 0,220 11,00 826 1.127,00 0,078 11,00 8,34 1.126,99 0,241 11,00 826 1.126,99 0,063

P-18 8,99 6,42 135,49 1,463 8,99 6,42 135,48 0,305 899 6,42 13548 0,031 9,00 6,86 13548 0,047 9,00 6,19 13548 0,041

1,5 Z-30 599 414 302,86 0,155 599 4,14 302,83 0,048 599 4,14 302,83 0,031 6,00 4,14 302,82 0,084 6,00 4,14 302,82 0,063
Z-50 11,00 831 1.120,80 0,586 11,00 831 1.120,75 1,359 11,00 831 1.120,75 0,031 11,00 831 1.120,74 0,131 11,00 8,32 1.120,74 0,047

P-18 9,01 4,50 137,35 0,528 9,25 4,62 137,63 0977 9,00 4,50 137,30 0,641 9,53 4,77 137,30 0,019 9,00 4,50 137,30 0,041

0,5 Z-30 6,00 4,01 309,28 0,061 6,00 4,01 309,22 0,200 6,00 4,00 309,19 0,859 6,00 4,00 309,19 0,031 6,00 4,00 309,19 0,084
Z-50 11,01 8,02 1.153,63 0,311 11,00 8,02 1.153,57 0,120 11,00 8,00 1.153,52 0,313 11,00 8,00 1.153,52 0,084 11,00 8,00 1.153,52 0,109

P-18 899 647 131,44 0,253 899 647 13143 0419 899 647 13143 0,016 9,00 6,50 131,43 0,069 9,00 6,48 131,43 0,056

1,2 1 Z-30 598 432 296,55 0,245 598 433 296,50 0,131 598 432 296,50 0,016 599 433 296,50 0,044 599 433 296,50 0,041
Z-50 11,00 8,50 1.09242 0,352 11,00 8,50 1.09232 0,216 11,00 8,50 1.092,32 0,078 11,00 8,50 1.092,31 0,200 11,00 848 1.09231 0,075

P-18 899 642 130,43 1,684 899 643 130,43 0,305 899 643 130,43 0,016 9,00 6,43 13043 0,044 9,00 6,44 13043 0,072

1,5 Z-30 598 431 293,16 0,134 598 431 293,13 0,039 598 431 293,13 0,016 598 431 293,13 0,031 598 431 293,13 0,034
Z-50 11,00 8,52 1.081,37 0,652 11,00 8,52 1.081,32 1,314 11,00 8,52 1.081,32 0,016 11,00 847 1.081,32 0,084 11,00 8,50 1.081,32 0,059

P-18 9,02 4,50 131,68 0,400 9,99 499 132,56 0,181 9,00 4,50 131,63 0,672 9,58 4,79 131,63 0,019 9,00 4,50 131,63 0,038

0,5 Z-30 6,00 4,01 304,23 0,231 6,00 4,01 304,17 0,173 6,00 4,00 304,14 0813 6,00 4,00 304,14 0,028 6,00 4,00 304,14 0,075
Z-50 11,01 8,02 1.13842 0,328 11,00 8,05 1.138,38 0,119 11,00 8,00 1.138,30 0,313 11,00 8,00 1.138,30 0,053 11,00 8,04 1.138,30 0,103

P-18 897 651 12235 0269 897 651 12235 0413 897 651 12235 0016 897 652 12235 0050 897 652 12235 0031

L5 1 Z-30 584 449 279,99 0,250 5,84 4,50 279,93 0,127 5,84 450 279,93 0,016 5,84 450 279,93 0,059 5,84 450 279,93 0,034
Z-50 10,98 8,67 1.024,00 1,127 10,98 8,67 1.023,89 0,208 10,98 8,67 1.023,89 0,047 10,98 8,67 1.023,89 0,122 10,98 8,67 1.023,89 0,047

P-18 893 644 120,52 1283 893 644 12052 0309 893 644 120,52 0,000 893 644 12052 0,031 893 644 120,52 0,031

1,5 Z-30 576 447 27385 0,116 576 447 273,82 0,038 576 447 27382 0,016 576 447 273,82 0,047 576 447 273,82 0,031
Z-50 10,89 8,65 1.004,17 1,275 10,89 8,65 1.004,12 1,233 10,89 8,64 1.004,12 0,016 10,89 8,65 1.004,12 0,063 10,89 8,65 1.004,12 0,044




Tabla III: Resultados para los puntos de Parlar y Zaferanieh, con normas Ly ! g’ variando ¢q y la pendiente m (Continuacion)

MFP GMFP Gates(1,q) Gdaq Garsq

q m Ptos. X Ys D T X ¥s D T X Ys D T X Ys D T X ¥s D T
P-18 9,02 4,50 12848 0,359 10,00 4,99 129,08 0,098 9,00 4,50 12843 0,406 9,65 4,83 12843 0,019 9,00 4,50 12843 0,034

0,5 Z-30 6,00 4,01 301,28 0,219 6,00 4,01 301,23 0,156 6,00 4,00 301,19 0,688 6,00 4,00 301,19 0,025 6,00 4,00 301,19 0,100
Z-50 11,01 8,02 1.12948 0,366 11,00 8,08 1.12949 0,114 11,00 8,00 1.129.36 0,281 11,00 8,00 1.129.36 0,047 11,00 8,08 1.129,36 0,100

P-18 897 6,56 117,15 0,297 897 6,56 117,15 0,408 898 6,56 117,15 0,016 898 6,56 117,15 0,059 898 6,56 117,15 0,025

1,8 1 Z-30 5,72 4,55 270,36 0,253 5,72 4,56 270,31 0,127 5,72 456 270,31 0,016 5,72 456 270,31 0,056 5,72 456 270,31 0,038
Z-50 10,83 8,68 984,46 1,641 10,83 8,68 984,36 0,205 10,83 8,68 98436 0,031 10,83 8,68 98436 0,184 10,83 8,68 984,36 0,044

P-18 891 646 114,87 1,228 891 646 114,87 0,313 891 646 114,87 0,000 891 646 114,87 0,031 891 646 114,87 0,025

1,5 Z-30 5,59 453 262,77 0,108 5,59 4,53 262,75 0,039 5,59 453 262,75 0,016 5,59 4,53 262,75 0,056 5,59 453 262,75 0,031
7Z-50 10,65 8,63 959,69 1,645 10,65 8,63 959,64 1,148 10,65 8,63 959,64 0,016 10,65 8,63 959,64 0,081 10,65 8,63 959,64 0,041

P-18 9,04 4,51 124,85 0,397 10,01 5,00 125,14 0,088 9,00 4,50 124,81 0484 10,06 5,03 12481 0,019 9,00 4,50 12481 0,038

0,5 Z-30 6,00 4,01 297,75 0,083 6,00 4,01 297,71 0,184 6,00 4,00 297,67 0,844 6,00 4,00 297,67 0,025 6,00 4,00 297,67 0,066
Z-50 11,01 8,02 1.118,54 0,572 11,00 8,15 1.118,60 0,145 11,00 8,00 1.11843 0,500 11,00 8,00 1.11843 0,047 11,00 8,01 1.118,59 0,103

P-18 9,21 6,63 111,07 0,319 9,21 6,63 111,07 0,408 9,21 6,64 111,07 0,031 921 6,64 111,07 0,069 921 6,64 111,07 0,025

25 1 Z-30 5,54 4,64 259,04 0,256 5,54 4,64 25899 0,128 5,54 4,64 258,99 0,031 5,54 4,64 25899 0,097 5,54 4,64 258,99 0,034
Z-50 10,52 8,61 937,09 1,636 10,52 8,61 937,03 0,205 10,52 8,61 937,03 0,063 10,52 8,61 937,03 0,309 10,52 8,61 937,03 0,044

P-18 9,08 648 10836 1272 9,08 6,48 108,36 0,320 9,08 6,48 10836 0,016 9,08 6,48 108,36 0,041 9,08 648 10836 0,025

1,5 Z-30 535 464 24997 0,088 535 4,64 24996 0,042 535 4,64 24996 0,016 535 464 24996 0,088 535 4,64 24996 0,031
Z-50 10,32 8,55 906,90 1,858 10,32 8,55 906,87 1,052 10,32 8,55 906,87 0,016 10,32 8,55 906,87 0,103 10,32 8,55 906,87 0,044

P-18 9,24 4,61 122,48 1,516 9,41 4,69 12246 0,030 9,40 4,70 12244 0438 10,23 5,11 122,44 0,019 9,39 470 12244 0,028

0,5 Z-30 6,00 4,01 295,10 0,088 6,00 4,01 295,07 0,244 6,00 4,00 295,03 0,563 6,00 4,00 295,03 0,028 6,00 4,00 295,03 0,050
7-50 11,98 598 1.10548 0,764 12,01 599 1.10545 0,173 12,00 6,00 1.105,18 0,719 11,84 592 1.105,18 0,069 12,00 6,00 1.105,18 0,088

P-18 9,55 6,58 106,61 0,359 9,56 6,59 106,61 0416 9,56 6,59 106,61 0,016 9,56 6,59 106,61 0,053 9,56 6,59 106,61 0,025

4 1 Z-30 5,34 475 250,58 0,267 5,34 4,75 250,54 0,131 5,34 4775 250,54 0,063 534 4,75 250,54 0,156 5,34 4,75 250,54 0,038
Z-50 10,21 8,50 900,74 1,258 10,21 8,50 900,71 0,211 10,21 8,50 900,71 0,109 10,21 8,50 900,71 0,506 10,21 8,50 900,71 0,044

P-18 948 6,46 103,69 1244 948 6,46 103,69 0,330 948 6,46 103,69 0,016 948 6,46 103,69 0,044 948 6,46 103,69 0,022

1,5 Z-30 5,08 483 240,50 0,198 5,08 4,83 240,50 0,052 5,08 483 240,50 0,047 5,08 483 240,50 0,156 5,08 483 240,50 0,031
Z-50 9,96 8,52 867,42 1,581 9,96 8,52 867,41 0931 9,96 8,52 86741 0,047 996 8,52 86741 0,125 9,96 8,52 867,41 0,044




Capitulo 5: Resultados computacionales

En la tabla III se aprecia la mayor velocidad del algoritmo GMFP respecto del
algoritmo MFP, si bien no siempre tiene mayor precision. Sin embargo, el algoritmo
Gate(1,q) supera en precision a ambos pero, en pendientes bajas, el algoritmo MFP
consigue mayor velocidad, ello puede deberse a la distribucion geométrica de los
puntos y es estudiado en las tablas IV y V. Por otra parte, se repite el hecho de que el
algoritmo Gate(1,q), con igual precision que los algoritmos Gars y Gda, aumenta su

velocidad cuando aumenta la pendiente, mientras que los otros dos disminuyen la suya.

Consideremos ahora 1000 puntos generados aleatoriamente y uniformemente

distribuidos en el cuadrado [O,IOO]X[O,IOO] con pesos unitarios. A continuacion

hemos tomado 10, 10, 10, 10, 10, 5, 2 y 1 subconjuntos de 10, 20, 40, 50, 100, 200, 500
y 1000 puntos, respectivamente, y mostramos en las Tablas IV y V los promedios de

los resultados obtenidos en cuanto a distancias y tiempos.

Tabla IV: Promedio de distancias en conjuntos de puntos aleatorios (pesos unitarios).

q=2

m  Puntos MFP GMFP  Gate(l,q) Gdaq Garsq
10 342,71 342,71 342,71 342,71 342,71
20 726,13 726,13 726,13 726,13 726,13
40 1.522,89 152288 1.522,88 1.522,88 1.522,88

0,5 50 1.948,15 1.948,14 1.948,14 1.948,14 1.948,14
100 394723 394720 3.947,20 3.947,20 3.947,20
200 7.915,60 7.915,53 7.915,53 7.915,53 7.915.,53

500 19.826,92 19.826,76 19.826,76 19.826,76 19.826,76
1000 39.698,61 39.698,29 39.698,29 39.698,29 39.698,29

10 370,88 370,88 370,87 370,87 370,87
20 773,69 773,68 773,67 773,67 773,67
40 1.61225 161223 1.612,26 1.612,26 1.612,22
1 50 2.062,76  2.062,73  2.062,72 2.062,72 2.062,72
100 417693 4.176,87 4.176,85 4.176,85 4.176,85
200 8.372,50 837239 837242 837242 8.372,39

500 20.969.91 20.969.62 20.969,62 20.969.,62 20.969,62
1000 4197783 4197725 4197725 41.977.25 41.977.25

10 395,62 395,65 395,62 395,62 395,62
20 833,70 833,97 833,68 833,68 833,68
40 1.753.95 1.754,35 1.753,87 1.753,87 1.753,87
1,5 50 2.253,83  2.254,04 225347 225347 225347
100 4.606,79 4.611,88 4.606,48 4.606,48 4.606,48
200 923345 9.243,09 923290 923290 9.232,90

500 23.111,95 23.131,03 23.110,33 23.110,33 23.110,33
1000 46.268.83 46.326,74 46.265,69 46.265,69 46.265,69
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5.2.4 Regiones con normas /| y Eq

Tabla IV: (Continuacién)

q=1,2
m Puntos MFP GMFP Gate(l,q) Gdaq Garsq
10 396,55 396,54 396,54 396,54 396,54
20 843,17 843,16 843,16 843,16 843,16
40 1.775,65 1.775,63 1.775,63 1.775,63  1.775,63
0,5 50 226497 2.264,96 226496 226496 226496
100 4.602,95  4.602.91 4.602,91 460291 4.602,91
200 9.233,50  9.233,43 923343 9.233,43 923343
500 23.130,80 23.130,62 23.130,62 23.130,62 23.130,62
1000 46.310,78 46.310,44 46.310,44 46.310,44 46.310,44
10 408,10 408,09 408,09 408,09 408,09
20 864,59 864,80 864,52 864,52 864,53
40 1.815,14  1.815,50 1.815,12  1.815,12 1.815,12
1 50 2.311,87 231347 2.311,83 2311,83 2311,83
100 4.704,18  4.704,09 4.704,03  4.704,03  4.704,03
200 9.428,01  9.427.89 9.427,76  9.427,76  9.427,76
500 23.610,36 23.610,04 23.609,83 23.609,83 23.609,83
1000 47.249,.84 47.249,19  47.249,19 47.249,19 47.249,19
10 417,48 417,50 417,48 417,48 418,16
20 88726 887,52 88725 88725 88727
40 1.875,52  1.876,36 1.87547 1.87547 1.875,53
1,5 50 2.395,54  2.396,96 239548 239548 239548
100 4.900,20  4.900,97 4.900,05 4.900,05 4.900,05
200 9.841,23  9.842,34 9.841,04 9.841,04 9.841,05
500 24.665,08 24.664,89 24.664,82 24.664,82 24.664,82
1000 49.378,14 49.378,88  49.377,60 49.377,60 49.377,60
q=14
m__ Puntos MFP GMFP Gate(l,q) Gdaq Garsq
10 37498 37498 37498 37497 37497
20 796,64 796,63 796,63 796,63 796,63
40 1.674,95 1.674,93 1.674,93 1.674,93 1.674,93
05 50 2.139,04 213902  2.139,02 213902 2.139,02
100 434223 4342,19 4.342,19 4.342,19 4.342,19
200 8.708,87  8.708,80 8.708,80  8.708,80  8.708,80
500 21.814,23 21.814,04 21.814,04 21.814,04 21.814,04
1000 43.676,09 43.675,71 43.675,71 43.675,71 43.675,71
10 393,39 393,38 393,38 393,38 393,38
20 82951 829,50 82049 82949 82949
40 1.735,75  1.735,72 1.735,73 1.735,73  1.735,71
1 50 221432 221517 221428 221428 221428
100 4.496,74  4.496,67 4.496,64 4.496,63 4.496,63
200 9.012,11  9.011,97 9.011,89 9.011,89 9.011,89
500 22.571,08 22.570,74 22.570,64 22.570,64 22.570,64
1000 4517544 45.174,76  45.174,76 45.174,76 45.174,76
10 408,84 408,86 408,84 408,84 408,83
20 866,93 867,17 866,88 86690 866,88
40 1.831,18 1.831,80 1.831,13 1.831,13  1.831,17
1,5 50 2.346,49  2.347,09 2.346,39  2.346,39 2.346,39
100 4.796,48  4.797,17 4.796,34  4.796,34  4.796,36
200 9.658,15 9.65891 9.657,87 9.657,87 9.657.87
500 24.294,12 24.299,04 24.293,28 2429328 2429328
1000 48.651,29 48.653,04 48.650,69 48.650,69 48.650,70
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Capitulo 5: Resultados computacionales

Tabla I'V: (Continuacion)

q=1,6
m Puntos MFP GMFP Gate(l,q) Gdaq Garsq
10 360,52 360,52 360,52 360,52 360,52
20 76517 765,16 765,16 76516 765,16
40 1.606,99  1.606,97 1.606,97 1.606,97 1.606,97
0,5 50 2.053,81  2.053,80 2.053,80 2.053,80 2.053,80
100 4.16597 4.16593 4.165,93 416593 4.165,93
200 8.354,63  8.354,55 8.354,55 8354,55 835455
500 20.926,19 20.926,01  20.926,01 20.926,01 20.926,01
1000 41.898,85 41.898,49 41.898,49 41.898,49 41.89849
10 38347 383,46 38346 383,46 38346
20 804,88 804,87 804,86 804,86 804,86
40 1.680,96  1.680,93 1.680,96 1.680,96 1.680,92
1 50 2.147,61  2.147,90 2.147,54 2.147,54 2.147,56
100 4.355,14  4.355,07 4.355,04 435504 4.355,04
200 8.728,54  8.728,41 8.72834 872834 8.72834
500 21.862,31 21.861,97 21.862,21 21.862,04 21.861,97
1000 43.760,25 43.759,56  43.759,56 43.759,56 43.759,56
10 402,97 403,00 402,97 402,97 402,97
20 852,19 85245 852,15 852,15 852,15
40 1.799,38  1.799,85 1.799,32  1.799,32  1.799,32
1,5 50 2.308,49 230842 2.308,09 2.308,09 2.308,09
100 4.719,86  4.720,63 4.719,70  4.719,70  4.719,71
200 9.487,88  9.493.41 9.487,40 9.487,40 9.487,40
500 23.779.94 23.796,62 23.778,24 23.77824 23.77824
1000 47.601,14 47.65421 47.598,57 47.598,57 47.598,57
q=1,8
m__ Puntos MFP GMFP Gate(l,q) Gdaq Garsq
10 35028 350,27 35027 350,27 35027
20 742,74 742,73 742,73 742,73 742,73
40 1.558,65 1.558,64 1.558,64 1.558,64 1.558,64
05 50 1.993,12  1.993,10  1.993,10 199310 1.993,10
100 4.040,36  4.040,32 4.040,32  4.040,32  4.040,32
200 8.102,42  8.102,35 8.102,35 810235 8.102,35
500 20.294,52  20.29435 20.294,35 20.294,35 20.294,35
1000 40.634,63  40.634,29  40.634,29 40.634,29 40.634,29
10 376,24 376,24 376,23 376,23 376,23
20 787,06 787,04 787,06 787,03 787,03
40 1.641,62  1.641,60 1.641,62 1.641,62 1.641,59
1 50 2.099,48  2.099,50 2.099.45 209945 2.099.45
100 425322 4.253,16 4.253,13  4.253,13 4.253,13
200 8.524.83  8.524,71 8.524,68 8.524,68 8.524,68
500 21.352,10 21.351,79 21.351,79 21.351,79 21.351,79
1000 42.741,03 42.740,40  42.740,40 42.740,40 42.740,40
10 398,77 398,80 398,77 398,77 399,15
20 841,61 841,86 841,58 841,58 841,58
40 1.773,61  1.774,59 1.773,54 1.773,54 1.773,54
1,5 50 2.277,65 227790 227724 227724 227724
100 4.658,92  4.659,61 4.658,70  4.661,85 4.658,70
200 9.347,23  9.353,05 9.346,67 9.346,67 9.346,67
500 23.397,49 2341537 23.395,71 23.395,71 23.395,71
1000 46.838,16 46.894,76  46.835,14 46.835,14 46.835,14
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5.2.4 Regiones con normas /| y Eq

Tabla IV: (Continuacién)

q=3
m Puntos MFP GMFP Gate(l,q) Gdaq Garsq
10 323,47 323,47 323,47 323,47 323,47
20 684,12 684,12 684,12 684,12 684,12
40 1.431,90 1.431,89 1.431,89 1.431,89 1431,89
0,5 50 1.833,49 1.833,48 1.833,48 1.833,48 1.833,48
100 3.709,07  3.709,05 3.709,05  3.709,05 3.709,05
200 7.438,62  7.438,58 7.438,58 7.438,58  7.438,58
500 18.634,09 18.633,98 18.633,98 18.633,98 18.633,98
1000 37.309,87 37.309,65 37.309,65 37.309,65 37.309,65
10 35765 357,14 357,14 357,14 357,14
20 739,12 739,07 739,06 739,06 739,06
40 1.535,86  1.535,84 1.535,84 1.535,84 153584
1 50 1.966,82  1.966,72 1.966,71  1.966,71  1.966,71
100 3.977,39 397735 397737 397737 397735
200 797347 797340 7.973,40 797341 7.973,40
500 19.968,99 19.968,79  19.968,80 19.968,80 19.968,79
1000 39.978,52 39.978,13  39.978,13 39.978,13 39.978,13
10 387,39 387,41 387,39 387,39 387,58
20 81321 813,55 813,16 813,16 813,16
40 1.703,24  1.703,20 1.702,69 1.702,69 1.702,69
1,5 50 2.192,02  2.191,30 2.190,83  2.190,83  2.190,83
100 4.462,03  4.463,83 4.460,78  4.460,78  4.460,78
200 8.940,82  8.944,11 8.939,38  8.939,38 8.939,38
500 22.377,51 22.380,29 2237431 2237431 2237431
1000 44.808,02 44.844,63  44.798,98 44.798,98 44.798,98
q=5
m__ Puntos MFP GMFP Gate(l,q) Gdaq Garsq
10 311,88 311,88 311,88 311,88 311,88
20 659,86 659,86 659,86 659,86 659,86
40 1.378,60  1.378,60 1.378,60 1.378,60 1.378,60
05 50 1.766,03 1.766,03  1.766,03 1.766,03 1.766,03
100 3.567,67 3.567,66 3.567,66 3.567,66 3.567,66
200 7.156,14  7.156,11 7.156,11  7.156,11  7.156,11
500 17.928,59 17.928,53 17.928,53 17.928,53 17.928,53
1000 35.894,77 35.894,65 35.894,65 35.894,65 35.894,65
10 349,60 348,69 348,69 348,71 348,70
20 71920 718,19 718,19 718,19 718,19
40 1.488,73  1.488,72 1.488,73 1.488,73  1.488,72
1 50 1.907,93 1.907.,85 1.907.85 1.907,85 1.907.85
100 3.853,00 3.852,97 3.853,13 3.853,14 3.852,97
200 7.724,40  7.724,36 772436 772441 7.724,36
500 19.344,96 19.344,86 19.344,86 19.344,92 19.344,86
1000 38.729,90 38.729,68 38.729,68 38.729,68 38.729,68
10 382,25 382,20 382,19 382,21 382,19
20 800,80 800,76 800,54 800,54 800,52
40 1.67422 1.672,34 1.671,93 1.671,94 1.671,92
1,5 50 2.157,07 2.153,92 2.153,74 2.153,74 2.153,74
100 437774  4.376,40 437596 437596 4.37595
200 8.773,32  8.772,27 8.769,87 8.769,87  8.769,87
500 21.954,33 2194992  21.949,50 21.949,50 21.949,50
1000 43.972,67 43.974,54 43.955,63 43.955,63 43.955,63
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En las tablas IV y V podemos observar como el algoritmo GMFP es mas rapido y
preciso que el algoritmo MFP para pendientes no superiores a la unidad. A medida que
aumenta la pendiente se mantiene la ganancia en tiempo de GMFP respecto de MFP
pero pierde en precision. Esto se debe, fundamentalmente, a que los programas
finalizan al alcanzar las 10000 iteraciones, cuando todavia estan relativamente lejos de

la solucién 6ptima.

Sin embargo, los otros tres programas ganan siempre en precision y velocidad,
destacando la velocidad del algoritmo Gate(1,q) en pendientes bajas, del algoritmo

Garsq en pendientes cercanas a 1 y del algoritmo Gdaq en pendientes altas.

Se podria pensar que el algoritmo MFP no es preciso a causa del nimero limitado de
iteraciones pero, en la tabla VI, se muestra que apenas hay ganancia de precision si
aumentamos el nimero de iteraciones hasta 30.000 (valores en negrita) y sin embargo

los tiempos aumentan considerablemente.

Tabla V: Promedio de tiempos de CPU en conjuntos de puntos aleatorios (pesos unitarios).

q=2
m  Puntos MFP GMFP Gate(l,q) Gdaq Garsq
10 1,088 0,639 0,011 0,012 0,034
20 1,550 0,941 0,009 0,013 0,030
40 1,936 1,261 0,011 0,021 0,033
0,5 50 2,259 1,388 0,009 0,028 0,036
100 3,375 2213 0,014 0,044 0,042
200 5,569 3,713 0,016 0,077 0,075

500 12,164 8,289 0,047 0,198 0,102
1000 23,406 16,016 0,078 0,391 0,203

10 1,277 0,641 0,131 0,021 0,055

20 1,456 0,647 0,125 0,055 0,080

40 1,650 0,847 0,197 0,095 0,058

1 50 1,975 00917 0,100 0,107 0,070
100 3,008 1,634 0,300 0,188 0,086

200 3,747 3,181 0,622 0,851 0,128

500 8,992 4359 1,531 2,134 0,195

1000 19,953 9438 1,828 3,447 0313

10 1,041 0,670 0,191 0,050 0,089

20 1,331 0,852 0,314 0,040 0,083

40 2,011 1,141 0,383 0,052 0,084

1,5 50 2,248 1,181 0,494 0,072 0,105
100 3,609 2972 0,733 0,031 0,116

200 4,804 3,881 1,244 0,056 0,153

500 13,523 11,789 2,625 0,148 0,320
1000 24,797 22,781 5,219 0,372 0,500
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Tabla V: (Continuacion)

q=1,2
m  Puntos MFP GMFP Gate(l,q) Gdaq Garsq
10 1,366 0,625 0,017 0,019 0,041
20 1,920 0,891 0,019 0,032 0,039
40 2,778 1,327 0,030 0,059 0,056
0,5 50 3,189 1,477 0,031 0,065 0,063
100 5,191 2,555 0,053 0,127 0,097
200 9269 4,453 0,100 0,320 0,181
500 21,414 10,141 0,313 0,644 0453
1000 41,422 19,688 0,672 1,434 0,656
10 1,672 0,681 0,194 0,033 0,066
20 1,678 0,730 0211 0,060 0,097
40 2,189 0,892 0,466 0,118 0,102
1 50 2,445 0,983 0,334 0,139 0,116
100 4,827 2,369 1,225 0473 0,192
200 8,009 4,384 2,694 0,403 0313
500 17,289 6,828 5,789 1,377 0,609
1000 34,469 11,813 16,484 24,053 1,063
10 1,452 0,495 0,255 0,041 0,088
20 2,061 0,838 0,514 0,130 0,098
40 3,370 1,633 0,941 0,123 0,120
1,5 50 3441 1,841 1,128 0,227 0,155
100 6,550 4,170 2,233 0,181 0,208
200 11,800 7,703 4213 0,448 0,375
500 31,211 12,867 10,203 0,980 0,836
1000 63,484 56,250 19,953 1,913 1,000
q=14
m Puntos MFP GMFP Gate(l,q) Gdaq Garsq
10 1,294 0,719 0,013 0,020 0,039
20 1,884 0,945 0,013 0,028 0,031
40 2,741 1,338 0,019 0,055 0,045
0,5 50 3,158 1,527 0,023 0,067 0,059
100 5,153 2,558 0,042 0,124 0,075
200 9,091 4,447 0,091 0,261 0,150
500 21,156 10,133 0,219 0,789 0,359
1000 41,625 19,625 0,391 1,528 0,578
10 1,575 0,694 0,188 0,030 0,059
20 1,708 0,686 0,198 0,060 0,077
40 2,202 0,878 0,452 0,111 0,088
1 50 2,448 1,038 0,334 0,354 0,105
100 4,898 2,133 1,209 0,831 0,178
200 7972 3,731 2,628 1,251 0,288
500 21,430 8,406 5,688 8,788 0,563
1000 26,359 11,109 7,016 8288 1,344
10 1,227 0,698 0,259 0,066 0,098
20 1,894 1,109 0,544 0,081 0,111
40 3,280 1,622 0,872 0,098 0,105
1,5 50 3373 1,478 1,152 0,238 0,139
100 7,006 3,914 2,233 0,100 0,197
200 10,363 6,741 4,272 0,203 0,338
500 29,969 15,016 10,250 0,550 0,695
1000 51,406 41,953 20,594 1,231 1,516
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Tabla V: (Continuacion)

q=1,6

m  Puntos MFP GMFP Gate(l,q) Gdaq Garsq

10 1,263 0,719 0,009 0,021 0,036

20 1,880 0,959 0,019 0,028 0,034

40 2,742 1,395 0,020 0,058 0,052

0,5 50 3,152 1,539 0,022 0,068 0,055

100 5,119 2,577 0,039 0,146 0,083

200 9,034 4,466 0,075 0,298 0,141

500 21,023 10,242 0,180 0,806 0,352

1000 41,141 19,766 0,344 1,591 0,547

10 1,556 0,755 0,186 0,031 0,070

20 1,747 0,727 0,197 0,127 0,073

40 2,370 0,967 0,448 0,247 0,088

1 50 2,842 0,908 0,334 0,403 0,097

100 4,659 2,183 0,850 0,630 0,145

200 7,363 3,766 2275 1,226 0,284

500 16,102 5,539 5,805 9,286 0,523

1000 28,219 11,250 9,984 14,828 0,922

10 1,253 0,620 0,264 0,074 0,103

20 1,814 1,078 0,548 0,080 0,100

40 3,200 1,359 0,852 0,120 0,095

1,5 50 3,775 1,609 1,167 0219 0,131

100 6,295 3,609 2,194 0,097 0,184

200 11,588 7,800 4,259 0,193 0,300

500 30,320 12,984 10,242 0,538 0,719

1000 52,891 50,906 20,516 1,113 1,531
q=1,8

m Puntos MFP GMFP Gate(l,q) Gdaq Garsq

10 1,236 0,728 0,009 0,020 0,039

20 1,875 0,992 0,019 0,030 0,036

40 2,716 1,406 0,017 0,059 0,044

0,5 50 3,138 1,539 0,020 0,073 0,055

100 5,102 2,573 0,034 0,148 0,084

200 9,000 4,478 0,069 0,294 0,134

500 20,922 10,148 0,164 0,789 0,313

1000 40,797 19,781 0313 1,738 0,734

10 1,523 0,669 0,186 0,032 0,067

20 1,861 0,725 0,213 0,134 0,073

40 2,252 0,936 0,448 0,251 0,083

1 50 2478 1,189 0,281 0,350 0,095

100 4,964 2,155 0914 0,617 0,152

200 6,950 3,716 2,188 2,310 0,259

500 15,766 5,219 5,797 9,283 0,492

1000 29,719 11,141 7,672 14,766 0,953

10 1,213 0,713 0,270 0,079 0,091

20 1,795 1,044 0,539 0,082 0,106

40 3,161 1,495 0,852 0,139 0,105

1,5 50 3,817 1,798 1,169 0212 0,148

100 6,475 3,145 1,994 0,099 0,186

200 11,300 6,797 4,250 0,191 0,288

500 29,188 16,656 10,500 0,513 0,727

1000 59,391 45,875 22,016 1,144 1219
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Tabla V: (Continuacion)

q=3
m  Puntos MFP GMFP Gate(l,q) Gdaq Garsq
10 1,475 0,663 0,011 0,026 0,038
20 1,845 0,980 0,006 0,036 0,044
40 2313 1,459 0,013 0,071 0,044
0,5 50 2,850 1,608 0,017 0,088 0,050
100 4,520 2,503 0,028 0,194 0,072
200 7,897 4,506 0,066 0,379 0,128
500 18,078 10,320 0,148 0,906 0,297
1000 35,031 20,047 0,328 2,063 0,531
10 1,467 0,745 0,175 0,050 0,061
20 1,750 0,820 0216 0,150 0,072
40 2,244 0,995 0,409 0,665 0,091
1 50 2,433 1,075 0,247 0,478 0,092
100 3,469 1,464 0,903 1,519 0,153
200 4,697 2,859 1,794 3,633 0,247
500 9,453 4,617 3,938 9,858 0477
1000 28,250 11,188 6,172 20,759 1,078
10 1,302 0,798 0,245 0,088 0,098
20 2,027 1,363 0,542 0,098 0,091
40 2,831 1,514 0,863 0,447 0,103
1,5 50 3,219 2,106 1,183 0,512 0,130
100 5,856 3,617 2234 0,384 0,183
200 9,269 7,034 4,209 0,203 0,263
500 25,430 19,875 10,250 0,502 0,469
1000 49,531 39,469 20,359 1,134 1,391
q=5
m Puntos MFP GMFP Gate(l,q) Gdaq Garsq
10 1,539 0,644 0,017 0,042 0,039
20 1,983 1,016 0,019 0,050 0,034
40 2,513 1,456 0,033 0,094 0,045
0,5 50 3,145 1,542 0,034 0,116 0,045
100 5,111 2,500 0,052 0,255 0,078
200 9,028 4,725 0,103 0,489 0,122
500 20,984 10,633 0,273 1,273 0,297
1000 41,281 20,531 0,500 2,369 0,547
10 1,581 0,761 0,214 0,167 0,070
20 1,728 0,925 0,231 0,186 0,078
40 2214 0,967 0,497 0,774 0,086
1 50 2,633 1,134 0,473 0,696 0,100
100 3,688 1,486 1,231 2,168 0,148
200 7,072 3,781 2,828 4209 0213
500 16,086 4,594 7,141 11,445 0414
1000 33,125 11,656 15,469 28,169 1,156
10 1,786 0,817 0,291 0,110 0,083
20 2311 1,169 0,530 0,300 0,078
40 3,375 1,906 0,831 0,559 0,109
1,5 50 3,995 2,656 1,256 0,834 0,138
100 8,006 3,342 2,320 0,722 0,177
200 16,422 7913 4,334 1,418 0,256
500 37,406 14,391 10,094 1,059 0,445
1000 72,781 43,938 20,469 1,772 1,016
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Tabla VI: Comparativa de distancias al aumentar el nimero maximo de iteraciones.

q=1.2 10.000 iter. 30.000 iter. q=1,4 10.000 iter. 30.000 iter.
m Ptos. MFP  Gate(l,q) MFP Gate(l,q) MFP  Gate(l,q) MFP Gate(l,q)
10 396,55 396,54 396,55 396,54 374,98 374,98 374,98 374,98
20 843,17 843,16 843,17 843,16 796,64 796,63 796,64 796,63
40 1.775,65 1.775,63  1.775,65 1.775,63 1.674,95 1.674,93  1.674,95 1.674,93
0,5 50 226497 226496 226497 226496 2.139,04  2.139,02 2.139,04  2.139,02
100 4.602,95 4.60291  4.602,95 4.602,91 434223 4.342,19 434223 4.342,19
200 9.233,50 9.233,43  9.233,50 9.233,43 8.708,87 8.708,80  8.708,87 8.708,80
500 23.130,80  23.130,62 23.130,80 23.130,62 21.814,23 21.814,04 21.81423 21.814,04
1000 46.310,78  46.310,44 46.310,78  46.310,44 43.676,09  43.675,71 43.676,09 43.675,71
10 408,10 408,09 408,10 408,09 393,39 39338 39339 393,38
20 864,59 864,52 864,59 864,52 829,51 82949 82951 829,49
40 1.815,14 181512 181514  1.815,11 173575 173573 173575  1.73571
1 50 2.311,87 2.311,83  2.311,87 2.311,83 2.214,32 221428 221432 2.214,28
100 4704,18 470403 4.704,16  4.704,03 449674 449664 449674  4.496,63
200 9.428,01 9.427,76  9.428,01 9.427,76 9.012,11 9.011,89 9.012,11 9.011,89
500 23.610,36  23.609,83 23.610,36  23.609.,83 22.571,08 22.570,64 22.571,08 22.570,64
1000 47.249,84  47.249,19 47.249,84  47.249,19 4517544  45.174,76 45.17544 45.174]16
10 417,48 41748 41748 41748 408,84 40884 408,84 408 84
20 887,26 88725 88726 887,25 866,93 866,88 866,91 866,88
40 1.875,52 1.875,47 1.875,52 1.875,47 1.831,18 1.831,13  1.831,18 1.831,13
1,5 50 239554 239548 239553 239548 234649 234639 234646  2.346,39
100 4.900,20 4.900,05  4.900,16 4.900,05 4.796,48 4.796,34  4.796,47 4.796,34
200 9.841,23 9.841,04 9.841,23 9.841,04 9.658,15 9.657,87  9.658,14 9.657,87
500 24.665,08 24.664,82 24.665,08 24.664.,82 2429412 2429328 2429406 24.29328
1000 49.378,14  49.377,60 49.378,14  49.377,60 48.651,29  48.650,69 48.651,29  48.650,69
q=1.6 10.000 iter. 30.000 iter. q=1,8 10.000 iter. 30.000 iter.
m__Ptos. MFP  Gate(l,q0 MFP Gate(l,q) MFP  Gate(l,q) MFP Gate(l,q)
10 360,52 360,52 360,52 360,52 350,28 35027 35028 350,27
20 765,17 765,16 765,17 765,16 742,74 742,73 742,74 742,73
40 1.606,99 160697 1.606,99  1.606,97 1.558,65 155864 1.55865  1.558,64
0,5 50 205381 205380 2053,81  2.053,80 1.993,12  1993,10 1.993,12  1.993,10
100 4.165,97 4.16593  4.165,97 4.165,93 4.040,36 4.040,32  4.040,36 4.040,32
200 8.354,63 8.354,55 8.354,63 8.354,55 8.102,42 8.102,35  8.102,42 8.102,35
500 20.926,19  20.926,01 20.926,19 20.926,01 20.294,52  20.294,35 20.294,52  20.294,35
1000 41.898,85 41.89849 41.898,85 41.898,49 40.634,63  40.634,29 40.634,63  40.634,29
10 383,47 38346 38347 383,46 376,24 37623 37624 376,23
20 804,88 804,86 804,88 804,86 787,06 787,06 787,05 787,04
40 1.680,96 1.680,96  1.680,96 1.680,92 1.641,62 1.641,62 1.641,62 1.641,59
1 50 2.147,61 2.147,54  2.147,61 2.147,54 2.099,48 2.099,45  2.099.,48 2.099,45
100 4.355,14 4.355,04 4.355,14 4.355,04 4.253,22 4.253,13  4.25322 4.253,13
200 8.728,54 8.728,34  8.728,54 8.728,34 8.524,83 8.524,68  8.524,83 8.524,68
500 21.862,31 21.862,21 21.862,31 21.861,97 21.352,10 21.351,79 21.352,10 21.351,79
1000 43.760,25  43.759,56 43.760,25  43.759,56 42.741,03  42.740,40 42.741,03  42.740,40
10 402,97 402,97 402,97 402,97 398,77 39877 398,77 39877
20 852,19 852,15 852,18 852,15 841,61 841,58 841,60 841,58
40 1.799,38 1.799,32  1.799,37 1.799,32 1.773,61 1.773,54  1.773,61 1.773,54
1,5 50 230849 230809 230820  2.308,09 227765 227724 227133 227724
100 471986 471970 4.719.85  4.719,70 465892  4.658,70 4.658,89  4.658,70
200 948788 948740 9.487.82  9.487.40 934723  9346,67 9.347,16  9.346,67
500 23.779.94  23.778,24 23.779,51 23.77824 23.397,49 2339571 23.396,93 23.395,71
1000 47.601,14  47.598,57 47.601,12  47.598,57 46.838,16  46.835,14 46.837,61 46.835,14

Péagina 134



5.2.4 Regiones con normas /| y Eq

Tabla VI (Continuacion)

q=2 10.000 iter. 30.000 iter.
m Ptos. MFP  Gate(l,q) MFP Gate(l,q)
10 342,71 34271 342,71 34271
20 726,13 72613 726,13 726,13
40 1.522,89 1.522,88  1.522,89 1.522,88
0,5 50 1.948,15  1.948,14 194815  1.94814
100 3.94723 394720 3.94723 3.947,20
200 7.915,60 7.915,53  7.915,60 7.915,53
500 19.826,92 19.826,76 19.826,92  19.826,76
1000 39.698,61  39.698,29 39.698,61  39.698,29
10 370,88 370,87 370,88 370,87
20 773,69 773,67 773,69 773,67
40 1.612,25 1.612,26  1.612,25 1.612,22
1 50 2.062,76 2.062,72  2.062,76 2.062,72
100 4.176,93 4.176,85  4.176,93 4.176,85
200 8.372,50 8.372,42  8.372,50 8.372,42
500 20.969,91  20.969,62 20.969.91  20.969,62
1000 41977,83 4197725 41.977,83 4197725
10 395,62 39562 39562 395,62
20 833,70 833,68 833,70 833,68
40 1.753,95 1.753,87  1.753,94 1.753,87
1,5 50 2.253,83 225347 2.253,57 2.253,47
100 4.606,79 4.606,48  4.606,69 4.606,48
200 9.233,45 9.23290  9.233,37 9.232,90
500 23.111,95 23.110,33 23.111,51 23.110,33
1000 46.268,83  46.265,69 46.268,08 46.265,69
=3 10.000 iter. 30.000 iter. g=5 10.000 iter. 30.000 iter.
m Ptos. MFP  Gate(l,q) MFP Gate(l,q) MFP  Gate(l,q) MFP Gate(l,q)
10 32347 32347 32347 32347 311,88 311,88 311,88 311,88
20 684,12 684,12 684,12 684,12 659,86 659,86 659,86 659,86
40 1.431,90 1.431,89  1.431,90 1.431,89 1.378,60 1.378,60  1.378,60 1.378,60
0,5 50 1.833,49  1.833,48 1.83349  1.833.48 1.766,03  1.766,03 1.766,03  1.766,03
100 3.709,07 3.709,05  3.709,07 3.709,05 3.567,67 3.567,66 3.567,67 3.567,66
200 7.438,62 7.438,58  7.438,62 7.438,58 7.156,14 7.156,11  7.156,14 7.156,11
500 18.634,09 18.633,98 18.634,09 18.633,98 17.928,59  17.928,53 17.928,59  17.928,53
1000 37.309,87  37.309,65 37.309,87 37.309,65 35.894,77  35.894,65 35.894,77  35.894,65
10 357,65 357,14 357,14 357,14 349,60 348,69 348,80 348,69
20 739,12 739,06 739,08 739,06 719,20 718,19 718,20 718,19
40 153586 1.53584 1.53586  1.535,84 1.488,73 148873 148873 148873
150 1.966,82  1.966,71 1.966,73  1.966,71 1.907,93  1907.85 1.907,86  1.907,85
100 3.977,39 3.977,37 3.977,39 3.977,36 3.853,00 3.853,13  3.853,00 3.853,07
200 7.973.,47 7.973,40 7.973,47 7.973,40 7.724,40 772436  7.724,40 7.724,36
500 19.968,99  19.968,80 19.968,99  19.968,80 1934496  19.344,86 19.344,96  19.344,86
1000 39.978,52  39.978,13 39.978,52 39.978,13 38.729.90  38.729,68 38.729,90  38.729,68
10 387,39 38739 38739 387,39 38225 382,19 38225 382,19
20 813,21 813,16 813,18 813,16 800,80 800,54 800,53 800,53
40 1.703,24 1.702,69  1.702,74 1.702,69 1.674,22 1.671,93  1.672,11 1.671,93
1,5 50 2.192,02 2.190,83  2.190,91 2.190,83 2.157,07 2.153,74  2.154,01 2.153,74
100 446203  4.460,78 4.460,98  4.460,78 437774 437596 437619  4.376,77
200 894082 893938 8.939,78  8.939.38 877332  8.769.87 8.770,23  8.769.87
500 22.377,51 2237431 2237531 22374731 21.95433  21.949,50 21.950,27 21.949,50
1000 44.808,02  44.798,98 44.801,00 44.798,98 43.972,67 43.955,63 43.957,24  43.955,63

Péagina 135



Capitulo 5: Resultados computacionales

5.2.3 Regiones con normas (, y (,

En las tablas VII y VIII tenemos los resultados obtenidos para la norma ¢, con las

normas [,y (,, respectivamente. Dado que la literatura cientifica al respecto

practicamente no estudia el caso (_, hemos contrastados los resultados con los

programas Gate(p,128) y MFP (p,128), ya que un mayor valor de ¢ da lugar a “0/0” ¢

“inf” en el software MATLAB, y obtenemos, como era de esperar, mayor precision y,

sobre todo, mayor velocidad en la solucion del problema (1).

Notese que, para una comparacion mas precisa de la funcién objetivo, se pueden

utilizar las desigualdades: || ||m < || ||q <2V [n ||w

Tabla VII: Promedio de distancias y tiempos para £, y {_ (pesos unitarios)

Pesos unitarios Gate(1,0) Gate(1,128) MFP(1,128)
m Ptos. D T D T D T
10 302,18 0,078 302,81 2,548 308,00 0,067
20 641,33 0,078 642,16 3,455 651,72 0,081
40 1.338,90 0,078 1.340,95 5,652 1.370,04 0,152
0,5 50 1.714,13 0,078 1.716,87 7,138 1.757.58 0,186
100 3.460,62 0,078 3.466,64 11,833 3.548 47 0,573
200 6.942,73 0,078 6.952,73 21,134 7.124.97 0,516
500 17.393,50 0,078 17.419.76 48938 17.851.,42 1,367
1000 34.825,00 0,078 34.892.22 96,250 35.732.22 3234
10 34075 0438 342,81 2,792 355,07 0,288
20 700,05 0438 703,53 3,080 713,82 0,336
40 1.448,80 0,438 1.459,16 5,530 1.464,36 0,975
1 50 1.861,00 0,438 1.881,07 6,170 1.870,08 1,242
100 3.749,70 0,438 3.795,47 10,828 3.756,55 1,947
200 7.520,00 0,438 7.605,51 19,047 7.530,90 3,494
500 18.831,50 0,438 19.057,06 38,820 18.855,01 10,828
1000 37.716,00 0,438 38.127.34 89,016 37.741,70 25,531
10 37761 0422 378,95 2,883 38491 0,295
20 790,57 0,422 796,50 3,731 801,16 0,516
40 1.652.45 0,422 1.662,27 5,461 1.664,37 0,830
1,5 50 2.130,10 0,422 2.142.45 6,656 2.136,77 0,922
100 4.333,54 0,422 4.366,46 10,634 433381 2,419
200 8.68495 0422 8.763,97 19,522 8.685,34 3,813
500 21.738,00 0,422 21.94593 45133 21.738,76 10,180
1000 43.550,00 0,422 43.988,16 88,938 43.550,98 19,188
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Tabla VII (cont.): Promedio de distancias y tiempos para £, y £ (pesos no unitarios)

Pesos no unitarios Gate(1,0) Gate(1,128) MFP(1,128)
m Ptos. D T D T D T
10 1.704,14 0,031 1.716,53 2,981 1.733,39 0,100
20 3.717,87 0,031 3.733,29 3,592 3.788,38 0,063
40 7.48528 0,031 7.500,97 5,606 7.659,39 0,145
0,5 50 9.366,41 0,031 9.380,05 6,623 9.534.,84 0,281
100 18.720,89 0,031 18.748,36 11,498 19.151,59 0,327
200 37.591,65 0,031 37.647.85 20,713 38.457,09 0,797
500 94.131,50 0,031 94.286,53 47,836 96.352,92 3,367
1000 188.539,50 0,031 188.943 01 93,641 193.026,35 5,797
10 1.860,60 0,031 1.876,50 2,600 1.888,28 0,294
20 4.067,10 0,031 4.103,85 3,786 4.083,95 0,516
40 822790 0,031 8.361,11 5,638 8.247,67 0,964
1 50 10.256,00 0,031 10.346,79 6,427 10.267,76 1,183
100 20.438,65 0,031 20.665,20 10,981 20.482,70 2,306
200 40.967,60 0,031 41.519,85 19,563 40.992,53 4,791
500 102.500,00 0,031 103.830,12 46,813 102.561,33 10,383
1000 205.044,00 0,031 207.730,82 90,734 205.171,17 23,625
10 2.104,55 0,281 2.130,08 2,683 2.140,70 0,316
20 460094 0,281 4.62530 4,047 4.661,45 0,473
40 9.508,57 0,281 9.562,61 5,798 9.576,11 0,936
1,5 50 11.945,93 0,281 12.018,01 6,691 12.047.98 1,239
100 23.778,89 0,281 23.925,00 11,100 23.832,55 2,061
200 47.708,07 0,281 48.159,11 19,828 47.734,20 4,309
500 119.319,90 0,281 120.349,18 45,828 119.320,35 11,711
1000 238.640,33 0,281 240.945,07 89,422 238.640,61 22,297
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5.2.4 Regiones con normas (, y (,,

Tabla VIII: Promedio de distancias y tiempos para £, y £,

p=12 Gate(p,»o) Gate(p,128) MFP(p,128)
m Ptos. D T D T D T
10 298,31 0,586 298,75 0,453 300,13 3,044
20 636,15 0,825 636,75 0,892 637,70 4014
40 1.326,71 1,288 1.327,60 1,731 1.329,01 6,847
0,5 50 1.697,02 1,498 1.698,04 1,834 1.700,12 8,352
100 3.427,56 2,614 3.429,19 3,473 3.433,45 14,384
200 6.877,08 4,838 6.879,62 7,984 6.889,25 26,431
500 17.228,28 11,750 17.234,42 21,227 17.256,41 62,461
1000 34.499.92 23,094 34.511,62 49,500 34.547.,63 122,844
10 32738 0,394 32948 0,955 329,68 3238
20 680,94 0,738 683,77 1,789 683,61 4,150
40 1.406,66 1,216 1.413,08 3,539 1.415,37 6,403
1 50 1.803,69 1,405 1.813,36 4,927 1.818.88 7,655
100 3.636,58 2,489 3.653,00 6,894 3.661,64 12,670
200 7.293,64 4,853 7.321,49 15,469 7.347,23 23,800
500 18.267,60 11,703 18.333,09 36,969 18.416,73 62,719
1000 36.589,01 22,922 36.730,78 94,813 36.805,97 104,547
10 354,09 0,336 35455 0,677 355,82 3,330
20 748,70 0,553 754,50 1,422 755,09 4,159
40 1.573,58 1,014 1.582,04 3,864 1.583.28 6,972
1,5 50 2.026,66 0,925 2.044,87 4,977 2.038,74 8,358
100 4.138,93 2,278 4.176,18 8,888 4.168,70 14,491
200 8.302,90 4,309 8.390,96 18,800 8.358,55 26,697
500 20.783,05 11,969 21.057,59 45,516 20.996,98 62,969
1000 41.624,90 24,047 42.179,62 91,734 41.934,06 123,656
p=14 Gate(p,»o) Gate(p,128) MFP(p,128)
m Ptos. D T D T D T
10 295,79 0,566 296,10 0,398 297,75 2,989
20 632,74 0,813 633,16 0,620 633,69 4,130
40 1.318,99 1,270 1.319.86 1,550 1.322,02 6,433
0,5 50 1.686,16 1,488 1.687,04 1,588 1.689,89 8,328
100 3.406,71 2,489 3.408,12 3,189 3.413,12 14,300
200 6.835,65 4,875 6.838,08 7,291 6.846,36 26,447
500 17.124,82 11,648 17.130,76 18,156 17.155,72 62,469
1000 34.294,52 23,094 34.306,09 46,016 34.343,92 122,906
10 318,77 0,428 320,32 0,858 320,84 3244
20 669,05 0,577 671,20 1,430 670,69 4,209
40 1.380,38 0,947 1.386,63 3,378 1.385,54 6,252
1 50 1.767,76 1,194 1.777,54 4,853 1.778,93 6,758
100 3.565,99 2294 3.582,86 8,803 3.582,99 11,341
200 7.152,43 4,647 7.181,80 16,469 7.180,70 22,463
500 17.915,16 6,945 17.983,95 37,766 18.002,27 52,563
1000 35.884.33 23,094 36.034,91 95,969 36.024,39 104,500
10 339,18 0,256 339,74 0,536 341,33 3,223
20 721,92 0,425 723,85 1,175 726,05 3,902
40 1.516,93 0,563 1.518.83 2233 1.527,09 6,770
1,5 50 1.954,18 0,480 1.957,73 2,516 1.971,11 8359
100 3.988,80 0,811 3.997,64 4,727 4.016,32 14,470
200 8.035,04 1,231 8.047,05 9,269 8.086,27 26,575
500 20.166,98 4352 20.232,52 21,391 20.317,97 62,953
1000 40.383,10 9,984 40.522,32 60,797 40.672,40 123,609
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Tabla VIII: (Continuacién)

p=1.6 Gate(p,») Gate(p,128) MFP(p,128)

m Ptos. D T D T D T

10 294,01 0,578 294,28 0,344 295,19 2,864

20 630,27 0,814 630,62 0,616 631,43 4,108

40 1.313,70 1,280 1.314,56 1,513 1.315,68 6,792

0,5 50 1.678,69 1,484 1.679,50 1,398 1.682.,46 8,142

100 3.392,61 2,442 3.393,90 2,786 3.398,39 14,180

200 6.807,61 4,950 6.809,96 7,300 6.818,58 26,416

500 17.054,95 11,688 17.060,51 16,195 17.082,83 62,484

1000 3415594 23,328 34.167,09 42,328 34.204,59 123,281

10 312,63 0,373 313,94 0,644 313,93 2,786

20 660,11 0,545 661,75 1,186 661,44 4,109

40 1.362,74 0,956 1.368.,86 2,328 1.367,07 6,214

1 50 1.743,55 1,109 1.753,17 3,398 1.751,39 6,309

100 3.518,63 2,364 3.535,73 6,484 3.529,03 11,073

200 7.057,51 4,200 7.087,19 13,178 7.078,36 19,869

500 17.678.,40 8,516 17.749.,48 29,734 17.734,05 46,852

1000 35.410,61 22,891 35.567,19 81,422 35.506,64 102,719

10 329,02 0,233 329,66 0,398 330,69 2,980

20 702,52 0,264 703,50 0,786 705,89 4114

40 1.475,51 0,331 1.476,49 0,906 1.484,04 6,894

1,5 50 1.897,18 0,239 1.899,06 1,314 1.913,44 8,355

100 3.874,83 0,375 3.878.83 2,192 3.902,73 14,481

200 7.787,32 0,725 7.791,25 5,194 7.847,09 26,597

500 19.528,97 1,852 19.534,69 13,867 19.690,43 62,945

1000 39.114,66 3,891 39.125,87 31,938 39.384,98 123,641

p=138 Gate(p,») Gate(p,128) MFP(p,128)

m Ptos D T D T D T

10 292,71 0,573 292,92 0,236 294,49 2,614

20 628,44 0,822 628,73 0,569 629,76 3,989

40 1.309,87 1,270 1.310,69 1,289 1.312,01 6,738

0,5 50 1.673,28 1,489 1.674,06 1,233 1.676,94 7,766

100 3.382,58 2,403 3.383,77 2,452 3.388,39 13,880

200 6.787,66 4,894 6.789,89 6,478 6.798,92 26,438

500 17.005,03 11,664 17.010,38 13,336 17.033,16 62,516

1000 34.057,27 23,328 34.067.,88 34,016 34.108,93 122,859

10 308,18 0313 309,32 0,433 309,58 2,894

20 653,63 0,491 655,28 0,966 655,38 3,656

40 1.350,25 0,833 1.356,04 1,898 1.353,51 6,081

1 50 1.726,40 1,008 1.73591 2,805 1.730,28 6,028

100 3.485.13 2,195 3.502,33 5,069 3.492,81 10,578

200 6.990,28 4,563 7.020,24 9,966 7.003,77 19,466

500 17.510,82 11,914 17.584.,36 29,547 17.541,64 45,266

1000 35.075,07 24,266 3523575 62,219 35.152,78 101,094

10 321,68 0,236 322,50 0,344 324,00 3,011

20 688,11 0,205 688,40 0,630 691,88 4317

40 1.444,20 0,281 1.444,61 0,644 1.454.48 6,638

1,5 50 1.856,02 0,169 1.856,51 1,119 1.871,66 8,361

100 3.785,04 0,288 3.786,05 1,080 3.815,71 14,463

200 7.594,89 0,528 7.597,01 3,097 7.650,82 26,597

500 19.031,39 1,320 19.036,75 12,117 19.174,44 62,898

1000 38.118,03 2,750 38.128,60 7,438 38.373,62 123,813
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Tabla VIII: (Continuacién)

p=3 Gate(p,o) Gate(p,128) MFP(p,128)
m Ptos. D T D T D T
10 289,14 0,508 289,29 0,228 290,80 2,961
20 563,52 0,817 623,56 0,442 624,98 3,927
40 1.299.49 1,266 1.300,03 1,159 1.302,15 6,416
0,5 50 1.658,70 1,486 1.659,28 1,044 1.661,77 7,778
100 3.356,44 2,597 3.357,34 1,900 3.362,09 13,253
200 6.735,11 4231 6.736,86 4,888 6.745,03 24,134
500 16.873,68 11,508 16.877,94 9,094 16.901,31 56,727
1000 33.795,85 23,953 33.803,78 19,656 33.845.35 111,219
10 296,13 0,253 296,56 0,397 297,99 2,588
20 636,06 0,284 636,39 0,619 637,75 3,461
40 1.317,74 0,716 1.321,93 1,395 1.319,56 5013
1 50 1.681,65 1,081 1.689,31 2245 1.683,48 6,123
100 3.398,55 2,100 3.413,61 3,939 3.400,83 8,703
200 6.816,22 4719 6.843,64 7,559 6.820,39 18,775
500 17.077,02 6,023 17.150,08 21,938 17.087,92 44,406
1000 34.204,76 23,797 34.378,25 43,109 34.226,44 98,078
10 301,69 0,205 302,93 0,266 302,92 2,902
20 649,17 0,156 649,39 0,502 651,15 3,455
40 1.356,12 0,195 1.356,69 0,408 1.362,49 5,416
1,5 50 1.736,89 0,159 1.737.33 0,605 1.746,34 7,133
100 3.524.49 0,241 3.525,30 0,383 3.542,55 12,136
200 7.068,07 0,431 7.069,70 0,778 7.108,27 24,416
500 17.713,74 0,992 17.717,86 2,422 17.812,15 57,336
1000 35.473,71 2,109 35.482,11 3,969 35.662,87 112,594
p=5 Gate(p,o) Gate(p,128) MFP(p,128)
m Ptos. D T D T D T
10 287,58 0,477 287,70 0,136 289,14 2,759
20 561,22 0,747 621,19 0,334 622,31 4,113
40 1.294,76 1,163 1.295,12 0,888 1.296,70 6,800
0,5 50 1.652,19 1,373 1.652,67 0,791 1.655,36 8,289
100 3.345.82 2,433 3.346,53 1,108 3.350,35 14,288
200 6.712,84 4,584 6.714.24 3413 6.721,11 26,313
500 16.817.91 11,016 16.821,33 7,055 16.843.85 62,086
1000 33.681,70 21,984 33.688,08 15,000 33.729,62 122,109
10 290,78 0,239 290,98 0,316 291,53 2517
20 626,69 0,361 626,85 0,394 62824 2,984
40 1.304,12 0,667 1.306,38 1,263 1.304,79 5,105
1 50 1.662,71 1,055 1.666,71 2,228 1.663,79 6,163
100 3.363,28 1,820 3.372,16 4,105 3.364,86 8,583
200 6.745.28 3,681 6.762,67 7,050 6.748,05 20,209
500 16.899,54 11,016 16.963,25 20,844 16.906,73 47,516
1000 33.847,00 7,094 33.979,34 41,906 33.852,37 89,875
10 292,84 0,255 293,88 0,216 293,36 2,606
20 632,09 0,156 63221 0,586 632,95 3,183
40 131822 0,233 1.318,63 0,508 1.319,70 6,359
1,5 50 1.684,58 0,153 1.684.91 0,456 1.687,32 7,786
100 3.413,52 0,277 3.414,10 0,423 3.417,61 13,519
200 6.846,39 0,453 6.847.48 0,728 6.853,46 26,472
500 17.158,86 1,320 17.161,81 2,023 17.181,51 62,625
1000 34.358,02 2,313 34.364,09 3,500 34.402,02 123,297
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Tabla VIII: (Continuacién)

p=2 Gate(p,») Gate(p,128) MFP(p,128)
m Ptos. D T D T D T
10 291,72 0,414 291,92 0,202 293,45 2,363
20 627,05 0,466 627,32 0,531 629,28 2,931
40 1.307,00 0,572 1.307,77 1,231 1.309,43 4,905
0,5 50 1.669,24 0,605 1.669,95 1,138 1.672,65 5,844
100 3.375,16 0,875 3.376,26 2,053 3.381,34 9,794
200 6.772,88 1,381 6.775,00 5,769 6.784,89 17,550
500 16.968,05 2,953 16.973,19 11,000 17.001,49 40,117
1000 33.984,10 5,641 33.994,13 27,875 34.035,06 78,359
10 304,84 0,213 305,82 0,473 306,54 2,466
20 648,81 0,247 650,51 0,706 650,56 2,989
40 1.341,04 0,370 1.346,52 1,425 1.34431 4,077
1 50 1.713,75 0,463 1.723,11 2,209 1.717,80 4,463
100 3.460,48 0,684 3.477,47 3,477 3.465,58 7,248
200 6.940,75 1,078 6.970,45 6,019 6.950,23 13,334
500 17.387,41 1,211 17.460,45 22,469 17.411,47 29,875
1000 34.827,80 6,359 34.993,08 42,391 34.890.,61 62,141
10 316,14 0,169 317,14 0,281 318,20 2,548
20 677,29 0,117 677,55 0,500 681,43 3,102
40 1.419,91 0,142 1.420,40 0,522 1.434,00 4,895
1,5 50 1.824,57 0,105 1.825.,01 0,908 1.848,92 5,677
100 3.712,83 0,159 3.713,85 0,648 3.754,89 9,225
200 7.44727 0,266 7.449,29 0,909 7.530,40 16,594
500 18.661,81 0,586 18.666,87 1,992 18.885.,61 37,852
1000 37.377,14 1,281 37.387,16 4,141 37.800,19 73,641

5.2.5 Regiones con normas (, y {,

En la Tabla IX se hace un estudio comparativo de los procedimientos MFP y Gate(p,q),

para los mismos conjuntos de puntos anteriores, variando la pendiente m, y tomando

p<gq, pertenecientes al conjunto de valores {1.2,1.5,1.8,2,2.5,3}. En cuanto a

precision, el algoritmo MFP gana en el 45% de los casos estudiados, pero el promedio
de mejora se sitiia en torno el 0,02%. Por el contrario, tarda en promedio 2,4 veces lo
que tarda el procedimiento Gate(p,q) perdiendo en velocidad en el 75% de las
ocasiones. En general, Gate(p,q) es mas eficiente que el procedimiento MFP cuanto

mas lejana la unidad sea la pendiente de la recta de separacion
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Tabla IX: MFP vs Gate(p,q) variando p, g y m.

p=1,2 MFP Gate(p,q) MFP Gate(p,q)

q m Ptos. Ds Time Ds Time q Ds Time Ds Time
P-18 120,50 0,406 120,50 0,234 115,30 0,297 115,30 0,188
Z-30 272,05 0,094 272,05 0,141 261,39 0,281 261,39 0,188
Z-50 993,45 0,797 993,45 0,250 949,41 0,969 949,41 0,375

0,5 100 3.867,67 9,000 3.867.67 0,344 3.692,10 8,891  3.692,10 0375
200 8.160,13 16,109  8.160,13 0,750 7.758,46 16,031  7.758,45 0,828
500 20.776,22 37,672 20.776,22 2,281 19.852,65 37,609 19.852,65 2,203
1000 42.348,06 75,922 42.348,06 3.891 40.291,23 75,859 40.291,22 4313
P-18 126,60 0,172 126,60 0,297 123,56 0,250 123,68 0,484
Z-30 281,34 0,297 281,34 1,266 274,87 0,375 274,75 1,438
Z-50 1.029,79 0,688  1.029.81 1,766 1.004,31 0,422 1.004.45 2,328

1,5 1 100 3.936,36 7,625 3.936,36 1,891 1,8 3.793,71 7,625 3.793,71 3,109
200 8.328,25 13,797  8.32826 6,344 8.000,33 13,813  8.000,35 9,391
500 21.414,82 20984 21.41424 11,391 20.729,99 23,172 20.781,66 22,016
1000 43.247,40 65,688 43.247,53 48,953 41.601,29 65,063 41.601,41 49,328
P-18 128,11 1,094 128,11 0,109 127,11 1,047 127,11 0,156
Z-30 286,78 0,984 286,78 0,234 284,40 0,906 284,40 0,359
Z-50 1.053,58 1,563  1.053,59 0,438 1.041,97 1,516  1.041,97 0,422

1,5 100 4.094,83 7,188  4.094,90 1,859 4.020,81 7,734  4.020,66 2,359
200 8.707,31 15,828  8.707,37 3,516 8.579,75 15,688  8.579,44 5,281
500 22.050,84 37,891 22.050,92 6,484 21.833,99 38,188 21.834,25 9,547
1000 45.030,62 73,266 45.030,77 10,031 44.468,43 73,672 44.468,70 15,969

p=12 MFP Gate(p,q) MFP Gate(p,q)

q m__ Ptos. Ds Time Ds Time q Ds Time Ds Time
P-18 112,96 0,266 112,96 0,203 109,26 0,188 109,26 0,234
Z-30 256,61 0,219 256,60 0,172 248,95 0,109 248,94 0,234
Z-50 929,48 0,828 929,48 0,234 897,31 1,156 897,30 0,328

0,5 100 3.613,46 6,859 3.613.46 0,266 3.488,15 8,922 348815 0391
200 7.576,88 12,266  7.576,88 0,609 7.284,12 16,172  7.284,11 0,906
500 19.437,44 28,438 19.437.44 1,578 18.771,85 37,813 18.771.84 2,734
1000 39.360,31 56,563 39.360,30 3,219 37.855,57 76,047 37.855,56 4,797
P-18 121,94 0,219 122,05 0,813 119,19 0,406 119,30 0,875
Z-30 271,22 0,328 271,10 1,281 26521 0,563 265,11 1,469
Z-50 991,60 0,266 992,76 2,125 966,65 0,922 968,56 0,203

2 1 100 3.728,99 6,219 3.72899 3,516 2,5 3.624,58 7,688  3.624.58 4,641
200 7.849.36 11,172 7.849,38 8,297 7.601,72 13,859  7.601,74 10,219
500 20.416,09 12,125 20.457,98 24,000 19.903,22 11,656 19.912,04 40,109
1000 40.841,50 51,250 40.841,63 41,188 39.590,75 46,953 39.590,90 53,719
P-18 126,62 0,766 126,62 0,172 125,78 1,422 125,78 0,281
Z-30 283,26 0,594 283,26 0,531 281,35 1,203 281,39 1,391
Z-50 1.036,37 0,906 1.036,37 0,391 1.026,93 2,094 1.026,92 0,766

1,5 100 3.976,27 3938 3.976,13 3,203 3.904,05 6,984 3.932,75 8,078
200 8.47421 8,547 847391 7,125 8.300,87 16,578  8.429,35 8328
500 21.731,37 19,656 21.731,83 13,844 21.559,06 37,922 21.560,56 18,938
1000 44.205,09 36,750 44.205,32 24,938 43.427,33 75,469 43.770,77 40,250
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Tabla IX: (Continuacién)

p=12 MFP Gate(p,q)
q m_ Ptos. Ds Time Ds Time
P-18 107,17 0,234 107,17 0,250
Z-30 244,48 0,172 244,48 0,297
Z-50 878,67 1,172 878,67 0,328
0,5 100 3.417,21 8453 341721 0391
200 7.114,76 15219  7.11476 0,891

500 18.389,33 36,500 18.389,32 2,813
1000 36.980,57 72,609 36.980,55 4,750

P-18 117,50 0,453 117,61 0,969

Z-30 261,64 0,672 261,54 1,531

7-50 951,78 1,281 953,98 0,188

3 1 100 3.564,27 7,344  3.56427 4,766
200 7.455,01 13,281  7.455,04 10,656

500 19.599,00 13,875 19.602,84 38,000

1000 38.846,27 55,469 38.846,42 56,313

P-18 125,26 1,672 125,26 0,344

Z-30 280,20 1,391 280,36 1,406

7-50 1.021,17 2,484  1.021,16 1,203

1,5 100 3.862,39 6,281  3.880,55 7,891
200 8.199.29 14,938 832336 9,266

500 21.453,93 34,359 21.455,87 16,922
1000 42.892,30 66,094 43.444,98 40,234

p=15 MFP Gate(p,q) MFP Gate(p,q)

q m__ Ptos. Ds Time Ds Time q Ds Time Ds Time
P-18 113,72 0,344 113,72 0,125 111,44 0,297 111,44 0,094

7-30 258,12 0,156 258,12 0,141 253,42 0,063 253,42 0,156

Z-50 938,75 0,938 938,75 0,297 919,07 0,828 919,07 0,234

0,5 100 3.665,50 8938  3.66550 0313 3.587,77 7,016  3.587,77 0,250
200 7.692,45 16,125  7.692.45 0,766 7.513,74 12,859  7.513,74 0,578

500 19.635,78 37,703 19.635,78 2,281 19.228,41 29,141 1922841 1,688

1000 39.926,73 76,156 39.926,73 4,203 39.010,44 58,438 39.010,44 2,969

P-18 117,35 0,156 117,35 0,125 116,56 0,109 116,56 0,125

7-30 263,54 0,266 263,54 0,328 260,96 0,422 260,96 0,281

Z-50 961,23 1,078 961,23 0,375 950,21 0,609 950,21 0,266

1,8 1 100 3.708,41 7,625  3.70841 1,063 2 3.647,02 6,359 3.647,02 0,938
200 7.806,03 14,172  7.806,04 3,656 7.665,37 11,422  7.66539 2813

500 20.060,97 28,844 20.060.46 6,281 19.774,86 10,469 19.774,51 5,906

1000 40.502,19 52,313 40.502,35 27,313 39.789.48 48,297 39.789,60 18,625

P-18 118,13 0,984 118,13 0,094 117,78 0,719 117,78 0,063

Z-30 266,70 0,766 266,70 0,156 265,81 0,500 265,81 0,109

7-50 974,52 1,813 974,52 0,219 970,48 1,125 970,48 0,172

L5 100 3.798,29 8,188  3.79829 0,672 377843 4,422 377843 0,516
200 8.012,05 16,125  8.012,05 1,313 7.974,07 8,516  7.974,08 0,953

500 20.367,27 38,609 20.367,27 2,734 20.281,29 19,641 20.281,30 1,656

1000 41.491,02 74313 41.491,02 5,953 41.261,97 37,125 4126198 3.859
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Tabla IX: (Continuaciéon)

p=15 MFP Gate(p,q) MFP Gate(p,q)

q m__ Ptos. Ds Time Ds Time q Ds Time Ds Time
P-18 107,81 0,266 107,81 0,125 105,73 0,281 105,73 0,125
Z-30 245,86 0,063 245,86 0,156 241,45 0,234 241,45 0,188
7-50 887,22 1,219 887,22 0,281 868,75 1,422 868,75 0,297

0,5 100 3.463,92 9250 3.463,92 0,328 3.393,83 9,797 339383 0344
200 7.225,01 17,078  7.225,01 0,797 7.057,83 17484  7.057.83 0,859
500 18.573,64 39,109 18.573,64 2484 18.196,64 39,938 18.196,64 2,594
1000 37.526,71 79,766 37.526,71 4,172 36.662,97 78,344 36.662,97 4,531
P-18 115,14 0,156 115,14 0,203 113,62 0,234 113,67 0,234
7-30 255,55 0,422 255,46 0453 252,00 0,516 251,92 0,516
Z-50 931,18 1,328 931,18 0,344 917,89 1,453 918,91 0,219

25 1 100 3.546,23 7,969  3.546,23 1,469 3 3.487,30 8,078  3.487,30 1,688
200 742825 14,406  7.428,27 4,578 7.28527 14,703 728530 5,047
500 19.292,65 8,047 19.298,38 28,047 18.999.36 6,594 19.001,19 31,219
1000 38.587.47 67,625 38.587,60 30,125 37.860,14 70,188 37.860,30 33,000
P-18 117,12 1,313 117,12 0,094 116,68 1,656 116,68 0,094
7-30 264,23 0,984 26423 0,172 263,21 1,188 263,21 0,172
Z-50 963,00 2,141 963,00 0,281 958,11 2,625 958,11 0,266

1,5 100 3.74547 8438 3.74548 0,813 371834 8250 3.718,23 0,891
200 7.908,39 16,891  7.908,40 1422 7.867,93 15,531  7.867.94 1,500
500 20.130,81 42,453 20.130,82 3,188 20.036,10 37,359 20.036,12 2,734
1000 40.865,40 83,219 40.865,42 6,250 40.619,63 71,109 40.619,65 6,938

p=138 MFP Gate(p,q) MFP Gate(p,q)

q m__ Ptos. Ds Time Ds Time q Ds Time Ds Time
P-18 110,47 0,328 110,47 0,078 106,90 0,328 106,90 0,109
7-30 251,43 0,156 251,43 0,125 243,99 0,297 243,99 0,156
Z-50 912,41 0,859 912,41 0,250 880,86 1,203 880,86 0,297

0,5 100 3.571,15 7,859  3.571,15 0,250 3.448,51 10,172  3.44851 0,344
200 7.471,14 14,141  7.471,14 0,578 7.186,41 18469  7.186,41 0,781
500 19.089,80 33,391 19.089.80 1,766 18.445,65 43,344 18.445,65 2,563
1000 38.777,74 65,406 38.777,74 3,078 37.313,85 87,266 37.313,85 4,188
P-18 112,12 0,125 112,12 0,094 111,00 0,250 110,99 0,141
Z-30 253,90 0,297 253,89 0,156 249,88 0,594 249,83 0,281
Z-50 923,32 0,734 923,32 0,203 906,34 1,484 906,34 0,359

2 1 100 3.591,69 7,016  3.591,69 0,703 2,5 3.496,68 8938 3.496,68 1,031
200 7.530,81 9,141  7.530,83 2,250 7.314,82 14,609 731484 3,500
500 19.311,54 17,563 19.311,55 2,563 18.897,18 23,797 18.896,98 10,828
1000 39.063,42 29,250 39.063,64 16,922 37.950,24 57,047 37.950,38 24,234
P-18 112,43 0,750 112,43 0,047 111,93 1,563 111,93 0,078
Z-30 255,27 0,531 255,26 0,109 253,90 1,047 253,89 0,141
Z-50 928,66 1,156 928,65 0,125 922,95 2,766 922,95 0,203

1,5 100 3.631,96 5,156  3.631,96 0,344 3.60324 9,188  3.603,24 0,641
200 7.616,53 9,344  7.616,53 0,641 7.560,90 18,125  7.560,90 1,094
500 19.417,71 21,844 19.417.71 1,406 19.288,87 39,625 19.288,87 2,297
1000 39.488.27 40,984 39.488,27 3,453 39.143,17 73,688 39.143,17 5,516
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Tabla IX: (Continuacién)

p=18 MFP Gate(p,q)
q m__ Ptos. Ds Time Ds Time
P-18 104,86 0,234 104,86 0,109
Z-30 239,64 0,172 239,64 0,141
Z-50 862,54 1,141 862,54 0,266
0,5 100 3.379.,15 8,594  3.379,15 0,344
200 7.021,46 15453  7.021.46 0,828

500 18.074,44 36,016 18.074,44 2,609
1000 36.461,27 72,531 36.461,28 4,484

P-18 110,22 0,172 110,22 0,156
Z-30 246,43 0,531 246,35 0,297
7-50 895,33 1,359 895,33 0,281
3 1 100 3.440,24 7,359  3.44024 1,141
200 7.179,73 13,266  7.179,75 3,719

500 18.627,27 5,500 18.628,68 23,109
1000 37.257,74 52,828 37.257,89 24,438

P-18 111,58 1,438 111,58 0,109
Z-30 253,02 1,000 253,02 0,141
7-50 919,07 2,594 919,07 0,219
1,5 100 3.585,84 7,156 3.585.84 0,578
200 7.525,13 13,750  7.525,13 1,047

500 19.205,73 33,141 19.205,73 2,391
1000 38.921,98 63,469 3892198 5250

p=2 MFP Gate(p,q) MFP Gate(p,q)

q m__ Ptos. Ds Time Ds Time q Ds Time Ds Time
P-18 106,48 0,219 106,48 0,063 104,45 0219 104,45 0,063
7-30 243,12 0,078 243,12 0,078 238,79 0,047 238,79 0,094
Z-50 877,82 0,609 877,82 0,156 859,59 0,625 859,59 0,172

0,5 100 3.441,08 5,156  3.441,08 0,203 3.372,13 4,656 3.372,13 0,188
200 7.167.47 8,703  7.167,47 0,453 7.003,85 7,750  7.003,85 0,469
500 18.383,16 19,156 18.383,16 1,328 18.015,36 16,969 18.015,36 1,234
1000 37.210,00 38,641 37.210,00 2,234 36.363,.94 33,969 36.363,94 2,469
P-18 109,03 0,172 109,03 0,078 108,36 0,172 108,36 0,125
7-30 246,82 0,438 246,82 0,188 243,90 0438 243,82 0,188
Z-50 894,41 1,125 894,41 0,234 884,03 1,141 884,04 0,234

25 1 100 347224 3,750  3.472,24 0,563 3 3.417,64 3375 341764 0,609
200 7.255,57 5,141 725558 2,266 712726 5281  7.127,28 2,328
500 18.698,97 24,500 18.698,61 4,625 18.444,56 8313 18.444,65 18,547
1000 37.631,11 18,141 37.631,26 16,156 36.966,25 19,172 36.966,40 14,719
P-18 109,55 1,109 109,55 0,063 109,24 1,234 109,24 0,094
7-30 249,21 0,719 249,20 0,109 248,38 0,813 248,37 0,109
Z-50 903,90 1,906 903,89 0,141 900,50 2,094 900,50 0,156

1,5 100 3.537,55 6,547 3.537,55 0,406 3.521,53 5,609 3.521,53 0,391
200 7.399,88 12,234  7.399.88 0,688 7.367,20 10,203  7.367,20 0,688
500 18.902,78 29,031 18.902,78 1,500 18.826,07 23,828 18.826,07 1,422
1000 38.345,18 56,047 38.345,18 3,703 38.139,66 46,078 38.139,66 3,563
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Tabla IX: (Continuaciéon)

p=25 MFP Gate(p,q)

q m Ptos. Ds Time Ds Time
P-18 103,75 0,688 103,75 0,078
Z-30 237,39 0,188 237,39 0,141
7-50 854,57 1,453 854,57 0,234

0,5 100 3.360,08 8,578 3.360,08 0,359
200 6.973,25 15,625 6.97325 0,766
500 17.912,83 36,156 17.912,83 2,453
1000 36.195,36 72,609 36.19536 4,203
P-18 105,22 0,219 10521 0,109
7-30 239,48 0,469 23948 0,266
7-50 864,54 1,375 864,54 0,313

3 1 100 3.378,16 7,500 3.378,16 0,922
200 7.028,65 11,359 7.028,68 3,453
500 18.114,26 31,516 18.114,28 5,031
1000 36.446,45 42,438 36.446,64 23,297
P-18 105,49 1,547 105,49 0,078
7-30 24091 0,984 240,90 0,141
7-50 869,60 2,656 869,59 0,188

1,5 100 3415,56 7313 341556 0,516
200 7.106,94 13,922 7.106,94 0,969
500 18.207,70 33,172 18.207,70 2,094
1000 36.850,34 64,984 36.850,34 5,172

5.3 Conclusiones

En conclusion, después del analisis detallado de cada una de las tablas podemos sefialar

los siguientes puntos:

1) El algoritmo MWP es muy rapido, pero es heuristico y comete errores

considerables, segtin el valor de la pendiente.

2) El conocimiento de los portones acelera notablemente la convergencia y se pone
de manifiesto en la comparacion entre los algoritmos MFP y GMFP, si bien la

precision de GMFP se resiente para valores altos de la pendiente (supuesta la

posicion relativa "0/ (,").

3) Para paliar esta situacion hemos elaborado el algoritmo Gate(p,q) ., que es mas

eficiente que los anteriores si intervienen las normas ¢, o/y /.
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4)

S)

Se han elaborado también los algoritmos Gdaq y Garsq que nos han permitido

contrastar los resultados obtenidos con el algoritmo anterior.

En el caso general de normas £y (_ hemos comprobado que es mas rapido el

calculo preciso de los portones en cada iteracion, si bien la precision final es, en
promedio, ligeramente inferior (0,02%) que la obtenida en el algoritmo MFP,
que pierde en el 55% de los casos, debido a la finalizacion del procedimiento
tras 10.000 iteraciones, especialmente en valores de la pendiente cercanos a la

unidad.
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CAPITULO 6

CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

6.1 Conclusiones

En esta tesis hemos trabajado con el Problema de Localizacion de Fermat-Weber en el

plano R* dividido en dos subregiones Q , Y Q,, separadas por una linea recta r. En
cada subregion Q 'y Q_  hemos considerado las métricas d, y d, asociadas a la

correspondientes normas ¢, y (.

En el primer capitulo exponemos el planteamiento general de los problemas de
localizacion y realizamos una breve introduccion histérica al problema de Fermat-
Weber general, asi como al problema particular tratado en esta tesis. Nos ha parecido

conveniente exponer también alguna aplicacion real del problema que planteamos.

En el capitulo 2 nos hemos centrado en encontrar el camino mas corto entre puntos
situados en regiones diferentes (problema 2), empleando una metodologia basada en la
pendiente de la recta de separacion de las regiones y las pendientes de las lineas

“geodésicas” de cada region.
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Hemos realizado una generalizacion acerca de como encontrar el camino mas corto
entre dos puntos P y Q situados en regiones con normas t,yt,, respectivamente,
cruzando la recta » de separacion de las regiones, que mejora sustancialmente lo
realizado anteriormente por (Zaferanieh et al., 2008), ya que estos autores obtienen sus
resultados para el caso de las normas ¢, y (,. Ademas el intervalo en el que se
encuentra el punto de cruce o puerta de acceso (gate) entre las regiones es mucho mas
ajustado que el encontrado por estos autores. El intervalo obtenido es el intervalo
central de un conjunto de seis puntos ordenados en la recta, llamados puntos notables.

Obtuvimos también un sistema de ecuaciones que caracteriza la puerta de acceso.

Utilizando dicho sistema, y el conjunto de puntos notables, hemos encontrado las

puertas de acceso que se obtienen al particularizar las normas ¢y .

En el caso ¢, y [, se obtienen directamente las puertas de accesos. Asi, dependiendo
de la pendiente m de la recta r, se obtienen diferentes subregiones dentro de cada
region Q y Q. y, respecto de ellas, obtenemos de forma inmediata la puerta de
acceso. En algunas ocasiones todos los puntos de una subregion tienen la misma puerta
de acceso a la que llamamos Porton (Gate).

Para el caso (, y [, se encuentran de forma andloga las puertas de acceso y los
portones.

En el caso en que el punto esté situado sobre la recta se obtienen resultados analogos a

los estudiados anteriormente.

En el capitulo 3 entramos a resolver el problema principal de este trabajo (problema 1)
usando el concepto de porton. Encontramos una condicidon necesaria y suficiente para el
punto solucion del problema (1) en Q , para 1<q <o (teorema 3.5). A partir de la
condicion suficiente se obtiene un algoritmo para encontrar la solucion al problema (1).
Sin embargo, la condicién sdlo es necesaria para g =1 6 g =, pero no es suficiente

en estos casos, como se ha puesto de manifiesto en varios ejemplos.
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6.2 Conclusiones

El caso ¢, y (, nos trae diversas dificultades como son la posibilidad de encontrar

puntos en Q, que verifiquen la condicion necesaria y suficiente del teorema 3.5 y, sin
embargo, no son soluciones del problema (1). La proposicion 3.8 nos indica que hay
una subregion en Q, que hace de cuenca de atraccion para cualquier punto en Q,, que
tomemos como punto inicial del algoritmo obtenido, con lo que podemos obtener un

“agujero negro” que no coincidira con la solucion en Q, .

Para evitar este problema calculamos las derivadas de la funcién objetivo en una malla
que sera utilizada mas adelante en la obtencion del algoritmo correspondiente. Se

realiza el mismo estudio para el caso £, y /.

La obtencion de un método para obtener la solucion en Q, consiste en dividir la region
Q, en rectangulos (regiones factibles) en los que la funcién objetivo tiene una

expresion analitica Unica con variables separables y ademas es diferenciable, con
derivadas parciales respecto de cada variable independientes de la otra variable, con lo
que se aplica un algoritmo estandar para encontrar el minimo absoluto de una funciéon

convexa.

En el cuarto capitulo se detallan los algoritmos que se presentan en la tesis y que estan
basados en los resultados tedricos del capitulo 3 y en la caracterizacion de los portones

entre dos regiones con métricas diferentes estudiados en el segundo capitulo.

El algoritmo GMFP (Gate MultiFacility Procedure) es una modificacion del propuesto
por Brimberg et al. (2003), (MFP), en el que 1< p<g <o . El algoritmo GMFP, de
forma similar al MFP, busca la solucién 6ptima en cada region pero, a diferencia del
anterior, en cada iteracion, ademas de una aproximacién a la solucion, se calculan las
puertas de acceso y se vuelve a iterar el proceso. EI nimero de puntos a obtener en cada

iteracion es por tanto inferior al algoritmo MFP.

A continuacion se obtiene una familia de algoritmos que dividen el problema inicial,
que es no convexo, en tres problemas convexos, buscando la solucion en cada region y
también en la recta. Para la solucién en la recta se utiliza un algoritmo ARS. Para la

obtencion de la solucion en Q_ se utilizan dos métodos. En el primero, tomamos un
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punto inicial (media ponderada de los puntos iniciales) y en cada iteracion se hallan los
portones correspondientes a dicho punto y a los puntos de la region Q , obteniendo un
nuevo punto como solucidon del problema de localizacion simple correspondiente a los
portones y a los puntos de Q_,y asi sucesivamente hasta encontrar la solucion con una
tolerancia determinada. Las iteraciones se puede hacer por dos caminos; el primero
utilizando el algoritmo de Weiszfeld y el segundo por medio de un algoritmo ARS.
Para la obtencion de los portones, en el caso en que sea p =1, el conocimiento de ellos
es inmediato, y en otro caso se utiliza la rutina gafes pgq, que devuelve el porton
correspondiente a dos puntos cualesquiera PUQ 'y QUQ,  (programa Gate(p,q)).

El segundo método comienza con el mismo punto inicial, si bien usamos el algoritmo

ARS con cuatro posibles direcciones de busqueda.

Para la obtencion de una solucion en Q, se aplica el método de bisqueda basado en las

derivadas y en la malla expuesto en el capitulo 3 (programas Gate(l,q) y Gdaq) o

bien se aplica directamente el algoritmo ARS (programa Garsq)

Para obtener la solucién en Q_ realizamos un giro de 45 grados y obtenemos la

mediana. Tras deshacer el giro, se aplica el algoritmo ARS (programas Gate («,).

En el capitulo 5 se hace una comparativa entre los algoritmos propuestos en este trabajo
frente a los algoritmos propuestos anteriormente por otros autores. Para ello se han
utilizado conjuntos de puntos utilizados previamente en las referencias y se ha tomado

un conjunto de puntos generados aleatoriamente y distribuidos uniformemente en el

cuadrado [0,100] X[O,IOO] y con pesos unitarios para £, y /,.

Para los conjuntos P-18, Z-30 y Z-50, el menor tiempo de CPU se alcanza por el
algoritmo MWP. No obstante la funcion objetivo es mayor que las dadas por el resto de

algoritmos.

El algoritmo GMFP es mas rapido y, practicamente, mas preciso que el algoritmo MFP.

Ademas, sobresale por su precision el algoritmo Gate(1,2) que, salvo en m =0,5, es

también el algoritmo que menos CPU utiliza.
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6.2 Conclusiones

Se consideraron ademas cuatro conjuntos de 100, 200, 500 y 1000 puntos, generados
aleatoriamente y distribuidos uniformemente sobre el cuadrado [0,100] X[O,IOO] y con

pesos unitarios y se confirmaron las observaciones anteriores.

Las mismas pruebas se realizaron para (, y (_, con g variable, para los conjuntos P-18,
7Z-30 y Z-50. Se aprecia la mayor velocidad de GMFP respecto del algoritmo MFP, si
bien no siempre tiene mayor precision. Ahora bien, el algoritmo Gate(l,q) supera en

precision a ambos pero, en pendientes bajas, el algoritmo MFP consigue mayor

velocidad. Ademas el algoritmo Gate(l,q), con igual precision que los algoritmos
Garsq y Gdaq, aumenta su velocidad cuando aumenta la pendiente, mientras que los
otros dos disminuyen la suya.

Se tomaron 1000 puntos generados aleatoriamente y uniformemente distribuidos en el
cuadrado [O,IOO]X[O,IOO] y con pesos unitarios. Se tomaron 10, 10, 10, 10, 10, 5,2y
1 subconjuntos de 10, 20, 40, 50, 100, 200, 500 y 1000 puntos, respectivamente. El
algoritmo GMFP es maés rapido y preciso que el algoritmo MFP para pendientes no
superiores a la unidad. A medida que aumenta la pendiente se mantiene la ganancia en

tiempo de GMFP respecto de MFP pero pierde en precision. No obstante, los

algoritmos Gate(l,q), Garsq y Gdaq ganan siempre en precision y velocidad,
destacando la velocidad del algoritmo Gate(l,q) en pendientes bajas, del algoritmo

Garsq en pendientes cercanas a 1 y del algoritmo Gdaq en pendientes altas.

Analogamente se han realizado estudios con £, y £, ycon ( y (.

6.2 Trabajos futuros

Como trabajo futuro podemos pensar en diferentes situaciones mas reales que puedan

darse en el plano y que nos permita generalizar nuestro trabajo. Asi tenemos:

1) Desarrollo del problema con mas de dos regiones usando puertas de acceso.
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2) Estudio del problema para dos regiones, una de las cuales esté encerrada en un

poligono convexo, usando puertas de acceso.

3) Desarrollo del problema con una linea convexa, usando puertas de acceso.
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Anexo I: Conjuntos de puntos

Los tres primeros conjuntos de puntos han sido utilizados por otros autores citados en

el presente trabajo y los incluimos para contratar los resultados obtenidos.

P-18: 18 puntos del ejemplo del Parlar (1994)

X 1 2 3 5 6 6 7 8 9 9 9 10 14 14 16 17 17 19
¥y 2 812 5 1 1 4 8 1 5 10 12 2 4 8 4 10 13

7-30: 30 puntos del ejemplo de Zaferanieh et al. (2008)

X y w x y w X y w X y w X y w
1 2 1 3 6 1 5 7 1 7 5 2 9 8 1
1 5 4 3 7 3 6 2 2 7 8 4 9 10 2
1 9 1 3 8 4 6 3 4 8 4 3 10 1 3
2 3 2 4 4 4 6 9 3 8 6 1 10 4 1
2 4 3 4 7 1 7 0 1 9 2 1 10 5 2
3 5 2 5 1 4 7 1 2 9 3 4 10 9 1
7-50: 50 puntos del ejemplo de Zaferanieh et al. (2008)
X y w X y w X y w X y w X y w
1 5 1 4 11 2 10 1 4 12 12 1 16 3 2
1 10 2 5 3 1 10 5 3 12 14 3 16 10 5
1 15 1 5 6 4 10 8 4 13 5 3 16 14 3
2 3 3 5 14 5 11 2 2 13 16 1 17 7 4
2 8 3 5 18 1 11 9 2 14 2 4 17 17 1
3 5 5 6 9 3 11 12 5 14 20 1 18 2 3
3 14 1 7 10 2 11 13 1 15 4 5 18 19 5
3 19 4 8 10 5 12 4 5 15 10 3 19 6 2
4 7 1 8 19 1 12 6 4 15 11 2 19 7 1
4 8 4 9 20 1 12 11 4 16 1 1 20 14 2
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A-100:

conjunto de 100 puntos con pesos unitarios

x 1
y 60

2 3 45 6 6 6 7 7 8 9 9 9

33 56 18 74 40

40

68 32 52 13 11 53

58

12
59

13
100

15
66

18
42

19
14

19
43

22
11

22
67

24
12

24
44

24
92

26
4

26
59

26
61

27
15

27
20

29
43

29
62

32
12

32
78

33
11

34
58

34
78

34
95

35
15

36
74

37
20

37
76

38
58

39
83

41
75

42
46

42
55

42
66

42
84

42
98

43
31

43
89

44
53

45
43

45
46

46
98

47
15

50
15

54
65

54
87

55
43

59
15

60
47

61
19

64
96

65
41

65
48

65
68

67
19

67
44

67
74

68
29

68
50

68
70

70

70
64

70
67

70
67

72
52

72
97

76
38

77
17

77
19

77
35

77
40

77
93

78
42

79
32

79
95

82
82

82
98

86
48

86
64

88
52

91
88

92

95
21

97
65

98
17

99
51

A-200:

conjunto de 200 puntos con pesos unitarios

2 3 3 5 5 6 6 6 7
68 42 61 7 49

32

78 86 24

8 8 9

63

78

1

41

10
39

10
49

11
14

11
63

11
78

12

12
21

12
49

12
64

13
10

13
21

13
55

13
72

14
39

14
84

15
78

16
76

17
20

18

18
21

18
34

18
36

18
60

18
66

18
83

19
27

20
9

21
39

21
55

21
91

21
95

22
27

22
37

23
6

23
50

23
64

25
45

26

28
54

29
24

29
41

30

30
30

30
68

31
17

31
73

32
22

32
55

32
65

32
81

33
30

33
84

34
29

34
30

34
66

34
94

35
45

35
69

35
89

36
76

37
37

38
63

38
70

40
7

40
42

40
75

40
98

41
22

41
60

41
98

42
36

42
39

43
45

44
1

44
26

45
24

46
10

46
21

47
65

47
91

48
62

49
69

49
77

50
43

50
54

51
18

51
91

52
34

53
11

53
33

53
48

53
83

53
89

54
9

54
68

54
71

55
33

56
64

56
77

57
85

58

58
53

58
55

59
25

59
37

60
39

60
53

60
79

60
96

61
74

62
15

62
57

62
94

63
14

64
18

65
75

65
93

66

66
11

66
28

66
72

67
72

67
89

68
99

69

69
56

69
76

70
13

70
15

70
58

71
62

71
78

72
35

73
37

73
57

73
65

73
89

74
11

74
23

74
42

75
74

76
63

76
76

76
82

77
58

80
94

80
99

81
38

81
49

81
75

82
18

84
56

85
51

85
56

86
28

86
48

87
27

87
61

87
63

88
99

89
70

89
80

90
10

90
12

91
71

91
80

92
71

92
77

92
79

93
11

93
73

94
46

95
44

96
27

97
87

98
86

99
17

100
22

100
35
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A-500: conjunto de 500 puntos con pesos unitarios

y Xx Jy x y Xx y X y x y Xx y Xx Yy
32 14 60 30 48 43 54 55 94 67 66 80 5 88 78
62 14 79 30 94 43 69 56 0O 67 84 80 11 88 91
8 15 2 31 7 43 88 56 16 68 14 80 23 89 20
49 15 14 31 58 44 5 56 18 68 23 80 23 89 23
61 15 40 31 69 44 9 56 27 68 71 80 42 89 24
80 15 59 32 13 44 83 57 6 68 9 80 50 89 25
86 15 62 32 77 44 90 57 12 68 96 80 92 89 25
96 16 0 32 83 44 94 57 17 69 26 80 99 89 33
5 16 1 33 10 45 21 57 57 69 41 81 7 89 36
21 16 33 33 15 45 25 57 70 69 43 81 14 90 13
41 16 72 33 23 45 33 57 9 69 72 81 40 90 19
45 16 84 33 43 45 38 58 29 69 91 81 656 90 50
75 17 9 33 46 45 47 58 37 70 38 81 60 90 52
90 17 19 33 60 45 84 58 42 70 52 81 90 90 58
95 17 94 33 80 45 84 58 61 70 63 82 0 9 59
33 18 19 33 84 46 64 58 64 70 80 82 10 90 73
51 18 36 33 98 46 96 58 70 71 24 82 19 90 100
95 18 63 34 19 47 50 58 94 71 31 82 62 91 1
97 18 74 34 29 47 95 58 95 71 68 82 64 91 39
2 18 93 34 74 48 26 59 17 71 83 82 72 92 14
21 18 97 34 8 48 40 59 20 71 87 83 13 92 50
23 19 19 35 9 48 91 59 33 72 35 83 16 92 64
30 19 43 35 42 49 22 59 43 72 48 83 18 92 80
30 19 44 35 45 49 65 59 67 73 23 83 29 93 5
47 20 20 35 62 50 40 59 87 73 36 83 55 093 7
27 20 45 35 78 50 49 60 6 73 37 83 61 93 19
45 20 61 35 95 50 65 60 11 73 44 83 62 93 30
73 20 67 36 53 50 76 60 15 74 7 83 63 93 39
39 20 72 36 62 50 81 60 60 74 51 83 68 93 40
41 21 68 37 21 50 100 60 86 74 52 83 68 93 41
44 22 0 37 31 51 27 60 88 74 69 83 85 93 48
50 22 52 37 94 51 59 61 1 75 11 83 99 93 74
89 23 9 38 3 51 86 61 76 75 13 84 35 93 81
16 23 35 38 8 52 9 61 82 75 26 84 43 94 1
51 23 37 38 52 52 12 61 82 75 47 84 62 94 22
66 24 15 38 54 52 30 61 8 75 54 84 84 94 26
97 24 24 38 57 52 33 61 91 75 57 84 86 94 82
26 24 58 39 50 52 37 61 99 76 39 84 90 95 7
32 24 65 39 59 52 99 62 7 76 42 85 3 95 27
46 24 70 39 78 52 99 62 93 76 42 85 41 95 54
50 25 32 40 18 53 3 63 23 76 58 8 56 95 72

© ©O©W©OWWOWWOWOMWMONNNNNOODOODOOUUTUUTOURADNBREDNWWWWWWWNNNNNNEREO|X

10 15 25 34 40 30 53 5 63 54 76 60 85 91 96 9
10 35 25 43 40 39 53 25 63 80 76 83 8 92 96 10
11 4 26 9 40 52 53 28 64 22 76 88 86 4 96 12
11 31 26 89 40 655 53 69 64 34 76 89 86 6 96 54
11 46 26 93 40 70 53 72 64 90 76 96 86 10 96 57
11 52 27 52 40 71 53 72 65 7 76 98 86 34 96 62
11 52 27 56 41 4 53 83 65 12 76 100 86 40 96 68
11 59 28 45 41 11 53 90 65 23 76 100 86 40 96 76
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A-500: conjunto de 500 puntos con pesos unitarios (continuacion)

X y x y x y x y x y x y x y x Yy
11 98 28 59 41 28 54 21 65 38 77 48 86 70 97 8
12 6 28 62 41 31 54 28 65 49 78 20 86 91 97 20
12 27 28 75 41 39 54 69 65 52 78 27 86 97 97 62
12 47 28 83 41 71 54 70 65 73 78 37 87 5 97 82
12 8 28 90 41 83 54 76 65 92 78 50 87 8 97 85
12 88 29 40 42 12 54 9% 66 12 78 61 87 33 97 97
13 1 29 50 42 34 54 98 66 17 78 71 88 1 98 13
13 2 29 75 42 36 55 22 66 52 78 91 88 4 98 28
13 12 29 80 42 38 55 27 67 21 79 24 88 44 98 40
13 44 29 80 43 1 55 56 67 44 79 32 88 47 99 40
14 26 30 1 43 14 55 68 67 44 79 33 88 47 99 56
14 27 30 15 43 17 55 73 67 50 79 72 88 58 99 86
14 39 30 40 43 26 55 81 67 59 79 78 88 72 100 55
14 48 30 40 43 27 55 87
A-1000: conjunto de 1000 puntos con pesos unitarios
X y x y x y x y x y x y x y x )y
0 1 12 88 24 82 37 62 51 62 64 13 76 92 87 94
0O 15 12 89 24 84 37 92 51 68 64 21 76 96 88 6
0 28 12 93 24 87 38 16 51 72 64 38 77 8 88 39
0 38 12 98 24 94 38 27 51 91 64 57 77 17 88 40
0 64 13 4 25 6 38 32 52 5 64 59 77 23 88 42
0 71 13 5 25 19 38 48 52 40 64 66 77 28 88 44
0 82 13 13 25 20 38 50 52 54 64 71 77 39 88 46
0 86 13 16 25 25 38 56 52 65 64 79 77 57 88 61
0 9 13 17 25 39 38 57 52 77 64 83 77 65 88 66
0O 98 13 19 25 58 38 73 52 82 65 3 77 82 88 67
0 99 13 25 25 65 38 81 52 90 65 11 77 8 88 71
1 1 13 30 25 66 38 86 52 91 65 22 77 97 88 73
1 19 13 32 25 81 38 88 52 94 65 38 77 100 89 2
1 23 13 36 26 9 38 8 52 99 65 51 78 7 89 6
1 32 13 65 26 20 39 3 53 23 65 53 78 25 89 15
1 38 13 67 26 23 39 36 53 25 65 66 78 38 89 21
1 60 13 70 26 55 39 43 53 26 65 68 78 40 89 26
1 61 13 71 26 65 39 47 53 33 65 76 78 50 89 47
1 64 13 76 26 76 39 74 53 35 65 80 78 53 89 49
1 75 13 87 26 79 39 78 53 37 65 82 78 62 89 66
1 80 14 17 26 81 40 11 53 44 65 83 78 73 90 6
2 5 14 44 26 88 40 48 53 48 65 88 78 78 90 9
2 7 14 77 26 92 40 53 53 52 66 1 78 8 90 11
2 39 14 86 26 99 40 58 53 57 66 5 78 95 90 14
2 81 14 88 27 4 40 70 53 63 66 39 79 15 90 22
2 88 14 90 27 26 40 88 53 80 66 55 79 20 90 32
2 96 15 0O 27 40 40 99 53 8 66 56 79 29 90 35
3 1 15 14 27 55 41 12 53 93 66 60 79 33 90 48
3 14 15 15 27 70 41 22 53 9% 66 8 79 35 90 55
3 43 15 16 27 76 41 24 54 10 66 94 79 37 90 68
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A-1000: conjunto de 1000 puntos con pesos unitarios (continuacion)

=

y Xx y x Jy x y x y x y x 'y x 'y

45 15 19 27 84 41 31 54 13 67 2 79 42 90 70
47 15 20 27 8 41 36 54 28 67 4 79 43 90 72
56 15 26 27 87 41 37 54 31 67 18 79 47 90 79
9% 15 36 27 94 41 50 54 40 67 55 79 50 90 85
14 15 38 28 1 41 63 54 42 67 84 79 52 90 93
23 15 50 28 5 41 95 54 46 67 8 79 57 91 8
41 15 54 28 8 42 41 54 8 67 90 79 59 91 48
47 15 66 28 44 42 49 54 87 67 92 79 60 91 57
74 15 70 28 52 42 51 54 9 67 9% 79 71 91 o4
95 16 6 28 74 42 91 54 95 68 6 79 82 91 68
9 16 43 28 83 43 21 54 100 68 21 79 87 91 89
7 16 50 29 5 43 26 55 3 68 37 80 55 91 91
24 16 63 29 8 43 42 55 11 68 38 80 80 91 097
26 16 67 29 25 43 48 55 14 68 44 80 8 91 99
31 16 80 29 27 43 63 55 21 68 47 80 93 92 8
38 16 81 29 38 43 83 55 40 68 51 81 8 92 26
39 16 97 29 56 44 9 55 48 68 57 81 19 92 30
42 17 7 29 69 44 13 55 51 68 60 81 22 92 32
53 17 12 29 71 44 15 55 55 68 61 81 33 92 33
57 17 18 29 78 44 28 55 69 68 92 81 61 92 49
61 17 23 29 80 44 30 55 73 68 98 81 71 92 56
69 17 24 29 82 44 45 55 75 69 3 81 75 92 60
73 17 32 29 97 44 46 55 83 69 47 81 79 92 64
80 17 33 30 5 44 55 55 88 69 85 81 85 93 1
84 17 40 30 9 44 57 56 46 69 95 81 93 93 9
13 17 44 30 13 44 66 56 61 69 99 82 13 93 12
14 17 50 30 15 45 7 56 68 70 1 82 30 93 18
36 17 65 30 30 45 12 56 97 70 9 82 35 93 28
38 17 66 30 46 45 24 57 19 70 11 82 38 93 51
39 17 71 30 50 45 27 57 25 70 46 82 45 93 53
43 17 91 30 53 45 34 57 38 70 51 82 60 93 58
66 17 95 30 56 45 51 57 41 70 57 82 77 93 74
2 18 5 30 61 45 65 57 43 70 92 82 81 93 92
5 18 7 30 65 45 67 57 5 70 93 82 83 93 097
8 18 8 30 69 45 71 57 79 70 96 82 85 93 098
17 18 10 30 78 45 8 57 81 71 1 82 98 94 0
18 18 57 30 82 46 5 57 86 71 4 83 19 94 11
34 18 63 30 83 46 9 57 88 71 18 83 20 94 26
41 18 80 30 92 46 11 57 93 71 31 83 21 94 39
44 18 86 31 2 46 13 57 98 71 40 83 26 94 43
58 19 2 31 6 46 58 58 26 71 49 83 27 94 48
59 19 3 31 16 46 72 58 40 71 69 83 30 94 51
63 19 16 31 34 46 81 58 47 71 74 83 41 94 62
65 19 29 31 38 46 86 58 48 71 81 83 51 94 64
7% 19 32 31 73 47 3 58 84 71 86 83 69 94 87
92 19 43 31 79 47 14 58 91 71 96 83 71 94 95
9% 19 53 31 90 47 50 58 93 72 2 83 75 95 8
97 19 55 32 16 47 54 59 14 72 7 83 81 95 9
5 19 61 32 49 47 75 59 33 72 14 83 93 95 12
21 19 69 32 67 47 84 59 78 72 30 83 94 95 22
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A-1000: conjunto de 1000 puntos con pesos unitarios (continuacion)

Xy X Y X b Xy X ) X b R 4 Xy
8 27 19 75 32 78 47 89 59 91 72 40 83 97 95 30
8 34 20 12 32 98 47 94 60 3 72 41 83 100 95 35
8 41 20 66 33 13 47 95 60 7 72 51 84 3 9 39
8 51 20 81 33 20 48 7 60 8 72 56 84 12 95 46
8 56 20 96 33 33 48 20 60 15 72 58 84 14 95 51
8 58 20 99 33 37 48 24 60 38 72 61 84 26 95 69
8 8 21 0O 33 41 48 31 60 43 72 68 84 29 95 89
8 9% 21 19 33 45 48 32 60 52 72 92 84 47 95 95
9 3 21 30 33 55 48 37 60 60 73 4 84 66 95 98
9 25 21 34 33 66 48 59 60 64 73 10 84 67 96 9
9 53 21 44 33 75 48 73 60 81 73 12 84 68 96 43
9 63 21 54 33 88 48 88 60 94 73 16 84 74 96 44
9 73 21 55 34 20 48 8 61 25 73 18 84 86 96 53
9 80 21 65 34 46 49 7 61 34 73 20 85 19 96 60
9 88 21 67 34 49 49 26 61 58 73 34 8 28 96 77
10 11 21 76 34 55 49 27 61 71 73 50 85 34 96 85
10 38 21 77 34 67 49 3 61 92 73 53 85 37 97 11
10 46 22 0O 34 72 49 38 61 99 73 64 85 40 97 18
10 47 22 3 34 77 49 40 62 3 73 72 8 58 97 22
10 48 22 8 34 78 49 44 62 6 73 75 8 88 97 30
10 51 22 10 34 82 49 49 62 12 73 8 8 91 97 31
10 54 22 21 34 92 49 54 62 17 73 97 85 95 97 43
10 67 22 87 35 5 49 58 62 30 74 39 85 100 97 63
10 70 22 88 35 27 49 8 62 38 74 44 86 5 97 73
10 91 23 1 35 32 49 97 62 45 74 46 86 17 97 84
10 95 23 2 35 33 50 15 62 72 74 84 8 20 97 90
10 96 23 5 35 3 50 17 62 73 74 98 86 21 98 6
10 100 23 18 35 35 50 24 63 6 75 14 86 28 98 11
11 1 23 36 35 49 50 31 63 10 75 41 86 38 98 25
11 16 23 40 35 56 50 33 63 12 75 42 86 45 98 52
11 18 23 46 35 9 50 43 63 28 75 48 86 46 98 59
11 22 23 53 36 3 50 49 63 32 75 50 86 68 98 63
11 24 23 70 36 13 50 61 63 35 75 52 8 76 98 71
11 28 24 3 36 17 50 65 63 36 75 83 86 90 98 89
11 35 24 5 36 41 50 74 63 39 75 84 8 91 98 90
11 38 24 7 36 48 50 77 63 57 75 87 86 92 98 98
11 91 24 24 36 70 50 78 63 58 75 89 86 94 99 3
12 4 24 43 36 72 50 91 63 69 75 98 87 7 99 10
12 8 24 52 36 74 51 3 63 71 75 100 87 8 99 16
12 38 24 57 36 75 51 15 63 84 76 3 87 12 99 33
12 51 24 60 36 99 51 22 63 8 76 29 87 17 99 43
12 57 24 62 37 1 51 38 63 91 76 80 87 37 99 46
12 58 24 68 37 19 51 39 63 98 76 81 87 41 99 49
12 65 24 75 37 24 51 55 63 99 76 84 87 60 99 60
12 74 24 76 37 41 51 61 64 7 76 89 87 75 99 63
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A-1000_2: conjunto de 1000 puntos con pesos no unitarios

X yw X yw X yw X yw X yw x yw
0O 32 7 18 26 2 35 78 5 52 34 2 68 23 5 83 5510
0O 310 18 34 3 3 8 1 52 3710 68 29 7 83 59 6
0O 3810 18 36 1 3 8 5 52 49 5 68 38 7 83 61 6
1 5 7 18 42 1 35 94 9 52 69 3 68 50 2 83 62 6
1 40 7 18 60 3 35 95 6 52 99 9 68 61 3 83 63 6
1 60 4 18 63 7 36 53 8 53 3 9 68 66 2 83 67 3
1 62 3 18 66 4 36 62 9 53 5 8 68 70 5 83 68 3
2 810 18 74 7 36 74 4 53 11 9 68 71 7 83 81 7
2 3 5 18 83 8 36 76 5 53 2510 68 76 8 83 85 4
2 49 3 18 93 1 36 99 1 53 2810 68 90 10 83 99 6
2 61 2 18 97 5 37 20 5 53 33 6 68 9% 5 84 35 5
2 68 8 19 4 7 37 21 5 53 48 9 68 99 8 84 43 5
2 80 2 19 14 7 37 31 2 53 69 3 69 1 9 84 5 9
2 86 1 19 19 4 37 37 7 53 72 2 69 26 1 84 62 4
2 86 8 19 27 8 37 6210 53 75 7 69 3210 84 84 1
2 910 19 43 5 37 63 8 53 8 8 69 41 1 84 86 10
3 5 9 19 44 4 37 76 7 53 83 6 69 43 9 84 90 10
3 21 5 19 53 4 37 8 3 53 8 9 69 47 3 85 3 9
3 41 8 19 69 2 37 92 6 53 8 9 69 56 4 8 28 7
3 42 2 19 80 8 37 94 1 53 90 6 69 72 7 85 41 5
3 44 4 20 3 8 37 99 1 54 9 9 69 75 5 8 51 7
3 45 7 20 9 4 38 3 5 54 21 3 69 76 5 85 56 10
3 56 9 20 20 4 38 8 8 54 2810 69 91 7 85 60 10
3 61 4 20 45 5 38 52 3 54 65 6 70 7 3 8 91 7
3 75 8 20 61 6 38 5410 54 68 1 70 13 2 85 92 10
3 9 9 20 67 5 38 57 9 54 69 9 70 1510 86 4 7
3 93 8 20 72 8 38 58 3 54 7010 70 22 2 86 6 9
3 9 5 21 9 8 38 63 1 54 7110 70 38 8 86 10 10
4 14 1 21 19 9 38 70 8 54 76 4 70 52 1 86 28 8
4 17 7 21 30 5 38 78 2 54 8 3 70 57 7 8 34 2
4 18 8 21 39 6 38 81 6 54 9% 2 70 58 9 86 40 4
4 30 1 21 55 7 38 8 5 54 98 8 70 63 5 8 44 9
4 3310 21 68 6 39 50 7 54 100 6 70 64 1 86 48 4
4 51 5 21 91 7 39 59 5 55 4 9 70 67 6 86 50 7
4 810 21 9 1 39 66 2 55 14 2 70 80 5 86 64 4
4 95 8 22 0 2 39 70 1 55 22 8 70 8910 8 70 8
4 97 2 22 11 2 39 74 9 55 27 3 71 3 3 86 91 7
5 2 7 22 12 3 39 78 8 55 30 8 71 24 8 86 97 6
5 7 1 22 27 7 39 8 9 55 33 7 71 31 3 87 5 3
5 10 9 22 37 1 40 7 7 55 43 7 71 50 5 87 7 10
5 21 4 22 52 5 40 8 3 55 56 4 71 51 7 87 8 5
5 23 9 22 67 9 40 18 9 55 62 6 71 62 6 87 12 9
5 30 6 23 6 8 40 30 4 55 68 4 71 68 10 87 27 3
5 47 4 23 9 1 40 39 4 55 73 6 71 74 9 87 33 7
5 49 2 23 17 3 40 42 2 55 81 8 71 75 3 87 6110
5 53 2 23 3 3 40 52 7 55 83 9 71 78 3 87 63 4
5 69 7 23 37 9 40 53 9 55 8 1 71 83 1 88 1 3
5 74 3 23 5010 40 55 1 55 94 4 71 87 10 88 4 7
5 80 7 23 53 3 40 70 3 56 0 8 72 25 6 88 29 5
6 2710 23 64 5 40 71 6 56 16 6 72 35 7 88 44 8
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A-1000_2: conjunto de 1000 puntos con pesos no unitarios (continuacion)
X yw x yw X yw Xx yw X yw Xx yw
6 32 8 23 84 2 40 75 9 56 18 5 72 48 7 88 47 5
6 40 6 24 12 7 40 98 5 56 27 8 72 5210 88 52 10
6 41 5 24 15 10 41 4 8 56 64 5 72 97 6 88 58 1
6 45 6 24 24 2 41 11 5 56 77 4 73 23 6 88 66 9
6 68 1 24 40 1 41 12 5 57 6 5 73 36 5 83 71 4
6 73 6 24 44 7 41 22 2 57 12 7 73 37 9 88 72 1
6 78 4 24 5710 41 28 8 57 17 2 73 44 4 88 78 5
6 86 10 24 58 9 41 31 3 57 25 4 73 53 9 88 91 6
7 8 1 24 60 5 41 39 7 57 47 1 73 57 2 88 99 1
7 24 1 24 65 9 41 50 2 57 57 3 73 65 5 89 11 3
7 32 6 24 68 9 41 60 8 57 70 8 73 76 9 89 20 4
7 34 1 24 70 4 41 63 6 57 8 8 73 8910 89 23 9
7 39 1 24 89 1 41 71 2 57 88 4 73 91 6 89 24 2
7 41 7 24 92 3 41 75 9 57 93 8 74 7 9 89 25 4
7 44 2 25 25 8 41 88 6 57 9% 8 74 11 7 89 33 7
7 52 1 25 32 5 41 98 10 58 2 2 74 23 8 89 36 6
7 5910 25 34 4 42 510 58 6 3 74 42 5 89 37 1
7 89 1 25 43 8 42 12 5 58 29 9 74 46 7 89 70 6
8 5 6 25 45 3 42 34 6 58 37 3 74 51 2 89 80 8
8 13 2 25 81 1 42 36 6 58 40 6 74 52 9 89 91 8
8 16 4 26 210 42 38 3 58 42 1 74 69 9 90 10 1
8 23 10 26 4 8 42 39 9 58 53 3 75 11 2 90 12 10
8 40 3 26 9 9 42 46 8 58 55 6 75 13 9 90 13 9
8 51 4 26 41 6 42 49 2 58 61 3 75 20 7 90 19 8
8 63 7 26 59 1 42 5510 58 64 7 75 26 6 90 22 1
8 66 6 26 60 8 42 66 7 58 70 1 75 38 6 90 35 2
8 7810 26 61 6 42 82 5 58 94 1 75 42 9 90 50 7
8 8 2 26 84 3 42 84 9 58 95 1 75 47 9 90 52 6
8 93 8 26 8 9 42 98 4 59 14 1 75 54 4 90 58 6
8 97 1 26 89 5 43 1 7 59 15 2 75 57 3 90 59 6
9 1 5 26 93 5 43 14 8 59 17 8 75 74 6 90 73 5
9 11 2 27 4 7 43 17 8 59 20 7 75 98 4 90 93 9
9 26 9 27 15 3 43 1810 59 25 7 76 10 10 90 100 7
9 27 1 27 20 9 43 26 3 59 33 9 76 38 3 91 1 2
9 32 6 27 5210 43 27 8 59 37 9 76 39 5 91 39 1
9 41 2 27 5610 43 31 2 59 43 3 76 42 10 91 63 1
9 46 1 27 86 1 43 45 7 59 67 7 76 44 1 91 64 2
9 53 6 28 45 6 43 54 8 59 8710 76 58 8 91 71 6
9 58 7 28 54 7 43 69 10 60 6 1 76 60 8 91 80 8
9 59 3 28 5510 43 88 4 60 810 76 63 1 91 88 9
10 15 7 28 5910 43 89 4 60 11 8 76 76 8 91 89 8
10 26 4 28 62 6 44 1 9 60 15 9 76 82 2 92 0 5
10 35 6 28 75 3 44 5 1 60 26 7 76 83 6 92 14 4
10 39 1 28 88 5 44 9 1 60 39 2 76 88 3 92 29 8
10 49 2 28 90 9 44 26 8 60 47 7 76 89 1 92 50 3
10 52 9 29 24 6 44 2810 60 53 8 76 96 4 92 56 5
11 4 7 29 40 9 44 3110 60 60 5 76 98 3 92 64 1
11 14 2 29 41 5 44 53 5 60 79 4 76 100 2 92 71 7
11 31 3 29 43 1 44 83 4 60 86 10 77 17 9 92 77 1
11 46 5 29 50 8 44 90 1 60 88 10 77 19 3 92 79 6
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A-1000_2: conjunto de 1000 puntos con pesos no unitarios (continuacion)

X yw X yw X yw X yw X yw X yw
11 52 2 29 62 3 44 94 7 60 9% 5 77 35 7 92 80 3
11 59 3 29 75 6 45 21 9 61 1 6 77 40 9 093 5 6
11 63 2 29 8 9 45 24 8 61 19 8 77 48 7 93 7 3
11 65 5 29 83 4 45 25 8 61 25 2 77 5810 93 11 2
11 78 4 30 1 6 45 33 1 61 30 6 77 80 2 93 18 6
11 82 3 30 5 6 45 38 8 61 62 9 77 8 9 93 19 3
11 91 9 30 9 9 45 43 9 61 74 2 77 9310 93 30 4
11 96 1 30 15 9 45 46 7 61 76 9 78 7 3 93 39 3
11 98 9 30 30 4 45 47 3 61 82 9 78 2010 93 40 1
12 2 3 30 40 5 45 67 2 61 86 7 78 27 3 93 41 1
12 610 30 45 9 45 84 6 61 9110 78 37 8 93 48 3
12 18 3 30 48 4 46 9 6 61 99 3 78 42 1 93 73 8
12 21 2 30 68 6 46 10 10 62 7 1 78 50 5 93 74 6
12 27 3 30 9410 46 21 1 62 15 4 78 6110 93 81 5
12 47 7 31 7 2 46 6410 62 35 6 78 71 2 94 1 7
12 49 9 31 17 7 46 72 4 62 47 4 78 7210 94 22 5
12 5010 31 51 6 46 90 8 62 57 1 78 91 8 94 26 6
12 59 3 31 53 2 46 9 6 62 68 4 78 93 2 94 39 2
12 64 4 31 58 9 46 98 2 62 93 9 79 20 7 94 46 3
12 81 4 31 69 1 47 14 1 62 94 4 79 24 5 94 49 5
12 88 1 31 73 8 47 15 4 63 14 3 79 32 6 94 82 8
13 1 8 31 98 6 47 30 4 63 23 6 79 33 3 95 3 4
13 2 6 32 1210 47 50 5 63 54 5 79 72 3 95 7 3
13 310 32 13 7 47 54 1 63 8 7 79 78 7 95 9 10
13 10 2 32 22 3 47 65 1 63 91 7 79 89 5 95 21 8
13 12 2 32 42 6 47 84 5 64 18 1 79 95 4 95 27 3
13 17 1 32 5510 47 91 2 64 22 9 79 9% 7 95 44 1
13 21 9 32 6510 47 95 1 64 34 3 80 5 3 9 54 6
13 44 1 32 77 3 48 26 4 64 90 5 8 11 9 9 72 5
13 55 5 32 78 5 48 40 6 64 9 3 80 2310 9 98 6
13 72 2 32 81 8 48 59 2 65 7 3 80 31 7 95 99 1
13 87 7 32 83 9 48 62 3 65 12 6 80 40 2 96 9 6
13 9410 32 84 4 48 91 6 65 23 5 80 42 8 9% 10 1
13 100 2 33 10 8 49 1710 65 38 5 80 4310 9% 12 5
14 210 33 11 7 49 22 3 65 41 9 80 50 7 96 16 10
14 26 1 33 15 4 49 44 5 65 48 7 80 92 2 96 27 10
14 27 2 33 2310 49 45 7 65 4910 80 94 7 96 49 9
14 3910 33 30 1 49 58 3 65 52 4 80 99 1 96 54 1
14 42 10 33 43 5 49 65 9 65 53 8 81 710 9 57 9
14 44 4 33 46 8 49 6910 65 68 7 8 14 9 96 62 7
14 48 4 33 6010 49 77 4 65 73 1 81 2410 9 68 5
14 6010 33 8010 49 8 3 65 75 6 8 38 7 9% 76 1
14 79 1 33 84 8 50 15 1 65 92 6 81 40 10 97 8 6
14 84 2 33 98 6 50 23 5 65 93 2 8 49 9 97 20 2
14 87 6 34 16 8 50 40 2 66 5 4 81 56 3 97 22 8
15 2 5 34 19 4 50 4310 66 1110 81 58 2 97 62 7
15 14 7 34 29 8 50 4810 66 12 2 8 60 8 97 65 9
15 40 4 34 30 5 50 49 9 66 17 3 8 75 2 97 82 10
15 59 1 34 42 2 50 54 5 66 28 3 8 90 5 97 85 6
15 62 3 34 58 2 50 65 4 66 52 3 8 91 2 97 87 1
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A-1000_2: conjunto de 1000 puntos con pesos no unitarios (continuacion)

X yw Xx yw Xx yw X yw X yw X yw
15 66 6 34 59 3 50 75 8 66 72 6 82 0o 1 97 97 7
15 78 2 34 66 3 50 76 8 66 89 2 8 10 9 98 13 3
15 83 6 34 72 1 50 81 4 67 2 2 82 18 2 98 17 2
16 0 3 34 74 8 50 100 4 67 19 4 82 19 2 98 28 2
16 1 8 34 78 7 51 8 8 67 21 7 82 62 8 98 40 5
16 33 4 34 8 3 51 18 4 67 34 5 8 64 1 98 44 2
16 72 6 34 90 4 51 27 2 67 44 9 82 7210 99 7 10
16 76 9 34 94 2 51 55 3 67 50 3 8 79 7 99 17 3
16 84 2 34 9510 51 59 8 67 59 7 8 82 8 99 46 5
17 9 3 35 9 2 51 61 4 67 63 5 82 98 8 99 51 9
17 19 1 35 15 6 51 8 4 67 66 2 83 13 1 99 56 10
17 20 4 35 20 3 51 91 7 67 72 7 83 16 5 99 86 4
17 36 2 35 42 2 52 910 67 74 6 83 18 2 100 8 5
17 94 6 35 45 1 52 12 2 67 8410 83 20 6 100 22 7
18 4 2 35 62 8 52 23 5 67 89 6 83 29 4 100 55 6
18 19 7 35 69 3 52 30 8 68 4 9 83 51 4 100 86 1
18 21 1 35 7010 52 33 9 68 14 8
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Anexo II: Programas

En el cuadro siguiente figuran los programas que se han utilizado en el presente trabajo.
A continuacion se exponen los programas una Unica vez aunque figuren como
subrogramas varias veces. Se han ordenado segun figura en la cabecera del cuadro; en

primer lugar los programas principales y a continuacion los médulos y las rutinas.

Cuadro de Programas

Programa principal  Modulos Rutinas Accién
MFP movimientos Colocalg/Ipy m<=1
Mfa_Lq Xqydq
Ig/Ip Mfa Lp Xpy dp
GMFP movimientos Colocalg /11y m<=1
MGP1q_q Xqydg
Ig/11 MGP1q_1 X1ydl
MWP movimientos Colocalg /11y m<=1
12/11 Xs y ds
Gate(1,q) movimientos Colocalqg /11y m<=1
rectars xrl
rectarslq xry dr
f lq weiszfeldq Halla WPq(x,y) --> Xq y dq
f l1qg medianas Halla medX y MedY
malla
dergx Derivadas laterales en X
derqy Derivadas laterales en Y
Ig/I1 dist_seg_hq X1ydl
dist_seg_vqg Xlyd1
distancialqg X1lydl
Gdaq movimientos Colocalg /11y m<=1
rectars xrl
rectarslq xry dr
f_lgars arsweis Xqy dq
f l1qg medianas Halla medX y MedY
malla
dergx Derivadas laterales en X
derqy Derivadas laterales en Y
Ig/I1 dist_seg_hq X1ydl
dist_seg_vqg Xlyd1
distancialq X1lydl
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Cuadro de Programas (Continuacion)

Programa principal Rutinas Accion
Garsq movimientos Colocalg/I1ym<=1
rectarslq xrl
Ig/I1 actugatesq Xqydq
arsdistlq X1lydl
Gate(p,inf) movimientos Coloca linf /11y m<=1
rectarspinf xry dr
linf/1p weiszfeldq WPInf(x,y) ------ > Xinfy dinf
weiszfeldg Halla WPp(x,y) --> Xp y dp
Gate(1,inf) movimientos Coloca linf /11y m<=1
Punto_rectainf xrl
rectarspinf Xry dr
weiszfeldq WPInf(x,y) ------ > Xinfy dinf
medianas Halla medX y MedY
malla
derlinfx Derivadas laterales en X
derlinfy Derivadas laterales en Y
linf/11 dist_seg_hinf X1y d1i
dist_seg_vinf Xlydl
distancialinf X1ydl
Gate(p,q) movimientos Colocalq/Ipy m<=1
rectarspq xry dr
gates_pq Obtiene los gates
Ig/lp arsweis Xqydq
gates_pq Obtiene los gates
arsweis Xpydp

Las entradas habituales de los programas son:
-m: pendiente de la recta.

-u:  matriz con coordenadas y ponderaciones de los puntos.

-1 valordepen (.

-s: valordegen 7 .

- pos: posicion relativade ¢y ¢, (1si £ /(0 en caso contrario).
-p:  puntosdeuen (.

-q:  puntosdeuen [ .
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PROGRAMAS

Programa MFP

function [sal[=MFP(m,u,r,s,pos)
N=length(u(1,:));mseg=m;useg=u;
[v,A,md,m]=movimientos(m,u,pos);u=v;
n1=0;p=[}; a=[I;
for j=1:N % Ubicando y ordenando enlqy Ip
if u(2,j)>=m*u(l,j)
u(,j=s;
a=[q,u(1:4, j)I;
else
u(4,j)=r;nl=nl+1;
p=[p,u(1:4, j)];

end

end

n2=N-n1;u=[p,q];t00=cputime;vuel=10; % Numero de vu eltas

for vueltas=1:vuel % Buscando el punto de Iq
[resq,zq,dq,itq]=Mfa_Lqg(m,u,n1,n2,r,s);

end

tg=(cputime-t00)/vuel;t0=cputime;

for vueltas=1:vuel % Buscando el p unto de Ip
[resp,zp,dp,itp]=Mfa_Lp(m,u,n1,n2,r,s);

end

tp=(cputime-t0)/vuel;tt=(cputime-t00)/vuel;

v=[resq(1) resp(1);resq(2) resp(2)]; % Deshacemos m ovimientos

sol=inv(A)*(v-md*ones(1,2));

resg=sol(:,1);resp=sol(:,2);

u=useg;m=mseg;

sal=[m s N resq(1) resq(2) dq itg tq resp(1) resp(2 ) dp itp tp tt];

Programa GMFP

function [sal]=GMFP(m,u,s,pos)
N=length(u(1,:));mseg=m;useg=u;
[v,A,md,m]=movimientos(m,u,pos);u=v;
g=fsolve(@(g) 1-m*g~(s-1)+(m-1)*((1+g”s)((s-1)/s)) ,0.1,++
optimset('Display','off', TolFun',1e-20));
9=-g;n1=0;p=[; q=[I;
for j=1:N % Ubicando y ordenando enllyl
if u(2,j)>=m*u(1,j)
u(4.)=2;
a=[q,u(1:4, j)];
else
u(4,))=1;n1=n1+1;
p=[p,u(1:4,))];

end

end

n2=N-n1;u=[p,q];t00=cputime;vuel=10; % NuUumero de vu eltas

for vueltas=1:vuel % Buscando el punto delq
[res2,z2,d2,it2]I=MGP1qg_qg(m,u,g,s,n1,n2);

end

t2=(cputime-t00)/vuel;t0=cputime;

for vueltas=1:vuel % Buscando el punto de 11

[res1,20,d1,it1]=MGP1q_1(m,u,g,s,n1,n2);
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end

t1=(cputime-t0)/vuel;tt=(cputime-t00)/vuel;

v=[res2(1) res1(1);res2(2) res1(2)]; % Deshacemos
sol=inv(A)*(v-md*ones(1,2));

res2=sol(:,1);res1l=sol(;,2);

u=useg;m=mseg;

sal=[m s N res2(1) res2(2) d2 it2 t2 res1(1) resl(2

Programa MWP

function [sal]l=MWP(m,u,pos)
N=length(u(1,:));useg=u;mseg=m;
[v,A,md,m]=movimientos(m,u,pos);u=v;
g=-(sqgrt(2*m)+m)/(1+sqgrt(2*m));
n1=0;p=[]; q=[I;

movimientos

) d1itd ti t;

for j=1:N % Ubicando y ordenando en |1y [2

if u(2,j)>=m*u(1,j)
u(4.j)=2;
a=[q,u(1:4, j)I;

u(4,j)=1;n1=n1+1;
p=[p,u(1:4, j)];

else

end
end

u=[p,q];n2=N-n1; t0O=cputime;vuel=10; % NuUumero de v

uu=u;
for vueltas=1:vuel
for j=nl1+1:n2
uu(d,j)=(u(2.)-g*u(1,))/(m-g);
uu(2,j)=m*uu(l,j);
end
x0=u(1,:)*u(3,:)"/sum(u(3,:));y0=u(2,:)*u(3,:)'/su
TOL=0.000001;T=1;D0=0.1;it=0;
while T>=TOL
if yO<m*x0
r=1;
else
r=2;
g1=(y0-g*x0)/(m-g);
g2=m*g1;
end
numx=0;numy=0;denom=0;D=0;
for h=1:n1
if r==1

d1=1/(abs(x0-u(1,h))+abs(y0-u(2,h)));

numx=numx-+u(1,h)*u(3,h)*d1;
numy=numy+u(2,h)*u(3,h)*d1;
denom=denom+u(3,h)*d1;
D=D+u(3,h)/d1;

else

if u(2,h)>=g2 % esta en Sih

ueltas

m(u(3.));

d12=1/(sqrt((x0-u(2,h)/m)"2+(y0-u(2,h))*2)+

(u(1,h)-u(2,h)/m));

elseif u(1,h)<=g1 % esta en S1v

d12=1/(sgrt((x0-u(1,h))*2+(y0-m*u(1,h))*2)+

(m*u(1,h)-u(2,h)));

else % esta en SR
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end
end

tt=(cputime-t0)/vuel;
v=[x0;y0];

end
end

d12=1/(sqrt((x0-g1)"2+(y0-g2)*2)+(u(1,h)-g1)+
§ (92-u(2,h));
en

numx=numx-+u(1,h)*u(3,h)*d12;
numy=numy+u(2,h)*u(3,h)*d12;
denom=denom+u(3,h)*d12;
D=D+u(3,h)/d12;

for h=n1+1:N
if r==1

else

end
end

if uu(2,h)<=y0 % esta en S2h
d21=1/(sqrt((u(1,h)-y0/m)*2+(u(2,h)-y0)"2)+(x0-y0/

elseif uu(1,h)>=x0 % esta en S2v
d21=1/(sqgrt((u(1,h)-x0)"2+(u(2,h)-m*x0)"2)+(m*x0-y

else % esta en Sp
d21=1/(sqgrt((u(1,h)-uu(1,h))*2+(u(2,h)-uu(2,h))*2)

abs(x0-uu(1,h))+abs(y0-uu(2,h)));

end

numx=numx+u(1,h)*u(3,h)*d21;

numy=numy+u(2,h)*u(3,h)*d21;

denom=denom-+u(3,h)*d21;

D=D+u(3,h)/d21;

d2=1/sqrt((x0-u(1,h))*2+(y0-u(2,h))"2);
numx=numx+u(1,h)*u(3,h)*d2;
numy=numy+u(2,h)*u(3,h)*d2;
denom=denom+u(3,h)*d2;
D=D+u(3,h)/d2;

x1=numx/denom;yl=numy/denom;
T=abs(D-DO0);
D0=D;x0=x1;y0=y1;it=it+1;

% Deshacemos movimientos

sol=inv(A)*(v-md*ones(1,1));
x0=s0l(1);y0=s0l(2);u=useg;m=mseg;
sall=-99*ones(1,8);

if r==2

sal0=[m 2 x0 y0 D it];
sal=[sal0,sall,-99,tt];

else

sal0=[m 2];sal2=[x0 y0 D it -99 tt];
sal=[sal0,sall,sal?];

end

Programa Gate(1,q)

function [sal]=ffinalg(m,u,s,pos)

N=length(u(1,:));useg=u;mseg=m;

[v,A,md,m]=movimientos(m,u,pos);u=v;

g=fsolve(@(g) 1-m*g"(s-1)+(m-1)*((1+g”s)((s-1)/s)) ,0.1,++
optimset('Display','off', TolFun',1e-20));

9=-g;n1=0;p=[]; q=[];

m));
0));
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for j=1:N % Ubicando y ordenando en | lylq
if u(2,j)>=m*u(1,j)
u(4.j)=2;
a=[q,u(1:4,))I;

u(4.)=1;
p=[p,u(1:4, ))I;

else

end

end

t00=cputime;vuel=10; % NUmero de vueltas

for vueltas=1:vuel % Buscando el punto de lare cta
[xrl,dr1]=rectars(m,p,q,1,s,10"(-6));
[xr,dr]=rectars1q(m,p,q,9,S,10°(-6));

end

tr=(cputime-t00)/vuel;t0O=cputime;

for vueltas=1:vuel % Buscando el punto de Iq
[res2,d2,it2]=f_Iq(m,q,p,q,Xr,S);

end

t2=(cputime-t0)/vuel;t0=cputime;

for vueltas=1:vuel % Buscando el punto de I1
[x0,y0,d1,mensa]=f_I1q(m,g,p,q,xr1,s);

end

t1=(cputime-t0)/vuel; tt=(cputime-t00)/vuel;

v=[res2(1) xr x0;res2(2) m*xr y0]; % Deshacemos m ovimientos

sol=inv(A)*(v-md*ones(1,3));

res2=sol(:,1);xr=sol(1,2);x0=so0l(1,3);y0=s0l(2,3);

u=useg;m=mseg;

sal=[m s N res2(1) res2(2) d2 it2 t2 xr dr tr x0 y0 d1 mensatl tt];

Programa Gdaq

function [sal]=gdaqg(m,u,s,pos)
% ffinalg con arsweis en lugar de Weiszfeld
N=length(u(1,:));useg=u;mseg=m;
[v,A,md,m]=movimientos(m,u,pos);u=v;
g=fsolve(@(g) 1-m*g"(s-1)+(m-1)*((1+g"s)"((s-1)/s)) 0.1,++
optimset('Display','off',' TolFun',1e-20));
9=-g;n1=0;p=[; g=[I;
for j=1:N % Ubicando y ordenando enIly Iq
if u(2,j)>=m*u(1,j)
u(4,j)=2;
a=[q,u(1:4, j)I;

u(4.j=1,
p=[p,u(1:4, ))];

else

end

end

wwl=sum(p(3,:));ww2=sum(q(3.:));

t00=cputime;vuel=10; % Numero de vueltas

for vueltas=1:vuel % Buscando el punto de lare cta
[xrl,dri]=rectars(m,p,q,1,5,10(-6));
[xr,dr]=rectars1q(m,p,q,9,S,10(-6));

end

tr=(cputime-t00)/vuel;t0=cputime;

for vueltas=1:vuel % Buscando el punto de Iq
[res2,d2,it2]=f_lgars(m,g,p,q,xr,s);

end
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t2=(cputime-t0)/vuel;tO=cputime;

for vueltas=1:vuel % Buscando el punto de 11
[x0,y0,d1,mensal=f_l1q(m,g,p,q,xrl,s);

end

t1=(cputime-t0)/vuel;tt=(cputime-t00)/vuel;

v=[res2(1) xr x0;res2(2) m*xr y0]; % Deshacemos m ovimientos

sol=inv(A)*(v-md*ones(1,3));

res2=sol(:,1);xr=sol(1,2);x0=s0l(1,3);y0=sol(2,3);

u=useg;m=mseg;

sal=[m s N res2(1) res2(2) d2 it2 t2 xr dr tr x0 yO d1l mensatl tt];

Programa Garsq

function [sal]=garsq(m,u,s,pos)

N=length(u(1,:));mseg=m;useg=u;

[v,A,md,m]=movimientos(m,u,pos);u=v;

g=fsolve(@(g) 1-m*g”"(s-1)+(m-1)*((1+g”s)((s-1)/s)) ,0.1,++
optimset('Display','off', TolFun',1e-20));

9=-g;n1=0;p=[:a=[];

for j=1:N % Ubicando y ordenando enllylq
if u(2,j)>=m*u(l,j)
u(4.j)=2;
g=[a,u(1:4, ));
else
u(4,)=1;n1=nl1+1;
p=[p,u(1:4, j)];
end
end
u=[p,q];n2=N-n1;t00=cputime;vuel=10; % Namero de v ueltas
for vueltas=1:vuel % Buscando el pun todela
recta
[xr,dr]=rectars1q(m,p,q,9,s,107(-6));
end
tr=(cputime-t00)/vuel;t0=cputime;
it22=0;d22=10"9;d=[-1 -1;-1 1;1 1;1 -1]; % Buscand o0 el punto de Iq
for vueltas=1:vuel
fori=1:5 %5 vueltas para minimizar d22
res2(1)=q(1,:)*q(3,:)'/sum(q(3,:));
res2(2)=q(2,:)*q(3,:)'/sum(q(3.:));
wl=sum(p(3,:));w2=sum(q(3,:));wl2=wi+w2;
x0=(w2*res2(1)+wl*xr)/wl2;y0=(w2*res2(2)+wl*m*xr)/ wi2;
dO=actugatesq(p,qg,m,g,s,x0,y0); % Evaluamos la d istancia
TOL=0.000001;T=1;it2=0;e=1;
while T>=TOL
v=rand(2,1);flag=0;
ux=fix(10*v(1))/10*e;uy=fix(10*v(2))/10%e;
ux=min(abs(ux),(y0/m-x0)/3);uy=min(abs(uy),(y0-m*x 0)/3);
forj=1:4
xj=x0+d(j,1)*ux;yj=y0+d(j,2)*uy;
dj=actugatesq(p,q,m,g,s,xj,yj) % Evaluamos la dis tancia

if dj<d0
x0=xj;y0=yj; T=abs(dj-d0);d0=dj;
flag=1;
break
end
end
if flag==0;e=e/2;end
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it2=it2+1;it22=it22+1;
if d0<d22
d22=d0;x22=x0;y22=y0;
end
if it2>=200;break;end
end
end
end
t2=(cputime-t0)/vuel;t0=cputime;
for vueltas=1:vuel
d11=1079;it11=0;d=[-1 1;-1 -1;1 1;1 -1];
q9=q;
forj=1:n2
qa(L.))=(a(2.)-g*a(1.))/(m-g);
qq(2.j)=m*qq(l,j);
end
uu=[p(1:3,:),q9(1:3,:)];M=medianas(uu);
mxp=min(M(1,:));myp=max(M(2,:));
if myp>=m*mxp
x11=xr;y11=m*xr-10°(-6);
dll=arsdistlq(p,q,m,s,qq,x11,y11);

% Encontrad

% Buscando el punto de 11

ala mediana

break
end
fori=1:5 % 5 vueltas para minimizar d11
X0=(3*mxp+myp/m)/4;y0=(3*myp+m*mxp)/4;
dl=arsdistlq(p,q,m,s,qq,x0,y0);d0=dl; % Evaluamos la distancia
TOL=0.000001;T=1;it1=0;e=1;
while T>=TOL
v=rand(2,1); flag=0;
ux=fix(10*v(1))/10*e; uy=fix(10*v(2))/10*¢;
ux=min(min(abs(ux),(x0-y0/m)/3),mxp-x0);
uy=min(min(abs(uy),(m*x0-y0)/3),y0-myp);
forj=1:4
Xj=x0+d(j,1)*ux;yj=y0+d(j,2)*uy;
dj=arsdist1q(p,q,m,s,qq,xj,yj) % Evaluamos la dis tancia
if dj<d0
x0=xj;y0=yj;T=abs(dj-d0);d0=dj;
flag=1;
break
end
end
if flag==0;e=e/2;end
itl=itl+1;it11=it11+1;
if do<d11
d11=d0;x11=x0;y11=y0;
end
if t1>=200;break;end
end
end
end
t1=(cputime-t0)/vuel;tt=(cputime-t00)/vuel;
v=[x22 xr x11;y22 m*xr y11]; % Deshacemos movimi entos
sol=inv(A)*(v-md*ones(1,3));
u=useg;m=mseg;
x22=s0l(1,1);y22=s0l(2,1);xr=so0l(1,2);x11=so0l(1,3); yll=so0l(2,3);

sal=[m s N x22 y22 d22 it22 t2 xr dr tr x11 y11 d11

it11 t1 tt];
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Programa Gate(1, )

function [sal]=pinf1(m,u,pos)
% Busca la solucion para I-inf /11, con 0<m<1
N=length(u(1,:));Useg=u;Mseg=m;
[v,A,md,m]=movimientos(m,u,pos);u=v;
n1=0;p=[l;q=[;g=-1;
for j=1:N % Ubicando y ordenando pu ntos
if u(2,j)>=m*u(1,j)
u4,j)=2;
a=[a,u(1:4,)];
else
u(4.j)=1;
p=[p,u(1:4,))];n1=nl+1;
end
end
u=[p,q];useg=u;mseg=m;r=1;
% Hallando el punto de la recta
a=min(u(1,:));b=max(u(1,:));options=optimset('TolX' ,1e-06);
[xr1 dr1]=fminbnd(@(x) Punto_rectainf(x,m,u,N,n1),a ,b,options);
[xr dr]=rectarspinf(m,p,q,r,107(-6));
u(2,1:n1)=m*u(1,1:n1);

B=[1 -1;1 1];u(1:2,:)=B*u(1:2,3); % Transforman doall
[res2,itw]=weiszfeldq(u,1,107(-6)); % Algoritmo de Weiszfeld
res2=inv(B)*res2’; % Transforma cion inversa a |-
inf
u=useg;
gl=(res2(2)+res2(1))/(m+1);02=m*g1;
forj=1:n1 % Actualizamos gates

if u(2,j)>=g2

u(d,=u(2j)/m;
elseif u(1,j)>=g1
u(l.j)=g1;
end
u(2,j)=m*u(d.));
end
C=u(1:2,:)-res2*ones(1,N); % Evaluamos la distan cia
d2=max(abs(C))*u(3,:)'+(abs(p(1,1:n1)-u(1,1:n1))+
abs(p(2,1:n1)-u(2,1:n1)))*u(3,1:n1)";
% Buscando Is solucion en I-inf con ARS
dini=d2;d22=d2;res22=res2;resini=res2;
fori=1:5
resO=resini;dO=dini;
TOL=107(-6);T=1;it2=0;d=[1 -1 1 -1;-1 -1 1 1];e=5;
while T>=TOL
v=rand(2,1);ux=e*v(1);uy=e*v(2);aviso=0;
fork=1:4
res2(1)=res0(1)+ux*d(1,k);res2(2)=res0(2)+uy*d(2,k );
gl=(res2(2)+res2(1))/(m+1);g2=m*gl;
u=useg;
forj=1:n1
if u(2,j)>=g2
u(Lj)=u(2,j)/m;
elseif u(1,j)>=g1
u(1,j)=g1;
end
u(2,j)=m*u(l,j);
end
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C=u(1:2,:)-res2*ones(1,N); % Evaluamos la distan cia
d2=max(abs(C))*u(3,:)'+((abs(p(1,1:n1)-u(1,1:n1)). r+
abs(p(2,1:n1)-u(2,1:n1)).%r).~(1/r))*u(3,1:n1)";
if d2<d0
resO=res2;aviso=1,
T=abs(d2-d0);d0=d2;
break
end
end
if aviso==0;e=e/1.2;end
it2=it2+1;
if it2>=200;break;end
end
ifd0<d22;d22=d0;res22=res0;end
end
res2=res22;d2=d22;
n2=N-n1;qq=q; % Buscando la solucion en 11
forj=1:n2
qq(1.))=(a(2.)-g*a(1,j))/(m-g);
qa(2.j)=m*qq(l.j;
end
uu=[p(1:3,:),qq(1:3,2)];
M=medianas(uu);

mxp=min(M(1,:));myp=max(M(2,:)); % Encontrada la mediana
if myp<m*mxp % Obteniendo la malla
[xvalyval]=malla(n1,n2,m,p,qq,mxp,myp);
[x0,cx,ux]=derlinfx(n1,n2,m,p,q,qq,xval); % Calcul ando la derivadas

[y0,cy,uy]=derlinfy(n1,n2,m,p,q,qq,yval);
mensa=cx+2*cy;
switch mensa

case 0
d1=(abs(x0-p(1,:))+abs(y0-p(2,:)))*p(3,:)’;
for j=1:n2
if qq(2,j)<=y0 % Esta en Sh
d1=d1+(x0-q(1,))*a(3.));
elseif qq(1,j)>=x0 % Esta en Sv
d1=d1+(max(abs(q(1,j)-x0),abs(q(2,j)-m*x0))+
m*x0-y0)*q(3.j);
else
d1=d1+(max(abs(q(1.j)-qq(1.j)),abs(a(2,))-qa(2,)) >+
abs(x0-qq(1,j))+abs(y0-qq(2.))))*a(3.i);
end
end
case 1
D1=0;wh=0;wp=0;wv=0;Spp=[];Sv=[];
for j=1:n2
if qq(2,j)<=y0 % Esta en Sh
D1=D1+max(abs(q(1,j)-y0/m),abs(q(2,j)-y0))*q(3.));
wh=wh+q(3,));
elseif qq(1,j)>=x0 % Esta en Sv
Sv=[Sv,q(:. )l wv=wv+q(3,));
else
D1=D1+max(abs(q(1,j)-qq(1.j)),abs(a(2.j)-a(2.j))* a@.i);
wp=wp+1;Spp=[Spp,qq(:,j)];
end
end

v=[p,Spp];inf=xval(ux);sup=xval(ux+1)
options=optimset(‘TolFun',1e-6);
[x1,d1]=fminbnd(@(x)dist_seg_hinf(x,m,v,n1,wp,Sv, wv,y0,wh),++
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inf,sup,options);
d1=d1+D1;x0=x1;

case 2
D1=0;wh=0;wp=0;wv=0;Spp=[];Sh=[];
forj=1:n2
if qq(1,))>=x0 % Esta en Sv
D1=D1+max(abs(q(1,j)-x0),abs(q(2,j)-m*x0))*q(3.));
wv=wv+q(3,));
elseif qq(2,j)<=y0 % Esta en Sh
Sh=[Sh,q(:,))];wh=wh+q(3,j);
else
D1=D1+max(abs(q(1,)-qq(1,)).abs(a(2,j)-a(2.j)))*
wp=wp+1;Spp=[Spp,qq(:.j)];
end
end

v=[p,Spp];inf=yval(uy);sup=yval(uy+1);
options=optimset('TolFun',1e-6);
[y1l,d1]=fminbnd(@(y)dist_seg_vinf(y,m,v,n1,wp,Sh,
inf,sup,options);
d1=d1+D1;y0=y1;
otherwise
D1=0;wh=0;wp=0;wv=0;Spp=[];Sh=[];Sv=[];
x0=xval(ux);y0=yval(uy);
forj=1:n2
if qq(1,))>=x0 % Esta en Sv
Sv=[Sv,q(:.));wv=wv+q(3,));
elseifqq(2,j)<=y0 % Esta en Sh
Sh=[Sh,q(:,j);wh=wh+q(3,));
else
D1=D1+max(abs(q(1,j)-qq(1.j).abs(a(2.j)-a(2.))))*
wp=wp+1;Spp=[Spp,qq(:,j)];
end
end
v=[p,Spp];options=optimset('TolX',1e-06);
[X,d1]=fminsearch(@(a)distancialinf(a,m,v,n1,wp,S
[x0,y0],options);
d1=d1+D1;x0=X(1);y0=X(2);

end
else
X0=mxp;y0=myp;
end
if y0>=m*x0
mensa=99;x0=xr1;y0=m*x0-10"(-4);
d1=(abs(x0-p(1,:))+abs(y0-p(2,:))*p(3.);
forj=1:n2
if qq(2,j))<=y0 % Esta en Sh
d1=d1+(x0-q(1.))*q(3,));
elseifqq(1,j)>=x0 % Esta en Sv
d1=d1+(max(abs(q(1,j)-x0),abs(q(2,j)-m*x0))+m*x0-y
else
d1=d1+(max(abs(q(1.j)-qq(1.)).abs(a(2,j)-qq(2.))
abs(x0-qq(1.j))+abs(y0-qq(2.))))*a(3.j);
end
end
end
v=[res2(1) xr x0;res2(2) m*xr y0]; % Deshacemos

sol=inv(A)*(v-md*ones(1,3));
res2=sol(:,1);xr=sol(1,2);x0=so0l(1,3);y0=s0l(2,3);
u=Useg;m=Mseg;

q(3.j);

wh,x0,wv),++

a3.));

h,wh,Sv,wv),++

0)*aE3.j);

)+

movimientos
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sal=[m s N res2(1) res2(2) d2 it2 t2 xr dr tr x0 yO d1 mensa tl tt];

Programa Gate (p,)

function [sal]=pinfq(m,u,r,pos)
N=length(u(1,:));Useg=u;Mseg=m; % Hay dos conjun tos de
seguridad
[v,A,md,m]=movimientos(m,u,pos);u=v;
if r==1
g=10"9;
elseif m==1
g=1;
else
g=fsolve(@(g) 1+m*g”(r-1)-((1+g"r)*((r-1)/r)),m*(1 -m~rN-1/r)+0.1,++
optimset('Display','off','TolFun',1e-20));
end
n1=0;p=[]; q=[I; % Ubicando y ordenando
forj=1:N
if u(2,j)>=m*u(1,j)
u(4.j)=2;
a=[a,u(1:4,))];

u(4,j)=1;n1=n1+1;
p=[p,u(1:4,));

else

end
end
u=[p,qJ;useg=u;mseg=m;
t00=cputime;vuel=1; % Buscando el pu nto de la
recta
a=min(u(1,:));b=max(u(1,:));options=optimset('TolX' ,1e-06);
[xr dr]=rectarspinf(m,p,q,r,10"(-6));
tr=(cputime-t00)/vuel;t0O=cputime; % Buscando el p unto de I-inf
w=u(3,:);u(2,1:n1)=m*u(1,1:nl);
B=[1-1;1 1];u(1:2,:)=B*u(1:2,:); % Transfo rmando a |1
[res2,itw]=weiszfeldq(u,1,107(-6)); % Algorit mo de Weiszfeld
res2=inv(B)*res2';m=mseg;u=useg; % Transfo rmacién inversa a |-
inf
gl=(res2(2)+res2(1))/(m+1);g2=m*g1; % Actuali zamos los Gates
if m<1
hl=(res2(2)-res2(1))/(m-1); h2=m*h1;
else
h1=-10"9;h2=h1;
end
for j=1:n1 % Actualizamos los Gates
if u(2,j)>=g2
u(Lj)=u(2,j/m;
elseifu(l,j)>=g1
u(l,j)=g1;
elseifu(1,j)>=h1
% u(1,j) se queda como esta
elseif u(2,j)<=g*(u(1,j)-h1)+h2
u(1,j)=h1;

u(L,j)=(u(2,)-g*u(1,))/(m-g);
end

u(2,j)=m*u(l,j);
end

else
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C=u(1:2,:)-res2*ones(1,N); % Evaluamos la distan
d2=max(abs(C))*u(3,:)'+((abs(p(1,1:n1)-u(1,1:n1)).n r+
abs(p(2,1:n1)-u(2,1:n1)).%r).~(1/r))*u(3,1:n1)";
% Buscando el punto de I-inf con ARS
dini=d2;d22=d2;res22=res2;resini=res2;it22=0;
fori=1:5
resO=resini;dO=dini;
TOL=0.000001;T=1;it2=0;d=[1 -1 1 -1;-1 -1 1 1];e=5 00;
while T>=TOL
v=rand(2,1);ux=e*v(1);uy=e*v(2);aviso=0;
fork=1:4
res2(1)=res0(1)+ux*d(1,k);res2(2)=res0(2)+uy*d(2,k
gl=(res2(2)+res2(1))/(m+1);g2=m*gl;
if m<1
hl=(res2(2)-res2(1))/(m-1); h2=m*h1;
else
h1=-10"9;h2=h1;
end
u=useg;
forj=1:n1 % Actualizamos los Gates
if u(2,j)>=g2
u(Lj)=u(2,j)/m;
elseifu(l,j)>=g1
u(1,j)=g1;
elseif u(1,j)>=h1
% u(1,j) se queda como esta
elseif u(2,j)<=g*(u(1,j)-h1)+h2
u(1,j)=h1;
else
u(L,j)=(u(2.j)-g*u(1.))/(m-g);
end

u(2,j)=m*u(l,j);
end
C=u(1:2,:)-res2*ones(1,N);
d2=max(abs(C))*u(3,:)'+((abs(p(1,1:n1)-u(1,1:n1)).
abs(p(2,1:n1)-u(2,1:n1)).”r).~1/r))*u(3,1:n1)";
if d2<d0
resO=res2;aviso=1;
T=abs(d2-d0);d0=d2;
break
end
end
if aviso==0;e=e/1.2;end
it2=it2+1;it22=it22+1;
if it2>=200;break;end
end
if d0<d22;d22=d0;res22=res0;end
end
res2=res22;d2=d22; % Encontrado el punto de I-
t2=(cputime-t0)/vuel;tO=cputime;
u=[p,q]; n2=N-n1;

for vueltas=1:vuel % Buscamos el punto de Ip
x0=p(1,:)*p(3,:)/sum(p(3,:));y0=p(2,)*p(3,:) /su m(p(3,2));
X0=(x0+xr)/2;y0=(y0+m*xr)/2; qq=q;
for j=1:n2

aq(L.)=(a(2.)+a(L.p))/(m+1);

qd(2,j)=m*qq(1,));

if qq(1,j)<=y0/m % Esta en SH
u(1,n1+j)=y0/m;

/\r+

cia

inf
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elseif qq(2,j)<=m*x0 % Esta en SC

u(l,n1+j)=qq(l,j);

elseif q(1,j)<=q(2,j)-(m-1)*x0 % Esta en SV (Seg

u(1,n1+j)=x0;
elseif q(2,))>=q(1,j)+(m-1)*(y0-g*x0)/(m-g) % Esta
| u(1,n1+j)=(a(2,j)-q(1.j))/(m-1);
else

u(1,n1+j)=(y0-g*x0)/(m-g); % Esta en SV2

end
u(2,n1+j)=m*u(1,n1+j);
end
TOL=107(-6); T=1;precis=10"(-6);it1=0;d0=0.001;
while T>=TOL
[resl,itw]=weiszfeldq(u,r,precis); % Algoritmo de

en SB

uro si m=1)

Weiszfeld

x0=res1(1);y0=res1(2); % Actualizamos los Gates

for j=1:n2
aq(L.)=(a(2.)+a(L.j))/(m+1);
qd(2,j)=m*qq(l,));
if gq(1,j)<=y0/m
u(1,n1+j)=y0/m;
elseif qq(2,j)<=m*x0
u(l,n1+j)=qq(1,j);
elseif q(1,j)<=q(2,j)-(m-1)*x0
u(1,n1+j)=x0;
elseif q(2,j)>=q(1,j)+(m-1)*(y0-g*x0)/(m-g)
u(1,n1+)=(a(2.j-q(1.j))(m-1);

u(1,n1+j)=(y0-g*x0)/(m-g);

else

end
u(2,n1+j)=m*u(1,nl+j);
end
d1=(abs(u(1,:)-x0). r+abs(u(2,:)-y0).”r).N1/r)*w
max(abs(q(1,:)-u(1,n1+1:n1+n2)),abs(q(2,:)-
u(2,n1+1:n1+n2)))*w(1,n1+1:n1+n2)’;
T=abs(d1-d0);d0=d1;
it1=it1+itw;
if it1>=10000;break;end
end
u=[p,aj;
end
if yO>=m*x0
mensa='ERR";d1=-1;
else
mensa='0K’,
end
t1=(cputime-t0)/vuel;tt=(cputime-t00)/vuel;
v=[res2(1) xr x0;res2(2) m*xr y0J; % Deshacemos mo
sol=inv(A)*(v-md*ones(1,3));
res2=sol(:,1);x0=so0l(1,3);y0=sol(2,3);xr=sol(1,2);
u=Useg;m=Mseg;
sal=[m r N res2(1) res2(2) d2 it22 t2 xr dr tr x0 y

Programa Gate(p,q)
function [sal]=Gates(m,u,r,s,pos)

N=length(u(1,:));mseg=m;useg=u;
[v,A,md,m]=movimientos(m,u,pos);u=v;

vimientos

0d1itl tl tt];
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n1=0;p=[]; q=[I;
forj=1:N % Ubicando y ordenando en lq(s) y Ip
if u(2,j)>=m*u(1,j)
u(4.j)=s;
g=[q,u(1:4,))];

u(4,j)=rnl=nl+1;
p=[p,u(1:4,))];

else

end
end
u=[p,q];n2=N-n1;t00=cputime;vuel=10;
for vueltas=1:vuel
if r==1
g=-m"(-1/(s-1));
[xrdr]=rectarsigq(m,p,q.,g,s,10"(-6));
else
[xr dr]=rectarspq(m,p,q,r,s,107(-6));
end
end
tr=(cputime-t00)/vuel;t0=cputime;
for vueltas=1:vuel % Buscamos el punto en Iq
Z=P;pp=p;
if r==1
g=10"99;
else
g=-m"(-1/(r-1));
end
pP(1,:)=(P(2,:)/g-p(1,))/(m/g-1);pp(2,:)=m*pp(1,: )
xq0=(q(1,:)*a(3,:)'+pp(1,:)*p(3,:)"}sum(u(3,:));
yq0=(a(2,:)*q(3,:)'+pp(2,:)*p(3,:)'}/sum(u(3,:));
Xg=xq0;yq=(2*yq0+m*xq0)/3;
for j=1:n1 % Gates inicia les
v=[p(L,j) xa;p(2,j) yal;
if p(1,j)==xq
z(1,)=p(1,j);z(2,))=m*z(1,j);
elseif p(2,j)==yq
z(1,j)=p(2,))/m;z(2,)=p(2.));
else
[z0]=gates_pqg(m,v,r,s);
z(1,))=20;2(2,j)=m*z(1,);
end
end
res2(1)=xq;res2(2)=yq;
TOL=10"(-6);T=1;itq=0;D0=0.01;
while T>=TOL
u=[z,q];precis=0.001/(itg+1);

[res2,itw]=arsweis(res2,u,s,precis); % Localizaci 6n (gates/ptos Iq)

xq=res2(1);yq=res2(2); % Actualizamos punto ini
Dg=((abs(q(1,:)-xqg)."s+abs(q(2,:)-yq)."s).~(1/s))* u(3,n1+1:N);
forj=1:n1 % Actualizamos los gates
v=[p(L,) xa;p(2.)) yal;
ifp(lj)==xq . .
z(L,j)=p(L,j);z(2,)=m*z(L,));
dO0=abs(yg-p(2.j));
elseif p(2,))==yq
2(1,)=p(2,j)/m;z(2,)=p(2,});
dO0=abs(xg-p(1.j);
else
[z0 dO]=gates_pq(m,v,r,s);

cial
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z(1,j)=20;z(2,j)=m*z(1,));
end
Dg=Dq+d0*z(3,j);
end
T=abs(Dqg-D0);D0=Dq;res2(1)=xq;res2(2)=yq;
itg=itq-+itw;
if itg>=10000;break;end
end
end
tgq=(cputime-t0)/vuel;tO=cputime;
for vueltas=1:vuel % Buscando el punto en Ip
z=q; g=-m"\(-1/(s-1));
g9=9;qd(1,:)=(a(2,:)/g-q(1,:))/(m/g-1);qq(2,:)=m*q q(L,:);
Xp0=(p(L,))*p(3,:)"+qa(l,:)*a(3,:)')/'sum(u(3,:));
ypO=(p(2,:)*p(3,:)+qa(2,:)*a(3,:)')/sum(u(3,:));
Xp=(2*xp0+yp0/m)/3;yp=(2*yp0+m*xp0)/3;
for j=1:n2 % Gates iniciales
v=[xp q(1.j);yp a(2,))];
if q(1,j)==xp
z(1,))=q(1.j);z(2,j)=m*z(1,j);
elseif q(2,))==yp
z(1,))=a(2,j)/m;z(2,j)=a(2,));
end
[z0]=gates_pq(m,v,r,s);
2(1,))=20;z(2,j)=m*z(1,j);
end
res2(1)=xp;res2(2)=yp;
TOL=10"(-6);T=1;itp=0;D0=0.01;
while T>=TOL
u=[p,z];precis=0.001/(itp+1);

[res2,itw]=arsweis(res2,u,r,precis); % Localizacio n (gates/ptos Ip)
xp=res2(1);yp=res2(2); % Actualizamo s punto inicial
Dp=((abs(p(1,:)-xp).*r+abs(p(2,:)-yp). r).N1/r))* u(3,1:n1);
forj=1:n2 % Actualizamos los gates

v=[xp q(1.j);yp 4(2.))];

if a(1,j)==xp

z(1,)=q(1,j);z(2,j)=m*z(1,));
dOo=abs(yp-q(2,j);
elseif q(2,j)==yp
z(1,))=a(2,j)/m;z(2,j)=a(2,));
d0=abs(xp-q(1.)));
else
[z0 dO]=gates_pq(m,v,r,s);
z(1,))=z0;
z(2,))=m*z(1,));
end
Dp=Dp+d0*z(3,));
end
T=abs(Dp-D0)/D0;D0=Dp;res2(1)=xp;res2(2)=yp;
itp=itp+itw;
if itp>=10000;break;end
end
end
tp=(cputime-t0)/vuel;tt=(cputime-t00)/vuel;
V=[XQ Xr Xp;yq m*xr ypl; % Deshacemos movimient
sol=inv(A)*(v-md*ones(1,3));
xq=sol(1,1);yg=sol(2,1);xr=sol(1,2);xp=so0l(1,3);yp= so0l(2,3);
u=useg;m=mseg;
sal=[r s m N xq yq Dq itq tq xr dr tr xp yp Dp itp tp tt];

0s
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MODULOS

Modulo Mfa Lq

function [resq,zq,dq,itq]=Mfa_Lq(m,u,n1,n2,,s)
N=n1+n2;p=u(:,1:n1);g=u(:,n1+1:N);wp=p(3,:);wq=q(3,
x0=u(1,:)*u(3,:)"/sum(u(3,:));y0=(m*p(1,:)*wp'+q(2,
z0=p(1,);
T=1;TOL=107(-6);€=0.0001;d0=0.0001;itq=0;h=min(1/(s
while T>TOL
itg=itq+1;
% distancia en Ip de Pi a gates
zp=(z0-p(1,:))."2+e;
mzp=(Mm*z0-p(2,:)). 2+e;
A=zp.N(r/2)+mzp. (1/2);
% distancia en Iq de gates a solucién
xz=(z0-x0)."2+¢;
yz=(m*z0-y0)."2+e;
B=xz.7\(s/2)+yz."\(s/2);
% distancia en Iq de solucién a Qj
xg=(q(1,:)-x0)."2+e;
ya=(q(2,:)-y0)."2+e;
C=xq.\(s/2)+yq.”\(s/2);
% Nuevos gates
numz=(x0*xz."(s/2-1)+m*y0*yz.~(s/2-1))./B.(1-1/s)
m*p(2,:).*mzp.~\(r/2-1))./AN1-11r);
denomz=(xz.(s/2-1)+m"2*yz."\(s/2-1))./B.N(1-1/s)+(
m~2.*mzp.~(r/2-1))./JAN1-11r);
z1=h*numz./denomz+(1-h)*z0;
% Nueva solucion
numx=((q(1,:).*xq.”(s/2-1))./C.~1-1/s))*wqg'+
((z0.*xz.~(s/2-1))./1B.~1-1/s))*wp';
denomx=(xq.~(s/2-1)./C.~(1-1/s))*wq'+
((xz.~(s/2-1))./1B.M2-1/s))*wp';
numy=((q(2,:).*yq.”(s/2-1))./C.~1-1/s))*wq'+
((m*z0.*yz.N(s/2-1))./B.N(1-1/s))*wp';
denomy=(yq.™(s/2-1)./C.N1-1/s))*wq'+((yz.”(s/2-1)
x1=h*numx/denomx+(1-h)*x0;y1=h*numy/denomy+(1-h)*y
X0=x1;y0=y1;z0=z1;
dg=((abs(q(1,:)-x1)."s+abs(q(2,:)-y1).”s).N(1/s))*
((abs(z0-x1).s+abs(m*z0-y1).As).~(1/s))*wp'+
((abs(p(1,:)-z0). r+abs(p(2,:)-m*z0).7r).A(1/r))*w
T=abs(dg-d0);zq=z0;d0=dq;
if itg==10000;break;end
end
resq=[x0 y0];

Modulo Mfa Lp

function[resp,zp,dp,itp]=Mfa_Lp(m,u,n1,n2,r,s)
p=u(;,1:n1);g=u(:,n1+1:n1+n2);wp=p(3,:);wq=q(3.:);
x0=u(1,:)*u(3,:)"/sum(u(3,:));y0=(m*q(1,:)*wq'+p(2,
z0=q(1,);
T=1;TOL=10"(-6);=0.0001;d0=0.0001;itp=0;h=min(1/(r
while T>TOL

itp=itp+1;

);
D*wq')/sum(u(3,:));

'1)!1)1

+(p(1,:).*zpA(1/2-1)+

zp.N(r/2-1)+

)./B.A(1-1/8))*wp';
0;

wq'+

)*wp')/sum(u(3,)));

_1)11)1
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% distancia en Iq de Qj a gates

zq=(z0-q(1,:))."2+e;

mzg=(m*z0-q(2,:))."2+e;

A=zg.\(s/2)+mzq.\(s/2);

% distancia en Ip de gates a solucién

xz=(z0-x0).2+¢;

yz=(m*z0-y0)."2+e;

B=xz.N(r/2)+yz.\(r/2);

% distancia en Ip de solucion a Pi

xp=(p(1,:)-x0)."2+e;

yp=(p(2,:)-y0)."2+€;

C=xp.(r/2)+yp./(r/2);

% Nuevos gates

numz=(x0*xz.A(r/2-1)+m*y0*yz.~(r/2-1))./B.~(1-1/r) +
(q(1,:).*zq.~(s/2-1)+m*q(2,:).*mzq.”(s/2-1))./A.\( 1-1/s);

denomz=(xz.N(r/2-1)+m"2*yz.~(r/2-1))./B.M1-1/n)+

(zq.~\(s/2-1)+m”2.*mzq.(s/2-1))./AN1-1/s);

z1=h*numz./denomz+(1-h)*z0;

% Nueva solucion

numx=((p(1,:).*xp.~(r/2-1))./C.~N1-1/r))*wp'+
((z0.*xz.M(r/2-1))./1B.AM1-1/r))*wq';

denomx=(xp.(r/2-1)./C.N1-1/r))*wp'+((xz.(r/2-1) )./IBAL-1/n)*wq’;

numy=((p(2,:).*yp.\(r/2-1))./C.~1-1/r))*wp'+
((m*z0.*yz.~(r/2-1))./B.~N2-1/r))*w(q;

denomy=(yp.~(r/2-1)./C.N1-1/r))*wp'+((yz.(r/2-1) )./IBAL-1/n)*wq’;

x1=h*numx/denomx+(1-h)*x0;y1=h*numy/denomy+(1-h)*y 0;

x0=x1;y0=y1;z0=z1;

dp=((abs(p(1,:)-x1). r+abs(p(2,:)-y1).2r).N1/r))* wp'+
((abs(z0-x1).*r+abs(m*z0-y1).Mr).A(1/r)*wqg'+
((abs(q(1,:)-z0)."s+abs(q(2,:)-m*z0)."s).N(1/s))*W q’

T=abs(dp-d0);d0=dp;zp=z0;
if itp==10000;break;end
end
resp=[x0 yO0J;

Moédulo MGP1q_q

function[res,z2,d2,it2]=MGP1q_qg(m,u,g,s,n1,n2)
p=u(;,1:n1);g=u(;,n1+1:n1+n2);wl=p(3,:);w2=q(3,);

x0=u(1,:)*u(3,:)/sum(u(3,:));y0=(m*p(1,:)*wl'+q(2, *w2)/sum(u(3,:));
z0=p(1,:);
91=(y0-g*x0)/(m-g); g2=m*g1;
forj=1:n1 % Obtenemos los gates
ifu(l,j)>=g1
if u(2,j)<=g2
z0(j)=91;
else
z0(j)=u(2,j)/m;
end
else
z0(j)=u(1,));
end
end
d0=(abs(q(1,:)-x0).~s+abs(q(2,:)-y0)."s).(1/s)*W2' +(abs(z0-x0)."s+
abs(m*z0-y0).7s).~(1/s)*w1l'+(abs(p(1,:)-z0)+abs(p( 2,:)-m*z0))*w1’;
T=1;TOL=10"(-6);€=0.0001;it2=0;h=min(1,1/(s-1));
while T>TOL
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it2=it2+1;

% distancia en Iq de gates a solucién

xz=(z0-x0)."2+¢;

yz=(m*z0-y0)."2+¢;

B=xz.M\(s/2)+yz.\(s/2);

% distancia en Iq de solucién a Qj

xg=(q(1,:)-x0)."2+e;

ya=(q(2,:)-y0)."2+e;

C=xq.\(s/2)+yq.”\(s/2);

% Nueva solucion

numx=((q(1,:).*xq.”(s/2-1))./C.A1-1/s))*w2'+
((z0.*xz.~(s/2-1))./1B.~M(2-1/s))*w1’;

denomx=(xq.(s/2-1)./C.N1-1/s))*w2'+((xz.”(s/2-1) )./B.A(1-1/8))*w1l’;

numy=((q(2,:).*yq.”(s/2-1))./C.~1-1/s))*w2'+
((m*z0.*yz.~(s/2-1))./1B.M1-1/s))*wl’;

denomy=(yq.™(s/2-1)./C.N1-1/s))*w2'+((yz.”(s/2-1) )./B.A(1-1/8))*wl’;

x1=h*numx/denomx+(1-h)*x0;y1=h*numy/denomy+(1-h)*y 0;
x0=x1;y0=y1;
g1=(y0-g*x0)/(m-g); g2=m*g1;
forj=1:n1 % Obtenemos los nuevos gates
ifu(l,))>=g1
if u(2,j)<=g2
z0(j)=91;
else
z0(j)=u(2,j)/m;
end
else
z0(j)=u(1,));
end
end
d2=((abs(q(1,:)-x0).~s+abs(q(2,:)-y0).”s).~(1/s))* w2'+
((abs(z0-x0).s+abs(m*z0-y0)."s).A(1/s))*wl'+
(abs(p(1,:)-z0)+abs(p(2,:)-m*z0))*w1’;
T=abs(d2-d0);d0=d2;
if it2>=10000;break;end
end
res=[x0 y0];z2=z0;

Moédulo MGPl1q_1

function[res1,20,d1,it1]=MGP1qg_1(m,u,g,s,n1,n2)
p=u(;,1:n1);gq=u(:,n1+1:n1+n2);qq=q;wl=p(3,:);w2=q(3 )
forj=1:n2

g qa(1.j)=(a(2.)-g*a(1.))/(m-g);qa(2.j)=m*qq(L,));
en

x0=u(1,:)*u(3,:)"/sum(u(3,:));
yO0=(m*q(1,:)*u(3,n1+1:n1+n2)'+p(2,:)*u(3,1:n1)")/su m(u(3,:));
Z0=qq(1,);
forj=1:n2 % Inicializamos los gates
if gq(1,j)>=x0 % esta en Sv
Z0(j)=x0;
elseif qq(2,j)<=y0 % esta en Sh
Z0(j)=y0/m;
else
Z0(j)=qa(1,j); Y%estéa en Sp
end
end
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dO=(abs(p(1,:)-x0)+abs(p(2,:)-y0))*p(3,:)'+(abs(Z0-
abs(m*Z0-y0))*q(3,:)'+((abs(Z0-q(1,:))."s+
abs(m*Z0-q(2,:)).”s).~(1/s))*q(3,:)";
T=1;TOL=10"(-6);it1=0;e=0.0001;
while T>TOL
itl=itl+1;
% distancia en Ip de gates a solucién
xz=(Z0-x0)."2+e;
yz=(m*Z0-y0)."2+€;
% distancia en Ip de solucion a Pi
xp=(p(1,:)-x0)."2+e;
yp=(p(2,)-y0)."2+e;
% Nueva solucion
numx=((p(1,:).*xp.~(1/2-1)))*wl'+((Z0.*xz.(1/2-1)
denomx=(xp.N(1/2-1))*wl'+((xz.~(1/2-1)))*W2";
numy=((p(2,:).*yp.~(1/2-1)))*wl'+((m*Z0.*yz.N(1/2-
denomy=(yp.N(1/2-1))*w1'+((yz.~(1/2-1)))*w2";
x1=numx/denomx;yl=numy/denomy;
x0=x1;y0=y1;

x0)+

w2’

)ywz;

for j=1:n2 % Actualizamos los gates

if gq(1,j)>=x0 % esta en Sv
Z0(j)=x0;
elseif qq(2,j)<=y0 % esta en Sh
Z0(j)=y0/m;
else
Z0(j)=qq(1,j); Yesta en Sp
end
end
dl=(abs(p(1,:)-x0)+abs(p(2,:)-y0))*wl'+(abs(Z0-x0)
abs(m*Z0-y0))*w2'+((abs(Z0-q(1,:))."s+
abs(m*Z0-q(2,:))."s).N(1/s))*w2";
T=abs(d1-d0);d0=d1;
if it1>=10000;break;end
end
res1=[x0 yO0J;

Modulo f Iq

function[res2,d2,it2]=f_Iq(m,g,p,q,xr,s)
% Busca la solucion en Ig con Weiszfeld
u=[p,q];w=u(3,:);n1=length(p(1,:));wl=sum(p(3,:));w
% Baricentro de los puntos de Iq y promedio con Xr
res2(1)=q(1,:)*q(3,:)'/sum(q(3,:));res2(2)=q(2,:)*q
res2(1)=(w2*res2(1)+wl*xr)/wl2;res2(2)=(w2*res2(2)+
gl=(res2(2)-g*res2(1))/(m-g); g2=m*g1;
forj=1:n1
ifu(l,j)>=g1
if u(2,j)<=g2
u(L,j)=g1;u(2,j)=g2;
else
u(Lj)=u(2,j)/m;
end
else
u(2,j)=m*u(1,));
end
end
TOL=0.000001;T=1;precis=0.000001;it2=0;d0=0.001;

2=sum(q(3,:));wl2=wi+w2;

(3,:)/sum(q(3,2);
wl*m*xr)/wl2;
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while T>=TOL

[res2,itw]=weiszfeldq(u,s,precis); % Algoritmo de localizacion simple
gl=(res2(2)-g*res2(1))/(m-g); g2=m*gl; % Actualiza mos los Gates
u=[p.ql;
forj=1:n1
ifu(l,j)>=g1
if u(2,j)<=g2
u(1,j)=g1;u(2,j)=g2;
else
u(Lj)=u(2,j)/m;
end
else
u(2,j)=m*u(1,));
end
end
x=u(l,:); y=u(2,); % Evaluamos la distancia
d2=(abs(x-res2(1))."s+abs(y-res2(2)).s).M(1/s)*w' +
sum((abs(p(1,1:n1)-u(1,1:n1))+abs(p(2,1:n1)-u(2,1: nl))).*w(1,1:n1));

T=abs(d2-d0);

it2=it2+itw;d0=d2;

if it2>=10000;break;end
end

Modulo £ 11q

function[x0,y0,d1,mensa]=f_I1q(m,g,p,q,xr,s)
% Busca la solucion en 11
nl=length(p(1,:));n2=length(q(1,:));q0=aq;
forj=1:n2
qa(L.))=(a(2.)-g*a(1.j))/(m-g);
qq(2.j)=m*qa(L.j);

end

uu=[p(1:3,:),qq(1:3,:)];M=medianas(uu);

mxp=min(M(1,:));myp=max(M(2,:)); % Encontrada la mediana
[xvalyval]=malla(n1,n2,m,p,qq,mxp,myp); % Obtenien do la malla
[x0,cx,ux]=dergx(n1,n2,m,p,q,qq,xval,s); % Calculan do la derivadas

[y0,cy,uy]=derqy(n1,n2,m,p,q,qq,yval,s);
switch cx+2*cy
case 0
mensa=0; % Esta en un punto
d1=(abs(x0-p(1,:))+abs(y0-p(2,:)))*p(3,:)’;
forj=1:n2
if qq(2,j)<=y0 % Esta en Sh
d1=d1+((abs(q(1,j)-y0/m)*s+abs(q(2,j)-y0)"s)(1/s) +
(x0-y0/m))*q(3,j);
elseif qq(1,j)>=x0 % Esta en Sv
d1=d1+((abs(q(1,j)-x0)"s+abs(q(2,))-m*x0)"*s)*(1/s) +
(m*x0-y0))*a(3.));
else

d1=d1+((abs(q(1.j)-qq(1.j)) s+abs(q(2,j)-qq(2.)" SNs)+
(abs(x0-qq(1,j))+abs(y0-qq(2,)))))*a(3.));

end

end
case 1

mensa=1; % Esta en un segmento horizontal
D1=0;wh=0;wp=0;wv=0;Spp=[];Sv=[];
forj=1:n2
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end

if gq(2,j)<=y0 % Esta en Sh

D1=D1+(abs(q(1,j)-y0/m)"s+abs(q(2,j)-y0)"s)*(1/s)

wh=wh+q(3,j);
elseifqq(1,j)>=x0 % Esta en Sv
Sv=[Sv,q(:. )l wv=wv+q(3,));
else
D1=D1+(abs(q(1.j)-qq(1,j)) s+
abs(q(2.j)-qa(2.)))"s)(1/s)*q(3.);
wp=wp+1;Spp=[Spp,qq(:j)];
end
end
v=[p,Spp];inf=xval(ux);sup=xval(ux+1);
options=optimset('TolFun',1e-6);
[x1,d1]=fminbnd(@(x) dist_seg_hq(x,m,v,s,n1,wp,Sv,
inf,sup,options);
d1=d1+D1;x0=x1;

case 2
mensa=2; % Esta en un segm
D1=0;wh=0;wp=0;wv=0;Spp=[];Sh=[];
forj=1:n2
if gq(1,j)>=x0 % Esta en Sv
D1=D1+(abs(q(1,j)-x0)"s+abs(q(2,j)-m*x0)*s)(1/s)*
Wv=wv+q(3,j);
elseifqq(2,j)<=y0 % Esta en Sh
Sh=[Sh,q(:,j);wh=wh+q(3,]);
else
D1=D1+(abs(q(1,j)-qq(1,j))"s+
abs(q(2.,)-qa(2.)))"s)(L/s)*a(3.j);
wp=wp+1;Spp=[Spp,qq(:.j)l;
end
end

v=[p,Spp;inf=yval(uy);sup=yval(uy+1);
options=optimset('TolFun',1e-6);
[y1l,d1]=fminbnd(@(y)dist_seg_vq(y,m,v,s,n1,wp,Sh,
inf,sup,options);
d1=d1+D1;y0=y1;
otherwise

mensa=12; % Esta en un rectangulo

D1=0;wh=0;wp=0;wv=0;Spp=[];Sh=[];Sv=][];
x0=xval(ux);y0=yval(uy);
forj=1:n2
if qq(1,j)>=x0 % Esta en Sv
Sv=[Sv,q(:.)];wv=wv+q(3,]);
elseif qq(2,j)<=y0 % Esta en Sh
Sh=[Sh,q(:,j);wh=wh+q(3,);
else
D1=D1+(abs(q(1,))-qq(1,))" s+
abs(q(2.))-qq(2.)))"s)™(1/s)*q(3.);
wp=wp+1;Spp=[Spp,qq(:,j)];
end
end
v=[p,Spp];options=optimset('TolFun',1e-06);
[X,d1]=fminsearch(@(a)distancialq(a,m,v,s,n1,wp,S
[x0,y0],options);
d1=d1+D1; x0=X(1);y0=X(2);

if y0>=m*x0

mensa=99;x0=xr;y0=m*x0-10"(-4);
d1=(abs(x0-p(1,:))+abs(y0-p(2,)))*p(3,:)";

*q(3.));

wv,y0,wh),++

ento vertical

a3.));

wh,x0,wv),++

h,wh,Sv,wv),++
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forj=1:n2
if qq(2,j))<=y0 % Esta en Sh
d1=d1+((abs(q(1,j)-y0/m)*s+abs(q(2,j)-y0)*s)(1/s
(x0-y0/m))*q(3,j);
elseif qq(1,j)>=x0 % Esta en Sv
d1=d1+((abs(q(1,j)-x0)"s+abs(q(2,j)-m*x0)"s)*(1/s)
(m*x0-y0))*a(3.j);
else

d1=d1+((abs(q(1.))-qq(1,)))"s+abs(q(2.j)-qd(2.]))
§ (abs(x0-qq(1,j))+abs(y0-qq(2,j)))*a(3.j);
en
end
end

Moédulo f Iqars

function[res2,d2,it2]=f_Igars(m,g,p,q,Xr,s)
% Busca la solucion en Ig con ARS
u=[p,q];w=u(3,:);n1=length(p(1,:));wl=sum(p(3,:));w
% Baricentro de los puntos de Iq y promedio con Xr
res2(1)=q(1,:)*q(3,:)/sum(q(3,:));res2(2)=q(2,:)*q
res2(1)=(w2*res2(1)+wl*xr)/wl2;res2(2)=(w2*res2(2)+
gl=(res2(2)-g*res2(1))/(m-g); g2=m*g1;
forj=1:n1
if u(1,j)>=g1
if u(2,j)<=g2
u(1.,)=g1;u(2,j)=92;

u(L.)=u(2j)/m;

else

end
else
u(2,j)=m*u(d,));
end
end
TOL=10"(-6);T=1;precis=10"(-6);it2=0;d0=0.001;
while T>=TOL
[res2,itw]=arsweis(res2,u,s,precis); % Localizaci
gl=(res2(2)-g*res2(1))/(m-g); g2=m*gl; % Actualiza
u=[p,qJ;
forj=1:n1
if u(1,j)>=g1
if u(2,j)<=g2
u(L,j)=g1;u(2,j)=g2;

u(L.j)=u(2j)/m;

else

end
else
u(2,))=m*u(l,j);
end
end

)+

AsYN(L/s)+

2=sum(q(3,:));wl2=wil+w2;

(3,))'/sum(q(3,2);
wl*m*xr)/wl2;

6n simple con ARS
mos los Gates

x=u(1,:); y=u(2,:); % Evaluamos la distancia

d2=(abs(x-res2(1)).As+abs(y-res2(2)).As). (1/s)*w'
sum((abs(p(1,1:n1)-u(1,1:n1))+abs(p(2,1:n1)-u(2,1
T=min(abs(d2-d0),abs(res2(2)-m*res2(1))/sqrt(1+m~"2
it2=it2+itw;d0=d2;
if it2>=10000;break;end
end

+
:n1))).*w(1,1:n1));
)
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RUTINAS

Rutina movimientos

function[v,A,md,m]=movimientos(m,u,pos)
% Programa que transforma los datos de manera que, O<m<=1,Iq/I11
% pos=1 si lg/l1, pos=0 en caso contrario
v=u;md=[0;0];N=length(u(1,));
if pos==1
if m<=1
A=eye(2);
else
A=[0 -1;-1 0]; % Simetria axial(Y) y giro(+90° )
m=1/m;
md(1)=max(u(2,:));md(2)=m*md(1);
end
elseif m<=1
A=[-1 0;0 -1]; % Simetria respecto del origen
md(1)=max(u(1,:));md(2)=m*md(1);
else
A=[0 1,1 0]; % Simetria respecto de la bisect riz
m=1/m;
end
v(1:2,:)=A*u(1:2,:)+md*ones(1,N); % Trasladamos a | primer cuadrante

Rutina rectars

function [xr dr]=rectars(m,p,q.,r,s,precis)

% Obtine el punto de la recta cuya distancia-p a p y distancia-q a g es
minima
u=[p,ql;xr=u(l,:)*u(3,:)"/sum(u(3,:));
dr=(abs(xr-p(1,:)). r+abs(m*xr-p(2,:)).*r).N1/r)*p (3,))'+
(abs(xr-q(1,:)).*s+abs(m*xr-q(2,:))."s).~(1/s)*q(3 )
T=1;it2=0;e=1;d=[-1 1];
while T>=precis
v=rand(2,1);
ux=fix(10*v(1))/10%e;
flag=0;
for j=1:2
Xj=xr+d(j)*ux;
dj=(abs(xj-p(1,:))."r+abs(m*xj-p(2,:)).”r).~(1/r)* p(3,:)'+
(abs(xj-q(1,:)).~s+abs(m*xj-q(2,:))."s).(1/s)*q(3 )
if dj<dr
xr=xj; T=abs(dj-dr);
dr=dj;
flag=1;e=1.1%¢;
break
end
end
if flag==0;e=e/2;end
it2=it2+1;
if it2>=200;break;end
end
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Rutina rectars1lq

function [xr dr]=rectars1q(m,p,q,9,s,precis)
% Obtine el punto de la recta cuya distanciaapy g es minima
qq=q;pp=p;nl=length(p(1,:));n2=length(q(1,?));
forj=1:n2
qq(1.)=(a(2.)-g*q(1.))/(m-g);
qq(2,j)=m*qa(l.j);
end
forj=1:n1
PP(L.))=p(1.));
PP(2,j)=m*pp(L,j);
end
uu=[pp(1:3,:),q0(1:3,)];
M=medianas(uu);
xr=(min(M(1,:))+max(M(1,:)))/2;
forj=1:n1
if p(1,j)>=xr
if p(2,j)<=m*xr
PP(L,j)=Xr;pp(2,j)=m*xr;
else
PP(L.))=p(2,))/m;pp(2,j)=p(2.j);
end
else
PP(2,)=m*p(L,j);pp(L.)=p(L,j);
end
end
dr=((abs(xr-pp(1,:)).*s+abs(m*xr-pp(2,:))."s).N(1/s )+abs(pp(1,:)-p(1,:))+
abs(pp(2,:)-p(2,:)))*p(3,:)'+(abs(xr-q(1,:)). s+
abs(m*xr-q(2,:)).7s).~(1/s)*q(3,:)";
T=1;it2=0;e=1;d=[-1 1];
while T>=precis
v=rand(2,1);
ux=fix(10*v(1))/10*e;
flag=0;
forj=1:2
Xj=xr+d(j)*ux;
for h=1:n1
if p(1,h)>=xj
if p(2,h)<=m*xj
PP(1,h)=xj;pp(2,h)=m*xj;
else
pp(1,h)=p(2,h)/m;pp(2,h)=p(2,h);
end
else
pp(2,h)=m*p(1,h);pp(1,h)=p(1,h);
end
end
dj=((abs(xj-pp(1,:))."s+abs(m*xj-pp(2,:))."s).N(1/ s)+
abs(pp(1,:)-p(1,:)+abs(pp(2,:)-p(2,:))*p(3,:)'+
(abs(xj-q(1,:))."s+abs(m*xj-q(2,:))."s).*(1/s)*q(3 )
if dj<dr
xr=xj; T=abs(dj-dr);
dr=d;j;
flag=1;e=1.1%¢;
break
end
end
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if flag==0;e=e/2;end

it2=it2+1;

if it2>=200;break;end
end

Rutina weiszfeldq

function[res2,itw]=weiszfeldq(u,s,precis)
% Algoritmo de localizacion de Weiszfeld con suaviz
% Para s=1 halla la mediana directamente
if s==1
uu=u(1:3,);
M=medianas(uu);
res2=[max(M(1,:)),min(M(2,)))];
itw=1;
return
end

ado hiperbélico e=0.0001

h=min(2/(s-1),1); % Factor multiplicador

x=u(l,:);y=u(2,:);w=u(3,:);e=0.0001;

x0=sum(x.*w)/sum(w);y0=sum(y.*w)/sum(w); % Centro

itw=0;t=5;d0=(abs(x-x0).s+abs(y-y0).s).A(1/s)*W";

while t>precis
raiz=(((x-x0).~2+e).~(s/2)+((y-y0).A2+e).(s/2)).»
xx=((x-x0)."2+e).N(1-s/2);
yy=((y-y0)."2+e)."(1-s/2);
x1=sum(w.*x./(xx.*raiz))/sum(w./(xx.*raiz));
yl=sum(w.*y./(yy.*raiz))/sum(w./(yy.*raiz));
itw=itw+1;
x2=(1-h)*x0+h*x1;y2=(1-h)*y0+h*y1;
x1=x2;y1=y2;
d1=(abs(x-x1)."s+abs(y-y1).As).M(1/s)*W";
t=abs(d1-d0);
x0=x1;y0=y1;d0=d1;res2=[x0y0];
if itw>=10000;break;end

end

Rutina medianas

function M=medianas(u)
% u es una matriz con coordenadas y ponderacion en
% u=[x1 x2 x3...;yl y2y3...;.....;z1 22 z3...;wl w
fil=length(u(:,1));col=length(u(1,:));M=zeros(fil-1
N=sum(u(fil,;));
for i=1:fil-1
v=[u(i,:);u(fil,:)];
v=sortrows(v,1);w=v(:;,2)";
W=zeros(1,col);
x0=-10;
for j=1:col
W(j)=sum(w(L:j));
if W(j)<N/2
continue
elseif W(j)==N/2
x0=v(j,1);
continue

de gravedad

(2-1/s);

cada columna
2w3....]
2);
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else
x1=v(j,1);
break
end
end
if x0==-10
x0=x1;
end
M(i,1)=x0;M(i,2)=x1;
end

Rutina malla

function [xval yval]=malla(n1,n2,m,p,qq,mxp,myp)
xval=[mxp];yval=[myp];
forj=1:n1
if p(1,j)>=myp/m
if p(1,j)<=mxp
xval=[p(1,j),xvall;
end
end
if p(2,j)<=m*mxp
if p(2,j)>=myp
yval=[yval,p(2.j)];
end
end
end
forj=1:n2
if gq(1,j)>=myp/m
if ga(1,j)<=mxp
xval=[qq(1,j),xval];
end
end
ifgg(2,j)<=m*mxp
if a(2,j)>=myp .
yval=[yval,qq(2,j)];
end
end
end
xval=[myp/m xval,mxp];yval=[myp,yval,m*mxp];
xval=sort(xval);yval=sort(yval); % Eliminando lo
xfval=(xval(1));yfval=(yval(1));
for i=2:length(xval)
if abs(xval(i)-xval(i-1))>0.001
xfval=[xfval,xval(i)];
end
end
for i=2:length(yval)
if abs(yval(i)-yval(i-1))>0.001
yfval=[yfval,yval(i)];
end
end
xval=xfval; yval=yfval;

s duplicados
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Rutina derqx

function[x0,cx,ux]=dergx(n1,n2,m,p,q,qq,xval,s)
% Calcula derivadas laterales en X
cx=-5;ux=0;
fori=1:length(xval)
a=0;c=0;
x0=xval(i);dx=sign(x0-p(1,:))*p(3,1:n1)'+sum(q(3,1 :n2));
for j=1:n1
if p(1,j)==x0
a=a+p(3,));
end
end
forj=1:n2
if qq(1,j)>x0 % Esta en Sv*
dx=dx+q(3,j)*(m-1+(sign(x0-q(1,j))*abs(x0-q(1,)))"
m*abs(m*x0-q(2,)))(s-1))/(abs(x0-q(1,j))"s+
abs(m*x0-q(2,j))*s)*(1-1/s));
end
if abs(qg(1,j)-x0)<0.001 && abs(q(2,j)-m*x0)<0.001
c=c+q(3,));
end
end
dix=dx-a+c*(m-1-(1+m”s)*(1/s));ddx=dx+a;
if dix*ddx<=0 % Soluciéon EX en X
cx=0;
break
elseif ddx<0
continue
else
if i==1
cx=0; % Solucién EX en X
else
cx=1;ux=i-1; % Soluciéon SH
end
break
end
end
if cx==-
cx=0; % Solucién EX en X
end

Rutina derqy

function [y0,cy,uy]=derqy(n1,n2,m,p,q,qq,yval,s)
% Calcula derivadas laterales en Y
cy=-5;uy=0;
fori=length(yval):-1:1
b=0;d=0;
yO=yval(i);dy=sign(y0-p(2,:))*p(3,1:n1)-sum(q(3,1 :n2));
for j=1:n1
if p(2,j)==y0
b=b+p(3,));
end
end
forj=1:n2
if qq(2,j)<y0 % Esta en Sh*

(s-1)-
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dy=dy+q(3,j)*(1-1/m+(1/m*abs(y0/m-q(1,j))(s-1)+
sign(y0-q(2,j))*abs(y0-q(2,j))"(s-1))/(abs(y0/m-q(
abs(y0-q(2,)))"s)*(1-1/s));
end
if abs(q(1,j)-y0/m)<0.001 && abs(q(2,j)-y0)<0.001
d=d+q(3.j);
end
end
diy=dy-b;ddy=dy+b+d*(1-1/m+(1/m”s+1)(1/s));
if diy*ddy<=0
cy=0; % Solucion EX en Y
break
elseif ddy>0
continue
else
if i==length(yval)
cy=0; % Solucion EXen Y
else
cy=1;uy=i; % Solucién SV
end
break
end
end
if cy==-5cy=0;end % Solucion EX en'Y

Rutina dist_seg_hq

functiond1=dist_seg_hq(x,m,v,s,n1,wp,Sv,wv,y0,wh)
xi=v(1,))-X;yi=v(2,:)-y0;w=v(3,1:n1+wp);
if isempty(Sv)
d11=0;
else
sx=Sv(1,))-X;sy=Sv(2,:)-m*x;
d11l=sum((abs(sx).*s+abs(sy).”s).M(1/s).*Sv(3,:));
end
d1=wh*(x-y0/m)+(abs(xi)+abs(yi))*w'+wv*(m*x-y0)+d11

Rutina dist_seg_vq

functiond1=dist_seg_vq(y,m,v,s,n1,wp,Sh,wh,x0,wv)
xi=v(1,:)-x0;yi=v(2,:)-y;w=v(3,1:n1+wp);
if isempty(Sh)
d11=0;
else
sx=Sh(1,:)-y/m;sy=Sh(2,:)-y;
d11l=sum((abs(sx).*s+abs(sy)."s).”(1/s).*Sh(3,:));
end
d1=(abs(xi)+abs(yi))*w'+wv*(m*x0-y)+wh*(x0-y/m)+d11 ;

Rutina distancialq
functiondl=distancialq(a,m,v,s,n1,wp,Sh,wh,Sv,wv)

xi=v(1,:)-a(1);yi=v(2,:)-a(2);w=v(3,1:n1+wp);
if isempty(Sv)

L) s+
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d1v=0;
else
svx=Sv(1,:)-a(1);svy=Sv(2,:)-m*a(1);
dlv=sum((abs(svx)."s+abs(svy)."s)."(1/s).*Sv(3,:))
end
if isempty(Sh)
d1h=0;
else
shx=Sh(1,:)-a(2)/m;shy=Sh(2,:)-a(2);
dlh=sum((abs(shx).*s+abs(shy).”s).”(1/s).*Sh(3,:))
end
d1l=wh*abs(a(1)-a(2)/m)+(abs(xi)+abs(yi))*w'+wv*abs(

Rutina arsweis

function[res2,itw]=arsweis(res2,u,s,precis)
% ARS aplicado a Weber en un semiplano
x=u(l,:);y=u(2,:);itw=0;d22=10"9;d=[-1 -1;1 -1;1 1;
1];x22=res2(1);y22=res2(2);
fori=1:5
x0=res2(1);y0=res2(2);
d0=(abs(x-x0).As+abs(y-y0)."s).N1/s)*u(3,:)"; T=1;
while T>=precis
v=rand(2,1);ux=e*v(1);uy=e*v(2);aviso=0;
forj=1:4
Xj=x0+d(j,1)*ux;yj=y0+d(j,2)*uy;
dj=(abs(x-xj)."s+abs(y-yj)."s).N1/s)*u(3,:)’;
if dj<d0
x0=xj;y0=yj;aviso=1,
T=abs(dj-d0);d0=dj;
end
end
if aviso==0;e=e/2;end
it2=it2+1;itw=itw+1,;
ifd0<d22;d22=d0;x22=x0;y22=y0;end
if it2>=200;break;end
end
end
res2=[x22y22]j;

Rutina actugatesq

function dO=actugatesq(p,q,m,g,s,x0,y0)
g1=(y0-g*x0)/(m-g); g2=m*gl; % Actualizamos el Gat
u=[p,g];n1=length(p(1,));
for j=1:n1
if u(1,j)>=g1
if u(2,j)<=g2
u(L,j)=g1;u(2,j)=g2;
else
u(Lj)=u(2,j)/m;
end
else
u(2,j)=m*u(d.));
end

m*a(1)-a(2))+d1lv+dlih;

it2=0;e=2;

ey los puntos de cruce
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end
x=u(1,:); y=u(2,:);d0=((abs(x-x0).s+abs(y-y0)."s).
(abs(p(1,1:n1)-u(1,1:n1))+abs(p(2,1:n1)-u(2,1:n1))

Rutina arsdistlq

functiondl=arsdist1q(p,q,m,s,qq,x0,y0)
n2=length(q(1,:));
d1=(abs(x0-p(1,:))+abs(y0-p(2,:)))*p(3,:)";
forj=1:n2
if qq(2,j)<=y0-0.001 % esta en Sh
d1=d1+((abs(q(1,j)-y0/m)*s+abs(q(2,j)-y0)"s)(1/s)
elseif qg(1,j)>=x0+0.001 % esta en Sv
d1=d1+((abs(q(1,j)-x0)"s+abs(q(2,j))-m*x0)"s)(1/s)

d1=d1+((abs(q(1.)-qq(1.) s+abs(q(2.)-qa(2 )"
(abs(x0-qq(1,j))+abs(y0-qq(2,j))))*a(3.j);

else

end
end

Rutina rectarspinf

function [xr dr]=rectarspinf(m,p,q,r,precis)
% Obtine el punto de la recta cuya distanciaapy
k1=3*m/2;mq=-1;92=0;
if r==1

g1=10"99;mp=10"99;
else

gl=fsolve(@(g) 1+m*g"(r-1)-((1+g™r)((r-1)/r)),k1,

optimset('Display','off','TolFun’,1e-20));

mp=-m*abs(m)"(-r/(r-1));
end
% g1<g2, es decir, g1 define la zona "horizontal"
qq=q;pp=p;nl=length(p(1,:));n2=length(q(1,));
forj=1:n2

qq(1.)=(a(2.)-ma*q(1,j))/(m-ma);qq(2,j)=m*qq(l,j
end
forj=1:n1

. PP(1.))=(p(2,))-mp*p(1.}))/(Mm-mp);pp(2,j)=m*pp(L,j

en
uu=[pp(1:3,:),qq(1:3,:)];M=medianas(uu);xr=(min(M(1
forj=1:n1

if p(2,j)>=m*xr+g2*(p(1,j)-xr)

PP(L.)=(p(2,))-92*p(1.}))/(Mm-g2);
elseif p(2,j))<=m*xr+g1*(p(1,j)-xr)
pP(L,j)=xr;

pP(1.)=(p(2.)-91*p(1.)))/(m-g1);
end

pP(2,j)=m*pp(L,));
end
resj(1)=xr;resj(2)=m*xr;
Cp=pp(1:2,:)-resj*ones(1,n1);Cq=q(1:2,:)-resj*one
dr=max(abs(Cp))*p(3,:)'+max(abs(Cq))*q(3,:)'+((abs(
abs(pp(2,:)-p(2,:))."1)-N1/N)*p(3.7)’;

else

NL/s))*u(3,:)'+
)*u(3,1:n1);

+(x0-y0/m))*q(3,j);
+(m*x0-y0))*q(3,j);

syM(1/s)+

g (inf) es minima

++

)
,))+max(M(1,)))/2;

s(1,n2);
pp(1,:)-p(1,:)). r+
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T=1,itg=0;d=[-1 1];e=1;
while T>=precis
aviso=0;
forj=1:2
Xj=xr+d(j)*e;
for h=1:n1
if p(2,h)>=m*xj+g2*(p(1,h)-xj)
pp(1,h)=(p(2,h)-g2*p(1,h))/(m-g2);
elseif p(2,h)<=m*xj+g1*(p(1,h)-xr)
pP(1,h)=xj;

pP(L,h)=(p(2,h)-g1*p(1,h))/(m-g1);
end

pp(2,h)=m*pp(1,h);
end
resj(1)=xj;resj(2)=m*xj;
Cp=pp(1:2,:)-resj*ones(1,n1);Cq=q(1:2,:)-resj*on
dj=max(abs(Cp))*p(3,:)'+max(abs(Cq))*q(3,:)'+

((abs(pp(1,:)-p(1,:))."r+abs(pp(2,)-p(2,:))."r)."

if dj<dr

xr=xj;T=abs(dj-dr);dr=dj;aviso=1,;

break
end

else

end

if aviso==0;e=e/2;end

itg=itg+1;

if itg>=200;break;end
end

Rutina Punto_rectainf

functiondr=Punto_rectainf(x,m,u,N,n1)

Xi=x-u(1,:); yi=m*x-u(2,:); w=u(3,:);

dr=(abs(xi(1:n1))+abs(yi(1:n1)))*w(1:n1)'+
max([abs(xi(n1+1:N));abs(yi(n1+1:N))])*w(n1+1:N)";

Rutina derlinfx

function[x0,cx,ux]=derlinfx(n1,n2,m,p,q,qq,xval)
% Calcula la derivadas laterales en X parap=1y q=
cx=-5;ux=0;
fori=1:length(xval)
a=0;w0=0;w1=0;w2=0;wd=0;
x0=xval(i);dx=sign(x0-p(1,:))*p(3,1:nl1)";
for j=1:n1
if p(1,j)==x0
a=a+p(3.j);
end
end
forj=1:n2

es(1,n2);

inf

if qq(1,j)<x0 % Esta en Srh 6 Sh 6 Sc

dx=dx+q(3,j);
end
if abs(gq(1,j)-x0)<0.0001 && abs(qq(2,j)-m*x0)<0.0

001

if abs(q(1,j)-x0)<0.0001 % Esta en el vértice

@n)yp(3.:);

% Estaenrl
derlyr
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wO=wO0+q(3,));

else
wl=wl+q(3,j); % Esta en rl pero no est aenr
end
end
if (1,)>x0 && q(2,))<=q(1,))+(m-1)*x0 % Puede es tarenr2 6 V2
if abs(q(2,j)-q(1,j)-(m-1)*x0)<0.0001
w2=w2+q(3,)); % Esta enr2
else
wd=wd+q(3,j); % Esta en V2
end
end
end
dix=dx-a+(m-1)*(w0+w2+wd);ddx=dx+a+w0+w1l+(m-1)*wd;
if dix*ddx<-0.001 % Solucion EX en X
cx=0;
break
elseif abs(ddx)<0.001
ux=i;cx=0;
break
elseif ddx<0
continue
else
ifi==1
cx=0; % Solucion (posiblemente EX) en X
else
cx=1;ux=i-1; % Solucion SH
end
break
end
end
if cx==-5
cx=0; % Solucion (posiblemente EX) en X
end

Rutina derlinfy

function[y0,cy,uy]=derlinfy(nl,n2,m,p,q,qq,yval)
% Calcula derivadas laterales en Y para p=1y g=inf
cy=-5;uy=0;
for i=length(yval):-1:1
b=0;d=0;
yO=yval(i);dy=sign(y0-p(2,:))*p(3,1:n1)’;
forj=1:n1
if p(2,j)==y0
b=b+p(3.));
end
end
forj=1:n2
if gq(2,j)>y0 % No esta en Sh, nienrh
dy=dy-q(3.j);
end

if abs(qq(1,j)-y0/m)<0.001 && abs(qq(2,j)-y0)<0.00 1% Estaenrh
d=d+q(3.));
end
end
diy=dy-b-d;ddy=dy+b;
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% Poner la condiciones para solucion en Y
if diy*ddy<-0.001

cy=0; % Solucion EX en Y

break
elseif abs(diy)<0.001
cy=0;uy=i;
break
elseif ddy>0
continue
else
if i==length(yval)

cy=0; % Solucion (Posiblemente EX) en Y

else

cy=1;uy=i; % Solucion SV

end
break
end
end
if cy==-5

cy=0; % Solucion (posiblement

end

Rutina dist_seg_hinf

function d1=dist_seg_hinf(x,m,v,n1,wp,Sv,wv,y0,wh)
xi=v(1,:)-x;yi=v(2,:)-y0;w=v(3,1:n1+wp);
if isempty(Sv)
d11=0;
else
S=max(abs([Sv(1,:);Sv(2,:)]-[x;m*x]*ones(1,length(
d11=S*Sv(3,))’;
end
d1=wh*(x-y0/m)+(abs(xi)+abs(yi))*w'+wv*(m*x-y0)+d11

Rutina dist_seg_vinf

functiondl=dist_seg_vinf(y,m,v,n1,wp,Sh,wh,x0,wv)
xi=v(1,:)-x0;yi=v(2,:)-y;w=v(3,1:n1+wp);
if isempty(Sh)
d11=0;
else
S=max(abs([Sh(1,:);Sh(2,:)]-[y/m;y]*ones(1,length(
d11=S*Sh(3,:);
end
d1=(abs(xi)+abs(yi))*w'+wv*(m*x0-y)+wh*(x0-y/m)+d11

Rutina distancialinf

functiondl=distancialinf(a,m,v,n1,wp,Sh,wh,Sv,wv)
xi=v(1,:)-a(1);yi=v(2,:)-a(2);w=v(3,1:n1+wp);
if isempty(Sv)
dlv=0;
else
S=max(abs([Sv(1,:);Sv(2,:)]-[a(1);m*a(1)]*ones(1,]

eEX)enY

Sv(LI));

Sh(1,))))):

ength(Sv(1,:)))));
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d1v=S*Sv(3,)";
end
if isempty(Sh)
d1h=0;
else
S=max(abs([Sh(1,:);Sh(2,)]-[a(2)/m;a(2)]*ones(1,l
d1h=S*Sh(3,)’;
end
d1l=wh*abs(a(1)-a(2)/m)+(abs(xi)+abs(yi))*w'+wv*abs(

Rutina rectarspq

function [xr dr]=rectarspq(m,p,q,r,s,precis)
% Obtine el punto de la recta cuya distanciaapy
k2=m/2;k1=3*m/2;cota=(1+m"s)*(1/s);
mag=-m*abs(m)"(-s/(s-1));mp=-m*abs(m)"(-r/(r-1));
if r==1

g1=10"99;92=0;
else

gl=fsolve(@(g) 1+m*g”\(r-1)-cota*((1+g”~r)™((r-1)/r)

optimset('Display','off','TolFun’,1e-20));
g2=fsolve(@(g) 1+m*g”(r-1)-cota*((1+g”r) ((r-1)/r)
optimset('Display','off','TolFun’,1e-20));

end
% g1<g2, es decir, g1 define la zona "horizontal"
qg=0;pp=p;nl=length(p(1,:));n2=length(q(1,:));
forj=1:n2

qq(1.j)=(a(2.)-ma*a(1.))/(m-ma);qa(2,j)=m*qa(l,j
end
forj=1:n1

. PP(L.))=(P(2,)-mp*p(L.))/(M-mp);pp(2,j))=m*pp(L,]

en
uu=[pp(1:3,:),qq(1:3,:)];M=medianas(uu);xr=(min(M(1
for j=1:n1

if p(2,j)>=m*xr+g2*(p(1,j)-xr)

PP(L.))=(p(2,)-92*p(1,)))/(Mm-g2);
elseif p(2,j)<=m*xr+g1*(p(1,j)-xr)
pP(L,))=xr;

pP(L.)=(p(2.)-91*p(1.)))/(m-g1);
end

. pP(2,j)=m*pp(L,));
en
dr=((abs(xr-pp(1,:)).*s+abs(m*xr-pp(2,:))."s).N(1/s
((abs(pp(1,:)-p(1,))."r+abs(pp(2,:)-p(2,:))."r).
((abs(xr-q(1,:))."s+abs(m*xr-q(2,:))."s).~(1/s))*q
T=1;itg=0;d=[-1 1];e=1;
while T>=precis
aviso=0;
forj=1:2
Xj=xr+d(j)*e;
for h=1:n1
it p(2,h)>=m*xj+g2*(p(1,h)-xj)
pP(1,h)=(p(2,h)-g2*p(1,h))/(m-g2);
elseif p(2,h)<=m*xj+g1*(p(1,h)-xr)
pP(1,h)=xj;

else

else

ength(Sh(1,)))));

m*a(1)-a(2))+d1lv+dlh;

g es minima

),k1,++

),k2,++

)
,))+max(M(1,)))/2;

NP3+
A/n)*p(3,:)'+
(35
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pP(L,h)=(p(2,h)-g1*p(1,h))/(m-g1);
end

pp(2,h)=m*pp(1,h);
end
dj=((abs(xj-pp(1,:)).rs+abs(m*xj-pp(2,:)).”s).~(1/
((abs(pp(1,:)-p(1,))."r+abs(pp(2,:)-p(2,:))."r)."
((@bs(xj-q(1,:)).*s+abs(m*xj-q(2,:))."s).N(1/s))*q
if dj<dr
xr=xj;T=abs(dj-dr);dr=dj;aviso=1;
break
end
end
if aviso==0;=e/2;end
itg=itg+1;
if itg>=200;break;end
end

Rutina gates _pq

function [z0 dO]=gates_pq(m,v,r,s)

% Obtiene el gate entre P y Q definidos en v
%v=[p(1,j)=xp xq obien v=[xp xg=q(1,)
% p(2,j)=yp yd yp yg=a(2,j)]

xp=v(1,1);yp=v(2,1); % El punto P que no esta e

xq=v(1,2);yg=v(2,2);e=abs(xp-xq)/2;
z0=(xp+xq)/2;d=[-1 1];
d0=((abs(z0-xp)r+abs(m*z0-yp)*r)(1/r))+(abs(z0-xq
T=1;TOL=10"(-6);itg=0;
while T>TOL
itg=itg+1;aviso=0;
forj=1:2
z1=z0+d(j)*e;
d1=(abs(z1l-xp)*r+abs(m*z1-yp)*r)™(1/r)+
(abs(z1-xq)*s+abs(m*z1-yq)*s)(1/s);
if d1<dO
T=abs(d1-d0);d0=d1;z0=z1,
aviso=1,;
break
end
end
if aviso==0;e=e/2;end
ifitg>=50;break;end
end

$))*p(3,:)'+
(An)*p(3,:)+
(3.,

n larecta

)s+abs(m*z0-yq)"s)(1/s);
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