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PoOLINOMIOS ORTOGONALES

Sea w una medida de Borel positiva sobre S C R y consideremos L2 (S).
Una sucesién de polinomios (qy,), es ortogonal (PO) si

i s = /5 4 () m(x)dw(x) = [ Gn20mm,  1,m > 0 J
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PoOLINOMIOS ORTOGONALES

Sea w una medida de Borel positiva sobre S C R y consideremos L2 (S).
Una sucesién de polinomios (qy,), es ortogonal (PO) si

i s = /5 4 () m(x)dw(x) = [ Gn20mm,  1,m > 0 J

Esto implica que (gn), verifica una relacidn de recurrencia a tres términos
(g-1=0,90=1)

an(X) = anqn-‘rl(x) + bnqn(X) + qun—l(x)7 n>1 J

donde a,, ¢, #0, b, e Ry qo(x) =1,9-1(x) = 0.
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PoOLINOMIOS ORTOGONALES

Sea w una medida de Borel positiva sobre S C R y consideremos L2 (S).
Una sucesién de polinomios (qy,), es ortogonal (PO) si

i s = /5 4 () m(x)dw(x) = [ Gn20mm,  1,m > 0 J

Esto implica que (gn), verifica una relacidn de recurrencia a tres términos
(g-1=0,90=1)

an(X) = anqn+1(x) + bnqn(X) + qun—l(x)7 n>1 J

donde a,, ¢, #0, b, e Ry qo(x) =1,9-1(x) = 0.
Operador de Jacobi (tridiagonal):

by ag do (X) qo (X)

a b oa q1(x) q1(x)
Jg = @ b a @(x) | =X | @x) | =% x€S8
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PoOLINOMIOS ORTOGONALES

Sea w una medida de Borel positiva sobre S C R y consideremos L2 (S).
Una sucesién de polinomios (qy,), es ortogonal (PO) si

i s = /5 4 () m(x)dw(x) = [ Gn20mm,  1,m > 0 J

Esto implica que (gn), verifica una relacidn de recurrencia a tres términos
(g-1=0,90=1)

an(X) = anqn+1(x) + bnqn(X) + qun—l(x)7 n>1 J

donde a,, ¢, #0, b, e Ry qo(x) =1,9-1(x) = 0.
Operador de Jacobi (tridiagonal):

bo ao qo(x) qo(x)
a b a q1(x) q1(x)
Jg = o b a @(x) | =X qx) | =X XE€ S

El resultado contrario también es cierto (Teorema espectral o de Favard)



FAMILIAS CLASICAS

(Bochner 1929, Routh 1885) Caracterizar familias (g,), verificando

o (x)q; (%) + 7(x)n(x) = Angn(x),

deg(c) <2, deg(r)=1

J

DA
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FAMILIAS CLASICAS
(Bochner 1929, Routh 1885) Caracterizar familias (g,), verificando

0(x)qn (x) + 7(x)qn(x) = AnGn(x), deg(0) <2, deg(r)=1 |

Para que el operador diferencial sea simétrico (autoadjunto) con respecto
a una medida positiva w tiene que verificarse la ecuacién de Pearson

(0(x)w(x))" = 7(x)w(x) J
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FAMILIAS CLASICAS
(Bochner 1929, Routh 1885) Caracterizar familias (g,), verificando

0(x)qn (x) + 7(x)qn(x) = AnGn(x), deg(0) <2, deg(r)=1 |

Para que el operador diferencial sea simétrico (autoadjunto) con respecto
a una medida positiva w tiene que verificarse la ecuacién de Pearson

(0(x)w(x))" = 7(x)w(x) J

@ HERMITE: o(x) =1, 7(x) = —=2x, A\, = —2n

X

2 . . .y .
w(x) = e ™™, x € R, Distribucién Normal o Gaussiana.
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FAMILIAS CLASICAS
(Bochner 1929, Routh 1885) Caracterizar familias (g,), verificando

0(x)qn (x) + 7(x)qn(x) = AnGn(x), deg(0) <2, deg(r)=1 |

Para que el operador diferencial sea simétrico (autoadjunto) con respecto
a una medida positiva w tiene que verificarse la ecuacién de Pearson

(0(x)w(x))" = 7(x)w(x) J

@ HERMITE: o(x) =1, 7(x) = —=2x, A\, = —2n

2 . . ./ H
X x € R, Distribucién Normal o Gaussiana.

w(x) =e"
© LACGUERRE: 0(x) =x, 7(x) = —x+a+1, A\, =—n

w(x) = x*e ™, x € [0, +00),« > —1, Distribucién Gamma.
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FAMILIAS CLASICAS
(Bochner 1929, Routh 1885) Caracterizar familias (g,), verificando

0(x)qn (x) + 7(x)qn(x) = AnGn(x), deg(0) <2, deg(r)=1 |

Para que el operador diferencial sea simétrico (autoadjunto) con respecto
a una medida positiva w tiene que verificarse la ecuacién de Pearson

(0(x)w(x))" = 7(x)w(x) J

@ HERMITE: o(x) =1, 7(x) = =2x, \, = —2n
w(x) = e=¥, x € R, Distribucién Normal o Gaussiana.

© LACGUERRE: 0(x) =x, 7(x) = —x+a+1, A\, =—n
w(x) = x*e ™, x € [0, +00),« > —1, Distribucién Gamma.

@ JACOBL o(x)=1—-x%, 7(x) = —(a+ B+ 2)x+ B —q,
An=-—n(n+a+p5+1)

w(x) = (1—-x)*(1+x)? x e [-1,1],a,8 > —1, Distribucién Beta.
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APLICACIONES

Teoria de operadores (operadores de Jacobi, Hankel, Toeplitz).
Fracciones continuas.

Anilisis numérico (férmulas de cuadratura).

Teoria de representacién grupos (funciones esféricas).

Anilisis arménico (funciones de Hermite).

Procesos estocasticos (cadenas de Markov, procesos de
difusidn, integracién estocastica).

Equilibrio electrostatico (ceros de PO'’s).

@ Mecénica cudntica (oscilador arménico cudntico, dtomo de
hidrégeno, etc).



POLINOMIOS ORTOGONALES MATRICIALES
Polinomios matriciales sobre la recta real:

Apx" + -+ Aix + Ao,

A < (chN

DA
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POLINOMIOS ORTOGONALES MATRICIALES

Polinomios matriciales sobre la recta real:

A"+ 4 Aix+ Ay, A e CMY
Krein (1949): Polinomios ortogonales matriciales (POM)
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POLINOMIOS ORTOGONALES MATRICIALES

Polinomios matriciales sobre la recta real:

AxX"+ -+ Aix+ Ay, A eCVV
Krein (1949): Polinomios ortogonales matriciales (POM)
Ortogonalidad: matriz peso W soportada en S C R (definida positiva con
momentos finitos) y un producto interno matricial (L3, (S; CV*M)):

(P, Qw = /S P(x)W(x)@" (x) dx J
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POLINOMIOS ORTOGONALES MATRICIALES

Polinomios matriciales sobre la recta real:

AxX"+ -+ Aix+ Ay, A eCVV
Krein (1949): Polinomios ortogonales matriciales (POM)
Ortogonalidad: matriz peso W soportada en S C R (definida positiva con
momentos finitos) y un producto interno matricial (L3, (S; CV*M)):

(P, Qw = /S P(x)W(x)@" (x) dx J

Una sucesién de POM (Q,)r ({(Qn, Q@m)w = || Q|3 0nm) verifica una relacién
de recurrencia a tres términos (Q_; =0, Qo = 1)

XQn(X) = AnQn+1(X) T Bnon(X) aF Cnonfl(x)y det(An)y det(cn) 7é 0 J
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POLINOMIOS ORTOGONALES MATRICIALES

Polinomios matriciales sobre la recta real:

AxX"+ -+ Aix+ Ay, A eCVV
Krein (1949): Polinomios ortogonales matriciales (POM)
Ortogonalidad: matriz peso W soportada en S C R (definida positiva con
momentos finitos) y un producto interno matricial (L3, (S; CV*M)):

(P, Qw = /S P(x)W(x)@" (x) dx J

Una sucesién de POM (Q,)r ({(Qn, Q@m)w = || Q|3 0nm) verifica una relacién
de recurrencia a tres términos (Q_; =0, Qo = 1)

XQn(X) = Anon+l(x) T Bnon(X) aF Cnon—l(x)y det(An)y det(cn) ?é 0 J

Operador de Jacobi (tridiagonal por bloques)
By Ao Qo(x) Qo(x)
Ci B A Q1(x) Q:1(x)
JQ = C. B, A QQ(X) =x| Qyx) | =xQ, x€8
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POLINOMIOS ORTOGONALES MATRICIALES

Polinomios matriciales sobre la recta real:

AxX"+ -+ Aix+ Ay, A eCVV
Krein (1949): Polinomios ortogonales matriciales (POM)
Ortogonalidad: matriz peso W soportada en S C R (definida positiva con
momentos finitos) y un producto interno matricial (L3, (S; CV*M)):

(P, Qw = /S P(x)W(x)@" (x) dx J

Una sucesién de POM (Q,)r ({(Qn, Q@m)w = || Q|3 0nm) verifica una relacién
de recurrencia a tres términos (Q_; =0, Qo = 1)

XQn(X) = Anon+l(x) T Bnon(X) aF Cnonfl(x)y det(An)y det(cn) ?é 0 J

Operador de Jacobi (tridiagonal por bloques)

By, Ao QO(X) QO(X)
C: B: A Q:1(x) Q1(x)

JQ = C. B, A Q)| =x| Q)| =xQ x€S

Al contrario también es cierto (Teorema espectral o de_Favard**)
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APLICACIONES

@ Cadenas de Markov bidimensionales: la primera componente
es una cadena de Markov a tiempo discreto o continuo (nivel)
mientras que la segunda componente es otra cadena de
Markov a tiempo discreto y finito (fase) (Dette, Reuther,
Zygmunt, Griinbaum, Pacharoni, Tirao, Mdl).

@ Matrices de Jacobi doblemente infinitas: matrices
tridiagonales en los enteros y su relacién con la ortogonalidad
matricial (Berezanskii, Nikishin, van Assche).

@ Polinomios ortogonales de Sobolev: se pueden escribir en
términos de POM (Durdn, van Assche).

e Otras aplicaciones: teoria de dispersién (Geronimo), método

de Lanczos para matrices por bloques (Golub, Underwood),
férmulas de cuadratura (Durdn, Polo, van Assche, Sinap), etc.
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PROPIEDADES DIFERENCIALES

Duran (1997): caracterizar familias de POM (@), verificando

Qn(x)D = @ (x)Fa(x) + Qu(x)F1(x) + Qn(x)Fo(x) = TrQn() |

donde

Fo(x) = F3x® + Fix + F3,F1(x) = Fix + F?

y I';; es hermitico.



Ortogonalidad escalar vs. matricial Propiedades diferenciales de POM Aplicaciones
00000 ©®00000000000000 0000

PROPIEDADES DIFERENCIALES

Duran (1997): caracterizar familias de POM (@), verificando

Qn(x)D = Q7 (x)F2(x) + Q,(x)F1(x) + Qn(x)Fo(x) = TrQn(x) |
donde

Fo(x) = F3x® + Fix + F3,F1(x) = Fix + F?
y I';; es hermitico.

Equivalente a la simetria del operador diferencial de segundo orden

d

D = 8?Fy(x) + O*F1(x) + °Fo(x), 0= -

con Q,D=T,Q,

D es simétrico con respecto a W si (PD, Q)w = (P,QD)w
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COMO GENERAR EJEMPLOS

@ Teoria de representacién de grupos: blsqueda de funciones
esféricas matriciales asociadas a diferentes grupos (Griinbaum,
Pacharoni, Tirao, Roman, Zurridn, Koelink).
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COMO GENERAR EJEMPLOS

@ Teoria de representacién de grupos: blsqueda de funciones
esféricas matriciales asociadas a diferentes grupos (Griinbaum,
Pacharoni, Tirao, Roman, Zurridn, Koelink).

@ Ecuaciones de momentos: a partir de las ecuaciones de
simetria resolver las correspondientes ecuaciones (Durén,
Griinbaum, Mdl). Usado en Durdn-Mdl (2008) para generar
ejemplos de POM ortogonales con respecto a un peso
matricial mas una delta de Dirac en un punto.
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COMO GENERAR EJEMPLOS

@ Teoria de representacién de grupos: blsqueda de funciones
esféricas matriciales asociadas a diferentes grupos (Griinbaum,
Pacharoni, Tirao, Roman, Zurridn, Koelink).

@ Ecuaciones de momentos: a partir de las ecuaciones de
simetria resolver las correspondientes ecuaciones (Durén,
Griinbaum, Mdl). Usado en Durdn-Mdl (2008) para generar
ejemplos de POM ortogonales con respecto a un peso
matricial mas una delta de Dirac en un punto.

@ Problema biespectral matricial: resolviendo las llamadas
ad-conditions (adSH(I‘) = 0) donde k es el orden del
operador diferencial (Castro, Griinbaum, Tirao). Usado para
generar ejemplos de orden k = 1 en Castro-Griinbaum (2005,
2008).
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@ Duran-Griinbaum (2004):

ECUACIONES DE SIMETRIA (ECUACIONES DE PEARSON)

F2(x)W(x) = W(x)F3(x)
2(F2(x)W(x))' = F1(x)W(x) + W(x)Fi(x)
(F2(x)W(x))" = (F1(x)W(x))" + Fo(x)W(x) = W(x)F5(x)
)I(i;nt Fr(x)W(x)=0= )I(iL/nt(Fl(x)W(x) — W(x)Fi(x)), t=a,b

V.
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@ Duran-Griinbaum (2004):

ECUACIONES DE SIMETRIA (ECUACIONES DE PEARSON)

F2(x)W(x) = W(x)F3(x)
2(F2(x)W(x))' = F1(x)W(x) + W(x)Fi(x)
(F2(x)W(x))" = (F1(x)W(x))" + Fo(x)W(x) = W(x)F5(x)
)I(i;nt Fr(x)W(x)=0= )I(iLnt(Fl(x)W(x) — W(x)Fi(x)), t=a,b

V.

Método general: Supongamos que Fy(x) = fa(x)l. Factorizamos
W(x) = w(x) T(x) T"(x),

donde w es un peso escalar (Hermite, Laguerre o Jacobi) y T es
una funcién matricial solucién de

T'(x)=G(X)T(x), T(c)=1, ce(ab)



Definiendo

@ La primera ecuacién de simetria es trivial.

Fi(x) =26(x)G(x) +

(),

w(x)
la segunda de las ecuaciones de simetria también se verifica.
Por dltimo, la tercera de las ecuaciones de simetria es equivalente a

(Fi(x)W(x) — W(x)Fi(x))" = 2(FoW(x) — W(x)F;)
Por lo tanto, es suficiente encontrar Fq tal que
X() = 700 AOG()+ )G+
es hermitica para todo x.

(5000 g1 f ) 71
6 Fo> T(x)
(Durén, 2008).

El método se ha generalizado cuando F; no es necesariamente escalar

«O» «Fr « =>»

« =

DA



@ La primera ecuacién de simetria es trivial.
@ Definiendo

F1i(x) =2h(x)G(x) + (B (x)w(x))’

1
w(x)
la segunda de las ecuaciones de simetria también se verifica.

DA
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@ La primera ecuacién de simetria es trivial.

@ Definiend
e (h)e(x))

Fi(x) =26(x)G(x) + ()

la segunda de las ecuaciones de simetria también se verifica.

@ Por dltimo, la tercera de las ecuaciones de simetria es equivalente a
(F1(x)W(x) — W(x)F{(x))" = 2(FoW (x) — W(x)Fg)

Por lo tanto, es suficiente encontrar Fg tal que

w(x)

x() = T() (6(X)G(X)+@(X)G(X)2+WG(X)Fo) T()

es hermitica para todo x.
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@ La primera ecuacién de simetria es trivial.
© Definiendo ,
(=),

Fi(x) =26(x)G(x) + ()

la segunda de las ecuaciones de simetria también se verifica.
@ Por dltimo, la tercera de las ecuaciones de simetria es equivalente a
(F1(x)W(x) — W(x)F{(x))" = 2(FoW (x) — W(x)Fg)

Por lo tanto, es suficiente encontrar Fg tal que

X0 = 7700 (£00G(0+ )G+ A 60 o ) T

es hermitica para todo x.

El método se ha generalizado cuando F; no es necesariamente escalar
(Durén, 2008).
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EJEMPLOS CON Fy, =1
Seah=1lyw= e = G(x) = A+2Bx,Fi(x) =2(A+ (2B — I)x)

SiB=0= W(x)= e=X eAx A"
STA=0= W(x) = e ¥ eBXeBY
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EJEMPLOS CON Fy, =1

Seah=lyw=e* = G(x) =A+2Bx,Fi(x) =2(A+ (2B — I)x)
SiB=0= W(x)= e=X eAx A"
STA=0= W(x) = e ¥ eBXeBY
Para el primer caso, una solucién para que
x(x) = A? — 2Ax — e A Fye™

sea hermitica es eligiendo Fy = A% — 2J, con

0O »nn 0 -- 0 N-1 0 0 0

0 0 v --- 0 0 N -2 0 0
A=l - : = . .

0 0 O UN—1 0 0 10

o
o
o
o
o
o
o
()
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EJEMPLOS CON Fy, =1

Seah=lyw=e* = G(x) =A+2Bx,Fi(x) =2(A+ (2B — I)x)
SiB=0= W(x)= e=X eAx A"
STA=0= W(x) = e ¥ eBXeBY
Para el primer caso, una solucién para que
x(x) = A? — 2Ax — e A Fye™

sea hermitica es eligiendo Fy = A% — 2J, con

0 v»n 0 --- 0 N-1 0 0 0
0 0 v, --- 0 0 N—2 0 0
A= =] 5
0 0 0 - vy 0 0 10
o o o0 -- 0 0 0 0 0

Para el segundo caso una solucién para que
x(x) = 2B + (4B® — 4B)x® — e B FeB
sea hermitica tiene es eligiendo Fo = 2B —4J con B = ZJ.N:_ll(—l)f“Aj
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EJEMPLOS CON F, = xl
h=x,w=x%"a>-1= G(x):A+§, y
Fi(x) = (a+ 1)1 + 2B — x(I — 2A)

Si B=0= W(x) = x“e XeMeA™™
SiA=0= W(x)=x%e"xBxE

Aplicaciones
0000
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EJEMPLOS CON F, = xl
h=x,w=x%"a>-1= G(x):A+§, y
Fi(x) = (a+ 1)1 + 2B — x(I — 2A)

SiB=0= W(x)=x% *eMeA™x
SiA=0= W(x)=x%e"xBxE

En el primer caso tiene que ocurrir que

X(IW(L) = e ((0+ DA - (A - A)x — e Foeh) &

sea hermitica.

Aplicaciones
0000
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EJEMPLOS CON F, = xl
h=x,w=x%"a>-1= G(x):A+§, y
Fi(x) = (a+ 1)1 + 2B — x(I — 2A)

Si B=0= W(x) = x“e XeMeA™™
SiA=0= W(x)=x%e"xBxE

En el primer caso tiene que ocurrir que

X(IW(L) = e ((0+ DA - (A - A)x — e Foeh) &

sea hermitica.
En el segundo caso tiene que ocurrir que

1
x(x) = (B* + aB); — B — x"BFyxB

sea hermitica.

Aplicaciones
0000
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EJEMPLOS CON F, = xl
_ B
h=xw=x"a>-1= G(x):A—l—;,y

Fi(x) = (o + 1)1 + 2B — x(I — 2A)

Si B=0= W(x) = x“e XeMeA™™
7XXBXB*

En el primer caso tiene que ocurrir que

X(IW(L) = e ((0+ DA - (A - A)x — e Foeh) &

sea hermitica.
En el segundo caso tiene que ocurrir que

1
x(x) = (B* + aB); — B — x"BFyxB

sea hermitica.

lgual para b =1 - x>y w = (1 —x)*(1 +x)%,a,8 > —1

Aplicaciones
0000

También se han conseguido otros ejemplos donde A y B, no conmutan.
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NUEVOS FENOMENOS

° Algebra de operadores diferenciales: existencia de varios
operadores diferenciales de tipo Sturm-Liouville que tienen a
una misma familia de POM como autofunciones (Castro,
Durén, Mdl, Griinbaum, Pacharoni, Tirao, Roman), incluso de
6rdenes impares, cosa que tampoco es posible en el caso
escalar (Castro, Griinbaum, Duran, Mdl).

@ Cono convexo de pesos matriciales: para un operador
diferencial fijo, existen infinitas familias de POM linealmente
independientes que son autofunciones de ese mismo operador
diferencial (Durdn, Mdl).

@ Familias de operadores escalera: existencia de una familia de
operadores en escalera (de destruccién o aniquilacién) para
ciertos ejemplos de POM, algunos de ellos de orden 0
(Griinbaum, Mdl, Martinez-Finkelshtein).
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ALGEBRA DE OPERADORES DIFERENCIALES

Para una familia fija (@Q,), de POM estudiamos el algebra sobre C

k
D(W) = {D =Y 9Fi(x): QsD =T4(D)Q,, n=0,1,2,... }J
i=0
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ALGEBRA DE OPERADORES DIFERENCIALES

Para una familia fija (@Q,), de POM estudiamos el algebra sobre C

k
D(W) = {D =Y 9Fi(x): QsD =T4(D)Qn, n= 0,1,2,...} |
i=0

Caso escalar: Si F es el operador diferencial de segundo orden
(Hermite, Laguerre or Jacobi), entonces cualquier operador U
donde Up, = Appn se tiene que

k
U= ¢F, GeC = Dw)~Clx
i=0
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ALGEBRA DE OPERADORES DIFERENCIALES

Para una familia fija (@Q,), de POM estudiamos el algebra sobre C

k
D(W) = {D =Y 9Fi(x): QsD =T4(D)Qn, n= 0,1,2,...} |
i=0

Caso escalar: Si F es el operador diferencial de segundo orden
(Hermite, Laguerre or Jacobi), entonces cualquier operador U
donde Up, = Appn se tiene que

k
U= ¢F, GeC = Dw)~Clx
i=0

Caso matricial: Este algebra en general es no conmutativa y esta
generada por varios elementos, algunos de ellos incluso de érdenes
impares (Castro, Duran, Griinbaum, Tirao, Pacharoni, Mdl). En
muy pocos casos se ha demostrado con certeza el comportamiento
de esta algebra (Tirao, 2011).



EJEMPLO (DURAN-MDI, 2008)

1+ a°x) ax
ax 1

W(x):xae_x(x( ) a>-1,x>0,aeR\{0} J

. - DA
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EJEMPLO (DURAN-MDI, 2008)

x(1+4 a%x)  ax
ax 1

W(x):x"‘e_x< ), a>-1,x>0,acR\ {0}

érden 0|1|2|3|4|5|6|7]|38

dimensién || 1 |0 (222 [|2|2|2]|2
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EJEMPLO (DURAN-MDI, 2008)

x(1+4 a%x)  ax
ax 1

W(x):xo‘e_x< ), a>—-1,x>0aeR\ {0}

OPERADORES DIFERENCIALES LIN. IND.

érden 0|1|2|3|4[5[6]|7]|8
dimensién || 1 |0 (222 [|2|2|2]|2

2 1fa+2—x ax 0 —1}""2 1+ a)a
D1(9XI+6< >+8< 0 _1/32

2 (x  —2ax? fa+2+x —rRats)x
D2:a ( —s )+8 ( 5 a

£ —x—a—1

0 1+2;;2 _ (1+a)(2+a?)
a a
* 0 —1/a?
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AUTOVALORES

Si llamamos D3 y D4 a los dos operadores diferenciales de érden 3,
se tiene que los autovalores de Dy, D, D3 y D4 son (abusando de
notacién)

1 (vhi1 0
Dy = — [ "™ ) ,
2= 22 < 0 —Vna
e 1 /0 a(l+a+n)VnaYni1,a
3 2 \a 0 2
B — 1 (0 —a(l+a+ n)ynaYniLa
4 32 a3 0 :

donde v, , = 1 + na°.
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ALGUNAS RELACIONES

4 RELACIONES CUADRATICAS

D? = D3, D3 =-D3,
D1D> = D;Dy, D3Dy = —DyDs.




Ortogonalidad escalar vs. matricial Propiedades diferenciales de POM Aplicaciones
00000 0000000000e0000 foloTele]

ALGUNAS RELACIONES

4 RELACIONES CUADRATICAS
2_ 2 2_ 2
Di = D;3, D3 = Dy,
D1Dy = DDy, D3Dy = —DyDs.

4 RELACIONES DE PERMUTACION

D1D3s — D;Dy =0, DoyD3; — D1Dy =0,
D3Dy + DyD; =0, D3D; + DyDy = 0.
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ALGUNAS RELACIONES

4 RELACIONES CUADRATICAS
2 2 2 2
Di = D;, D3 = —Dy,
D1Dy = DoD1, D3Ds = —D4sDs.

4 RELACIONES DE PERMUTACION

D1D3s — D;Dy =0, DoyD3; — D1Dy =0,
D3Dy + DyD; =0, D3D; + DyDy = 0.

4 MAS RELACIONES CUADRATICAS

D3 = D1Dy — D4Dy, Dy = D1D3 — DDy,
D3 = DoD3 + D3Dy, Dy = Dy Dy + DyDs.
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ALGUNAS RELACIONES

4 RELACIONES CUADRATICAS
2 2 2 2
Di = D;, D3 = —Dy,
D1Dy = DoD1, D3Ds = —D4sDs.

4 RELACIONES DE PERMUTACION

D1D3s — D;Dy =0, DoyD3; — D1Dy =0,
D3Dy + DyD; =0, D3D; + DyDy = 0.

4 MAS RELACIONES CUADRATICAS

D3 = D1Dy — D4Dy, Dy = D1D3 — DDy,
D3 = DoD3 + D3Dy, Dy = Dy Dy + DyDs.

RELACIONES CUBICAS

D\D? = D2Dy, D,D? = D2D,.
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ALGUNAS RELACIONES

4 RELACIONES CUADRATICAS
2 2 2 2
D1:D2) D3:7D47
D1Dy; = DDy, D3Ds = —DyDs.

4 RELACIONES DE PERMUTACION

D1D3s — D;Dy =0, DoyD3; — D1Dy =0,
D3Dy + DyD; =0, D3D; + DyDy = 0.

4 MAS RELACIONES CUADRATICAS

D3 = D1Dy — D4Dy, Dy = D1D3 — DDy,
D3 = DoD3 + D3Dy, Dy = Dy Dy + DyDs.

RELACIONES CUBICAS

D\D? = D2Dy, D,D? = D2D,.

De hecho se puede escribir D, en términos de D; y D3. Conjeturamos que
D(W) = C(Ds, D3), excepto para valores excepcionales de a =1 + ;12 oa=-2+ a%
(“cdspides™), en cuyo caso se conjetura que D(W) = C(Dy, D2, D3).
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CONO CONVEXO DE PESOS MATRICIALES

Situacién dual a D(W): dado un operador diferencial fijo D se
estudia:

T(D)={W: (PD,Q)w = (P,QD)w, paratodo P,Q} J
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CONO CONVEXO DE PESOS MATRICIALES

Situacién dual a D(W): dado un operador diferencial fijo D se
estudia:

T(D)={W: (PD,Q)w = (P,QD)w, paratodo P,Q} J

@ Si T(D) # 0, entonces es un cono convexo:
Wi, Wy e T(D)= Wi+ (W3 e T(D), v,{ >0 (uno de
ellos # 0)
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CONO CONVEXO DE PESOS MATRICIALES

Situacién dual a D(W): dado un operador diferencial fijo D se
estudia:

T(D)={W: (PD,Q)w = (P,QD)w, paratodo P,Q} J

@ Si T(D) # 0, entonces es un cono convexo:
Wi, Wy e T(D)= Wi+ (W3 e T(D), v,{ >0 (uno de
ellos # 0)
Los pesos matriciales W' que tienen un operador diferencial

simétrico de segundo orden D dan ejemplos donde T(D) # ()
(dimensién 1).
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CONO CONVEXO DE PESOS MATRICIALES

Situacién dual a D(W): dado un operador diferencial fijo D se
estudia:

T(D)={W: (PD,Q)w = (P,QD)w, paratodo P,Q} J

@ Si T(D) # 0, entonces es un cono convexo:
Wi, Wy e T(D)= Wi+ (W3 e T(D), v,{ >0 (uno de
ellos # 0)

Los pesos matriciales W' que tienen un operador diferencial
simétrico de segundo orden D dan ejemplos donde T(D) # ()
(dimensién 1).

Existen ejemplos de operadores diferenciales simétricos de segundo
orden donde T(D) es un cono convexo de dimensién 2, i.e. una
familia de POM ménicos @, ¢/, con respecto a YW1 + (W3 con

QgD =TnQnc/y |
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ANADIENDO UNA DELTA DE DIRAC

Todos los ejemplos estudiados son de la forma

YW + CM(x0)05, 7 >0,( >0, x €R, J

donde W es un peso matricial con varios operadores diferenciales de
segundo orden simétricos y M(xp) es cierta matriz semidefinida positiva.
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ANADIENDO UNA DELTA DE DIRAC

Todos los ejemplos estudiados son de la forma

7W+CM(XO)§X03 ’7>03C207 XOG]Ra

donde W es un peso matricial con varios operadores diferenciales de
segundo orden simétricos y M(xp) es cierta matriz semidefinida positiva.

TEOREMA (DURAN-MDI, 2008)

Sea Wy D = 92F,(x) + 0'F1(x) + 3°Fp. Supongamos que para cierto
xo € R existe una matriz semidefinida positiva M(xy) tal que

F2(X0)M(X0) = 0,
Fl(Xo)M(Xo) = 0,
FoM(x) = M(x0)Fg

Entonces D es simétrico con respecto a W < D es simétrico con
respecto a YW + (M(xg)dx, -
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EJEMPLO CON x5 € R

DURAN-GRUNBAUM, 2004

1+ a%x2  ax
ax 1

W(x):eX2< ) x€R, a€eR)\{0}
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EJEMPLO CON x5 € R

DURAN-GRUNBAUM, 2004

1+ a%x2  ax

ax 1), xeR, aeR\{0}

W(x)=e ™ (

Ecuaciones de simetria = Existen 4 operadores diferenciales de
segundo orden linealmente independientes. Resolviendo las
restricciones del teorema es posible encontrar una matriz M(xp)
donde xp es cualquier nimero real. Esta matriz viene dada por

/ 2.2
(5)%73)2 5):5,3) §i _ axp & /4 + a°xg
) a,Xxo

Moo = (G & ;
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D = 0?F3(x) + O*F1(x) + 8°Fo(x),

1—ax —1+ a%x?
R = (157 )

—2a—2x 2a+2(2+ a*)x
Fl(x):< 0 —(2x ))

-1 22+232
Fo(x) = < i )

4
a?

7= (3 1)
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D = 82F2(X) T 81F1(X) T 80F0(x),

1—ax —1+ a%x?
F2(X)Z< —1 1+ ax )

—2a—2x 2a+2(2+ a*)x
Filx) = ( 0 £2x ) )
-1 22+32
Fo(x) = < 4 f2 >
a2

v ()

= D es simétrico con respecto a la familia de pesos matriciales

2 2.2
T(D)z{ve‘x (1 T "’f>+< G }) 50(x). 7>0,C>0}J
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APLICACIONES

@ Procesos de difusién cambiantes: procesos de difusiéon en el
que existe un proceso aleatorio markoviano discreto
subyacente que hace que cambie el proceso en diferentes fases
(Mdl).

@ Anilisis arménico matricial: Funciones matriciales que son
autofunciones al mismo tiempo de un operador diferencial de
tipo Schrodinger y un operador integral de tipo Fourier (Mdl).

@ Otras aplicaciones: sistemas integrables no conmutativos y
ecuaciones de Painlevé no conmutativas (Cafasso, Mdl),
problemas de Riemann-Hilbert (Griinbaum, Mdl,
Martinez-Finkelshtein, Delvaux), ecuacién de Dirac
(Durén-Griinbaum), problemas limitados en tiempo y banda
(Castro, Duran, Griinbaum, Pacharoni, Zurridn), etc.
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PROCESOS DE DIFUSION CAMBIANTES

Procesos de difusién: el espacio de estados es continuo, S = (a, b) C R,
al igual que el tiempo 7 = [0, 00). El operador infinitesimal del proceso
viene dado por un operador diferencial de segundo orden

1, P d
A=300gz +T g

donde o%(x) es el coeficiente de difusién y 7(x) el drift.
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PROCESOS DE DIFUSION CAMBIANTES

Procesos de difusién: el espacio de estados es continuo, S = (a, b) C R,
al igual que el tiempo 7 = [0, 00). El operador infinitesimal del proceso
viene dado por un operador diferencial de segundo orden

1 d? d
A= 502(X)w + T(X)a
donde o%(x) es el coeficiente de difusién y 7(x) el drift.
Si existe una medida positiva w simétrica con respecto a Ay la
correspondiente familia de funciones ortonormales (¢,), es autofuncién

del operador infinitesimal, i.e. A@p(x) = Appn(x), entonces
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PROCESOS DE DIFUSION CAMBIANTES

Procesos de difusién: el espacio de estados es continuo, S = (a, b) C R,
al igual que el tiempo 7 = [0, 00). El operador infinitesimal del proceso
viene dado por un operador diferencial de segundo orden

d d

donde o%(x) es el coeficiente de difusién y 7(x) el drift.

Si existe una medida positiva w simétrica con respecto a Ay la
correspondiente familia de funciones ortonormales (¢,), es autofuncién
del operador infinitesimal, i.e. A@p(x) = Appn(x), entonces

@ Densidad de probabilidades de transicién:

p(t;x,y) = Ze/\ntébn Ga(y)w(y)
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PROCESOS DE DIFUSION CAMBIANTES

Procesos de difusién: el espacio de estados es continuo, S = (a, b) C R,
al igual que el tiempo 7 = [0, 00). El operador infinitesimal del proceso
viene dado por un operador diferencial de segundo orden

A=t L s a0

donde o%(x) es el coeficiente de difusién y 7(x) el drift.

Si existe una medida positiva w simétrica con respecto a Ay la
correspondiente familia de funciones ortonormales (¢,), es autofuncién
del operador infinitesimal, i.e. A@p(x) = Appn(x), entonces

@ Densidad de probabilidades de transicién:

p(t;x,y) = Ze/\ntébn Ga(y)w(y)

@ Medida invariante:

Y(y) talque AY(y) =0=o(y) = [ TotaeW)
S
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PROCESOS DE DIFUSION CAMBIANTES

Procesos de difusién: el espacio de estados es continuo, S = (a, b) C R,
al igual que el tiempo 7 = [0, 00). El operador infinitesimal del proceso
viene dado por un operador diferencial de segundo orden

d d

donde o%(x) es el coeficiente de difusién y 7(x) el drift.

Si existe una medida positiva w simétrica con respecto a Ay la
correspondiente familia de funciones ortonormales (¢,), es autofuncién
del operador infinitesimal, i.e. A@p(x) = Appn(x), entonces

@ Densidad de probabilidades de transicién:

p(t;x,y) = Ze/\ntébn Ga(y)w(y)

@ Medida invariante:

Y(y) talque AY(y) =0=o(y) = Toa(x)ax W)
S

Ejemplos: Hermite (proceso de Orstein-Uhlenbeck), Laguerre (proceso
cuadratico de Bessel). Jacobi (modelo de Wright-Fisher)
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PROCESOS DE DIFUSION CAMBIANTES

Procesos de difusién cambiantes:
El espacio de estados es ahora (a, b) x {1,2,..., N} y el tiempo T = [0, o).
El operador infinitesimal A es ahora un operador diferencial matricial

a=2a00L 4 Be0L + a2 |
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PROCESOS DE DIFUSION CAMBIANTES

Procesos de difusién cambiantes:
El espacio de estados es ahora (a, b) x {1,2,..., N} y el tiempo T = [0, o).
El operador infinitesimal A es ahora un operador diferencial matricial

A= ZAG) S +B(x)d + Q)0 J

Tenemos que A(x) y B(x) son matrices diagonales y Q(x) es el operador
infinitesimal de un proceso de Markov continuo, i.e.

Qii(X) S 07 Qij(X) 2 07 i ¢J7 Q(X)eN =0
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PROCESOS DE DIFUSION CAMBIANTES

Procesos de difusién cambiantes:
El espacio de estados es ahora (a, b) x {1,2,..., N} y el tiempo T = [0, o).
El operador infinitesimal A es ahora un operador diferencial matricial

AL +B(x)d + Q)0 J

Tenemos que A(x) y B(x) son matrices diagonales y Q(x) es el operador
infinitesimal de un proceso de Markov continuo, i.e.

Qii(X) S 07 Qij(X) 2 07 i 7£.I7 Q(X)eN =0

La distribucién invariante es ahora un vector por filas (t — o)

$0) = @) V) ) 0SB <1 ( / W)y ) ew =1
que verifica
PA" = L (BOAY) — (BOIBY)) +()Q) =



Ortogonalidad escalar vs. matricial Propiedades diferenciales de POM Aplicaciones
00000 000000000000000 oooe

PROCESOS DE DIFUSION CAMBIANTES

Al igual que en el caso escalar, si existe una matriz peso W simétrica con
respecto a A cuyas funciones ortonormales matriciales (®,), verifiquen

AP, (x) = %A(X){#,'(x) + B(x)®},(x) + Q(x)®n(x) = ®,(x)T,
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PROCESOS DE DIFUSION CAMBIANTES

Al igual que en el caso escalar, si existe una matriz peso W simétrica con
respecto a A cuyas funciones ortonormales matriciales (®,), verifiquen

AP, (x) = %A(x){#,'(x) + B(x)®},(x) + Q(x)®n(x) = ®,(x)T,

PROBABILIDAD DE TRANSICION MATRICIAL (MDI, 2012)

P(tix,y) = Y ®a(x)e™ 1 (y)W(y)
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PROCESOS DE DIFUSION CAMBIANTES

Al igual que en el caso escalar, si existe una matriz peso W simétrica con
respecto a A cuyas funciones ortonormales matriciales (®,), verifiquen

AP, (x) = %A(x){#,'(x) + B(x)®},(x) + Q(x)®n(x) = ®,(x)T,

PROBABILIDAD DE TRANSICION MATRICIAL (MDI, 2012)

P(tix,y) =Y ®(x)e" " ®;(y)W(y)
n=0

DISTRIBUCION INVARIANTE (MDI, 2012)

PY(y) = (1(y), ¥2(y), - - -, ¥n(y)) tal que P(y)A* =0

—1

=)= ([ b AW (xJends)  eAW(y)
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PROCESOS DE DIFUSION CAMBIANTES

Al igual que en el caso escalar, si existe una matriz peso W simétrica con
respecto a A cuyas funciones ortonormales matriciales (®,), verifiquen

AP, (x) = %A(X){#,'(x) + B(x)®},(x) + Q(x)®n(x) = ®,(x)T,

PROBABILIDAD DE TRANSICION MATRICIAL (MDI, 2012)

P(tix,y) =Y ®(x)e" " ®;(y)W(y)
n=0

DISTRIBUCION INVARIANTE (MDI, 2012)

PY(y) = (1(y), ¥2(y), - - -, ¥n(y)) tal que P(y)A* =0
= YP(y) = (/ e,CW(x)eNdx> eLW(y)

Ejemplo: una familia de funciones esféricas matriciales que provienen de teoria
de representacidn de grupos se amolda a esta descripcién y produce una
variante del modelo de Wright-Fisher con sélo efectos de mutacién.
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