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LA COLUMNA DE MATEMATICA COMPUTACIONAL

Seccidn a cargo de

Tomas Recio

El objetivo de esta columna es presentar de manera sucinta, en
cada uno de los numeros de La Gaceta, alguna cuestion matemdtica
en la que los cdlculos, en un sentido muy amplio, tengan un papel
destacado. Para cumplir este objetivo el editor de la columna (sin
otros méritos que su interés y sin otros recursos que Su Mejor Vo-
luntad) quisiera contar con la colaboracién de los lectores, a los que
anima a remitirle (a la direccion que se indica al pie de pdginalj los
trabajos y sugerencias que consideren oportunos.

EN ESTE NUMERO. ..

...incluimos una versién, adecuada a las caracteristicas del lector de La
Gaceta, de un trabajo presentado en los iltimos “Encuentros de Geometria
Computacional” (Universidad Jaime I de Castellén de la Plana, Julio de 1999).
Se trata de una propuesta muy general para la construccion de familias de
losetas aperiédicas, usando dos objetos matemdaticos muy interesantes (y que
ya han surgido, en diversos contextos, en nimeros anteriores de La Gaceta):
los mosaicos de Penrose y el diagrama de Voronoi. Los autores pertenecen al
activo grupo andaluz de investigacion en Geometria Computacional que dirige
desde hace afnos el prof. Marquez, de la Universidad de Sevilla.

Una maquina generadora de losetas aperidédicas

por

José Caceres, Alberto Marquez y Auxiliadora Moreno-Gonzalez

INTRODUCCION

Aunque existen varias definiciones alternativas, en lo que sigue llamaremos
un mosaico plano, o simplemente un mosaico, a una familia numerable de
conjuntos cerrados o losetas que recubren el plano sin dejar huecos, y cuyos
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interiores son disjuntos dos a dos. Adema&s exigiremos que las losetas sean
homeomorfas a discos cerrados y que sélo exista un nimero finito de losetas
distintas (dos losetas se consideraran iguales si son copias isométricas). En
esta definicién encajan la mayoria de los mosaicos que aparecen en el mundo
real, como los que se utilizan como motivo de decoraciéon y algunos de los
dibujos de M.C. Escher. La mejor referencia que se puede consultar es el libro
de Griinbaum y Shepard [1989] donde se explican éstos y otros conceptos de
manera muy detallada.

Un mosaico es periddico si existe una traslacién que lo deja invariante y
no periddico en otro caso. Consideremos ahora un conjunto de losetas; pudiera
ocurrir que todos los mosaicos que se pueden obtener con ellas sean peridédicos:
es el caso, por ejemplo, de un hexdgono regular; otra posibilidad es que con
las mismas losetas se pueda teselar el plano, a veces, de manera periédica y, a
veces también, de forma no periddica: éste es el caso de un tridngulo isésceles;
por ultimo, nuestro conjunto de losetas bien pudiera teselar siempre el plano
de manera no periédica, en cuyo caso diremos que las losetas son aperiodicas.

La existencia de losetas aperidédicas estd ligada a la resolucién de cierto
problema computacional y durante mucho tiempo se conjeturé que no existian,
hasta que Berger [1966] encontré el primer conjunto, con més de 20.000 lo-
setas. Este fue el primero de una larga lista de ejemplos cuyo tamaio ha ido
decreciendo paulatinamente hasta llegar a conjuntos formados por jdos losetas!
(es un problema abierto, encontrar una unica loseta aperiédica). El primero y
mas conocido de estos pares de losetas son el dardo y la cometa descritos por
Roger Penrose en [1974] y que aparecen en la Figura 1, donde 7 representa al
nlimero aureo.

cometa dardo

Figura 1

A cualquier mosaico del plano mediante dardos y cometas lo llamaremos
un mosaico de Penrose. Notese que los vértices de estas losetas estan “co-
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loreados” (por ejemplo, divididos en “blancos” y “negros”). Sélo se permite
que dos losetas sean adyacentes si comparten vértices del mismo color. Estos
vértices coloreados se pueden obviar si sustituimos las aristas de las losetas
por arcos de curva de Jordan adecuados, como también aparece en la Figura 1.
El coloreado de vértices, aristas y otras condiciones de tipo combinatorio se
utiliza habitualmente en la definicién de losetas aperiédicas como una forma
de simplificacion y recibe el nombre de reglas de emparejamiento.

Los mosaicos de Penrose verifican muchas y curiosas propiedades. En pri-
mer lugar se puede probar que existe una cantidad no numerable de mosaicos
distintos, sin embargo cualquier trozo finito de ellos, se repite infinitas veces
en cualquier otro mosaico. A esta propiedad se le conoce como isomorfismo
local (ver [Griinbaum y Shepard, 1989]). En general podemos decir que los
mosaicos de Penrose presentan una estructura muy regular localmente pero
bastante cadtica a nivel global.

Diez anos después del trabajo de Penrose sobre losetas aperiddicas, otros
investigadores han descubierto en la Naturaleza unas formas similares. Nos
encontramos aqui con otro ejemplo de lo que se ha dado en llamar “la irra-
zonable efectividad de las Matematicas”. Para introducir esta aplicacién es
necesario hacer una breve disgresién sobre Cristalografia y su historia maés
reciente (ver [Senechal, 1995]).

Durante mucho tiempo, los expertos en este campo han trabajado en la
suposicion de que, en el interior de un cristal, los &tomos siempre se ordenan
de forma periddica, es decir, en bloques que se repiten continuamente en 2 6
3 dimensiones. Esta suposicién estaba fuertemente contrastada por la experi-
mentacion y parecia légico pensar que, a nivel atémico, todos los materiales
se organizaban de esta forma buscando el nivel de energia minimo.

Todo esto cambié bruscamente cuando D. Schechtman [1984] de la Uni-
versidad de Haifa, descubrié una aleacién de aluminio-manganeso que, aunque
parecia tener estructura cristalina, no cumplia las normas convencionales co-
nocidas hasta la fecha. Los atomos de estos cristales no estaban espaciados
regularmente y se encontraban agrupados formando extranas disposiciones
geométricas. Desde entonces, se han sintetizado nuevos materiales similares
que han sido agrupados con el nombre de cuasicristales (en inglés, quasicrys-
tals). Estos cuasicristales suelen ser mas resistentes que los materiales con la
misma composicién quimica pero que han cristalizado de forma periddica, al-
gunos de ellos tienen mayor resistencia eléctrica a bajas temperaturas y otros
resultan ser especialmente resbaladizos.

De manera natural, los investigadores encontraron que los mosaicos de
Penrose modelaban, en algunos casos bastante bien, los resultados de la ex-
perimentacién, y dedujeron que los atomos de los cuasicristales se ordenan
en bloques o paquetes que son losetas aperiddicas y por lo tanto, no pueden
agruparse periédicamente.
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DIAGRAMAS DE VORONOI Y MOSAICOS DE PENROSE

Los mosaicos de Penrose modelan, en parte, la estructura de algunos cua-
sicristales; pero se hace necesario encontrar, de la forma mas réapida y eficiente
posible, otros tipos de losetas que puedan servir como modelos matematicos
para el resto de casos.

En este marco, nuestro grupo de investigacién ha aplicado a este pro-
blema una herramienta muy conocida en otros dmbitos de las matemaéticas,
los diagramas de Voronoi (ver [Preparata y Shamos, 1985], [O’Rourke, 1994]
y [Okabe et al., 1992] como referencias). Ello nos ha permitido desarrollar
en [Céceres y Mérquez|, los resultados necesarios para generar una cantidad
infinita de losetas aperiddicas, a partir de un conjunto dado. Ademas, las
nuevas losetas pueden utilizarse como nuevos puntos de partida para generar
otras.

Para explicar, aunque sea someramente, estos resultados es necesario in-
troducir el concepto de diagrama de Voronoi. Dado un conjunto numerable
de puntos P del plano, la region de Voronoi V(p) asociada a uno cualquiera
p estd formada por todos los puntos del plano més cercanos a p que a ningin
otro punto de P o mas exactamente:

V(p) = {z € R?*/minlg — z|| = [|p — [}
qeP

El conjunto de regiones de Voronoi asociadas a los puntos de P constituye
una subdivisién del plano que denotaremos por Vor(P) y que llamamos el
diagrama de Voronoi de P (en la Figura 2 tenemos un ejemplo de diagrama
de Voronoi de diez puntos).

Figura 2

La idea central de nuestro trabajo es la siguiente: imaginemos por un
momento que dibujamos una cantidad finita de puntos en el dardo y la cometa
y luego teselamos el plano. Obtendremos de esta manera, un conjunto infinito
de puntos que llamaremos una nube de Penrose; calculamos luego el diagrama
de Voronoi de esta nube y comprobamos que se verifica el siguiente resultado:
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Teorema 1 FEl diagrama de Voronoi de una nube de Penrose es un mosaico
no periodico.

Este teorema, como otras muchas conclusiones que obtendremos, son vali-
das en un contexto mas amplio, pero como el dardo y la cometa de Penrose son
las losetas aperiddicas mas conocidas, hemos preferido cenirnos a este caso.

En el nuevo mosaico no periédico que hemos obtenido, las losetas son
las regiones de Voronoi del diagrama. Sin embargo, las nuevas losetas no son
inicialmente aperiddicas, porque puede darse el caso de que teselen el plano
periédicamente. Un ejemplo de ésto es el de la Figura 3, donde aparece un
rombo que trivialmente recubre el plano de forma periédica. Nuestro préximo
objetivo es construir unas reglas de emparejamiento para estas regiones tales
que nos garanticen que cualquier mosaico que construyamos con las mismas
serd no periédico, y, por tanto, obtengamos un conjunto aperiédico de losetas.

Toda nube de Penrose se genera a partir de un mosaico de Penrose sub-
yacente. Pues bien, las reglas que proponemos se generan de forma natural a
partir de éste. En cada una de las regiones dibujaremos la porcion del mosai-
co que contiene (como puede verse en la Figura 3) y s6lo permitiremos que
dos regiones sean adyacentes si con ello se obtiene una parte susceptible de
pertenecer a un mosaico de Penrose.

@fg@

Figura 3

Es posible que dos regiones de Voronoi del mismo tipo contengan diferentes
partes del mosaico subyacente. En ese caso, distinguiremos las regiones como
losetas diferentes, aunque la regularidad de la estructura local de los mosaicos
de Penrose nos asegura que el nimero total de losetas sigue siendo finito. Las
ideas anteriores se recogen en el siguiente resultado.

Teorema 2 Dado un diagrama de Voronoi de una nube de Penrose, es po-
sible dar un conjunto de reglas de emparejamiento para sus regiones tal que
cualquier mosaico que se construya con ellas, siguiendo tales reglas, induzca
un mosaico de Penrose. Ademds, si un conjunto de estas regiones se puede
construir a partir de dos mosaicos subyacentes distintos, las reglas de empa-
rejamiento que obtenemos son independientes del mosaico elegido.

A partir de ahora, a las losetas que obtengamos utilizando tanto la cons-
truccién como las reglas de emparejamiento anteriores las llamaremos losetas
Voronoi-Penrose.
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PROPIEDADES Y ALGORITMOS

Vamos a mostrar ahora muy brevemente algunas de las propiedades de
las losetas de Voronoi-Penrose, asi como un método algoritmico para su cons-
truccion.

Como las losetas son copias de regiones de Voronoi es evidente que com-
parten las propiedades de estas tltimas, como la convexidad. También muchas
de las propiedades del dardo y la cometa son heredadas por estas losetas, co-
mo, por ejemplo, el isomorfismo local. Merece la pena destacar una propiedad
de los mosaicos de Penrose que todavia no hemos mencionado y es su simetria
pentagonal. Esta simetria (que también poseen las losetas de Voronoi-Penrose)
es caracteristica de muchos cuasicristales y hace pensar a los investigadores
que los mosaicos como los que estamos describiendo pueden ayudar a explicar
la estructura de estos nuevos materiales.

Un 1ltimo hecho destacable intrinseco a las losetas de Voronoi-Penrose es
que podemos construir conjuntos de estas losetas tan grandes como queramos.

Teorema 3 Para cualquier n € N, n > 5, existe un conjunto de al menos, n
losetas de Voronoi-Penrose.

La idea de la demostracion no es dificil de explicar. Partimos del ejemplo
de la Figura 3, que contiene cinco losetas, y vamos anadiendo més puntos a
la nube, de manera conveniente, para obtener nuevas regiones. El resultado
anterior asegura que siempre existe una forma de hacerlo.

Para encontrar un algoritmo que nos permita calcular, a partir de una
nube de Penrose, las losetas de Voronoi-Penrose es necesario introducir algunos
conceptos y resultados.

En un mosaico, llamaremos un parche a cualquier conjunto finito de losetas
cuya unién sea homeomorfa a un disco cerrado. Dada una loseta concreta, su
1-parche sera el conjunto de sus vecinos o aquellas losetas con las que tiene
interseccién no vacia. El 2-parche de una loseta se define como los vecinos de
las losetas de su 1-parche y asi sucesivamente. El siguiente resultado nos da
una cota de los puntos de una nube de Penrose que influyen en la regién de
uno dado.

Lema 4 Todos los puntos que comparten una arista de Voronot con p en una
nube de Penrose se encuentran en el 3-parche del dardo o la cometa donde
estd contenido p.

Es necesario considerar 3-parches, ya que este resultado no es cierto para 2-
parches. A partir del lema basta con considerar todos los 3-parches posibles
para un dardo y una cometa (que son once) y calcular en ellos las regiones
de Voronoi que se obtienen con una nube de Penrose concreta. Concluiremos
con la descripcién de las losetas de Voronoi-Penrose anadiendo las reglas de
emparejamiento que propusimos, la cuales también pueden ser implementadas
algoritmicamente.
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TRIANGULACIONES DE DELAUNAY Y EMPAREJAMIENTOS

Para finalizar, vamos a presentar dos cuestiones relacionadas con la cons-
truccion que acabamos de desarrollar. En primer lugar, parece inmediato pre-
guntarse si es posible conseguir los mismos resultados al sustituir el diagrama
de Voronoi por su dual: la triangulacion de Delaunay (ver [Preparata y Sha-
mos, 1985], [O’Rourke, 1994], [Okabe et al.,1992]), que es la triangulacién que
se obtiene a partir de un conjunto de puntos (en nuestro caso, una nube de
Penrose) donde se han unido aquellos cuyas regiones de Voronoi comparten
una arista.

Con esta idea no sdlo se generan losetas convexas sino ademas triangulares;
aunque hay que salvar una pequena dificultad técnica y es que para toda nube
de Penrose (siguiendo la definicién que hemos dado de triangulacién de De-
launay) aparecen ciertas regiones poligonales convexas que no son tridngulos,
lo que algunos autores [Okabe et al., 1992] llaman una peritriangulacion. Bas-
taria entonces, completar los poligonos de k lados con k£ — 1 diagonales para
obtener una triangulacién de Delaunay.

La mayoria de los resultados que se prueban para diagramas de Voronoi
tienen aqui un andlogo: asi la triangulacién de Delaunay de una nube de Pen-
rose es un mosaico no periddico y a los tridangulos se les puede asignar una
serie de reglas de emparejamiento para obtener nuevos conjuntos de losetas
aperiddicas.

Otra cuestién en la que estamos interesados surge al considerar un proble-
ma aparentemente diferente. En un conjunto de puntos arbitrario P diremos
que se ha definido un emparejamiento euclideo si se pueden unir pares de pun-
tos por medio de segmentos de manera que todo punto esté unido exactamente
con otro y los segmentos no se corten. Cuando los puntos son vértices de un
grafo, hablaremos de un emparejamiento perfecto si a las condiciones anterio-
res afiadimos el que los vértices unidos sean también adyacentes en el grafo.
Enunciemos un resultado sobre estos emparejamientos en nubes de Penrose.

Teorema 5 FErxiste un emparejamiento euclideo en toda nube de Penrose.
También es posible encontrar un emparejamiento perfecto en una triangula-
cion de Delaunay.

Como comentario, resulta que no es dificil encontrar un emparejamiento
perfecto entre los vértices de un diagrama de Voronoi de una nube de Penrose.
Sin embargo, el segundo tipo de emparejamientos mencionados en el teorema
no ha podido ser calculado algoritmicamente y no hemos encontrado ningin
otro computable. Estamos sinceramente convencidos que la siguiente conjetura
es cierta.

Conjetura 6 Consideremos un diagrama de Voronoi y su triangulacion de
Delaunay, ambos relativos a una nube de Penrose. No existe un empareja-
miento perfecto que pueda ser definido algoritmicamente.
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