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Introduccion

Cualquier fenémeno natural en Ciencias de la Vida muestra unas caracteristicas
muy complejas en relacion al conjunto de variables implicadas, sus relaciones, y la di-
namica intrinseca de todas ellas. Por ello, estos fenémenos deben ser tratados desde
algunas de las perspectivas desarrolladas por las denominadas Ciencias de la Comple-
jidad ([77, 2, 17, 16, 42, 103]). Una de las aproximaciones més comunes es describir los
fenémenos como sistemas complejos, normalmente representados como un conjunto de
nodos (variables) y sus relaciones (conexiones entre variables), lo cual produce un grafo
generalmente muy elaborado. Estos sistemas poseen, de manera natural, una dindmica.
Por ello, cualquier sistema complejo puede ser descrito desde la red que tejen sus nodos

y enlaces, asi como en relacion a la dinamica que se desarrolla entre los mismos.

500 1000 1500

Fig. 1: Red compleja y su dindmica.

Por otra parte, la diversidad de la vida en la tierra en gran parte se explica por
el hecho de que casi todas las especies deben interactuar con otras para sobrevivir y
reproducirse. Las especies compiten, depredan y forman relaciones mutualistas con
otras especies. La mayor parte de las plantas del planeta dependen de animales que
polinizan sus flores o dispersan sus semillas. Por consiguiente, la red de interacciones

entre plantas y animales de cualquier ecosistema involucra una combinacién de relacio-

X
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nes mutualistas y antagonistas que varia entre las especies y ecosistemas en un mundo

en constante cambio ([75]).

Desde hace unas décadas ésta es precisamente la manera en la que se procede en
Ecologia cuando se pretenden analizar las interacciones en ecosistemas reales en dis-
tintas partes de la Tierra (ver, por ejemplo, [17, 16, 67]). Encontramos este tipo de
aproximacién en los estudios en Ecologia Tedrica de los equipos de los Profs. Bas-
compte (Bascompte Lab, http://www.bascompte.net) y Jordano (Pedro Jordano Lab,
http://ebd10.ebd.csic.es/), los cuales, para decenas de ecosistemas reales distribuidos
en distintas zonas del planeta (ver www.web-of-life.es o [87]), analizan con detalle la
arquitectura (composicién) en la que éstos aparecen dispuestos. Los sistemas estudia-
dos son de tipo mutualista, es decir, determinados por relaciones de cooperacion entre
las distintas especies o nodos presentes. En particular, estos ecosistemas pueden ser
descritos a partir de grafos bipartitos, en los que dominan relaciones de competicién
entre las especies de cada subgrafo, mientras que son las relaciones de cooperacion las

establecidas entre las especies de los dos grupos que constituyen el sistema completo.

Fig. 2: Grafo bipartito.

Sus estudios (ver [14, 15, 19, 94, 89]) conducen a la importante conclusién de que, de
forma generalizada, todos estos ecosistemas de tipo mutualista se organizan siguiendo

un patréon comin muy determinado, que presenta las siguientes caracteristicas:

a) Presencia de especies generalistas, aquellas que estén relacionadas con muchas
especies, poco comunes; y especialistas, las que estan conectadas a un pequeno

nimero de especies, las mas frecuentes.

b) Organizadas desde relaciones anidadas, encajadas; es decir, las especies especia-
listas interactiian con subconjuntos del conjunto de conexiones de un generalista,

lo cual crea unas matrices de adyacencia como en la Figura 3:
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Fig. 3: Relacién de anidamiento. (Modificada de Bascompte et al. 2003)

¢) Y donde las interacciones entre dos especies de cada grupo son asimétricas; es
decir, las conexiones entre dos especies tienen pesos diferentes en funcion de la
direccién de conexion. Los especialistas de cada grupo tienden a tener una fuerte

interaccién con los generalistas del otro grupo.

De esta manera, las redes complejas generadas poseen una estructura muy bien
determinada, lo cual explica tanto lo robusto del sistema ante posibles perturbaciones
de las relaciones entre las variables del mismo, como su tendencia a maximizar la
biodiversidad en él (ver [14, 15, 19, 94, 89]).

Como podemos observar, estos grafos o redes complejas nos muestran una visién fija,
estatica, del conjunto de relaciones en los sistemas mutualistas. Denominaremos a este
grafo la red fenomenoldgica, por proceder de manera natural de la observacion directa
del fenémeno estudiado. Sin embargo, es evidente que tanto nodos como conexiones
gozan de una dinamica propia, de evolucién, a medida que el tiempo transcurre. Por
ello, en Bascompte et. al [19] se introduce un modelo dindmico que, preservando la red
fenomenolégica, incorpora una dindmica sobre cada uno de los nodos del sistema. Asi,

se introduce el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:
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A

ds,, & S
sz - sz‘ (api - Z/Bpijspj + Z ’yplkA - )

k= 1 1+hPZl 17101'18&1

1+hA Zl 171111 DI
Spl(o) - Spio

\ Sai(o) = SaiO

donde P es el numero total de plantas y A el numero total de animales. En el citado
estudio consideran que las plantas / animales estan en competicién entre si, y plantas
y animales cooperan entre ellos. S, y S, son las densidades de la poblacién para la
i-ésima especie de planta y animal, para cada p; con 1 < < Py a; con 1 <i < A
respectivamente. Los numeros reales o, y «,, representan las tasas de crecimiento
intrinseco, los pardmetros 3, > 0y B,,; > 0 son las intensidades de las interacciones
competitivas, v, > 0y 7, > 0 las intensidades de los enlaces mutualistas, y los
parametros hp y h4 se pueden interpretar como tiempos de manipulacion, es decir, el
tiempo utilizado por el polinizador o dispersor de semillas en manipular o interactuar

con la flor o la planta.

Observemos que el sistema mantiene la estructura bipartita del grafo inicial, con
relaciones de competicién en el interior de cada subgrafo, y de cooperacién (mutua-
lismo) entre subgrafos. Gracias a este conjunto de ecuaciones diferenciales se puede
describir la evoluciéon temporal de la densidad poblacional para cada una de las especies
involucradas, pues cada una de ellas posee una ecuacién que describe su dindmica en

el tiempo.

En el presente trabajo consideramos el modelo dindmico (0.0.1) con hp = hy = 0.
Es decir,

duz )
o u; (apz Z,Bpmuj + Z'ypzkvk> 1=1,..., P,

dv; ,
v =V | Qq;, — Z 6aijvj + Z ’Yaikuk 1= 17 ) A (002)
dt j=1 k=1
UZ(O):Ul()ZO izl,...7p,
\ Ui(()):UiO >0 izl,...,A7

donde u; y v; representan las biomasas de las plantas y los animales, respectivamente,
Qp,, 0, € R son las tasas de crecimiento, By, B4;; = 0 las tasas de competencia en cada
subsistema, ¥ vp,,, Ya; = 0 la intensidad de la interaccion mutualista entre las especies

de los dos subsistemas.
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Objetivos

En Bascompte y Jordano [17], tras una descripcién de las ideas principales arriba
indicadas, se enuncian dos importantes problemas en relaciéon a la modelizacién de

redes mutualistas:

1) El campo requiere de una exploracién apropiada de como las redes mutualistas

cambian a lo largo del tiempo y en el espacio (redes dindmicas).

2) Igualmente, es necesario el desarrollo de una teoria matemética de las redes mu-
tualistas, de manera que haga de puente entre la interrelacién entre estructura y

dindmica en este tipo de redes complejas.

Asi, el objetivo principal de este trabajo es el andlisis matematico de sistemas
de ecuaciones diferenciales que modelan redes complejas resultantes de ecosistemas
reales de tipo mutualista. Por tanto, investigaremos basicamente el segundo tema
indicado. En particular, el rango de condiciones necesarias para la coexistencia de
todas las especies en un sistema mutualista (en linea a lo analizado también en [89]).
Mostraremos como la arquitectura de redes observadas en la naturaleza maximiza, en

cierto sentido, el rango de las condiciones para la coexistencia de las especies.

Estudiamos el conjunto de condiciones que conducen a la coexistencia estable de
todas las especies dentro de una comunidad modelada por (0.0.2). Ademéds, aportamos
resultados sobre la existencia del punto de equilibrio factible para cualquier conjunto de
valores de pardametros dado, asi como el rango de los mismos en los cuales la coexistencia

de todas las especies es estable.

Daremos evidencia analitica y numérica de que el punto de equilibrio factible, en el
cual todas las especies tienen una abundancia positiva, depende en gran medida y de

forma continua de los valores de las tasas de crecimiento consideradas.

Para ello, hemos separado el trabajo en cinco capitulos en el que se desarrollan los
temas tratados y resultados alcanzados. En el capitulo final se exponen las conclusiones

logradas, asi como los problemas abiertos y posibles nuevas lineas de investigacion.

Capitulo 1

En el primer capitulo, tras presentar algunos conceptos basicos y resultados impor-
tantes del modelo general Lotka-Volterra (L — V') y su adaptacién asociada al problema

de las redes mutualistas, damos una condicién necesaria y suficiente en los pardmetros
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del modelo para la existencia de una tnica solucién global del sistema (0.0.2), expresada

en el siguiente resultado:
Teorema 0.0.1. 1. Supongamos = min{f, } < 1,5, = min{f,,;} < 1, 1 =
max{y,,}, 72 = max{y,,,}, y se tiene que

1+ 51(P—1)1+4 (A1)
P A '

772 < (0.0.3)

Entonces, existe una unica solucion positiva acotada de (0.0.2), para todo t > 0.

2. Supongamos B = By, = Ba;s M1 = Ypijs V2 = Vay, & = Qp, = Qq, > 0 para todo
1,7, Yy se cumple que

1+8P—-1)1+p5(A-1)
P A '

M2 > (0.0.4)

Entonces, la solucion de (0.0.2) explota en tiempo finito.

Para demostrarlo, recurrimos al método de sub y supersoluciones, aplicado a un

sistema bidimensional de tipo Lotka-Volterra cooperativo (ver (1.2.10)).

El estudio de la estabilidad local del sistema (0.0.2) esté relacionado con los puntos
de equilibrio y la matriz Jacobiana asociada a los mismos. Asi, si los autovalores de
la matriz Jacobiana evaluada en un punto de equilibrio tienen la parte real negativa,
entonces el equilibrio serd localmente estable. En cualquiera de los casos, la obtencién
de los puntos estacionarios es fundamental; desafortunadamente en la practica no es

nada sencillo de realizar.
Definicién 0.0.2. Para el modelo general (L — V'), escrito vectorialmente como,
= u(a+ Au) (0.0.5)

donde o € R™ y A = (a;j) es una matriz real, los puntos de equilibrio (llamados también
puntos soporte, fijos o estacionarios) son soluciones n—dimensionales del sistema de

ecuaciones
U; <Oéi + Z aijuj> = 0, 1= 1, ey N (006)
=1

En el caso del sistema (0.0.2), los puntos de equilibrio son las soluciones del sistema

(0.0.6) para P + A ecuaciones y P + A incégnitas. El nimero de puntos de equilibrio
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seria del orden de 2°+4

si la matriz es no singular que, como veremos, es nuestro caso.
De éstos, los que tienen significado biolégico son aquellos que no tienen alguna de
sus componentes negativas, esto es, necesitamos las soluciones no negativas del sistema
(0.0.6). Adicional a esto, puesto que el interés es obtener condiciones en los pardmetros
para que la mayor cantidad de especies permanezcan, significa que de entre todas estas
soluciones debemos encontrar condiciones para asegurar la existencia de un punto que

tenga sus P + A componentes mayores a cero.

Para ello, desarrollaremos una forma equivalente de buisqueda de este punto estacio-
nario describiendo nuestro modelo (0.0.2) como un Problema de Complementariedad

Lineal (LCP, por sus siglas en inglés).

El problema de complementariedad lineal es un problema de la teoria de la pro-
gramacion matematica que consiste en: dado un vector ¢ € R™ y una matriz M
de orden n X n, encontrar un par de vectores (w,z) € R*" | w = (wy, ws, ...,wn)T,

z=(z1, .., zn)T, tales que

w=q+ Mz
w>0, 2>0 ywz =0para todoi=1,...,n.

Los tnicos datos en el problema son el vector ¢ y la matriz M. Ademas, en cualquier
solucién, al menos una de las variables en cada par (wj, z;), tiene que ser igual a cero.
Se denota LC'P (q, M), y se dice que LCP es de orden n.

Por tanto, como el sistema (0.0.2) puede ser escrito en la forma (0.0.5) donde «
es el vector de las tasas de crecimiento intrinseco, y A es la matriz de adyacencia del

sistema, podemos aplicar el siguiente resultado relacionado con los problemas LC P:

Lema 0.0.3. El problema de complementariedad lineal (—a, —A), donde o y A son
como en (0.0.5), es equivalente al problema de encontrar un punto de equilibrio no

negativo u* del sistema (L — V') (0.0.6) que satisfaga

a; + Zaiju; <0 para i=1,...,n. (0.0.7)
j=1
A un punto estacionario que verifique (0.0.7) se le denomina saturado. La existencia
y unicidad de una solucién para el problema LCP (—a,—A) estdn asociadas a las

caracteristicas de la matriz A.

Definicién 0.0.4. St A es una matriz real de orden n, se dice que es de clase S, 0
Lyapunov-estable (ver [10]), si existe una matriz diagonal positiva W tal que la matriz
simétrica WA + ATW es definida negativa.
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Definicién 0.0.5. Si A es una matriz real de orden n, A se dice que es una P-matriz,

A € P, si, y solo si, todos los menores principales de A son positivos.
Se tiene el siguiente resultado que relaciona las matrices de clase .S, y las P—matrices.
Lema 0.0.6. Si A € S,,, entonces —A es una P-matriz.

El siguiente teorema da una condicién necesaria y suficiente sobre la matriz A para

la existencia y unicidad de soluciones en los problemas LC'P [81].

Lema 0.0.7. El problema de complementariedad lineal LC'P(—«a, —A) tiene una tinica

solucion para cada b € R™ si y solo si —A es una P — matriz.

Determinar las condiciones para que una matriz sea una P-matriz es complicado,
por lo que si podemos determinar las condiciones para que la matriz de adyacencia de
(0.0.2) sea A € S,,, —A serd una P-matriz.

Como el estudio del sistema (0.0.2) considera la matriz de conexiones de la red
ecologica para la formacién de la matriz de coeficientes, necesitamos asegurar que las
distintas posibilidades de conexiones nos generen una matriz de clase S,,. El siguiente
resultado (Teorema 1.5.4, ver también [52]) nos da condiciones suficientes para que la

matriz de coeficientes de (0.0.2) sea de clase S,,:

Teorema 0.0.8. Supongamos que la matriz A de (0.0.2) satisface

1+ By (P — 1)1+ Bo(A—1)
P A

772 < (0.0.8)

donde By = min{B,,;} < 1,58, = min{fy,} < 1,71 = max{y,,}, 7 = max{y,,}
Entonces la matriz A es de clase S,,.

Este resultado es muy importante, ya que la condicién para que la matriz de adya-
cencia sea de clase S, es la misma condicion que se impone para la existencia y unicidad

de soluciones para (0.0.2).

La estabilidad global del punto de equilibrio encontrado esta garantizada por el

siguiente resultado.

Teorema 0.0.9 (Takeuchi y Adachi [110]). Supongamos que A € S,,. Entonces el
sistema (L—V') (0.0.6) tiene un punto de equilibrio u* saturado para cada o € R™ que,

ademds, es globalmente estable en R’} .
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Si bien el problema de complementariedad lineal no nos asegura explicitamente la
existencia del punto de equilibrio factible positivo para el sistema (0.0.2), la existencia
de este punto estacionario globalmente estable queda garantizada por la eleccion del
vector a de las tasas de crecimiento intrinseco de las especies como combinacion lineal
positiva de las columnas de la matriz de coeficientes del sistema. Esto lo veremos en
detalle en los Capitulos 3 y 4. Una matriz A € R™*P genera un cono convexo (ver
Definicién 1.3.2) tomando las combinaciones lineales no negativas de las columnas de

A. Este cono, denotado pos(A), esta dado por
pos(A) = {¢ € R™ : ¢ = Av para algin v € R } .

Describiremos con detalle la manera en la que se relaciona la estabilidad global de
cada punto estacionario con el cono de valores del parametro «, donde, ademas, la
union de conos asociados a los puntos estacionarios constituyen una particién de todo

R™ (Teorema 1.3.16). Se tiene ademaés el siguiente resultado

Teorema 0.0.10. Supongamos que LCP(«, M) tiene una tinica solucién. Entonces la

unica solucion de LCP(a, M) es una funcion lineal a trozos en a € R™.

De esta manera, en el marco desarrollado, damos las condiciones para que las ma-
trices de conexiones y sus matrices de coeficientes nos aseguren al menos una solucién
saturada globalmente estable. Ello nos permitira, en las simulaciones numéricas del
Capitulo 4, comparar los resultados en campo medio (todas las conexiones entre todas
las especies estan presentes), competencia (no hay relaciones de mutualismo) y anida-
miento (matriz de adyacencia organizadas en pocos generalistas y abundantes especies
especialistas), verificando que no necesariamente necesitamos una red completa (campo
medio) para garantizar la persistencia del mayor nimero de especies, haciendo aparecer
al concepto de anidamiento como crucial a la hora del estudio de la biodiversidad de

un ecosistema.

Capitulo 2

La teoria de Sistemas Dindmicos realiza el andlisis cualitativo de las soluciones
de sistemas de ecuaciones diferenciales, tanto en dimensién finita como infinita. Es
precisamente esta aproximacion la que adoptaremos en esta Memoria a la hora de tratar
de entender la evolucién temporal de las especies involucradas en nuestros sistemas
mutualistas. Por sistema dindmico {7'(t) : t > 0}, T'(t) : X — X con X espacio
métrico, se entiende la representacion funcional de la soluciéon de un problema real

o del modelo matematico que lo describe, en nuestro caso la solucién del sistema de
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ecuaciones (0.0.2). Geométricamente, un sistema dindmico describe el movimiento de
puntos en un espacio métrico (X, d) (espacio de fases) a través de las curvas definidas

por el sistema diferencial de ecuaciones considerado [86].

El concepto de atractor global ([12, 29, 56, 58, 68, 88, 97, 111, 117]) jugard un papel

fundamental.

Definicién 0.0.11. Un conjunto A C X es el atractor global para un semigrupo
T(-) si

(i) A es compacto;
(i1) A es invariante; es decir, T(t)A = A para todo t > 0,

(iii) A atrae a cada subconjunto acotado de X, es decir, dado D C X acotado, se
tiene que
lim dist(T(t)D, A) =0,

t—o00

donde dist(A, B) = sup,c 4 infrep d(a,b).

En un espacio de fases (en nuestro caso, el ortante positivo de RF*4), el atrac-
tor global es el menor cerrado que existe con la propiedad de atraer las soluciones,
uniformemente para conjuntos acotados de datos iniciales. Veremos que nuestro sis-
tema posee atractor global (Teorema 2.4.1). Sin embargo, si solo pudiéramos llegar a
esta afirmacion (existencia del atractor global), la informacién obtenida para nuestro

modelo seria aun deficitaria, y quizas de poca utilidad en Ecologia.

Una de las propiedades mas interesantes de los atractores, y también dificil de probar
matematicamente, es describir el atractor como la unién de nodos conectados por

soluciones globales que marcan la manera en que el atractor se configura ([29, 56, 58]).

Definicién 0.0.12. Sean {T'(t) : t > 0} un semigrupo no lineal en un espacio métrico

X y E un conjunto invariante para €l. Se define:

(b) La variedad inestable de E como
W (E) :={z € X : existe £ : R — X solucidn global con £ (0) = x
tal quetgr_noo dist (£(t),E) =0}.
(b) La variedad estable de E como

W (E) = {x € X : lim dist (T (t) z, E) = o} .

t—o00
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Definicién 0.0.13. Sea {T'(t) : t > 0} un semigrupo no lineal en un espacio métrico X
y S :={FE1, Es, ..., E,} una familia finita disjunta de conjuntos invariantes aislados.
Diremos que {T'(t) : t > 0} es un semigrupo gradiente generalizado respecto de la
famalia S, cuando existe una funcion V : X — R satisfaciendo las cuatro propiedades

siquientes:
(i) V es una funcion continua.

(i) V es no creciente a lo largo de soluciones, es decir, para todo v € X la funcion
real [0,00) 5t — V(T (t)z) € R es no creciente.

(111) Si para algin x € X se tiene que V (T (t)x) = V (x) para todo t > 0, entonces
x € FE para algun E € S.

(iv) V es constante sobre cada subconjunto invariante aislado perteneciente a S, o sea,
para cada E € S existe un niumero real L = L (F) tal que V (z) = L cualquiera

que sea x € F.

Una funcién V' : X — R que cumple estas cuatro propiedades se llama una funcién
de Lyapunov generalizada para T () asociada a la familia S.

En concreto, tenemos el siguiente resultado:

Corolario 0.0.14. Sea {T'(t) : t > 0} un semigrupo gradiente generalizado respecto de
la familia disjunta de conjuntos invariantes aislados S := {Ey, Es, ..., E,} acotados.
Si {T(t) : t > 0} posee atractor global A, entonces A se escribe como la union de las

variedades inestables de los conjuntos invariantes aislados pertenecientes a S, es decir,
n

A=W (E). (0.0.9)
j=1

Es lo que se denomina un atractor de tipo gradiente, consecuencia de ser el sistema
dindmico asociado también gradiente. A la familia S = {F1, Es, ..., E,} la denomina-

remos descomposicion de Morse del atractor global A.

En nuestro caso, vamos a poder describir el atractor global como la unién de las
variedades inestables asociadas a los puntos estacionarios en el cono positivo de so-
luciones. Es éste el cometido del Capitulo 2, en el que hemos de adentrarnos en la
Teoria de los conjuntos de Morse y funciones de Lyapunov para poder llegar a nuestro

resultado principal (ver [51, 52]).

Teorema 0.0.15. Supongamos que A € Sy, y E :={uf, ..., u:} es el conjunto de pun-

tos estacionarios para (0.0.6). Entonces E define una descomposicion de Morse para



XX Introduccién

el atractor global A de (1.2.8). Como consecuencia, (0.0.6) es un sistema gradiente.
En particular, dado z € A\ E existe i < j € {1,...,m} tal que

i [fufts2) = 31| =0y Jim [fu(ts =) = ]| = 0.
Para la consecucion de este resultado es fundamental el Teorema 0.0.9.

El Teorema 0.0.15 nos proporciona una informacién muy relevante en relacion a
los distintos escenarios futuros para nuestros sistemas mutualistas. La consecuencia
fundamental radica en poder observar el atractor global como una nueva red compleja,
muy distinta en general a la red fenomenolégica, mucho mas complicada, y que, de
manera natural, y por propia definicién, nos proporciona toda la informacién para la
dindmica futura del sistema. Por ejemplo, desarrollaremos en el Capitulo 3 que a una
misma red fenomenoldgica de tres nodos corresponden ocho redes (generadas por las
ocho estructuras que puede adoptar su atractor global) de hasta 8 nodos.

Debemos observar que el aumento de complejidad entre redes fenomenolégicas y
redes complejas atrayentes es de tipo exponencial, de manera que a una red de N
nodos le corresponde un red del orden de 2V nodos y N2V conexiones [42, 43], lo cual
implica, por ejemplo, que a una red de solo 12 plantas y 14 animales le corresponden
decenas de millones de puntos estacionarios, de los cuales algunos millones pertenecen
al cono positivo de soluciones y conforman la red compleja atrayente a la que nos

estamos refiriendo, y que determina toda la dinamica del sistema.

Esta constituye quizas la aproximacion metodolégica mas importante que propo-
nemos en la presente Memoria, a saber, en el estudio de redes complejas asociadas a
diversos fenomenos (en nuestro caso redes mutualistas), el principal objeto a estudiar
para el andlisis de su dindmica es la nueva red resultante expresada por el grafo que

dibuja el atractor global asociado (ver [51]).

Nuestro modelo de referencia (0.0.2) posee una dependencia determinante de los
parametros presentes en el mismo, en especial «, 31, 82,71, V2. El estudio de la depen-
dencia de la estructura del atractor de los parametros presentes en el sistema es siempre
un problema de especial relevancia y dificultad. En el Capitulo 1 desarrollamos una
perspectiva que nos permite, de una manera decisiva, entender la dependencia de los
parametros de crecimiento intrinsecos, denotados por «;, de la estructura del atractor,
y mas concretamente del punto estacionario globalmente asintéticamente estable dado
por el Teorema 0.0.9. Como ya se mencion6 en el Capitulo 1, una manera equivalente

de buscar este punto estacionario para nuestro modelo (0.0.5) son los problemas de
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complementariedad lineal (LCP), donde el concepto de cono complementario es funda-

mental.

Los resultados del Capitulo 1 en relacién al LCP y los conos asociados a los para-
metros nos permiten entender con mucha precision como se producen los cambios de
la red compleja atrayente a medida que cambiamos el parametro «, lo cual ha sido ex-
plotado en el Capitulo 3, y en especial en el Capitulo 4, en el que diversas simulaciones

numéricas de distintos ecosistemas mutualistas han sido analizadas en profundidad.

Capitulo 3

En este capitulo se proporciona evidencia matematica de los resultados obtenidos en
los capitulos anteriores para un modelo simplificado (ver [50]). Un sistema mutualista
3D en el que encontramos dos plantas (u; y uz) en competencia y un polinizador (u3)

con relaciones de cooperacion con ellos

uy = uy(oq —uy — Bug + rug)
ul = ug(g — ug — Puy + yrus)

0.0.10
us = ug(az — ug + Yauy + Yaus), ( )
(ul (0)7 Ug(O), U3(0)) = (u(l)a U(Q]a Ug),

donde a1, as,a3 € R, 0 < 5 < 1, 71,7 > 0y suponemos condiciones iniciales positivas.

En ausencia del polinizador se obtiene un sistema competitivo Lotka-Volterra 2D
para el que todo su comportamiento dindmico es muy conocido en la literatura (véanse,
por ejemplo, [79, 109] y el Lema 1.2.6).

Primero demostramos resultados de existencia, unicidad y extincién para (0.0.10).
Luego se estudian los puntos fijos y su estabilidad. La permanencia del modelo se
muestra a continuacién. La interpretacion bioldgica de este modelo se discute mediante

el andlisis de las regiones de los parametros y las simulaciones para los siguientes casos:

(a) Fenémeno 1, en el que analizamos la manera en la que el mutualismo aumenta
la biodiversidad del sistema. En efecto, estudiamos con precisién las zonas en las
que especies que tienden a la extincion son recuperadas gracias a la presencia de

conexiones de tipo cooperativo.

(b) Fenémeno 2, en que damos razén matemdtica de un hecho sorprendente ana-
lizado en [94], a saber, que la presencia de especies mutualistas aumentan la

diversidad, incluso en el caso en que éstas tiendan a la extincién. El estudio de
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este caso nos permite concluir, en linea con [107], que el modelo presentado en [19]
necesita incorporar acoplamiento entre parametros, es decir, el considerar que los
pardmetros en la red compleja no se mueven cada uno como medidas indepen-
dientes, lo cual abre un extenso campo de estudio, que abordamos basicamente
en el Capitulo 4 (ver también [89]).

El problema de complementariedad lineal es tratado para este caso tridimensio-
nal, y gracias a poder ser interpretado graficamente, se exponen claramente las ideas
que son usadas para dimensiones mayores. En particular, observaremos claramente la
estructura de los conos en R? que generan los casos de campo medio, anidamiento y
competicion, describiendo con precision la manera en que el estado de anidamiento pue-
de crear biodiversidad maxima (en este caso, permanencia de las tres especies), incluso

si campo medio o competicién poseen especies que van a la extincién (ver Seccién 3.4).

Capitulo 4

Una de las contribuciones méas importantes de esta Memoria supone el desarrollo
de un Laboratorio Virtual de Redes Mutualistas. Se trata de uno de los aspectos en el
que mas esfuerzo hemos depositado, tratando de elaborar un simulador para el analisis
de la dindmica en redes mutualistas. El programa ha sido desarrollado en MATLAB
R2013a, en su ambiente grafico GUI, lo que nos permite un control sencillo y amigable
de la aplicacion sin necesidad de escribir comandos para su ejecuciéon. La inclusion de
botones, graficos y controles deslizantes hacen que esto sea posible. En el programa
podemos ingresar el nimero de plantas y animales con los que deseamos trabajar, asi
como la matriz de conexiones y los parametros del modelo. Ademas, se dispone de un
listado de redes reales que se pueden escoger. Las distintas opciones y pantallas nos
permiten fijar a voluntad los valores de los parametros y simular la red en distintas

situaciones.

Los resultados numéricos de las simulaciones estan relacionados principalmente en
cémo influye la arquitectura de la red en la dinamica de un ecosistema mutualista.
Por arquitectura hemos de entender dos aspectos, ambos fundamentales para poder

describir cualquier sistema complejo:

(i) La estructura del sistema, es decir, la descripcién y caracteristicas de los grafos

existentes.

(ii) La intensidad de las conexiones y nodos, expresadas a partir de los pardmetros

del sistema.
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Es el comportamiento de estos dos aspectos en los que hemos centrado los experi-
mentos principales que presentamos en esta Memoria, realizados a partir del simulador
de redes propuesto. Para ello, hemos fijado catorce ecosistemas reales, que aparecen
en Interaction Web Database, que contiene datos publicados sobre redes y es auspici-
ada por el Centro Nacional para el Andlisis Ecoldgico y Sintesis de la Universidad de

California, y que resumimos en la tabla siguiente:

Base Datos Tipo Nro. de especies NODF Ubicacién

Beehler (1983) DS 9 pédjaros-31 plantas. 0.676601 Papua Nueva Guinea.

Sorensen (1981) DS 12 plantas.-14 pdajaros. 0.42707 Wytham woods, Oxford, South Britain.
Snow & Snow (1971) DS 65 plantas.- 14 pdjaros. 0.426231 Trinidad, 1960- 1961

Snow & Snow (1988) DS 35 plan.- 20 pdjaros 0.53137 Birds and Berries. Calton, England.
Arroyo et al. (1982) PP 87 plantas -98 polinizadores 0.151139 Andes Chilenos.

Arroyo et al. (1982) PP 43 plantas - 62 polinizadores 0.179862 Andes Chilenos.

Arroyo et al. (1982) PP 41 plantas - 28 polinizadores 0.204815 Andes Chilenos.

Elberling & Olesen (1999) PP 23 plantas - 118 polinizadores 0.152785 Latnjajaure, in northern Sweden.
Hocking (1968) PP 29 plantas - 86 polinizadores 0.265095 Ellesmere Island, N.W.T., Canada.
Kevan (1970) PP 32 plantas - 115 polinizadores 0.349383 Lake Hazen, Canadian Arctic Archipelago.
McCullen (1993) PP 105 plantas-54 polinizadores 0.251323 Galapagos archipelago.

Mosquin & Martin (1967) PP 18 plantas - 11 polinizadores 0.320673 Melville Island, N.W.T., Canada.
Schemske et al. (1978) PP 7 plantas - 33 polinizadores 0.534002 Brownfield Woods, Illinois, U.S.A.
Kaiser-Bunbury et al. (2009) PP 64 plantas - 100 polinizadores 0.32563 Mauritian.

PP= Polinizador-Planta DS= Dispersor de semillas NODF= Valor anidamiento.

El primer experimento ha consistido en verificar la importancia del valor del
anidamiento de una red mutualista, en relacion a la biodiversidad del ecosistema,

esto es, el nimero de especies que estan presentes.

Para ello, se generaron cientos e incluso miles de matrices con el mismo nimero de
nodos que tiene cada una de las catorce redes de la tabla anterior, pero con valores de
anidamiento entre 0 y 1. Realizamos un barrido sistematico de todas las matrices y
para cada uno de los sistemas asociados, se resuelve el sistema y se registra el niimero de
especies que permanecen. Esto mismo se realiza también para los modelos de campo
medio (redes completas) y modelos de competencia (sin enlaces mutualistas). Los
resultados indican la importancia del anidamiento en los ecosistemas de cara a la mejora
de la biodiversidad en los mismos. El siguiente gréfico (Figura 4) presenta un ejemplo

de los resultados obtenidos.
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Grafico anidamiento vs. biodiversidad

€ Anidamiento
+  Campo Medio
+  Competencia

Fig. 4: Importancia del anidamiento en el ecosistema. Numero de especies existen-
tes para cada red generada con distinto valor de anidamiento (el eje OX muestra un valor
creciente en el anidamiento de la red).

En la parte inferior esta el nimero de red y en el eje de ordenadas el niimero de
especies que sobreviven en el sistema asociado a la matriz. Mientras mayor sea el
numero de la red, también mayor sera su anidamiento. Los valores de la biodiversidad
para los modelos campo medio, anidamiento y competencia se presentan en tablas del

tipo (ver Figura 5):

EEBEEEEEERES &
- -

Fig. 5: Detalles de las redes generadas. Numero de especies que permanecen en
anidamiento, campo medio y competencia, para cada red generada que contiene el mismo
nuamero de especies o nodos.

La importancia del grado de las especies en la dinamica de la red es un
segundo experimento, que intenta verificar la importancia de las especies generalistas
en una red mutualista. El nimero de especies que sobreviven o permanecen luego de
eliminar cada una de las especies (presencia - ausencia) que forman la red es registrado,

teniendo inclusive la posibilidad de eliminar un grupo de especies de la red y comprobar
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como afecta la presencia o ausencia de las especies en la dindamica de la red. Los

resultados se presentan como en la Figura 6:

Bl Eperimento 2 - m] x

eEL O >

Nro. Especies - Presencia - Ausencia

Biodiversidad total: Biodiversidad simulacién:

Nro. Especies - Presencia - Ausencia PLANTAS!

Biodiversidad Alcanzada

A les P

Nro. de Planta  Densidad

| Nro. de Animal| Densidad
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2
3
4
5
6
7
9
0
1

Ingresar: 0 para no considerar la especie; 1 para considerar la especie.
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2 L r ! 1 a1 73 7 2 |
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g 73 L ! 1 8 7 7 2 1
11 i) 12 L i 19 73 72 1 1
11 73 7 1 1 =5 = = = ¢
Sin la especie 1 73 73 5 1 = = = 7 c
L 3 = ! "Vl = 73 73 .
<« 7 - ’ > 54 73 71 30 0 v

Fig. 6: Importancia del grado de las especies. La presencia y ausencia de las especies
afecta al niimero de especies que permanecen en la red. Este valor es registrado ademas de
la densidad poblacional alcanzada.

Por otro lado, hemos querido comprobar la importancia de los pardmetros (apartado
(ii) de la arquitectura de los sistemas) en el modelo, y en particular la manera en la
que la cooperacién (manifestada en los pardmetros 7;) es clave para la biodiversidad.
Para ello, un tercer experimento consiste en estudiar la influencia de la intensidad
de las conexiones de la red en la dinamica mutualista. Se analizan las distintas
posibilidades que se pueden presentar en la eleccién de los parametros, pero, sobre
todo, lo importante de la eleccion de las tasas de crecimiento, que se constituye en una
etapa clave en la dindmica de una red mutualista. El tipo de graficos que se obtienen

son como las de la Figura 7:
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Gama P

[ Beta P [UTFEY]  Beta A Gama P [ Griico |

Anid.
— C Medio
Est.Comp.

Gama A’

[ 0.053529 Beta P: [MIEFE  Beta A ooyl 0340571

Fig. 7: Variacion del parametro v. Numero de especies que permanecen en el ecosistema
para distintos valores del parametro v para plantas y animales.

El cuarto experimento es la variacién de la compensacién mutualista 0, y la
afectacién a la competencia 3 (ver Capitulo 4), donde comprobamos cémo estos
parametros modulan el intercambio mutualista del sistema afectando a su dindmica.

Los resultados obtenidos se presentan en graficos como la siguiente Figura 8:

B Experimentos 4 - X

LS .

Compensacion mutualista (delta-gama)

[ 0.0353325 [T SR 0.0164963 U 0.017083; Delta Bota g { Procesar |

Afectacion a la competencia (delta-beta)

(% 0.0170832 Beta P RS 0.0164963 Gama A m vers cama: [JIEENN Detalles Variar Beta Variar Gama

Anid.
— C Medio
Est.Comp.

Fig. 8: variacién de la compensacién mutualista §, y la afectacién a la compe-
tencia d3. Modulacién del intercambio mutualista entre las especies.
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La estructura del atractor de una red mutualista es el objetivo del quinto
experimento. Aqui intentamos dar una explicacién grafica de lo que la teoria senala
sobre la estructura de un atractor. En particular, visualizaremos la aparicion de las
estructuras complejas dadas por el atractor global que gobiernan los posibles escenarios

futuros de la red.

Nivel 1 E111
T 1T 1
Nivel 2 Ei10 E101 Eo1
/N /"\1
Nivel 3 ‘Emo Eo10 Eooﬂ
Nivel 4 Eoo0

Fig. 9: Atractor global de una red mutualista, (ver Capitulo 3).
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Finalmente, simulamos la dependencia en las tasas de crecimiento que
tiene el punto de equilibrio saturado, tratado en el marco de los problemas de
complementariedad lineal. Para ello se ha implementado en el simulador una opcién
que en tres dimensiones presenta la idea central de LCP (ver Capitulos 1 y 3).
B Experimento 2 -

REAB0OED

- Grafico - Conos

Alfa Plant

Puntos de equilibrio!
[ Caras - Lineas 1] 2 | 1|
Competencia 12045 05227 0.1935
Grafico | salir |

Para rotar el grafico usar las opciones de la esquina superior izquierda.
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0.2244
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Fig. 10: Punto de equilibrio globalmente estable. Para dos plantas y un animal, se
grafican los puntos de equilibrio y algunas trayectorias de las soluciones del sistema asociado.

Capitulo 5

En este capitulo final exponemos, de manera resumida, los principales resultados,
conclusiones y, lo que es muy importante, los problemas abiertos a los que ha dado

lugar este trabajo.



Capitulo

1

El Modelo de redes mutualistas:
estudio tedrico y analisis de estabilidad

1.1 Introduccidon

Para la modelizacion de la dinamica de redes mutualistas en Ecologia, un sistema
de ecuaciones diferenciales ha sido propuesto en [19], en el que se estudia cémo la
estructura compleja de las interacciones de cooperaciéon entre grupos de plantas y poli-
nizadores o dispersores de semillas afecta a toda la red. En concreto, en [14, 15, 16, 89
se analizan los ecosistemas a partir de la modelizaciéon por medio de la red de conexio-
nes que genera un grafo bipartito, el cual representa dos tipos de especies (plantas y

animales) y sus interrelaciones mutualistas.

1
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1 2 % 4

Fig. 1: Grafo bipartito para una red de tipo mutualista. Los dos conjuntos de nodos
(A,B,C,D,E,F)y (1,2,3,4) en el grafo representan los grupos de plantas y animales, res-
pectivamente. En cada uno de los grupos se presentan relaciones de competencia entre cada
par de nodos que pertenecen a él. Los enlaces entre los nodos del grafo indican las relaciones
de tipo mutualista entre las plantas y los animales de cada grupo.

Para el andlisis de las propiedades dinamicas de la red, se propone el siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales. Denotemos por P el ntimero total de plantas y
por A el nimero total de animales. Las plantas y los animales estdan en competicion
entre si, y plantas y animales cooperan entre ellos. Se puede escribir as{ un sistema de
P + A ecuaciones diferenciales, donde .S, y S,, son las densidades de la poblacién para

la i-ésima especie de planta y animal, respectivamente, como:

A

% = S (Oé _ i B S+ Z Vpix Sak )
- Y2 Pi Pij ~Pj A
dt j=1 L+ hp 3 il YoaSa

k= 1

¢ 45, ZA Z Vag S (1.1.1)
7 = Saz Oéai - — Ba”
j:

L+ha Zl 17% DI
sz(o) - Spw?

\ Sai(o)

Il
gz
£

para cada p; con 1 <i < Pya,;conl <1< A. Losnimeros reales a,, y o, representan
las tasas de crecimiento intrinseco en ausencia de competicion y mutualismo para las
plantas y animales, respectivamente, 3, > 0y 5, > 0 denotan las intensidades de
las interacciones competitivas, v, > 0y 74, = 0 las intensidades de las mutualistas,
y los parametros hp y hs se pueden interpretar como tiempos de manipulacién, es
decir, el tiempo utilizado en capturar, someter y consumir la presa, més los tiempos
que necesita el depredador para recuperar su capacidad hacia las presas (ver [19, 22]).
Spio = 0y Sq,, = 0 representan los valores iniciales de la i-ésima especie de planta y

animal, respectivamente.
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En este trabajo vamos a considerar que los tiempos de manipulacién hp = hy = 0,

esto es, estudiaremos el sistema

dSy, 3 ;
T Spi | i — Z BriyiSp; + Z Vo Sax
j=1 k=1

.

ds, 4 -
i_az — S(li (Oéai - Z /Baq',j Saj + Z Ya;r, Spk) (112)
g=1 k=1
Spi (0) = Spi ;

\ Sai(o) - Sai07

lo cual no supone una simplificaciéon en la dinamica sino que, al contrario, permite la

explosion en tiempo finito de las soluciones del sistema.

1.2 Modelo General de Lotka-Volterra

Ya que el sistema (1.1.2) se puede escribir como un modelo general para n espe-
cies Lotka-Volterra de tipo competitivo-cooperativo, presentamos algunos conceptos y
resultados basicos sobre ecuaciones diferenciales ordinarias que serdn empleados en el

desarrollo del trabajo.

1.2.1 Existencia y unicidad de soluciones para sistemas de EDOs

Antes de presentar el Teorema fundamental de existencia y unicidad de soluciones
para sistemas no lineales (ver, por ejemplo, [86, 55, 53, 57, 59]), debemos precisar lo

que se entiende por solucion de una ecuacion diferencial no lineal dada por

i = f(u), (1.2.3)

donde f: E — R" y E es un subconjunto abierto de R™.

Definicién 1.2.1. Sea f una funcion continua definida en un conjunto abierto E C R™.
Entonces u(t) es una solucion de la ecuacion diferencial (1.2.3) sobre un intervalo I,

st u(t) es diferenciable en I y para todot € I, u(t) € E y

alt) = flu(t)). (1.2.4)

Si a (1.2.3) se anade una condicién o valor inicial u(0) = ug € FE, la ecuacién

diferencial se conoce como problema de valor inicial y se escribe

FE 029



4 Capitulo 1 — Modelo de redes mutualistas

Definicién 1.2.2. Dado uy € E, u(t) es una solucion del problema de wvalor
inicial (1.2.5) sobre el intervalo I, si para ty € I, u(0) = ug y u(t) es una solucion de

la ecuacion diferencial (1.2.3) en 1.

Teorema 1.2.3. (Teorema fundamental de existencia y unicidad de soluci-
ones). Sea E un subconjunto abierto de R", ug € E y f € C'(E). Entonces, existe un
a > 0 tal que el problema de valor inicial (1.2.5) tiene una uinica solucion u(t) sobre el

intervalo [—a, al.

Se establece entonces la dependencia de la solucién del problema de valor inicial
(1.2.5) para la condicién inicial u(0) = ug. Y si el sistema de ecuaciones diferenciales
depende de un pardmetro 6 € R, la solucién u(t, ug, #) de (1.2.5) también dependera
del parametro 6. En lo que sigue, denotaremos Ns(p) un entorno R™ en del punto p de

tamaino 9.

Teorema 1.2.4. (Dependencia de las condiciones iniciales) Sean E un sub-
conjunto abierto de R", ug € E CR" y f € CY(E). Entonces existen a >0y § > 0 tal

que para todo y € Ns(ug), el problema de valor inicial

du(t)

{ a ) (1.2.6)
u(0) =,

tiene una tnica solucién u(t,y) con u € CY(G) donde G = [—a,a] x Ns(upg) C R"";

ademds para cada y € Ns(ug), u(t,y) es una funcion dos veces continuamente diferen-

ciable en t para todo t € [—a,a].

Teorema 1.2.5. (Dependencia de los pardmetros) Sean F' un subconjunto abierto
de R™™  (ug,0y) donde ug € R™ y 0y € R™, y f € CH(F). Entonces existen a > 0 y
d > 0 tal que para todo y € Ns(ug) y 6 € Ns(6y), el problema de valor inicial

du(t)
u®0) =,
tiene una unica solucion u(t,y,0) conu € C'(G) donde G = [—a, a] X N5(ug) x N5(6p) C

Rn+m+1

1.2.2 El Sistema general Lotka-Volterra (L — V)

El primer modelo para especies interactuantes fue introducido en los trabajos de
Lotka (1925) [69] y Volterra (1931) [116]. Estos modelos tienen la forma general dada

por
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. du; a .
Ui = = (bi + jzlaijuj) u;, i=1,..,n, (1.2.8)

donde u;(t) denota la densidad de poblacién, o biomasa, de la i-ésima especie en el
tiempo t. Los coeficientes b; son la diferencia entre las tasas de nacimiento y muerte de
cada especie, esto es, b; son las tasas de crecimiento (o decrecimiento) de la especie i. Las
entradas de la matriz A = (a;;) representan el efecto de la interaccién interespecifica
si i # j o intraespecifica si ¢ = j. La naturaleza de la interaccién, competicion,
mutualismo o depredador-presa, determina el signo de los coeficientes a;;. Silas especies
compiten entonces a;;, a;; < 0. Silas especies ¢ y j estdn en mutualismo, entonces a;;,
Qjj > 0.

Usualmente los modelos Lotka-Volterra incluyen la suposicion que a; < 0 para cada
1, asi la densidad de cada especie tiene un crecimiento logistico en ausencia de otras
especies [79].

A la matriz A = (a;;) se la conoce como matriz de interaccién, matriz de
adyacencia o de la comunidad y, por lo general, es una matriz no simétrica. Es claro
que la ecuacién (1.2.8) tiene sentido bioldgico para densidades u; > 0, con 1 < i < n.

El espacio de estados para (1.2.8) es el ortante positivo (no negativo)
R? ={u = (u1,us,...,u,) ER"| u; >0 parai=1,...,n}.

Los puntos frontera de R’} estan sobre los planos coordenados u; = 0, que corres-
ponden a estados donde la especie ¢ no se encuentra, es decir, se ha extinguido.
Notemos que cero es solucién, por lo que el espacio R’} es invariante, lo que significa
. .7 : n n
que cualquier solucién que comienza en un punto de R’, permanece en R’} para todo

tiempo para el cual la solucién esta definida.

1.2.3 El modelo 2D de Lotka-Volterra

Recordamos algunos resultados importantes de sistemas de dos especies, que nos
ayudaran en el estudio de la existencia y unicidad de soluciones para sistemas con mas
de dos especies (1.1.2).

Consideramos el modelo (L — V') para dos especies interactuantes:
v =wv(p—dv — cu) (1.2.9)

con \,u € R, a,d >0, b,c € Ry ug,vy > 0. Para este modelo se cumple que (ver [79]):

Lema 1.2.6. 1. Suponemos que b,c >0 (caso competitivo) y bc < ad.
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(a) Si A <0, entonces
(u,v) = (0,0) cuando t — oo.
(b) SiA>0 yu<A/a, entonces
(u,v) = (Aa,0) cuando t — oo.
(c) Sip>0 y\<pb/d, entonces
(u,v) = (0,u/d) cuando t — oco.

(d) Sip>Ae/a y A> pb/d, entonces

Ad—b —cA
(u,v) —>< p bM,MZ Z ) cuando t — oo.
ad — bc’ ad — be

2. Suponemos que b,c < 0 (caso cooperativo):

(a) Sibe > ad, entonces para X\, > 0 eziste una explosion en tiempo finito de

ambas poblaciones, esto es, existen valores 0 < t7,t5 < oo tal que

}Lrg u(t) = oo, tlgg v(t) = 0.

(b) Supongamos que be < ad.
(i) Si A\, n < 0, entonces

(u,v) — (0,0) cuando t — oc.
(11) Si A >0 yu < Ac/a, entonces
(u,v) = (A a,0) cuando t — oo.
(111) Sip>0 y X< pb/d, entonces
(u,v) = (0, u/d) cuando t — oo.

() Si > Xc/a y \> ub/d, entonces

Ad —b —cA
(u,v) — (ad—b/;’i(zi—Zc) cuando t — oo.

Como consecuencia del resultado anterior, se obtiene:
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Corolario 1.2.7. Suponemos que b,c < 0, bc < ad, p > Aefa y A > pb/d. Entonces,

para cualquier € > 0 existe to > 0 tal que, para t > tg, se tiene

Ad — bu [a — CA
< <
_ad—bc+8’ U= ad = be

+ €.

Demostracion: Gracias al Lema 1.2.6, se tiene que

Ad —b —cA
(u,v) = <ad—b/i’z(;—lc)c) cuando t — c0.

Por tanto, para todo € > 0 existe ty > 0 tal que para todo t > ¢, se tiene

Ad — bu - pa — cA
T wd—be| S Y " wd—be| S©
y por tanto
<)\d—b,u+ ,ua—c)\+
Y= d—be Y vs ad—be O

1.2.4 Método de sub-super solucion

El método de sub-super solucién nos permite en muchas ocasiones demostrar la
existencia de una solucion de una EDO u obtener cotas superiores e inferiores de las
soluciones. A continuacién, detallamos dicho método para el sistema (1.2.9) en los

casos cooperativo, esto es b, ¢ < 0, y competitivo b, ¢ > 0.

Definicién 1.2.8. Supongamos b,c < 0. Una pareja de funciones (u,v) € (C*(I))?

llama una sub-solucion para el sistema (1.2.9) si se verifican las siguientes condiciones:

u < u(\—au— by)
v <wv(p—dv— cu) (1.2.10)
u(0) < up, v(0) < vp.

Andlogamente, se define una pareja super-solucion de (1.2.9) con b,c < 0; esto es una

pareja de funciones (u,v) € (C(I))? que verifica

u > u(\ — au — bo)
v >0(u— dv — cu) (1.2.11)
ﬂ(O) > Ug, 6(0) > 1p.

Ahora consideramos el caso de competicién:

Definicién 1.2.9. Supongamos b,c > 0. Un par de parejas de funciones (u,v) €
(CY(1))?, (u,v) € (CHI))? , se llaman sub y super-solucion para el sistema (1.2.9) si
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se verifican las siguientes condiciones:

(W < u(\—au—bo)
v <o(p—dv — cu)
' > u(A — au — bv)
7 > Tt — dv — cu) (1.2.12)
u(0) < up, v(0) < vy,
L w(0) > up, 7(0) > vy

Con esta definicién, tenemos el siguiente resultado que puede ser deducido de [53]:
Teorema 1.2.10. Consideremos el problema (1.2.9).

1. Si existen (u,v), (u,v), par de sub-super-solucion de (1.2.9), entonces existe una

unica solucion de (1.2.9) (u,v) tal que
ut) <wu(t) <u(t),  u(t) <o(t) <o(t).

2. Si existen (u,v), (u,v), par de sub-super-solucion de (1.2.9), entonces, si (u,v)

es solucion de (1.2.9) se tiene que

para todo t donde exista tal solucion.

1.2.5 Puntos de equilibrio

Para el modelo general (L — V') dado por (1.2.8), los puntos de equilibrio, a veces
llamados puntos soporte, fijos o estacionarios, son puntos n—dimensionales soluciones

del sistema de ecuaciones

u; (bi+zaijuj) =0, i=1,...,n, (1.2.13)
j=1

a los cuales se los notard como u*. En estos puntos, que son soluciones del sistema,

decimos que éste esta en reposo.

Definicion 1.2.11. Los puntos de equilibrio no triviales son aquellas soluciones
de (1.2.13), u* = (uf,us,...,u’) donde u* # 0. Un punto de equilibrio no trivial se

rn

denomina factible (posible), o equilibrio interior, si estd en el interior de R, es decir,

ui >0 para i=1,..,n, (1.2.14)
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y parcialmente factible si,
u; >0 para i=1,...,n. (1.2.15)

Nota 1.2.12. En general (1.2.13) admitird una solucion en el interior de R, o nin-

guna. Si la solucion estd en el interior, puesto que u; > 0, se verifica que

bi+2aiju; =0, paratodoi=1,...,n.
j=1

Unicamente en el caso degenerado donde se tiene que det(A) = 0, el problema
(1.2.13) puede tener mds de una solucion estrictamente positiva, formando incluso un
continuo de puntos de equilibrio, ver [61]. Ademds, si cada menor principal de A es no

singular, existirdan a lo mds 2" puntos de equilibrio, no necesariamente distintos (ver

[49]).

1.2.6 Estabilidad de los puntos de equilibrio

Si tomamos un punto inicial uy en el entorno de un punto de equilibrio u*, se tienen

tres situaciones (ver [109]):

(i) la solucién del sistema (1.2.8) u(t), que comienza en algin ug, permanece en el

entorno de u*;
(ii) la solucién converge a u*;
(iii) la solucién deja el entorno de u*.
Formalmente estas situaciones se definen como:

Definicién 1.2.13. 1. El punto u* se dice que es estable si para cualquier entorno
U de u*, existe un entorno W de u* tal que cualquier solucion de (1.2.8) que
se inicia en W en el tiempo t = 0, permanece en U para todo t > 0 (es decir,

uy € W implica que u(t) € U para todo t > 0).

2. Se dice que es asintoticamente estable si es estable y la solucion converge a
u* (es decir, u(t) — u* para todo ug € W cuando t — +o00). La respuesta a una

pequena perturbacion tiende a cero cuando el tiempo tiende a infinito.

3. St u* no es estable, se dice que es inestable. Las condiciones iniciales cerca
del punto de equilibrio generan soluciones que se alejan del punto de equilibrio

cuando el tiempo tiende a infinito.
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4. La cuenca o dominio de atraccion de u* estd definida por el conjunto de

puntos u(0) que satisfacen u(t) — u* cuando t — +oo.

5. Cuando la cuenca de atraccion de u* es todo el espacio de estados o al menos su

interior y u* es estable, u* se dice globalmente estable.

El siguiente resultado, conocido como el Teorema de LaSalle, nos permite conocer
el comportamiento de las soluciones de un sistema de EDOs cuando existe una funcién

de Lyapunov, ver por ejemplo [55].

Teorema 1.2.14. (Estabilidad de Lyapunov). Consideramos el siguiente sistema de

ecuactones diferenciales:

CZ“: = filur, .. oun),  i=1,....nm (1.2.16)
y suponemos que u* = (uf,...,u’) es un punto de equilibrio y que ademds existe una
funcién diferenciable V(uy, ..., u,) que satisface las siguientes condiciones:
1. V(uy,...,uy,) tiene un minimo estricto en (uj,...,u)), es decir, V>0 yV =0
para u; =u;, 1 =1,...,n.

2. La derivada de V' a lo largo de las soluciones de (1.2.16) satisface

AV K~ O0Vdu, =0V

=Y r BN g <o,
dt i1 8ul dt i1 0u1f -
y fuera de un entorno arbitrariamente pequeno de (uj,...,u’) se tiene que
av
— < 0.
dt

Entonces el punto de equilibrio u* es globalmente asintoticamente estable. La funcion

V(uy,...,u,) se conoce como funcion de Lyapunov asociada a (uf, ..., u}).

1.2.7 Estabilidad local

Es un resultado conocido que si tenemos un punto estacionario u*, es localmente
estable si la matriz Jacobiana procedente de la ecuacion tiene sus autovalores con la
parte real negativa; este es el conocido Teorema de Hartman-Grobman, ver [55], que

lo enunciamos por completitud:

Teorema 1.2.15. Consideramos el sistema de ecuaciones diferenciales (1.2.16) y sea
u* un punto de equilibrio. Denotemos por \;, » = 1,...,n los autovalores del Jacobiano

de f en u*. Se tiene:
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1. Si todos los \;, 1 = 1,...,n tienen su parte real negativa, entonces u* es asinto-

ticamente estable.
2. Sipara algini=1,...,n, la parte real de \; es positivo, entonces u* es inestable.

Observemos que la matriz Jacobiana de (1.2.8) tiene la siguiente expresién

* * *
Al ujas -+ uiam,
* * *
- . . . . )
* * *
UpQn1 U,Qp2 ... Ann

donde
n
i j=1

Asi, por ejemplo, en el caso u* = 0, se tiene que
J(u) = diag(by),

y, por tanto, el origen es inestable cuando al menos uno de los b; es positivo; y es estable
cuando todos los b; son negativos.
Por otro lado, en el caso del estado de equilibrio interior, esto es v > 0 para todo

1, puesto que

n
bi+ E aiju;f:() ’izl,...,n,
j=1

de donde
* *
Al = aug,
y se obtiene

J(u*) = diag(u})A.

Cuando el punto de equilibrio v* = (u},u}, ..., u}) es no negativo, se definen los
subconjuntos I'y J de N ={1,...,n} tal que ul =0paraiec ly J= N\I.

Se define también
R} = {u:(ul,uQ,..‘,un) € R} |u; >0 parai el yu; >0 paraje J}. (1.2.17)

Se debe notar que R} = int(R") si u* > 0, es decir, si [ = () y por tanto J = N.
Para el sistema (1.2.8), diremos que u* es asintéticamente estable o globalmente estable,

si u* lo es con respecto a R7.
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1.3 EIl Problema de Complementariedad Lineal (LCP)

Si se considera el punto de equilibrio no trivial u* = (uj,u3,...,u’) del sistema
(1.2.8), para el cual suponemos que existen uf > 0 y uf = 0 para distintos 1 < i < n,
donde ademds con una reordenacién de los subindices se puede escribir u; > 0 para
1=1,....,kyu; =0parai=k+1,...,n,con 1<k <n. Es decir, se obtiene que:

J

k
bi—i—Zaiju* = 0, 1§’l§]{?,
j=1

(2

Entonces el punto u* debe satisfacer:

u; > 0,

u <b2-+zaiju;> — 0, i=1,....n. (1.3.18)
j=1

A continuacién presentamos las condiciones para la demostracion de la existencia,
unicidad y estabilidad global de un punto de equilibrio no negativo, usando para ello
resultados de la Teoria de Complementariedad Lineal que, conociendo las condiciones

de estabilidad de la matriz A = (a;;), asegura la existencia de tal equilibrio (ver [109]).

1.3.1 Aspectos tedricos

El problema de complementariedad lineal (LC'P) (ver [36, 80]) es un problema de

la teoria de la programacion mateméatica que consiste en, dado un vector ¢ € R" y una

matriz M de orden nxn, encontrar un par de vectores (w, z) € R*" | w = (wy, . .. ,wn)T ,
z=(21,... ,zn)T, tal que
w=q+ Mz

w>0, 2>0 ywz =0paratodoi=1,...,n.

Los tinicos datos en el problema son el vector ¢ y la matriz M. En cualquier solucion,
al menos una de las variables en cada par (w;, z;) tiene que ser igual a cero. Se denota
LCP(q, M), y se dice que LC'P es de orden n.

Definicién 1.3.1. Los vectores columna de la matriz cuadrada M = (m;;) de orden n,
notados M ;, y los vectores columna de la matriz identidad I de orden n, I ;, forman el
par de vectores columna {I ;,—M ;} conocido como el j — ésimo par complementa-
rio de vectores columna, con j =1,...,n. Sise elige un vector del par {I;,—M ;}
y lo notamos M ;, j = 1,...,n, el conjunto ordenado de vectores (M 1,..., M) es

conocido como un conjunto complementario de vectores.
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Definicién 1.3.2. Se dice que un conjunto no vacio X en R"™ es un cono si, para
cualquier x € X y cualquier t > 0, se tiene tx € X. Si un cono X es, ademds, un

conjunto convexo, se dice que X €S un cONo CONVEIO.

Una matriz A € R™*P genera un cono convexo tomando las combinaciones lineales

no negativas de las columnas de A. Este cono, denotado pos(A), esta dado por
pos(A) = {¢ € R™ : ¢ = Av para algin v € R% }.

El conjunto pos(A) se denomina cono finito. Los sistemas de ecuaciones lineales
Av = ¢, formados por los vectores ¢ que se encuentran en pos(A), tienen la propiedad
de admitir una soluciéon no negativa v. Los vectores columna de la matriz A, A;, con

i=1,...,p, son llamados los generadores de pos(A).

Definicién 1.3.3. Sea M una matriz de orden n xn y sea (M, ..., M ;) un conjunto

complementario de vectores. El cono
pos(My,.. M) ={y:y=aMi+..+a,M,; a;>0,i=1,...,n}

es conocido como un cono complementario de la clase de conos complementarios

C(M) correspondientes a la matriz M.

Para cada j = 1,...,n existen dos posibles elecciones para M ;. Entonces, dada
una matriz M de orden n, existen 2" posibles conjuntos complementarios de vecto-
res columna. Por tanto, existen 2" conos complementarios, no necesariamente todos
distintos, en C(M). La unién de tales conos es nuevamente un cono y se escribe K(M).

Observemos que dados el vector columna g € R”, y la matriz cuadrada M de orden
n, el problema LCP(q, M) es encontrar un cono en C(M) que contenga al punto g,
es decir, encontrar un conjunto complementario de vectores (M 1,..., M) tal que ¢
pueda ser expresado como una combinacién lineal no negativa de (M 1,..., M) . Esto

es equivalente a encontrar un par (w, z) € R?" que satisfagan

ITw—Mz=q
w,z >0 (1.3.19)
wjz; =0, para j=1,...,n.

Definicién 1.3.4. El par (w;, z;) se denomina el j — ésimo par complementario
de variables y cada una es el complemento de la otra. La variable w; es asociada

con el vector columna I ; y la variable z; es asociada con el vector columna —M ; (ver

[37, 80]).
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En cuanto al niimero de soluciones para un problema de complementariedad lineal,
este puede ser finito o infinito. El caso de solucion unica es de especial interés y
para ¢l pueden existir dos tipos de unicidad: global y local. La unicidad global se
tiene cuando un LC'P tiene solamente una solucién, mientras que la unicidad local
proporciona las condiciones bajo las cuales una solucién dada es la tinica solucién en
una de sus vecindades. A estas soluciones localmente tinicas se dice que son soluciones
aisladas (ver [36]).

Muchos de los resultados sobre la existencia y unicidad de una solucién para el
problema LCP(q, M) estéan asociados a las caracteristicas de la matriz M. Por tanto,

es necesario dar algunas definiciones.

Definicién 1.3.5. Una matriz A cuadrada de orden n se dice estable, si todos sus

autovalores tienen la parte real negativa.

Definicién 1.3.6. Una matriz A cuadrada de orden n se dice semi-definida posi-
tiva, si ul Au > 0 para todo v € R". Es definida positiva si u’ Au > 0 para todo
u e R™\ {0}.

Definicién 1.3.7. Una matriz A cuadrada de orden n se dice semi-definida nega-
tiva, si u’ Au < 0 para todo uw € R". Es definida negativa si u” Au < 0 para todo
u e R™\ {0}.

Definicién 1.3.8. Suponemos que A es una matriz real de orden n:

1. A se dice que es de clase S, o Lyapunov-estable (ver [40]), A € S, si
existe una matriz diagonal positiva W tal que, la matriz simétrica WA + ATW

es definida negativa.

2. A se dice que es una matriz diagonal dominante negativa, A € NDD, si y

solo si, existen n numeros positivos r; > 0 tal que
n
—TiQi; > E |aij\rj, 1=1,...,n.
i#]

3. St a;; > 0 para todo © # j. Entonces —A se dice que es una M-matriz, A € M,

st y solo si, A es estable.

4. A se dice que es una P-matriz, A € P, siy solo si, todos los menores principales

de A son positivos.

5. A se dice que es una D-estable, A € D, si y solo si, la matriz DA es estable

para cualquier matriz diagonal definida positiva D.



1.3 El Problema de Complementariedad Lineal (LC P) 15

Las matrices de clase S, son muy importantes en el estudio de los sistemas (L — V),

y algunas de sus propiedades se recogen en los siguientes resultados (ver [109]).
Lema 1.3.9. 5i A € Sy, entonces A es D — estable y —A es una P-matriz.

Las condiciones suficientes para que una matriz A sea de clase S, son el contenido

del teorema siguiente (ver [110]).

Teorema 1.3.10. Si A es una matriz cuadrada de orden n, entonces A es de clase S,

st una de las siguientes condiciones se satisface:
1. A es una matriz diagonal dominante negativa;

2. A es definida negativa.

-A: M-matriz simétrica
-A: M-matriz
A: Definida negativa

A: Diagonal dominante negativa

A: D-estable

Fig. 2: Relacién entre clases de matrices. A — B implica que la clase A estd incluida en la
clase B.

El siguiente resultado relaciona la matriz M con la existencia y unicidad de solu-
ciones para los problemas LC'P (ver [81]).

Teorema 1.3.11. El problema de complementariedad lineal LC'P(q, M) tiene una

unica solucion para cada q € R™ si y solo st M es una P — matriz.
El siguiente resultado sera usado posteriormente.

Lema 1.3.12. Si A € S,,, entonces cada submatriz principal también pertenece a la

clase S,,.
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Demostracién: Como A € S, existe una matriz diagonal positiva W = diag(w;)
tal que WA + ATW es definida negativa. Sea B una submatriz principal de A. Sin
pérdida de generalidad podemos suponer que B esta formada por las primeras £ < n
filas y columnas. Sea V' la matriz formada por las primeras k componentes de W.
Veamos que VB + BTV es definida negativa. En efecto, sea v € R*, v # 0. Definamos

el vector w de R™ como w = (v,0). Entonces,
v(VB+ BTVl = w(WA+ ATW)w! <0,

por lo que VB + BTV es definida negativa, y por tanto B € S,,. O
Concluimos esta seccion con dos resultados que seran usados también a lo largo de

la Memoria, ambos se encuentran en [36] y [81].

Definiciéon 1.3.13. Una funcion f : U C R™ — R™ es lineal a trozos si f es continua y
el dominio U es igual a la union de un numero finito de poliedros convexos P;, llamados

trozos de f, y f es lineal en cada P;.

Teorema 1.3.14. Supongamos que LCP(q, M ) tiene una unica solucion. Entonces la
aplicacion que asocia a cada q¢ € R™ la unica solucion de LCP(q, M) es una funcion

lineal a trozos en q € R™.

El segundo teorema afirma que el conjunto de conos complementarios es una parti-

cion de R™.

Definicién 1.3.15. Una clase de conos convexos en R™ se dice que es una particion

su:
(i) Cada cono tiene interior no vacio.
(i) La union de los conos es R™.
(iii) Los interiores de cada par de conos son disjuntos.

Teorema 1.3.16. Sea M una matriz cuadrada de orden n. La clase de conos comple-

mentarios C(M) es una particion de R™ si y solo si M es una P-matriz.

1.3.2 El sistema Lotka-Volterra y el Problema de Complementarie-
dad Lineal

Vamos a interpretar la busqueda de puntos de equilibrio para el sistema (L — V)
como resolver un Problema de Complementariedad Lineal (LC'P). En efecto, el si-

guiente resultado serd fundamental a lo largo de la Memoria:
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Lema 1.3.17. Consideremos el sistema (1.2.8). El problema de complementariedad
lineal (—b, —A) es equivalente al problema de encontrar un punto de equilibrio no ne-
gativo u* del sistema (L — V') (1.2.8) que satisfaga

bi+ Y ayu; <0 para i=1,...n. (1.3.20)

J=1

Demostracién: Basta tomar (recordemos (1.3.18) y (1.3.19)) como
z=u" 'y w=-b— Au",

por lo que tomando M = —A y ¢ = —b se tiene que w = Mz+q, w >0, 2 >0y

Nota 1.3.18. 1. La restriccion (1.3.20) sobre u* es una condicion necesaria para
que u* sea estable [110]. Este punto u* es llamado punto de equilibrio satu-
rado [61].

2. El Lema 1.3.17 junto al Teorema 1.3.11 muestra que el sistema (L — V') (1.2.8)
tiene un unico punto de equilibrio saturado para cada b € R™ si solo si, —A es

una P — matriz.

1.3.3 Estabilidad global

El siguiente Teorema, que se prueba en Takeuchi y Adachi [110], es crucial para la
estabilidad global de sistemas (L — V') (1.2.8) y, para nuestro modelo, condicionara el

tipo de matrices que se usaran en adelante.

Teorema 1.3.19. Supongamos que A € S,,. Entonces el sistema (L —V') (1.2.8) tiene
un punto de equilibrio u* saturado para cada b € R™ que, ademds, es globalmente estable
en R} (ver (1.2.17)).

Demostracion: Por el Lema 1.3.9, como A € S, se sigue que —A es una P-
matriz. Ahora, por el Teorema 1.3.11 y el Lema 1.3.17 se tiene la existencia y unicidad
de un punto saturado u*, esto es, existe I un subconjunto de N = {1, ..., n} satisfaciendo

que u; = 0 para cualquier : € I y

n
b; + Zaiju; <0 para i=1,...n.
j=1

Denotemos por J = N\ I.
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Se considera la funcion

donde W = diag(w;), w; > 0, es la matriz diagonal tal que WA + ATW es definida

negativa, y se define el conjunto
Q=QL) :={ueR}: V(u) < Luo},
donde L, es una constante positiva que depende del dato inicial «(0), tal que
Luo) = V(u(0)).

Se observa en primer lugar que:

1. V(u) > 0en Q.

2. V(u) =0 s6lo en u = u*.
Calculamos su derivada a lo largo de las soluciones de (1.2.8):

V) = > wil —uljuu+ > wi]

jed i€l
= Z ’LUj(Uj — ’U,;k) Z ajk(uk — ’U/Z) + Z W;U; Z aik(uk — UZ)
jeJ k=1 el k=1
i€l k=1
= 5(” —u' ) WA+ ATW)(u—u*) + ;wluz (bi +;aikuk> .

Ya que A € S, el primer término es negativo, y puesto que u* es un punto de equilibrio
saturado, el segundo término también es negativo.

Asi, cada solucién permanece en €2 para todo t > 0siu(0) € ©, y todas las soluciones
que comienzan en ) cumplen que v — u* cuando t — oo por el Teorema 1.2.14.

Por otro lado, es trivial que u* es estable en 2. De hecho, ) es positivamente
invariante. La unién de los conjuntos 2(L) cuando L — oo converge en R7. Por lo
tanto, u* es estable con respecto a R} y cada solucién converge a u* cuando t — oo, si
u(0) € R7}. Esto completa la prueba. ]

Por 1ltimo, como consecuencia del Lema 1.3.12, se tiene el siguiente corolario:

Corolario 1.3.20. Si A € S,,, entonces el sistema (L—V) y cada uno de sus subsiste-

mas tienen un punto de equilibrio no negativo y globalmente estable para cada b € R™.



1.4 Sistema Mutualista (L — V') 19

1.4 Sistema Mutualista (L — V)

Una vez que se han dado varios resultados sobre la estabilidad para el modelo
general Lotka-Volterra, consideramos ahora el sistema (1.1.1) en el caso donde los
tiempos de manipulacion hp = hy = 0, esto es el sistema (1.1.2) estd compuesto de dos
subsistemas, los cuales tienen interacciones mutualistas entre ellos. Cada subsistema

tendra una poblaciéon de P plantas y de A animales, respectivamente.

Este sistema estd descrito por las siguientes (P + A) ecuaciones diferenciales ordi-

narias,

( du P A
dtl = u, (api — Zﬁpijuj + vaikvk> i=1,...,P
=1 k=1

A P

dv; .

dz; = (aai - E B v + E %ikuk> i=1,..., A, (1.4.21)
J=1 k=1

U,Z(O):Ulo ’izl,...,P,
L 0i(0) = vio i=1,..., A,

donde u; y v; representan las biomasas de las plantas y los animales. ay,, o, € R son

las tasas de natalidad, 3,,,,3,, > 0 las tasas de competencia de cada subsistema, y
Vpir> Yae = 0 la intensidad de la interaccion mutualista entre las especies de los dos

subsistemas. Ademds, tras un cambio de variable podemos suponer que
B = Bay; =1, i=1,....,P;j=1,..., A

Finalmente, suponemos que u;p,vjo >0, 1 =1,...,P; j=1,..., A
La matriz de coeficientes del sistema (1.4.21), que la denotaremos como M, es una

matriz de orden n = P 4+ A que, definida por bloques, la podemos escribir como:

By I

. B , (1.4.22)

ity
(P+A)x(P+A)

y cada bloque se escribe

-1 _6;012 U _ﬁplP
B, = ._5]021 ! o ._ﬁpm; )
L _BpPl _5}0192 o _1 d pxp
—1 _ﬁau ce _ﬁalA
B | [ T e
| —Pows —Bawe 0 1],
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Tpir Yoz 7 Vpia
Yp2r Tp2z " Upoa
Fl - . . . . 9
| Vppr Tpp2 7 Tppa | PxA
Yai1  Yarz 0 Yaip
Yazr  Yaze T Yasp
Iy=| . . o
| Yaar Yaaz "7 Yaap | Ax P

1.4.1 Existencia y unicidad de soluciones

En primer lugar, damos las condiciones que aseguran la existencia y unicidad de una
solucién positiva del sistema (1.4.21). Para ello necesitamos previamente el siguiente
resultado técnico.

Lema 1.4.1. Supongamos que 3 < 1. Entonces,

Zu +252u1u3_ 1—|—Bn—1 <Zuz> : (1.4.23)

1<J

Demostracién: Antes de probar (1.4.23), probemos que

;< Zu (1.4.24)

z<j

En efecto, es claro que

y, por tanto,
(Ul—U2)2+"'+(U1—un)2+(uQ—u3)2+-~-+(u2_un)2+...+(un_1_un)2 >0,
de donde sigue que

(n—1) (ud+ - +u?) =2 (ugug + - gty + Utz + - - Uty o Up_qy) > 0,

y se verifica (1.4.24).
Probemos ahora (1.4.23). En primer lugar, (1.4.23) es equivalente a

(1_W)iu?+2<ﬂ—l+ﬁn_l )Zuu]>0<:)

=1 1<J



1.4 Sistema Mutualista (L — V') 21

(1-8)n-1) zn:u?+z(5_1)zn:uiuj > 0,

=1 1<J

que es equivalente a (1.4.24), ya que f < 1. O

A continuacion demostramos el resultado principal de existencia y unicidad de solu-
cién positiva para (1.4.21). Probaremos en primer lugar una condicién suficiente para
la existencia y unicidad de la solucion global, y luego daremos una condicién bajo la

cual las soluciones explotan en tiempo finito.

Teorema 1.4.2. 1. Supongamos i = min{fB, } < 1,0 = min{f,,;} < 1, 71 =

max{7y, }, 72 = max{va, }, para todo i, j, y se tiene que

1+ B1(P—1)1+ (A1)
P A ‘

Y1V < (1425)

Entonces existe una unica solucion positiva acotada de (1.4.21), para todo t > 0.

2. Supongamos B = By = Bay; M1 = VYpiys Vo = Yayys 1 = O, Qg = g, > 0 para

todo 1,7, y se cumple que

1+ B8(P—1)1+B(A—1)
2 A

Y17Y2 > (1426)

Entonces la solucion de (1.4.21) explota en tiempo finito.

Demostracién: 1. En primer lugar, observemos que si u;o > 0 entonces w;(t) > 0
para todo t > 0 en el que exista la solucion.

Denotando por
P A
w = E Uj, Z = E Uy,
i=1 i=1
se tiene que

w < oqw — (U +ud+ .+ ub + 20 (ugus + ugus + ..+ up_up)) + Ywz,

2 < agz— (V4 v+ .+ 04+ 282 (vive + VU3 + .o+ vA1v4)) F+ YWz,
donde oy = max{a,, } y ap = max{a,,} o, equivalentemente,

P P
w < aqw — (Z u? + 24 Zuzu]> +mnwz,
i=1

1<j

A A
2 <z — (Z v? 4253, Z%‘Uj) + Ywz,

i=1 i<j
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y usando (1.4.23), se tiene que
1+ 61(P—1)

w < aqw — 2 w? + ywz,
14 62(A—1
7 < gz — %)22 + Ywz.

Ahora basta considerar el sistema

1+ 6(P—1
p’zp(al—#wmq),

1+ By(A—1
q’zq(az—#qup),

p(0) = po, ¢(0) = qo,

(1.4.27)

con py, o nimeros positivos a elegir.

Es claro que, tomando

P A
Po = E U0, qo = E Vi
i=1 i=1

se tiene que (w, z) es sub-solucién de (1.4.27) en el sentido de la Definicién 1.2.8 y, por

tanto, por el Teorema 1.2.10 se sigue que

(w, 2) < (p,q) (1.4.28)

y (p, q) esta acotado si se satisface (1.4.25) por el Lema 1.2.6.

2. Supongamos que se verifica (1.4.26) con oy = a,, > 0y as = ,, > 0. Llamamos
(p,q) a la unica solucién positiva de (1.4.27). Es conocido (ver Lema 1.2.6) que, bajo
la condicién (1.4.26), (p,q) explota en tiempo finito.

A continuacién, se verifica que
p P 4a 2)

PP A L)

es solucion del sistema (1.4.21) con u;o = po/ Py vio = qo/A, por lo que también explota

(Uly ey Up, VY, ey V4) = <

en tiempo finito.

Veamos que
u; = ui(ay —u; — Br(ug + ... +up) + 71 (v1 + ... +v4)).

En efecto,

21’_£< P (2 2) (2 2))
r=pla—5 6] P+...+P +m A+...+A &

p’—p(al—p(W) +%q),
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lo que es cierto por (1.4.27). Lo mismo se cumple con ¢/A. Esto concluye la demos-

tracion. ]

1.5 Estabilidad global del sistema mutualista (L-V)

La estabilidad global de (1.4.21) esta garantizada por el Teorema 1.3.19, que nos
asegura la existencia de un punto saturado u* globalmente estable siempre que la matriz
de la comunidad sea de clase S,,. Por tanto, necesitamos dar condiciones para que la
matriz de coeficientes del sistema (1.4.21) cumpla con esta condicién. Presentamos tres

posibles condiciones.

Condicion Tipo |

Segtn el Teorema 1.3.10, una condicion suficiente para que la matriz M sea de clase
Sw €s que tenga una diagonal dominante negativa. Tomando r; = 1 para todo ¢ en la

Definicién 1.3.8 y recordando que f3,,, = B,,, = 1 se tiene:

Proposicién 1.5.1. Supongamos que para M, definida como en (1.4.22), se tiene que

A o
> Vot Y By, <1, Vi=1,....P
k=1

i
P A
> Ve + D By <1, Vi=1,...A
k=1 j#i

Entonces la matriz M € S,,,.

A la matriz Ml que cumpla esta condicion la llamaremos matriz de Tipo I. Como se
puede observar, la restriccion obliga a que los parametros sean muy pequenos y mucho

mas en matrices de gran tamano, por lo que intentaremos mejorar esta condicion.

Condicién Tipo Il

Segun la Definicién 1.3.8, para que la matriz M sea de clase S,, debe existir una
matriz W = diag(wy, ...,w,) con w; > 0 para i = 1,...,n, tal que WM + MW
sea definida negativa. Obsérvese que esta matriz es simétrica, por lo que para que sea
definida negativa necesitamos que los autovalores de la matriz sean negativos. Res-
tringiremos el conjunto de sus autovalores, su espectro (WM + M?W), a la parte

negativa de la recta real. Para ello, aplicaremos el Teorema de Gershgorin a la matriz

WM + MTW (ver [115]).
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Teorema 1.5.2 (Teorema de Gershgorin). Todo autovalor A de una matriz A de orden

n satisface la condicion
n
A —a;| < E la;;|  para algini=1,... n.
J#i
Como consecuencia de este resultado, tenemos:

Teorema 1.5.3. Si la matriz M, definida como en (1.4.22), satisface las condiciones:

P A

2= (Bp, +Bp) =Y Ypu >0, Vi=1,... P (1.5.29)
j#i k=1
A P

2= (Bay +Bay) =D Nay >0, Vi=1,... A (1.5.30)
i k=1

P

I A
Z Voki 2 - Z(Bpij + 61’3‘1‘) - Z’YPM
k=1 k=1

= . il
z'_S1u..I.)A " - < i:llr}fP 1 . (1.5.31)
2 - Z(/Baij + /Baji) - E :fyazk Z ’Yaki
J#i k=1 h=1

Entonces la matriz M es de clase S,,.

Demostracién: Para la matriz M, escrita por bloques como en (1.4.22), se tiene
que ) _
Bf T3

T __
M=t By

1 (P+A)x(P+A)
Escribimos la matriz W de la siguiente manera

W0

L 0 W | (P+A)x (P+A)

W = (1.5.32)

donde las matrices W, y W5 se consideran como

w, 0 - 0 _wz 0O --- 0

0O w --- 0 0 wy --- 0
Wi=|. ) , ) , Wy =] . ) . ) ,

0 0 - w PxP _0 0 - wy Ax A

con wy > 0,wy > 0.

Se obtiene i}
D,

Gy D | (P+A)x (P+A) 7

C=WM+M'W =
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con

C, =

CQ =

-2

—2

W1Yp11 + W2Ya11
W1Ypay + W2Ya12

L W1Ypp1 + W2%Ya, p

W1Yp11 + W2%Ya11
W1Yp12 + W2Yas,

L W1Yp1a + W2Yau,

- (61712 + 61721 )

_(ﬁam + /Ba21)

- (BIHQ + 6]’21 )
—2

| _(627113 ‘+ /817131) _(6p2p '_’_ /BPP2>

- (66112 + 5a21 )
—2

B _(ﬁam '+ Bam) _<BG2A .+ 5%42)

W1Yp12 + W2%Yas
W1Ypas + W2Yaso

W1Vpps + W2Yayp

W1Ypay + W2Yaso
W1Ypas + W2Yass

W1Ypaa + W2Ya a9

_(BIHP + ﬁpm)
_(szp + BPP2>

—2

_(/8@1A + BQAI)
_(BGQA + BaAz)

—2

W1Vp1a + W2Yaa,
W1Vpoa + W2Ya 40

W1Yppa T W2Vaup

W1Ypp1 + W2Ya, p
W1Yppa + W2Yasp

W1Vppa + W2Yaup 1

Luego, por el Teorema de Gershgorin 1.5.2, de la matriz C se generan P desigual-

dades de la forma

P

JFi

y A desigualdades

A

JF#i

k=1

A

A
/Bpij + ﬁpji) + wlz’ypik + wQZ'Ya,“-, cont=1,....,P

k=1

P P
/Baij + 6aji> + w2Z'7aik + wlz/ypkﬂ con Z = 17 tt 7A'
k=1 k=1

Como se desea que los autovalores \ sean negativos, reescribimos las P y A desigual-

dades anteriores como

P A
A< w <Z<ﬂng + ﬁp]‘i) + nypik - 2)
k=1

J#i

k=1 j#i

P A
A< wlzfypm + wa (Z

+ wgz%,ﬂ. <0, paratodai=1,..., P

P
(Bai; + Bayi) + Z'Yaik - 2) <0, paratodai=1,...,A.
k=1

Obtenemos el siguiente sistema de P + A desigualdades con variables w; y ws
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P A A
<Z(ﬂpu + Bp,;) + Z’ypik — 2) wy + (Z%ki) wy <0, paratodai=1,...,P
k=1

j#i k=1
(1.5.33)

P A P
<nyp,ﬂ.> wy + (Z(ﬁau + Ba,;) + Z%ik - 2) wy < 0, paratodai=1,..., A.
k=1 A k=1
(1.5.34)

Resolviendo las desigualdades en (1.5.33) para wy y considerando que wy > 0, se

tiene

P A
(Z(ﬁpij + Bpji) + Z,Ypik - 2)
L2 A b=l , paratodai=1,...,P. (1.5.35)

w1 A
E ,}/aki
k=1

Ahora resolvemos (1.5.34) también para wq > 0,

P
E :’Vpki
k=1

— > — , paratodai=1,...,A. (1.5.36)

A P
(Z(ﬁazj + /Baji) + Z'Vaik - 2)
k=1

J#i

Por tanto, podemos encontrar la matriz W si fijamos un valor para w; > 0y w»
que cumplan (1.5.35) y (1.5.36), si suponemos (1.5.31). O

A las matrices M que cumplen con esta condicion, las llamaremos matrices de
Tipo II.

Observemos que las condiciones (1.5.29) y (1.5.30) pueden escribirse de la forma

A P P
S Y By <23 By, (1.5.37)
k=1

i i
P A A
> Yo+ D Bay <2 P (1.5.38)
k=1 i i

Si comparamos las condiciones del Tipo Iy Tipo 11, observamos que las de Tipo II

son menos restrictivas para los parametros de la matriz de la comunidad.
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Condicién Tipo Ill. Caso campo medio

Supongamos que todos los coeficientes de la matrix M son no nulos, de forma que
los coeficientes de competicién entre las especies y las plantas y los coeficientes de
mutualismos entre ellos son iguales. En este caso decimos que el sistema (1.4.21) es de
campo medio, garantizando la conectividad total de las relaciones mutualistas entre

plantas y animales.

Teorema 1.5.4. Suponemos que la matriz M, definida como en (1.4.22), con

Bl = Bpi]- < 17 62 = Bai]— < 1a 1= Vpijs V2 = Yagy

para todoi=1,..., P ytodoj=1,..., A, satisface la condicion (1.4.25). Entonces la

matriz M es de clase S,,.

Demostracién: Tomamos 8 = 3, <1, B2 = B4, <1, 71 = Ypi;s V2 = Vay;» PATA
todoi=1,...,Pytodoj=1,..., A. Nuevamente consideramos la matriz M de orden
(P + A), escrita por bloques como en (1.4.22), donde ahora las matrices By, By, 'y y

[’y estan definidas por

-1 =p - =5 -1 =B - =P
P e I e Tl ™
s | TR
05 TS W ’Yl- Y2 Y2 o 2
T N , (1.5.40)
] ]

con 0 < ﬁleQ < 17 Y1, V2 > 0.

La matriz W la definimos en bloques,

Wy 0

W:{@ Wy

} (P+A)x (P+A)

donde las matrices Wy y Wj son como en (1.5.32).

Como antes

D, ¢,
Co Dy

9

C=WM+M'W = { }
(P+A)x(P+A)

donde (ver Seccién 1.6 para la notacion)

D1 = D(—le, —211)161; P), D2 = D(-QU)Q, _QU)QBQ; A),
Cy = (w171 + w2'72)IP><A> Cy = (w171 + w272)ZAxP~



28 Capitulo 1 — Modelo de redes mutualistas

Nos planteamos encontrar la condicién para que los autovalores de WM + MTW sean

negativos. Para eso, calculamos las soluciones del polinomio caracteristico de C
p(A) = [C(N)| = |C = Maxp| = [WM + MW — Mayxp| =0,

donde [44p denota la matriz identidad de orden A x P. La matriz C(\) se puede

escribir de la siguiente forma

F C
‘w=[g

Y

:| (P+A)x(P+A)

donde
Fy = D(—2w; — A\, =2w81; P), Fy= D(—2wy — \, —2wy[35; A).
Por tanto, aplicando la Proposicién 1.6.3 (ver Seccién 1.6), se tiene
P(A) = (—2w1 — A+ 2wi B1)77H (= 2wy — A+ 2wy )71 - g(N)

donde
qA) = ((—2wy — A = 2w B1(P — 1)) (—2wy — XA — 2wz 52(A — 1)) — PA(wim + wey2)?)

= Ao+ 5 +wnBi(P — D)+ G + (A~ 1)) = (i + )]

Los autovalores de la matriz C son:

A =2w;(B; —1) con multiplicidad P — 1,
A =2wsy(Py — 1) con multiplicidad A — 1,
las raices de g(\).

Las raices de g(A) son las raices del siguiente polinomio de grado 2,

A2 A
m(\) = T + Ry (w, w2)§ + Ro(wq, wo)

donde
Ry(wi,wa) = wi(1+ B1(P — 1)) + w1 + B2(A — 1)),

Rafuwn,wz) = w1+ Sy(P = D)1+ Bo(A = 1) = T2 i + wa)?

Teniendo en cuenta que Ry > 0, para que las raices de m(\) sean negativas, se necesita
que
Rg(’wl,w2> > 0.

Esto es equivalente a

PA
wiwa (14 B1(P —1))(1 4 f2(A—1)) > T(wﬁf + w35 + 2wiweniYe),
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de donde,

2
0> whd + wdnd + 2wnws(17 — o (14 AP = 1)1+ fo(A - 1))

Dividiendo por w? se tiene que

0> (22) a2 (22 (3 12y 1 4GP~ D)1+ 84~ 1) ) 52

1
Teniendo en cuenta (1.4.25), para que existan wy, wy > 0 que verifiquen la desigualdad

anterior, es suficiente que

(1008~ g1+ AP = )1+ BulA = 1)) > 2o

y por tanto, se debe cumplir que

e < (L4 B (P = 1)(1+ Bo(A — 1)) — 37

PA
(L4 4P =1))(A + (A -1))
N2 < DA
que es la condicién (1.4.25). O

A estas matrices M las llamaremos matrices de Tipo III.

De los resultados anteriores llegamos al siguiente teorema.

Teorema 1.5.5. Supongamos que M es la matriz de la comunidad del sistema (1.4.21)
y es de Tipo I, II, o III. Entonces, el sistema (1.4.21) tiene un punto de equilibrio

globalmente estable no negativo u*.

Demostracion: Por el Teorema 1.3.19, si la matriz de la comunidad M es de clase
Sw, el sistema (1.4.21) tendrd un punto de equilibrio saturado u* globalmente estable.
Como M al ser de Tipo I, IT o III es de clase S, el sistema (1.4.21) tiene un punto

de equilibrio globalmente estable no negativo u*. O

Caso particular

No es dificil ver que el razonamiento aplicado a las matrices de Tipo III se puede

repetir cuando una, o varias filas, son nulas (y sus correspondientes columnas). En este

caso
(0 0 0 -~ 0 ] (0 % %2 o 7]
MM 0 %2 72 =+ 7

L=l M M - n , D=0 7% 7 - 7 . (1.5.41)

AL TS D B O 0 v 7 - 7 AxP
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y By y Bs estan definidas en (1.5.39).

Teorema 1.5.6. Supongamos que (1,52 < 1 y consideremos la matriz M de (1.4.22)
conT'y y Ty como en (1.5.41) y By y By como en (1.5.39). Supongamos que se verifica

la condicion

AP -y < (1 =61+ (P—=1)81)(1 4+ (A—1)5). (1.5.42)
Entonces M € S,

Demostracion: Con la misma idea de la prueba del Teorema 1.5.5, tenemos claro

que
e
0 D,

)

WM+ MW = [ }
(P+A)x(P+A)

donde
D, = D(_lea — 2w By; P)7 D, = D(—2w2, —2w2ﬁ2;14)7

C? = (i +woy2) TPy a, O3 = (Wim + woy2)(Tpya)”
(ver en la Seccién 1.6 la notacién usada).
Calculamos los autovalores de la matriz WM + M?W para encontrar la condicién
para sean negativos. Calculemos primero sus autovalores, esto es, calculemos las raices

del polinomio
p(A\) = [WM + MW — \I|.

Observemos que esta nueva matriz C' se puede escribir de la siguiente forma

oo
0 P

?

WM + MTW — M = { ]
(P+A)x(P+A)

donde
Fy = D(—2w; — A\, =2w61; P), Fy= D(—2wy — \, —2wsy35; A).
Por tanto, el determinate de WM + MY W — A\ es
P(A) = (—2w1 = A+ 2wi B1)7 72 (= 2wy — A+ 2wy 52) 71 - g(N)

donde

qA) = —(A+2wi (14 B1(P — 1)) (A + 2wz (1 + B2(A = 1)) (A + 2w (1 — 1))
+(/\ + le)(P — 1)A(wwl + ’wg’)/g)?.

Por lo tanto, las raices de p()), los autovalores de WM + MWW, son

A= 2w (B —1) con multiplicidad P — 2,
A =2wy(By — 1) con multiplicidad A — 1,
A

las raices de g(\).
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1[[ ({ = —X l[[] (Y = + X

q(—2wi(1 = B1)) >0, q(—2wi(1+ (P —1))) <0,

con

Por tanto, para que las raices de ¢ sean negativas es suficiente que ¢(0) < 0, esto es,

0, equivalentemente,

0> (%)272%2 (%) (m - ﬁ(l B+ Bi(P = 1))(1 + (A — 1)))+%2-

1
Razonando como en el Teorema 1.5.5, esto es cierto si

1

N < m(l =B+ Bu(P = 1)1+ B2(A—1)).

Nota 1.5.7. Si se tienen p filas nulas, para 1 < p < P, la condicion es:
T172(P =p)AL+ (p—1)B1) < (1= B)(1+ (P —1)B1)(1 + (A—1)5s).

1.5.1 Comparacién de los tres tipos de matrices

Como ya se menciond, las matrices de campo medio estan asociadas a la red com-
pleta de conexiones. A partir de esta red que contiene todos los enlaces mutualistas
posibles entre las especies de plantas y animales, podemos generar otras en las cuales
al menos un enlace o conexion se ha eliminado. A las matrices asociadas a estas redes

las denominaremos matrices de anidamiento y las denotaremos como A.

Una vez obtenidas las condiciones de Tipo I, IT o III para que la matriz de campo
medio M sea de clase 5, necesitamos que la matriz de anidamiento sea también de clase
Sw- Es decir, que una matriz de campo medio de clase S,,, transmita esta caracteristica

a una matriz de anidamiento que se genera a partir de ella.

Para las matrices de Tipo III, la condiciéon fue encontrada calculando los auto-

valores de la matriz WM + M”W, por lo que si se escoge este método para saber
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si una matriz de anidamiento generada es de clase S,,, debido a la gran cantidad de
posibilidades de generar matrices de anidamiento a partir de una de campo medio, es
muy complicado determinar que los dos tipos de matrices simultaneamente sean de
clase S,,. Por otro lado, si una matriz es de clase S,, no necesariamente posee una
matriz diagonal dominante negativa, lo que significa que la matriz de anidamiento no

necesariamente serd de Tipo 1.

Si la matriz de campo medio M es de Tipo II, cualquier matriz de anidamiento
A generada a partir de M también serd de tipo Tipo II, ya que la ubicacion de los
autovalores en la parte izquierda del plano complejo esta garantizada por el mayor

numero de conexiones en la red.

Por tanto, cuando se trabaje con las matrices de campo medio y de anidamiento,
las dos seran de Tipo II.
En esta seccion pretendemos comparar las tres condiciones consideradas anterior-

mente. Para ello, nos situamos en el caso de campo medio:
Bpis = Baiw =1, B1=108pys B2=DBaj, T#TI N= Ty V2= Vay-
Con esta notacion, la condicién de las matrices Tipo I se lee de la siguiente forma:
NA+B(P—1)<1, 7P+ B(A-1)<1. (1.5.43)
Las condiciones de las matrices Tipo II son:

NA+268(P—=1) <2, P +2B(A-1)<2, (1.5.44)

APyye < (2(1 = Bi(P = 1)) = mA)(2(1 — B2(A — 1)) — 2 P). (1.5.45)
Por 1ltimo, la condicién para matrices Tipo III, esto es, (1.4.25) es equivalente a

_ L+ B(P = 1)1+ B(A—1)
Y1 PA ’

(1.5.46)

Comparemos estas condiciones, esto es veamos el conjunto de pares (71,72) que
verifican las condiciones anteriores. Es facil ver que (1.5.43) restringe los valores 7 y

~9 de la forma
BN
At A ’ V2 P
donde Ry =1—(P—1)f1y Ro=1—(A—1)Bs (ver Figura 3).

Por otro lado, (1.5.44) es equivalente a

2R,y 2R,

< — < —
N A7 2 Pa
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mientras que la condicién (1.5.45) exige que los valores 7, y 72 estén por debajo de la

recta
Ry

R, P’

Y2 = (2R; — Am)

Ademds, el valor de esta recta en 7, = Ry /A es exactamente vy, = Ry /P (ver Figura 3)
por lo que es claro que el conjunto de los pares (v1,72) que verifican (1.5.43) estd
estrictamente incluido en el que verifican (1.5.44) y (1.5.45).

Para comparar las condiciones (1.5.44) y (1.5.45) con la condicién (1.5.46), obser-

vemos que esta tltima define la hipérbola

1T(A4+AP-1)1+5/A-1)) 2-R2-R 1
o0 PA P A

T2 =

Por otro lado, suponiendo (1.5.44), no es dificil probar que estas curvas no se cortan y,

por tanto, la regién definida por (1.5.46) es la mayor de todas, ver Figura 3,

2R=/P

Tipoll
Rz/P

Tipol

Tipo 1l

Y

Ry/A N
2R/A it

Fig. 3: Comparacién de Tipos de matrices. La regién por debajo de la hipérbola (Tipo III)
definida por (1.4.25) es la mas amplia. Le sigue la regién bajo la recta (Tipo II). Por tltimo,
la regién delimitada por el rectdngulo es la definida por las matrices Tipo 1.

Por tanto, podemos concluir que en el caso de campo medio, la condicién (1.4.25)

es la mejor de todas.

Nota 1.5.8. Observemos, no obstante, que la condicion de ser de Tipo I1I solo puede
aplicarse a las matrices de campo medio, mientras que las otras dos condiciones se

pueden aplicar a cualquier tipo de matrices.
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1.6 Anexo Capitulo 1

En este Apéndice probamos los resultados auxiliares incluidos en la prueba de los

Teoremas 1.5.5 y 1.5.6.

Definicién 1.6.1. Dados M, N € N, y a,b € R, denotamos por

[ b b - b ]

b ab --- b
D(a,b; M) = b b a - b

bbb o a

IMxN:(aij), aijzl, Z:L,M,jzl,,N

Con esta notacién, la matriz C' de (1.4.21) es una matriz de orden P + A definida

por

o { By I (1.6.47)

I'y By

Y

} (P+A)x (P+A)
donde

By =D(-1,01;P), By=D(—1,62;A), 't =mZpxa, T's=rTaxp,

esto es, las matrices definidas en (1.5.39).

En el siguiente resultado estudiamos la matriz D(a, b; M).

Lema 1.6.2. Consideramos a,b € R y M € N.

1. Se tiene que:

|D(a,b; M)| = (a+ (M —1)b) (a — b)M" (1.6.48)
2. Se cumple
-1 __ 1 _he
D(a,b; M)~' = R 1)b)D(d, b; M)
donde

d=a+ (M—2)b.
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Demostracion: 1. Restando la primera fila de las otras, tenemos

a b b b b
b—a a—0b 0 0 0
b—a O a—0b 0 0
[D(a,b: M)l = g 0 0 a—1b 0
b—a 0 0 0 coa—0> Y
Ahora, sumando todas las columnas a la primera, se obtiene
a+(M—-1)b b b b b
0 a—>b 0 0 0
0 0 a—>b 0 0
|D(a,b; M)| = | 0 0 a—b 0 =
0 0 0 0 ea=b

= (a+(M—=1)b)(a—b)"".

2. Es facil mostrar que D(a,b; M) - D(a,b; M)™' = Ip, donde Ip denota la matriz
identidad de orden P. O
En el siguiente resultado, calculamos los autovalores para matrices mas generales

que C. Consideramos la matriz mas general

Y

- Dp
C_[Cz Dy

1 (P+A)x(P+A)
donde
Dp = D(a1,d; P), Dy = D(ag,ds; A), C1 = c1Zpxa, C2 = c2Zaxp,

y ay,dy,as, ds, c1,co € R. Tenemos el siguiente resultado:
Proposicién 1.6.3. Se cumple que,
|C’ = (Gl — dl)Pil(ag — dg)Ail((al + (P — 1)d1)(@2 —+ (A — 1)d2> — clchP).

Demostracion:
Caso 1: Suponemos que Dp' existe, esto es a; # d; and a; # d;(1 — P). En este caso,

obtenemos que (ver [76])

IC| = |Dp||Da — C2Dp'CY] . (1.6.49)
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Primero, calculamos Cy Dp'C}. No es dificil demostrar que

CoD3'Cy = cye1TaxpDp Ipxa.

Usando ahora el Lema 1.6.2 para la expresion D;l, obtenemos

1
D' Tpya = T
y entonces,
TaxpDolTpyia = ! TaxpT
P

- z'-><7
(a1 + (P — 1)dy) 4

de donde se puede deducir que

crca P
(al + (P — 1)d1)

CyDR'Cy =

Taxa.

Denotamos por

D =Dy — CoDp'Ch,
y obtenemos que

cico P g crca P
(a1 + (P—1)dy)" 7 (ar+ (P —1)dy)

Usando nuevamente el Lema 1.6.2, obtenemos

D:D(CLQ—

i A).

clch

DI = (02 =)™ <a2 (i + (P —1)dy) t4-1 (d2 (m +C(1;2i) 1)d1)>) '

Entonces, usando (1.6.49) tenemos que

ICl = (a1 — dl)P_l(al + (P —1)dy)(ag — dQ)A—l.

clch

ClCQP
| ( T p-nay A (d2 TP 1>d1>>)
= ((11 — dl)P_l(CLQ — dg)A_l((al + (P — 1)d1)(a2 + (A - ].)d2) - ClchP).

Esto completa la prueba.
Caso 2: a; = d;. En este caso, las P-primeras filas son similares, y por tanto [C| = 0.
Case 3: a; = dy(1 — P). Restamos a la fila P-ésima las otras P — 1 filas,
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€l =

Pd,

C2

C2

0 0 —Pd;

0 0 —Pd,

0 Pdy —Pd,
di dy di(1—P)
Co Co Co

G2  C C2

Co Co Co

0 O
0 O
0 O
a1 G
a9 d2
d2 a9
dy do

a2

(P+A)x(P+A)

restamos la columna (P + 1)-ésima, a las siguientes A — 1 columnas, y se tiene que:

€l =

Pd,

0

Ca
Co

C2

y entonces,

€l =

0 0
0 0
0 Pd
dy dy
G2 2
Co Co
Co Co
0 0
0 0
0 Pd;
dy  dy
2 Co 202
C2 C2
Co Co

—Pd,
—Pd,

—Pd1
dy(1— P)
(&)

C2

C2

—Pd,
—Pd,
—Pd,

di(1— P)

2C2
&)

C2

0 0

0 0

0 0

C1 0

(05} d2 — Q9

d2 a9 — d2

ds 0
0 0
0 0
0 0
C1 0

as + d2 dg — Q9
do ag — dy
do 0

Se desarrolla el determinante por la tltima columna, obteniendo

0
0
0
0
d2 — Q9
0
ay — dy (P+A)x (P+A)
0
0
0
0
0
0
ay — dy (P+A)x (P+A)
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Pdy 0 0 0 0 0 0
0 Pd 0 0 0 0 0
0 0 0 Pd 0 0 0
ICl = (aa—do) | di & di dy di(1-P) ¢ 0 0
202 2C2 202 2C2 as + dg d2 — Q9 0
Co Co Co (&) dg a9 — dg 0
Co (&) Co (&) d2 0 a9 — dQ
Repitiendo este proceso A — 1 veces, llegamos a
Pd; 0 0 0 —Pd, 0
0 Pd 0 0 —Pd, 0
Cl = (ay—d )AL : : : : :
€] = (ax=dy) 0 0 0 Pd, —Pd 0
d1 d1 d1 d1 dl(l — P) C1
ACQ ACQ ACQ ACQ ACQ as + (A — 1)d2 (P+1)x(P+1)

Ahora, continuamos desarrollando el determinante, por la ltima columna y teniendo

en cuenta que

Pdy 0
0 Pd
0 0
dl dl

se tiene

IC = —c1(az — dp)* !

0 0

0 0

0 Pd;
i d4
Pd;, 0
0 Pd;
0 0
ACQ ACQ

Restamos las columnas a la tltima columna,

—2Pd; —Pd;
—Pdy —-2Pd;

IC| = —c1(ay — d2)A71 : :
—Pdy, —Pd;

0 0

—Pd,
—Pd,

—Pd,
di(1— P)

=0,
(P+1)xP

0 0 —Pd,

0 0 —Pd

0 Pdy —Pd

ACQ ACQ ACQ PxP
~Pd, —Pd, —Pd,
—Pdy —Pdy —Pdy
—Pd, —2Pd, —Pd,;
0 0 ACQ

PxP

(P+A—1)x(P+A-1)
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y desarrollamos el determinante por la ultima columna,

—2Pdy —Pd, --- —Pdy —Pd
€l ooy — dy —Jzﬂdl —2ch[1 —]:Ddl —1.1:3611 |
T T
y asi,
1 11
IC| = —c1e2A(—Pdy)"Hag — doy)* ! . 2 b
1112 (P—1)x(P—1)

Finalmente, usando el Lema 1.6.2, obtenemos

‘C’ = (—1)P6102A(Pd1)P71(a2 — dz)Ailp = (-1)PACZ{371(CL2 — dg)Ailppclcg.
Esto concluye la prueba. O]

Probemos a continuacion el resultado necesario para la prueba del Teorema 1.5.6.
Definamos

Dp CO

] (P+A)x (P+A)
donde

Dp = D(a1,dy; P), Dy = D(ay,dy; A), C = 1T, 4, CF = co(Th, 1),

ai,dy, az,ds, c1,co € Ry hemos denotado Z), 4, = a5, i =1,...,P,j=1,..., Ay

[0 =1, =1, A
YTV i=2,...,P;j=1,...,A,

Se tiene el siguiente resultado:
Proposicién 1.6.4. Para la matriz (1.6.50) se cumple que:
‘A()’ = (a1—dl)P*Q(ag—dg)Afl((al—i—(P—1)d1)(a2—|—(A—1)d2)(a1—d1)—clczalA(P—1)).

Demostracién: Se sigue exactamente la Proposicién 1.6.3. Veamos las principales

diferencias.
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Observemos que

&16102<P — 1)

OD—l 0 _
02 P Cl (a1 — dl)((h + (P — 1)d1

Laxa.
)
Denotando en este caso
Dy = Dy — CID'CY,
se obtiene que

ajcica(P —1) 4 ajcica(P —1)
2

Do =Dl = 0w+ (P - Dd) ™ (o —d)a + (P - dy)

Usando el Lemma 1.6.2, se tiene que

alclcg(P— 1)
a)p — d1)<a1 —+ (P — ].)dl)

B B alClcQ(P_ 1)
(A-1) (d2 (a1 —di)(ar + (P — ”dl)))

a10102(P_ 1)A >
(a1 — ) + (P~ 1)dp) )

Pul= (o= o' aa - '

= ((12 - dg)A_l (a2 + dg(A — 1) —
Y, por tanto, usando que
Aol = [Dp||Da — C3DR'CY)

se llega a que

A).

|A0| = (a1—dl)P_Q(ag—dg)A_l((aﬁ—(P—1)d1)(a2+(A—1)d2)(a1—d1)—clcgalA(P—l)),

lo que completa la prueba.

]



Capitulo

2

Estructura del atractor global.
Aplicacion a sistemas mutualistas

La teoria de los sistemas dinamicos es una poderosa herramienta para comprender
numerosos fenémenos reales en una gran variedad de areas cientificas. El estudio de
conjuntos invariantes compactos atrayentes ha demostrado ser un area de investigacion
fructifera, que proporciona informacion esencial para un niimero creciente de modelos
de fenémenos provenientes de la Fisica, la Biologia, la Economia, la Ingenieria, entre
otros. En particular, el anélisis de las propiedades cualitativas de semigrupos en espa-
cios de fase generales ha recibido mucha atencién durante las ultimas cuatro décadas
(véase, por ejemplo, [12], [13], [56], [68], [88], [97], [111], [117], [86], [30] 6 [106]).

Esta teoria se relaciona principalmente con las predicciones cualitativas acerca del
comportamiento de sistemas que evolucionan en el tiempo. Su rasgo caracteristico es el
énfasis en el comportamiento asintotico, especialmente en la presencia de propiedades

relacionadas con el comportamiento cuando el tiempo avanza al infinito.

Por sistema dinamico se entiende la representacién funcional de la solucién de
un problema fisico o del modelo matemético que lo describe. Geométricamente, un
sistema dindmico describe el movimiento de puntos en un espacio (espacio de fases)
a través de las curvas definidas por el sistema de ecuaciones diferenciales (o en derivadas
parciales) considerado.

La dindmica del sistema a lo largo del tiempo es capturada en conjuntos limite, los

cuales son un tipo especial de conjunto invariante. Su cuenca de atraccién es el conjunto

41
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de datos iniciales los cuales evolucionan hacia el conjunto limite dado. Puesto que los
conjuntos limite capturan el comportamiento asintético de un sistema, una descripcion
del comportamiento puede ser obtenida por la determinacion de todos sus conjuntos
limite, estudiando como estos conjuntos cambian con respecto a los pardmetros de
control en el sistema, como se conectan y determinando las cuencas de atraccion de
cada conjunto limite.

En lo que sigue, después de tener las condiciones suficientes para la existencia y
unicidad de soluciones, que nos permitiran definir un sistema dindmico {7'(¢) };>¢ para
(1.4.21), probaremos que el sistema posee un atractor global A, es decir, un conjunto
compacto invariante del espacio de fases que determina todo el comportamiento asin-
tético de las soluciones sobre conjuntos acotados (Definicién 2.1.9). Estudiaremos la
caracterizacion geométrica de este atractor global, el cual puede ser descrito por la
unién de las variedades inestables asociadas a los puntos estacionarios para (1.2.8).
Esto es consecuencia de que el sistema dindmico 7'(t) sea gradiente (Teorema 2.4.2), lo
cual es probado como resultado de poseer una unica solucién estacionaria que es glo-

balmente asintéticamente estable en el cono positivo de soluciones (ver Teorema 1.5.5).

2.1 Sistemas dinamicos y atractores globales

Cuando se muestra que un sistema dindmico posee un atractor global, todo su
comportamiento asintotico puede ser descrito por un analisis detallado de la dindmica
interna de este conjunto compacto invariante, lo que conduce a una comprension ra-
zonable del comportamiento asintético de los modelos asociados, incluyendo algunos
sobre la localizacién del atractor, el conocimiento de la velocidad a la que atrae a las
soluciones en el espacio de estados, su descripcién geométrica, su continuidad bajo per-
turbacioén, y la cuantificacién de su complejidad a través de las estimaciones sobre su
dimension.

En esta seccién presentamos los conceptos basicos y principales resultados de la
teorfa de los sistemas dindmicos auténomos que seran utilizados posteriormente (ver,

(6], [13], [12], [29], [56], [58], [97], [88]).

2.1.1 Definiciones y resultados previos

Consideremos el sistema diferencial

dt (2.1.1)
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con f € C*(X), y con una tnica solucién ¢ (ug, t) , que pasa a través de uy € X, espacio

métrico completo, en el tiempo ¢t = 0.

Definicién 2.1.1. Un sistema dindmico o flujo es una funcion ¢ (u,t) definida en

X x R, que toma valores en el espacio métrico X que satisface:
(i) ¢ (u,0) =wu para todo u € X.
(i) ¢ (u,t+s) = ¢ (¢ (ut),s) para todot,s € R, ue X.

Si se reemplaza R por [0,00), ¢ se denomina semiflujo. Se escribe ¢; (u)=¢ (u,t).
Si ¢ es un sistema dindmico y u € X, entonces la solucién ¢; (u) de (2.1.1), existe para
todo ¢ en algin intervalo abierto maximal I(ug), ver (1.2.3).

La manera general de tratar la evolucién temporal de las soluciones de (2.1.1) la
haremos desde el concepto de semigrupo, que es la expresién abstracta para la descrip-
cién de un sistema dinamico que se adapta tanto a sistemas de ecuaciones diferenciales

como en derivadas parciales.

Definicién 2.1.2. Consideramos el espacio métrico (X,d). Una familia {T(t) : t > 0}
de aplicaciones del espacio X en si mismo es un semigrupo no lineal en X, o simple-

mente semigrupo, si
(i) T(0) = Ix, con Ix la identidad en X,
(i) T(t+s) =T()T(s), para todo t,s € R" y,
(1) la aplicacion [0,00) x X > (t,x) — T(t)x € X es continua.
En (7ii), se considera el conjunto [0, 00) x X dotado de la topologia producto.

Por (i), la familia de aplicaciones {1 (t) : ¢ > 0} es conmutativa para la operacién

de composicién de aplicaciones, ya que para cualesquiera ¢, s > 0 se tiene
TSTH)=T(s+t)=T(t+s)=T ()T (s).

Fijamos un semigrupo no lineal {T'(¢) : t > 0} en un espacio métrico X = (X, d),
que denominaremos espacio de fases del semigrupo y lo notaremos por 7'(-). Ahora
presentamos una serie de definiciones necesarias para precisar lo que se entiende por

atractor global para un semigrupo:

Definicién 2.1.3. Se dice que un subconjunto A C X es invartante respecto del

semigrupo {T'(t) : t > 0}, o simplemente invariante, cuando para todo t > 0 se tiene

T(H)A = A.
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Sea (A;),c,, una familia de subconjuntos numerables de X invariantes por el semi-

grupo T'(+), entonces su unién A := | J,_; 4; es también invariante por él.

i€l
Por otro lado, la interseccién de conjuntos invariantes no es, en general, un conjunto
invariante; sin embargo, si para cada t > 0 la aplicacién T (t) : X — X es inyectiva,

entonces se puede ver que la interseccién de invariantes es invariante (ver [8]).

Definicién 2.1.4. Se dice que una aplicacion € : R — X es una solucion global del

semigrupo {T(t) : t > 0}, cuando para todo t > 0 y todo 7 € R, se cumple que

T()&(r) = &(t+ 7).

Definicién 2.1.5. Si £ : R — X es una solucion global, su imagen (&) se denomina

orbita global, o simplemente orbita de la solucion &.

Si€(0) =z € X, se dice que £ es una solucién que pasa por el punto x.

Toda orbita global de un semigrupo es invariante para este semigrupo.
Ademas, toda solucién global de un semigrupo T (-) es continua, ya que, para t y
to reales, se puede escoger cualquier real 7 con 7 < min {to,t} y usando la definicién

de solucién, se puede escribir

d(E(t),& (b)) =d(T(t =7)&(7), T (to = 7)E(7)),

y la conclusién se sigue de la propiedad (iii) de la definicién de semigrupo.
El siguiente resultado explica la estructura geométrica que tienen los conjuntos

invariantes en términos de érbitas globales del semigrupo (ver [32]).

Proposicién 2.1.6. Un subconjunto A C X es invariante por T (-) si y sdlo si, A es

una union de orbitas globales de T (-) .

Si un conjunto es invariante, cualquier solucién que comienza en A permanece en
A, es decir, T(t)A C A para todo t > 0.

El significado de atraccion estd relacionado con el de distancia; para poder medir

la cercania o proximidad entre conjuntos necesitamos definirla.

Definicién 2.1.7. Dados A y B, subconjuntos no vacios de X, se define la semidis-

tancia de Hausdorff entre A y B como

dist (A, B) := sup inf d (a,b) = supd (a, B),

acA beB acA

donde d(a, B) := gn]gd (a,b) es la distancia usual entre un punto y un conjunto. La
¢

distancia simétrica de Hausdorff entre A y B viene definida por

disty (A, B) := dist (A, B) + dist (B, A) .
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Es claro que si B C A, entonces dist (B, A) = 0. Ademés, para cualesquier A y
B subconjuntos de X se tiene que dist (4, B) = 0 si y sélo si, A C B, porque, si
dist (A, B) = 0 entonces, fijado a € A se tiene que d(a, B) = 0, luego para cada
natural n existe un punto a, € B tal que d(a,a,) < %, luego a,, — a, y esto significa

que a € B.

Definicién 2.1.8. Sean B y C subconjuntos de X. Se dice que B atrae a C (bajo
T(-)) si dist(T(t)C, B) — 0 cuando t — +00.

Si se tiene A C X y un niimero positivo € > 0, su e-entorno, denotado por O. (A),

es la unién de todas las bolas abiertas centradas en sus puntos y con radio ¢, es decir,

O. (A) = | JB(a;e) = {z € X :d(z,A) <e}.

a€A

De la definicién anterior se deduce que un subconjunto B es atraido por un sub-

conjunto A si y sélo si, para todo € > 0 existe 7 = 7 (¢, B) > 0 tal que
T(t)B C O.(A) para todo t > 7. (2.1.2)

Definicién 2.1.9. Un conjunto A C X es el atractor global para un semigrupo T(-)

S0
(i) A es compacto;
(ii) A es invariante; y
(ii1) A atrae a cada subconjunto acotado de X .

Con esta definicién se obtiene el conjunto compacto minimo que atrae cada conjunto
acotado de X y el méximo conjunto cerrado y acotado invariante (ver [68]). Los
atractores globales para semigrupos son unicos y la existencia de un conjunto atrayente

compacto es una condicién necesaria y suficiente para su existencia (ver [88, 58]).

Proposicién 2.1.10. Si existe un atractor global para el semigrupo {T (t) :t >0},

entonces dicho atractor es unico.
Como consecuencia de la Proposicion 2.1.6 se tiene

Lema 2.1.11. Si un semigrupo T(-) tiene un atractor global A, entonces
A={y € X : existe una solucién global acotada que pasa por y}.

Un primer resultado sobre cémo estan formados los atractores es el siguiente:
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Teorema 2.1.12. Si un semigrupo {T(t) : t > 0} en un espacio métrico X posee
atractor global A, entonces A es la union de todos los subconjuntos acotados invariantes
de X.

Si se consideran las soluciones del sistema, el siguiente corolario del teorema anterior

caracteriza el atractor en términos de ellas.

Corolario 2.1.13. Si un semigrupo {T (t) :t > 0} en un espacio métrico X posee

atractor global A, entonces A es la union de todas las drbitas globales acotadas de
{T (t):t>0}.
Algunas definiciones adicionales.

Definicién 2.1.14. Dado un subconjunto B de X, denotamos por vt (B) su semidr-

bita positiva respecto del semigrupo T (), esto es,

YH(B)={T(t)z:t>0, e B} = | J7" (2).

reEB
Definicién 2.1.15. Dados dos subconjuntos B y D de X, se dice que D absorbe al
conjunto B por medio del semigrupo, si existe un T = 7(B) > 0 de manera que

T (t) B C D siempre que t > 7.

Definicién 2.1.16. Se dice que un semigrupo {T'(t) : t > 0} es disipativo cuando
ezxiste un subconjunto acotado D de X que absorbe a todos los subconjuntos acotados

de X por medio del semigrupo.

Las nociones de atraccion y absorcién se relacionan en el sentido de que un semi-
grupo 7T (+) es disipativo si y sélo si existe un subconjunto acotado A que atrae a todos

los subconjuntos acotados de X.

2.1.2 Conjuntos w-limites

Definicién 2.1.17. Dado un subconjunto B de X, definimos su conjunto w-limate,

denotado por w (B), como

wB)=JT ) B=( B) =({T(7)x:7 >t x€B}.

t>0s>t t>0 t>0

El siguiente lema caracteriza los conjuntos w-limite.
Lema 2.1.18. El conjunto w-limite de un subconjunto B C X estd caracterizado por
w(B) = {z € X : existen sucesiones (t,),y en Ry cont, — 0o y

() ey €n B, tales que v = lim T (t,) z,}. (2.1.3)
n—oo
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Si B C C entonces w (B) Cw (C) y si £ : R — X es una solucién global de T'(+) se
tiene que w (£ (1)) = w (£ (s)), cualesquiera que sean los nimeros reales s y t.
Las principales propiedades de los conjuntos w-limites necesarias en el estudio de los

atractores globales se verifican siempre para los semigrupos asintéticamente compactos.

Definicién 2.1.19. Se dice que un semigrupo no lineal {T (t) : t > 0} en un espacio
métrico X es asintoticamente compacto cuando para toda sucesion acotada de

puntos de X, (x,) y toda sucesion de mimeros reales no negativos, (t,), oy, con

neN»
t, — 00, se tiene que la sucesion de puntos de X, {T (t,) xn}, oy » POSEE UNG SUbSUCESION

convergente.

Las principales propiedades de los conjuntos w-limites para semigrupos asintotica-

mente compactos se resumen en el siguiente lema (ver [56, 68, 88, 97, 111]).

Lema 2.1.20. Sea {T'(t) : t > 0} un semigrupo asintéticamente compacto en un espa-
cio métrico X. Para todo subconjunto acotado no vacio B C X se tiene que su conjunto

w-limite satisface las siquientes propiedades:
(i) w(B) es no vacio, compacto, invariante y atrae a B por la accion de T (-) .
(ii) w(B) es el menor conjunto cerrado de X que atrae a B.

(11i) Si B es conexo o existe un conexo C' que contiene a B y que es atraido por w (B),

entonces w (B) es conexo.

Lema 2.1.21. Sean {T' (t) : t > 0} un semigrupo no lineal en un espacio métrico X y

A C X cerrado e invariante por T (-) . Entonces

w(A) = A.

2.1.3 Existencia de atractores

El problema de establecer las condiciones suficientes que garanticen la existencia
de atractor global para un semigrupo no lineal {T'(¢) : ¢ > 0} en un espacio métrico

X = (X, d) se recogen en el siguiente resultado.

Teorema 2.1.22. Sea {T (t) : t > 0} un semigrupo no lineal en un espacio métrico
X. Entonces, {T (t) :t > 0} posee atractor global A, si y sdlo si es asintoticamente
compacto y disipativo. Ademds, en ese caso, si B denota la coleccion de todos los

subconjuntos acotados no vacios de X, entonces el atractor viene dado por

A= |Jw(B). (2.1.4)

BeB
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En el caso en que X sea de dimensién finita, la condicién de disipatividad es con-
dicién suficiente para la aplicabilidad del Teorema 2.1.22, ya que la propiedad de ser
asintoticamente compacto se obtiene trivialmente de que el semigrupo posea un con-

junto absorbente cerrado y acotado, es decir, compacto.

2.2 Semigrupos Gradientes

La dindamica de los semigrupos gradiente esta descrita por medio de una funcién
auxiliar llamada funciéon de Lyapunov, la cual describe un paisaje de energia en el
espacio de fases ([56], [97], [7]) a partir de las cuencas de atraccién de los distintos

conjuntos invariantes del sistema.

2.2.1 Funcién de Lyapunov. Semigrupos gradiente

Para introducir el concepto de funcién de Lyapunov se necesitan algunos conceptos

previos.

Definicién 2.2.1. Sean {T'(t) : t > 0} un semigrupo no lineal en un espacio métrico

X y E un conjunto invariante.

(i) Se dice que E es un conjunto tnvariante aislado si existe 6 > 0 tal que E es
el conjunto invariante mazimal de T (-) contenido en Oy (E), es decir, si A es

un conjunto invariante por T (-) contenido en Os (E), entonces A C E.

(ii) Sea S :={E\, Es,--- , E,} un conjunto finito de conjuntos invariantes por T ().
Se dice que S es una familia (finita) disjunta de conjuntos invariantes
aislados cuando cada uno de sus elementos es un conjunto invariante aislado
segun (1) y existe 6 > 0 de manera que Os(E;) N Os (E;) = & siempre que
1<i<j<n.

Si T' () posee atractor global, entonces la clausura de un subconjunto invariante
acotado suyo es también invariante, de donde resulta que para estos semigrupos sus

invariantes aislados acotados son conjuntos cerrados.

Un concepto fundamental relacionado con el anterior es el de punto de equilibrio.
Los puntos de equilibrio y, més generalmente, los conjuntos invariantes aislados, son

los nodos responsables de la organizacion de la dindamica del sistema.

Definicién 2.2.2. Diremos que una solucion global & : R — X es una solucion

estacionaria o un punto de equilibrio de {T (t) : t > 0} cuando es una aplicacion
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constante, es decir, cuando es de la forma & (t) = z* para todo real t y un cierto punto
¢ e X.

Uno de los principales problemas en el estudio de los sistemas dinamicos es describir
la estructura geométrica que tiene su atractor. Una clase importante de sistemas
dindmicos para los cuales se conoce muy bien la estructura de sus atractores son los

llamados semigrupos gradientes (ver [56, 58, 6, 27, 29, 97]).

Definicién 2.2.3. Sea {T'(t) : t > 0} un semigrupo no lineal en un espacio métrico X
y S :=A{FE, Es, ..., E,} una familia finita disjunta de conjuntos invariantes aislados.
Diremos que {T'(t) : t > 0} es un semigrupo gradiente generalizado respecto de la
familia S, cuando existe una funcion V : X — R satisfaciendo las cuatro propiedades

siguientes:
(i) V es una funcion continua.

(i) V es decreciente a lo largo de soluciones, es decir, para todo x € X la funcion
real [0,00) 5t — V (T (t)z) € R es decreciente.

(11i) Si para algin x € X se tiene que V (T (t)x) = V (x) para todo t > 0, entonces
x € FE para algun F € S.

(iv) V es constante sobre cada subconjunto invariante aislado perteneciente a S, o sea,
para cada E € S existe un nimero real L = L (F) tal que V (z) = L cualquiera

que sea x € F.

Una funcion'V : X — R que cumple estas cuatro propiedades se llama una funcion
de Lyapunov generalizada para T () asociada a la familia S.

En el caso especial en que S = & = {z],25,...,25}, el conjunto de puntos esta-
cionarios de T (-), se dice simplemente que T (-) es un semigrupo gradiente y la

funcion V : X — R asociada, una funcion de Lyapunov.

Obsérvese que un semigrupo gradiente es una terna (7' (-),S, V), donde T (-) re-
presenta el semigrupo no lineal, S la familia finita disjunta de conjuntos invariantes

aislados y V' la funcién de Lyapunov correspondiente.

2.2.2 Estructura de los semigrupos gradientes

Los sistemas dindmicos gradientes constituyen unos de los pocos ejemplos de siste-

mas en los que se puede describir de manera bastante precisa la dinamica que poseen.
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Definicién 2.2.4. Sean {T'(t) : t > 0} un semigrupo no lineal en un espacio métrico X
yS :=A{FE, Ey, -, E,} una familia finita disjunta de conjuntos invariantes aislados.

Una estructura homoclina con respecto a S consiste en un subconjunto
{E,E,.... B} CS

Junto con una familia de soluciones globales {&; : R — X : 1 < j < k} tales que,
poniendo By = By se cumple, para todo j =1,2,...,k, que:

(1) Para cada j existe t; € R con & (t;) & (Elj U El(j+1)> Yy

(i1) lim;_, o d (53 (t), Ezj) =0 ylimy,oe d (53 (t) ’El(j+1>> =0.

Una estructura homoclina se puede entender como una especie de poligono con-
tenido en A, donde los vértices son conjuntos invariantes aislados y las aristas son
soluciones globales, pero teniendo en cuenta la orientacién en las aristas cuando pasa-

mos de un vértice a otro.

Fig. 1: Estructura homoclina dada por tres invariantes, en este caso tres puntos estaciona-
rios.

Proposicién 2.2.5. (ver [6, 8]) Sea {T'(t) : t > 0} un semigrupo gradiente ge-
neralizado respecto de la familia disjunta de conjuntos invariantes aislados acotados
S :={FEy, Es,...,E,}, que posee atractor global A yV : X — R su funcion de Lyapu-

nov correspondiente. Entonces, se verifican las dos propiedades siquientes:

(i) Si&:R — X esuna solucion global acotada de T (-) entonces, existen Ey,, E;, € S
tales que

t——o00

(ii) No existen estructuras homoclinas asociadas a S.
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Basados en la proposicién anterior y en el Corolario 2.1.13, podemos obtener alguna
informacion mas sobre la estructura geométrica de los atractores de los semigrupos
gradientes. Para ello, debemos definir lo que se conoce como variedades estables e

inestables asociados a un conjunto invariante.

Definicién 2.2.6. Sean {T (t) : t > 0} un semigrupo no lineal en un espacio métrico

X y E un conjunto invariante para él. Se define:
(b) El conjunto o variedad inestable de E como

W*(E) :={z € X : existe £ : R — X solucion global con & (0) = x
tal quetlim d(t),E)=0}.
——00

(b) El conjunto o variedad estable de E como

W (E) := {xEX: lim d (T (t) z, E) :0}.

t—o00

Observemos que si x € W*(E) y £ : R — X es una solucién global para T (-)
con £(0) =z y tEr_nood (&(t),E) = 0, entonces & (s) € W"(E) para todo real s,
puesto que, dado s € R, definiendo & : R — X por & (t) := £(t+ s) para cada
real ¢, es inmediato que & : R — X es solucién global para T'(-), y ademds cumple
tEI_nood (& (t), E) = tlil;nood &(t+s),E)=0.

Corolario 2.2.7. (ver [6, 8, 56, 28, 88]) Sea {T'(t) : t > 0} un semigrupo gradiente
generalizado respecto de la familia disjunta de conjuntos invariantes aislados acotados
S = A{F,Ey,....,E,}. St {T(t) :t > 0} posee atractor global A, entonces A se
escribe como la union de las variedades inestables de los conjuntos invariantes aislados

pertenecientes a S, es decir,

A= Owu (E;). (2.2.5)

=1

Si un semigrupo no lineal 7' (-) posee atractor global A y una familia finita disjunta
de conjuntos invariantes aislados S = {F\,..., E,} de manera que el atractor admite

la representacion (2.2.5), se suele decir que 7' (-) posee atractor de tipo gradiente.
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2.3 Semigrupos Dinamicamente Gradiente

Esta clase de semigrupos estd definida con base en la dindmica de los semigrupos
gradientes. La importancia de estudiar esta clase de semigrupos reside en el hecho de
que se puede probar su estabilidad bajo perturbacién sin hacer uso de la funcién de
Lyapunov (ver [6, 8]). En otras palabras, vamos a ver que la dindmica de los semigrupos
gradientes es autosuficiente en el sentido de que la existencia de la funciéon de Lyapunov

se convierte en una consecuencia de sus propiedades dinamicas.

Definicién 2.3.1. Sea {T'(t) : t > 0} un semigrupo no lineal en un espacio mé-
trico X con atractor global A y una familia disjunta de conjuntos invariantes aislados
S :={E\,Ey,...,E,} C A Diremos que {T(t) : t > 0} es un semigrupo dind-
micamente gradiente generalizado respecto de la familia S si se cumplen las

propiedades siguientes:

(G1) Para toda solucion global acotada & : R — X existen indices i,7 € {1,2,...,n}

tales que

lim d(£(t), Ei) =0y lim d(£(), E;) = 0.

t——o0

(G2) No existen estructuras homoclinas asociadas a S.

Por abuso de notacion, a veces se dira que el par (T (+),S) es un semigrupo dind-

micamente gradiente.

2.3.1 Teoria de Morse-Conley

La Teorfa de Morse-Conley (ver [35, 97, 6, 29]) desarrolla una descripcion del atrac-

tor en relacion a parejas invariantes de atractores-repulsores.

En el marco de esta teorfa se ha demostrado (ver [6, 8]) la equivalencia entre los con-
ceptos de semigrupo gradiente y de semigrupo dinamicamente gradiente. Presentamos

los resultados que demuestran esta equivalencia.

Parejas atractores-repulsores

Definicién 2.3.2. Sea {T'(t) : t > 0} un semigrupo no lineal en un espacio métrico X
con atractor global A. Decimos que un subconjunto A C A es un atractor local para
T () cuando ezxiste € > 0 de manera que w (O, (A)) = A.

Si A C A es un atractor local, se define su repulsor complementario, indicado

por A*, como

A ={reA:w(@)NA=0}.
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En estas condiciones, el par (A, A*) se llama un par atractor-repulsor.

Evidentemente, si (A, A*) es un par atractor-repulsor, entonces, como A es cerrado
invariante, A y A* son disjuntos.

Se tiene la siguiente Proposicién (ver [6]):

Proposicién 2.3.3. Sean {T'(t):t > 0} un semigrupo no lineal en un espacio mé-
trico X con atractor global A y (A, A*) un par atractor-repulsor para T (-) . Entonces,
S = {A, A*} es una familia disjunta de conjuntos invariantes aislados de modo que

{T (t) : t > 0} es un semigrupo de tipo gradiente respecto a ella.

Construccién de una funcién de Lyapunov para un par atractor-repulsor (ver [6])
Se obtiene el siguiente resultado:

Proposicién 2.3.4. Sea {T' (t) : t > 0} un semigrupo no lineal en un espacio métrico
(X, d) con atractor global A, y sea (A, A*) una pareja atractor-repulsor en A. Entonces,

existe una funcion f: X — R que satisface las cuatro propiedades siguientes:
(i) f es una funcion continua (en todo el espacio X ).
(ii) [ es no creciente a lo largo de soluciones de T (-).
(iii) f71(0)=Ay fFH(1)NA= A"
(iv) Dado x € X, si f (T (t)x) = f () para todo t > 0, entonces x € (AU A*).
En estas condiciones, dicha funcion f: X — R se denomina funciéon de Lyapunov
asociada al par atractor-repulsor (A, A*).
Descomposicion de Morse

Definicién 2.3.5. Sea {T' (t) : t > 0} un semigrupo no lineal en un espacio métrico X
poseyendo atractor global A . Dada una cadena creciente formada por n+ 1 atractores

locales de la forma
d="ACA C---CA,1CA,=A,
y considerando la cadena decreciente de sus repulsores complementarios

@=A CA ,C---CACA=A,

*

i1, la n-upla ordenada

poniendo, para cada j =1,2,...,n, B; :=A;NA

E = {El,EQ,...,En}
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se llama una descomposicion de Morse del atractor A y los conjuntos E;’s los

conjuntos de Morse de esta descomposicion.

El siguiente resultado es fundamental para poder construir una descomposicién de

Morse de un semigrupo dindmicamente gradiente.

Teorema 2.3.6. ([6, 8]) Sea {T'(t) : t > 0} un semigrupo no lineal en un espacio
métrico X poseyendo atractor global A y que es dindmicamente gradiente respecto de
la familia disjunta S = {E1, Es, ..., E,} de conjuntos invariantes aislados acotados.
Entonces, alguno de los conjuntos invariantes aislados pertenecientes a S es un atractor

local para T (-) .

Sea {T'(t) : t > 0} un semigrupo de tipo gradiente generalizado respecto de la fa-
milia disjunta S = {Fy, Fs, ..., E,} de conjuntos invariantes aislados. Si, después de
una posible reordenacién, E; es, por el lema anterior, un atractor local para T'(-) y
Ef ={r € A: w(x)N E; = &} es su repulsor complementario entonces, como los
elementos de S son cerrados invariantes y disjuntos entre si, se sigue que para todo
j>2,E; CEf.

Considerando {7} (t) : t > 0} la restriccion de {T'(¢) : t > 0} a EY, se sigue inme-
diatamente que {7} (t) : ¢ > 0} hereda de {T'(t) : t > 0} las propiedades que definen
los semigrupos de tipo gradiente, o sea, que {T} (¢) : t > 0} es de tipo gradiente en el
espacio métrico E7 respecto a la familia disjunta Sy := {Es, Ejs, ..., E,} de invariantes
aislados. Entonces, de nuevo por aplicacién del lema anterior, podemos suponer, sin
pérdida de generalidad, que Ej es un atractor local para {7y (t) : t > 0} en EY. Sea Ej
el repulsor complementario de Ey en E7. Al igual que antes, se tiene que E; C Ej,
siempre que 7 > 3 y se puede suponer que Fj3 es un atractor local para la restriccion
{Ty(t) : t >0} de {T'(t) : t > 0} al conjunto E3,, que es dindmicamente gradiente en
B3, respecto de la familia S, := {E3, Ey, ..., E,}. Poniendo E3, para indicar el re-
pulsor de E3 en EJ;, podemos seguir con el razonamiento hasta que se acaben todos
los elementos de S, donde, al final, obtendremos que F; es un atractor local para
{T'(t):t >0} en X y, poniendo E7, := Ef, para cada j > 2, E; es un atractor local
para la restriccién de {7 (t) : ¢ > 0} al repulsor £}, ; ,.

Observemos, por otro lado, que si la familia disjunta de conjuntos invariantes ais-
lados § = {E1, Es, ..., E,} estd ordenada por medio de la construccién que hemos
descrito arriba, o sea, tal que, para todo j = 2,...,n, E; es un atractor local para el
semigrupo {7'(t) : t > 0} restringido a £ ;| ; ,, con Eyo := E; (recordemos que con
esta ordenacion tenemos que Ey, C E7_,,; , siempre que k > j), entonces para toda

solucién global acotada £ : R — X con

lim d(£(t),E) =0y limd((t),E) =0, (2.3.6)

t——o00 t—o00
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obligatoriamente se tiene ¢ > j.

En efecto, en primer lugar, observemos que si E es un atractor en A y E* es su
repulsor complementario, entonces para toda solucién global ¢ : R — X con ( (0) € E*,
se cumple que ( (t) € E* para todo t, simplemente porque para todo t se cumple que
w (¢ () =w(¢(0)).

Ahora, notemos que si j = 1 no hay nada que demostrar.

Si j = 2, necesariamente £ (0) € Ef, porque, como & (0) € A, si £ (0) ¢ E} entonces
w (£ (0))NE; # @y por lo tanto w (£ (0)) C Ey, lo que contradice j = 2. De esta forma,
¢ (0) € E} y por tanto, como hemos observado arriba, £ (t) € E} para todo ¢t € R. Asi,
como Ej C Ej para todo k > 2, obligatoriamente 7 > 2 = j.

Para probar el caso general, primero probemos que, si j > 3, 3 < k < j, (2.3.6) se
cumple y § (0) € E}_,, 3, entonces £ (0) € B}, ,.

Obsérvese que, si k = 3y £(0) € Ef, = E} pero {(0) ¢ E3, entonces, como
£(t) € Ef para todo t y Ej; es el repulsor de Es, sigue que w (£(0)) C E», lo que
contradice j > 3, ya que w (£ (0)) C E; por (2.3.6).

Sik>3,86(0)€ B 5, 3 pero&(0) € Ef | 5 como §(t) € Ef 5, 3 para todo t
y Ej_1 o es el repulsor de Ej,_1, sigue que w (§(0)) C Ej_1, obligando a By = Ej;
o sea, k — 1 = j lo que contradice que k < j.

De estos hechos, resulta que si (2.3.6) se cumple, se tiene que para todo k con
3<k<jsi&(0) € Ef o, 3, entonces £ (0) € E}_,,_,, de donde, en particular, vemos
que £(0) € Ef ,, 5,y por tanto {(t) € Ej_,; , y como F; C E} |, , siempre que

[ > j, obligatoriamente ¢ > j, estableciendo el caso general.

Construcciéon de una descomposicion de Morse del atractor para un semigrupo
dinamicamente gradiente

A continuaciéon probamos que la reordenacién de los conjuntos de S produce una
descomposicion de Morse para el atractor A de un semigrupo dinamicamente gradiente

respecto de §. Primero vamos a fijar algunas notaciones.

Sea {T' (t) : t > 0} un semigrupo no lineal en un espacio métrico X poseyendo atrac-
tor global A que es de tipo gradiente respecto de la familia disjunta S = {Ey, Es, ..., E,}
de conjuntos invariantes aislados que esta, reordenada segiin explicamos arriba. Pon-

gamos:

Ag:=9, Ay =F,yparaj=2,3,...,n

Aj = Aj—l uwe (EJ) . (237)
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Obsérvese que, con estas definiciones, para j = 1,2,....n
J
Ay = Jw (),
i=1

de donde, en particular, se tiene que A, = UW“ (E;) = A.
i=1

Ahora se tiene el siguiente resultado (ver [6, §8])).

Teorema 2.3.7. Sea {T (t):t >0} un semigrupo no lineal en un espacio métrico
X poseyendo atractor global A siendo dindmicamente gradiente respecto a la familia
disjunta S = {Ey, Es, ..., E,} C A de conjuntos invariantes aislados que estd reor-
denada de manera que Ey es un atractor local para T (-) en X vy, para j > 2 Ej,
es un atractor local para T (-) restringido a E} ,; 5, con Ef, := EY, segin hemos

mostrado anteriormente. Entonces, para cada j = 0,1,...,n, el conjunto A; defi-

j

nido como A; = UW“ (E;), es un atractor local para T (-) en X. Ademds, para todo
i=1

j=1,2,---,n se verifica que

ANAL = E;.

Es decir, los conjuntos de Morse de la descomposicion son precisamente los conjuntos

mvariantes aislados pertenecientes a S.

Equivalencia entre semigrupos gradiente y dinamicamente gradiente

El siguiente resultado prueba la equivalencia entre los sistemas gradientes y los
sistemas dinamicamente gradiente. La funcién de Lyapunov se puede obtener como

consecuencia de la dindmica gradiente del sistema.

Teorema 2.3.8. ([0, 8/) Sea {T (t) :t > 0} un semigrupo no lineal en un espacio mé-
trico X con atractor global A y familia disjunta S = {E1, Es, ..., E,} C A de conjuntos
invariantes aislados. Entonces, {T (t) : t > 0} es un semigrupo gradiente generalizado
respecto a S si y solo si es de dindmicamente gradiente generalizado respecto a S. Ade-
mdas, la funcion de Lyapunov V : X — R puede ser escogida de modo que para cada

k=1,2,--+ ,n se cumple V (x) = k siempre que x € E}.

Nota 2.3.9. Dada la familia S, y el conjunto de pares atractor-repulsor (A, A*) del
Teorema 2.3.7, se construye la funcion de LyapunovV : X — R dada por la Proposi-
cion 2.3.4. Entonces, dada la familia disjunta S = {F1, Es, ..., E,} C A de conjuntos

mwvariantes aislados, la funcion de Lyapunov V : X — R del resultado anterior viene
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dada por
Vi)=Y fix), 1€ X
5=0

Por propia construccion, V : X — R, asi definida, cumple todas las condiciones de la
Definicion 2.2.35.

El siguiente resultado da la posibilidad de obtener una funcién de Lyapunov para
un par atractor-repulsor que es diferenciable a lo largo de soluciones de T (-), de donde
se puede concluir la existencia de una funcién de Lyapunov para los semigrupos de tipo

gradiente que es diferenciable a lo largo de soluciones.

Proposicién 2.3.10. ([6, 8/) Sea {T'(t) : t > 0} un semigrupo no lineal en un espacio
métrico (X, d) poseyendo atractor global A, y (A, A*) una pareja atractor-repulsor suya
en X. Entonces, existe una funcion g : X — R satisfaciendo todas las propiedades
enunciadas en la Proposicion 2.3.4, siendo ademds (estrictamente) decreciente a lo

largo de soluciones por puntos de X\ (AU A*) y diferenciable a lo largo de soluciones.

2.4 Estructura del atractor global en sistemas mutua-
listas

Para estudiar el sistema (1.4.21) como un sistema dindmico, el concepto clave es el
de atractor global, el cual determina el comportamiento de todas las soluciones para

tiempos grandes.

Teorema 2.4.1. Consideremos el modelo (1.4.21), y supongamos que se verifica (1.4.25),

es decir, By = min{B,,,} < 1, B2 = min{B,,;} < 1,71 = max{yp,}, 72 = max{ya,},
para todo 1,7, y se tiene que

L+ B1(P—1)1+4 (A1)

I v (2.4.8)

Y172 <
Entonces, (1.4.21) tiene un atractor global A C RFT4,

Demostracién: El Teorema 1.4.2 provee en (1.4.28) la acotacion de las soluciones
globales por medio de un sistema Lotka-Volterra cooperativo 2D, ver (1.4.27). Como
este ultimo sistema tiene un conjunto compacto atrayente, segin el Lema 2.1.20, lo
mismo se cumple para el par (w,z), de donde, por el Teorema 2.1.22, se obtiene el

resultado.
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2.4.1 Caracterizacién del atractor global

En esta seccion aplicamos los resultados sobre la estructura geométrica del atractor
global para semigrupos dinamicamente gradiente, los cuales permitiran una descripcién
total del atractor para nuestro sistema (1.4.21). En particular, mostraremos una des-
composicién de Morse del atractor dado por el conjunto de equilibrios E de (1.4.21),
dibujando una red compleja de nodos y conexiones dentro del atractor. Por lo tanto, el
atractor puede ser entendido como una nueva red dindmica compleja que contiene todo
el posible comportamiento factible para tiempos grandes. En particular, el atractor
global contiene toda la informacion abstracta relacionada con los escenarios futuros de
la biodiversidad.

El principal resultado de esta secciéon prueba la existencia de una descomposicion
de Morse sobre el atractor A de (1.2.8), asumiendo que la matriz A € S, lo cual,
por el Teorema 1.5.5, implica la existencia de una solucién estacionaria globalmente
asintéticamente estable para (1.2.8).

Al ser A de clase Sy, por el Corolario 1.3.20, el sistema (1.2.8) y todos sus subsis-
temas tienen un punto de equilibrio no negativo globalmente estable. Por otro lado,
al existir a lo mas 2" puntos estacionarios no necesariamente distintos ni parcialmente
factibles, consideraremos en lo que sigue el conjunto E := {uj, ..., u),} C R de puntos
estacionarios en el ortante positivo para (1.2.8), donde m < 2".

El siguiente resultado es el mas importante del presente Capitulo. Nos describe el
conjunto de puntos estacionarios £ como una descomposiciéon de Morse del atractor
global, lo cual, gracias a la Nota 2.3.9, nos permite definir una funcién de Lyapunov para
nuestro sistema. En particular, obtenemos que el atractor global es de tipo gradiente.
La prueba, ademds, aunque algo complicada a la hora de ser escrita formalmente, nos
describe la manera en que los puntos estacionarios quedan estratificados en el atractor,
es decir, nos muestra la manera concreta en la que podemos ir construyendo la nueva

red compleja constituida por el atractor global.

Teorema 2.4.2. Supongamos que A € S, y E :={uj,... u;,} CRY es el conjunto de
puntos estacionarios no negativos para (1.2.8). Entonces E define una descomposicion
de Morse para el atractor global A de (1.2.8). Como consecuencia, (1.2.8) es un sistema
dindmicamente gradiente y, por tanto, gradiente. En particular, dado z € A\ E existen

i<je{l,...,m} tal que

tgr_noo [u(t;2) —ui|| =0 y tlggo llu(t; z) — u;|| = 0. (2.4.9)
Demostracion: Construiremos una sucesion creciente de atractores locales

Al CAyC...CA, =A.
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Hay que senalar que una descomposicién de Morse estara dada por

La forma en la que se construiremos A;, 7 = 1, ..., m, implicard que F; € E, el conjunto

de equilibrios no negativos de (1.2.8).

Paso 1:
Llamaremos uj al punto estacionario dado por el Teorema 1.3.19 (o por el Teo-
rema 1.5.5), es decir, el que es globalmente asintéticamente estable en R}, y lo deno-

taremos por uj = (uj(1),...,uj(n)). Sea N ={1,...,n},y
L= {ieL ) =0},
Ji = N\ ={j € N/ uj(j) > 0}.

Suponemos J; # (), en otro caso el resultado es trivial, pues entonces A = {0}. Orde-

namos los m; < n elementos del conjunto .J; como:

J1<Joa << Jm-

Definimos los hiperplanos abiertos FEj,, con k € {1,...,my}, como

Ik

Ej, = {u € R} / u(ji) =0y todas las otras componentes u(i) > 0} .

También definimos A; = {u}}. Entonces A; es un atractor local, el cual atrae cada

solucién que comienza en

mi
k=1

Entonces, su repulsor asociado en R esta dado por

Paso 2:
Como cada E;, es un conjunto positivamente invariante, el Teorema 1.3.19 y el

Corolario 1.3.20 pueden ser aplicados una vez mds. Sea wuj el punto globalmente

asintoticamente estable en FE; :

Ik

k€ {1,...,mi}. En particular, v} es un atractor
local en Fj, .

Sea

AQ = Al U W“(u;),
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es decir, Ay contiene Ay, y todas las conexiones de u} a uj, en el sentido de (2.4.9), es
decir,

Jdim Ju(t; 2) =g, | =0y lim [Ju(t; 2) — uj[] = 0.

Se construye el repulsor asociado a As.
Para uj , sea
I, = {iel/ uy (i) = =0}; en particular j € I,
Ji, = L\ I —{jeL/uJ1 ) >0} .

Ordenamos, para mg < n, J; como

Jigin < J251 < < Jmaj
y consideramos

E.

J1,51

={u € E; /u(jj) =0y todas las otras componentes u(i) > 0}.

Entonces uj, es un atractor local en Ej,, el cual atrae cada solucion que comienza en

ma
Ejl \ U E]k N
k=1
Entonces
ma
A; - <U Tk.g1 U U
k=1
Repetimos este mismo argumento en el Paso 2 para cada Ej,, para k € {2,...,my}.
Paso 3:
Nuevamente repetimos los argumentos del Paso 2 para los hiperplanos Ej, |, tal

que, otra vez por el Teorema 1.3.19, encontramos un punto estacionario asintéticamente

estable uj .~ en Ej . el cual es un atractor local en Ej, ; , y desde el que podemos

.71,]1
definir

Az = Ay UW"(us, ),

el cual posee un repulsor asociado Aj.

Una vez mas, repetimos los argumentos del Paso 2 para el hiperplano Ej, ., para
ke{2...,mq}.

Paso m:

En general, construimos, para alguna solucion estacionaria,

Ay = Ay UW™ (0!

Uy e 1)
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3 *
y su repulsor asociado Ay, ;.
Observemos que, por propia construccion, los A}, son

i) Conjuntos cerrados invariantes,

m
ii) No intersectan con | J Ag.
k=1

m
iii) Contienen el resto de puntos estacionarios que no estdn en |J Ay.
k=1

En m pasos el proceso finaliza. O

Nota 2.4.3. En el siguiente capitulo (ver Teorema 3.5.1) hacemos la construccion
explicita del atractor gradiente en el caso de un sistema de tres ecuaciones, a partir del

argumento sequido en este ultimo resultado.

2.4.2 Interpretacion bioldgica del resultado
Respecto a las redes complejas

Fenémenos reales de diferentes areas de las Ciencias de la Vida pueden ser descritos
por redes complejas, cuya estructura esta usualmente determinada por la red intrinseca
de conexiones existentes. Por otro lado, la Teoria de los Sistemas Dinamicos es una
poderosa herramienta para el estudio de procesos de evolucién en situaciones reales. El
concepto de atractor global es el central en esta teoria. En las ultimas décadas se ha
producido una intensa investigacion en la caracterizacién geométrica de los atractores
globales. Sin embargo, todavia existe una débil conexién entre la dindmica asintotica
en una red compleja y la estructura de los atractores globales asociados. En este capi-
tulo hemos mostrado que, con el fin de analizar el comportamiento a largo plazo de la
dindmica en una red compleja, es la estructura geométrica del atractor global lo que
se debe tener en cuenta. De hecho, dada una red compleja (red fenomenoldgica), un
atractor global puede ser entendido como la nueva red compleja atrayente que real-
mente estd describiendo y determinando la dindmica futura de los fenémenos. Es esto
precisamente lo que observamos en los modelos de ecuaciones diferenciales relacionados
con redes complejas mutualistas en Ecologia del tipo (1.4.21).

En efecto, en este capitulo damos evidencia matematica sobre el hecho de que
es la descripcion de estas redes complejas atrayentes la que realmente determina los
escenarios futuros de los fenémenos reales. Por lo tanto, el atractor global, y el analisis
de su estructura como una red compleja que posee una dindmica muy bien determinada,
surge como un concepto clave para explicar cémo la arquitectura de los fenémenos
reales se transforma en una red atrayente abstracta que contiene el conjunto de todos

los estados futuros del sistema.
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Respecto a la Ecologia y redes mutualistas

En la dltima década ha habido una intensa investigacion interdisciplinar sobre re-
des complejas mutualistas, basada principalmente en modelos Ecolégicos (véase, por
ejemplo, (3, 14, 15, 16, 19, 83, 104, 89, 94, 108, 112]). Los resultados también se han
aplicado a redes complejas en Economia, en particular a la modelizacién de las inte-
racciones cooperativistas entre los disenadores y sus contratistas de la industria de la
confeccién, en la ciudad de Nueva York. De hecho, esta industria se caracteriza por
un entorno dinamico en el que los intercambios de recursos y la supervivencia depende
de las conexiones mutualistas entre las empresas (ver [92, 93]). En general, una red
mutualista implica docenas o incluso cientos de nodos que construyen una red compleja
de interdependencias. En [92, 93], los nodos corresponden a un disenador individual
o empresa contratista, y los enlaces entre nodos indican que un disenador intercambia
dinero por los servicios de produccién de los contratistas.

En [14, 15, 16, 19, 94], los nodos muestran densidad de poblacién de las diferentes
especies en un entorno particular. El mutualismo significa la interaccién colaborativa
entre los nodos (especies) con beneficios mutuos. Como ya se ha indicado, encontramos
dos conjuntos diferentes de especies (dos modos de red que llevan a grafos bipartitos):
plantas-polinizadores, o plantas-dispersores de semillas.

Uno de los principales descubrimientos en este contexto, es que, a pesar de su
diferente naturaleza, la mayoria de estas redes mutualistas (redes fenomenologicas)
presentan una estructura similar. Es mds, una arquitectura comun (formacién de un
patrén similar), que de hecho explica lo robusto de la red. La robustez se define como
la fuerza de la red a perder sus componentes bajo perturbacion. Esta es la razén por
la cual estas redes complejas en Ecologia se han definido como la Arquitectura de la
Biodiversidad (ver [16]).

El atractor como red compleja, o red de redes

En este trabajo, y siguiendo las afirmaciones anteriores, mostramos que es la red
compleja formada por el atractor global la que determina el futuro del sistema, y juega
el papel clave en relacion a la arquitectura que muestra el estado de biodiversidad del
mismo. Como hemos probado, el atractor global viene descrito por

A=W (). (2.4.10)
i=1
Es importante observar que cada uno de los puntos de equilibrio u; es un vector
en R4 y que sus P + A componentes corresponden a los P + A nodos de la red

compleja fenomenologica. En este sentido, hay que destacar que cada uno de los puntos
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estacionarios estd poniendo de relieve una subred de la red compleja real. De hecho,
las componentes estrictamente positivas de cada equilibrio senalan un subconjunto de
nodos y conexiones de la red original. En particular, el primer atractor local en E es
de hecho la red compleja de los fenémenos que muestran el futuro de la biodiversidad
del sistema ecoldgico, o el éxito conjunto (empresas que no desaparecen) en un marco

econdmico.

Hay que considerar que (2.4.10) no sélo nos dice que todo el comportamiento asinto-
tico del sistema se concentra alrededor del atractor A, sino también describe la forma
en que la atraccion se lleva a cabo. En particular, no solamente se demuestra que
existe un unico equilibrio globalmente estable en el cono positivo R}, sino también
c6mo este punto estacionario esté conectado (en el sentido de (2.4.9)) a cualquier otro,
construyendo algunos niveles de energia que organizan las cuencas de atraccién. En
resumen, todos los puntos de equilibrio estan ordenados y sus conexiones dirigidas, es
decir, las conexiones son sé6lo en una direccion, determinada por la dindmica temporal

del sistema.

En este sentido, es la estructura de la atractor global la que nos estd informando
estd mostrando una red compleja con dinamicas intrinsecas. De hecho, ya que cada
nodo de esta red atrayente es una subred de la red anterior, el atractor global en este
caso se puede entender como una red de subredes de la original, la cual, ademas,
se organiza dindmicamente para describir todos los posibles escenarios futuros de los

fenémenos.

Niveles de energia

Cualquier descomposiciéon de Morse E = {E},--- | E,} de un conjunto invariante
compacto A produce un orden parcial entre conjuntos invariantes aislados E;; esto es,
podemos definir un orden parcial entre dos conjuntos invariantes aislados E; y F; si

existe una cadena de soluciones globales

{&, 1<0<r} (2.4.11)
con

thr_n fg(t) == Eg
y

lim &(t) = Er

t—o0

1<{<r—1,con By =Ly E, =FE;.
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Esto implica que, dado un semigrupo dinamicamente gradiente con respecto a una
familia de conjuntos aislados invariantes E = {Ej, ..., E,}, existe un orden parcial en
E. En Aragao-Costa et al. [7] se muestra que, dada E, existe una descomposicién de
Morse dada por los llamados niveles de energia N = {N;,Na, ..., N}, p < n. Cada uno
de los niveles de energia N;, 1 < i < p, estd constituido por la unién finita de conjuntos
aislados invariantes en E y N esta totalmente ordenado por la dindmica definida en
(2.4.11). La funcién de Lyapunov asociada tiene diferentes valores en cualquier par de
conjuntos de nivel diferente de N, y el mismo valor para cualquier par de elementos de

E contenido en el mismo elemento de N (mismo nivel de energia).

En resumen, dado E, la nueva descomposiciéon de Morse N junta en un mismo nivel

a todos aquellos invariantes en E con un mismo nivel de energia.

En (2.4.2) se muestra que el atractor global es de tipo gradiente. De hecho, como el
semigrupo asociado a (1.4.21) es dindmicamente gradiente, los puntos estacionarios en
el atractor global son los conjuntos de Morse de una descomposicién Morse asociada a
ella. En particular, podemos ordenar los equilibrios por niveles de energia (dada por
la funcién de Lyapunov asociada), la cual describe la jerarquia estricta de como se
desarrolla la dinamica a largo plazo de todas las soluciones.

En el siguiente Capitulo podremos ver, de manera muy visual, el desarrollo de todas
estas ideas (estructura del atractor, niveles de energfa, dependencia de los pardmetros,
construccién de conos para distintos contextos...) para un modelo simple de tres

especies.



Capitulo

3

Caso particular de tres especies

En este capitulo queremos dar evidencia matematica de los resultados obtenidos
hasta el momento para un modelo simplificado. De hecho, nos centraremos en el caso
més simple, es decir, un sistema mutualista 3D en el que encontramos dos plantas (u

y ug) en competencia y un polinizador (u3) con relaciones de cooperacién con ellas

/1 Uq (Oél — Uy — ﬁUQ —+ ’}/1U3)

uhy = ug(ay — ug — Pug + rus)

: (3.0.1)
b= ug(ag — us + y2uy + Youz),

(u1(0),u2(0), u3(0)) = (u?, uf, ug),

donde a1, ap, a3 € R, 0 < 8 < 1, 71,7 > 0y suponemos condiciones iniciales positivas.

Observemos que en (3.0.1) se asume que la competencia es de tipo campo medio
(Bay; = Bp,; = B) y también las interacciones mutualistas son de campo medio (7, =
MY Ya; = 7V2). Ademds, hy = hp = 0. Este tltimo hecho (hy = hp = 0) nos
hace concentrarnos en el régimen de cooperacién débil (Teorema 3.1.1), el cual difiere
altamente del régimen de cooperacion fuerte (definido posteriormente), el cual cae fuera
del objetivo de este trabajo.

En ausencia del polinizador, obtenemos un sistema competitivo Lotka-Volterra 2D,
para el que todo su comportamiento dindmico es conocido (véase, por ejemplo [79, 109]
y el Lema 1.2.6). Sin embargo, se sabe menos en el sistema 3D debido principalmente a
la falta de orden o monotonia para las soluciones del problema en relacion a sus datos.
De hecho, cuando u; y us cooperan y us compite con ambos, el sistema genera flujos

mondtonos (véanse [100, 118]), pero ésta no es la situacién en nuestro caso.

65
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Después de dar resultados, que se deducen del Capitulo 1, de existencia y unicidad
de solucién para (3.0.1), estudiamos la estabilidad de los puntos estacionarios, que
gracias a que pueden ser calculados explicitamente, nos permite dar condiciones en
funcién de los pardametros del problema que aseguran su estabilidad.

Mostramos también que nuestro sistema, bajo condiciones en los pardmetros, es
permanente; lo que se deduce del hecho de que el punto estacionario con las tres com-
ponentes positivas sea globalmente estable. Debido a que la técnica es completamente
diferente, hemos preferido incluir esta seccién en el presente capitulo.

La arquitectura del atractor y de las redes que surgen de él, que han sido estudiadas
con generalidad en el Capitulo 2, son detallados en este caso.

Por otro lado, gracias a la nueva aproximacion al problema de la estabilidad a través
del problema de complementariedad lineal, somos capaces de probar que, bajo las mis-
mas condiciones de estabilidad local de los puntos estacionarios, éstos son globalmente
estables, mostrando que la conjetura que planteé Bascompte en [89] es cierta para este
modelo tridimensional. Estudiaremos resultados que comparan los conos complemen-
tarios en los casos de competicion pura, anidamiento y campo medio, mostrando que
el cono complementario de competicion estd incluido en el de campo medio, y que el
de anidamiento esta incluido en el de campo medio cuando ;7. > .

Por ltimo, estudiaremos dos fenémenos biologicos estudiados en [19, 94]. Desde un
punto de vista dindmico, y siguiendo [19, 94], el Fenomeno 1 para (3.0.1) significa que
la presencia de la especie cooperativista ug permite la coexistencia de las especies u; y
ug las cuales, (una de las dos) son conducidas a la extincién en ausencia de uz. Vamos
a estudiar en detalle las regiones en las que el Fenémeno 1 se cumple, concluyendo la

alta generalidad de este comportamiento.

El Fendmeno 2 es méas sorprendente (ver [94]) y no se observo con tal generalidad.
Se busca un incremento de la biodiversidad bajo la presencia de la especie ug, es decir,
la coexistencia de u; y/o uy que se extinguen si ug no estd presente. Pero también se
quiere empujar ug a la extincion a medida que aumenta el tiempo. Vamos a demostrar
que este fendmeno es imposible. En efecto, se muestra que el comportamiento dindmico
asintético de (3.0.1) con uz — 0 cuando t — 0o es el mismo con el sistema competitivo
asociado para (ug,us) con ug = 0, tal que ningin incremento en la coexistencia de
especies (y por tanto biodiversidad) puede ser observado.

Sin embargo, de [107, 19] se conoce que los vinculos de cooperacién en una red
reducen la competencia. En particular, se reduce la tasa de la competencia entre dos
especies si tienen un enlace cooperativo comin con otra especie. Este hecho es crucial,
y da lugar a una modificacién no trivial del modelo general (1.1.1) con el fin de tener

en cuenta este comportamiento. Matematicamente, la encontramos como una posible
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explicacién para que el Fenomeno 2 se cumpla de forma genérica. De hecho, se da
una razén matematica de este hecho para nuestro modelo tridimensional (3.0.1), por
el aumento de la tasa de la competencia a Sy > S si ug = 0. Por tanto, se estudia y

compara el comportamiento cualitativo del sistema (3.0.1), y

{ Uil = U1(041 — U — ﬁouz) (3.0_2)
Uy = UQ(CVZ — Uz — ﬁoul)
con 3y > f.

En este marco, se analizan todas las regiones posibles en las que el Fenomeno 2
también se cumple. Como consecuencia de ello, llegamos a la conclusién de que el
modelo general (1.1.1) tiene que ser modificado para incluir el acoplamiento entre
parametros, en particular la dependencia de la tasa de competencia en los enlaces

mutualistas entre especies.

Un resumen de este capitulo es el siguiente: demostramos resultados de existencia,
unicidad y extincién para (3.0.1). A continuacién se estudian los puntos fijos y su
estabilidad. La permanencia del modelo se muestra seguidamente, asi como los conos
relacionados con el (LCP). La estructura del atractor y organizacién por niveles también

se prueba. Finalmente se discuten las zonas y simulaciones para los Fendmenos 1 y 2.

3.1 Existencia y unicidad de soluciones

El siguiente resultado es consecuencia del Teorema 1.4.2, y proporciona la existencia

y unicidad de una solucién positiva para (3.0.1) bajo la condicién

1+

M7Y2 < 5

Teorema 3.1.1. a) Supongamos que (régimen de cooperacion débil)

1+

Y172 < 5 (Hy)

Entonces, eziste una tinica solucion positiva y acotada de (3.0.1) para todo t > 0.

b) Supongamos que (régimen de cooperacion fuerte)

1+

Y17Y2 > 5 (Hs)

Entonces, si oy = ag > 0 y ag > 0, la dnica solucion de (3.0.1) explota en tiempo
finito.

Asumimos en adelante (Hp). A continuacién mostraremos las regiones donde algu-

nas especies van a la extincién. Necesitamos para ello el siguiente resultado:
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Lema 3.1.2. Sea w = uy + us. Entonces, para todo € > 0 existe to > 0 tal que para

todos los valores t > t,

) 2
v < max{ay, ay} + 27103 T, (3.1.3)
1+ B8 =2y
as(1+ ) + 29pmax{on, a5}

- (14 8) = 2772

Demostracion: Se asume, por ejemplo, que a7 < a. Entonces

a3 —¢e < Us

w < cow — uj — uj — 2Buyuy + y1wus.

Usando que

1
—uf — ujy — 2Bujuy < —%ﬁuﬁ

obtenemos que

1+
{ w' < w(ag — Tﬂw + yyus)
uly = ug(ag — ug + yw).
esto es, (w, uz) es una subsolucién del sistema
1+

w = w(ag — — + Y1us)

uy = uz(az — uz + W), (3.1.4)

w(0) = ud +ul, uz(0) = ud.
Por tanto, escribiendo este sistema con la notacién de la Seccién 1.2.3, tomamos

1
A = o, a:%ﬁ, b=—-v, p=az d=1 c=—,, (3.1.5)

se tiene que
Ad — bu L) + 703

pa—ch  as(l4 3) + 2700
ad — bc (1+58) =27y

Las cotas superiores de (3.1.3) siguen del Corolario 1.2.7.

Por otro lado,

wy > ug(ag — us)
y asi, uz > a3 — ¢ para t grande. O]

Lema 3.1.3. Supongamos que oy < .

a) Si ag, a3 < 0, entonces,

(u1,u9,u3) — (0,0,0) cuandot — oo .
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b) Siag>0ya3 <0 con

272
ag < —Qg——,
3 148
entonces
usz — 0.
c) Stag >0 yay<0 con
(8%
a3 < )
N

entonces

(w1, ug,uz) — (0,0,c3) cuando t — oo .

Demostracién:  El resultado se sigue usando nuevamente que (w,us) es una
sub-solucién de (3.1.4) y el Lema 1.2.6.
a) Como (w,u3) es una sub-solucién de (3.1.4) y g, a3 < 0, puesto que A = ap < 0,

= as <0, por el Lema 1.2.6, (w,uz) — (0,0) cuando ¢t — oo. Luego
(uy,u2,u3) — (0,0,0) cuando t — oo.

b) Tomando los pardmetros como en (3.1.5) y teniendo en cuenta que A\ = ay > 0,

@ = as < 0, sigue que

279 2(_72)
1+ 7 1+

c
h=a3 < A—=—ay
a

entonces, por Lema 1.2.6, us — 0.
¢) En este caso p= a3 >0y A = ay < 0 que con la eleccién (3.1.5) sigue que
A (6D) (0%)]

—ay < == —— = .
==y 7o (=)

[]

Nota 3.1.4. En el caso en el que ug — 0, el vector (ui,us) se comporta como en el

sistema competitivo (1.2.9), ver Lema 3.6.2.

3.2 Analisis de la estabilidad

En esta seccion pretendemos estudiar la estabilidad de los puntos estacionarios de
(3.0.1) y (3.0.2). Supondremos que cumple que
+ 5

0<pB<fy<l, 7172<1T(< 1). (H)
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3.2.1 Puntos estacionarios y estabilidad para el modelo 2D

Observemos que el Lema 1.2.6 a) se reescribe para nuestro sistema Lotka-Volterra

(3.0.2) como sigue:

Lema 3.2.1. Supongamos que 0 < By < 1.
a) Si g,z < 0, entonces la solucion (0,0) es globalmente estable.
b) Sian >0 yag < Py, entonces la solucion E1g = (a1,0) es globalmente estable.
c) Si ag >0 yay < Boas, entonces la solucion Eyg = (0, as) es globalmente estable.
d) Si a; > Poasy y asy > Boay, entonces la solucion

B — (061 — foaz ap — 50041)
11 — )
1-5 7~ 1-5

es globalmente estable.

3.2.2 Puntos estacionarios y estabilidad para el modelo 3D

Los puntos estacionarios de (3.0.1) pueden ser calculados explicitamente, obtenién-
dose:
Ey = (0,0,0), Eigo = (a1,0,0), Epio = (0,2,0), Egor = (0,0, a3),
EOll = (07 = T VIO{B? o il 72062) )
I—m7 1I—m7
(Oél + a3 0 as + 72041)
Lemy " 1=mmy2 )’
ay — Bag ay — Bag
E = 0
110 (1_6271_627>7
a1 (1 —mv2) + aa(y172 — B) + asyi (1 = B)
(1=8)1+8—217)
a1(1172 — B) + aa(1 — m172) + azmi (1 — )
(1-8)(1+8—2m7)
(1 4 az)ye + as(1+ )
1+ 5 —=2m7

Elll =

Para analizar la estabilidad de estos puntos, calculamos los autovalores del Ja-
cobiano. Denotamos por J(uq,uz,u3) la matriz Jacobiana en un punto estacionario
(u1, ug,ug). Se tiene:

a1 —2uy—Pugt+y,us —Buy YUt

J(U1,U2, Us) = —Bus o —2us— Buy+y us Y1U2
Y2U3 YaUs a3 —2uz 4y, (U1 + us)
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Proposicién 3.2.2. a) Los autovalores de J(FEy) son aj,ag, as.
b) Los autovalores de J(Eip) son —aq,ay — faq, g + V0.
c¢) Los autovalores de J(Eg0) son ag — fag, —ag, ag + Yoaa.
d) Los autovalores de J(Ep1) son oy + yia3, e + 1103, —Qis.

e) J(Ep11) tiene tres autovalores reales, dos de ellos son negativos y el otro es:

a1(1 —nye) + aa(nye — B) + azy(l — B)
L =572 .

/\011 =

f) J(Ei01) tiene tres autovalores reales, dos de ellos son negativos y el otro es:

ar(yey1 — B) + ax(l —1172) + agm (1 — B)
I —vm .

>\101 =

g) J(F110) tiene tres autovalores reales, dos de ellos son negativos y el otro es:

N (o + ag)ye + az(1 + )
110 = .
1+ 4

h) Supongamos que las tres componentes de Eiq11 son positivas y (Hy). Entonces

FE111 es localmente estable.

Demostracién: Las partes a) - d) son bastante directas.

a) Observemos que

aq 0 0
J(Ep) = J(0,0,00=| 0 as 0
0 0 (0%
Los autovalores son aq, a, 3.
b) En este caso,
— —pBan TG
J(Ei00) = J(1,0,0) = 0 ax—fo 0 ;
0 0 a3 + Ya0;
de donde sigue el resultado.
¢) Andlogamente a b),
a1 — 5042 0 0
J(Eoi) = J(0,a2,0) = —Bag  —az M
0 0 a3 + Y22

d) De nuevo, de forma andloga los apartados b) y ¢) sigue que

oy + 103 0 0
J(E001) = J(0,0, ag) = 0 [6) +71043 0
Vo3 Yole3 —Q3



72 Capitulo 3 — Caso particular de tres especies

Vamos a probar e); f) y g) siguen de manera similar.

Recordando que

_l’_
o = (0.05,08) = (()7 Qg + 703 Q3 ’Y2a2> .

I =772 ’ I =77

Entonces, denotando por I la matriz identidad de orden 3, tenemos
det( A — J(Eoi1)) = (A — oy + Bud — yiub) (A + XMub + u3) + (1 — yy2)ubus).

Ahora, puesto que Y172 < 1, es claro que A% + A(ub + uj) + (1 — yy2)udul = 0
tiene dos raices negativas. El otro autovalor esta dado por

a1 (1 —mv2) + ae(mye — B) + asi (1 — B)
L—=m7 '

* *
Aol = a1 — Buy + yiuy =

h) Denotado por Fyy; = (uf,us, u}) y asumiendo que uf >0, ¢ = 1,2,3. Tenemos

que
J(Ey1) = —diag(uj, ul, u3)B
donde
1 5 —M
B = B 1 M1
Y2 72 1

Observando que 8 < 1, tenemos que 717 < 1 y entonces B es cuasi diagonalmente
dominante (ver [33]). Asi, por el Teorema 3 en [33] se sigue que Ejj; es estable si
det(B) =1+ 291%(8 — 1) — 32 > 0, o equivalentemente, si y172 < (1 + 3)/2. O

De este ultimo resultado es claro que la existencia y estabilidad de equilibrio para
los sistemas (3.0.1) y (3.0.2) depende de las posiciones de las siguientes siete rectas en

el plano-(ay, ap) :

= ay = Booy,

1
o = Qipg = E@la
r3 = aa(nmye — B) = —aq(l — ) —agm(l — B),
ry = ol — M172) = —aq (2 — B) —agm (1 — B),
B 1+ 5
s = Qg = —Qp — (3 )
Y2
Te = Qg = /Blalv
\ T = Qg = Bala

En efecto, observemos que las rectas r y ry determinan la dindmica de (3.0.2); igual-
mente las rectas rg y 77 determinan la estabilidad de (3.0.2) con fy = . Las rectas
r3, T4 y 5 caracterizan la estabilidad de los puntos Eyi1, F101 v E110, respectivamente;

esto es, el signo de los autovalores Agi1, A1 ¥ A110, respectivamente.
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Debemos senalar que, gracias a la Proposicion 3.2.2, cuando las componentes de
E111 son positivas, entonces los puntos semi-triviales Foi1, E101 v F110 son inestables.

En efecto, observamos que las componentes de F11; son positivas si:

ar(l =) +aa(ny2 — B) +asn(l—5) > 0,
ar(my2 = B) + aa(l = 7y2) +azn(1=8) > 0, (3.2.6)
(Oél + 062)’)/2 + 043(1 + 6) > 0.

Fijado a3 analizamos a continuacién (3.2.6) en el plano-(aq, as). La regién definida

por (3.2.6) depende del tamano de ;72 con respecto a f3.

3.2.3 Caso vy < f.

En este caso, las condiciones (3.2.6), que estan relacionadas con las rectas rs, 74 y

r5, son equivalentes a

1-— 1-8
o < (5220 ) e (550).

_ 1 —

Qg > g (M) — Q371 (—B> R (327)

T —me I —m72

a3

Qg > —Oél——(l‘i‘ﬁ)
V2

Obsérvese que
r3sNry = (—agy1, —asm), r30rs = (—%,—%) , T4y = (—%>—@> . (3.2.8)
VY2 Y2 Y2 Y2

No es dificil mostrar que esta regién no es vacia, ver la Figura 1. Obsérvese que en

el caso a3 > 0, r5 no impone ninguna restriccion.

3.2.4 Caso [ < 117e.

En este caso, las condiciones (3.2.6) son equivalentes a

0 > —ay (ﬂ) o (i)
TY2 — B NY2 — B 7
Qo > —Oq (w) — asM (i> , (329)

=77 I =77

Qo > —Oél—%(l‘f—ﬁ)
Y2

En la Figura 2 se dibuja la regién definida por (3.2.9).
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7
x3 >0 «, 3
T4
X-o3/v;
~o3/Y;  -Bas/y, -ogy
¢ VIV X-03BIv,
X *
%y
oy
K-%3Y; K-y,
K -Bos/y,
s
—ogy, a3 B, -asly, oy
3¢
% %
K-o3/v,

Fig. 1: Regiones definidas por (3.2.7) para y172 < 3, as > 0 y a3 < 0 respectivamente,
donde el equilibrio E111 existe.

o 3
a3 >0 z % x3<0
3 -o3/Y, X
-a
S T LAl oy
% % B
5
[3
1
Lo
~03Y) -asBly
X T g
fs
)—azlvz
s ~a3B/Y; —%3vy ~%3/Yy oy

Fig. 2: Regiones definidas por (3.2.9) para y1y2 > 3, as > 0 y a3 < 0 respectivamente,
donde el equilibrio E711 existe.
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o3>0 | % oy g ®3<0

L3 ~o5y, /B
%

%

azv,/B

~G3Y; -0y, /B

Fig. 3: Regiones definidas por (3.2.9) para y172 = 3, ag > 0 y ag < 0 respectivamente,
donde el equilibrio F11 existe.

Nota 3.2.3. En el caso partcular = 172, (3.2.6) es equivalente a (ver Figura 3)

Q> —ag7,
Qg > —Q3sM, (3210)

«
Qg > —Oél——g(l‘i‘ﬁ)
Y2

3.3 Permanencia

En esta seccion damos un resultado global sobre el comportamiento asintético de
las soluciones para nuestro modelo (3.0.1). Obsérvese que el andlisis de la seccién
anterior sélo da estabilidad local o propiedades de inestabilidad de los equilibrios. En
esta seccion se prueba en primer lugar la propiedad global de que (3.0.1) es permanente
bajo ciertas condiciones sobre los datos del problema.

Por eso, vamos a usar la aproximacién de la funcién promedio de Lyapunov, (ver
[62] 6 [26]).

Con el fin de formalizar un resultado global sobre permanencia para el modelo

(3.0.1), necesitamos alguna notacién. Definimos la funcién

m: K x[0,00) — K, W((u?,ug,ug),t) = (uy, ug, u3)

donde (uy,ug,u3) es la unica solucién de (3.0.1) en ¢ inicialmente en (u?,uy,ul) y

K = R3. Mostraremos algunas propiedades de 7.

Definicién 3.3.1. Decimos que (3.0.1) es permanente si existe un conjunto acotado
UCK tal que
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a) irellf]d(u,alC) >0, donde d(u,0K) = i%f’C d(u,v), y
u ve

b) lim d(m((ud,uy,ul),t),U) =0 para todo (u?,u,ul) € int(K).
—00

El principal resultado es el siguiente:
Teorema 3.3.2. Suponemos (3.2.6). Entonces el sistema (3.0.1) es permanente.

Para esto, usamos el siguiente resultado (ver Corolario 2.3 de [62] o los Teoremas 4.1
y 4.2 en [26]).

Teorema 3.3.3. Supongamos que 7 es disipativo y w(-,t) es compacto parat >ty para

algun ty > 0. Sea A el atractor global para w y

X' :=7(B(A,¢),[tg,0)) y X" :==n(X" 1)
para algin t' grande, con B(A,¢e) un e-entorno de A. Finalmente, sea
S:=X"NnoK.
Suponemos que existe una funcion continua P : X"+ [0, +00) con
P(uy,us,uz) =0  siy solo si (ug,us, uz) €9,

y se define

a(t,(z1, 22,23)) = lim inf

(P<7T(U1’U2’U3’t))) (3.3.11)
(Ul,UQ,Ug)—)(Zl7ZQ,Z3) !

P (U17 U27 U3)
con (Uy, Uy, Us) € X"\S. Entonces, (3.0.1) es permanente si

1 si (21, 22,23) € w(S),

supa(t, (21,22723» > { 0 si (21722’23) es,

t>0

donde w(S) = Useqgw(s), con w(s) el conjunto omega-limite de s, definido en el
Capitulo 2.

Demostracién: (Teorema 3.3.2). Ya que 7 surge de una ecuacion diferencial
ordinaria, por el Teorema 3.1.1 y el Lema 3.1.2, (-, t) es una aplicacién compacta desde
K a K y también 7 es disipativa para t > ty para algin ty > 0, por lo que 7 tiene un
atractor global A (ver Capitulo 2). Necesitamos construir una funcién continua P que

verifique las hipotesis del Teorema 3.3.3. Es claro que
S C {(ur,ug,u3) EKL:u3 =0 0 ug =0 o uz =0},

por tanto
w(S) = {Ev, Er00, Eo10, Eoo1, Erios Eot, Eoio} -
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Se define

P(uy,ug,uz) = uf1u§2u§3

o equivalentemente escrito como

P(uq,uz,uz) = exp(fy log(uy) + B2 log(us) + B3 log(us)), (3.3.12)
con 1, By v [3 constantes positivas a ser escogidas.
Denotando por (uy,ug,us) = w(Uy, Us, Us, t), tenemos que

P(?T(Ul,UQ,Ug,t)) _
P(U17U27U3)

exp(B1(log(uy(t)) — log(Uy))+
Ba(log(uz(t)) — log(Uz)) + Bs(log(us(t)) — log(Us)),

y usando el hecho de que

log(f(1)) — log(f(0)) = / £(3)/ £ (s)ds

para una funcién positiva y regular f, tenemos

P(’/T(Ul,UQ,Ug,t)) _
P(U17U27U3)

t
exp < 1/ (o1 — uy — Pug + y1uz)ds+
0

62/ (062 — U9 — ﬁul + ’ylng)dS—i- (3313)

0

t

53/ (a3 — ug + y2(ur + uz))ds> )

0

Ahora, puesto que uy,us y usg son acotadas, existen dy, ds, ds € R tal que

P(W(U17U27U37t>>
P(U17U27U3)

> exp {(B1d1 + Bady + Pads) t},

y entonces a (t, (21, 22, 23)) > 0 para algun ¢.

Falta por demostrar que a(t, (21, 29, 23)) > 1 para algun ¢t > 0 si (21, 29, 23) € w(5).
Tomando (z1, 22, 23) € w(S) vy (U, Uz, Us) = (21, 22, 23).

Recordando que 7w : K x [0,1] — K es uniformemente continua, entonces, si
(21, 22, 23) € wW(S) vy (U1, Us, Us) — (21, 22, 23), entonces la solucién (uy (), ua(t), us(t))
estd cerca de (z1, 29, 23) para t € [0,1] puesto que (21, 29, z3) es la solucién de (3.0.1)
con datos iniciales (z1, 22, 23).

Se distinguen diferentes casos:

Caso 1. (z1,29,23) = Ey. Se observa que, usando (3.3.13), se concluye que para
todo s € [0, 1]

P (W(Ul, UQ, U3, S))
P (U17 U27 U3)

— exp {(B1aq + Paca + P3a3) s}, cuando (U, Us,Us) — Ep.
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Caso 2. (z1,29,23) € {F100, Eo10, Foo1} - Se argumenta con el caso (z1, 29, 23) =
E100, justificaciéon similar funciona para los otros casos. En este caso, se concluye que
para todo s € [0, 1]

P (W(Ulv U27 U37 8))
P (Ul7 U27 U3)

— exp ((f2 (g — Bon) + B3 (g + 72011)) 5)

cuando (Uy, Us,Us) — Ejgo.

De manera analoga se puede probar que

P(W(Ul,UQ,Ug,S))
P (Ula UQa U3)
cuando (Ul, UQ, U3) — E()w y cuando (Ul, UQ, Ug) — E001

— exp ((B1 (a1 — Bag) + B3 (a3 + 72a2)) s)

P (W(Uh U27 U37 S))
P (U17 U27 U3)

— exp ((51 (041 + ’71063) + 2 (052 + ’71043)) S) :

Caso 3. (z1, 22, 23) € {E110, Fo11, F101} - Nuevamente, argumentaremos con el caso
(21, 22, 23) = FEi10, similar argumento trabaja para los otros casos. Se concluye que
para todo s € [0, 1]

P(W(UhUQ,Ug,S)) a3(1+ﬁ)+72(a1+042)
P Uy, Uy, Us) %exp@g’( 1+ )8)

cuando (Uy, Us,Us) — Ejo.

De manera similar,

P (w(Uy, Uy, Us, 5)) S exp <51 <041(1 —7172) + az(n1ye — B) +azyi (1 — 5)) S>

P(Ul,UQ,Ug) I =77
cuando (Ul, UQ, Ug) — E011 y cuando (Ul, UQ, Ug) — E101

P (7(Uy, Uy, Us, 5)) a1(172 — B) + aa(1 — y72) + azyi(1 — B)
P (Ul, Us, U3) e (ﬂQ < L= > S) '

Ahora, asumimos que (a, ag, a3) satisface (3.2.6). Entonces, tomando £y, 82 v 3

positivos, tenemos que
a(1, Evg), a(l, Eior), a(1, Eoi) > 1.

Por otro lado, puesto que (ay, g, a3) satisface (3.2.6), entonces ag — Sy > 0y
ag — Bag > 0. Ademds, o a; +y1a3 > 0 0 ag +y13 > 0 (0 las dos en el caso y172 < f3).
Finalmente, al menos un a; > 0. Se puede escoger (5, > 0,8, > 0y (3 > 0 tal que

a(1, Ey), a(1, Ev), a(1, Egr), a(l, Egg) > 1.

Se completa la prueba. O
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3.4 El problema de complementariedad lineal. Caso 3D

3.4.1 Estabilidad global de los equilibrios positivos

En nuestro caso del modelo (3.0.1), la matriz de la comunidad viene dada por

-1 -8 m
A=| -8 -1 7 |. (3.4.14)
Y2 2 —1

Vamos a usar los resultados del problema de complementariedad lineal para probar
que, bajo las condiciones de estabilidad local de un punto estacionario, en realidad
obtenemos estabilidad global.

Recordemos por tanto previamente varios conceptos. Dado un vector ¢, para decidir
si el problema de complementariedad lineal LC'P(q, M) tiene solucién, es suficiente
chequear si ¢ pertenece a uno de los conos complementarios.

Recordemos que si M es una matriz cuadrada de orden n, consideramos el par
complementario (I, —M), donde I es la matriz identidad de orden n. En la solucién
del problema LC'P(q, M), se busca el par (w,z) € R?" tal que

Tw—Mz=q
w,z >0
w;z; =0, parat=1,---  n.

Para el sistema (3.0.1), sabemos (Lema 1.3.17) que encontrar puntos estacionarios
saturados es equivalente a resolver el LC'P(—a, —A), donde A estd definida en (3.4.14)

y a es
aq
o = (6]
Qa3
Supongamos (H;), es decir, que la matriz A € S,,. Recordemos (Teorema 1.3.19)
que, en este caso, el LC'P(—a, —A) tiene una unica solucién, que corresponde al tinico

punto estacionario saturado de (3.0.1) que, ademds, es globalmente estable.

Se tiene entonces que Jw + Au = —a se escribe como
100 wy -1 -8 m Uy ay
010 wy | + | =8 -1 m Uy | = — | 2
0 01 w3 Yo 2 —1 us Qs

o0, equivalentemente,

—wl[l — ’U)Q]_g — IU3[.3 + (UlM_l + UQM_Q + U,3M.3) = Q, (3415)
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donde
1 0 0
[1 == 0 y [‘2 — 1 y 13 — 0
0 0 1
1 B M
M, = 5 , My = 1 y Ms= -N
—2 —2 1

Definicién 3.4.1. El soporte de un vector u € R™, denotado sopp u, es el conjunto de
indices {i : u; # 0}.

Por tanto, si todas las componentes de w son 0, w; = 0, el soporte de w es sopp
w = @y, al ser un par complementario con u, el soporte de u es sopp u = {1,2,3} y u
tiene todas sus componentes positivas. Es decir, a es la combinacién lineal positiva de
{M, M5, M3} . Se tiene el siguiente resultado:

Teorema 3.4.2. 1. Supongamos que oy, as y a3 < 0. Entonces Ey es globalmente

estable.

2. Supongamos que a; > 0, ag < fag y ag < —Yaq. Entonces Figy es globalmente

estable.

3. Supongamos que as > 0, oy < fag y ag < —yeas. Entonces Egg es globalmente

estable.

4. Supongamos que oz > 0, ay < —y1a3 Yy ag < —y1a3. Entonces Eyy es global-

mente estable.

5. Supongamos que
ay > Bag,
Qg > 5041, (3416)
(o1 + ag)ye + a3(1+ ) < 0.

Entonces Fryg es globalmente estable.

6. Supongamos que

ap +naz >0,
a3 + Yaup > O, (3417)
a1 (y2y1 — B) + aa(l — my2) + azy (1 — B) < 0.

Entonces E1g1 es globalmente estable.
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7. Supongamos que
@y +mag >0,
a3 + Yovg > 0, (3418)
a1 (1 —m72) + aa(11y2 — B) + azy (1 — B) < 0.

Entonces Eg11 es globalmente estable.

8. Supongamos que existe Eiq1, esto es (3.2.6). Entonces Eq11 es globalmente esta-

ble.

Demostracion: Veamos el primer apartado. Como queremos estudiar la estabi-
lidad global de Ej, tenemos que sopp u = (3, por lo que debemos encontrar w; > 0 tal
que

—Iw = a,
esto es, —w; = «; para i = 1,2, 3, para lo que es suficiente que «; < 0 para i =1,2,3.

Estudiemos ahora el caso Ejgg; los apartados para Eyig y Fgo1 son similares. En
este caso, sopp u = {1}, por lo que debemos buscar (ver (3.4.15)) z; > 0 parai = 1,2, 3
tal que

[M1,—1s,—13]z = q,

o equivalentemente,
zn=a, Pau-—m=ay,  Putzn=-a

Gracias a que a; > 0, tenemos que z; > 0; por otro lado 2o = Sa; — as > 0. Por
ultimo, z3 = —y2a; — az > 0 por hipdtesis
Estudiemos ahora el caso de Ej19. De manera similar son los apartados para Eig;

y Eo11. Supongamos (3.4.16). En este caso, debemos resolver (ver (3.4.15))
(M1, Mo, —I3]z = o,
o equivalentemente,
21+ P =a1, Pa+z=a, —Y2(21 + 22) — 23 = 3.

No es dificil comprobar que
ay — Bay ay — Bay _043(14'5) + 720 + az)

Obsérvese que z; > 0 gracias a la condicién (3.4.16).

Similarmente se pueden estudiar los puntos Ey1 v Eio1-
En el caso de que exista Ey1; = (u}, uj, uf), suponemos por tanto que uf > 0. En

este caso, sopp u = {1,2,3} y por tanto, debemos encontrar z; > 0 tal que
Mz = a.

Es claro que podemos coger z; = u;, pues a — Mu* = 0. 0
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Casos practicos

En esta seccién desarrollamos una explicacion geométrica de las restricciones que
se deben imponer al parametro « para que el sistema (3.0.1) tenga un punto de equi-
librio factible. En realidad, vamos a tratar de entender la manera en que el punto
estacionario globalmente estable dependen del cono asociado en R? en el que se mueve
a. Recordemos que gracias al Teorema 1.3.14, la aplicacién que a « le aplica el punto
globalmente estable es lineal a trozos. De esta forma, proporcionamos una interpreta-
cién geométrica que relaciona para este caso los casos de campo medio, competencia y

anidamiento.

1) Para los valores de 8 = 0.356128, ~; = 0.413503, ~o = 0.242404, la matriz A,

matriz de campo medio, es

—1 —0.356128 0.413503
A= —0.356128 -1 0.413503 |, (3.4.19)
0.242404  0.242404 -1
y tomemos M.; = —A—;. Consideramos el vector
0.53068
a= | 0.35786 (3.4.20)
0.5295

que se encuentra en el cono pos(M.;, M., M.3),

Fig. 4: Cono generado por la matriz (3.4.19) y vector « definido por (3.4.20).
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y resolvemos el problema LC P(—a, —A). Su solucién es

0.70081
uw=| 04397 |,
0.8077

que corresponde al punto estacionario (saturado) globalmente estable. Ninguna es-
pecie se extingue. Este es el comportamiento que observaremos para cualquier a €
pos(M 1, My, M 3). En la Figura 4 el cono generado en este caso, y se aprecia que el
vector v esta incluido en él.

2) Si por el contrario, escogemos el vector

1.18803
a=| —0.30848 |, (3.4.21)
0.5295

15 &

Fig. 5: Cono generado por la matriz (3.4.19) y vector « definido por (3.4.21).

donde ahora el vector o no se encuentra en el cono pos(M.,, M.y, M.3), (ver Figura 5)
la solucién del problema LCP(—a, —A) es

1.5637

U = 0
0.9086

Se extingue una especie. Notemos entonces que o € pos(M 1, —1 5, M 3).



84 Capitulo 3 — Caso particular de tres especies

3) Si ahora
—1.18803
a=| —0.30848 |, (3.4.22)
—0.5295

el vector o € pos(—11,—15,—13); en la Figura 6 se aprecia que no pertenece al cono

generado por la matriz M.

Fig. 6: Cono generado por la matriz (3.4.19) y vector « definido por (3.4.22).

La solucién para el problema LCP(—a, —A) es

0

Las tres especies se extinguen.

3.4.2 Conos complementarios

Como hemos visto, lo que realmente marca la coexistencia de especies son los conos
complementarios. En esta seccién comparamos los conos complementarios en los tres
casos: competicion, anidamiento y campo medio. Sus matrices vienen dadas, respecti-

vamente, por

1 -8 0 1 1 -8
Aco = _ﬁ —1 0 ) Aan = _ﬁ —1 0 ) Acm B —1 71
00 -~ w2 0 -1 QCRRCIES|
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Obervemos que la red de anidamiento en este caso posee una red fenomenoldgica

dada por la Figura 7

5&1

P ‘P2

Fig. 7: Red en el caso de anidamiento.

para dos plantas y un animal, donde la planta 1 y el animal cooperan. Las matrices
A v Agn anteriores corresponden a campo medio y anidamiento, respectivamente.

Cuando se consideran las matrices de campo medio y de anidamiento asociadas a
una red, por lo general, al ser la matriz de campo medio la representacion de una red
completa, se podria esperar que ésta deberia ser la que asegure la menor extincién,
es decir, maxima biodiversidad. Sin embargo, para el sistema (3.0.1), cuando la red
mutualista no es completa, los conos complementarios asociados a las matrices de
campo medio y anidamiento generan regiones en las que se pueden tomar vectores
a para los cuales la solucién del problema (LCP) tiene distinto soporte, es decir, la
solucién para (LCP) asociado a la matriz de campo medio tiene mas componentes
nulas que la solucién (LC P) para la matriz de anidamiento.

En efecto, en el caso de una red no completa formada por dos plantas y un animal,
se puede visualizar la aparicion de zonas en las se puede conseguir que el ntimero
de especies que persisten en el régimen de anidamiento supere al de campo medio e
inclusive competencia supere a anidamiento, si las tasas de crecimiento son tomadas
en esta zona. La posibilidad de que especies en competencia superen a campo medio
no es posible, pues el cono complementario de competencia esta incluido en el cono

complementario de campo medio.

El primer resultado que presentamos en esta seccién compara los conos complemen-
tarios relativos a los punto de maxima biodiversidad, es decir, aquellos en los que las
tres componentes son positivas. Para diferenciarlos de los demés conos, lo denotare-

mos por Pos. Mostraremos que el cono complementario en el caso de competicién esta
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incluido en el de campo medio, y que el de anidamiento estd incluido en el de campo

medio si § < 1.

Teorema 3.4.3. Supongamos (Hy) y consideremos las matrices Aco, Aan Y Aem defi-
nidas en (3.4.23).

1. Se tiene que

Pos(Aco) C Pos(Aem).

2. Si B < v17y2, entonces
Pos(Aun) C Pos(Acn).

Demostracion: 1. Tenemos que ver si A., se puede poner como combinacién
lineal positiva de A.,. Es decir, existen z,w,p € Ri, con todas sus componentes

mayores que cero, y tales que
Acmz - (Aco)la Acmw - (ACO)427 Acmp = (Aco).S‘

Resolviendo estos tres sistemas lineales, obtenemos que

B+1—m M172 f+1
i et ) S 8 | NN S S )
B2y 2T B+1—2ym PR — 2y,

wy =29 >0, we=2>0, ws="s,
"1 Y2 Y1+ Y2
=S p= S0 py=14n (—)>0.
R T T2y B VCRS B SPE

Esto completa la prueba del primer apartado.
2. En este caso, debemos encontrar vectores z,w,p € Ri, con todas sus componen-

tes mayores que cero, tales que:

1 5 -
a) Aecpw = | =B |, b) Aemz=| —1 y ¢) Agp = 0
V2 0 -1

a) En el primer sistema, es evidente que

-1

—B

Y2
es una arista del cono, por lo que basta tomar w; = 1 y wy = w3 = 0. Por tanto,
siempre estard en el cono Pos(Agy).

Resolviendo los otros dos sistemas, obtenemos sus soluciones
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b)

1— 1
e o BE L wBHD

B—2v72+1" 7 B — 2772+ 1 B—2717+1"

Por tanto, la columna

-
—1
0
estd en el cono Pos(Aun).
)
B (172 — B) _ B 71— 772) (Bt
PTG -2mmer ) BT A-D@-2nerD) T B-2umrl)
UJ

Nota 3.4.4. Observemos que en la demostracion anterior no podemos asequrar que p,

es positivo si 3 > 1.

En general, no existe relacién entre los otros conos, como mostraremos con los
ejemplos que siguen.
Para los valores de 8 = 0.356128, ~; = 0.413503, ~, = 0.242404, se tiene

-1 —0.356128 0.413503
Agn = | —0.356128 -1 0.413503
0.242404 0.242404 -1
y
-1 —0.356128 0.413503
Aen = | —0.356128 -1 0
0.242404 0 -1
Obsérvese que en este caso
M17Y2 < B.

Veamos que, en este caso,

Pos(Aan) & Pos(Acm)-

El grafico correspondiente al cono complementario para campo medio se muestra en la

Figura 8.
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Fig. 8: Cono generado para campo medio

Para anidamiento, el cono complementario viene dado por la Figura 9

Fig. 9: Cono generado para anidamiento

En la Figura 10 hemos mostrado la combinacién de ambos conos y se puede observar

que existe una regién del cono Pos(A,,), que no estd contenida en el cono Pos(Aey).
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Fig. 10: Combinacién de los dos conos: campo medio y anidamiento

Esto indica que existe una region en la que ningtin vector que se encuentre en ella
podra ser escrito como combinacién lineal positiva de las columnas de la matriz de
campo medio. Pero si lo podra ser para las columnas de la matriz de anidamiento. Es
decir, si tomamos valores de « en esta zona, el punto de equilibrio del sistema (3.0.1)
sera factible, es decir, tendra todas sus componentes positivas para anidamiento, y al

menos una de sus componentes nula para el caso de campo medio.

Esto se lo puede evidenciar en el siguiente ejemplo. Consideramos los problemas
LCP(—a,—Au,) v LOP(—a, —Aqu,), para las matrices A.,, y Aa, dadas anteriormente

y donde tomamos

0.53068
a= | 0.35786
0.5295

tomado en la parte comin de sus conos complementarios (ver Figura 11).
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Fig. 11: Vector a en los dos conos

Las soluciones de los dos problemas complementarios tienen soluciones

0.7081 0.8050
u=|04397 | y u=| 00712
0.8077 0.7246

respectivamente. Los puntos son positivos, las 3 especies permanecen.

Si ahora escogemos el vector « en la regién de Pos(Aay)

—0.33437
a= | 010176 |,
1

se tiene que @ ¢ Pos {(Aun).1, (Aem) 2, (Aem) 5}

Cualquier solucién de LOP (—a, —(Aen)) debe tener algin u; = 0, para algun . Es
decir, al menos una especie se extingue.

Puesto que «a € Pos{(Auw)1,(Auwn).2, (Aan)s}, la solucién de LOP (—a, —Aqun)
tendria sopp u = {1,2,3}, las tres especies permanecen.

Efectivamente, las soluciones de los problemas LCP(—«a, —Agy) v LOP(—a, —Aun)

son
0 0.0555
u= | 0.5727 y uw= | 0.0820 |,
1.1388 1.0135
respectivamente.

Competencia supera a anidamiento

Al igual que existe una regién en la cual para los valores de o anidamiento supera

a campo medio, también puede generarse una region en la que competencia supera a
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anidamiento. Si consideramos las matrices de competencia y anidamiento como antes,

esto es

-1 —0.356128 0 —1 —0.356128 0.413503
A, = | —0.356128 —1 0 y Aan = | —0.356128 —1 0

0 0 -1 0.242404 0 —1

se genera una region en el cono de competencia que no esté en el cono de anidamiento,

graficamente la situacion es representada en la Figura 12,

Cono Competencia

Cono Campo Medio

7
Cono Anidamiento

Fig. 12: Representacién conjunta de los tres conos

en donde si escogemos
0.13
a=| 008 |,
1.16

las soluciones de los problemas LCP(—a,—Ay) vy LOP(—a,—A,,) son

0.1163 0.6776
u= | 0.0386 y ou= 0 ,
1.16 1.3242

respectivamente.
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Es muy importante senalar que esta zona esta relacionada con los valores de los
pardmetros. Es decir, dependera de los valores que asignemos a cada parametro para
que sea generada o no. Debemos senalar que una zona parecida se puede crear entre
los conos de anidamiento y competencia.

Para el caso n—dimensional, las pruebas realizadas en el simulador, y que veremos
en el Capitulo siguiente, demuestran que la situacién es similar, es decir, depende de

los valores de los parametros para que se genere esta zona.

3.5 Arquitectura del atractor

En nuestro modelo (3.0.1) de tres dimensiones la red inicial estd compuesta por tres
nodos. Asumiendo (H;), existe una tnica solucién para (3.0.1), y podemos asi definir
un semigrupo S(t) : R? — R3, el cual, gracias al Teorema 2.4.1, posee un atractor
global A C R3.

Para (3.0.1), los ocho puntos estacionarios

E = {Eij}a Z.aj7k = Oa ]-7

ya han sido calculados (para homogeneizar la notacién, denotamos Ey = Fygo). Tene-

mos el siguiente resultado (ver [50]):

Teorema 3.5.1. a) Cuando las componentes de Eyy; son estrictamente positivas,
entonces Frqq1 es localmente estable y los puntos semi-triviales Eo11, Fi01 ¥y E11o

son inestables.

b) Suponiendo que Ei11 existe, entonces éste es globalmente estable en el interior de
R . Como consecuencia, el sistema (3.0.1) es permanente, es decir, asintdtica-

mente se da la coexistencia de las tres especies.

c¢) El atractor global A C R? estd dado por

1
A= | W (Eiu).
i,j,k=0

Observemos que a) es consecuencia de la Proposicién 3.2.2. El apartado b) se
obtiene del Teorema 1.3.19 o el Teorema 3.4.2. Por dltimo, el Teorema 3.5.1 ¢) muestra
que el atractor global es de tipo gradiente.

Podemos ahora seguir en detalle los pasos descritos en el Teorema 2.4.2, con el
semigrupo asociado para (3.0.1) dindmicamente gradiente, y los puntos estacionarios

en el atractor global son los conjuntos de Morse, dados por A;NA?_,, los cuales describen
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la jerarquia sobre como a lo largo del tiempo la dinamica se desarrolla con respecto a
cualquier solucién positiva. De hecho, en el caso de que todos los puntos estacionarios
positivos F;j; existan, el argumento en el Teorema 2.4.2 puede desarrollarse como sigue:

Ay = Ei11 es el primer atractor local. El repulsor asociado A} estda dado por la
uniéon de los planos cerrados XY, X Z,Y Z respectivamente.

Consideramos Fjqg, el cual es el atractor local en el plano abierto XY. Entonces,

AQ — Al U Wu(Ello)

y por tanto A} es la union de los planos cerrados X Z,Y Z.
Ahora consideramos F1g1, es decir, el atractor local en el plano abierto X Z. Enton-

ces,

A3 = A2 U Wu(El()l)

y Aj el plano cerrado Y Z.
En el préximo paso tomamos FEyq1, el atractor local en el plano abierto Y Z. Enton-

ces,

A4 — Ag U WU(EOH)

y por tanto A} es la union de los semi ejes cerrados OX,0Y y OZ.

Entonces, tomamos FE'qg, atractor local en el semi eje abierto OX.

As = Ay UW"(E0)

y Af la unién de los semi ejes cerrados OY y OZ.

Para Fy19, atractor local en el semi eje abierto OY', se define

AG = A5 U Wu(E()lo)

y Ag el semi eje cerrado OZ.

Y para Ey;, atractor local en el semi eje abierto OZ, se define

A7 = AG U Wu(EO()l)

y A? = Eooo-

Finalmente, Ag = A. Este modelo simplificado permite describir en detalle la depen-
dencia de la asociacion de las redes atrayentes sobre los parametros, lo que demuestra
que, en particular, para una red fenomenoldgica fija de tres especies, corresponde un

conjunto mas grande y mas complejo de futuras configuraciones posibles dadas por
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diferentes arquitecturas del atractor global, que se describe a partir de los equilibrios

y sus conexiones orientadas, como se muestra en la Figura 13:

Nivel 1 E111
T 1T 1
Nivel 2 ’Eno Eio01 Eon‘
/N /"\T
Nivel 3 E100 Eo1o Eoo1l
Nivel 4 Eooo

Fig. 13: Organizacion de los puntos estacionarios en el atractor global por niveles
de Energia en el caso de maxima biodiversidad. El nivel superior muestra la minima
energia (dada por la funcién de Lyapunov), atrayendo a cada solucién estrictamente positiva.
Las flechas muestran la direccién hacia adelante de la dindmica. El segundo nivel es alcanzado
si F111 no existe y si algin E119, F101 0 Eo11 existe. El tercer nivel sélo se alcanza si algin
equilibrio de los niveles superiores no estan presentes. FEpp = (0,0,0) es asintéticamente
globalmente estable sélo si ningiin punto estacionario de niveles superiores existen.
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La siguiente figura muestra la arquitectura del atractor en relacién al punto estaci-
onario globalmente estable, lo que, a su vez, gracias al estudio del (LCP) y los conos

asociados, sabemos depende de los valores de los parametros en (3.0.1).

Jogn)

Fig. 14: Las ocho posible redes complejas atrayentes para (3.0.1). Cada red muestra
un punto estacionario distinto que es globalmente estable, el cual determina la existencia y
estabilidad de los demds puntos. Observemos que estas redes corresponden a una misma red
fenomenoldgica formada por tres nodos.
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3.6 Interpretacion biolégica: Fenémenos 1 y 2

En las siguientes secciones discutimos los Fenémenos 1 y 2 descritos en la intro-
duccion del Capitulo. En particular, queremos dar evidencia matematica a dos hechos

importantes:

a) Fendémeno 1: Aumento de la biodiversidad como fruto de la presencia de relaciones

mutualistas.

b) Fenémeno 2: Las especies generalistas aumentan la biodiversidad, incluso en el

caso en que su dinamica les conduzca a la extincién.

Estudiamos las regiones en el plano (aq, ae) dependientes del pardmetro . Algunas

simulaciones complementaran nuestros resultados.

3.6.1 Fenémeno 1. Caso a3 > 0 : incremento de la biodiversidad

Asumimos que ;7. < 3, pero quisiéramos senalar que resultados similares pueden
ser obtenidos en el caso y172 > (. En el caso asz > 0, la biodiversidad es enriquecida,
en el sentido que existen regiones en (3.0.2) para las cuales una o ambas especies van
a la extincién, pero la presencia de uz en (3.0.1) hace que las especies permanezcan

(coexistan).

Nota 3.6.1. Si a3 > 0, y usando el Lema 3.1.2, concluimos que usz no puede extin-

quirse.
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A 1

Fa

Fig. 15: Regiones en el primer cuadrante de coexistencia de las tres especies.
El Fenémeno 1 se verifica en los pares (aq, ) de las regiones A; y As. En la regién B la
coexistencia de up, ug se mantiene después de aparecer usg.

En la Figura 15 se han dibujado las rectas r1, 79, 73 y r4, para valores v, ¥2, 8, By que
satisfacen (H) y a3 > 0. Se observan los siguientes comportamientos para los sistemas
(3.0.1) y (3.0.2):

1. (aq,a9) € Ay implica que las soluciones de (3.0.2) van hacia Fyq y las soluciones
de (301) hacia Elll'

2. (a1, a2) € Ay implica que las soluciones de (3.0.2) van hacia Ey; y las soluciones
de (3.0.1) hacia Fj;.

3. (a1, an) € B implica que las soluciones de (3.0.2) van hacia Fj; y las soluciones
de (301) hacia Elll-
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5 T T T
B Plant 1
Gl | ........................ Plant 2 -
: Pollinator
s -

N R Plant 1
C UL | B ] I e Plant 2
Pollinator

1] 1 1 Il 1

Fig. 16: Fenoémeno 1 se verifica en los pares (aj,a2) de la regién As, asz > 0.
Bo=2/3,8=Po/(1+71)=4/9,71 =7 =1/2,as = 1,02 = 2,y = 1; datos iniciales (1,1)
y (1,1,1), respectivamente. La presencia de la especie ug hace a uj sobrevivir.
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- =~ Plant 1
—-===Plant 2
Paollinator

-—=-Plant 1
-=== Plant 2
Paollinator

N

Fig. 17: Simulaciones numéricas para la regién B, a3 > 0. [y = 2/3,5 =
Bo/(L4+v) =4/9,71 = v2 = 0.5,a3 = 1,0 = 1.4,07 = 1; datos iniciales (2,2) y (2,2,2),
respectivamente. La coexistencia de u1,us se mantiene y crece después de que aparezca la
especie us.

En las Figuras 16 y 17 tenemos representado el comportamiento de las soluciones
cuando (a1, a3) € As v (ay,an) € B, respectivamente. En ambas figuras, tenemos

representadas las soluciones de (3.0.2) y de (3.0.1), respectivamente.
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3.6.2 Fenémenos 1 y 2. Caso a3 < 0 : biodiversidad y vulnerabili-
dad de especies cooperantes

En [107, 19] se muestra cémo los vinculos de cooperacién en una red reducen la
competencia. En particular, se reduce la tasa de la competencia entre dos especies
si tienen un enlace cooperativo comun con otra especie. Este hecho da lugar a una
modificacion del modelo general (1.1.1). Matemdaticamente, es una posible explicacién
para que el Fendmeno 2 se cumpla de forma genérica. A continuacién damos una
razén de este hecho para nuestro modelo tridimensional dado en (3.0.1). En efecto,

comparemos el comportamiento cualitativo del sistema (3.0.1), y

{ uy = ui(ar — uy — Bouz) (3.6.24)

uy = ug(ay — ug — Bour)

con [y > f.

Primero, mostramos que en el sistema original (3.0.1) no se puede incrementar la
biodiversidad si u3 — 0. Basicamente, probamos que cuando uz — 0 el sistema con

tres especies se comporta como el de dos especies, anulando la componente us.
Lema 3.6.2. Supongamos que uz — 0 cuando t — oo.

1. Si ay, as < 0, entonces la solucion Ej es globalmente estable.

2. Sia; >0y as < Bayg, entonces la solucion Ejgg es globalmente estable.

3. Siag >0y a; < Bas, entonces la solucion Fyg es globalmente estable.

4. Si oy > Pag v ag > Bag, entonces la solucion Eqqg es globalmente estable.

Demostracion: Suponemos que uz — 0 cuando t — oo, entonces

uz < e, para t > tg.
Entonces,
uy <wug (g + 718 —ug — Pug), uy > ug (@ — ug — Puy)

y entonces el par (u,v) = (u1,0), (@,7) = (M,us), para M > 0 grande, es un par de
sub-super solucién del sistema

u) = ui(on + e —uy — Bus)

ubh = us(ag — ug — Puy),

En efecto, es claro que

v <wu(ay +ye —u— Bo),
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y, como v = 0, es evidente que
v <wv(ag — v — fu).

Por otro lado,

v > 0(ag — T — fu).
Finalmente, tomando M grande tal que
0> +me—M-—pu,

entonces

—/

u Z ﬂ(Oél +’718 —ﬂ—ﬂy).

Si notamos por (Uy ,,, Vi) la solucién de (3.6.24) con 5y = §, usando el Teorema 1.2.10

hemos demostrado que
Ul < Uni4yicanr Vardyie,es < Uz parat grande.
Por otro lado,
uy > up (o —ug — Bua), uy < ug (g + 716 — ug — Puy)

y entonces el par (u,v) = (0,us), (u,v) = (u1, M), para M > 0 grande, es un par de

sub-super solucién del sistema

{ u) = up(oqg — ug — Pusg),

uh = ug(ag + 16 — us — Puy).

COHChlimOS entonces que
Ua17a2+’yla S (51 S Ua1+’yl£,a27 Voq—i—*na,oag S U2 S Vahaz—&—’na-

Aplicando el Lema 3.2.1 se concluye el resultado. O]
Ahora se muestra que en el caso a3 < 0 es también favorecida, en el sentido del
Fenémeno 1. Primeramente, en la Figura 18 se muestra la zona A para la cual Fjq;

existe (se recuerda que la existencia de F11; implica estabilidad global).
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"3

Fig. 18: Region A de existencia del equilbrio Ej;1;. La existencia de FEq17 implica que
el punto es localmente estable y el resto de equilibrios son inestables. Ademads, en la region
A las tres especies coexisten.

Caso a3 < 0 : el Fenémeno 1 generalmente se cumple

Si fijamos valores para 71,72, 8, fo que satisfagan (H), a3 < 0 se obtiene la siguiente

simulacion presentada en la Figura 19:

1. (aq,a9) € Ay para el cual las soluciones de (3.6.24) van a Ej, y las soluciones de
(301) a Elll-

2. (a1, a) € Ay para el cual las soluciones de (3.6.24) van a Ey; y las soluciones de
(301) a Elll-

3. (a1,a2) € B para el cual las soluciones de (3.6.24) van a Ey; y las soluciones de
(301) a Elll-
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10 A

"2

B E

4

Fig. 19: Regiones A; y As, por encima de r5, en las cuales se verifica el Feno-

meno 1 para az < 0.

En la Figura 20 hemos representado las soluciones de (3.6.24) y (3.0.1), respectiva-

mente, cuando (a1, az) € Ay v as < 0.
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----- Plant 1
----- Plant 2
Pollinator

Fig. 20: Fenémeno 1 se verifica para los pares (a1, az) de la regién As, ag < 0.
Bo=2/3,8=00/(14+7)=4/9,71 =72 =0.5,a3 = —1, a9 = 4, a1 = 2; datos inciales (2,2)
y (2,2,2), respectivamente. La presencia de us hace a uj sobrevivir.
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Fig. 21:

Regiones A; y A,, por debajo de r5, en las cuales se verifica el Fené-

meno 2 para a3z < 0. En la Regién B las dos especies u; v ue se mantienen después de la
aparicién de ug, que se extingue.

Caso a3 < 0: el Fenémeno 2 también se cumple

En la Figura 21 mostramos las zonas para la vulnerabilidad de uz. Se muestran las

zonas en las cuales algunas de las especies del sistema (3.6.24) van a la extincién, pero

coexisten en el sistema (3.0.1) después de aparecer ug, incluso cuando ug es empujado

a la extincién.

Simulaciones de las zonas presentadas en la Figura 21 producen los siguientes efectos

(ver Figura 22):

1. (aq, ) € Ap para el cual las soluciones de (3.6.24) van a Ejg y las soluciones de

(301) a EllO-

2. (a1, a9) € Ay para el cual las soluciones de (3.6.24) van a Ey; y las soluciones de

(301) a EllO-

3. (a1, ) € B para el cual las soluciones de (3.6.24) van a Ej; y las soluciones de

(301) a EH().
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5 y . .
N Plant 1 :
----- Plant 2
Pollinator
A5 b AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA 4

%
S T T T
N Plant 1 :
Gl | .................. Plant 2 . ......................... -
: Pollinator :
4 :
%

Fig. 22: El Fenémeno 2 se verifica para los pares (a1, a3) de la regiéon Ay, asz < 0.
Bo =2/3, B=00/(1L+7v)=4/9,71 =7 =05,a3 = —2,a3 = 2,1 = 1; datos iniciales
(2,2) v (2,2,2), respectivamente. La presencia de us hace a uj sobrevivir, aunque us se vaya
a la extincién.



Capitulo

4

Laboratorio virtual de redes
mutualistas

Uno de los objetivos planteados al inicio de este trabajo fue la elaboracién de pro-
gramas computacionales que, por un lado, muestren numéricamente los resultados ob-
tenidos en la parte tedrica, y, por otro, nos permitan aplicar esos resultados en redes
reales, simulando grandes sistemas de ecuaciones diferenciales asociados al modelo de
Lotka-Volterra. Se inici6é con la solucion de pequenos sistemas de ecuaciones diferen-
ciales y poco a poco fuimos elaborando e incluyendo una serie de opciones que nos
ayudaron a entender mejor el problema y generar nuevas formas de plantearlo. Las
bondades que en un principio brindé el programa MATLAB para la resolucién de un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, como es nuestro caso, se vio aun mas
evidente cuando se pudo implementar en un ambiente computacional amigable una

aplicacién con estas caracteristicas.

Todo este proceso nos ha conducido a desarrollar un Laboratorio Virtual de
Redes Mutualistas, el cual, de manera sencilla, nos permite crear distintos escenarios
para redes mutualistas en los cuales podemos realizar experimentos para comprobar
como los resultados tedricos son numéricamente verificables, ademés de permitirnos

explorar nuevas formas de abordar y entender el problema.

107
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4.1 Descripcion General

El programa fue desarrollado en MATLAB R2013a, herramienta de software mate-
matico que ofrece un entorno de desarrollo integrado con un lenguaje de programacion
propio. Su ambiente grafico o GUIDE (Graphical User Interface Development Envi-
roment) permite realizar interfaces gréficos de usuario, GUI, las cuales posibilitan un
control sencillo y amigable de las aplicaciones desarrolladas sin necesidad de escribir
comandos para ejecutarlas. Por lo general, la GUI incluye controles tales como mentis,
barras de herramientas, botones y controles deslizantes, entre otros, algunos de los

cuales hemos usado para desarrollar la aplicacién (ver [119]).

Al usar GUIDE, se obtienen dos tipos de archivos:

1.- archivos .fig, que contienen la descripcion de los componentes que contiene el

interface, en el caso de MATLAB son las pantallas.

2.- archivos .m, que contienen los conjuntos de comandos o funciones a ejecutar.

En el desarrollo de esta aplicacién se han generado casi treinta pantallas con sus
correspondientes archivos .fig y .m, y mas de 35 funciones con miles de lineas de cédigo.

En el siguiente cuadro se mencionan algunas de ellas.

Nombre Descripciéon

principal.fig Ingreso de parametros

ajuste.fig Ajuste de los parametros 9, 8, vy «

lab_exp.fig Experimentos - opciones, disponibles en el simulador.
simular.fig Presenta la red o grafo final y las especies que sobreviven.
tetraedro_3D Para 2 plantas y 1 animal se visualiza el cono generado.

punto_equilibrio.fig | Se calculan los puntos de equilibrio sin usar LCP.

atractor_medio.fig | Se visualizan el punto de equilibrio global y algunas trayectorias.

edo.fig Solucién del sistema usando ODE45 de MATLAB.
expe_l.fig Barrido de las redes creadas para valores de parametros fijos.
Librerias

Otra de las ventajas que presenta el uso de herramientas como MATLAB es que
tenemos a disposicién varias librerias o apps, que han sido desarrolladas por usuarios
de MATLAB, grupos de investigacién de universidades o centros de investigacion, y
que son puestas a disposicion permitiendo que las aplicaciones se desarrollen en menor

tiempo.

En el caso de nuestro laboratorio se utilizaron dos librerias. Para el calculo del

anidamiento o encajamiento de una red (nestedness) se utilizé la libreria BiMat, para
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el andlisis del anidamiento en redes ecoldgicas bipartitas (ver [120]). Una caracteristica
de esta libreria es que con la aplicacion NODF.m se calcula el valor de anidamiento
de una matriz de acuerdo a lo propuesto en [4], que es la medida de anidamiento
también referenciada en otros trabajos (por ejemplo, [89]). La medida de anidamiento
NODF (Nestedness metric based on Overlap and Decreasing Fill) normalizada para el
tamano de la matriz, nos permite comparar matrices de diferentes tamanos. El rango
de anidamiento estd entre 0 y 1, 0 < NODF < 1, donde 0 indica una matriz de bloques
(es decir, perfectamente modular, identidad, o tipo tablero de ajedrez) y 1 corresponde

a una estructura perfectamente anidada (ver Figura 1, modificada de [120]).

Poco anidamiento B Algin anidamiento Alto grado de anidamiento
H §E E B IR BN EN H §E I EENEENEEEEE EE
H B B H B R RN H EEEEE B EEEEEER
H B B R R RER R EBHE H EEN EEEEE EEEEE B®H
H B B B EREEHRE H B EEEEEEE B = =
H B B B R R B EHE H B B B B B EEm |

H H R R H B R EEE EEE B B BEm |
H B B B R BN R E RN EEEEEEEENE EEE |
H NN iR EEEEEE EENEE B |
H B E B B B B E EH EEEEE B B E |
H B B R BE E R R AN EEN B EEER R B EH
H B B B R R R B ERBE H B EEEEE B B BE
H B B B R RREHE H B EEER B " =
H B B R B R BEEEHN H EEEEEE
! [ o EEE N OEN LI
H B B B B RN EEBR EEEEE EE | |
H B B E R RREHRE H EEE B B |
H B B B R R B R E EEE HE B B BE |
H B B B EREEBRE EHEER E R E " E
H B B B R RN R E RN | | H B B N
i I B E R R EE | I | | I |

Fig. 1: Medida de anidamiento (NODF). En el eje vertical estan las diferentes plantas
y en el horizontal los animales. Cuando un animal y una planta cooperan se representa con
un cuadrado azul, cuando no hay relacién entre ellos, se deja en blanco.

NODF recorre las filas mediante la asignaciéon de un valor Mi];-il“s para cada par de

filas 7, j en la matriz de interaccion:

fil { 0 si k‘z < ]{Zj
MIres — Nij .
) [ kz k. >
! mln(k“kj) 5t - J

donde k; es el numero de 1s en la fila ¢, k; es el nimero de 1s en la fila j, y n;; es el
nimero de interacciones compartidas entre las filas ¢ y j (parejas superpuestas). Un
término similar, M{}Ol“m‘, se define para calcular la contribucién de las columnas. El

anidamiento total es la suma de las contribuciones de las filas y columnas:

fil lum.
Zij Mz‘jl “+ Eij sz “

m(m—1)/2+n(n—1)/2

Nnopr =
donde m y n representan el nimero de filas y columnas, respectivamente.

Por otro lado, para el Problema de Complementariedad Lineal se usé la libreria
LCPSolve.m (Copyright (¢) 2013 Andreas Almqvist, Andrew Spencer and Peter Wall),
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que implementa el algoritmo de pivoteo para resolver el problema LC P (ver [36, 80]). Si
bien en un inicio desarrollamos nuestra propia versién de estas librerias, decidimos usar

las antes mencionadas por razones de aceptacion y uso de los usuarios de MATLAB.

4.2 El modelo implementado

El modelo implementado en el programa esta dado por el sistema mutualista (L-V)
(1.4.21), donde hemos incluido dos nuevos pardmetros: la compensacion mutualista 'y la
afectacion a la competencia. La primera mide la modulacion del intercambio mutualista
entre generalistas y especialistas. Ello supone introducir un umbral en la intensidad de
cooperacion de cada especie, el cual viene modelado por el niimero de conexiones que
posee. Por otro lado, la segunda considera que la competencia disminuye para cada

par de especies que tengan cooperadores comunes.

Compensaciéon mutualista

Consistente con las observaciones de campo, en Saavedra et al. [95] se introduce
explicitamente la compensacion entre la intensidad mutualista y el grado de las especies,
o numero de conexiones de la especie, el cual modula el intercambio mutualista entre

generalistas y especialistas. Se considera entonces que:

Yij Yij
Tpis = 72’7{,’ Yaij = ’)’aTia (4.2.1)
kpi kai

donde v, y 7, representan el nivel basal de la intensidad de mutualismo para las plantas
y los animales, respectivamente, k,, y k,, es el grado de la especie 7, planta o animal,
y ¥i; = 1 si las especies ¢ y j interactian y 0 si no lo hacen. El parametro ¢, modula
el intercambio mutualista entre las especies. Cuanto mayor sea el intercambio, mayor

serd la fuerza percibida por los especialistas [95].

Afectacion a la competencia

Otra de las consideraciones realizadas, sugeridas en [107], es la afectacién que puede
sufrir la tasa de competencia J en cada uno de los grupos. En concreto, se indica como
efecto indirecto que la competencia disminuye para cada par de especies que tenga un

cooperador comun. Asi, en el programa se implementé una opcién con la relacién

1 1
6 ii B ) ﬂai- = ﬁa X (422)
R Y S
donde /;; es el nimero de especies comunes con las que esta asociada cada especie, por

lo que l;; = 1j;.
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Si dg = 0, se considera 3, = 3, y [a,; = B, A diferencia de la compensacion
mutualista, en la cual se divide el valor del mutualismo por el grado de cada especie
con exponente 6., para la afectacién a la competencia, dividimos para 1 mas el nimero
de especies comunes con exponente dg. La razén de sumar 1 es que existen redes en
las que algunas especies no tienen especies comunes con otras especies. Asi evitamos
la division por 0. De todas maneras, cualquier otra relacion puede ser implementada

con relativa facilidad en el sistema.

Los pardmetros 0, y dg modulan el intercambio mutualista y la afectaciéon a la

competencia, respectivamente.

En resumen, el sistema con el que se trabaja en este laboratorio virtual esta descrito

por las siguientes (P + A) ecuaciones diferenciales ordinarias,

P A

dui .

dt = U (api - E :Bpijuj + E :Vpikvk> i=1,..,P,
=1 k=1

(

dv; A p
Vi — 3 Bai Vi + D Yau Uk i=1,.,A (4.2.3)
dt = k=1
UZ(O) = U;0 izl,...,P,
[ vi(0) = vio i=1,.., A,

con p, g, € R, By Bayy >0, Ypus Ya, =0, Bpyy = Bay, =1, parai=1,...,P; j=
1,...,A,
Yij Yij 1 1

Toi; = T s, Yai; = Va5 pij — ﬂp—(sﬂ7 /8(11']' = /Ba—(gﬂ‘

, , (4.2.4)
ko Fa L+ 1,

Los pardmetros 7, ¥ 7, son positivos, k,, ¥ ke, el grado de la especie 7, es decir, el
numero de conexiones con la otra parte del grafo bipartito, /;; es el nimero de especies
comunes a las especies 7 y j con las que esta asociada cada especie, y;; = 1 si las
especies ¢ y j interactian y 0 si no lo hacen. Finalmente, suponemos que u,p,vj0 >
0,i=1,....,P; j=1,... A

Necesitamos ahora una condicion suficiente que nos asegure que la matriz de adya-
cencia de este sistema sea de S, y, por tanto, podamos conocer con exactitud su
comportamiento. Escribimos a continuacién la condiciéon para que el sistema sea de

Tipo II, para lo que reescribimos el Teorema 1.5.30 en este caso:

Teorema 4.2.1. Si la matriz M, definida como en (1.4.22), con Yy, Y Ya,; como en

(4.2.4), satisface las condiciones:

P A
1 Yik .
2_26132 55 _VpZTW >0, Vie=1,...,P, (4.2.5)
J#i L+ lij k=1 kpi
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A P
1 Yik .
2—25a21+l56—% g >0 VisLo A, (4.2.6)
ji ij k=1 "vai
P P A
Yri 1 Yik
W) 5 228, — e
k) — 1+ 17 ko
k=1 ""Pk . j# ij k=1 ""Pi
SluP 1 ) 5 < inf -
i=1,..., Yik \ T
( e k=1 Ka; o

(4.2.7)

Entonces, la matriz Ml es de clase S,,.

Si dg = 0, se considera (3, = B8, y B4, = Ba- Observemos que para que se

satisfagan las condiciones (4.2.5) y (4.2.6) es necesario que

1 1

Bp < - — Ba < — — (4.2.8)

En el caso dg = 0, los pardmetros 3, y 3, cumplen la condicién

1 1

L fo < ——. (4.2.9)

/6p< A_l
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4.3 Caracteristicas de la aplicacidon

El programa esta compuesto por varias pantallas, las cuales, en forma de modulos,
constan a su vez de varias opciones a las que se accede facilmente por medio de botones,
o activando alguna opcién presente en la pantalla. Ademés, como ya se menciond, el
uso de deslizadores, tablas, textbox, etc., permite interactuar al usuario de manera

sencilla.

4.3.1 Primera pantalla (principal.fig): Ingreso de datos

B Ingreso de Datos - [m] X
Ingreso de la red de conexiones. Datos Generales.

(®) Importar Datos () Ingresar Matriz

Valor maximo anidamiento:

Redes Reales! Matriz de adyacencia
Plantas: 41; Insectos: 28 (9902 re » PLANTA Anidamiento encontrado: 0.32563
Plantas: 43; Animales: 62 (2501 r
Plantas: 87; Insectos: 98 (752 red 1[2/3 45|67 8] 8[10/11/12]13]14]15
Plantas: 7; Poliniz.: 33 (9897 red: 1
Plantas: 12; Pajaros: 14 (9674 re(
Plantas: 35; Pajaros: 20 (9802 req
Plantas: 65; Pajaros: 14 (9702 req
Plantas: 11; Poliniz.: 18 (9719 req
Plantas: 105; Poliniz.: 54 (1001 re
Plantas: 32; Animales: 115 (1502

rE=E=-=2r
w‘b

Plantas: 29; Animales: 86 (2252 r | 7 |
Plantas: 23; Animales: 118 (1877 g
Plantas: 31; Pajaros: 9 (2902 red: 9

< > < 2

Ti

Parametros Plantas————— Parametros Animales. ipo de matriz
=S 0012672 [ Gama P<(l1.39995e-) 001071009 [MGama A 3443249 el Esdedeesy et

P. inicial Plantas P. inicial Animales|

W Tuces posivas B Tasesposiives

Tasa de crecimiento Alfa Tasa de crecimiento Alfa

-01146 -09262 -05593 -0.4063 01873 03716 -04974 08627 -05083 0.5974 00882 -0.1410 -0.6938 06143 0.0106 -0.1545 -0.6353 -0.4881

uind 1 fuax] 1 | R | | I =z

>

Fig. 2: Pantalla de Ingreso de Datos. Se ingresa o importa el nimero de plantas y
animales y valor del anidamiento que se desea en la red. La matriz de conexion y el grafo
correspondiente se visualizan. La poblacién inicial y tasas de crecimiento se pueden fijan para
ser usadas en los andlisis posteriores.

En la primera pantalla se ingresan los datos generales del modelo. En la ventana
Ingreso de la red de conexiones podemos introducir los datos de dos formas distin-
tas. Una primera en la que se introducen a voluntad el nimero de plantas y animales
(nodos) que forman la red. Una segunda forma, en la que se importan las matrices
de redes reales desde archivos excel (més adelante explicaremos cudles son estas redes
reales que se muestran en un cajén de lista en la parte izquierda de la pantalla). En
ambos casos, al escoger la red se muestra en la pantalla tanto el grafo (Red) como la

matriz de adyacencia.
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Si se ingres6 el nimero de plantas y animales, se visualiza el maximo valor de
anidamiento de la red que se puede generar con esos valores. Se puede escoger el valor
de anidamiento de la red; por defecto, el valor que se muestra en pantalla es 0.5. Este
valor lo podemos cambiar y generar una red con el valor de anidamiento igual
o mas proximo al deseado. Esto es debido a que los valores de anidamiento para

una red no son continuos.

Se presenta la tabla de adyacencia que contiene 1 (1s), si existe enlace de la planta
i con el animal j, y 0 (0s) si no. Estos valores pueden ser cambiados, actualizandose
el grafo que representa la red y el valor de anidamiento de la nueva red también es

recalculado, dandonos la visién completa de las conexiones en el grafo.

Se generan también las cotas de los parametros que se usan en el modelo, los mismos
que se ajustan a las condiciones para las matrices Tipo II (ver Capitulo 1). Los valores
pueden ser cambiados, mostrandose el rango limite en el cual pueden ser generados en
cada eleccion, de manera que garanticemos que las matrices generadas pertenezcan a

la clase S,,.

En esta pantalla se pueden ingresar los valores de los pardmetros d, y dg (llamados
Delta G y Delta B), la compensacién mutualista y la afectacién a la competencia,
respectivamente, y los parametros «, o tasas de crecimiento de las especies. Para estos
ultimos hay varias formas de ingresar o cambiar sus valores: una es de forma aleatoria,
con valores uniformemente distribuidos entre -1 y 1; la segunda es escogiendo los valores
de los limites de los valores aleatorios de «, y una tercera forma es ingresar un valor
constante para «. Si no se ingresan o cambian los valores que se presenta por defecto
el sistema permite cambiarlos en la pantalla siguiente, que es precisamente la pantalla

que ajusta los parametros a los valores que se deseen.

Los datos iniciales de las poblaciones por defecto son 1, aunque también pueden
ser cambiados ubicdndose en la posicion del animal o planta e ingresando el valor que

interese.
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4.3.2 Opcién: Detalles de la Matriz (matrices_detalle.fig)

El boton Detalles Matriz, ubicado en la primera pantalla, permite comprobar si
la matriz con la que vamos a trabajar es de clase S,,. Para ello se visualiza la matriz
de coeficientes (anidamiento) que es generada, asi como la matriz W que existe para
verificar que la matriz es de clase S,. Los autovalores de la matriz WA + ATW se

muestran permitiendo verificar que todos son negativos.

n matrices_detalle — X

MATRIZ DE COEFICIENTE S Suma elementos no diagonal

-0.0023 E R R R 0.1861 A
-0.0028 - - - - 01789
El E E E E 0.1565
-0.0052 E E E E 0.1497
-0.0052 E E E 0.1735
-0.0052 E EE E 0.1610
-0.0052 E E E 0.133
-0.0052 E E E 0.1497
-0.0052 E E E E 01445
-0.0052 E E E E 01364
-0.0052 E E E E 0.1493

e = = = = .

MATRIZ WA +A'W

Fig. 3: Detalles de la matriz de coeficientes (clase S,,). Se visualiza la matriz de
coeficientes de la red y el detalle de la pertenencia a la clase de matrices S,,. Se puede verificar
si todos los autovalores o valores propios son negativos.
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4.3.3 Opcién: Laboratorio de redes (ajuste.fig)

B Ajuste de Parsmetros ] x
—Ajuste de parametros————————————
Beh plantal Max.Betp| Gam: Plantas| ““ GP—
J o00sszzaz | [ 0.0587; i u 00530322, n 01441 ’

Max. GA—

’70 015011

Beh animal Max.BetA|

J 0.00570375 |V|) 01010(
Mat. Anidam. Mat. Camp. Med.— Delta Gama Delta Beta
|V Clase Sw ( Clase Sw | ’7 0 ‘ r 0 | Liberar parametros

Ajuste del Parametro Alfa!
Anidamiento > 0= a campo medio Recupera alfa inicial
1. - Actualizar
Regiones factibles| Si Nro. de vertices del cono es cero, campo medio supera a anidamiento y competencia
0.0001 2.- Experimentos

liro, vértices del cono anidamiento fuera del cono campo medio: 8 subregion factivic:Jll 1 |
e Ampliar las tasas alfa por : “

Genera ALFA " B
Detalles matriz adyacencia
Verificacion matriz Sw

Gama Animales]
j » 0.00405006

Competencia > 0 = a anidamiento

Biodiversidad

Ninguno Muere

Seleccionar especies que deben permanecer. 1=permanec
Todos Mueren

Generar Alfa

Alfa Plant: Alfa Anii

v [ e [ s e [ s T e [ 7 [ e 9 [ w [ m 12 [ 3 [ a4 [ s [ s [ 7 [ 8 [ a [ w [ 1
09948 -09372 05221 -0.2050 06454 0.1502 08593 -D8577 -0.3730 0.3430 0.0033 -0.7290 0.5937 07454 08536 -01016 0.8086 00122 -08512 01345 05753 0.

< > < >
escogor pam: | 1 , Escogeranmat | 1 | 1 >

Fig. 4: Pantalla de Ajuste de Parametros. Pantalla en la cual se ingresa el grupo
de parametros de la red. Se dispone de distintas opciones para la eleccién de las tasas de
crecimiento de las especies, que permiten, por ejemplo, que anidamiento supere a campo
medio.

Por medio del botén Laboratorio Redes accedemos a la opcion: Ajuste de Para-
metros. Se visualizan los pardmetros escogidos que se utilizardan en todas las opciones
del programa. Si los valores de los parametros no generan una matriz de clase S, se

indica en el cuadro Tipo de matriz.

En esta pantalla, usando deslizadores, se cambian o ajustan los parametros 3, B4, Vp
V Ya, dentro de los limites en que han sido generados. En un recuadro se puede activar
la opcion de liberar los parametros permitiendo que los limites de los parametros sean
superados. Obviamente, cuando esta opcion esta activa, las matrices generadas por lo

general no seran de clase 9,

Ademads, gracias a nuestra aproximacién por LCP de los puntos de equilibrio o
puntos saturados, podemos cambiar el parametro «, la tasa de crecimiento de las

especies, para que ocurran distintas situaciones:

Que la solucién u del sistema pertenezca a una subregion factible donde la biodi-

versidad en el modelo de anidamiento supera al modelo de campo medio. En este
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caso, la subregién factible (para el vector a) es la regién que se forma cuando un

vértice del cono de anidamiento no esta en el interior del cono de campo medio.

Subregion factible

Anidamiento superaa
Campo medio.

IDAMIENTO

Fig. 5: Subregién factible. Si el vector de tasas de crecimiento de las especies pertenece
a esta region, anidamiento supera a campo medio.

2.- Que la solucién u del sistema pertenezca a una subregion factible donde la biodi-
versidad del modelo de competencia supere al modelo de anidamiento. La regién
factible en este caso, es la regién formada por los vértices del cono de competencia

que no estan en el cono de anidamiento.

3.- Que la solucién u del sistema contenga una biodiversidad deseada, es decir, que
persistan las especies que deseamos que sobrevivan en el sistema. Asi, se puede
obtener el punto de equilibrio factible globalmente estable para una red con una
arquitectura concreta. La region factible es considerada como uno de sus conos

complementarios (ver Capitulo 1).

Esto se consigue mediante los procedimientos que se ejecutan en los botones Anida-

miento > = a campo medio o Competencia >= a anidamiento.

Se pueden multiplicar los valores de a por una constante, verificando que el punto
de equilibrio también es multiplicado por la constante ingresada. También se dispone
de botones que permiten acceder a distintas opciones como visualizar la matriz de

adyacencia o verificar los detalles para que la matriz sea de clase S,,,.

La opcion Genera Alfa en el recuadro Punto int. del cono lo que hace es escoger
un valor de tasas de crecimiento que permita que los sistemas de anidamiento, compe-

tencia y campo medio tengan la maxima biodiversidad, diferenciandose tinicamente en
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los valores de la densidad poblacional alcanzada. Se entiende que la permanencia de

todas las especies en la red mutualista es la maxima biodiversidad del sistema.

Con el botén Actualizar se recalcula la matriz de coeficientes y con el boton Ex-
perimentos, accedemos a la pantalla para la ejecucién de los diferentes experimentos

que se han disenado.

4.3.4 Opcion: Experimentos (lab_exp.fig)

B Experimentos - X
Experil

Importancia del valor del anidamiento de una red mutualista.

a densidad de poblacion de cada especie que sobrevive en cada red.
- Se presenta graficos y tablas de datos para cada una de las opciones anteriores.

Nota: Esta opcion es disponible para redes reales.  Como Se ejecuta para miles de redes, puede demorar algunos minutos.
Importancia del grado de las especies en la dindmica de la red. Las especies generalistas.

Se simula a dindmica guitando una a una las especies o un grupo de elas:
1.- Se presenta el nimero de especies que sobreviven.
2.- Se compara con los valores alcanzados con la red completa.

Influencia de la arquitectura de la red en la dinamica mutualista.

Se ajustan y varian los parsmetros beta, gama, defta v alfa para la red ingresada
Obteniendose las siguisntes opciones:
1.- Anidamiento Supera a campo medio.
2.- Competencia supera a anidamiento.

Estructura del atractor de una red mutualista.
Para redes Con menos de 8 nodos:

1.- Se obtienen los atractores

Para 2 plantas y 1 animal se presenta el atractor en 30

nto (El Problema de Complementariedad Lineal (LCP))

Fig. 6: Pantalla de Experimentos. En esta pantalla se escoge el experimento que se
quiere ejecutar para el grupo de parametros fijados. Cada experimento es escuetamente
explicado.

Esta pantalla permite ejecutar los seis experimentos desarrollados, los mismos que

son brevemente explicados.

Experimento 1. Importancia del valor del anidamiento de una red mutualista

Para cada una de las 14 redes reales que hemos incluido en el simulador, se han
generado cientos e incluso miles de matrices con el mismo nimero de nodos pero con
diferentes valores de anidamiento. Esto nos permite observar varias situaciones, por
ejemplo, que para los parametros que se escogieron en la pantalla anterior, no es
definitiva la importancia del valor del anidamiento en la dindamica de las redes si es

considerado de manera aislada.
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B Eperimento 1 - O 24
R
Datos de la red' Anidamiento Redes

| Nombre: | 2.- Procesar experimento 1
Detalles matrices generadas
. 159 159 159
1.- Cargar matrices L L 12
1252

Grafico anidamiento vs. biodiversidad

O Anidamiento
+  Campo Medio

+  Competencia

Fig. 7: Experimento 1. Importancia del valor del anidamiento de una red mu-
tualista. Se visualizan el niimero de redes generadas y el valor de la biodiversidad para
cada una de las redes en campo medio, anidamiento y competencia. Ademas, se presenta el
grafico que relaciona las redes, con distinto valor de anidamiento, y el niimero de especies que
permanecen en la red.

En la pantalla principal de este experimento, se despliega lo siguiente:

1) el nimero de matrices que se han generado;

2) la tabla con los valores de anidamiento de cada una de ellas;

3) la tabla de los valores de biodiversidad, especies presentes, para cada uno de los

modelos asociados a las matrices generadas;

4) un gréfico que permite visualizar los resultados.

El botén Detalles matrices generadas presenta la pantalla que contiene detalles
de los resultados para cada uno de los sistemas asociados a cada una de las matrices
generadas que, como ya se menciono, en casi todos los casos suponen varios cientos de

matrices.
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B Anidamiento Vs. Num. Especies - O X

e e ma -

Anidamiento
Campo Medio
Competencia

Solucién EDO

>

<

Anidamientol Campo mediol Competencial
E E E

E: que E E; que
Plantas:| 23 | o IR Plantas:| 0 | T2 | Plantas:| 32 | Plantas Planta | 9 |
Punto siuoso | Animales 24 | A“iam“ale B = Animale | 30 | Pusto stusso | Animales 25 | An?m"ale

Fig. 8: Detalles Experimento 1. Cada una de las matrices que se generaron pueden ser
vistas, ademads de su grafo, densidad poblacional, matriz de conexiones y el grafico especie
vs. densidad.

En esta pantalla también se puede escoger el botén Solucion EDO para observar

la solucion del sistema via ecuaciones diferenciales ordinarias usando la libreria ODE45
de MATLAB.

Bl Simulacién ED.O. - u] X

10000 0.0046 0.0045 0.0046 0.0046 00045 0.0048 0.0045  0.0044

1.5608e-... 1.5444e-... 1.4837¢-... 1.4513¢-... 1.5606¢-... 1.5161e-... 1.5608e-... 1.5606e-.. 1.5566e-.

< >

Escala grafico.

Escala T: Puntos de Equilibrio

EN EX

Recalcular __| L sair |

Campo Medio.

Fig. 9: Solucién E.D.O. Se calcula las soluciones del sistema asociado a la red generada,
usando los métodos clasicos de las ecuaciones diferenciales ordinarias, lo que permite comparar
con aquellas soluciones que fueron obtenidas por LCP.
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Se pueden ver los valores de la solucién para los distintos modelos y sus gréaficos cor-
respondientes. La solucion se la encuentra para sistemas de competencia, anidamiento
y campo medio, permitiendo comparar las soluciones del sistema usando los métodos
usuales o clasicos de las ecuaciones diferenciales ordinarias y las obtenidas usando la

equivalencia con los Problemas de Complementariedad Lineal o LC'P.

Para este experimento, la opcion Puntos de Equilibrio no esta activa, puesto
que en MATLAB la posibilidad de encontrar los 2" puntos de equilibrio, donde n es
el nimero de nodos, requiere de mucho recurso computacional y ya que el objetivo del
presente trabajo va mas alla del célculo de puntos de equilibrio factibles de redes mu-
tualistas con n dimensionales, esta opcién estara disponible para redes con un maximo

de ocho nodos.

En cada uno de los gréficos presentados, la red real se encuentra al final de todas las
redes generadas, de ésta manera es facilmente identificada y es relativamente sencillo

ubicarla incluso entre todas las matrices de la lista.
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Experimento 2. Importancia del grado de las especies en la dinamica de la red.
Las especies generalistas

En este experimento se trata de establecer la importancia de las especies mas co-
nectadas en la red ingresada o escogida de las redes reales disponibles. Para ello se
procedio a eliminar una a una las especies de la red, registrando el niimero de especies

supervivientes en el sistema correspondiente.

B Experimento 2 - ] x
B S

Nro. Especies - Presencia - Ausencia

Biodiversidad Alcanzada

Biodiversidad total: Biodiversidad simulacién: Total especies
Nro. de Plarta| Densidad Nro. de Animal| _ Densidad

Nro. Especie Min. Biodiv. |
Tipo de Especie Min.

Nro. Especies - Presencia - Ausencia PLANTAS

Con Quitar
especie especie
147 147 148 2 1
147 147 148 2 1
Nro. Especies - Presencia - Ausencia ANIMALES 147 i 16 1 1
147 147 146 2 1
147 147 146 7 1
147 147 148 7 1
147 147 148 3 1
147 147 148 2 1
147 147 148 ] 1
147 147 146 8 1
147 147 146 6 1
— Biodiv. red 147 147 148 2 1
Sin la especie 147 147 145 8 1
147 147 148 3 il
147 = = - . 5

Fig. 10: Experimento 2. Presencia y ausencia de especies. Se calcula el niimero de
especies que permanecen en el sistema, luego de eliminar una a una las especies o un grupo
de ellas.

Ademas, se dispone de la opcion que permite eliminar de la red un grupo de especies,
plantas y/o animales que se desee, usando distintos criterios, por ejemplo, de las méas o
menos conectadas. Ello permite observar cuantas especies sobrevivirian si por alguna

razén se eliminan simultaneamente varias especies de la red.
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Experimento 3. Influencia de la arquitectura de la red en la dinamica mutualista

El experimento consiste en presentar la dinamica de la red mutualista con los pa-
rametros prefijados anteriormente, ajustados a las condiciones tedricas impuestas. Lo
que se pretende demostrar es la importancia e influencia del valor de los parametros
y la estructura de una red fija en la dindmica de un sistema mutualista. Para ello, se
visualiza el gréfico del nimero de especies sobrevivientes para el sistema con diferen-
tes valores de los pardmetros de mutualismo 7, y 7,, menores o iguales a los valores

ingresados (ver Figura 11).

Experimentos 3 — be

RIS © >

VA ) 0353325 Lt 0.00659445 It 0.0164963 0.0170832 Procesar

Anid
— C.Medio
Est.Comp.

el 0.0170832 2R 0.00689446 CEVS ().0164963 0.0353325

Fig. 11: Experimento 3. Dinamica de la red mutualista. Se genera la grafica del
nimero de especies que sobreviven para diferentes valores de las tasas de mutualismo de
plantas (Gama P) y animales (Gama A).

La densidad poblacional alcanzada se puede observar por medio del botén Detalles.
Se tienen ademds algunas opciones (ver Figura 12) como el grafo de la red inicial, la
red de campo medio y la red de anidamiento, los valores de densidad poblacional, o
biomasa, para cada una de las especies sobrevivientes y el nimero de conexiones de

cada especie, asi como el acceso a la simulacién E.D.O. que se mencioné anteriormente.
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B Laboratorio de Parametros - m} X

Simulacion! Alfa PI
Beta Planta!

000515469 1 2 3 4 5 6 7 8
1.0000 0.0018 0.0024 00027 00024 00027 0.0027 0.0
< >
0.0051049
Alfa Animal

1 2 3 4 5 6 7 3

-0.0137 -0.0137 -0.0146 -0.0137 -0.0120 -0.0120 -0.0131 -0.0
Planta Gama 2 g 24
0.0147771 Competencia!
Especies eliminadas——  Especies que permanecen

i ssurss @l Grafico inicial || Grafico Densidad [l simulacion E.0.0. M sair 5 Pl 0 | plam 2
0.349383 Funto seturade| Apimale 25 Animal |_80
Anidamiento.

Especies eliminadas
1 1
1.0000 A 1.0003e-.
o saaso ANiMales = 0 1.0000e-. 1.00036-
1.0000e-. 1.0004e-...
1.0000e- 1.0003e-...

0 Plantas= 0

Especies que permanecen

147 | Plantas= | 32 1.0000e-... 1.0003e-
Animales = 115 1.0000e-... 1.0003e-

1.0000e-...
(— Campo Medio:

Especies eliminadas

Plantas|
1
25 Plantas=| 0 10031 A
punto sstusl Animales = 25 0.0038
0.0045
Especies que permanecen! e
Plantas= 32 0.0045
0.0048
0.0048 ¥

122

Animales = 90

Fig. 12: Detalles de la dindmica de la red real. Se presenta el grafo de la red final, la
densidad poblacional alcanzada por cada especie en la red, el niimero de conexiones o grado
de las especies presentes y extinguidas, para los modelos de anidamiento, campo medio y
competencia.

La pantalla nos proporciona los resultados de la simulacion en relacion al niimero de
especies que permanecen y se extinguen en los modelos de campo medio, anidamiento

y competencia, de manera que podemos compararlos.

Si bien los resultados de la dindmica de la red mutualista evidentemente dependen
de los parametros ingresados, las tasas de crecimiento de cada una de las especies
juegan un papel fundamental en la permanencia o extincién de las especies y estan
fuertemente relacionadas con la estructura de la red. Debido a la formacion de las
subregiones factibles, los pardmetros o, y o, escogidos en dichas subregiones hacen
que se pueda controlar la presencia de las especies, incluso escogiendo a voluntad las

especies que se desea que permanezcan.
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Experimento 4. Variacion de la compensacién mutualista y la afectacién a la
competencia

En este experimento del Laboratorio Virtual, la dinamica de la red es presentada
para distintos valores de compensacién mutualista y valores de afectacion a la
competencia, observandose las variaciones del nimero de especies que sobreviven

para cada valor de compensacién y afectacion.

B Experimentos 4 - X

\Q f+‘\ }‘\ {":; o

Compensacion mutualista (delta-gama)

IRV 0.016508 PRI 0.0181163 ISP 0.0259227 [IRERSER ) 10638 vetases  [JIEEN “Procesar |

Afectacion a la competencia (delta-beta)

EEEE 0.010638 EETH 0.0181163 JEEEE LIV 0.016588 oetacama: [JENN vetalies W Variar Beta [l Variar Gama

Anid.
— C Medio
Est.Comp.

Fig. 13: Experimento 4. Variacién de la compensacién mutualista y la afectacion
a la competencia. Se calcula el niimero de especies que permanecen en la red para distintos
valores de compensacion mutualista y afectacion a la competencia.

Puesto que los valores de la compensacién mutualista y afectaciéon a la com-
petencia estan directamente relacionados con la estructura de la red, y ya que los
parametros se dividen por el grado y el nimero de especies que cooperan con la misma
especie, se intenta registrar en qué medida esta relacion afecta a la permanencia de las

especies en una red mutualista.

Se dispone ademds, de las opciones Variar Beta y Variar Gama, en las cuales se
puede ingresar valores de los pardmetros compensacion mutualista y afectacion a

la competencia y variar los pardmetros § y 7 para animales y plantas (7, ¥ 7,)-
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Fig. 14: Experimento 4. Variacién de Beta y Gama. Se puede escoger los valores de
compensaciéon mutualista y afectacién a la competencia y variar los pardametros beta
y gama, calculando el nimero de especies que permanecen en la red.
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Experimento 5. Estructura del atractor de una red mutualista

Este experimento trata de visualizar como es la red atrayente caracterizada por el
atractor global. Recordemos que es éste el que determina el grado de biodiversidad
de los sistemas y subsistemas presentes. Por la demanda de recursos computacionales
que se requiere para este calculo, en caso de tener una red con un total de especies
menor a nueve, se calculan todos los puntos de equilibrio del sistema y son presentados
en dos tablas (ver Figura 15). Una que contiene todos los puntos de equilibrio del
sistema y una segunda tabla que contiene los puntos de equilibrio no negativos. Como
se menciond en el Capitulo 2, la estructura y caracteristicas del atractor asociado a la
red mutualista estan relacionadas con los puntos de equilibrio que sean no negativos

(componentes mayores o iguales a 0).

| B seno. — ] »

Nro. Plantas:
Sistema de ecuaciones

-ul*{u1 - a1 + b*u2 + b*u3 + b*ud + b*u5 - g1*ub - g1*u7 - g1*ud)
-a2 + b*ul + b*u3 + b*ud + b*u5 - g1*ub - g1*u?)
- a3+ b*ul + b*u2 + b*ud + b*u5 . g1*u7)
“ad + b'ul + b*u2 + b*u3 + b*us - g1'u?) Atractor (3D) Exportar Excel
-ad + b*ul + b*u2 + b*u3 + b*ud - g1*ub)
ub - b1*u? - b1*u8 + g2*u1 + g2*u2 + g2'u5)
uf - b1*ub - b1*u8 + g2*u1 + g2*u2 + g2*u3 + g2*ud)
-u*(ud - a8 + b1*ub + b1*u7 - g2*ul)

Sistema de Ecuaciones

Nro. Animales: 3

Puntos de Equilibrio

4

1 2 3 5 6 8
-2.32... 9.178... 3.57%e+04 0.-2.4352e+...  431.8665 -243.461% 4
729.... 2.987... 1.1870e+04  773.9371 761.2848  146.2537 -76.535¢
35.0... 144.2... 5871450  37.2262  -37.2881 7.4665 -3.062¢
-23.0...92.9892  366.9136 -24.6290 48871 -1.7781
2.4624 11.7794 50.7190 -3.1100 1.0664 0.380¢
23104 A1.8.. 37.8041 0.3292 -3.6808 0.660¢
0.9072 -254... 50.6297 -1.3162 -2.1530 0.707¢
-0.3768 1.6949 88.9242 -4.9428 0.1226 0.630¢
-0.2735 1.6445 61.9607 2. -3.2229 0.2903 0.630¢
-0.2679 6.5049 9.9565 b 0.0331 0.1735 0.657¢

0 0 0
0.2788
0

Fig. 15: Experimento 5. Estructura del atractor. Se calculan y presenta todos los
puntos de equilibrio del sistema, diferenciando aquellos puntos de equilibrio que tienen todas
sus componentes no negativas.

Si la red estd formada por dos plantas y un animal, el botén Atractor(3D) per-
mite graficar todos los puntos de equilibrio del sistema de forma tridimensional, asi
como también algunas trayectorias para condiciones iniciales distintas del sistema (ver
Figura 16).
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B Punto de equilibrio globalmente estable

=
-

= (=]
EVENE] )]
|- Atractor Puntos de equilibrio no negativos (edicion)
| Reupera puntos o squor | Ingresar nuevos valores
0 o 0.9959 Rejo
0 0.0093 0 Amarillo
0 0009  0.9959 Aazul
0.0051 o 0.9984 Verde
0.0018 0.0094 0.9968 Negre
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Azul
Puntos de equilibrio no negativos
] 0 0.9959 Rojo
0 0.0099 o Amarillo
0 00039  0.9959 Pl
0.0051 0 09934 Verde
00016 0.0094  0.9968 Negro
| Magenta |
Cian
Aaul

Puntos de equilibrio
Dibuja Trayectorias
Trayectorias ingresadas
oo Borrar
Salir

Fig. 16: Punto de equilibrio globalmente estable. Para dos plantas y un animal, se
dibujan los puntos de equilibrio y algunas trayectorias de las soluciones del sistema asociado.
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Experimento 6. Dependencia del punto de equilibrio factible con las tasas de
crecimiento (El Problema de Complementariedad Lineal (LCP))

En una red formada por dos plantas y un animal, se pueden graficar los conos co-
rrespondientes a campo medio, competencia, anidamiento y el vector a. Por medio
del uso de deslizadores podemos cambiar los valores de los parametros visualizando las
relaciones de los conos y como los puntos de equilibrio dependen del cono complemen-
tario al que pertenece el vector a. Esta opcién ejemplifica la relacion entre los conos
complementarios y el parametro o y como la existencia de las especies depende de a

qué cono complementario pertenece el vector de tasas de crecimiento a.
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Fig. 17: Experimento 6. Conos 3D. Los conos que se forman para el caso de anidamiento,
campo medio y competencia se grafican; ademds se visualiza su variacion cuando el grupo de
parametros cambia.

En el caso en que el cono de anidamiento no esté totalmente contenido en el cono de
campo medio, se forman subregiones factibles en las cuales, si el parametro o pertenece
a esta subregion, la solucion del sistema de anidamiento tendra mas especies presentes
que la solucion del sistema de campo medio. Situacion parecida sucede con los conos
de competencia y anidamiento. Esta situacion, en esencia, es la misma para el caso de

sistemas con mas de tres especies.
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4.4 Experimentos. Resultados numéricos

Los experimentos realizados consisten basicamente en estudiar los efectos en la
dindmica de redes mutualistas que producen los cambios en la arquitectura de la red
mutualista, es decir de su estructura y conexiones, y del conjunto de parametros asocia-
dos. Ademads, muestran la importancia que el vector « tiene sobre el sistema mutualista.
Es decir, a partir de los parametros del modelo, elegir el vector o para obtener la
supervivencia de la o las especies que deseamos que sobrevivan. Esto lo conseguimos
gracias nuevamente a nuestra aproximacién desde el Problema de Complementariedad
Lineal. También observamos los efectos de los cambios que la estructura produce en

los pardametros del sistema.

4.4.1 Datos de prueba

Descripcion de las redes de prueba

Se puede realizar estudios en 14 redes mutualistas reales, localizadas en distintas
partes del mundo, que constan en la base de datos de interaccién de redes (Interaction
Web Database), la cual contiene datos publicados sobre redes y es auspiciada por el
Centro Nacional para el Analisis Ecolégico y Sintesis de la Universidad de California
(NCEAS, https://www.nceas.ucsb.edu/). Es posible analizar la persistencia de las
especies en diferentes estructuras de red y con distintos valores de los parametros. Las

redes disponibles son las siguientes:

1) Conjunto de datos: Arroyo et al. (1982) (tres redes).

Estudio realizado en tres niveles altitudinales diferentes en la zona de los Andes,
Cordén del Crepo, en el centro de Chile. Se estudian los mecanismos de polini-
zacion en altas temperaturas en los Andes y se discute cémo los mecanismos de
polinizacién varian con la altitud. Se registran en Excel las matrices de interac-
cién para tres comunidades diferentes de especies planta-polinizador en distintas
elevaciones. La primera comunidad compuesta por 41 especies de plantas y 28
especies de insectos, la segunda formada por 43 especies de plantas y 62 especies
de polinizadores, y una tercera y tultima comunidad compuesta por 87 especies
de plantas y 98 especies de insectos (ver [11]). Se han generado 9902, 2501 y 752

redes respectivamente.
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2)

Conjunto de datos: Schemske et al. (1978).

Se estudian hierbas de bosques perennes de floraciéon temprana y crecimiento
lento, situadas en Brownfield Woods, cerca de Urbana, Illinois, EE.UU. Se pre-
sentan los datos como una matriz de frecuencia de interaccién entre las especies,
donde los 0s indican que no existe interaccién. 7 especies de plantas y las 33
especies de polinizadores forman la comunidad (ver [96]). Se generaron 9897

redes.

Conjunto de datos: Sorensen (1981).

Se examinan las preferencias de alimentacién de aves frugivoras en relacion con
la estacionalidad, la abundancia, las formas de crecimiento, y el valor nutri-
tivo/energético de la fruta consumida. Realizado en los bosques de Wytham,
cerca de Oxford, Gran Bretana del Sur. Se registra el nimero de visitas de 14

especies de aves a 12 especies vegetales (ver [105]). Generadas 9674 redes.

Conjunto de datos: Snow & Snow (1988). Los autores registraron sus datos
mediante el recuento del niimero de visitas de cada especie de ave a cada especie
vegetal. Los datos se presentan como una matriz de frecuencia de la interaccion,
en la que las celdas con numeros enteros positivos indican la frecuencia de la
interaccién entre un par de especies, y las celdas con 0s indican que no hay
interacciéon. Se registran datos para 35 especies de plantas y 20 especies de

pajaros (ver [101]). 9802 redes generadas.

Conjunto de datos: Snow & Snow (1971)

Este estudio se realiz6 en Trinidad. El objetivo de la investigacion fue determinar
en qué medida y de qué manera la alimentacién difiere entre las distintas especies
de aves de Trinidad. Se registraron las visitas de 14 especies de péjaros a 65

especies vegetales (ver [102]). Generadas 9702 redes.

Conjunto de datos: Mosquin & Martin (1967).

Este estudio se llevo a cabo en la isla de Melville, N.-W.T., Canada. Se hicieron
algunas observaciones sobre la ocurrencia y el comportamiento de los insectos
que visitan las flores. Los autores registraron 18 especies de visitantes florales,

polinizadores, a 11 especies vegetales (ver [78]). Se generaron 9719 redes.

Conjunto de datos: McCullen (1993).

Se recopilaron interacciones de 54 especies de polinizadores a 105 tipos de flores

en el archipiélago de Galapagos, Ecuador [74]. Generadas 1001 redes.
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8)

10)

11)

12)

Conjunto de datos: Kevan (1970).

Este estudio trata de determinar el grado de dependencia en los insectos de algu-
nas de las plantas articas mas comunes para su polinizacién y reproduccion. La
investigacion se llevé a cabo en Hazen Camp, cerca del lago Hazen en la isla de
Ellesmere del Norte, la isla méas septentrional del archipiélago artico canadiense.
Se registraron 115 especies de insectos que visitan a 32 especies florales (ver [65]).

Se generaron 1502 redes.

Conjunto de datos: Kaiser-Bunbury et al. (2009).

En este trabajo se describe la estructura de la comunidad de redes de polini-
zacion de los habitats de brezales de Mauricio. La tasa de visitas y fuerza de
interaccién se comparan entre zonas fuertemente invadidas por especies introdu-
cidas de plantas (sitio de control) y zonas de las que las plantas no nativas fueron
retiradas (sitio restaurado). Los autores registran 100 especies de polinizadores

interactuando con 64 especies de flores (ver [63, 64]). 1252 redes generadas.

Conjunto de datos: Hocking (1968).

El estudio se llevd a cabo en la isla de Ellesmere, N.-W.T., Canada. El objetivo
fue estudiar la composicion del ensamble de visitantes florales y su relaciéon con
la produccion de néctar. Se registran 86 especies de polinizadores visitantes de

29 especies de plantas (ver [60]). Redes generadas 2252.

Conjunto de datos: Elberling & Olesen (1999).

Este estudio se llevé a cabo en la zona alpina subartica de Latnjajaure, en el
norte de Suecia. El objetivo fue describir la matriz de interaccion del visitante de
planta-flores de esta zona y compararla con las caracteristicas de otros sistemas
alpinos subarticos y con los sistemas de polinizacién de latitudes mas bajas,
especialmente en relacién al papel de las moscas como visitantes florales en las
latitudes altas. Se registran 118 especies de polinizadores y 23 especies de planta
(ver [44]). Se han generado 1877 redes.

Conjunto de datos: Beehler (1983).

Este estudio se centré en un bosque en la ladera suroeste del monte Missim, al
norte-noreste de Wau, Provincia de Morobe, Paptia Nueva Guinea. Se reunieron
datos sobre el comportamiento alimentario de las especies de aves locales que
comparten recursos de frutas. Se presentaron 9 especies de pdjaros que interac-

tuaban con 31 especies de plantas (ver [21]). 2902 redes han sido generadas.
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A continuacién presentamos los diferentes experimentos mencionados, aplicados a
tres redes reales distintas. La eleccién de las dos primeras no tiene ninguna razén en
particular. En el caso de la tercera red, se la escogié ya que tiene el mayor valor de

anidamiento de las catorce redes reales. Las redes escogidas son:

Nro. Red | Plantas | Animales | Anidamiento | Nro. matrices generadas
1 41 28 0.204815 9902
2 87 98 0.151139 752
3 31 9 0.676601 2902

4.4.2 Experimento 1. Importancia del valor del anidamiento en
una red mutualista

Metodologia

Puesto que las redes mutualistas estan formadas por las interacciones beneficiosas
entre plantas con flores y sus polinizadores o dispersores de semillas, y dado que una
caracteristica de este tipo de relaciones es mostrar patrones de anidamiento en sus
matrices de conexién (especies especialistas son subconjuntos propios de las interaccio-
nes de las especies més generalistas), lo primero que nos proponemos es evidenciar,
usando algunas de las 14 redes como objeto de estudio, si, para redes con alto grado de
anidamiento, la persistencia de las especies es mayor. Es decir, que la biodiversidad

es una funcién no decreciente respecto al anidamiento.

Con este objetivo, para cada una de las 14 redes reales, como ya se indic6, hemos
generado cientos e incluso miles de redes con el mismo nimero de especies (nodos)
pero con distinto grado de anidamiento. La forma como fueron generadas las matrices
consistié en aumentar paulatinamente el nimero de conexiones de la red y calcular el
valor de su anidamiento. El nimero de conexiones inicial es el que asegura que todas
los nodos estén conectados. Luego se incrementa este nimero de conexiones hasta
llegar al maximo valor de anidamiento que se puede alcanzar con el niimero de plantas

y animales de las redes reales.

Todas estas matrices se encuentran almacenadas en hojas excel (ady_43x62.xlsx)
en forma de vectores fila en los que al final se encuentra el valor de anidamiento de
cada matriz representada por el vector. Fijamos el conjunto de parametros y hacemos
un barrido de las mismas, encontrando la solucion del sistema asociado, presentando

como resultado el nimero de especies que sobreviven.

El siguiente cuadro contiene la cantidad de redes generadas para cada una de las

catorce redes reales de prueba.
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Nombre de Red Numero de nodos Total redes
Arroyo 1 41 Plantas + 28 Insectos=69 9902
Arroyo 2 43 Plantas + 62 Poliniz.=105 2501
Arroyo 3 87 Plantas + 98 Insectos=185 752
Beehler(1983) 31 Plantas + 9 Pajaros=40 2902
Sorensen(1981) 12 Plantas + 14 Pdjaros=26 9674
Snow-Snow(1971) | 65 Plantas 4+ 14 Pédjaros=79 9702
Snow-Snow(1988) | 35 Plantas + 20 Pédjaros=55 9802
Elberling(1999) | 23 Plantas + 118 Poliniz.=141 1877
Hocking(1968) 29 Plantas + 86 Poliniz.=115 2252

Kevan (1970) 32 Plantas + 115 Insectos=147 1502

McCullen(1993) | 105 Plantas + 54 Poliniz.=159 1001

Mosquin (1967) 11 Plantas + 18 Poliniz.=29 9719

Schemske(1978) 7 Plantas + 33 Poliniz.=40 9897

Kaiser (2009) 64 Plantas + 100 Poliniz.=164 1252

Para este experimento el vector de tasas de crecimiento « inicialmente fue escogido

aleatoriamente.

Resultados

Red 1: Arroyo et al. (1982) (primera red)

Plantas | Animales | Anidamiento | Nro. redes generadas
41 28 0.2048 9902

Pardmetro Valor

Bp 0.0129674

Ba 0.0167678

Yp 0.0123437

Ya 0.0118022

0 0

0s 0

Qy aleatorio

Qy aleatorio

Para el conjunto de pardmetros escogidos, al realizar el barrido de las 9902 redes con

distintos valores de anidamiento (entre 0 y 1), se observa lo siguiente (ver Figura 18):

1) El sistema completo, es decir, el sistema con la matriz de relaciones completa o

campo medio, alcanza el nimero de 34 especies supervivientes.

2) Para el sistema de competencia la situacion es similar, alcanzando un nimero de

especies vivas de 28.



4.4 Experimentos. Resultados numéricos 135

3) En el caso de la red real o sistema asociado a la matriz de anidamiento la situa-
cién es completamente distinta. Se puede observar que, por ejemplo, se alcanzan
27, 28, 29 v 30 especies que permanecen en la red para valores de anidamiento 0,
0.0873, 0.8824 y 0.8742 respectivamente. Aunque, como se puede observar, estas
no son las tnicas redes en las que se llega a estos valores de especies que perma-
necen. En este caso, también se tiene que ninguna red, de las 9902 generadas,
alcanza el numero de especies que permanecen en el sistema para los sistemas de
campo medio, es decir 34 especies. Aunque hay matrices que llegan a 27 especies

que es menor al alcanzado en competencia, esto es, 28 especies.

Grafico anidamiento vs. biodiversidad

< Anid
+ C.Medio

+ Est.Comp

Fig. 18: Anidamiento - Nro. Especies sobreviven (Red 1). En el eje horizontal se
tienen las 9902 redes generadas, ordenadas por su valor de anidamiento de menor a mayor.
En el eje vertical se registra el niimero de especies vivas en la red. Anidamiento en ninguna
red supera a campo medio. Incluso hay redes con valores de anidamiento bajo que estan por
debajo de competencia. Si bien no es definitivo, el incremento del valor de anidamiento de la
red si permite la recuperacién de especies en el modelo de anidamiento.

Red 2: Arroyo et al. (1982) (segunda red)

Plantas | Insectos | Anidamiento | Nro. redes generadas
87 98 0.151139 752

Parametro Valor

Bp 0.00420456

Ba 0.00928339

Yp 0.0126664

Ya 0.00161806

0y 0

03 0

Qy aleatorio

Qy, aleatorio
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Grafico anidamiento vs. biodiversidad
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Fig. 19: Anidamiento - Nro. Especies sobreviven (Red 2). Para esta segunda red y
este grupo de pardmetros, anidamiento supera en casi todas las redes generadas (752 redes)
a competencia, pero no supera a campo medio. Sigue siendo importante, también para esta
red, el valor del anidamiento. Mientras aumenta el valor de anidamiento de la red, el nimero
de especies que permenecen aumenta.

Para esta segunda red (Figura 19), la situacién es muy parecida, el grupo de pa-
rametros escogidos hacen que anidamiento no supere a campo medio, aunque en este
caso competencia no supera a anidamiento, en algunas redes son iguales. Se puede ob-
servar, al igual que en la primera red, la tendencia de las redes con mayor anidamiento

a alcanzar mayor nimero de especies presentes.

Para las dos redes anteriores, los valores de la tasa de crecimiento de las especies,
a, ¥ g, son aleatorios. En este caso, ya que los valores de los pardmetros 6., y 3 son
iguales a 0, la estructura de la red no afecta a la dindmica de la red mas alld de las
interconexiones existentes en la red. Lo mismo se puede observar para otro grupo de

parametros y otros valores de las tasas de crecimiento de las especies.

Ahora, cambiamos los valores de las tasas de crecimiento que garanticen que anida-

miento supera a campo medio, particularmente en la red real que se escogié al inicio.

Anidamiento supera a campo medio. Cambiando el valor de o, y o,

Realizamos el proceso anterior pero para el valor de los pardmetros o, y «, escogidos
en la opcién del botén Anidamiento > = a campo medio, que como se menciono,
seran los parametros que pertenecen a la subregion factible que se forma cuando algin

vértice del cono de anidamiento no estd incluido en el cono de campo medio.

Se tiene el siguiente resultado:
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Red 1: Arroyo et al. (1982) (primera red)

El nimero de especies que persisten en los sistemas de campo medio y competencia
es el mismo pero, a diferencia del caso anterior, se alcanzan las 62 especies, lo que hace
que en el gréfico se fusionen los puntos y se presenten en la linea roja (ver Figura 20).
Para varias redes, anidamiento supera a campo medio (y a competencia). Asi, varias
redes con valor de anidamiento 0 llegan a 63 especies superando las 62 especies de

competencia y campo medio.

Incluso la red con valor de anidamiento 0.1121 llega a 66 especies presentes, logran-
dose el méaximo ntumero de especies presentes, 69 especies, en la red con anidamiento
0.2048 que es precisamente la red real. Como ya se menciond, la ultima red en el grafico

es la que corresponde a la red real escogida.

Grafico anidamiento vs. biodiversidad

Fig. 20: Anidamiento supera a campo medio. Es claro que a mayor anidamiento
aumenta el niimero de especies que permanecen. Sin embargo, existen redes con bajo valor
de anidamiento que superan en el nimero de especies vivas a campo medio, la red con todas
las conexiones de los nodos, y particularmente, la red real, en el circulo superior de la derecha,
supera a campo medio.
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Red 2: Arroyo et al. (1982) (segunda red)

Grafico anidamiento vs. biodiversidad
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Fig. 21: Anidamiento supera a campo medio. En esta segunda red, es mucho més
evidente la importancia del valor de anidamiento, aunque nuevamente existen redes, con bajo
valor de anidamiento, que superan a campo medio. Para la red real considerada, en el circulo
de la derecha, anidamiento supera a campo medio.

Los valores del niimero de especies que permanecen son iguales en competencia y
campo medio, 184 especies (Figura 21). En los sectores marcados se puede apreciar
como para estos valores de crecimiento seleccionado, muchas redes con muy bajo valor
de anidamiento se iguala e incluso se supera el valor alcanzado por campo medio.
Para una red con anidamiento 0.0524 o 0.0546, anidamiento supera a campo medio.
Para valores de anidamiento superior a 0.1, anidamiento no supera a campo medio y
competencia. Recordamos que la tltima red que se grafica, corresponde a la matriz
real considerada, con anidamiento 0.1511 y que supera a campo medio pues alcanza un
valor de 185. Curiosamente la representacién grafica se presenta de forma escalonada
con un patrén muy interesante y, en cualquier caso, muestra la dependencia creciente

respecto al valor de anidamiento de la red.

Puesto que la eleccion de las tasas de crecimiento depende de los conos complemen-
tarios que se forman con las columnas de la matriz de adyacencia, la estructura de la
red afecté a la biodiversidad de las redes. Necesitamos evidenciar mas claramente que,
para redes con el mismo numero de nodos pero con distinto valor de anidamiento, la

estructura de la red afecta significativamente a la biodiversidad del ecosistema.

Por tanto, variamos los valores de la compensacion mutualista y la afectacién a la

competencia.
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Variando la compensaciéon mutualista ¢., y la afectaciéon a la competencia

Variamos tinicamente los valores de la compensacién mutualista d, y el valor dg de
afectacion a la competencia en el interior de cada uno de los grupos. Con los mismos
pardmetros anteriores, variamos los valores de 4, y dg de 0 a 0.3 y 0.8 respectivamente,
la eleccién de estos valores no responde a ningun criterio o condicién, salvo que la
estructura de la red entre en juego. En este caso, la estructura de la red debe afectar

directamente a la dinamica de las redes.

Red 1: Arroyo et al. (1982) (primera red)

Grafico anidamiento vs. biodiversidad

@ Anid
+  Chedio
+  Est.Comp.

Fig. 22: Variacién de la compensacién mutualista ¢, y la afectacién a la compe-
tencia ¢g. Para los valores de 0, y d3 distintos de 0 escogidos (0.3 y 0.8, respectivamente)
y para el grupo de parametros fijados, la importancia del anidamiento de las redes es visi-
blemente importante. Aunque, como antes, existen redes con bajo valor de anidamiento que
superan a campo medio. En el caso de la red real, el ntimero de especies que permanecen
esta muy por debajo del nimero de especies para campo medio.

Se observa que muchas mas redes con distintos valores de anidamiento crecientes
alcanzan biodiversidades mas altas, incluso llegan al mismo nimero de especies que

competencia y campo medio.

El nimero maximo de especies que permanecen es 63 y en el caso de la red real
el nimero de especies presentes es de 42, pese a que se usan las mismas tasas de
crecimiento con las cuales anidamiento superaba a campo medio en el sistema asociado
a la red real. Es laro que anidamiento iguala o supera a campo medio en redes con

valor de anidamiento, por ejemplo 0 y 0.7569.
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Red 2: Arroyo et al. (1982) (segunda red)

Grafico anidamiento vs. biodiversidad

@ Anidamiento
+  Campo Medio
+  Competencia

Fig. 23: Variacién de la compensacién mutualista ¢, y la afectacién a la com-
petencia dg. La tendencia creciente del niimero de especies que permanecen para valores
de anidamiento mayor se ratifica, aunque existen redes con bajo valor de anidamiento en las
cuales se supera a campo medio.

Campo medio y competencia siguen con igual nimero de especies existentes, 184.
Para redes con valores de anidamiento 0, se obtiene el valor de 184, es decir igualan a
competencia y campo medio. Para la red real dos, el nimero de especies que perma-
necen supera a campo medio, alcanza el valor de 185, con un anidamiento de 0.1511.
La tendencia creciente del niimero de especies que permanecen con relacion al valor de
anidamiento de las redes es evidente. Si ahora cambiamos los valores de d, y 63 a 0.8

y 0.3 respectivamente, el resultado es muy similar al caso anterior.

Red 1: Arroyo et al. (1982) (primera red)

Grafico anidamiento vs. biodiversidad

@ Anid
+  CMedio
+ Est.Comp.

Fig. 24: Influencia de la estructura de la red (Red 1). Al cambiar los valores de
0y y 03, redes con bajos valores de anidamiento superan claramente a campo medio, aunque
cuando aumenta los valores de anidamiento se recupera el nimero de especies que permanecen
en la red.
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Red 2: Arroyo et al. (1982) (segunda red)

Gréfico anidamiento vs. biodiversidad

O Anidamiento
+  Campo Media
+  Competencia

Fig. 25: Influencia de la estructura de la red (Red 2). Situacién similar a la anterior.
Para los valores de 0, y dg dados, para las redes con valores de anidamiento mayor se tiene
que el nimero de especies que permanecen igualan e incluso superan a campo medio.

Conclusion

La suposiciéon de que la biodiversidad es una funcién no decreciente respecto al
anidamiento no es verificada plenamente, pues siempre podremos observar la depen-
dencia de la red mutualista y su dindamica del conjunto de parametros del sistema. En
realidad, el acople entre estructura de la red y sus parametros es lo que se presenta
como lo realmente significativo en relacién al estudio de la biodiversidad. Como se
pudo observar existen redes con bajos valores de anidamiento en los cuales el ntimero
de especies que permanecen es superior al niimero de especies presentes en redes con
valor de anidamiento mucho mayor. Ademas, es claro que los valores de las tasas de
crecimiento de las especies afectan al nimero de especies supervivientes. La estructura
de la red afecta positivamente a la dinamica, aumentando significativamente el nimero
de especies que permanecen en la red para muchas de las redes consideradas, especial-
mente para aquellas que tienen anidamiento relativamente alto (a partir del valor 0.6

para el anidamiento).

Se confirma de esta manera la importancia del valor del anidamiento de la red, pero
asociado a los valores de los pardmetros, especificamente, las tasas de crecimiento, la

compensacién mutualista y la afectacién a la competencia.
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4.4.3 Experimento 2. Importancia del grado de las especies en la
dinamica de la red. Las especies generalistas

Metodologia

En este experimento la suposiciéon natural de la importancia de las especies gene-
ralistas o mas conectadas es analizada en la red escogida, que no necesariamente debe
ser una red real. Para ello se han quitado una a una las especies que forman la red,
registrando el nimero de especies que permanecen en ella. Ademas, la posibilidad de
escoger un grupo de especies que se desea eliminar de la red nos permite observar la
variacion del numero de especies que sobreviven cuando se simula la eliminacion de

mas de una especie en una red mutualista.

El valor del anidamiento de la red, unido a la elecciéon de las tasas de crecimiento
de las especies, evidencian de una forma diferente la importancia del grado o ntimero

de conexiones de las especies en la red mutualista.

Red 1: Arroyo et al. (1982) (primera red)

Para este experimento se utiliza el mismo conjunto de pardmetros del experimento 1.
Con los valores de los parametros ingresados se observa que el nimero de especies

presentes en la red antes de quitar cada una de las especies es de 28 especies.

Al eliminar una a una las especies de plantas y animales se tiene que al quitar el
animal 14, con grado 9, se alcanza una poblacion estable de 27 especies. En la Figura 26

esto se resalta en las tablas de datos.
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B Bxperimento 2 - o x
B8 T

Nro. Especies - Presencia - Ausencia

Biodiversidad total: Biodiversidad simulacion:

Nro. Especies - Presencia - Ausencia PLANTAS'

Biodiversidad Alcanzada

Plantas Permanecen

Nro. dePlanta Densidad |

1 0.0583
0.2073
0.1184

[ ]

0
0.8585

Quitar
28 3 k|
28 28 27 1 1
s " " 28 28 1 1
Nro. Especies - Presencia - Ausencia ANIMALES!' 28
28 28 28 20 1
28 28 28 4 1
28 28 27 2 1
28 28 27 4 1
28 28 28 1 1
28 28 28 1 1
28 28 27 8 1
28 28 28
Biodiv. red 28 28] 2
Sin la especie ) 2 27
28 28 27 1 1
28 28 1 1
28
1 Pl

Fig. 26: Presencia - Ausencia de especies. Se identifica la especie con mayor grado,
que al ser eliminada se obtiene la menor biodiversidad.

Biodiversidad Alcanzada
Plantas Per

Nro. de Planta| Densidad |
prd 02202
0.1289

3
4
5
&
i
&
k)
o
1

1
1

Quitar
especie especie | especie

1 28 28 28 1 1
[ 2 | ES 27 ; 28 28 7 1
EN 2 27 & 1 28 7 3 1
[ 2 | 28 28 5 1 2% a7 1 1

5 28 28 5 i 28 25 1 1
6 | 2 28 4 1 28 E B 1
[ 7 | 28 28 s 1 £ E 4 1
[ 3 | 28 27 A 1 E g 2 1
T 28 28 3 1 28 27 4 1
[ 10 | 28 28 3 1 E £ 1 1
[ 11 | 28 28 3 1 28 28 ’
[ 12 | 28 28 3 1 28 27 « -
[ 13 | 28 28 3 1 28 28
[ 14 | 28 28 2 1 28 27 9 1
[ 15 | 28 2 1 28 77

Fig. 27: Presencia - Ausencia de un grupo de especies. Se elimina un grupo de
especies alcanzando una cierta biodiversidad, la misma biodiversidad que se alcanza si se
elimina una parte de las especies del grupo. La importancia del grado de una especie no es
totalmente verificada.
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Ahora quitamos no una sino un grupo de especies, por ejemplo, si se elimina la
planta 1, con un grado de 7, y el animal 12 con grado 6, se obtiene un total de especies

presentes de 26. Esto esta resaltado en la Figura 27.

Pero si se quitan las especies: planta 1 con grado 7; planta 10 con grado 3; planta
14 con grado 2; animal 2 con grado 7; animal 6 con grado 20; animal 10 con grado
1; animal 12 con grado 6, para el sistema mutualista asociado, se obtiene un total de
especies presentes de 26. Se obtiene la misma biodiversidad que con la eliminacién

anterior.

Biodiversidad Alcanzada

Plantas Permanecen Animales Permanecen

especie | especie especie | especie

1 28 27 2% 28
[ 2 | ES 27 28 25
EN 28 a7 6 1 28 7
[ 4 | 28 28 5 1 2% a7

5 28 28 5 1 2% 28
6 | 28 28 A 1 28 28
[ 7 | 28 28 s 1 28 ES
[ 3 | 28 27 7 1 28 Fid
[ o | 28 28 28 g
[ 10 | 28 28 28 2
[ 11 | 2 22 28 28
[ 12 | 28 28 3 1 28 27
[ 13 | 2 2 : 28 28
[ 14 | 2 2 - 28 27
[ 15 | 28 7 : " 2 7

Fig. 28: Presencia - Ausencia de grupo de especies. Eliminando otro grupo de
especies de la red, plantas y/o animales, se puede obtener la misma biodiversidad.

Si se realiza el mismo procedimiento para diferentes grupos de especies de plantas

y/o animales se llega a resultados parecidos pero con distintos valores de biodiversidad.

Aplicando el mismo procedimiento descrito a la segunda red, la importancia del
grado o niimero de conexiones tampoco se presenta de forma categérica como se observa

en las siguientes figuras (Figuras 29-31).
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Red 2: Arroyo et al. (1982) (segunda red)

Bl Scperimento 2 - ] x

Q%Y -

Biodiversidad Alcanzada

Nro. Especies - Presencia - Ausencia
Biodiversidad total: Biodiversidad simulacion:
06311

Nro. Especies - Presencia - Ausencia PLANTAS! 5
0.2513

Plantas P

Nro. de Planta Densidad |
1 [ ~

0
03938
02764

especie | especie especie | especie
78 78 3 1~
7% kel 4 1
78 7 2 1
= - = 78 77 1 1
pecies - Presencia - Ausencia ANIMALES! — = 5 7 78 7 9 1
78 7 1 1
7% 78 3 1
78 7 8 1
78 78 5 1
7% 78 4 1
78 78 13 1
78 7 7 1
78 7 3 1
78 78 5 1
78 78 1 1
78 73 1 1
78 77 k] 1
78 7 1 1
78 7 4 1
7% 78 10 1 = 2 2 !
78 73 2| 1
= = 5 ; ]
7% T " 0
78 78 1 1
78 7 7 1
7% 78 1 1
78 a7 4 1
78 78 4 1 L

Fig. 29: Presencia - Ausencia de especies. Para esta segunda red real, se identifica la
red con mayor anidamiento que produce el maximo anidamiento.

Biodiversidad Alcanzada

Plantas Per

0
0.3945
0.2671
0.6542
06218

o
02521

especie | especie especi Em aspac\?u
E 78 78 78 77 1 1 0
| 28 | 8 78 78 78 3 1
| 29 | 8 78 78 78
| 30 | 8 L 78 76
| 31 | 78 78 78 7
| 32 | 3 78 78 77 4 1
| 33 | 78 78 78 77 1 1
| 34 | 78 78 78 77 1 1
| 35 | 78 78 78 78 4 1
| 36 | I 7% 78 78 15 1
37 T i 78 78 1 1
| 38 | 8 78 78 7 1 1
| 39 | 8 78 78 78 1 1
| 40 | 3 L 78 78 1 1
41 73 77 78 78 1 10k

Fig. 30: Presencia - Ausencia de grupo de especies. Se eliminan especies de plantas
y/o animales alcanzando un valor de biodiversidad.
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Fig. 31: Presencia - Ausencia de grupo de
es alcanzado al eliminar otro grupo de especies.

Biodiversidad Alcanzada

1

especie | especie

o

0.3849

especie
T

especie
™

78 78
78 78
78 T8
K T
38 T8
78 78
78 78
78 78
78 78
78
78
K
38
78

78
T
78
T8
77
78 77

78
78
78
T8
78
78
78
78
78
78
78
T8
78
78
73

77
78
K

s
v
v
v
77
78

78
K
v
78
78
78

especies

. El mismo valor de biodiversidad

Repetimos el experimento para una red real que tenga anidamiento alto (mayor a

0.6) y para una red, no real, que tiene anidamiento 1, con una tasa de crecimiento que

garantice que anidamiento supera a campo medio. Se quiere observar como el valor

de anidamiento de una red se relaciona con el grado o nimero de conexiones de una

especie. La eliminacion de cada especie significarda inicamente la disminuciéon en una

especie en la biodiversidad total, sin importar si la especie eliminada era muy conectada

O 1no.

Red 3: Beehler (1983)

Plantas | P4jaros | Anidamiento
31 9 0.676601

Parametro Valor

Bp 0.0113881

Ba 0.0298505

Tp 0.0299437

Ya 0.0158758

0y 0

03 0

Qy, maxima biodiversidad

Qg maxima biodiversidad
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Aprovechando que esta red tiene un valor de anidamiento de 0.676601, escogemos
las tasas de crecimiento que aseguren la permanencia de todas las especies, maxima
biodiversidad. Una vez fijado el grupo de parametros, un primer resultado se muestra

en la siguiente pantalla (Figura 32).

B Experimento 2
HAS O

Nro. Especies - Presencia - Ausencia

Biodiversidad total:

— B = - w Plantas Peri F
Biodiversidad simulacion: [
. Nro. de Planta| Densidad | Nro. de Animal| _Densidad
1

Nro. Especie Min. Biodiv. m 08930 A 1 11188
ro_ Eepeci lin Biodiv. o200
Tipo de Especie Min. 1.0049
' _Animales:

Nro. Especies - Presencia - Ausencia PLANTAS

Biodiv. red
Sin la especie

Quitar

Sin Grado
especie | especie

Nro. Especies - Presencia - Ausencia ANIMALES

A P

Fig. 32: Presencia - Ausencia de grupo de especies. Puesto que 40 especies es el
maximo valor de biodiversidad, al eliminar cada una de las especies, siempre se alcanza el
nimero de 39 especies. Es decir, al eliminar una a una las especies, se sigue alcanzando el
maximo valor de biodiversidad posible.

Si se quita cualquier especie del sistema, se obtiene la misma biodiversidad, es
decir, si la maxima biodiversidad es 40 especies, al quitar una el nimero de especies

que permanecen Unicamente disminuye en 1, las especies que permanecen son 39.

Lo que ahora haremos, es eliminar un grupo de especies y observaremos como es
afectada la biodiversidad para esta red. Eliminamos las especies, plantas y anima-
les, mas conectadas o con mayor grado. Como se puede apreciar en la Figura 33, la
biodiversidad del sistema disminuye en exactamente el mismo ntimero de especies elimi-
nadas. Para este caso se quitan seis especies y la biodiversidad disminuye de cuarenta

a treinta y cuatro especies.

Es claro que el grado de las especies o nodos de la red, es una variable que se debe
considerar en conjunto con los demas parametros. En especial las tasas de crecimiento

de las especies que aseguran la maxima biodiversidad del sistema.
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Plantas Per:

Biodiversidad Alcanzada

Nro. de Planta  Densidad

Nro. de Animal| Densidsd |

1.0026
1.0320
10138
1.0019

11401
1.0856
1.0330
1.1333
1.1834
1.1510

e & |

BN 40 39
ER 0 39
EN 0 39
(4 | @ 39
5 | r 39
6 | 0 39

7 20 19
[ s | ) 39
EN 4 39
[ 10 | 0 39
[ 1| 0 39
[ 12 | @ 39
[ 13 | r 39
(14 | 0 39
15 | 2 19

40
40
40

Fig. 33: Presencia - Ausencia de grupo de especies. Si se eliminan de la red las 6 espe-
cies con mayor nimero de conexiones, mayor grado, la biodiversidad disminuye exactamente
en seis. La importancia del grado de las especies para esta red y este grupo de pardmetros,

no demuestra ser relevante.

Plantas Per

Biodiversidad Alcanzada

Nro. de Planta| Densidad

1.0379

Total especies

Fig. 34: Presencia - Ausencia de grupo de especies. La misma situacién se encuentra
si se elimina un grupo de 16 especies, la biodiversidad disminuye a 24 especies.
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Para cualquier orden en el que sean eliminadas las especies, o cualquier criterio
utilizado, el resultado es el mismo, es decir, al eliminar una especie, la biodiversidad

disminuye en 1.

Puesto que el resultado obtenido esta, aparentemente, relacionado con el valor de
anidamiento de la red, repetimos el experimento ya no para una red real, sino para una
red que tenga el maximo valor de anidamiento tedrico, es decir anidamiento 1. Para
esto, generamos una red de diez plantas y 10 animales con anidamiento 1 y méxima

biodiversidad. Los resultados obtenidos son los siguientes.

Red 4: 10 plantas y 10 animales

Plantas | Animales | Anidamiento
10 10 1

Parametro Valor

Bp 0.0587414

Ba 0.0351019

Tp 0.053746

Ya 0.106749

0 0

03 0

Qy maxima biodiversidad

Oy maxima biodiversidad

Procedemos de la misma manera que con la red anterior. Eliminamos las especies
o nodos uno a uno. Como la biodiversidad maxima del sistema es de 20 especies, esta
biodiversidad se ve disminuida en una especie, lo que verifica el resultado obtenido con

la red anterior.

Si ahora eliminamos las especies mas conectadas, con mayor grado, se tiene exac-
tamente el mismo resultado. La biodiversidad disminuye en 1 cada vez que quitamos

una especie, sin importar el valor de su grado (ver Figuras 35 y 36).
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B Experimenta 2 — m] X

HARRO »

Nro. Especies - Presencia - Ausencia Biodiversidad Alcanzada
Biodiversidad simulacion:

Pl P P
Biodiversidad total: b -
Nro. Especie Min. Biodiv. m

Nro. Especies - Presencia - Ausencia PLANTAS

Nro, de Animal_Densidad |
1 0.5318
0.5863
0.6402
0.6933
0.7451
0.7955
0.8440
0.8903
0.9342
0.9754

Nro. de Planta| Densidad |

2 1.2468
1.1981
1.1542
1.1156
1.0825
1.0551
1.0336
10181
1.0087

]

Sow-an s w

S 0w N m e W

Ingresar: 0 para no considerarla especie; 1 para considerar la especie.

Quitar
20 0 0 20 0 1
20 18 H ] 20 19 9 1
Nro. Especies - Presencia - Ausencia ANIMALES 20 19 8 1 20 19 8 1
20 19 7 1 20 19 7 1
20 19 L3 1 20 19 L3 1
20 19 5 1 20 19 s 1
20 19 4 1 20 19 4 1
20 19 3 1 20 19 3 1
20 18 H 1 20 19 2 1
20 1 1 20 19 1 1

Fig. 35: Presencia - Ausencia de grupo de especies. Para una red de 10 plantas y
10 animales con el maximo anidamiento y maxima biodiversidad los resultados al quitar una
especie a la vez, son muy similares al caso de la red anterior.

Biodiversidad Alcanzada

Plantas Permanecen Animales Permanecen Total especies

Nro. de Planta| Densidad | Nro. de Animal Densidad |
09931 06518 10 ]
1.0802 0.7625

11073 pyses

1.1644 0.9837 -
Animales:
1.2215 1.0943

Ingresar: 0 para no considerar la especie; 1 para considerar la especie.

Quitar
especie Especie | especie

1 20 ) 1 20 19 10
[ 2 | 20 19 9 2 20 19 9
En 20 13 8 3 20 19 F
[ 4 | 20 19 7 4 20 19 7
[ 5 | 20 19 8 5 20 19 [
L 20 19 5| 6 20 19 5 .
[ 7 | 20 19 4 7 20 19 4 1

[ 20 19 3 3 20 19 3 1
[ o | 20 19 2 9 20 19 2 1
[ 10 | 20 19 1 20 19 1 1

Fig. 36: Presencia - Ausencia de grupo de especies. Eliminando las especies més
conectadas, plantas y animales, en un total de 10 especies, la biodiversidad disminuye en 10.
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Conclusion

En los ejemplos anteriores se observa claramente que el grado de cada una de las
especies no necesariamente es un buen indicador de la importancia de la especie en la
red. Aunque se modifiquen los valores de los pardametros, para los nuevos equilibrios
alcanzados, la situacién no cambia, es decir, se puede mantener el mismo nimero de
especies que permanecen en la red aun con la eliminacién de una o varias especies que
tienen un grado relativamente mayor a las deméas. Para redes con valor de anidamiento
alto o maximo, el grado de las especies parece no ser una variable a considerar en la
determinacién de la importancia de la especie en la red. Parece claro que la presencia de
especies generalistas, como se ha indicado en el Capitulo 3 en relacién a los pardmetros
de competencia, debe estar relacionada con un acoplamiento entre parametros, que

modele mejor la importancia fenomenoldgica de este tipo de especies.

4.4.4 Experimento 3. Influencia de la arquitectura de la red en la
dinamica mutualista.

Metodologia

Con la red ingresada, escogida o no del listado de redes reales, una vez fijados los
valores de los parametros que aseguren que la matriz de anidamiento y campo medio
sean de clase S, resolvemos el sistema correspondiente para obtener el nimero de

especies que permanecen en la red para distintos valores de los pardmetros v, y 7.

Variamos el conjunto de valores de los parametros para comparar el nimero de es-
pecies presentes en competencia, anidamiento y campo medio, y observar las diferentes

relaciones que se pueden encontrar entre estos modelos.

Red 1: Arroyo et al. (1982) (primera red)

Plantas | Animales | Anidamiento
41 28 0.2048

Pardmetro Valor

Bp 0.000249373

Ba 0.000148147

Yp 0.0427314

Ya 0.0194854

03 0

0y 0

Qy aleatorio

QO aleatorio
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Para esta red, con los pardmetros de competencia fijos, las tasas o, y «a, escogidas
aleatoriamente, y para distintos valores de los pardmetros mutualistas, se calcula el
nimero de especies que permanecen en el sistema. Los resultados confirmaran la supo-

sicién de que a mayor tasa de mutualismo la biodiversidad del ecosistema se beneficia.

En este caso, con los valores dados en la tabla, para valores menores de 0.004871
para 7, y 7, igual a 0.0427314, campo medio supera claramente a competencia y
anidamiento, mientras que para valores mayores de 0.004871 para 7, y menores a

0.01539, anidamiento supera a competencia pero continua siendo menor a campo medio.

Para valores de 7, menores a 0.0427314, anidamiento supera a competencia aunque

sigue menor a campo medio.

B Experimentos 3 - X

o .

CREPSN 0.0194854 [MEETEH 0.00024937: JCEEYA 0.00014514i LT 00427314

Anid.
— C.Medio
Est.Comp.

ST (.0427314 PR 0.00024937: PN () 000148147)

f

X: 0.01538
Vo4

Fig. 37: Importancia de las tasas de mutualismo en la dindmica del sistema. Si
aumenta la tasa de mutualismo entre las especies, la biodiversidad del sistema se incrementa.
Se confirma la suposicién de que a mayor tasa de mutualismo la biodiversidad se beneficia.

Debido a las condiciones o acotamiento de los parametros de competencia impuestas
por (4.2.8) y (4.2.9), los valores posibles para estos parametros son muy pequenos. Para
este caso, son del orden de 0.02499 para 3, y 0.0370367 para f3,.

Si aumentamos los valores de competencia y elegimos los valores méximos de ~,
Yy 7Yp que hacen que la matriz de coeficientes sea de clase S, se obtiene un resultado

parecido.
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Parametro Valor

Bp 0.00885279
Ba 0.00571213
Tp 0.0360838
Ya 0.03209
03 0

0y 0

Qy aleatorio
Qy, aleatorio

B Experimentos 3 - *

S 003650838 Procesar

Anid.
— C.Medio
Est.Comp.

Fig. 38: Importancia de las tasas de mutualismo en la dindmica del sistema.
Si se cambia los valores de los parametros en la red mutualista, el resultado confirma la
importancia de las tasas de mutualismo o cooperacién entre las especies.

Para valores de v, menores de 0.02471 y =, igual a 0.0360838, campo medio supera
claramente a competencia y a modelo anidamiento. Mientras que para valores mayores
de 0.02471 anidamiento supera a competencia pero continiia siendo menor a campo

medio.

Para valores de -, menores a 0.0360838, el modelo de anidamiento supera a com-

petencia aunque es menor a campo medio.
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Red 2: Arroyo et al. (1982) (segunda red)

Para esta red y el conjunto de pardmetros fijados anteriormente, con la eleccién
de las tasas de crecimiento aleatorias, anidamiento iguala a competencia y esta por
debajo de campo medio para valores menores a 0.00266 de v, y 7, igual 0.00161806.
Para valores de 7, mayores de 0.00266, anidamiento supera a competencia y es menor a
campo medio. En cambio, para valores de v, igual a 0.0126664 y valores de 7y, menores

a 0.00161806, anidamiento supera a competencia aunque es menor a campo medio.

M Experimentos 2 - %

HARD »

S5V 0.00161306 [IREESYA 0.00420456 IIEECES 0.00926339 IRELECH 0.0126664 Procesar

Anid.
— C.Medio
Est. Comp.

GEETN 0.00420456 R 0.00928339 DG LT 0.

Fig. 39: Importancia de las tasas de mutualismo en la dindmica del sistema. Igual
a lo obtenido en la red anterior, a partir de un valor de cooperacién, anidamiento supera a
competencia pero se mantiene menor que campo medio.

Al igual que para la red anterior, cambiamos el grupo de pardmetros, manteniendo
fijas las tasas de crecimiento y ajustamos los valores de los parametros para que la

matriz de coeficientes pertenezca a la clase .
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Parametro Valor

Bp 0.00678529
Ba 0.00469298
Tp 0.00741383
Ya 0.0114456
03 0

0y 0

Qy aleatorio
Qy, aleatorio

El comportamiento no es muy diferente a los obtenidos con el grupo de pardametros
anterior. Ahora el valor de v, en el que cambia la relacién entre competencia y anida-
miento es de 0.0095. Se evidencia que el conjunto de valores de los parametros de la

red se muestran determinantes en la dindmica del sistema.

B Experimentos 3 - X

@ I+‘\ I—*\ Q’“} ~

RV 0 0114456 IELCLS] 0.00678529 J EUT 0.00741383 Procesar

Anid.
— C.Medio
Est.Comp.

PO 0.00741383 [ICETN 0.00678529 0.0114456

Fig. 40: Importancia de las tasas de mutualismo en la dindmica del sistema.
Variando los parametros del sistema, se puede llegar a determinar, como en el caso de la red
anterior, la importancia de las tasas de mutualismo en la biodiversidad del sistema.

Conclusién

Sin duda en los ejemplos anteriores se evidencia la dependencia de la dindmica de
la red mutualista en su estructura y en los valores de sus parametros. Si bien, por las
condiciones impuestas para que la matriz de coeficientes sea de clase S, los margenes

en los que los valores de los parametros de competencia y por ende los de cooperacién
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o mutualismo pueden ser escogidos son muy estrechos, ain se puede constatar la im-
portancia de la arquitectura de la red en la dinamica del sistema. FEl aumento de las
tasas de cooperacion sin duda aumenta la biodiversidad de un sistema mutualista sin

que éste deba estar completamente conectado.

4.4.5 Experimento 4. Variacion de la compensacion mutualista y
la afectacion a la competencia.

Metodologia

Lo que intentaremos observar es la variacion del nimero de especies que sobreviven
cuando se cambian los valores de la compensacién mutualista y la afectacién a la
competencia, lo que verificaria la importancia de estos parametros en la modulacién
del intercambio mutualista. Al igual que en el experimento anterior, en un primer
analisis, mantenemos los parametros fijos pero variamos la compensacién mutualista
0, v la afectacién a la competencia dz hasta el valor de dos. Luego, para valores fijos
de 4, y 0p, variamos los valores de las tasas de mutualismo y competencia usando
las opciones incluidas en la pantalla Experimentos 4, que se acceden por medio de

Variar Beta y Variar Gama.

Red 1: Arroyo et al. (1982) (primera red)

Se aplica el mismo conjunto de valores de los parametros que han sido utilizados en

los experimentos anteriores, cambiando los valores de los pardmetros dg y 0, a dos.

Parametro Valor
1) 8 2
(57 2
Qy aleatorio
o' aleatorio

Para esta red y el conjunto de pardmetros fijado, la dinamica del sistema es afectada
por su estructura. Asi, para valores mayores de 9., los beneficios del mutualismo son
percibidos por las especies especialistas, es decir, las especies con pocas conexiones. Por
otro lado, la competencia disminuye para cada par de especies que tengan al menos un

cooperador comun.

Se puede observar, en este caso, que campo medio supera a competencia y anida-
miento. Para valores de la compensacion mutualista mayores a 0.4762, anidamiento
disminuye aunque sigue superando a competencia. Para valores de afectacion a la com-

petencia entre 0 y 2, campo medio se incrementa para valores muy pequenos ya que
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cada par de plantas tienen 28 cooperadores comunes y para los animales 41 coopera-

dores, mientras que anidamiento se beneficia para valores cercanos a dos (Figura 41).

B Experimentos 4 - *

B .

Compensacion mutualista (delta-gama)

el 0.0118022 [INERRE 0.0129674 IRERSP 0.0167678 R 0.012343 e 2 | Procesar Grifico Salir

Afectacion a la competencia (delta-beta)

U 0.0123437 (NIRRT 00120674 EECY01 0.0167678 LIV 0.011802] petacama: [N Variar Beta [l Variar Gama

Anid.
— C.Medio
Est Comp.

Fig. 41: Compensaciéon mutualista y afectacién a la competencia. La estructura de
la red afecta a la dindmica del sistema.

Red 2: Arroyo et al. (1982) (segunda red)

Parametro Valor
5, 2
O 2
Qy aleatorio
Oy aleatorio

En esta red (Figura 42) se observa como para todos los valores de d, menores que
dos, anidamiento supera a competencia pero es menor a campo medio. Campo medio
decrece estabilizandose en 0, igual a 0.56 aproximadamente. Esto se explica ya que en
campo medio, cada planta estaria conectada con 98 insectos y cada insecto interacciona
con 87 plantas, el beneficio mutualista no es percibido por las especies. Para la red
en el modelo de anidamiento, el beneficio es percibido por muchas especies de la red
puesto que, para las plantas, la gran mayoria de ellas tiene un nimero de conexiones
o grado menor a 10, siendo una sola de ellas con grado igual a 25. En el caso de los
insectos, muchos de ellos tienen un grado menor a 10 y una sola alcanza el grado igual
a 32.
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Para valores de dz distintos de 0, la competencia disminuye para cada par de especies
que tenga un cooperador comun, en este caso, en campo medio, cada planta e insecto

tiene 98 y 87 especies cooperadoras, respectivamente.

B Experimentos 4 - g

HRRG o

Compensacion mutualista (delta-gama)

[ PV 0.00161806) [:EE 0.0042045 [ ET (Y 0.012666. Detta Beta i Procesar |

Afectacion a la competencia (delta-beta)

ST 0.0126664 R 0.0042045 JEREYY XV 0.001618| vers cana: [N Variar Beta [l Variar Gama

Anid.
— C.Medio
Est.Comp.

Fig. 42: Compensacién mutualista y afectacién a la competencia. Las tasas de
mutualismo y competencia son afectadas por la estructura de la red.

Puesto que en los dos ejemplos anteriores, los pardmetros 0, y dg se fijaron con
el valor de dos, a continuacién se obtendran los resultados correspondientes cuando
estos parametros toman distintos valores. Cambiaremos también los valores de la tasa
de crecimiento de todas las especies, para asegurar que anidamiento supere a campo
medio, con el fin de visualizar de mejor forma la influencia de la estructura de la red

en la dindmica del sistema.

Anidamiento supera a campo medio. Cambiando el valor de o, y o,

Para las dos redes analizadas, escogemos las tasas de crecimiento de plantas y

animales, o, y a4, para que anidamiento supere a campo medio.
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Red 1: Arroyo et al. (1982) (primera red)

En esta red, el méaximo grado de las plantas es 7 y 21 plantas son especialistas
con grado 1. El maximo grado de los animales es 20 y muchos de ellos son especia-
listas. Es de suponer que la compensacién mutualista serd percibida por la mayoria
de las especies. Por otro lado, campo medio sera beneficiado por la disminucién de la

competencia.

Bl Experimentos 4 - X

s ~

Compensacion mutualista (delta-gama)

(ELEVRN 0.011802: BEEELA 0.012967- EECVR 0.016767¢ (U1 0.0123437 Delta Beta Procesar Grafico

Afectacion a la competencia (delta-beta)

S 0012343 R 0.01296 =P 0.016767) U ) 011802 Delta Gama Detalles Variar Beta Sl Variar Gama
a

Anid
— C Medio
Est.Comp.

Fig. 43: Compensacién mutualista y afectacién a la competencia. Las especies se
benefician por la disminucién de la competencia y la percepcién del mutualismo.

Efectivamente, la dinamica de la red ahora es diferente para distintos valores de
la compensaciéon mutualista y afectacion a la competencia entre 0 y 2. La flecha roja
indica el intervalo de valores de la compensacién en el cual anidamiento es superado
por competencia y campo medio, esta regién es [0, 0.2561]. La flecha azul senala la
region en la que anidamiento supera a competencia pero es superado por campo medio,
la regién es [0.2561, 0.7364]. La zona en la que anidamiento supera a campo medio
y a competencia estd senalada por la flecha morada y es [0.7364, 2]. Se verifica que
valores pequenos del pardmetro J, representan grandes beneficios mutualistas, y valores
mayores de J, representan pequenos beneficios mutualistas, que son principalmente

percibidos por las especies menos conectadas o especialistas.
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En el caso de la afectacién a la competencia, para todos los valores de dg, el modelo
de anidamiento supera a competencia y a campo medio, incluso se senala con la flecha
negra, la regién en la que anidamiento aumenta las especies presentes en el sistema,
[1.929, 2]. Se confirma cémo se modula el intercambio mutualista entre las especies del

sistema mutualista por medio de 6, y 3.

Variacion de las tasas de competencia 3 y mutualismo v (Red 1)

Ahora escogemos valores para la compensaciéon mutualista d, y la afectacién a la
competencia dg distintos de dos y variamos los valores de las tasas de competencia y
mutualismo. Se elige una tasa de crecimiento que asegure que anidamiento supera a

campo medio. Se tienen los siguientes resultados (ver Figura 44).

B Variacion Beta

PR

Variacién Beta Planta

SRV 0.0118022 [MNCEEVA 0.0167678 (AN 0.012343 Delta Gama . i Procesar | Salir

Variacién Beta Animal

(PR 0123437 [T 0.0129674 oY 0.011802. Deta Beta veta core: [JEEEEN

Anid.
C.Medio
Est Comp.

Fig. 44: Variaciéon de las tasas de competencia. La variacién de las tasas de compe-
tencia entre las especies, para un valor de d, bajo y un valor de g alto, hace que el nimero
de especies presentes en anidamiento disminuya incluso a niveles menores que en el modelo
de competencia.

Si el valor de 4, es bajo y el valor de ds es alto, se pueden encontrar tasas de
competencia en las cuales el modelo de competencia supere a anidamiento siendo menor
a campo medio. Ademas, existen intervalos para valores de las tasas de competencia
de los animales en los que anidamiento es mayor a competencia pero es menor a campo

medio. Se generan otros en los que competencia supera a anidamiento.
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Campo medio es claramente beneficiado por valores altos de dg tanto para las plan-
tas y los animales. En general, para el modelo de anidamiento, cuando se incrementa

la competencia entre plantas o entre animales, existen especies que van a la extincién.

Si se considera la variacién de la tasa de mutualismo o cooperacion, 7, y 7., el
nimero de especies presentes en competencia, anidamiento y campo medio se mantiene
constante cuando crece 7,, siendo anidamiento menor a competencia. Si 7, crece, se
observa que en general, campo medio se beneficia. Anidamiento disminuye llegando

incluso a ser menor que competencia.

I variacion Gama - x
ER S .
Variacién Gama Planta

-EE0 0.0129674 Gama A eta A L Deta B ta: — Dekta Gama: 0.05 "Procesar

Variacion Gama Animal

O 0120072 T SR | 123437 [V 0.0167678 vots oo [IIERI Deta Gams: [ XS

Anid.
— C.Medio
Est.Comp.

Fig. 45: Variacién de las tasas de mutualismo. La variacién de las tasas de cooperacién
de las plantas mantiene constantes a los tres modelos. Si crece la tasa de mutualismo animal,
se beneficia a campo medio y anidamiento disminuye.

Si ahora se considera un valor de ¢., alto y un d3 bajo, los tres modelos disminuyen
cuando la competencia entre plantas crece. Anidamiento es el modelo que alcanza el
mayor numero de especies presentes. Sila competencia entre animales crece, en general,
los tres modelos se mantienen constantes, aunque nuevamente anidamiento supera a

los otros modelos.
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B Variacién Beta - X

Variacion Beta Planta

ERVN 00112022 [MREFSN 0.0167678 ER () 012343 LI .05 Dota Gama

Variacién Beta Animal
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Anid.
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Fig. 46: Variacién de las tasas de competencia. Los tres modelos disminuyen cuando
crece la competencia entre plantas. Se mantiene constante si crece la competencia entre
animales. En los dos casos, anidamiento supera a los otros dos modelos.

Bl Variacion Gama - X
EHRA O ~
Variacion Gama Planta

EE 00129674 [T EE 0.0167678 vetare: G coecome [HEER EEEER
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Variacion Gama Animal

PR 10674 PR 0.0123437 RN 0.0167678 Deta Beta: LG Deta Gama

Anid.
— C Medio
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Fig. 47: Variacién de las tasas de mutualismo. En el caso de crecimiento de la
cooperacién de las plantas, el nimero de especies presentes, para cada uno de los modelos,
permanece constantes. Si la cooperacién animal crece, anidamiento aumenta. En ambos
casos, anidamiento supera a campo medio y a competencia.
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En el caso de la variacién de la cooperacion entre plantas y animales, para valores
de ¢, altos y valores dg bajos, los modelos se mantienen constantes, aunque en el caso
en el que crece la cooperacion animal, anidamiento se beneficia. De igual manera,

anidamiento supera a competencia y a campo medio.

Red 2: Arroyo et al. (1982) (segunda red)

En el caso de la segunda red, también se pueden encontrar valores de la compensa-
cion mutualista en la cual anidamiento supera a campo medio. Para cada una de las
especies el grado o niimero de conexiones es 98 para las plantas y 87 para los animales,
asi, el beneficio mutualista es disminuido considerablemente para una red totalmente
conectada. Campo medio alcanza el valor de 184 especies existentes, mientras el valor
para anidamiento es de 185. La competencia es disminuida por una razén parecida,
ya que los colaboradores comunes para las plantas es 98 y para los animales es 87, la
competencia en campo medio disminuye mucho mas que en anidamiento al ser una red
totalmente conectada. Campo medio es beneficiado mas que anidamiento y esto es

precisamente lo que se observa en la Figura 48.

Bl Experimentos 4 - X

EE] ~

Compensacion mutualista (delta-gama)

[N 00016150 LTS 0.004204: BT U 0.012666: vessete [ HE Grafico lf iDetalies}

Afectacion a la competencia (delta-beta)
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Fig. 48: Compensacién mutualista y afectacién a la competencia. Las tasas de
mutualismo y competencia son afectadas por la compensacién mutualista y la afectacién a la
competencia.
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Variacion de las tasas de competencia 5 y mutualismo v

Consideramos 6, = 2 y 63 = 0.05 y hacemos variar los valores de la tasa de com-
petencia de plantas y animales. Para esta segunda red, la variacién de los valores de
competencia de las plantas genera regiones en las cuales anidamiento supera a campo
medio y campo medio supera a anidamiento. El modelo de competencia también se ve
afectado por esta variacion. La aparicién de estos valores umbral en los que la relacién
entre campo medio y anidamiento cambia puede ser explicado por la relacién entre los

conos asociados a cada uno de los modelos.

I variacion Beta - X
RV
Variacién Beta Planta

E8N 0.00161806 [MCRP 0.00928339 (ST 0.012666 reta beta: I3 Deta Gama: [ Procesar
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i
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Anid.
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Fig. 49: Variacién de las tasas de competencia. Aparicién de valores umbral en los
que la relacion de los modelos de campo medio y anidamiento cambian.

Para estos valores de 0., y dg variamos las tasas de mutualismo del sistema. Encon-
tramos que anidamiento supera a campo medio cuando la cooperacion entre las plantas
crece. En el caso de la cooperaciéon entre animales, cuando crece anidamiento supera
a campo medio, encontrandose una region de valores de las tasas de cooperacion entre

animales en las que anidamiento y campo medio son iguales.
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B Variacion Gama - X
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Fig. 50: Variacién de las tasas de mutualismo. Para un valor de . alto y dg bajo, el
modelo anidamiento recupera especies cuando la cooperacién entre animales crece.

B Variacion Beta - X
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Fig. 51: Variacién de las tasas de competencia. Si se asigna un valor a d, bajo y a g
alto, competencia y anidamiento son afectados negativamente cuando crece la competencia
entre plantas.
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Ahora ingresamos los valores d, = 0.05 y g = 2. Debido al valor alto de la afecta-
cion a la competencia, el nimero de especies presentes en campo medio es constante.
Campo medio y competencia disminuyen cuando la competencia entre plantas crece.
Si crece la competencia entre animales, los modelos se mantienen constantes, siendo

campo medio el que supera a los otros dos.

Si variamos las tasas de mutualismo de las especies, manteniendo estos valores de d.,
y 0, los modelos de campo medio y anidamiento se benefician cuando la cooperacién

animal crece. Incluso campo medio crece antes que anidamiento.

B Variacion Gama - x
IR -
Variacién Gama Planta

EEAA 0.0042045(RRRAVAIN 0.0016 1806, cta A [ 2 vetzces [IEH  Cetacame: Procesar

———— ——
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Fig. 52: Variacién de las tasas de mutualismo. Si la cooperacién animal crece, anida-
miento y campo medio son beneficiados minimamente.

Conclusion

Es claro que la compensacion mutualista y la afectacién a la competencia afectan
o modulan el intercambio entre las especies. Se verifica que las especies menos conec-
tadas, especialistas, son beneficiadas por la compensacion mutualista, mientras que las
especies mas conectadas o que tienen especies cooperadoras comunes se benefician por

la afectacién a la competencia.

Existen valores umbrales que forman regiones para las tasas de competencia y mu-
tualismo en las cuales anidamiento decrece, se mantiene o crece, dependiendo de los

valores que se asignan a d, y dg.
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4.4.6 Experimento 5. Estructura del atractor de una red mutua-
lista

Metodologia

Este experimento pretende visualizar las redes atrayentes que fueron desarrolladas
en el Capitulo 2. En efecto, se trata de poder escribir el atractor global como un
conjunto jerarquizado de niveles de energia, ordenados segtin los puntos estacionarios,
desde el globalmente estable hasta los que van perdiendo una direccién de estabilidad,
hasta terminar en la solucién nula. De esta manera, observamos la estructura del

atractor global que determina todos los escenarios futuros en la dinamica de la red.

Como ya se menciond, por las restricciones de calculo en lo que tiene que ver con
los recursos computacionales, se restringe la posibilidad de encontrar la estructura de
una red con un numero de especies (nodos) no mayor a ocho. Una vez ingresada la
red y ajustado los pardmetros procesamos la opcion correspondiente en la pantalla de

experimentos, obteniendo inicialmente todos los puntos de equilibrio del sistema.

Primera red

Plantas | Animales | Anidamiento
5 3 0.730769

Pardmetro Valor

Bp 0.0741888

Ba 0.165421

Yp 0.0366442

Ya 0.0608008

0 0

0s 0

oy, aleatorio

o' aleatorio

Una vez fijados los parametros ejecutamos la opcién de estructura del atractor y el

resultado que obtenemos son todos los puntos de equilibrio para el sistema asociado.
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Puntos de Equilibrio de la Red

1 2 3 4 8
1.0377e+03 -865.8253 2.4200e+03 -31.6757 - . -138.6457
1.0326e+03 861.5430 541207 12.2910 64, 0.3013

-601.4995 -502.1877 2.0149e+03 K . -34.4043
-210.9361 -121.2956 1.8320e+03 123. 0.8133

61.8916 9.9826 -364.8389 -25. -0.8759

-30.4340 255121 99.7536 . k -5.0097

-26.2861 -22.0095 60.0349 . -4.3606

-1.0002 0.0652 0.7611

-0.9957 0 -0.7608

-0.9803 0.0901 -0.8876

-0.9742 0 -0.8864

0.9720 0.0632 0

-0.9696 0.1032 . -0.9484

-0.9677 0

-0.9627 -0.9462

-0.9585 L 0

-0.9534 . 0

0.9521 0

-0.9514

-0.9483

-0.9465

-0.9451

-0.9433

-0.9429

-0.9408

0.9373

Fig. 53: Puntos de equilibrio para el sistema asociado.

Se presentan todos los puntos de equilibrio para esta red, sean estos positivos o no.

Con la opcién Detalles experimento se visualizan los puntos de equilibrio positivos.

Sistema de Ecuaciones'

Sisterma de ecuaciones beta animales:
—u1*(u1 - a1+ b*u2 + b*u3 + b*ud + b*u5 - g1*ub - g1*u7 - g1*ud) Nro. Animales:

u2*{u2 - a2 + b*ul + b*u3 + b*ud + b*u5 - g1*u6 - g1*u8)
u3*(u3 - a3 + b*ul + b*u2 + b*ud + b*u5 - g1*u6 - g1*uT)
-ud*(ud - a4 + b*u1 + b*u2 + b*u3 + b*u5 - g1*ub - g1*u’)
- g1*ub)

7
. 2.4200e+03  31.6757 99.7974
-54.1207 12.2910 64.7418

. 2.01492+03 0 0 100.3435
- -1.8320e+... 0 0 -123.6345
-364.8389 0 .25.3558
99.7536 : 0 5.4883
60.0349 E 1.4980 2.8784
0.0652 0 0 0

0 0 0

0.0901 0
0

0

0

0.0632

0.1032 0.4313
0 0
0 0.4259

Fig. 54: Variacién de la tasas de mutualismo

Estructura del atractor global

En la red anterior, el nimero de puntos de equilibrio es 28 = 256 y los puntos no
negativos son 14. Estos ultimos son los puntos que permiten representar el atractor

global del sistema. Por lo general, para redes con un nimero de nodos superior a ocho,
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no es facil representar la estructura del atractor del sistema. Para poder representarlo
como se explicé en el Capitulo 3, escogemos una red que tiene dos plantas y dos

animales, dando un maximo de 2* = 16 puntos de equilibrio.

Segunda red

Plantas | Animales | Anidamiento
2 2 1

Escogemos el valor de las tasas de crecimiento que aseguren la maxima biodiver-
sidad, es decir, que asegure la existencia del punto estacionario con todas sus compo-

nentes positivas.

Parametro Valor

Bp 0.431417

Ba 0.549746

Yp 0.568578

Ya 0.175104

0 0

35 0

Qy, anidamiento supera a campo medio
Qg anidamiento supera a campo medio

|- et - u] x

Nro. Plantas:
Sistema de ecuaciones

-ul - b*u2 + g1*u3 + g1*ud) Nro. Animales: 2 0431417

0.56857 0.549746 0.1751)
2 b« gty 0.sses [ 0549745 |

- u3 - b1*ud + g2*ul + g2*u2) )
_ud - b1*u3 + g2°ul) Atractor (3D) | Exportar Excel Salir

L

0 0
0 0
0 0.0014
L 0 0.0014
0 10.0007 0.0015 0

47919 0 0 0.8405

0 10.0004 9.9449e-04  8.2793e 04
5.2296e-04 10.0005 0.0016 0
9.8501e-04 9.9994 0 0.0015
0.0010 10 1.0000e-03 0.0010

Puntos de Equilibrio

1
9.5816e-05

0

0.0014

9.9999 0.0014
10.0007 0.0015 0
0 -2.5086 1.3804
10.0004 9.944%e 04 8.2793e-04
0.0016 0

0 0.0015

1.0000e-03 0.0010

-1.1042 0

-2.0324 1.8566

0 0

0 0.8405

Fig. 55: Totalidad de puntos estacionarios para el sistema mutualista generado por
el grupo de parametros escogidos. En la parte derecha se presentan los puntos esta-
cionarios no negativos. En este caso son diez puntos, siendo el ultimo punto aquel que
asegura la maxima biodiversidad, del cual conocemos que es globalmente estable.
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Puesto que el niimero de nodos permite la representacion de la estructura del atrac-

tor global, usamos el proceso descrito en la Figura 13.

| E1111: (0.0010, 10, 0.0001, 0.001) |
Nivel 1

Nivel 2 E1101: {0.0000985, 9.99, 0, 0.0015) E1110: (0.000052, 10, 0.0016, 0) E1011 EO111: (0, 10, 0.000099, 0.00008405)

S N

Nivel 3 | E1100 E1010 E1001: (4.7919, 0, 0, 0.8405) E0110: (0, 10, 0.0015, 0) E0101: (0, 9.99, 0, 0.0014) |

| E1000: (4.314,0, 0, 0) E0100: (0, .39, 0, 0) E0010 E0001: (0, 0, 0, 0.0014) |

\

Nivel 5 EQ000: (0, 0, 0, 0)

Nivel 4

Fig. 56: Organizacién de los puntos estacionarios en el atractor global por niveles de Energfa
en el caso de maxima biodiversidad. El nivel superior muestra la minima energia (dada por la
funcién de Lyapunov), atrayendo a cada solucién estrictamente positiva. Las flechas muestran
la direccion hacia adelante de la dinamica. El segundo nivel es alcanzado si Fq111 no existe
y si algin E1101, F1110, F1011 0 Eo111 existe. El tercer y cuarto nivel sélo se alcanza si algtin
equilibrio de los niveles superiores no estédn presentes. El quinto nivel Fygoo = (0,0,0,0) es
asintoticamente globalmente estable sélo si ningiin punto estacionario de niveles superiores
existen.

Los puntos de equilibrio resaltados en color rojo son aquellos que tienen al menos

una componente negativa. Para esta red, existen diez puntos saturados.

Es interesante observar que las caracterizacién del atractor global como atractor
gradiente, con un solo punto globalmente estable en un extremo de la estructura, no
obliga a que el resto de puntos estacionarios inferiores (es decir, con alguna o algunas
componentes nulas adicionales) estén presentes. Es decir, existen muchas estructuras
atrayentes con el mismo tipo de punto estacionario saturado (por tanto, globalmente es-
table). Este hecho es importante pues, como desarrollamos en el Capitulo 2, el atractor
global puede entenderse como una nueva red de redes que determina el comportamiento

futuro de todo el ecosistema, como un todo, asi como de cada una de sus partes.

Usando diferentes parametrizaciones para el mismo modelo y red de interacciones,
se puede observar que es posible conducir a las especies a la supervivencia total o a su

extincién. Como ya se mencioné esto puede ser controlado con la elecciéon adecuada
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de las tasas de crecimiento intrinseco, sin querer decir con esto, en elegir tasas absur-
damente altas. La mayor area de eleccion de este pardametro que nos conduce a un
equilibrio factible y dinamicamente estable, dependera de la eleccion del conjunto de
parametros del sistema y no al contrario. Esto significa que la estructura del atractor
global depende enteramente del conjunto de parametros del sistema. Es més, gracias
al Teorema 1.3.14 sabemos la dependencia continua de la estructura del atractor en los
valores del vector a.. Ello nos lleva a un hecho importante, como es el poder observar
los cambios (incluidas bifurcaciones) en la misma en funcién de la variacién del valor

de los parametros.

Por 1ltimo, en muchos estudios, un punto de equilibrio factible es siempre asumido
sin estudiar rigurosamente el conjunto de condiciones que permiten su existencia. En
este sentido, hemos encontrado que la condiciéon para que tal equilibrio factible exista,
sorprendentemente, depende de una condicién muy sencilla: que sea combinacion lineal
positiva de las columnas de la matriz de adyacencia. Es mas, debido a la formulacién
equivalente del sistema (L — V') con un problema de complementariedad lineal, somos
capaces de escoger a voluntad el nimero de componentes positivas del punto de equili-
brio globalmente estable del sistema (1.4.21). Esto lo podemos observar en las 14 redes

mutualistas de prueba.
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Experimento 6. Dependencia del punto de equilibrio factible con las tasas de
crecimiento (El Problema de Complementariedad Lineal (LCP)).

Esta opcién, mas que ejecutar un experimento, nos permite explicar graficamente
las distintas relaciones que se pueden tener en el contexto de los conos complementarios,

formado por las columnas de la matriz de adyacencia y el vector de tasas de crecimiento.

Asi, para una red formada por dos plantas y un animal, la sexta opcion de la
pantalla experimentos, nos permite interactuar con los distintos conos que se forman,

competencia, anidamiento y campo medio, y el vector de las tasas de crecimiento a.

Si variamos los distintos valores de los parametros utilizando los deslizadores, los
distintos conos se modifican, permitiendo observar claramente las distintas relaciones

que se pueden obtener entre ellos.

Cuando las tasas de crecimiento, vector «, pertenece a los tres conos, los puntos de
equilibrio tienen todas sus componentes positivas, es decir las tres especies permanecen

en la red.

B Experimento 2 - m] X

RR@O0Ew -

- Grafico - Ci Alfa Dlgpleemsmm——lllp Animales.
Caras - Lineas
Competencia

(= il 2 ] ] Anidsmienio -ampo Medio Compet
0.2068¢

01136 01136 12510 B f s
Campo medio
Matriz Anidamiento

i 1 00233 1 03548 1 034t
1

T s e [ A EXRC N e
Grafico conos

2 22m0 I
3 o omEs v .
< > A Y

Animales|

0

5298
3

Gama 1

:

1932
[ 2

Matriz Campo Medio b
1 [ 2 [ 3
1 - D.2070 o
2| mn Py
3| omm omm G

Matriz Com > 7
| | RIS S
[2| <am

3

Fig. 57: Se visualizan los tres conos, campo medio (rojo), anidamiento (verde) y compe-
tencia (azul). Sila tasa de crecimiento estd contenida o pertenece a los tres conos, los puntos
de equilibrio son positivos.

Puesto que en la esquina inferior de la pantalla, en la tabla Subregién, se presentan
valores, podemos mover la tasa de crecimiento a a esta region y anidamiento superara

a campo medio.
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Fig. 58: Se puede observar como, si la tasa de crecimiento « esté contenida en la Region fac-
tible, anidamiento supera a campo medio, como se puede verificar en los puntos de equilibrio

de cada sistema (competencia, anidamiento y campo medio).

La subregioén factible se la puede visualizar mejor en la Figura 59.
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Fig. 59: Existencia de la subregién factible en la cudl, si la tasa de crecimiento « estd

contenida en ella, anidamiento supera a campo medio.
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Fig. 60: Si a no estd en ningtn cono del sistema, los puntos de equilibrio dependeran del
cono complementario al que pertenezcan.

El cambio de valores en el conjunto de los pardmetros modifican los conos com-
plementarios, formandose subregiones en las cuales si la tasa de crecimiento « esta
contenida en ellos, las opciones competencia supera a anidamiento o anidamiento su-
pera a campo medio se presentan. Ademds, si & abandona los conos del sistema, los

puntos de equilibrio dependerdan de a qué cono complementario pertenecen.



Capitulo

5

Conclusiones y problemas abiertos

En este Capitulo final expresamos, de manera esquematica, las principales conclu-

siones que hemos podido obtener de nuestras investigaciones. Quizas sean més intere-

santes los problemas abiertos a los que éstas han dado lugar, y que también pasamos

a enunciar brevemente.

5.1 Conclusiones

1)

Hemos probado la existencia y unicidad de soluciones del sistema de ecuaciones
diferenciales en redes mutualistas. Para ello mostramos condiciones suficientes
en los parametros que aseguran la existencia y unicidad de soluciones de nuestro
sistema. Ademads, estas condiciones son Optimas, en el sentido de que si no se

verifican la soluciones explotan en tiempo finito.

Las condiciones para que la matriz A de adyacencia, que marca las relaciones
de competencia y cooperacion entre especies, sea de clase S, (Lyapunov-estable)
son, sorprendentemente, las mismas que obtenemos para la existencia y unicidad

de soluciones.

El apartado anterior nos permite garantizar la existencia de un tnico punto es-
tacionario (factible o parcialmente factible) que es ademds globalmente asintoti-

camente estable en todo R?.

La Teoria LCP ha supuesto una de las perspectivas tedricas més importantes que

hemos adaptado en esta Memoria. Incluso su aplicacién sistematica a sistemas

175



176 Capitulo 5 — Conclusiones y problemas abiertos

de tipo Lotka-Volterra es novedosa en matematicas. El colocar el analisis de los

puntos estacionarios y su estabilidad en el marco LCP nos ha permitido:

e (Calcular de manera efectiva, para cualquier conjunto de parametros dado, el

unico punto estacionario en R’} que es globalmente asintéticamente estable.

e Generar una particion de R™ de conos convexos asociados al conjunto de

todos los puntos estacionarios en R’} .

e Observar, de manera muy precisa (como funcién afin), la dependencia de los

puntos estacionarios del parametro o € R™ del modelo.

5) Hemos probado que, en las hipétesis anteriores, todas las soluciones estén acota-
das en [0, 4+00). Ello nos permite probar la existencia de un atractor global para

nuestro modelo.

6) Gracias al punto anterior, el segundo gran marco teérico adoptado ha sido la
Teoria de Sistemas Dinamicos. En particular, hemos podido adaptar con éxito
resultados tedricos y relativamente novedosos de esta teoria en relacién a la es-
tructura interna de los atractores. La Teoria de Morse-Conley ha jugado un papel
fundamental, permitiendo concluir que nuestro sistema es gradiente, y que genera
un atractor global de tipo gradiente. Ello permite una descripcién jerarquizada
de la red mediante un paisaje de energia descrito por la funcién de Lyapunov

asociada.

7) De cara a la interpretacién del resultado en el apartado anterior desde el punto
de vista de las redes complejas, observamos que es precisamente la red compleja
dibujada por el atractor global la que determina el conjunto de estados posibles
futuros del sistema. Esta red compleja atrayente muestra ademas su estrecha

dependencia con el conjunto de parametros presentes en el modelo.

8) Hemos desarrollado la programacién (en MATLAB) necesaria que nos ha permi-
tido construir un Laboratorio de Redes Mutualistas. Ademas de sus multiples
funcionalidades, el Laboratorio estd preparado para poder seguir incluyendo op-
ciones de cara a posibles mejoras y nuevas experimentaciones. En particular,
hemos querido llevar a las simulaciones los marcos LCP y de Sistemas Dinamicos

que han conducido la parte més tedrica de la Memoria.

9) Los experimentos realizados, con redes virtuales con posibilidad de elegir anida-
miento y valor de parametros, o con 14 redes reales en Ecologia estudiadas en la

literatura previa, permiten introducir en la arquitectura de la red un acoplamiento
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10)

entre estructura (dada por la matriz de adyacencia) y valor de los pardmetros,
de manera que los resultados en relaciéon a la biodiversidad del sistema se opti-
mizan cuando la estructura produce un cambio automatico en los parametros de
mutualismo y competencia del sistema. Para ello, hemos procedido de manera
sistematica por un barrido en las formas posibles de anidamiento de las matrices.
Ello nos induce a concluir que el modelo debe incorporar, de manera natural, este

acoplamiento, para su estudio tanto tedrico como numeérico.
Ademas de lo anterior, hemos realizado los siguientes experimentos:

e Observamos que el aumento en el valor de los parametros de cooperacién

aumenta la biodiversidad del sistema.

e Gracias al marco LCP, que muestra la relevancia crucial de los valores de «,
estudiamos la influencia en el parametro « de la estructura de los sistemas,
asi como de la estructura de las redes complejas atrayentes dadas por el

atractor global.

e Analizamos el valor de cada una de las especies en los catorce ecosistemas
reales de nuestro estudio, para detectar la influencia en el indice de biodi-
versidad del sistema tanto de las especies generalistas como especialistas.
Nuestros resultados no son concluyentes, pero indican que el grado de co-
nectividad de las especies (relacionado con su aportacién al anidamiento de

las redes), por si mismo, no conduce a un aumento de la biodiversidad.

5.2 Problemas abiertos

(a)

Seria muy interesante mejorar las condiciones para que una matriz de anidamiento
sea Lyapunov estable, tratando de optimizar el valor de los parametros, tal y como

obtenemos en las matrices Tipo III para modelos de campo medio.

Entender mejor la dependencia de la estructura de los atractores en relacién a los
parametros de la matriz de adyacencia. Gracias a la aproximacién mediante LCP,
hemos entendido con profundidad la dependencia de las redes complejas atrayen-
tes con el pardmetro «. Sin embargo, a pesar de que la estructura del atractor
global depende igualmente de los valores de 3, 7, ¥ 7, aun no entendemos bien
cémo afectan en concreto a la misma. El problema de aumento de diversidad
desde LCP tiene estrecha relacion con la contencién de los conos asociados a dife-
rentes matrices, lo cual, de manera natural, nos conduce a importantes problemas

geométricos y de caracterizacién de matrices totalmente positivas ([1, 5]).



178

Capitulo 5 — Conclusiones y problemas abiertos
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Expandir el modelo de grafos bipartitos a grafos mas complejos, introduciendo,
por ejemplo, distintos médulos distribuidos en niveles diferentes ([104, 17]). In-

cluso la interaccién entre diversos ecosistemas con especies comunes podria ser

abordado.

El marco LCP nos permite poder adentrarnos en los fenémenos de bifurcacion
de atractores, que, en realidad, es bifurcacién de redes complejas. Ambos temas
no han sido estudiados en la literatura, y abren perspectivas muy interesantes,
practicamente inexploradas en el campo de las redes complejas. Los problemas
de bifurcacién en sistemas de EDOs o EDPs han sido estudiados en relacion
a los cambios en un solo pardametro del sistema, buscando los puntos criticos
donde acontecen cambios bruscos en la dindmica. Sin embargo, el acoplamiento
de parametros que, de manera natural, posee nuestro sistema, hace necesario
el desarrollo de una teoria de bifurcaciéon en relacién a cambios multiples de los
parametros que, inevitablemente, nos lleva a considerar el concepto de bifurcacién
de atractores (ver [70, 71, 72]).

Es muy natural, desde el punto de vista de la modelizacién, permitir que los
parametros posean una dinamica propia. Ello puede hacerse haciendo que cada
parametro sea una funcién de ¢, es decir, considerar a(t), 5;(t),v;(t). Introducir
dependencia temporal a los parametros nos lleva adoptar la novedosa perspectiva
de los Sistemas Dindmicos no-auténomos, la cual ha recibido mucha atencién en
la ultima década, en especial en relacion a la estructura de los atractores globales
(ahora dependientes del tiempo) (ver [66, 29, 23, 24]).

Introducir aleatoriedad es otro de los aspectos basicos que deben ser considerados,
por la imprecision y la presencia de ruidos a la hora de determinar las funciones y
parametros presentes en el modelo. Ello nos conduce a adoptar la perspectiva de
los Sistemas Dinamicos Aleatorios, que supone el marco abstracto para el analisis
de sistemas de ecuaciones estocasticas, y para el cual el estudio de atractores

aleatorios ha recibido mucha atencién en las tltimas dos décadas ([9, 10, 38, 39]).

Permitir la dindmica en el mismo grafo, es decir, desarrollar una Teoria de gra-
fos dindmicos (ver, por ejemplo, [98]) en redes mutualistas en Ecologia. Ello
posibilitaria la evoluciéon temporal de la matriz de adyacencia, incorporando o

reduciendo el niimero de especies presentes en cada momento.

El concepto de estabilidad estructural estd muy bien definido en mateméticas. Se

refiere a la robustez de la estructura geométrica del atractor cuando sometemos
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a perturbacién el modelo. Es un problema abierto en nuestro modelo describir
la estabilidad estructural de los sistemas desde la Teorfa Morse-Smale (ver [54,
85, 84]), que nos proporciona la estabilidad bajo perturbacion en la estructura de

conexiones del atractor global.

La aproximacion realizada en los trabajos de Bascompte desde la Teoria de redes
complejas permite que el estudio realizado en esta Memoria pueda tener aplica-
ciones a otras area cientificas, como Economia y Neurociencias. En efecto, por
un lado los LCP han sido ampliamente aplicados a problemas de optimizacion
en modelos econémicos (ver, por ejemplo, [34, 45]). Sin embargo, en ningin caso
este marco ha sido conjugado con la Teoria de Sistemas Dinamicos, como he-
mos propuesto a lo largo de toda esta Memoria. En relacién a la neurociencia,
el conjunto de redes complejas resultantes en la actividad cerebral es un tema
intensamente estudiado en la actualidad (ver, por ejemplo, [25, 41]). Nuestra
perspectiva del estudio de redes complejas atrayentes, sin embargo, estd atn por
explorar. En particular, en la actualidad estamos tratando de realizar un desa-
rrollo de algunos de los resultados en esta Memoria para el estudio matemético de
la conciencia, en el marco de la Teoria de Informacién Integrada ([113, 114, 82]).
En concreto, en relacion a la generacién de redes dindmicas atrayentes en las que
la dindmica aparece descrita por ecuaciones diferenciales tanto en los nodos como

en las aristas de las redes complejas asociadas.
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