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7 1 INTRODUCCION

1. Introduccidon

Desde que alla por el siglo V a.C. surgiera la escuela atomista de la mano del filésofo
griego Democrito, el ser humano ha barajado la hipétesis de que la materia estuviera
formada por atomos, constituyentes tltimos e indivisibles, dotando asi a la naturaleza de
un caracter discreto. Esta idea, acogida por grandes cientificos y desechada por tantos
otros, pasd de ser una construccion abstracta y desprovista de cualquier evidencia expe-
rimental a considerarse un componente fundamental en la descripcion de la naturaleza
desde un punto de vista cientifico a raiz de la publicacion de la obra Hydrodynamica de
David Bernoulli en 1738. Esta publicacion sento las bases de la teoria cinética de los gases
y, si bien la teoria no fue aceptada de inmediato, sus argumentos fueron calando en el
mundo cientifico y dieron paso a un desarrollo que alcanzé su punto dlgido en la segunda
mitad del siglo XIX y principios del siglo XX. Fue en esta época que J.C. Maxwell doto
a la teoria de su caracter estadistico y L. Boltzmann, generalizando las ideas de Maxwell,
obtuvo la primera descripcién de la entropia basada en argumentos probabilisticos. Por
ultimo, fue Albert Einstein quién, con su trabajo sobre el movimiento browniano, logré las
primeras predicciones cuantitativas precisas basandose en la teoria cinética. Culminaba
asi un largo periodo tras el cual no volveria a ponerse en duda la validez de la teoria
cinética.

El trabajo que se presenta a continuacion tiene como objetivo principal deducir, a
partir de argumentos propios de la teoria cinética, expresiones que describan el compor-
tamiento de un determinado tipo de sistemas de particulas. En general, estas deducciones
parten de una base muy elemental y, mediante hipotesis y aproximaciones, se alcanzan
resultados mas especificos y practicos. Ademas, se pretende entender como, partiendo de
una dindmica microscopica reversible, surge un comportamiento macroscopico irreversi-
ble. Tanto el orden como la forma en la que se presenta este trabajo responden al modo
en el que se ha desarrollado, esto es, mediante el planteamiento de una serie de problemas
cuya resolucion y posterior andlisis nos brindan el conocimiento y la intuicion necesarias
para abordar el problema siguiente.

A continuacién se describen en detalle las caracteristicas del sistema que se va a
estudiar.

1.1. Sistema coloidal en un bano térmico

En fisica un sistema coloidal es un sistema formado por dos o mas fases, normalmente
una fluida, denominada fase dispersora, y otra dispersa en forma de particulas general-
mente solidas. La fase dispersa es la que se encuentra en menor proporcién. Este tipo de
sistemas se encuentran en la naturaleza con regularidad: la leche, la niebla o el polvo en
suspension son ejemplos de sistemas coloidales. La particularidad que tienen las particulas
coloidales es el tamano de dichas particulas frente a las que forman la fase dispersora. En
general, las particulas coloidales no son visibles directamente, pero su gran tamano respec-
to a las particulas dispersoras les brinda su principal caracteristica: son lo suficientemente
pequenas para no ser consideradas macroscopicas, pero lo suficientemente grandes como
para que los efectos de la interaccién con una sola particula microscopica sean poco apre-
ciables. A las particulas de este tipo que se encuentran entre la descripcién macroscépica
y la microscépica se las denomina particulas mesoscopicas. Este tipo de sistemas aceptan
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definiciones propias de sistemas microscépicos como la entropia, lo que los convierte en
sistemas de gran interés desde un punto de vista fisico. Aunque generalmente se le llama
sistema coloidal al conjunto de la fase dispersora y la fase dispersa, de aqui en adelante
llamaremos sistema coloidal a la fase dispersa formada por particulas coloidales y bano
térmico o bano de particulas a la fase dispersora. Hablaremos de sistema total cuando
queramos referirnos al conjunto de sistema coloidal y bano térmico.

El sistema en particular que vamos a considerar durante todo el trabajo consiste en un
sistema monodimensional aislado formado por dos sistemas en interaccién: el sistema co-
loidal y el bano térmico. En general, consideraremos que el bano térmico es infinitamente
grande y que el sistema coloidal se encuentra en el limite diluido. Este caracter diluido del
sistema de coloides implica que podemos despreciar la interaccion entre particulas coloi-
dales, pudiendo entonces considerarlo como un gas ideal. Igualmente, podemos considerar
como valido que el bano de particulas actiia como un foco térmico en el sentido de que su
interaccién con el sistema coloidal no altera el estado fisico del bano cualquiera que sea
la cantidad de energia que intercambien. Dado que se trata de un sistema monodimen-
sional y que vamos a considerar a ambos tipos de particulas como puntuales, el caracter
mesoscopico del sistema coloidal se vera reflejado a través de la diferencia en las masas:
las particulas coloidales seran mucho méas pesadas que las particulas del bano.

Queda asi definida la clase de sistemas que vamos a estudiar. No obstante, a lo largo
del trabajo se profundizard en algunas de las propiedades mencionadas, aportando oca-
sionalmente relaciones matematicas, y se introduciran nuevas propiedades, restringiendo
asi nuestro estudio a los sistemas que las cumplan.

2. Dinamica determinista

Una primera toma de contacto con nuestro sistema pasa necesariamente por enten-
der cémo se comporta una tnica particula coloidal sumergida en un bano de particulas
de caracteristicas conocidas. La particula en cuestién tendrd inicialmente una posicién y
velocidad, pero serd la interaccién de ésta con el entorno la que determinard su futuro.

El tipo de interaccién que vamos a tratar se describe a menudo como una colision.
Como es habitual en este tipo de problemas en la mecanica newtoniana, no nos detendre-
mos en lo que ocurre durante la interaccion, o si ésta tiene un origen electromagnético o
de alguna otra clase, sino que estudiaremos la relacion entre el estado de las particulas
interactuantes antes y después de la colision. Para ello, es necesario considerar que dicha
colision ocurre de manera localizada y durante un intervalo de tiempo lo suficientemente
corto como para poder considerar inicamente colisiones que involucren a dos particulas.
Asi, dos particulas interactuaran si se encuentran en una misma coordenada x del espa-
cio en un mismo instante de tiempo t. Ademads, consideraremos que la interaccién es de
caracter perfectamente elastico, es decir, las particulas pueden transferir energia unas a
otras durante una colisién, pero la energia total permanecerd invariante.

Las bases de este tipo de colisiones son bien conocidas, mas conviene repasar bre-
vemente las expresiones que las describen y resaltar algunos resultados que nos seran
especialmente utiles mas adelante. Esto nos ayudard a formar una imagen mental de lo
que esta sucediendo en el sistema a escala individual, lo que sera 1til para entender el
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comportamiento general de las particulas en conjunto.

2.1. Colision entre dos cuerpos

Sea una particula de masa M a la que denominaremos coloide y otra particula de masa
m perteneciente al bano térmico, nos interesa conocer el estado final de ambas particulas
tras colisionar dado un estado inicial conocido. Las caracteristicas de la colision son las ya
descritas, y distinguiremos las propiedades del coloide y de la particula del bano empleando
las maytsculas y mintusculas, respectivamente, en la notacion. Comenzamos planteando
las ecuaciones de conservacion de la energia y la cantidad de movimiento:

Ey+E,=Ey,+E, (Conservacién de la energfa)

P+p=P +yp (Conservacién de la cantidad de movimiento)

Este sistema de ecuaciones tiene dos soluciones posibles. La primera, la solucién trivial
(P = P',Ey = F),), representa el caso en el que los dos cuerpos no interaccionan, por lo
que carece de interés. La segunda solucién corresponde al caso que nos interesa y cuyas
expresiones son bien conocidas:

1—m m
V' = Hfgv+1+va, (2.1a)
M M
I %_1 2
Vo= mv+1+mV. (2.1b)
M M

Es importante resaltar que estas ecuaciones presentan una relacién biunivoca y com-
pletamente intercambiable entre las velocidades precolisionales {v, V'} y postcolisionales
{v/,V'}. Estas velocidades estdn completamente determinadas por estas dos ecuaciones
y conocer cualesquiera dos de ellas (por ejemplo, V' y V') implica conocer totalmente las
dos restantes (v y v’). Ademas, la simetria temporal de la mecénica de Newton implica
que la colision es reversible, por lo que las mismas dos particulas con unas velocidades
precolisionales {v/, V'} tendran, tras colisionar, unas velocidades postcolisionales {v,V'}
cuya relacion con las precolisionales vendra dada por las mismas dos ecuaciones que el
caso inverso.

Otra propiedad fundamental de la colisién entre dos cuerpos es que la velocidad re-
lativa entre ambos cuerpos se mantiene constante en valor absoluto, lo cual puede verse
facilmente usando las relaciones anteriores:

11— 2m n_1 2
V’—v':( ]\W/ZIV va)—<M —U + mV):
L+ 3 I+ 3 I+ 3 L+ 3
A

+
I-m-2QV+(QE-5H+1)v

1+ B (2.2)
_ 045 +(J/+/%’Tvzv_vz>
/1 M

= |V ==V =0l
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Por tltimo, calculamos el jacobiano de la transformacién entre las velocidades preco-
lisionales {v, V'} y postcolisionales {v', V'}:

ov’' oV’
9., 1_% 2% m )2 m m\2
IV,) = v v | |H o _a m) 457 1+2) _1L @23
» U 2 a7 L m\2 m\2
' o FEm (1+ %) 1+ 37)
oV Ov

Por lo que se tiene que dVdv = dV'dv’.

Aunque estas relaciones nos seran muy ttiles en adelante, algunas de las propiedades
mas interesantes de las colisiones aparecen al estudiar el problema en ciertos casos parti-
culares como puede ser la colisién entre particulas idénticas o el caso en el que una de las
particulas se encuentra en reposo. En nuestro sistema, resulta de especial interés estudiar
estas ecuaciones en el caso en el que una de las particulas (coloide) es mucho més pesada
que la otra (particula del bano). Matematicamente definimos este caso limite como aquél
en el que §; < 1, y nos referiremos a él como limite del coloide masivo. A continuacién
estudiamos esta situacion de manera detallada.

2.2. Caso limite % <1

Nos situamos ahora en el caso en el que una particula masiva de masa M colisiona con
otra de masa mucho menor m. Esto nos permite aproximar la ecuaciones (2.1a) y (2.1b)
de forma que, en primera aproximacion, queden expresadas en términos lineales en 77,
despreciando todos los términos cuadraticos o de orden superior. De este modo, dichas
ecuaciones toman la siguiente forma:

2
V= (1—2—m)v+2—mv+o<m—), (2.42)

Vo= (%—1)1}4—(2—%)\/—1—0(%). (2.4b)

Evidentemente, todo lo mencionado acerca de la simetria entre velocidades precolisiona-
les y postcolisionales, asi como la conservacion de la velocidad relativa en valor absoluto,
pueden aplicarse también dentro de esta aproximacion.

También puede ser ilustrativo conocer cudanto ha cambiado la velocidad de la particula
de masa M al sufrir la colision:

AP

m

AV=V-V=2—(v-V 2.5

L w-v)== (25)

donde se ha definido la variacién de la cantidad de movimiento AP = MAV. Como
vemos, no aparecen términos de orden cero en 7; por lo que, para los casos de nuestro

interés, esta variacion serd muy pequena con respecto a la velocidad inicial. Del mismo
modo podemos calcular la variacién en la energia

1 1
ABy = g MV? = SMV? =2mV (v - V) = VAP, (2:6)

Igualmente, si comparamos esta variacion con la energia inicial de la particula masiva nos

aparecen unicamente términos de primer orden en §, por lo que la energfa del coloide
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apenas se veria afectada.

Todos estos resultados se corresponden satisfactoriamente con lo que nos dictaria el
sentido comtn. En efecto, si tratamos de recrear mentalmente la situacién, es de esperar
que un cuerpo muy pesado en movimiento apenas se vea afectado por la colisién con
un cuerpo mucho mas ligero. Podemos imaginar el peligro que supondria encender un
ventilador en un dia de verano y enfrentarnos al chorro de particulas del aire que éste
propulsa si esto no fuera correcto.

2.3. Colisiones sucesivas

Estudiemos ahora el caso en el que nuestra particula, dentro del limite del coloide
masivo, sufre N colisiones sucesivas en un intervalo de tiempo At. De nuevo, nuestro
interés estda en conocer como varia tanto la velocidad (o, equivalentemente, la cantidad
de movimiento) como la energfa del coloide. Con el objetivo de evidenciar los efectos de
nuestra aproximacion, simplificaremos la situaciéon suponiendo inicialmente que el coloide
se desplaza con una velocidad V;, > 0 y que todas las particulas del bano colisionan con
el coloide a la misma velocidad v < 0. La generalizaciéon para una distribucién arbitraria
de velocidades vy, ... , vy es trivial y se mostrara posteriormente. Nuestro sistema re-
presenta, pues, a una particula masiva que se enfrenta a un chorro de particulas ligeras.
Aunque esto pueda parecer, a priori, un concepto alejado del sistema real que queremos
estudiar, mas adelante veremos que es un buen punto previo a un enfoque mas estadistico
del problema.

De este modo, siendo V; la velocidad del coloide tras la colisién i-ésima, relacionada
con V;_; mediante (2.4a), y AV, la variacién de la velocidad en dicha colisién, tenemos
que para un nimero N de colisiones

( 2m m?
AWZ%—%IV(U—%)-FO(W),
2m 2m m?
AV = Vi = Vi = o -1 = Jr 0= Vi 4o (§3).
M M VE .
2m om m?
\AVN:VN—VNFﬁ(“—VN1>:“'=ﬁ(“‘%”0(m>’
N 2m AP
AV = AV, = N—(_v—-Vy) = NAV], = —. 2.7
= ; M(U 0) 1= (2.7)

Si observamos el valor de cada AV; vemos que, si despreciamos ordenes cuadraticos y
superiores en 77, todos son idénticos y dependen unicamente de la velocidad inicial Vj.
Es decir, la aproximacién del coloide masivo implica que la velocidad perdida en una
colision no depende del nimero de colisiones anteriores ni de la velocidad perdida en las
mismas. Es, pues, tan pequena la variacién de la velocidad en una tnica colision que pue-
den despreciarse sus efectos a la hora de estudiar las colisiones siguientes. Evidentemente
esto no puede prolongarse indefinidamente, por lo que para un cierto intervalo de tiempo

At suficientemente largo o, equivalentemente, para un cierto valor de N suficientemente
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grande, serd necesario modificar el tratamiento.

De manera equivalente se obtiene la variacion de la energia
AEy = N2mVy(v — V) = VYAP. (2.8)

En general, si signo(Vy) # signo(v), tendremos que AFE); < 0, por lo que la particula
coloidal ird perdiendo energia sucesivamente de manera que podemos interpretar las suce-
sivas colisiones como una friccién que va frenando al coloide progresivamente. Podemos,
por lo tanto, intentar modelar el chorro de particulas como una fuerza de friccién que,
expresandola como proporcional a la velocidad, nos dara una expresion formal para el
coeficiente de friccién, b, es decir:

F = —bV

N 2m(v — V;
AP N b (29
TAr L AT o

donde Aﬂt es el flujo de particulas. Puesto que v— 1V} < 0 para este primer caso tan sencillo,
el coeficiente de friccion es efectivamente positivo y representa la pérdida de energia de la
particula coloidal.

Del mismo modo que antes, para el caso general en el que las particulas que colisionan

tienen una distribucion arbitraria de velocidades vy, ... , vy, tenemos:
N N N
2m 2m v; AP
AV = AV, = —(v; — Vo) = N— = V| = =, 2.10
S-S S5 -w[ -5 en
N o
AE, = N2mV, Zl ~ Vo (2.11)
lo cual conduce a la siguiente expresion formal del coeficiente de friccion:
F=-b N
N 2m v;
AP N Ny b=—"0 1Y 2L -1 (2.12)
F="_=_"9 - At Vg |~ N
At - A ; ARG ¢ L=

En este caso, a diferencia del caso anterior, no parece haber razén para que el coeficiente de
friccion sea positivo o negativo desde un punto de vista puramente mecénico determinista.

Concluimos de este modo este primer acercamiento desde la mecanica newtoniana
determinista al efecto de un bano de particulas sobre un coloide masivo, lo cual nos ha
proporcionado una idea preliminar de cémo surge el fenoémeno de friccién. En la siguiente
seccion realizaremos un analisis mas detallado y realista del movimiento de una particula
coloidal sumergida en un bano térmico descrito por la distribuciéon de velocidades de
Maxwell. Veremos entonces como se extienden las ideas aqui presentadas, entendiendo a
su vez de una manera mas acertada el limite de validez de las aproximaciones introducidas.
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3. Analisis estadistico

En el apartado anterior hemos presentado una pequena introduccion a lo que le ocu-
rre a una particula coloidal masiva tras una serie de colisiones sucesivas. No obstante, las
caracteristicas de las particulas que colisionaban con el coloide distaban mucho de las que
corresponden a las particulas de un bano térmico en tanto que sus velocidades no seguian
una distribucién de velocidades estadistica. Ademas, aunque se da a entender que existe
una relacién entre el intervalo de tiempo At y el nimero de particulas N que colisionan
durante dicho intervalo, no se presenta de manera explicita dicha relacion. A continua-
cién afrontamos este problema de manera mas realista, describiendo nuestro bano térmico
con la distribucion de velocidades de Maxwell y observando el efecto que tiene sobre una
particula coloidal.

En primer lugar estudiaremos tanto el ntimero de particulas que colisionan con el
coloide como la cantidad de movimiento promedio que le transmite el bano pasado un
tiempo At si dicho coloide estd inicialmente en reposo. Posteriormente generalizaremos el
resultado para el caso en el que la particula coloidal se encuentra en movimiento.

3.1. Particula en reposo

Sea, pues, una particula coloidal en reposo sumergida en un bano térmico. Veamos en
primer lugar el nimero de particulas que colisionan con el coloide pasado un tiempo At.
Al tratarse de un sistema monodimensional, calculamos separadamente las particulas que
chocan por ambos lados. De este modo, tenemos que

N (v)dv = |v|Atg(v)dv Vv >0, (3.1)
Ny (v)dv = [v|Ate(v)dv Vv <0 (3.2)

donde Ny (v)dv y Ny (v)dv representan el ntimero medio de particulas con velocidad entre
vy v+ dv que chocan por la izquierda (v > 0) y por la derecha (v < 0), respectivamente;
|u|At es el intervalo longitudinal dentro del cual se encuentran las particulas que, pasado
el tiempo At, habran colisionado con el coloide; y ¢(v) es la distribucién de velocidades
de Maxwell que, para un sistema monodimensional, viene dada por

1/2 mo2
27:’;T> e 2T du (3.3)

y se define como el niimero medio de particulas con velocidad v por unidad de longitud,
siendo k la constante de Boltzmann y n y T la densidad lineal de particulas y la tempe-
ratura del bano térmico, respectivamente. Asi, para obtener el nimero total de particulas
que colisionan debemos integrar las funciones Ngt(v) para los correspondientes rangos de
velocidades:

o(v)dv =n (

+o0 +o0 At [ 2kT\"?
N = N - A el s 4
P [N = [iatewa =5 (1) (3.4
0 0 +o0 A AT 1/2
Nr = / Ne- (0)do — / 0| Ate(v)dv = / |U|At¢(v)dv:n7t (%) (3.5)
— 00 —00 0

donde hemos usado la paridad de |v| y ¢(v) para invertir los limites de integracién y
cambiarlos de signo. Como era de esperar, el nimero de particulas que colisionan con
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el coloide es el mismo por ambos lados. La razon es evidente: para una distribucion
homogénea e isétropa como es la distribucién de velocidades de Maxwell, si nuestro coloide
estd en reposo no existe ninguna razon para que sufra mas colisiones por un lado que por
el otro. El nimero total de colisiones serd, pues:

2kT\ '/ 2
No = Nj” + Nj = nAt <—) = nAtvg/ — (3.6)
mm T
donde vy, = %T es la velocidad cuadratica media para un gas de Maxwell-Boltzmann

de una dimensién, también conocida como velocidad térmica.

Veamos ahora la cantidad de movimiento media transmitida tras un tiempo At. Al
igual que antes, estudiaremos por separado la cantidad de movimiento transmitida por la
izquierda y por la derecha. De este modo:

APy (v)dv = APN{ (v)dv = 2mu|v|Até(v)dv Vo > 0, (3.7)

APy (v)dv = APNy (v)dv = 2mu|v|Atp(v)dv Yo <0 (3.8)

donde AP viene dado por la ecuacién (2.5). La validez de estas expresiones estd sujeta
a los resultados obtenidos en la seccién anterior: podemos suponer que la variacién de la
cantidad de movimiento tras una de las colisiones no depende de las colisiones que ya ha
sufrido el coloide, pudiendo suponer que éste mantiene una velocidad V' ~ 0, siempre que
el tiempo At sea lo suficientemente corto. Integrando para todo v:

“+o00

+oo
AR = APy (v)dv :/ 2mu?Atp(v)dv, (3.9)
0

0
0 0

N / AP (v)dv = — / omu? At (v)dv —
e o (3.10)

= —/ 2mu*Atg(v)dv = —APR; .
0

Como era de esperar, la cantidad de movimiento transmitida es la misma pero de sentido
opuesto para cada lado. Como consecuencia, la cantidad de movimiento total transmitida
a nuestro coloide es:

APy = AP + APy =0. (3.11)

La interpretacion de este resultado es clara: si nuestra particula se encuentra en reposo,
el bano interactuard con él de igual forma por ambos lados, de manera que, en promedio,
se compensara la cantidad de movimiento recibida en un sentido con la recibida en el
otro, tendiendo nuestra particula a permanecer en reposo. Esto no significa que nuestra
particula estard quieta en todo momento, sino que las fluctuaciones que sufra en la ve-
locidad ocurrirdan con igual probabilidad en un sentido y en otro, manteniéndose nulo el
valor medio de la velocidad, aunque no de su médulo.

3.2. Particula en movimiento

Afrontamos ahora el caso mas general en el que el coloide se encuentra en movimiento.
De nuevo queremos calcular el nimero de particulas que chocan con nuestra particula,
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diferenciando de la misma manera entre las que colisionan por la derecha y por la izquier-
da. Por simplicidad, supondremos que nuestra particula se desplaza hacia la derecha, es
decir, V' > 0. La extensién de los resultados al caso V' < 0 es trivial.

En este caso, no obstante, la definicién de Ny (v) y Ny, (v) resulta algo menos intuitiva
debido al movimiento del coloide. Esto se soluciona definiéndolos preliminarmente en el
sistema de referencia fijo al coloide. De este modo, la forma de Ny (v*) y Ny, (v*), donde
v* = v — V es ahora la velocidad de las particulas del bano respecto del coloide, sera

equivalente a la del caso anterior:
Ny (v*)dv* = [v*|Atg(v* + V)dv* Yo* >0, (3.12)

Ny, (v*)dv* = [v*|Ate(v* + V)dv* Vo < 0. (3.13)

Como puede observarse en el argumento de la funcién de distribucién ¢(v* + V'), si nos
situamos en el sistema de referencia fijo al coloide la distribucién de velocidades deja de
ser isotropa, existiendo ahora una tendencia a desplazarse preferentemente en el sentido
opuesto a V' (la distribucién de velocidades estéd ahora centrada en —V', siendo éste su
valor medio). Volviendo al sistema laboratorio:

Nif (v)dv = |v — V] Atg(v)dv Yo >V, (3.14)

Ny (v)dv = |v — V|Atp(v)dv Yo < V. (3.15)

Integrando ahora para todo v obtenemos el niimero total de particulas que colisionan por
cada lado:

+oo

Ny = N (v)dv :/
v

+oo +oo

lv = V|Atp(v)dv = /V (v —V)Atp(v)do, (3.16)

14
1% 1% 0
N = /_ N (0)do = /_ v — V| At(v)dy = / v — V| At(v)dv +

v 0 v
—i—/o v — V|Atg(v)dv = / (Jv| + V)Ato(v)dv + /0 (V —v)Atg(v)dv = (3.17)

+oo ;/OO +oo
= / (v+ V)Atp(v)dv + / (V —v)Atp(v)dv = NyF + 2/ VAtp(v)do.
0 0 0

De este modo, es evidente que si V' > 0, N;, > N\, y viceversa, y ademas se tiene que
Nyt < Nj y Ny, > N . Es decir, como era de esperar debido a la anisotropia “observada”
por el coloide, éste recibe un mayor ntumero de colisiones por el lado hacia el que se
desplaza y un ntmero menor por el lado del que se aleja respecto a lo observado por
el coloide en reposo. Desde el sistema laboratorio se observa que la particula, mientras
avanza, “arrastra” a las particulas que encuentra en su camino. Por otro lado, desde el
sistema fijo al coloide se observa que, a pesar de recibir particulas por ambos lados, existe
un flujo neto en el sentido opuesto al de desplazamiento del coloide observado en el sistema
laboratorio, algo similar al chorro de particulas que ya introdujimos en la secciéon anterior.



16 3 ANALISIS ESTADISTICO

Obtenemos ahora el nimero total de particulas que colisionan:

+00 +o0
Ny = Nif + Ny, = / (v —V)Atp(v)dv + / (v+ V)Atp(v)dv +
1% 0

|4 +00 \4
+ /0 (V —v)Atgp(v)dv = 2/0 vAtp(v)dv —1—2/0 (V —v)Atgp(v)dv =

-~

No

(3.18)

v
= Np + 2/ (V —v)Atp(v)dv > Ny
0

donde la igualdad sélo se cumple en el caso en el que V' — 0. Cabe resaltar que esta can-
tidad es mayor que la obtenida para V = 0. Podria pensarse que, dado que aumentan el
nimero de colisiones por un lado y disminuyen por el otro, la cantidad total de particulas
que colisionan puede mantenerse constante. No obstante, esta imagen es facil de desechar
si pensamos en el limite en el que V' — oo: en este limite, el nimero de particulas que
chocan por el lado del que se aleja nuestro coloide es cero. Sin embargo, para un sistema
homogéneo y suficientemente grande, el nimero de particulas que el coloide “arrastra”
por el lado hacia el que avanza no deja de crecer conforme aumentamos su velocidad.

Veamos ahora la variacién de la cantidad de movimiento que sufre el coloide tras estas
colisiones. De la misma manera, definimos dicha variacion distinguiendo entre ambos lados
en el sistema fijo al coloide:

AP} (v*)dv* = APN (v*)dv* = 2mo* [v*| At (v + V)dv* Yo > 0, (3.19)
AP, (v")dv* = APNy, (v*)dv" = 2mv*|v*|Atg(v* + V)dv* Yo* < 0. (3.20)
Y, volviendo al sistema laboratorio:
AP (v)dv = 2m(v — V)?Até(v)dv Yo >V, (3.21)
APy (v)dv = —2m(v — V)?Até(v)dv Yo < V. (3.22)

De este modo, integrando para todo valor de v:

ars = [ APHw)do = 2mAt / " 0= V)2(w)do, (3.23)
AP, = /V APy (v)dv = —2mAt /V (v —V)?p(v)dv =
= —2mAt [/_ (Jv| + V)?¢(v)dv —i—/o (v— V)%(v)dv] = (3.24)

_ omAt [ /0 " 0+ V)2o(o)do + /0 Yo V)%(v)dv} |

Como era de esperar tras los resultados obtenidos en las ecuaciones (3.16) y (3.17), basta
mirar el primer sumando de AP, para comprobar que |AP;;| > |APf|, es decir, la
particula pierde mas velocidad por el lado hacia el que se desplaza que lo que gana por el
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lado contrario. En concreto, la variacion total de la cantidad de movimiento es:

+oo +oo
APy = APY + APy = 2mAt [ / (v — V)2(v)dv — / (v+ V)2o(v)dv —
Vv 0

- /Ov(v — V)Q(b(v)dv} = —4mAt UOV(U —V)?p(v)dv +

+oo At 14
+ 2 / vV¢>(v)dv] __SnmZ Vg, — 4mAt / (v —V)?¢(v)dv = (3.25)
. 0 g 27T 0 s/
NoV [A]

At

__8nmAtvt2h V n 1 (V)3
N V2m v, 3! \ o,

donde se ha usado la expresion de Ny dada en la ecuacion (3.6) y el valor de la integral
fov(v — V)2¢(v)dv se ha calculado en el apéndice [A.1] haciendo un desarrollo en lo que
denominamos como limite subsoénico, esto es, para valores de V' mucho menores que la
velocidad térmica, vy, del bano. La aplicabilidad de esta aproximacién esta intimamente
relacionada con el limite del coloide masivo. Efectivamente, si suponemos que la tem-
peratura del sistema coloidal es similar a la temperatura del bano térmico, la velocidad

térmica del sistema coloidal sera V;, = \/%, por lo que el cociente v‘% = \/% < lenel
limite del coloide masivo. Dado que la velocidad térmica es una medida de la velocidad
de las particulas de un sistema, trabajar en el limite subsénico no es, en absoluto, una
idea descabellada para un sistema de estas caracteristicas. En cualquier caso, basta con
restringir el tipo de sistemas que estudiamos a aquellos que cumplan esta condicion lo
que, en la practica, abarca la gran mayoria de sistemas de interés.

De este modo, hemos obtenido que la particula coloidal, a medida que avanza, va
reduciendo su cantidad de movimiento como resultado de las colisiones con el bano. Este
resultado es coherente con el andlisis que hicimos en la seccién 2.3, donde obtuvimos
que un chorro de particulas puede modelarse como una fuerza de friccion. Veamos qué
coeficiente de friccion obtenemos a partir de la variacion de la cantidad de movimiento
(3.25). Quedandonos sélo con el orden mas bajo en % tenemos que:

F=-tv nmu
AP 8nmuy, = th

b= )
F=—= \% v
AL o 21

Como vemos, el coeficiente de friccién sélo depende de parametros del bano de particulas.

(3.26)

Terminamos asi este primer andlisis del problema a tratar con una imagen mental
de lo que esta sucediendo a escala individual. Es importante comprender bien el com-
portamiento del sistema a esta escala y, sobre todo, las consecuencias y limites de las
aproximaciones introducidas. Una vez comprendido, nos encontramos en disposiciéon de
afrontar el problema a escala del sistema en conjunto de la manera més adecuada.

4. La ecuacién integrodiferencial de Boltzmann-Lorentz

Hasta ahora hemos estudiado el comportamiento de particulas coloidales sumergidas
en un bano térmico de manera individual. Sin embargo, para un sistema termodinamico
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formado por un elevado nimero de particulas no es posible tratar de describirlo siguiendo
individualmente la evolucién de cada particula que lo compone. Se hace, pues, necesario
introducir una funcién que describa el sistema coloidal en conjunto de manera estadistica,
de manera andloga a la funcién de distribucién del bano térmico. Dicha funcién estara
definida en todo el espacio féasico y, en general, su valor en cada punto dependera del
tiempo. Esto significa que estamos describiendo un sistema fuera del equilibrio, por lo que
habra que deducir las ecuaciones que determinan la forma de la funcién de distribucion
basandonos en los factores que pueden hacerla evolucionar. En lo que sigue describiremos
cuales son estos factores y qué relacion tienen con la evolucién de la funcién de distribu-
cién.

En primer lugar definimos la funcién de distribucion de nuestro sistema de particulas
coloidales:

f(X,V,t)dXdV = n° medio de particulas coloidales en el volumen fasico dXdV

centrado en el punto (X,V) del espacio fasico en el instante t.

Nos interesa conocer como cambia esta magnitud con el tiempo. Existen dos razones
por las que puede cambiar el niimero de particulas coloidales en un diferencial de volumen
fasico: el flujo debido al propio movimiento de las particulas coloidales, que hace variar
la posicion de las mismas; y las colisiones entre los coloides y las particulas del bano, que
modifican la velocidad de los coloides pero no su posicién. De este modo, se puede escribir:

8f(X, V, t) AXdV = 8f(X, ‘/vt) dXdV + M daxdvV. (41)
8t 6t flugjo at colisiones

A continuacién analizamos detalladamente ambos términos y obtenemos una expresion
para cada uno de ellos.

4.1. Término de flujo

La evolucién del nimero de particulas en un diferencial de volumen fasico debido al
flujo de estas particulas es un tema ampliamente discutido en la literatura introductoria a
cualquier curso de Fisica. No nos detendremos, por tanto, en los detalles de las expresio-
nes que suceden, pudiéndose encontrar més informacién al respecto en [1] y [2], entre otros.

En general, el término de flujo en el espacio fasico incluye cualquier variacion de la
posicién y la velocidad que no se deba a las colisiones. Sin embargo, en nuestro sistema
no existen razones, como podrian ser fuerzas externas, para observar una variacion de la
velocidad de una particula sin deberse a una colision. De este modo, las ecuaciones de
movimiento de nuestro sistema debidas al flujo son:

dX .
T = Xflujo = V7
dt .
flujo 4.9
(4.2)
dv :
E = Vflujo =0.
flujo

Esto implica una ecuacién de continuidad de la forma

(PCEDY o [0
flujo

0 Of (X, V1)
ot 0X

oX
(4.3)

o [PV V] = -V
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4.2. Término de colisiones

Las colisiones que vamos a considerar, tal y como se han descrito con anterioridad,
ocurren de manera instantanea y local, es decir, la transferencia de energia entre las
particulas que colisionan ocurre en un tiempo que podemos considerar nulo y la colision
modifica las velocidades de las particulas pero no sus posiciones. Supondremos que el
sistema coloidal se encuentra lo suficientemente diluido en el bano térmico como para no
considerar colisiones entre coloides. De este modo, para estudiar la variacion del niimero
de particulas coloidales en un diferencial de volumen fasico debemos distinguir entre dos
grupos:

Of(X,V, 1)\
(%) dXdV = n° medio de particulas coloidales con posicion en el ran-

colisiones

go (X, X + dX) y velocidad en el rango (V',V' + dV’) tal
que V' # V y que, tras sufrir una colisién con una parti-

cula del bano con velocidad v’ en el instante ¢, terminan

con velocidad en el rango (V,V + dV)

X -]
(W) dXdV = n° medio de particulas coloidales con posicion en el ran-

colisiones

go (X, X + dX) y velocidad en el rango (V,V + dV) que
tras sufrir una colisién con una particula del bano con

cualquier velocidad v # 0 en el instante ¢, terminan con
velocidad en el rango (V'.V' + dV’) tal que V' # V.

donde las relaciones entre las velocidades precolisionales y las postcolisionales vienen
dadas en las ecuaciones (2.1a) y (2.1b). La forma que tiene cada uno de estos términos se
puede deducir con razonamientos analogos a los de la seccion 3. El primero de ellos puede
expresarse como:

[+] oo
(W) dXdV:[ AV e | dxav (44)

colisiones —00

donde f(X, V' t)dXdV' es el nimero de particulas en el volumen fasico dXdV’ centrado
en (X, V') y |V —v'|p(v")dv" representa la probabilidad por unidad de tiempo de que una
particula coloidal dada en el punto (X,V’) del espacio fésico colisione con una particula
del bano de velocidad en el rango (v, v' 4+ dv) de tal forma que su velocidad postcolisional
sea V. Por otro lado, el segundo término puede escribirse como:

Of (X, Vit)
(%5

(-] +oo
> dXdV = {f(X,V,t)/ |V —v|p(v)dv| dXdV (4.5)
colisiones —0o0
donde, equivalentemente, f(X,V,t)dXdV es el nimero de particulas en el volumen fésico
dXdV centrado en (X, V) y |V —wv|¢(v)dv representa la probabilidad por unidad de tiem-
po de que una particula coloidal dada en el punto (X,V') del espacio fésico colisione con
una particula del banio de velocidad en el rango (v, v 4 dv) de tal forma que su velocidad
postcolisional sea V.
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Por la propia definicién de (4.4) y (4.5), la variacién de la cantidad f debido a las
colisiones puede obtenerse como la resta de ambas expresiones. De este modo, recordando
la invariancia del valor absoluto de la velocidad relativa obtenida en (2.2) y el valor
del jacobiano calculado en (2.3), se pueden expresar ambas integrales sobre las mismas
variables dv y dV, resultando

(PG50) = [T B ve) - Vel (o)

Por lo tanto, la ecuacién (4.1) que nos da la variacién de f(X,V,t) con el tiempo
queda ahora:

If(X,V,t) vaf(X,V,t) +/+°°

ot X IV — | [f(X, V', )o(v)) — f(X,V,t)$(v)]dv. (4.7)

[e.9]

A esta ecuacion se la conoce como la ecuacion integrodiferencial de Boltzmann-Lorentz
para un sistema de particulas monodimensional descrito por una funcién de distribucion
f(X,V,t) inmerso en un bano descrito por la distribucién de Maxwell-Boltzmann ¢(v) en
ausencia de fuerzas externas. Esta ecuacién contiene toda la informacién sobre la funcion
de distribucién f(X,V,t) y su evolucién, pero su cardcter integrodiferencial dificulta e
incluso imposibilita la obtenciéon de soluciones analiticas para la mayoria de los casos.
Mas adelante afrontaremos este problema, pero antes merece la pena tratar una de las
grandes predicciones de este modelo, conocido como el teorema H, y profundizar en la
hipétesis que nos lleva a dicho resultado.

5. Teorema H

El teorema H, enunciado por Boltzmann, afirma que para un sistema cuya evolucién
venga descrita por la ecuacién (4.7), existe una funcién H(t) dada tal que:

dH (t)
— <0 5.1
. — (5.1)
La funcién propuesta para un sistema coloidal sumergido en un bafno térmico es:
A%
Ho = ([ [rviom v+ 2 recv | axar 62
donde podemos escribir %A:TVQ como:

A% M
2 i In (nM\/ W) —Ingy (V) (5.3)

siendo ¢y (V) la distribucién de Maxwell-Boltzmann para un sistema de particulas de
masa M, densidad lineal de particulas n,; y temperatura 7', es decir:

om (V) = nu e~ =T, (5.4)
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Veamos, pues, si se verifica la expresién (5.1). La variacién de H () respecto del tiempo
viene dada por

//{ fXVY) ) f(X,V,t)—I——af();’tv’t)}dXdV+

/

[A.2]

//[ 80, (30 2

[A.3]

(5.5)
dXdV .

J/

La expresién de ambas integrales se obtiene en el apéndice [A.2] y [A.3] sustituyendo la
expresion de % dada en (4.7) y operando. Se obtiene, pues, para la primera integral

fV)
fV)

donde, por simplificar la notacién, se ha obviado denotar explicitamente la dependencia
con X y t de la funcién de distribucién f. Del mismo modo, para la segunda integral

¢(v')
¢(v)

a2 =5 [[[Iv=lrview - e m i axavas o)

(A.3] — / / WV ol[f(V)o(0) — FV)e()] I Daxavde.  (5.7)

Por lo tanto, la ecuacién (5.5) queda ahora:

/ / V= o|[f(V)p(v) — F(V)(0)] In JVO) 4 x avaw, (5.8)

fF(V)o(v)
Si analizamos detenidamente el argumento de la integral veremos que:
[FV)o) — F(V)e0)] 1 L0 < (5.9

fV)e(v) =

Ya que al ser f y ¢, por definicién, funciones semidefinidas positivas en todo el espa-
cio fasico, cuando uno de los factores es positivo, el otro es necesariamente negativo, y
viceversa. De este modo, es evidente que se verifica:

dH—(t) <0 (5.10)

dt

Es decir, para cualquier sistema cuya evolucién esté descrita por (4.7) existe una cantidad
H (t), relacionada con la funcién f que describe nuestro sistema, que disminuye monétona-
mente. A partir de esto, Boltzmann sugirié que esta cantidad podria estar relacionada con
la entropia del sistema ya que, segin el Sequndo Principio de la Termodindmica, ésta debe
aumentar monétonamente hasta alcanzar su valor maximo en el equilibrio termodinamico.
Por tanto, Boltzmann sugiri6 la relacién:

S(t) = —kH(t) + So (5.11)
donde S; es una constante. De esta manera, se cumple que:

dS(t) dH
—t = —fk— > .
o her 20 (5.12)
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de acuerdo con el Sequndo Principio de la Termodindmica. Es importante entender que
esto es cierto para sistemas aislados, por lo que el cambio en H(t) incluye una parte
correspondiente al sistema coloidal y otra al bano térmico. Cada una de estas partes se
corresponden con el primer y el segundo sumando de la expresién (5.2), respectivamente.
De hecho, el segundo término mencionado tiene la forma “energia media del coloide/kT”,
de manera que —kH(t) se identifica con la cantidad termodindmica “energia libre de
Helmholtz del sistema coloidal”, que siempre crece para un sistema en contacto con un
bano térmico. Esta relacion entre H(t) y la entropia debe entenderse como una definicion
de la entropia para sistemas con las caracteristicas ya descritas basada en argumentos
cinéticos. Esto nos permite establecer satisfactoriamente una relacién entre nuestro mo-
delo y la Termodinamica cléasica.

Por 1ltimo, cabe cuestionarse como es posible que, dada la reversibilidad de la teoria
mecanica subyacente (recordemos que las ecuaciones de Newton son simétricas en la va-
riable temporal), hayamos obtenido un resultado asociado a la irreversibilidad de los
procesos termodinamicos. La razén se encuentra en lo que se conoce como hipotesis del
caos molecular. La suposicion mas importante de dicha hipdtesis, ya que comprende va-
rias asunciones, es la que corresponde a la “pérdida” de informacién por parte del bano
térmico. Segun esto, las colisiones de los coloides ocurren siempre con particulas del bano
que no han interaccionado previamente con el sistema coloidal, ni directa ni indirecta-
mente (por colisiones con particulas del banio que si hayan interaccionado previamente).
De esta forma, dichas particulas no contendrian informacién acerca del sistema coloidal
antes de la colisién, y tras la misma se alejarian sin volver a afectarlo. Aunque no se ha
mencionado explicitamente, dicha suposicion ha sido incluida al describir el bano térmico
mediante una funcién de distribucién ¢(v) que no depende en absoluto de la existencia
del sistema coloidal.

La justificacién de esta hipdtesis no es en absoluto sencilla, asi como tampoco lo es
establecer sus limites de aplicabilidad. Puede argumentarse que, para un sistema muy
diluido, la probabilidad de que una particula del bano interaccione repetidamente con
el sistema coloidal es pequena, siendo mas probable que éste interaccione con particulas
“limpias” de informacion acerca del mismo. No obstante, desde un punto de vista préactico
podemos limitarnos a asumir dicha hipdtesis y comprobar si las expresiones obtenidas
describen satisfactoriamente los resultados experimentales. Una discusion méas detallada
sobre la hipdtesis del caos molecular y el teorema H puede encontrarse en [3].

6. Ecuacion de Fokker-Planck

Como ya vimos, el carédter integrodiferencial de la ecuacién (4.7) impide en la mayoria
de los casos encontrar una solucién analitica para la funcién de distribucién f. La expe-
riencia en el estudio de la evolucién de sistemas fisicos nos dice que es mas conveniente
trabajar con una ecuacion diferencial lineal. Nuestro objetivo en esta seccién serd, por
tanto, transformar la ecuacién integrodiferencial de Boltzmann-Lorentz en una ecuaciéon
de estas caracteristicas y establecer una conexién con los argumentos mas sencillos em-
pleados en la seccién 3 para deducir la fuerza de friccion.

Para ello haremos uso de la aproximaciéon del coloide masivo que introdujimos en el
apartado 2.2. Como ya vimos en la ecuacién (2.5), en dicha aproximacién la variacién
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de la velocidad tras una colisién es muy pequena, es decir, V' ~ V. De este modo, para
cualquier funcién g que dependa de la velocidad de nuestro sistema podemos efectuar un
desarrollo en serie de Taylor para aproximar g(V’) en un entorno de g(V').

Desde un punto de vista practico, nuestro interés esta en encontrar expresiones que
describan fielmente lo que podemos observar en el laboratorio, esto es, los valores medios
de las propiedades del sistema. Sea g(X, V, ¢) una propiedad cualquiera del sistema coloidal
cuyo valor depende del punto del espacio fasico en el que nos encontremos, por ejemplo
la energia cinética o la cantidad de movimiento. Su valor medio viene descrito como

<g(X,V,t)):/ g(X, V. ) f(X,V,t)dXdV. (6.1)

De este modo, la variacion respecto del tiempo de esta magnitud viene dada por

dg(X,V,t)) dg(X,V.,t)
SR - / SV )= 2 AXdV

+/ o(X,V, t)wd)(dv - <w> - (6.2)

OF(X, V1)
/ (v dXdV+/ (X, V,£)J[F(X, V, )] dXdV

donde hemos vuelto a usar la expresién (4.7) y hemos introducido el funcional J[f (X, V)]
para representar la expresion

—+00

V)= [ =l FEV060) - FE V000 (63)

—00

De este modo, podemos establecer una cierta correspondencia entre cada sumando de la
ecuacién (6.2) proveniente de w y cada término de la ecuacién (4.7). En concreto,

podemos escribir a su vez el ultimo sumando de la ecuacién (6.2) como un funcional de
9(X,V,1)

Jlg(X, V1)) = / 9(X, V. )T [f(X, V. D] dXdV (6.4)

quedando clara la correspondencia entre los funcionales J[g(X,V,t)] v J[f(X,V,t)]. La
expresion completa de este funcional sera

Jg(X,V,t)] :// G(X, VDV — 0| f(X, V' )(v')dXdVdv — .
6.5
[ v sl vsoxavan

Usando ahora argumentos similares a los usados en el apéndice para obtener las ecuaciones
(5.6) y (5.7), podemos intercambiar las velocidades precolisionales y postcolisionales de
la primera integral. Asi, obtenemos que

Tgx.vio) = [[ [V = vlfeeviie oo v - gx vilaxavae. (60

Es este el momento adecuado para introducir la aproximacion ya comentada. De este
modo, usando el desarrollo:
(VI B V) 8g(Xa Vlat) + (V/ — V)2 azg(Xa V/7t>

1! oV’ Viey 2! ov"? Viey

g( X, V') =g(X,V,t)+
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en la ecuacién (6.6) y queddndonos hasta el segundo orden en (V' — V') resulta:

g(X,V.1)] // WV = ol f(X, V) o() (v — 1) 29D (g(VVt)dXdVvar

6.7)
VI —V)29%g(X,V,t (
+// ]V—v|f(X,V,t)q§(v)( V) 9 )dXdVd
2 A
donde hemos usado que Bg(,;(—‘,)l/’,t) oy 89(2{"/‘/’” 629(8)‘(/’,‘2//’” oy = %. Esta
ecuacion puede reescribirse como:
g(X,V,t)
g(X,V,t)] //fXVt V dXdV/|V—v] V)o(v)dv +
o)
6.8)
0?g9(X,V,t) (V' —V)? (
X I gy Y
+//f( ,Vit) 5772 d dV/]V v| 5 ¢(v)dzi
B(V)

donde las integrales a(V) y 5(V) se resuelven en el apéndice [A.4] y [A.5] utilizando
nuevamente la aproximacion subsoénica (V' < vy,), obteniendo:

8nvth m
aV) = Word MV— —aV, (6.9a)
B 8nvthm _
V) = Nor e D (6.9b)

siendo a = 8\7/“’4 1 - Por lo tanto, tenemos que

Jg(X,V,t)] = —a/dX/f(X, V,t)vw(ﬂﬂr

(6.10)
+D/dX/fXVt XVt)dv.

J/

@)

Aplicamos ahora el método de integracion por partes en la variable V' a ambas integrales.
Para la primera integral:

oo dg9(X,V,t oo
N (6.11)
+o0
Y para la segunda, aplicando dos veces la integracion por partes:
+oo 9g(X,V,t dg(X,V,t)1" =+
@= [ seev Tl iy  [recva R0
—0 V=—00
T 9g(X, V, 1) d(f(X, V1)) Bg(X,V, )]V~
. ) ) Y Y — ) ) . 612
| 5 b ay {f(X, vyl ]v_oo (6.12)

V=400 00 9
- oG] Ty HE Dy

V=—c [ele}
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Por dltimo, si asumimos que tanto la funcién f(X,V,t) como sus derivadas se anularén lo
suficientemente rapido para velocidades altas, esto es, es muy improbable que un coloide
adquiera velocidades demasiado grandes, por lo que los términos evaluados en V = +o00
y V = —o0 se anulardn. De este modo, volviendo a la expresién de J[g(X,V,t)]:

j[g(X,V,t)]://g(X,V,t) [ a%[v;t(x,v,@ﬁza% dXdv  (6.13)

.

~~

Jap[f(X, V)]

donde hemos introducido un nuevo funcional J,,[f(X,V,t)]. Si comparamos esta expre-
sién con la obtenida en (6.4) vemos que existe una fuerte relacién entre J,,[f(X,V,t)] y
J[f(X,V,t)]. Estas funciones no son necesariamente iguales punto a punto pero, dentro del
limite de aplicabilidad de las aproximaciones tomadas, son equivalentes en distribucion.
Dado que nuestro interés se centra en los valores medios de las propiedades del sistema,
esta equivalencia es suficiente para obtener resultados que se ajusten a lo obtenido expe-
rimentalmente. De este modo, podemos aproximar el funcional original J[f(X,V,t)] por
este nuevo funcional J,,[f(X, V)] no solo en la ecuacién de la variacién del valor medio
de g(X,V,t), sino también en la propia ecuacién de evolucién de f(X,V,t) dada en (4.7).
Por lo tanto, tenemos que:
2
of (X, V,t) _ _v(?f(X,V,t) —i—ai VX V1)) +D8 f(X,V,t)'
ot 0X oV ov?2

Esta ecuacién, a la cual se la denomina ecuacién de Fokker-Planck, describe la evolucion
de nuestro sistema coloidal de forma tal que nos proporciona una descripcion satisfactoria
de las propiedades del sistema en valor medio. Ademas, cada uno de los términos que la
forman nos da informacién acerca de los factores que influyen en la evolucion de nues-
tro sistema. A continuacién analizamos qué fenémeno fisico se encuentra detras de cada
término.

(6.14)

Para comprender el significado de los dos primeros términos de la parte derecha de la
ecuacion nos olvidaremos por el momento del término que acompana a la constante D.
De este modo, nos encontramos antes una ecuacion diferencial con derivadas parciales de
primer orden en X y V. Un primer andlisis mediante el método de las caracteristicas nos
muestra que las trayectorias caracteristicas de las variables X y V' vienen dadas por:

X =V (6.15a)
V = —aV. (6.15b)
El fenémeno tras la primera ecuacion es evidente: el propio movimiento o flujo de las
particulas coloidales. Esto no es en absoluto sorprendente ya que este término fue incluido
precisamente como un término asociado al flujo del sistema coloidal. Con respecto a la
segunda ecuacion, claramente corresponde a un fenémeno de friccion donde la constante

a esta Intimamente relacionada con el coeficiente de fricciéon. En concreto, para una fuerza
de friccion F' puede escribirse:

F=—bV
} b=l = D (6.16)

Este resultado coincide completamente con el obtenido en (3.26). Por lo tanto, nuestro
modelo describe satisfactoriamente el fenémeno de frenado que experimentan las particu-
las coloidales en un bano térmico.
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Volvemos ahora a tener en cuenta el iltimo término de la ecuacién (6.14). Este término
se incluye como una primera correccién al fenémeno de friccién dentro de la aproximacion
que hemos aplicado y describe el fenémeno de difusion del sistema coloidal. El fenémeno de
difusion describe la tendencia del sistema coloidal a desplazarse en favor del gradiente de
concentracion, uniformizandola. Este fenémeno se caracteriza también por un coeficiente,
el coeficiente de difusion, que identificamos con la constante D y cuyo valor obtuvimos en
(6.9b).

La ecuacién (6.14) se puede resolver de manera analitica aplicando el método de las
transformadas de Fourier. No obstante, el método resolutivo es largo y tedioso, y las de-
pendencias de la solucion respecto de los coeficientes de friccién y difusion son intrincadas
y especialmente dificiles de analizar para el caso general. Por otro lado, es interesante
comprobar que la solucién estacionaria (esto es, independiente del tiempo) de la ecua-
cién de Fokker-Planck es la distribucion de Maxwell-Boltzmann ¢,,(V') para el sistema
coloidal. Esto, unido al teorema H, indica que el sistema coloidal tiende a un estado de
equilibrio térmico con el bano de particulas.

7. Resumen y conclusiones

Concluido nuestro analisis sobre la evolucion del sistema, es conveniente hacer un bre-
ve repaso del método seguido y de los resultados obtenidos con una nueva perspectiva.

En primer lugar planteamos un seguimiento de un sélo coloide en interaccién con el
bano. Observamos como, en el limite del coloide masivo, una sucesién de colisiones podia
modelarse como una fuerza de friccién. Posteriormente generalizamos dicho resultado
para una sucesion de colisiones con particulas descritas por la distribucién de Maxwell-
Boltzmann, obteniendo un coeficiente de friccion que sélo dependia de los parametros del
bano térmico.

Seguidamente planteamos la descripcion de la evolucion del sistema de coloides en
conjunto en términos del flujo y las colisiones. Esto nos llevé a la ecuacion integrodiferen-
cial de Boltzmann-Lorentz. A partir de dicho resultado demostramos el teorema H, el cual
introducia una nueva definicion de la entropia. De este modo, obtuvimos un resultado aso-
ciado a procesos irreversibles a partir de argumentos reversibles. Identificamos la hipétesis
del caos molecular como la responsable de este salto de reversibilidad a irreversibilidad.

Por ultimo, enfocdndonos en obtener una descripcién adecuada de los valores medios
de las propiedades del sistema obtuvimos, para el limite del coloide masivo, la ecuacion
diferencial de Fokker-Planck. En un analisis de dicha ecuacion identificamos un término
asociado al flujo, otro al fenémeno de friccion y un iltimo término asociado al fenémeno
de difusién, obteniendo ademas los coeficientes caracteristicos de estos dos tltimos térmi-
nos. Finalmente, comprobamos que la distribucion de Maxwell-Boltzmann para el sistema
coloidal era soluciéon de la ecuacién de Fokker-Planck en el caso estacionario.

Todo este proceso nos ha aportado una vision general e intuitiva del comportamiento
de un sistema coloidal en el seno de un bano térmico, permitiéndonos expresar su evolucion
en términos de fenémenos que nos son familiares como la friccién o la difusién. Ademas,
hemos podido comprender en qué momento y debido a qué hipdtesis surge la irreversibi-
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lidad del sistema. Hemos cumplido, por tanto, con los objetivos propuestos inicialmente
de manera satisfactoria.

A. Apéndice

[A.1]

_v2

1% \% 2
e _on (v—=V) o
/0 (v =V olv)dv = m/o =

v 2
n Ve V g _o n V
= — r—— | vhpe 2dr=—=I—
2V 27?\/0 ( Uth) th V2T <Uth)

1(5)
donde se ha hecho el cambio de variable x = # Desarrollamos ahora la integral

I (%) en el limite subsénico (L < 1):
th Vth

+.o

y=0

Uth Uth,

+1(V)2&uw

o 2! dy?

1<v>3£uw

=0 3 \ v dy?

Y= Y

Calculamos las derivadas de la integral usando la férmula de Leibniz y queddndonos
hasta el tercer orden que, como veremos, es el primero no nulo:

2

d] 2 Yy 22 Yy x
) _ 2z — / 2z — y) i 7 de = —207, / (x—y)e % da,
0 0

dy
2 Y 22 Y 2
= —202, [(y —y)e = —/ e_2dx] = QUfh/ e zdz,
dy 0 0

dI 0 e
ﬁ = 203, / ze 2dx =0,
4?1 0 22
(2y = 2Ut2h/ e 2dr =0,
d*I(y) s
=2uie 7 =207,
dy3 o th th

Por lo que:

() -5 Ge) o ()
Uth, 31\, (I

Por lo tanto, volviendo a la integral inicial:

v 9 om0, [V ’
[ o vrema= % ()
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[A.2]
//[anVt In f(X,V,t) + fO;Vt) dXdV =
// anVt [1+1Inf(X,V,t)]dX dV+

///'V_“‘ FX V)0 ( ") = F(X,V,0)p(v)]dVdv dX +

/

+/// 1nf(X,V,t)|V—v|[f(X, Vi )o(V') — f(X,V,t)¢(v)]dVdvdX

J/

<
donde se ha usado la expresién (4.7). Empezamos calculando la integral A aplicando
la integracién por partes en la variable X al término del logaritmo:

A= /ﬂo an vit) [1+1nfx V,H)]dX = [f(X,V.t)In f(X, V,1)] 5= 2 -

(X V.0 0f(XVot) Of(XVit)] .o
‘/_m [f(X,v,w oX X }dX‘O

donde asumimos que f(X,V,t) se anula en los extremos X = +ooy X = —o0 lo
suficientemente rapido. Para la integral B:

- / V = ol [f(V)6() — F(V)p(v)]dVdo =
= / |V —v|f(V)o(")dVdv — / |V —o|f(V)o(v)dVdo

donde hemos simplificado la notacién obviando denotar explicitamente la dependen-
cia con X y t de la funcién de distribucién f. Cambiamos ahora, para la primera
integral, las variables de integracién de las velocidades precolisionales, {V, v}, a las
postcolisionales, {V’,v'}. Puede comprobarse que el jacobiano de esta transforma-
cién es igual a la unidad, por lo que:

= [[ V= virewiaviar - [[Iv - ulfweeavae

donde se ha usado también la invariancia del valor absoluto de la velocidad relativa.
Es ya evidente que basta con renombrar las variables de integracion para obtener
que B = 0. Calculamos, por ultimo, la integral C'

- / / In fV)[V =0l [f(V)o(v') = f(V)$(v)]dVdo =
//lnf WV —o|f(V' dVdv—//}nf VIV — ol F(V)é(0)dVdo

donde usamos nuevamente la notacién simplificada de f. Aplicamos ahora a la pri-
mera integral el mismo cambio entre variables precolisionales y postcolisionales que
hicimos en el calculo de B, el cual incluye un cambio en las variables de integracién y
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el posterior renombramiento V <> V' y v <> v'. Estas transformaciones son posibles
gracias a la relacion biunivoca entre dichas variables. De este modo queda:

//mf VIV = ol f(V) dVdv—//lnf )V — ol F(V)é(0)dVdo =

//lV—v|f (v) In (( ))dVd

siendo este el valor de C. No obstante, si aplicamos de nuevo el cambio de variables
y el posterior renombramiento, obtenemos que:

_ v No(v' nf(v) v —
= [ v =elreemfeava

noaon JV)
—/ [V —o|f(V)o(v') In f(v)dVdv

siendo esta la misma cantidad C expresada de forma ligeramente diferente. Tenemos,
pues, dos formas diferentes pero equivalentes de expresar C. Sumando ambas y
dividiendo entre dos:

_1 -0 V) — No (v nf(V’) v
—2//|V [[f(V)(v) = f(V)o(v)] 1 Fn v

Por lo tanto, el valor de la integral que queriamos calcular es:

// [anVt In f(X,V,t) + f(XVt)}dXdV:

0

e ot L)
=5[]V =ilrmee) - r0)00)] 1 ZiS axava

[A.3]

dXdV =

of(X,V,t) M of(X,V,t)
/ / [ ar ™ (nM V 27rkT> — 5 momll)
B [[M ) d 0f(X, V1)
—In (n m) %/ f(X,V,t)dXdV/+/V1n¢M(V)/a—XdXdV—

-~

D E

/ / / In (6a: (V) [V — ol [F(X, V', 8)6(") — F(X, V. 8)(0)]dVido dX.

J/

-

F

Empezamos calculando la integral D:

ANy
(X, V,t)dXdV = —— =0
dt/ I/ dt

donde se ha usado la condicién de normalizacién de f, esto es, que la integral de la
misma en todo el espacio fasico es igual al nimero de coloides, N,;, que componen el
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sistema coloidal. Este nimero es, evidentemente, constante, por lo que su derivada
temporal es necesariamente cero. Para la integral F, integrando por partes:

B +°°8f(X,V,t) B X=+00
FE —/_ a—XdX = [f(Xa‘/at)]X:ioo =0

[e.e]

donde nuevamente asumimos que f(X,V,t) se anula en los extremos X = 400 y
X = —oo lo suficientemente rapido. Por ultimo, para la integral F' tenemos que,
retomando la notacién simplificada introducida anteriormente:

F= [ [mou(VV = ol[f7)6(0) = 1(V)o(0)]aV e
//1n¢M WV — ol F(V')6 dVdv—//lnqu )V — o] F(V)o(v)dVdp =
_ / / I dar (V)|V — vl F(V)o(w)dV v — / / I dar (V)[V — ol f(V)o(0)dVv =

= —v v n¢M(V/) v
= [ v = ulswetm P ava

donde se ha usado un procedimiento similar al seguido al calcular la integral C' de
[A.2], aplicando un cambio de variables entre velocidades precolisionales y post-
colisionales y renombrando posteriormente. Si centramos ahora la atencién en el
argumento del logaritmo, usando las expresiones (3.3) y (5.4) y la conservacién de
la energia podemos ver que:

qu(V/) MV"72_pmv2 muv? —mo'2 gb(v)

—= e 2T = € 2T —=

(V) p(v')

De este modo, tenemos que el valor de F es:

= —v v n¢(v) v
= [[1v = usemm Fava.

No obstante, ya hemos visto que podemos reescribir esto de la siguiente forma:

B o)
F= [[Iv = uls(v)s)m - Hava.

Por lo que podemos expresar F' como la suma de ambas expresiones dividida entre
dos:

= %/ IV —o|[f(V)(t)) = F(V)é(v)] In 2((1;}/)) dVdu.

Por lo tanto, el valor de la integral que queriamos calcular es:

Of (X, V. 1) | M Of (X, V. 1) _
// [Tln (nM 27rkT) - T Ingp (V)| dXdV =

_l — v) — Nl n¢(v,) v
=5 J[[ W =ilrwee) - r0)00)] w S Haxava.
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[A.4]
o) = [ = = Visto= [TV - ofB = Vst =
_ %’” U_(;(v — ) (v = V)é(v)dv + /OV(V —0)(v = V)é(v)dv +
+ /V -V - V)gb(v)dv} _ [— /0 " 0+ Ve()dy —
- /0 "0 V)P(o)do + /V - v>2¢(v)dv1 _
- fﬁm UOV(U VY6 (0)dv + 2 /OOO qu(v)du] |
E’I(lereol (erzifzfin(:; ebS:;jLOS iinet(jgaggzgriosse Ccllziczulé en (3.25). De este modo, quedédndonos
a(V) = —8;%% .
[A.5]
50y = [ = oo = 28 [ i - vo(wia =
_ 2%2 U_(;(v —0)(v— V)2é(v)du + /Ov(v —0)(0 — VPé(0)dot
+ /V+oo(v —V)(v— V)%(v)du} = 2%22 UO+OO(U + V)3 (v)dv +
- /Ov(v —V)3p(v)dv + /V+Oo(v — V)Sgb(v)dv} = 4%22 UO+OO v*o(v)dv +

-

G

+3 /O m szqﬁ(v)dzi - /0 V(v — V)%(v)dv] :

~
I

)
Habria que calcular ahora estas tres integrales. Sin embargo, un rapido analisis nos
muestra que la integral G es de orden cero en %, mientras que las integrales H e [
son de orden superior. Esto puede verse para la integral H que aparece la velocidad
V' que, al ser independiente de la variable de integracion v, no desaparecerd tras
resolver la integral; y para la integral I observando que se trata de un caso similar
al resuelto en el apéndice [A.1]. Por lo tanto, podemos prescindir de calcular estas
ultimas, despreciandolas frente al valor de G. De este modo, para la integral G:

+oo +o0 n _ vi
G = / v o(v)dv = / v° e *undv =
0 0 VenV 2T
3 +oc0 3
nuv a2 2nv
th 1’36 > d.’L' — th

~ Var J Vor



32 REFERENCIAS

Por lo que:
3 .2
_ 8nvy m

N N 2T W

que, como vemos, no depende de V' en el orden méas bajo (orden cero) en %

pV)
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