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Abstract

In this work we will study the theory of dynamical systems with application to a chemostat.
Starting with the autonomous models without delay where we will stop to analyze what happens
i this model if we contemplate the possibility of having a microorganism or two. In each of
these cases, we will see how the model behaves by taking also into account the wall growth.
In the analysis of each model we will study the existence solutions, the stability and we will
conclude with the existence of a global attractor. We continue with the non autonomous
models without delay, where we will investigate the characteristics of this model with the
same procedure. Summing up, these two blocks are needed to complete models with delay,
where we will also see the characteristics of this model with growth of microorganisms with or
without wall. This time, we will analyze the sign, the dimension of the solutions of the model
and their stability. Nevertheless, we will not analyze the existence of the global attractor due

to the complexity of the required techniques.






Resumen

En este trabajo vamos a profundizar sobre los sistemas dindmicos con aplicacion a un quimios-
tato. Comenzando por los modelos autonomos sin retardo, donde nos pararemos a analizar
qué sucede en dicho modelo si contemplamos la posibilidad de tener un microorganismo o dos.
En cada uno de estos casos veremos como se comporta el modelo cuando hay o no crecimiento
en pared. En el andlisis de cada modelo veremos las soluciones, la estabilidad de las mismas,
concluyendo con la existencia de atractor global. Continuamos con los modelos no auténomos
sin retardo, donde indagaremos en las caracteristicas de este modelo con el mismo proceder.
FEstos dos bloques son necesarios para concluir con los modelos con retardo, en los cuales tam-
bién veremos las caracterisiticas de este modelo con crecimiento de los microorganismos en
pared o sin ella. En este caso, analizamos el signo, la acotacion de las soluciones del modelo
y su estabilidad. A diferencia de los modelos anteriores, no llegamos a saber de la existencia

del atractor global debido a la complejidad de las técnicas requeridas.
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Capitulo 1

Introduccion

Un quimiostato es un mecanismo de laboratorio que consiste en tres recipientes inter-
conectados y es usado para el crecimiento de microorganismos en un ambiente de cultivo. En
su forma mas bésica, el excedente del primer recipiente pasa al segundo y el excedente de

éste pasa al tercero.

El primer recipiente se denomina botella de alimentacién y contiene todos los nu-
trientes requeridos para el crecimiento de los microorganismos. Suponemos que todos estos
los nutrientes se aportan de forma abundante excepto uno de ellos, que denominaremos nu-

triente limitante.

El contenido de la botella de alimentacion es bombeado al segundo recipiente, al que deno-
minaremos recipiente de cultivo, con un ratio constante. Los microorganismos se alimentan
de los nutrientes provenientes de la botella de alimentacién y crecen en el recipiente de cul-
tivo. El recipiente de cultivo remueve de forma continua para que todos los microorganismos

tengan la misma probabilidad de acceder a los nutrientes.

El contenido del recipiente de cultivo es bombeado entonces al tercer recipiente, al que
denominamos recipiente colector. Naturalmente tal recipiente contiene microorganismos,

nutrientes y los productos que generan dichos microorganismos.

El quimiostato juega un papel fundamental en los estudios ecoldgicos [2, 12, 14, 18, 28, 29,
30, 31]. Ademas, con algunas modificaciones, también son usados como modelos para procesos
de tratamiento de aguas residuales [1, 21]. El modelo de quimiostato puede considerarse

como el punto de partida para muchas variantes de modelos bioldgicos mas realistas, como



Capitulo 1 Introduccion

Figura 1.1: Imagen de un quimiostato natural, al aire libre.

pueden ser los problemas de microorganismos genéticamente alterados [26, 27] y modelos de

antibiéticos [23].

En el modelo més simple de quimiostato, la disponibilidad de nutriente y su ratio de
administracién se suponen fijados. Sin embargo, la disponibilidad de un nutriente en un
sistema natural normalmente depende del ratio de consumo del nutriente y de la concentracién

del mismo, lo que conduce a un sistema dindmico no auténomo.

Otro supuesto bésico en el modelo méas simple de quimiostato es que el ratio de flujo
sea suficientemente rapido como para no permitir el crecimiento en las paredes del recipien-
te. Sin embargo, el crecimiento en la pared tiene lugar cuando el ratio de limpieza no es

suficientemente rapido, lo que da lugar a los problemas de bioreactores.

Los estudios de los modelos de quimiostato tratados como sistemas dindmicos no auténo-
mos estdn mucho més limitados hasta la fecha. Por ejemplo, Smith y Thieme [24] introdu-
jeron persistencia practica para sistemas dindmicos no auténomos con el modelo mas simple

de quimiostato.

Antes de resumir de lo que va a tratar el trabajo, vamos a hablar sobre la analogia entre
un quimiostato y un lago!, pues es una manera sencilla de entender mejor su funciona-

miento. En efecto, los modelos de quimiostatos son usados extensamente para representar el

LAl final de este capitulo se adjunta un cuadro comparativo entre un quimiostato y el lago.
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crecimiento de especies en un lago donde los organismos, como por ejemplo pueden ser las
algas, se alimentan de nutrientes con crecimiento limitado, como el nitrégeno y el fésforo.
La disponibilidad de un nutriente en un sistema natural como el de un lago depende de la
afluencia de nutriente. Si lo aplicamos a nuestro ejemplo anterior, las algas sobreviven in-
cluso con niveles muy bajos (casi indetectables) de nutrientes, en contra de la opinién de
que perecen debido a insuficiencias. Pero hay un crecimiento oscilatorio y bajo. Para repre-
sentar este fendmeno de crecimiento oscilatorio en las ecuaciones hay varias posibilidades de

investigacién.

En el primero de todos, se introducen una cantidad de nutrientes y un ratio de limpieza
variables en el modelo, los cuales se asumen fijos en un principio, a pesar de que la dispo-
nibilidad de los nutrientes I y también su ratio de aportacién D en un lago dependen de la

estacion del ano en la que nos encontremos [4, 15, 25].

A continuacién, hemos variado los parametros I y D de forma periédica de acuerdo con
el tiempo. Esto puede explicar el crecimiento oscilatorio y la coexistencia en caso de que
hubiese competidores. Pero asumir periodicidad es muy sencillo, ya que la influencia puede
variar continuamente durante una estacion concreta o puede mantenerse regulada. Es decir,
los pardametros I y D pueden variar sobre un ciclo o pueden estar fijados (constantes) o con
variaciones marginales durante una parte especifica del ciclo. Por tanto, su influencia en el

sistema debe entenderse para estaciones especificas o en periodos de tiempo.

Figura 1.2: Imagen de un quimiostato de un unico recipiente; recipiente de cultivo.

Angeles Ruiz Gonzélez 9



Capitulo 1 Introduccion

Otra posibilidad consiste en intentar introducir otros niveles tréficos®. Asi, el modelo se
modifica para incluir un nutriente, un microorganismo que se alimenta de tal nutriente, y
los dos competidores se alimentan del microorganismo [5, 6, 7, 13, 17, 19, 20, 33]. También
estd demostrado que hay coexistencia de todas las especies siempre que se establezca la
presencia de ciclos limite bajo condiciones apropiadas sobre los parametros, pero no es posible
introducir un depredador? en un sistema cerrado tal como un quimiostato cuando estamos

estudiando el crecimiento de un nutriente?* sélo.

El modelo més bésico con el que vamos a partir en este trabajo es el modelo auténomo
sin retardo, sin pared y sélo teniendo en cuenta un microorganismo. Tomando como variables

x e y, el nutriente y el microorganismo, respectivamente:

dx(t
”;(t ) DI— Da(t) — aU(=())y(t)
dy(t
) @) - Dy
donde
D (>0) es el ratio de aportacién nutrientes y / eliminacién del medio.
I (>0): eslacantidad de nutriente disponible en el sistema.
a (>0) es el ratio de consumo maximo de nutrientes y de crecimiento de los microorg.

. x
U:  eslafuncién de consumo U(z) = ——, con m > 0.
m+x

A partir de él, sacamos soluciones y veremos propiedades sobre su signo, su acotacion
segun las condiciones iniciales que tomemos; estabilidad, distinguiendo entre el equilibrio
axial y los equilibrios positivos; finalizando el anélisis del modelo con la existencia de un

atractor global segtin nos lo permita el modelo.

2Depredadores.

8 Otro nivel tréfico.

40 un microorganismo o competidor
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Este trabajo esta organizado en tres bloques fundamentales, claramente diferenciados; la
primera parte® nos sumerge en el mundo de los modelos auténomos sin retardo; en la segunda®
profundizamos sobre los modelos no auténomos sin retardo; pasando por una tercera parte’
donde analizamos los modelos de los capitulos anteriores con retardo y aplicandolos a un
quimiostato. Concluyendo con tres apéndices que nos ayudan a entender y aprofundizar en

la teoria utilizada en cada bloque.

Figura 1.3: Imagen de un quimiostato al natural.

El segundo capitulo esta estructurado en tres secciones; en la primera se explican las
nociones bioldgicas necesarias sobre los quimiostatos y se construye un modelo que reve-
la la dindmica que posee, en la segunda, introducimos al modelo un microorganismo mas;
en la tercera, vemos un modelo de quimiostato en el que tiene lugar el crecimiento de los
microorganismos en la pared del recipiente donde se lleva a cabo la dinamica.

En todas estas secciones estudiamos los puntos criticos o de equilibrio del modelo en

cuestion, asi como la estabilidad de los mismos y la existencia de atractor global de éste.

El tercer capitulo estd dividido en dos secciones; la primera nos permite hacer depender
del ratio de consumo de nutriente D con respecto al tiempo; asi podremos estudiar el caso del
modelo con o sin pared tratado en el capitulo 2; estudiando los puntos criticos, estabilidad y
existencia del atractor global del sistema; en la segunda seccién, de manera analoga, ahora

permitimos, tanto en el modelo sin pared como en el con pared, que el pardmetro del ratio

5Capitulo 2.
SCapitulo 3.
"Capitulo 4.
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Capitulo 1 Introduccion

de concentracion de nutriente I tenga también dependencia temporal; analizando también

dichos puntos criticos, estabilidad y existencia del atractor global.

El cuarto capitulo estd dividido en dos bloques bien diferenciados; el primero con el modelo
mas sencillo: el modelo sin pared; en el cual consideramos que posee un retardo variable y
observamos su comportamiento; en el segundo introducimos retardos variables en el modelo
con pared, donde también observamos su comportamiento. En ambos bloques, se estudiaran

los puntos criticos y estabilidad de los mismos, sin llegar a la existencia del atractor.

Al final, para complementar las demostraciones de los capitulos, hemos decidido incor-
porar tres apéndices correspondientes a cada uno de los bloques, colocados en el orden en el
que se ha ido desarrollando la teoria del trabajo. Con lo cual, comenzamos por A. Sistemas
dindmicos autdénomos, continuando por B. Sistemas dindmicos no auténomos y concluyendo

con C. Sistemas dindamicos con retardo.

Dichos apéndices contienen maés informacién que la estrictamente necesaria. Pues hemos

creido conveniente extenderlos y tener algo més completo, extendiendo nuestro aprendizaje.

Uno de los objetivos de este trabajo, ademas de extender la teoria de sistemas dindmicos,

es aplicarla a modelos reales y de gran impacto en el entorno de la Ciencia. Eg:
= Juegan un papel importante en estudios ecolégicos.
= Estos modelos se utilizan para procesos de tratamiento de aguas residuales.

= Puede considerarse como punto de partida para muchas variantes que cedan el paso a
modelos mas realistas:
e Problemas de microorganismos genéticamente alterados.
e Modelos de produccién de antibidticos.
e Modelos de fermentacion: vino, cerveza...

Para concluir, veamos un cuadro comparativo entre un lago y el quimiostato, como ante-

riormente habiamos anunciado:

Angeles Ruiz Gonzélez 12



Propiedad Lago Quimiostato

Nutriente | Las especies en un lago reciben los | El nutriente se suministra a través
nutrientes a través de las corrien- | de una entrada puesta por el ser hu-
tes que fluyen en/por la regenera- | mano.
cién durante la primavera.

Muerte Las especies se extinguen, ya que | El nutriente y la especie se lavan fue-

continuamente caen fuera de las ca-
pas luminosas a las capas inferiores

de la columna de agua.

ra del sistema a través de una salida.

Escasez de

nutrientes

Durante el verano no hay suficiente
aportaciéon de nutrientes y debido a
la sequia del lago, algunos nutrien-
tes tales como fésforo, nitréogeno o
vitamina Bjs estdn menos disponi-

bles.

La aportacién de uno o més nutrien-
tes 8 esta controlada por el experi-

mentador.

Cuadro 1.1: Tabla comparativa entre un lago y el quimiostato.

Angeles Ruiz Gonzélez 13







Capitulo 2

Modelo autonomo sin retardo

2.1. Interés del modelo en los quimiostatos

Comenzamos con la relacién clasica que tiene lugar entre las matematicas y la biologia. Para
ello comenzamos con uno de los problemas de origen como son los modelos Malthusianos y

de Lotka-Volterra, entre otros. El modelo:
2'(t) = ra(t),

donde ' = % y r es un coeficiente que refleja el ratio de crecimiento, describe el crecimiento
exponencial de una poblacién x de individuos en cualquier instante de tiempo t.

En el modelo también puede introducirse una constante de capacidad de carga del medio,
k, como pudiera ser la comida, la luz, ... Estas toman el control sobre el crecimiento de las

especies, y modifican dicho modelo:

x'zrm(l—%).

Un modelo de Lotka-Volterra que describe la competiciéon entre dos especies x e y, depre-

dadores, por la misma comida, presa, sin inteferencia viene dado por:
 =rx <1 — x)
k1
(2.1)

Ahora, el modelo con interferencia, que varia introduciendo dicho término de interfe-

x’zrm(l—x—)\ly>
ky
(2.2)

y'zry(l—]i—)\ﬂ).

15

rencia:



Capitulo 2 Modelo auténomo sin retardo

En estos modelos (2.1) y (2.2), tenemos dos constantes de capacidad de carga k1 y ko y

también dos constantes de interferecia A\; y A2, todas ellas positivas.

Es posible medir los coeficientes de interferencia que deciden el resultado de la competi-
cién solo cuando los organismos crecen juntos, es decir, mientras el experimento esta siendo
realizado. De esta forma, se descarta la posibilidad de anticipar el resultado del experimentos
antes de llevarlo a cabo. Este es un inconveniente del modelo Lotka-Volterra. Ademas, no hay
representacién para el crecimiento de la comida! gracias a la cual la poblacién crece, debido
a que se alimenta de ella.

La inclusién de la ecuacién que describe el crecimiento de la fuente? nos permite predecir

los cambios del crecimiento de la poblacién consumidora®.

La importancia de los modelos de quimiostatos reside en la inclusién de la ecuacién

que describe el crecimiento de la fuente junto con las ecuaciones que describen la competicion
entre los organismos que intervienen en la misma. Esta misma observacién ha sido la que ha
llevado a investigadores a estudiar ecuaciones de modelos de quimiostatos de forma intensiva.

De esta forma, analizando las ecuaciones del modelo, el resultado de la competicién que
tiene lugar en un quimiostato se puede predecir, ademas dichas predicciones pueden ser

confirmadas a través de experimentos.

Llegados a este punto, podemos proceder a la construccion del modelo matematico.

2.2. Modelo con un microorganismo y con dos microorganis-

mos

2.2.1. Principios basados en la biologia

El primer modelo que vamos a tratar consiste en un microorganismo que se alimenta de un
tnico nutriente cuyo crecimiento es limitado. Vamos a denotar por x al nutriente (crecimiento

acotado) y por y, al microorganismo que se alimentara del nutriente x. Para formular nuestro

modelo necesitamos:

* Todos los nutrientes, excepto x, se encuentran en total disponibilidad sin suplir la

ausencia de x, si se diese el caso.

!Fuente o presa.
2Comida o presa.
3depredador
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2.2

Modelo con uno y dos microorganismos

= /

Figura 2.1: Recipiesnte de cultivo.

Contamos con una fuente externa desde la que el microorganismo y recibe el nutriente

 junto con otros nutrientes.

El nutriente es administrado con un ratio.

El nutriente que ha sido aportado tiene una concentracién en el medio de crecimiento.

El nutriente es uniformemente distribuido en el medio de crecimiento, de tal forma que
los microorganismos tiene igual acceso al nutriente disponible, esto es, no hay disparidad

en la distribucion.

Si hay un excedente en el sistema donde el material que se encuentra en exceso, ya sean

nutrientes, o bien microorganismos, y algiin otro producto, es eliminado continuamente.

Ahora enumeramos una serie de aspectos a tener en cuenta:

Los microorganismos consumen nutrientes continuamente y el ratio del consumo se

mantiene constante.

El consumo posee una saturacién, es decir, la suplencia ilimitada de nutrientes no

implica el consumo ilimitado de nutrientes por las especies.

3. El crecimiento de los microorganismos es proporcional al consumo de nutrientes.

Angeles Ruiz Gonzélez 17



Capitulo 2 Modelo auténomo sin retardo

4. Todos los factores externos tales como temperatura, presion,... son apropiados para el

crecimiento y no afectan al sistema.

Figura 2.2: Dos recipientes de cultivos reales en un laboratorio.

De esta forma, alguno de los parametros seran reales y también relaciones funcionales en el

sistema. La enumeracién de ellos es:

© I: es la cantidad de nutriente disponible en el sistema en cualquier instante de tiempo.

(constante positiva)

D: es el ratio segin el que el nutriente aporte y también segin el que los contenidos del

medio de crecimiento sean eliminados; (constante positiva).

a: es el ratio de consumo maximo de nutrientes y ratio de crecimiento de los microor-

ganismos; (constante positiva).

o

U: es la respuesta funcional de los microorganismos que describe cémo se produce el

consumo de nutrientes.

Angeles Ruiz Gonzélez 18



2.2 Modelo con uno y dos microorganismos

Con todos estos datos, podemos introducir el modelo matematico que describe una dinami-

ca de un sistema con un consumo de nutrientes limitado.

2.2.2. Formulaciéon del modelo matematico con un microorganismo

Denotamos por z(t) y y(t) a las concentraciones de nutrientes y microorganismos en un

instante de tiempo t cualquiera, respectivamente.

De esta manera, contamos en un principio con un término de ganancia: partiendo de
I, que se suministra al sistema, en cada instante de tiempo, un ratio D de nutriente. Por lo
tanto, el ratio de incremento de la concentracién de nutrientes en el instante t es DI.

Ademss, los siguientes términos de pérdida son:

» Una cantidad de z() es eliminada del sistema con un ratio D. El sistema pierde Dx(t)

nutrientes por cada instante de tiempo.

» Cada microorganismo y consume U (z(t)) nutrientes. U(z(t))y(t) es la concentracion
de nutrientes consumida por y con un ratio a. Entonces la concentraciéon de nutrientes

viene afectada por: aU (z(t))y(t).

Quedando la ecuacion:

ratio de cambio de la concentracién de nutrientes en el medio de crecimiento =

ratio de aportacion de nutrientes - ratio de eliminacién - ratio de consumo.

Matemaéaticamente seria:

dx(t)
dt

= DI — Dx(t) — aU (x(t))y(t). (2.3)

Para el crecimiento de los microorganismos y asumimos que el consumo de nutrientes, x,
implica el crecimiento de y. Ademas, el ratio con el que tal nutriente es consumido, es decir,

aU (z(t))y(t) es también el ratio con el que crece el microorganismo y.

Por otro lado, el microorganismo es eliminado del sistema con un ratio constante D, con

lo que Dy(t) denota la cantidad de microorganismos eliminados del sistema.

Quedandonos la ecuacion:

4Los resultados tedricos sobre sistemas dindmicos auténomos necesarios para desarrollar este capitulo estdn

en el apéndice A.
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Capitulo 2 Modelo auténomo sin retardo

ratio de cambio del microorganismo en cualquier instante de tiempo =

ratio de crecimiento del microorganismo - ratio de eliminacién del microorganismo.

De nuevo, matematicamente:
— = = aU(xz(t))y(t) — Dy(t). (2.4)

En conclusién, obtenemos un sistema dindmico del consumo con una fuente limitada que

intentamos conseguir en el quimiostato, que viene dado por:

dﬂ;@ — DI - Da(t) — alU(z(0)y(®)
(2.5)
d?g) — alU(x(t))y(t) — Dy(t).

2.2.3. Propiedades de las soluciones del modelo con un microorganismo

Es conveniente comenzar esta seccién por las caracteristicas del sistema anterior (2.5). Estas
son esencialmente decididas por el término no lineal de su miembro derecho, U(x). Conocida
U como la respuesta funcional o funcién de consumo.

Hay algunas suposiciones bésicas de la respuesta funcional U : [0, 00) — [0, 00), que son:
1. U(0) =0, U(z) > 0 para = > 0.

2. lim U(z) =L, con 0< L < 0.

T—r00

3. U es continuamente diferenciable.
4. U es mondétona creciente.

Los dos primeros puntos son esenciales para cualquier funcién de consumo. El tercero
proporciona la condicion local de Lipschitz, lo que garantiza la existencia local de solucién
del sistema (2.5). El dltimo supuesto, aunque no es estrictamente necesario, nos ayudard a
concluir algunos resultados posteriormente.

Algunas funciones prototipo que cumplen estas cuatro condiciones son:
1. U(x) = ; funcién de consumo Lotka-Volterra o Holling tipo-I.°

2. U(x) = %, m > 0; funcién de consumo Michaelis-Menten o Holling tipo-II.
m+x

5 Aunque no satisface la segunda condicién pero es usada con frecuencia en los modelos de tipo Lotka-

Volterra.
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2.2 Modelo con uno y dos microorganismos

.%'2

U@ = oo

,p,q > 0; funcién de consumo Senoidal o Holling tipo-III.
Claramente, los dos primeros supuestos garantizan la existencia de L > 0 constante, tal
que:

U(z) < L, para todo x € [0, 00). (2.6)

Ademss, el tercer supuesto junto con el (2.6) garantizan la unicidad de solucién del sistema
(2.5); dichas soluciones se pueden extender a su intervalo maximal de existencia para cualquier

conjunto de condiciones iniciales.

Vamos a tomar como funcién de consumo la segunda, es decir, U(x) = ——,m > 0,
m+x

Michaelis-Menten o Holling tipo-1I. En este caso:

1. Primer supuesto : U(0) =0/m =0. v/

2. Segundo supuesto :

x
lim U(x) = lim =1=:L¢€(0,00).v
T—00 z—o0 M + I
3. Tercer supuesto: Puede parecer que posee una discontinuidad en x = —m pero como

m es una constante positiva esta igualdad no tendria sentido porque significaria que
habria una cantidad negativa de nutrientes. Es maés, cualquier derivada de esta funcién
posee en el denominador potencias de x + m siendo x > 0,m > 0 lo que verifica este
supuesto. v

4. Cuarto supuesto:
m

Ve = arme

> 0,

de donde deducimos que U es mondtona creciente. v

Ahora vamos a demostrar que las soluciones de (2.5), con condiciones iniciales no negati-

vas, se mantienen no negativas a lo largo del tiempo.

Teorema 2.2.1 Todas las soluciones del problema (2.5), con condiciones iniciales no nega-

tivas, son no negativas para todo t > 0.

Demostracion
Sea:

Q:={(z,y) eR*:2>0,y >0}
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Veamos que cualquier solucién que entra en el cuadrante (2, permanece siempre en él. Por
continuidad de las soluciones del sistema (2.5), cada solucién debe pasar por cero antes de
alcanzar cualquier valor negativo. Ahora bien, si tenemos y = 0 para algin instante de tiempo

t =t1 > 0, en virtud de la segunda ecuacién de (2.5), obtenemos:
y'(t1) = aU(z(t1))y(t1) — Dy(t1) =0,

con lo que y es no decreciente en el instante de tiempo t = t1; es por esto que y nunca
tomard valores negativos.
De forma analoga, si x = 0 para algin instante de tiempo ¢ = to > 0, gracias a la primera

ecuacion del (2.5), obtenemos:

2/ (t2) = DI — DarktsT™ all (2t 7502) > 0,

debido a que U(0) = 0, y > 0. De esta forma hemos demostrado que las soluciones no
atravesaran las semirectas positivas de los ejes de ordenadas ni de abcisas.

Veamos ahora qué ocurre en el origen. Para ello, supongamos que existe un instante de
tiempo t = t3 > 0 tal que z(t3) = y(t3) = 0; entonces utilizando las ecuaciones de (2.5) se

llega a que:
0 0

2(ts) = DI - Datts] aU(zttsTybts)
V(1) = aU(zkallpisT~ Dytts]

de donde se deduce z'(t3) > 0, y/(t3) = 0. Asi, podemos concluir que las soluciones del sistema

(2.5) son no negativas para todo instante de tiempo ¢ > 0.

Teorema 2.2.2 Cualquier solucién positiva de (2.5) estd acotada para condiciones iniciales

no negativas que sean no nulas.

Demostracion

Consideramos la funciéon V' dada por:
V=zx+y.

Derivando V' a lo largo de soluciones del sistema (2.5), obtenemos:

V = DI - Dx—aU(z)y+aU(z)y — Dy
— DI—D(z+y)

= DI- DV,
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de esta manera, obtenemos V 4+ DV = DI. Para resolverla, multiplicamos por un término

exponencial conveniente (factor integrante) obteniendo:
eP'V 4 DeP'V = DIePt.

Asi, llegamos a que V = (V(0) —I)e~P' 4 I. Observamos que si V(0) < I, entonces V < I,por
otro lado, si V(0) > I, entonces V < V(0).
Vemos que en cualquier caso la funcién V estd acotada, con lo que, por definicién de V,

z e y también lo estan.

2.2.4. Puntos estacionarios o de equilibrios del modelo con un microorga-

nismo

El estudio de los puntos estacionarios de un sistema tiene una gran relevancia, que reside en
que dichos puntos representan estados de energia minima del sistema que se esté estudiando.

Los equilibrios del sistema (2.5) vienen dados por los puntos del plano xy tales que satisfacen:

d d
T _ o dy

— = =0.
dt ’ dt

Entonces, los equilibrios del sistema (2.5) vienen dados por las soluciones del sistema

algebraico:
DI — Dx —aU(z =0
(2)y @7
aU(x)y — Dy =0.
La primera solucién es inmediata: (I,0), equilibrio axial.
Para llegar a los equilibrios positivos (z*,y*) de (2.7) resolvemos el sistema:
DI — Dx* —aU(xz*)y* =0
@)y (2.8)

aU(z*)—D =0.

D
Trivialmente deducimos de la segunda ecuacién que U(z*) = —, y sustituyendo en la
a

primera ecuacién de (2.8) llegamos a que: D(I — z*) — Dy* = 0, de donde obtenemos:
I —2*—y" =0 queesigual a z* +y* = 1.
En resumen, hemos llegado a las condiciones:

D
U(z*) = —e I=az"+y" (2.9)
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Entonces, podemos deducir que para obtener un equilibrio positivo, el nivel de consumo

D
debe alcanzar, al menos una vez, el valor —, es decir, que 3z* € (0,00) tal que U(z*) =
a
D
—. También sabemos que U(x) < L , para todo x € (0,00). Por tanto, (2.9) implica que
a

— < L que es una condicién necesaria para la existencia de equilibrio positivo para (2.8). Si
a
suponemos también que I > z* entonces, como I = z* + y*, tenemos que z* + y* > z*, de

donde se deduce y* > 0y z* > 0, con lo que (2.5) posee un equilibrio positivo denotado por

(z*,y").

2.2.5. Anadlisis de estabilidad del modelo con un microorganismo

En la seccién anterior vimos los equilibrios que poseia el sistema (2.5). Ahora nos disponemos
a estudiar la estabilidad de cada uno de ellos.

Antes de comenzar vemos que tendremos que trabajar en dos situaciones:

* El equilibrio axial (I,0), estable. Significa que los microorganismos y tienden a extin-

guirse.

* Si buscamos conseguir la superviviencia de ambas variables = e y debemos establecer

condiciones bajo las cuales el equilibrio (z*, y*) sea estable.

El equilibrio (x*,y*) del sistema (2.5) serd globalmente asintéticamente estable si toda

solucién (z(t),y(t)) de (2.5), correspondiente a condiciones iniciales arbitrarias, satisface:

lim z(t) ="y th y(t) =vy"
—00

t—o00

Teorema 2.2.3 FEl equilibrio axial (I,0) es globalmente asintdticamente estable si se verifica

la condicion al < D.

Demostracion

De la segunda ecuacién del sistema (2.5) se tiene:

dz@ = aU (x(t))y(t) — Dy(t).

Ahora, como sabemos que U(z(t)) < L:

d?g;) < alLy(t) — Dy(t) = (aL — D)y(t) <0,

debido a que aLL — D < 0, por hipdtesis. De esta forma,

0 < y(t) < y(0)el =PI,
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Tenemos que y es decreciente a cero, pues hemos visto que en virtud de que aL. — D < 0,

1
Am y(t) =0.
Veamos ahora que se tiene:
lim z(t) = I.
P (1)

Para ello, consideramos una funcién v dada por:

v(t) = 2(t) +y(t).
Derivando:
v/ = DI — Dz — all{zjy + all{x)jy — Dy
= DI—Dx—Dy=DI—-D(z+y)=DI—-DV.

De esta forma, llegamos a la ecuacién diferencial lineal de primer orden v = DI — DV,
cuya solucion viene dada por:

v=(v(0)—Te P+ 1.

Tim o(t) = lim [x(t) + y(t)] = lim x(t +M lim a ().

Por otro lado:

0
lim v(t) = lim [(v(0) — I)e P! + 1] —W+ lim [ =1.
t—00 t—00 t— t—00

Entonces, concluimos que:

lim z(t) = I.

t—o00

Teorema 2.2.4 El equilibrio positivo (z*,y*) de (2.5) es globalmente asintéticamente esta-

ble, siempre que se verifique al. > D.

La idea de la demostracién es similar a la del Teorema 2.2.6.5

Ahora hacemos uso directo de la funcién de consumo que llevamos usando en este capitulo:

5Se verd posteriormente.

Angeles Ruiz Gonzélez 25



Capitulo 2 Modelo auténomo sin retardo

siendo m la constante de saturacién del medio, m > 0. Podemos reescribir nuestro sistema

(2.5) como:
dx
— = DI—-Dzx—
dt TV
(2.10)
dy
- = — Dy.
dt “m + o Y
ep o . x* D .
Entonces un equilibrio positivo de (2.10) viene dado por: U(z*) = = —." Es
m+ x* a
decir,
@ D
m+a*  a
Sacando factor comun z* nos queda:
N Dm
Tt = :
a—D
Usando z* + y* = I, llegamos a:
Dm
kol T
) Ty
Donde despejando y*:
. Dm
Y= 5
Luego, el equilibrio obtenido es:
Dm Dm
(", y") (a_D, a_D>

Ya hemos conseguido el conjunto de condiciones necesarias y suficientes para la existencia
del equilibrio positivo para (2.10) es: a > D y I > z*. Ahora bien, de I > z* podemos deducir

mD mD
que: I > ——, luego I < a — D, sacando factor comin y tomando inversos obtenemos:

a—D
I S 1
Dim+1) " a
Hemos obtenido una tercera condicién que implica: a > D, debido a que 7 <1 con
lo que:
D < < a.
m+1

Como contabamos con dos condiciones, a > D e I < x*, y hemos probado que la segunda

condicion es equivalente a:

D <

<a,
m+ 1 “

"Esto se debe al estudio que se ha hecho previamente para una funcién de consumo genérica. En este punto,

lo tnico que se hace es particularizar lo anterior a la funcién de consumo que estamos considerando.

Angeles Ruiz Gonzélez 26



2.2 Modelo con uno y dos microorganismos

y de ésta hemos deducido la primera, entonces realmente la condicién necesaria y suficiente

para la existencia de equilibrios positivos para el problema tratado (2.10) viene dada por:

al

D < .
m-+ 1

Por lo tanto, los dos teoremas anteriores quedarian modificados.

D
Teorema 2.2.5 Supongamos a < D, o bien, a > D vy m D > I. Entonces:

a —

lim z(t) =1, lim y(t) = 0.

t—o00 t—o00

Nota 2.1

Notemos que estas condiciones implican la no existencia de equilibrios positivos.

La idea de la demostracién es similar a la que hemos hecho en el Teorema 2.2.6. En este

caso podemos ilustrar la distincién de las zonas con una grafica:

y(t) y(t)

Figura 2.3: Distincién de zonas.

< I. Entonces:

Teorema 2.2.6 Supongamos a > D y
a—

D
lim z(t) = 2™ = m lim y(t) =y* =1—z".

t—00 a—D’ t—00

Demostracion

Consideramos la funciéon V' dada por:

1 e e Y
Vizg,y)=-(I-z-y)P’+aly—y —ylog= ).
2 y
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Claramente tenemos que:

V(z ,y)zi(f—x —y)2+a<y -yt -y logy*>=0-

Asi, derivando V' a lo largo de las soluciones del problema:

dx
> — DI-Dzx-—
di Yy
(2.11)
dy
hal A - D
dt “myzl Y
tenemos:
1% (I y{DI-D L oy ta—" D
= —([—z— —Dx—a a —

y m—i—:vy m—i—:vy y

ar axy*
+a{y—Dy— Y —I—Dy*}
m—+x m—+x

x x
a

= —(I—z—9){DI—Dzx— -D
(- y){ x y/ﬂjzﬂra Y y}

raly =) (05 - D)

m-+x

= —D(I—fv—y)2+a(y—y*)<a - —D>

m—+x

T
— —D(x* * _ 2 ok - D
(@ +y" —z—y)+aly y)(amﬂg >

= —D([z — 2"+ [y —v*])* + aly — y") <amj—x _D> =(®)

Sabemos que:

o mD
a—-D’
con lo que:
(a — D)x* = mD, entonces ax™ = Dz* = mD,
de donde:
x*
ar® = D(m + x¥). Por tanto D = a .
m+ x*

De esta forma, continuamos la cadena de igualdades que dejamos en (®) como:

V= =Dl -]y g ay -y (AICHT e et
— —D([fﬂ—gj*]+[y—y*])Q+a(m+m)(m+$*)(y_y*)(x_x*)
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Como sabemos que:

x* D a
D:a = — = .
m+ x* x* m+ x*

Continuando la cadena de igualdades:

Vo= Dl )+ =) ot = )=o)
= {2y o) - ) - )

= -D {(a: —2) + (y—y)? + (2 —a%) (y—y*)(z —w*)}-

Nos hemos dado cuenta de que la dltima expresién es de la forma: AX?+BX;Y;+CY? =:
H(X1,Y1), con lo que serd definida positiva H(X1,Y;) < A > 0y B? < 4AC. De esta forma,

para que nuestra V sea definida negativa debe ocurrir que:

2
<2_am) <4
x*(m + x)

desarrollandolo:

a’m? am a’?m? — 4amaz*(m + x)

4+ -4 <4<
z(m+x)?  a*(m+ ) z**(m + )2

<0,

es decir,
2,2 *
am® < damzx*(m + x).

En otras palabras tenemos que:

. am am
am < 4x*(m+z) < & < 4.
*(m+z)  z*(m+x)

De esta forma, serd V' definida negativa.

2.2.6. Existencia de atractor global del modelo con un microorganismo

Consideramos el sistema (2.5) dado por:

dﬂ;‘g) — DI - Da(t) — aU(x(t))y(t)
dg;tt) = aU(x(t))y(t) — Dy(t).
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Notacion 2.2
Vamos a denotar de aqui en adelante por u(t = 0) = up a un dato inicial del sistema (2.5). Por
otro lado, también denotaremos por wu(t;ug) = (x(t,uo);y(t,up)) a una solucién del sistema

(2.5) y por S(t) al sistema dindmico o semigrupo de operadores que esta definido por:
S(t)uo = S(t)(xo,y0) = (x(t),y(t)) = u(t; uo).

Consideremos B cémo un conjunto acotado a B C R2. De esta manera, 3IM > 0 tal que
B C B(0; M), donde B(0; M) es la notacién de la bola de centro el origen y radio M en R2.

Entonces, para todo dato inicial ug = (2o, y0) € B, se tiene que |ug|? < M?2.

Podemos definir entonces w(t) := x(t) + y(t); por tanto derivando w'(t) = «'(t) + v/(¢).

Sustituimos en el sistema (2.5):

0
ax ax
"t) = DI—-DX — -D
w'(?) x+my+x+my Y
= DI—-Dzx— Dy
= DI — Dw.

Y con la condicién inicial w(0) = z(0)+y(0) = xo+yo. Resolvemos el problema de Cauchy

que nos ha quedado:

‘% — _Dw+ DI
(2.12)
w(0) = wo=x0+ Yo-

Usando la demostracion del Teorema 2.2.1 tenemos que la solucién es:
w(t) = Ce Pt 41, C=xzo+yo—1,
como z(t),y(t) > 0, tenemos que:

[S(ul? = 2*(t) +y*(1)

IN
=X
—~
=
_l_

<

—~
=
s

< (Ce Pt41)?
= [(zo+yo)e Pt + 1 — Ie P2

= [(mo+yo)e Pt + I(1— e PH2 < (x).
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La desigualdad de Young va a sernos muy ttil en los siguientes pasos que vamos a dar:
2ab < a® + b?.
De ella, es facil deducir:
(a4 b)? <a® + (a® +b?) + b* = 2a® + 2b°. (2.13)

Por tanto, continuamos pues con la desigualdad anterior (x):
<1

———
1S(t)uol? < 2(xo + yo)2e P+ 212 (I — e PH)?

< 2(30(2) + y%)eZ’Dt + 212

< 4AMZe 2Dt 4 9of2,

Denotamos por p? := 1 + 2I%, como lth’m 4M?e2Pt = 0. Entonces 375 > 0 tal que
—00

YVt > Ty se tiene 4M2e=2Pt < 1. En efecto:
1
4MPe?Pt <1 & 4M? <Pt o log(aM?) < 2Dt & 35 log(4M?) < t,

Por lo tanto, definimos:
1

Tp = —— log(4M?).
B = 5 log(4M7)
Concluimos con que hemos demostrado que 3 un compacto, B(0, p), de tal forma que

existe Tp > 0 tal que Vt > T se tiene |S(t)ug| < p. Por lo tanto, 3 un compacto absorbente,

con lo que existe un atractor global A. (Ver apéndice A). V

2.2.7. Modelo auténomo con dos microorganismos

En el caso de tener dos microorganismos, el modelo es maés sofisticado que el anterior. Pues
ahora tenemos dos microorganismos 1, ¥2, que compiten por el mismo nutriente x. El modelo

es de la siguiente forma:

dx a1x as™

— = DI— Dz — —

dt . m1—|—:ny1 m2+xy2
di a1T
—- = - D 2.14
dt itz N (2.14)
dyo asx
- = — Duyps.

dt mae+z2 Y2
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Las cantidades a1, as son los ratios méaximos especificos de crecimiento de ambos micro-

organismos vy, Yo, también denominados los ratios

de consumo, y las correspondientes

constantes de saturacién de consumo del medio son m; y mo.

Por analogia a los apartados anteriores, obtenemos los puntos estacionarios o de equi-

librio de este sistema (2.14). Haciendo el sistema igual a cero, claramente se obtiene como

solucién inmadiata (1,0, 0), asi como otras soluciones no triviales: (z*,y7,0), (z*,0,y3).

Las soluciones no triviales son las soluciones correspondientes al caso en el que el modelo

s6lo posea un microorganismo, haciendo y = y; o bien y = y», ambas ya estan estudiadas. En

el caso de querer encontrar los equilibrios positivos (z*

,Y1,Y5), debemos resolver el sistema:

al1x asx
DI — Dz — - =0
v m1+xy1 mg-l—:cy2
_mr 5
mi1+x
@,
mo +

de donde obtenemos de la segunda y tercera ecuacion:

al1x
mi+x

asT
mo + 2’

quedando la primera ecuacion como : DI — Dx— Dy, — Dys = 0, pudiendo quitar D. Quedando

el siguiente sistema que nos dard los equilibrios positivos:

I—2* -y —ys

arz*

mi + x*

asx™

mo + x* B
y obteniendo:
Dmg

ag—D’

Dm1 .
al—D_

A

Y1

Asi, existira equilibrio positivo < a1 > D, as > D,

0

+y,=1—2a".

I>z*.

Para el estudio de la estabilidad en este caso, definimos unas nuevas cantidades de

interferencias:
mlD
a] — D’

A1 Ay =

ng

GQ—D'

Por analogia con el caso de un microorganismo, tenemos un resultado para este modelo

de dos microorganismos:
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Teorema 2.2.7 Se verifican los siguientes resultados:

1° Sia; < D parai = 1,2, da; > D, i = 1,2 e I < min{\;, A2}, entonces cualquier

solucion de (2.14) satisface:

lim z(t) = I, tlggo yi(t) =0y tlg(r)lo ya(t) = 0.

t—o00

20 8ia;>D,i=1,2, y0< A <A< d0< ) <1< Ay, entonces cualquier solucion

de (2.14) con datos iniciales positivos satisface:

lim z(t) =

Jim =M lim gy () =T — Ay y lim y(t) = 0.

t—o0

Enelcaso 0 << A<l o0< X <1<\, entonces:

lim z(t) = Ag, tlgglo yi(t) =0 Y tli)rglo y2(t) =1 — Xa.

t—o0

D
9 Siap>Dyl == 2

, entonces:
ay —

Jim (1) = M y Jim (y1(8) + 2(t) = T = A1
Demostracion
1° Consideramos la funcién V, dada por V(z,y1,y2), como:

V=x+4+y +y

Derivando V' a lo largo de las soluciones del sistema tenemos que:

. TY1 TY2 TY1 LY2
V = DI-Dz-— - ;?%ffp ;745fp
x al)a‘u/—l—a: a2)912/+:£+a1 - Y1 + as T Y2

= DI — Dx — Dy, — Dys

= DI—D(z+y1+y2)
— DI-DV(t).

Asi, llegamos a V = —DV + DI, con lo que V = (V(0) — I)e Pt + I, tal y como ya

vimos en el Teorema 2.2.3. De esta forma:

lim V' = lm [2(t) + y1(t) + y2(1)] = 1.

t—o00 t—
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Como posteriormente se vera que:

1 —0= I

Mg () =0 = lim va(t),
se tiene que:

o , , 0.
= Jim V= Jim )+ Jimpet? Y oty Jim (1),

con lo que hemos terminado.

Ahora tenemos que distinguir dos situaciones.

*La primera es la que tiene como hipétesis a; < D, ¢ = 1,2. En este caso, para i = 1,2,

se tiene:

ayi _ i
dt "my +x

gracias a la hipdtesis y a <1, i=1,2. De esta manera:

m; + &

yi(t) < Cela=DIt

con lo que:

0 < yi(t) < Cels=D)t —; 0,

cuando hacemos tender ¢ — oo, por lo que:
lim y;(t) = =1,2.
Jim g () =0, i=1,

*Una segunda situacién es aquella que tiene por hipétesis a; > D e I < min{\j, Aa}.

En este caso, sabemos que existen equilibrios positivos si, y sélo si, se verifican:
a; > D y I> rnl'n{)\l, /\2} (2.15)

y sabemos que:

con lo que:

lm [z(t) +y1(t) + y2(t)] = 1.

t—o0

Como ya tenemos demostrado que V = D(I — V), debemos considerar dos zonas de

estudio en este caso.

Angeles Ruiz Gonzélez 34



2.2 Modelo con uno y dos microorganismos

En la zona superior de = + y1 + yo = I, se verifica que V =z 4+ y; +y2 > I, con lo que
V < 0. Por lo tanto, V < 0 Cracias a que ademés no se verifica (2.15), no existirdn

equilibrios positivos, por lo que, como:

lm [(t) + y1(t) + y2(t)] = 1,

t—o00

obligatoriamente las soluciones que comienzan con un dato inicial en la zona superior

de x + y; + yo = I convergen a nuestro equilibrio axial (7,0, 0).

Por otra parte, en la zona inferior de = + y; + y2 = I, partimos de datos iniciales
(0, Y10, Y20) verificando:

o + Y10 + y20 < 1,

de donde deducimos que zg < I. Sabemos ademds que:

1< aTiDD, i=1,2,
con lo que se tiene:
wo<I<- P g9
a; —
Ahora, para i = 1,2, se tiene:
X a; T
yi(0) = mio—iy_o;o — Dyoi = yoi [ml Z—i—oxo - D}

Por otro lado, para i = 1,2, tenemos:

a;Xo

0 _D<0 FEN a;zg < D(m; + x9),
m; + Xo

o lo que es lo mismo:

a;xg < Dm; + Dxg = (CLZ‘ - D)LEQ < Dm; =2 o <

y esto se verifica.

Asi, llegamos a y/(0) < 0,4 =1,2, con lo que y;, i = 1,2, comienza decreciendo. Luego

la suma y; + y2 también decrece.

En conclusidn, si el dato inicial se encuentra en la zona inferior, la soluciéon converge
al equilibrio axial (7,0,0), pues en caso de crecer y atravesar la zona superior, nos

reduciriamos al caso previamente estudiado.
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Capitulo 2 Modelo auténomo sin retardo

Conviene notar que este argumento estd basado sélidamente en la tnica solucién del
sistema. En efecto, si comienzo con un dato inicial ug en la zona inferior y la solucién
atraviesa la zona superior, la solucién que comenzoé en ug se encuentra ahora, tras un
tiempo ¢, en lo que puede tomarse como dato inicial para la zona superior 5y = u(t =
t0;0,up) y entonces la solucién que obtenemos tomando este dato inicial debe ser la

misma que la que teniamos tomando el dato inicial ug.

Por tanto, el equilibrio axial (1,0,0) es un equilibrio asintéticamente estable y de esta

forma:

lim z(t) =1 y lim y;(t) =0 = lim ya(?). v

t—o00 t—o00 t—o00

2° En este caso, para ¢ = 1,2, se tiene:

aim;:_ Ui~ Dy; = aimiﬁ_ Vi~ DZZ i iyz = (a; — D)miﬁ— Vi~ Z:?Ly;

= (ai - >mzi 2 (a: = D)/\imiy—zk T (a; - )mﬁi— bi mzy—zi— T

=(e; = D) {mf?ix B ’m,y—lka:} = (e = )rgrgu _:\;y,

Asi, (2.14) queda:

dr _ pp_ pp_ M1TY1L 62Ty
dt mi+x Mmoo+
" (2.16)
T D

Consideramos la funciéon V', dada por:

x * *
V(z,y1,92) = — A\ — A log N +c (yl -y — ¥ log zi> + c2y2,
1

a;

ai—D

con ¢; = , 1= 1,2, constantes positivas.
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2.2 Modelo con uno y dos microorganismos

Por tanto:

oo oM {DI—Dx—al

T

x x
—a
ml—f—xyl ng—l—x‘w

yr T — A1 T — A2
+c1 |1 —%=)(ag — D +c as — D
1( m>(1 )ml+xm 22 (az )nm+x

- A
_ 7 1{DI—Dyc—al v Y1 — a2 * 92}
x T

m1 + mo + X
Y1 —Yi T — M T — A2
- D - D
+c1 (a1 )m1+x’M+ caya(as )m2+x
T — )\ T — A\ T — Ay
= DI — Dx) — —
x ( x) a1m1+xy1 a2m2—|—xy2
37—)\1 *1'—)\1+ .r—)\g
a —a a
lylml—i—x lylml—l—x 2m2+$y2
r— N\ T — A\ A1 — A2
= DI — Dx) — *
. ( ) a1y1m1+x+a2m2+xy2

D(I — ) yi A1 — A2
Y — + .
(2 1){ T alml—i—x a2m2+my2

Consideraremos ahora el equilibrio (z* = A1, 45, = 0). Por (2.16), entonces:

dx x x
— =DI—Dx — —
dt v a1m1+cl?y1 a2m2+xy2,
evaluandolo en el equilibrio:
0
dx* x* x*
= DI — Dx* — T — 0.
dt o “ mi —|—1:y1 @2 5+ x*
Equivalentemente tenemos:
dAy A1 A1
— =DI—-D\ —a1————y; & D(I—-X\)=a1———;.
dt Lma mi + A1 % ( 1) a“ my -+ M\ 91

Llegando finalmente a la igualdad que nos interesa, despejando yj:

m1 + A\

i = DI = a) T
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Capitulo 2 Modelo auténomo sin retardo

Con esto, el término:

D(I-=z) y3 _ D(I —z)Mi(my +x) — Da(I — A1)(m1 + A1)
x lml +x Arxz(my + x)
D
S A G - Az -zl
)\1$(m1+$){ 1m1+w Ayt — M\t — xlmy
;%quummxf}
D(a:—)q)
_ I+ M\x).
Az(my + x) (Ml + Mz)
Asi,
. —D(a: — )\1)2 Al — A2
V=—-—" I+ <0
Y p—— (myI + 1x)+a2m2+xy2 <0,

pues A\; < Ag. De esta forma, V' es semidefinida positiva. A continuacién, vamos a
demostrar que:

M :={(z" = A, 91,0)},

es el mayor conjuntos invariante de:

E :={(z" = M\, 41,0),y1 > 0}.

yz(t)

y1(t)

A1

Figura 2.4: Conjuntos M y E.
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2.2 Modelo con uno y dos microorganismos

Consideramos el conjunto F anterior y por otro lado:

A
| .= DI— DX\ —a———1y10.
' e WL

Y por tanto:
w" =0 & DI — D)\ —a N =0
E 1 1 my + Al Y10 3
equivalentemente:
A D(m1 + )\1)([ — /\1)
DI—-—X\)=a———— & ,
( 1) 1m1 A Y10 a1

y esto s6lo ocurre cuando y;9 = yj. Esto quiere decir que si empiezo con un dato inicial
distinto de y] me salgo del conjunto £, con lo que el conjunto M anteriormente definido

seria el mayor subconjunto invariante.

En conclusién, (z*,y;,0) es asintéticamente estable, gracias a una consecuencia del

Teorema de La Salle. &

Notamos que la demostracion de la segunda parte, es exactamente la misma pero in-

tercambiando los papeles de A1 y As. vV

3° Extendiendo la funcién usada en el Teorema 2.2.6, consideramos:

2
V=2(I—x—y1—yz)2+az<yi — v —y; 10gy;>-
i=1 ?

Ademas,

2
Via“yiys) = U —a"—yi —y3)" + ay’ (y —y; —y; log y)
=1 ?
1

* * * 1 * * * *
= 5(—7—95 _yl_92)2:§(yl+y2_y1_3/2)2:0'

. Asi, derivando V" a lo largo de soluciones de (2.14) y procediendo como en el Teorema

8Para complementarlo ver teoria bésica de EDOS.
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Capitulo 2 Modelo auténomo sin retardo

2.2.6, tenemos:

a
m1—|—$y1+ 2m2+a:

vV = (I —z—y1 —y2) <—DI+D:1U+CL1

.I'—/\l
mi1+x mo + X

2
l‘—)\l LE—AZ'
E i = i —y; (a; — D ‘
ta — ((a D)mi ya Y (a )mi —l—xy/yzl)
Tz

T T A1
= ([—z—y — —-DI+D Fé Fé D
( T — Y1 y2)< + Dz +aq 1+xy1+a2 2+my2—|— m1+xy1

—I—(D — al)

+D{L‘—>\2 + )\1 i )\2 a T a X >
a a — -
m2+ajy2 1m1—|—:vyl 2m2—|—a:y2 m m

m; + &

+ai§;{(y¢ —y;)(a;i — D) i } = (%)

D
Ahora bien, como sabemos que \; = i o 1 =1, 2, entonces:
a; —
A1 Ao A A2
D — - D +a +a
m _HCZJH— m2+xy2 e —|—a:y1 m2+x92 1ml g 2m2+xy2

N [ s

entonces tenemos que:

2

V =(—2—y — 1) (—DI+ Dz + D +yz))+a2{(% —vi)a _D);i}—)\;}'
=1 '
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2.2 Modelo con uno y dos microorganismos

Por lo tanto, nos centramos en la expresién:

2 Dm;
x ai — D
_ —y)ai— D — (i —yi)(a; — D)
a; (i =)@ = D) = = (i —wi)lai = D)
9 _
B o a;x B Dx _ sz ai_D

:0‘22: (yi_y;)' aix  Da _(ai—D)x*H

m;+x m;+zx m; +x

Ahora bien,
a;m; a;m;
a;—D = e &S aq;,— D= S &
m; + x* _— m; D
" a;—D
a;m; aimy;
Sa;— D= &S oa;— D= &
’ m;(a; — D) +m;D ’ mia; — Dty + Dami;
g —D a; —D
Ay
<:>CL1'—D—4 -~ ai—D:ai—D,
CLZ‘—D
a;m;

llegando a que a; — D =
m; +x

(%) :ag{(yi—yi“)@—x*)(mﬁ;ﬁiﬁx*)}'

Por lo tanto, (%) hard que V sea:

V=) =D —a -y -l e Y { - e o)

miD a;Mmy;

Sin embargo, sabemos que z* = va;,— D= . De esta forma:
D m; + z*

a; —
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Capitulo 2 Modelo auténomo sin retardo

m; D o gt (m; + ™)y D -

Q17
v a;
m; + a*
I e A a; D
a; D m; +x* x*
ay D as ,
entonces = —=—"—Asi:

mi+x x* moe+ax*

2

Vo= —D(I—m—yl—yz)Q‘i‘@Z
i=1

mi D WY (rr ok
mi+m*(w o) (yi — i)

2
_ 5 aD m; K\
= —D({ —x—y1—y2) +x*z;mi+x($_“")(% Y;)
1=

2
— 2 aD my * *
= —D(-I+z+y +p)*+ *z;mi_{_x(x—x)(yi—yi)
1=

2
_ * * * 2 aD my * . *
= —D(—z*—yj—vys+z+yi+y2)+ o ;mﬁ_w(x—w yi —v;)

2
_ * * *\12 oD mg * X *
= =Dl =)+ = uE = )P D = ) - ),

Como es monodtona creciente como funciéon de m;, y ademdas sabemos que es

m; +x
decreciente como funcién de x, siendo:

VYm; >0,z >0,

obteniendo:

Dz —a)+ W +y -y )<V < -D[(x —2*) + (y1 +v2 — yi — v5)*+

aD
+ (x—2*)(yr +y2 — ¥ —¥5)-

Nos preguntamos ahora si la expresién:
* * *\12 OéD * * *
=Dl(@ =) + (1 +y2 — w1 — )" + (@ =2y + 42—y — 4
es definida negativa, por lo que tendriamos que V < 0. Ahora bien:

aD
—D[(z —2*)+ (11 +y2 — ¥} —y5)]* + ?(95 —2*)(y1 +y2 — vl —v3)

«
=D (& —a") + (1 + v —vi —u)+ (2 =) (0 =) +v2—vi —v3)|
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2.2 Modelo con uno y dos microorganismos

Falta que veamos que (A) es definido positivo, con:
!

() =[@=aP+ @+ —vi— )+ (2- ) @ =2+ —vi —93)] .

4m1D

al — D
definido positivo como queriamos. Con lo cual concluimos nuestra demostracion.

Pero con el Teorema 2.2.6, ya sabemos que si a € [O, > entonces (A) es

Veamos que sucede con la existencia de atractor global. Estamos considerando el

problema (2.14):

dx alxr as2x
— = DI—Dx— -
dt v m1+:1:y1 m2+xy2
dy1 a1x
S91 D
dt m+z A
dyo asx
wvz - D
l Tt met+ a2 Y%

como hicimos también el caso de un microorganismo, denotamos ahora por: ug = (zg, y1(t), y2(t))
al dato incial del sistema, y por u(t) = (z(t),y1(t),y2(t)) a la solucién del sistema (2.14). Al
sistema dindmico o semigrupo de operadores lo denotamos también por S(t), estd de-
finido por:

S(t)uo = S(t) (0, y10,y20) = ((t),y1(t), y2(t)) = u(t; uo).

Volvemos a considerar como conjunto acotado a B C R3, entonces IM > 0 : B C
B(0; M), donde B(0; M) denota la bola unidad cuyo centro es el origen y tiene de radio M

en R3. Con esto, para cualquier dato inicial ug = (o, 310, y20) € B se tiene |ug|? < M?2.

Definimos w(t) := x(t) +y1(t) +y2(t) y por tanto su derivada como: w'(t) := 2'(t)+v () +
yh(t). Sustituimos en el sistema (2.14) con la condicién inicial w(0) := x(0) + y1(0) + y2(0) =
Zo + Y10 + Y20-

Entonces, resolviendo el problema de Cauchy:

dw
— =D DI
dt W
w(0) = wo=xo+ Y10+ Y20,

tal y como vimos en el caso de un microorganismo, la solucién del problema de Cauchy es:

w(t):Ce’Dt—i—I C =2z +yi0+y20 — 1.
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Capitulo 2 Modelo auténomo sin retardo

Como sabemos que x(t),y1(t),y2(t) > 0 tendremos que:

[SHuol? = 22() +yit) +y3()

< (Ce Pt +1)?

= (o + Y10 + y20)e Pt + T — Te~ P12

< 2(x0 + y10 + ya0)2e Pt 4+ 212 (1 — e~ Ph)?
~ —
Des.Y oung <1
por otro lado tenemos:
(zo + Y10 + y20)? = x5+ Yo + Y30 + 2y10Y20 + 220Y10 + 220Y20

<
<
2ab<a?-+b2

= 3(x§ + yio + ¥30)

- 3’(x05y107y20)’2'

Por tanto, podemos continuar con la desigualdad:
1S(t)uol> < 6|(z0, y10, y20)|Pe™ P! 4 217
< 6MZe 2Pt 422
Denotando p := 1 + 212, y como:

lim 6M2%e2Pt =,
t—o00
entonces 375 > 0 tal que Vi > T, se tiene:

6M2e 2Pt < 1.

En efecto:

23+ yio + Y30 + Yio + Y30 + 75 + yio + 23 + Y3

1
6M%e 2Pt <1 o 6M? <Pt o log(6M?) <2Dt & ——log(6M?) < t.

Luego definimos como:

1
Ty := — log 6 M2,
B= 55 0g 6

2D
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2.3 Modelo con crecimiento en pared

Si recopilamos todo lo que tenemos, concluimos que hemos demostrado que existe un
compacto B(0, p), de tal forma que existe T > 0 tal que para todo t > T, se tiene |S(t)ug| <

p ; por lo tanto existe un compacto absorbente, por lo que existe un atractor global que

volveremos a denotar por A.

2.3. Modelo con crecimiento en pared

Hemos estudiado modelos que sélo tenian en cuenta el crecimiento de un microorganismo o
de dos pero sélo teniendo en cuenta el medio de cultivo o medio de crecimiento. Es frecuente
que los microorganismos no sélo crezcan en el medio de crecimiento, sino que también en las
paredes del recipiente en el que se encuentran. Esto se debe a la habilidad de los microor-
ganismos para adherirse a las paredes del medio en el que se encuentran, o bien, a que el
ratio de flujo no es suficientemente rapido para limpiar y eliminar estos microorganismos del

sistema.

Podemos considerar la poblacién consumidora y(t), es un conjunto de dos categorias
de poblaciones, una en el medio de crecimiento, y;(t), y la otra sobre las paredes de dicho re-
cipiente, y2(t). Estos individuos pueden modificar su categoria en cualquier momento. Siendo
r1 y ro los ratios con los que las especies se adhieren o se despegan de las paredes, entonces

r1y1(t) y m2y2(t) representan los términos de especies que cambian su cateogoria.

Asuminos entonces que los nutrientes estan distribuidos de manera equitativa para ambas
categorias y también asumimos que ambas categorias consumen la misma cantidad de nu-
triente y con el mismo ratio. Cuando el ratio de flujo es bajo, los organismos pueden llegar a
morir de forma natural antes de que el sistema los elimine, con lo que la limpieza del sistema
deja de ser un principal factor de mortalidad.

Denotamos como v > 0 al coeficiente de mortalidad colectiva de y(t). ?

Por otro lado, cuando el ratio de flujo sigue siendo bajo, la biomasa muerta no se elimina
del sistema, y ésta a su vez esta sujeta a una descomposicién bacteriana, la cual produce
una regeneracién del nutriente de manera inmediata. Luego, no se espera que el 100 % de la

biomasa sea reciclada sino séla una pequena parte de ella, denotada por b € (0,1).

Cuando I y D son ambas constantes y no tenemos retardos en el sistema, el modelo

se presenta como se describe en la dindamica de quimiostatos con crecimiento en pared. Y

9Representa factores como puede ser: enfermedades, edades.
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Capitulo 2 Modelo auténomo sin retardo

nos damos cuenta de que sélo yi(t) contribuye a ese material reciclado de la biomasa que
estd muerta en el medio. Ademaés, como los microorganismos que se encuentran adheridos a
las paredes no se limpian del sistema, el término —Dys(t) no se incluye en la ecuacién, el cual

representa el crecimiento de ys(t).

Todos los pardmetros que aparecen son los mismos que en el sistema (2.5)!0 a diferencia
de que 0 < ¢ < a reemplaza a a como el ratio de crecimiento de las especies consumidoras.

Entonces obtendremos el siguiente problema, siendo muy parecido al modelo de dos micro-

organismos:

dx T T

— = DI —-Dx— — b

dt v am+azy1 am+93y2+ v

dyy T
-/ = = D — 2.17
7 (v + D) -I-Cermyl r1y1 + ray2, ( )
@y Fe—t gyt
— = -V & T — ToUYs.

a1 Y2 — $y2 191 2Y2

2.3.1. Puntos estacionarios o de equilibrio

En este caso los equilibrios del sistema (2.17) vuelven a salir de hacer cero dicho sistema,
dando claramente una solucién trivial (I,0,0). Sin embargo, si intentamos hacer el mismo
procedimiento que hemos seguido hasta ahora para sacar los puntos estacionarios positivos

no es posible encontrar dichos equilibrios.

Veamos el porqué.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, y» = 0, entonces la tercera ecuacién del sistema:

T T
DI — Dx — — b = 0
€T am—l—xyl am+$y2+ vyi1
—(v+ D)y +c y1 — iy +roye = 0, (2.18)
m—+x
T
—vy2 + ¢ Yo +1r1y1 —roye = 0.
m—+x

tenemos que r1y; = 0, siendo r; > 0, con lo que deducimos que y; = 0 y por lo tanto = = I,
y obtendriamos el equilibrio (7,0, 0).

Por el contrario, si suponemos que y; = 0, de la segunda ecuacién del sistema (2.18)
tenemos royo = 0, siendo r2 > 0, con lo que deducimos que y2 = 0 y entonces x = I, luego

volvemos a obtener el mismo equilibrio (7, 0,0). Por lo tanto, (I,0,0) es un equilibrio, trivial.

¥Dicho sistema es el inicial, el sistema del modelo con un microorganismo sin crecimiento en pared del

capitulo 2.2.
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Modelo con crecimiento en pared

Ahora debemos buscar los equilibrios positivos. Pero antes de continuar, para facilitar el

proceso vamos a hacer un cambio de variables:

a(t)

Quedandonos el sistema:

dx
dt
dz
dt
da
dt

y1(t)
y1(t) +y2(t)’

DI — Dz —a :c z + braz
m—+x
—vz—Daz+c z (2.19)
m-+x

—Da(l —a) —raa+ra(l — a).

Donde la primera ecuacion se obtiene trivialmente al hacer el cambio, pero la segunda

proviene de:

Y+ Y5

X
= —vyr — Dy + e
= —v(y1+y2) — Dy +c

= —vz—Dyi+c

0

Y1 —T1y1 +roy2 +riyn — roy2 —vy2 + ¢
+x m—+x

Y2

m+$(y1+y2)

Z.

m-+x

Como por definicién de « tenemos que y; = a(y1 + y2) = az deducimos que:

z':uz—i—c

z— Daoz.

Finalizamos viendo de dénde proviene la tercera ecuacién del sistema:

Ademds como:
/
Y192

—Y1Ys

—(v+ D)yiya + ¢

vyiys — €

v (yr 4+ y2) — yi(y) + us)
(Y1 + y2)?

0

—_—~—
/ / / /
Y1Y2 + Y1Y1 — Y1y1 —Y1Ys

(y1 +y2)?
_ y’1y2 - ylyé
(Y1 + y2)?

X

. 2
m xy1y2 T1Y1Y2 + r2ys,

9
m+xy1y2 1Yy + rey1ye.
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Capitulo 2 Modelo auténomo sin retardo

Tenemos que:

/ p—

Yiye — 1vh = (y1 + y2)%a’ = —Dyrys — r1(y1ye + y1) + r2(y3 + you1 ).

Concluyendo con:

2 2
o — _p_ g2 Y1y Ty Y3 + y2u1

(y1 +y2)? ! (y1 +y2)? ? (y1 +y2)%

Pero nos damos cuenta que cada sumando puede expresarse de manera mas sencilla por-

que:
a(l . a) _ Y1 <1 W ) _ Y1y2
Y1+ Y2 Y1 + Y2 Y1+ Yo
2
w2ty ol +y) o
2 2 -«
(y1 + y2) (y1 + y2) (y1 +y2)
2
ys +yeyr yalyrty2) 0 oy 1
72 — 5 = = — (.
(y1 + y2) (y1 + y2) (y1 +12)

Por fin llegamos a la ecuacién diferencial para o:
o' =—Da(l—a)—ra+ry(l —a),
quedando asi justificadas todas las ecuaciones que forman el sistema (2.19).

Para todas las soluciones positivas yi, y2 de (2.19) se tiene que 0 < «(t) < 1, por definicién
de «. Es més, si tomamos el intervalo (0, 1) vemos que es una regién positivamente invariante

para cualquier «(t) porque:

O/‘a:o = 1r9>0

O/‘azl = —r; <0.
En cambio, la ecuacién que verifica a es independiente de x y de z y sus puntos de

equilibrio son las soluciones de la ecuacién de segundo grado siguiente:
—Da(l —a) —ria+ra(l —a)=0.

Resolvemos:

D+ ri+rg /(D471 +r+2)? — 4Dr
2D ’

ol =

Podemos obtener dos soluciones, la positiva o} que no pertenece al intervalo en cuestion

y la negativa a* que pertenece al (0,1). Ademds su valor es mayor que el de la solucién
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positiva. Porque:

(D + 71 +719)? —4Dry = D?> + 72 + 12 — 21179 +2Dry + 2Dry — 4Dry =
= D?*+ ¥+ 713 — 2riro + 2Dry — 2Dry > D* 4+ % + 13 — 2ryry — 2Dr — 2Dry =

= (D — (7‘1 + TQ))2 = (D —7r — 7‘2)2.

Con lo que podremos comprobar lo dicho anteriormente. Pues:

V(D471 4+712)2 —4Dry > /(D — 11 —19)2 = \/(r1 + 12 — D)2 =711 + 19 — D.

Haciendo un cambio de signo obtenemos:

—\/(D + 71 +T2)2 —4Dry < —(’1”1 —+ 19 — D),

equivalentemente:

D+T1+’F2—\/(D+T1+T2)2—4D?”2<D+T1+T2—(T‘1+T2—D):2D.

En consecuencia, obtenemos a* como:

. D+ri+ry—+/(D+r+12)2—4Dry < 2D

- 2D oD

Comprobemos ahora que la solucién negativa efectivamente es mayor que la solucién

positiva:
\/(D+T1+T2)2—4DT2< \/(D+T1+T2)2:D+7’1+T2$
—/(D+r1+72)2=4Dry > —(D+ 11 +73),
llegando a:
D—|—T1—|—T‘2—\/(D+T1—|—T2)2—4D7‘2>D—|—T1+T’2—(D+T‘1—|—T2):O.
Luego:
0
— =0
« >2D

Deducimos seguidamente que oy > 1, pues:

D+T1+T2—\/(D+T1+T2)2—4DT2

D >1e\(D+r +71)2—4Dry) > D — 11 — 19,

sabemos que equivalente a esta expresion también es cierta:

(D +7r + 7’2)2 —4Dry > (D —4ry — 7”2)2.
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A continuacién veamos que a(t) — o* cuando t — oo y asi o serd asintéticamente

estable. Para empezar vemos que a(t) verifica la ecuacién diferencial ordinaria de o'(t):
o(t) = —Da(l—a)—ra+ry(l—a)
= —Da+ Da? —ria+ry—ra

= Da?— (D +ri+ro)a+rs.

Como o es solucién, utilizando el cambio a(t) = o + , se obtiene una ecuacién de

1
2(t)

Z'(t) cuya solucién es:

(D—i—m—&—m—?Da’i)tC D )
D+ri+ry—2Da*

Z=e€

Deshaciendo el cambio y tomando como «(t) = o* deducimos que:

g

———+ D=0, donde vy =D +ry +7ry —2Da”,
~Cent

como v # 0 y t* = 400, donde t* denota el instante de tiempo para el que se alcanza o* .

Entonces sustituyendo en el sistema « por o (2.19) tenemos:

dx T
— = DI— Dz - z + bva* z,
dt T
(2.20)
dz . c
— = —vz—Da*z+ Z.
dt m+x

Los equilibrios de este sistema se resuelven haciendo cero este sistema. De una manera

similar al procedimiento seguido en los casos anteriores. Teniendo como equilibrio en este

caso a:
DI — Dzx*
o= T (2.21)
X
— vba*
m + x*

y teniendo estas condiciones para que los equilibrios sean positivos:

x*

v+ Da* <, (I —z%) (a - bmxi) > 0.

m+ x*

2.3.2. Analisis de estabilidad

Toda la informacion necesaria para analizar la estabilidad de nuestro modelo esta registrada

en el siguiente teorema, pero antes realicemos un cambio de notacién.
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Notacion 2.3

Vamos a tomar o* = a* como tnica soluciéon del modelo que estamos tratando.

Teorema 2.3.1 Se verifican los siguientes resultados:

(1) Si v+ Do* > 0, entonces el equilibrio axial (I,0) del sistema (2.20) es globalmente

asintdticamente estable, es decir, cualquier solucién de (2.20) satisface:

lim 2(t) =1, Jim (31(1) + 32(0) = lim (1) =0.

t—o00

(II) Si v+ Da* < 0 ,D—c+az* >0 ya* < I, entonces el equilibrio positivo (z*,z*)
del sistema (2.20)es globalmente asintdticamente estable, es decir, cualquier solucion

de (2.20) satisface:

lim z(t) = =¥, lim (y1(¢) + y2(t)) = lim 2(t) = 2*.
t—00 t

t—o0 —00
Demostracion

<1
m—+x

(I) Consideramos la segunda ecuacién del sistema (2.20) y sabemos que como

entonces —c > —c, trivialmente. De esta forma, se tiene:

m—+x

v+ Da* —c >y —Da* —ec.

m+x
Se tiene que v + Da* — ¢ > 0 con lo que la expresion anterior es mayor estricto que 0.

Obteniendo por tanto que:

dZ:—(u—FDa*—c v )<O
dt m-+x

Esto nos dice que z(t) es decreciente y en consecuencia que:

Jim (y1 (1) + 42(1)) = lim 2(2) = 0.

o0

Por otro lado, usando la primera ecuacién del sistema (2.20), dado e > 0, 3T > 0: Vt >

‘ <an% + bua*> z(t)’ <e

T se verifica que:

€
Seguidamente, usando esa nueva condicién llegamos a que z(t) < z(t)e =Pt 4 (I + 5)

v ax(t) < z(t)e Pt + (I - %) Por tanto, como:
£

3 15
Jim a(t) € [T = 5.0+ 3]
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y como ¢ > 0 arbitrario obtenemos que:

lim z(t) = I. vV

t—o00

(IT) En este caso, hay que reescribir el sistema (2.20) para obtener los puntos de equilibrio:

- = Dz + Dx —am(z—z)—az (m+x_m+x*>+bya (z —2%)

dz x T*
— = cz — )
dt m+zx m+xF

De la primera ecuacién del sistema, del cual hemos sacado los puntos de equilibrio,

(2.22)

obtenemos:
x*
DI = Dx* +a 2 —bva* .
m + x*

. , . ., . arz*

Sustituyéndola en la primera ecuacién del sistema (2.22), sumando y restando gt
m+x

obtenemos:

dx T T*

— =—-Dx+Dz* —a x
m +

=~ x(z—z*)—az*( - >+b1/oz*(z—z*).

m-+x m + x*

*

Por otro lado, —v—Da*+c = 0 sustituyendo en la segunda ecuacion, obtenemos:

m + x*

dz T T*
2 — ez _
dt m+zx m+axF

quedando justificada la escritura del sistema (2.22).

Ahora veamos la estabilidad del equilibrio positivo (z*, 2*). Consideramos una funcién

V =2 —a* 4+ logz — log z*. Derivando V se tiene:

V<—D(:c—x*)+(c—az*)( v v )—(a z —bua*)(z—z*).

m+x m+ax* m 4+ x*

Esta desigualdad se obtiene gracias a que la funcién de consumo es monénona creciente.

Ademas, si ¢ — az* < 0 obtenemos que:

:L,*

V < —D(zx — ") — <a —bya*> (z—2%) <0,

m + x*

Gracias a la hipdtesis de que x* < I deducimos que V' < 0 porque a —brva* > 0.

x*
Ademss, en el caso contrario, si ¢ —az* > 0, volvemos a obtener que es V' < 0. En con-

clusion, el equilibrio (x*, 2*) es globalmente asintéticamente estable. |
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Teorema 2.3.2 Supongamos que v + Da* < ¢ y x* < I. Entonces el equilibrio positivo

(x*,2*) es globalmente asintdticamente estable.

Demostracion

Partimos del sistema en cuestion:

*

d
Y _Dr+Di*—a (z—z*)—az*< v >+bua*(z—z*)
dt m-+x m+zx m+x*
(2.23)
dz x x*
T e _
dt m+x m+z*

la justificacién de este ya la tenemos en la prueba del Teorema 2.3.1. A continuacién,

hagamos el siguiente cambio de variables:

z(t) = z(t)—a*
zZ(t) = log Zz(f) (2.24)
U == U(-+a*)—U(z").

De esta forma nuestro sistema (2.23) queda:

%f = —Di(t)—a (I?(E) + U(ﬁ)) (= 1) — az*T(F) + bra2*(eF — 1)

(2.25)
dz * ZTT(~
- Fe U(x).

Comenzamos definiendo un funcional, que serd de Lyapunov:

Si tenemos que x > z* entonces > 0 y de esta manera, como s € (0,Z(f)) entonces

s > 0. En consecuencia, s + z* > x* y U es una funcién creciente respecto de X, por lo que:

U(s)=U(s—2")-U(z") > 0.

En conclusién,
T(t) _

Vi(z) := /0 U(s)ds >0

siempre y cuando z(t) # z*.

Andlogamente, si © < z* entonces T < 0 y por lo tanto, como s € (Z(t),0) entonces
tenemos que s < 0. Entonces s + z* < 2* y U es una funcién creciente respecto de z, con lo

que U(s) = U(s + z*) — U(z*) < 0.
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En conclusion:

siempre y cuando z(t) # z*.

Resumiendo tenemos que Vi (z*) > 0 Va # z*.

Derivando V;(Z):

% = —DiU) — az*e*U()% — az*U(z*)U(Z) (e — 1) + bra*z*(eZ — 1)U(Z)

= —DFU(Z) — az*e*U(F)? — (aU (z*) — bva*)U (F)(e* — 1)z~
El siguiente paso una vez definido el funcional, es definir V5:
Z(t)
Va(Z) := / (e —1)ds.
0

Ahora bien, si z > z*, entonces z > 0; de esta forma, como s € (0,z(¢)), entonces s > 0.

En consecuencia, e* — 1 > 0, por lo que V2(2) > 0, siempre y cuando z # z*.

Andlogamente, si z < z*, entonces z < 0; por lo tanto, como s € (z,0), entonces s < 0.

Entonces e® — 1 < 0, con lo que: V5(2) > 0, siempre y cuando z # z*.
Resumiendo ahora, tenemos que V5(Z) > 0 Vz # 2*.

Al igual que hicimos antes, derivamos V5 a lo largo de las soluciones del sistema (2.25):

dva(t)
dt

dZ(t)
dt

= (-1

= cz*e?U(F — 1)

Pues ahora, con todo esto ya podemos considerar el funcional v como:
v(w,z) := Vi(Z) +nVa(2),

donde:

Esta claro que v(z, z) > 0 V(z, 2) # (z*, 2*).
Observacion 2.4

Notemos que si (z,z) = (z*, z*) nos encontramos en el equilibrio y por definicién de punto

estacionario, no nos moveremos de él.

Angeles Ruiz Gonzélez 54



2.3 Modelo con crecimiento en pared

De esta manera, derivando v respecto al tiempo a lo largo de las soluciones del sistema
(2.25) llegamos a que:

dv

5 = —DiU(%) — az*e*U(3)% — (aU(z*) — bva*)U (Z)(eF — 1)2*

) _ bra* e _
_i_aU(x)—mcz*er(g)(ez 1)

c
= —DiU@) —az*e*U(T)2 <0
Como ya tenemos todas las hipétesis necesarias para aplicar el Teorema de Lyapu-

nov, aplicindolo tenemos inmediatamente la estabilidad del equilibrio positivo (z*, z*) que

queriamos.

2.3.3. Existencia de atractor global

Consideramos el sistema (2.17):

dx T T

— = DI—- Dz - — b

dt v am—i—xyl am+xy2+ v
din x

27— D —

o (v+ D)y + e [l 1 + 12y2,
@ = —vystc +riyr—r

dt LI e R L

Como llevamos haciendo en todo el capitulo, denotamos ahora por: ug = (zg,y10,¥20)
al dato inicial del sistema y por u(t;ug) = (x(t;x0), y1(¢;v10), y2(t; ¥20)) a una solucién del
sistema (2.17). Al sistema dindmico o semigrupo de operadores seguimos denotandolo

por S(t), estd definido por:

S(t)uo = S(t)(x0, y10,y20) = (2(t), y1(t), y2(t)) = u(t; uo)-

Pues bien, considero como conjunto acotado a B C R?, entonces 3M > 0: B C B(0; M),
donde B(0; M) denota la bola unidad cuyo centro es el origen y tiene de radio M en R?. Con

esto, para cualquier dato inicial ug = (0, y10,%20) € B se tiene |ug|? < M?2.

Definimos w(t) := z(t) + gyl (t) + gyg(t) y por tanto su derivada como: w'(t) := 2/(t) +
c c

gy’1 (t) + 2yé(t). Sustituimos en el sistema (2.17) llegamos a:
c c

D
w'(t) :== DI — Dz + <b1/ - a(u—i—)y1> -y
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Ahora bien, 0 < ¢ < a entonces % >1ybe (0,1), entonces —b > —1, tenemos que
%(1/ + D) — bv > 0. Podemos definir k& := min {%(l/ + D) — b, %} Entonces w' < DI —
Dz — kyi1 — kyo. Ahora k= min{D, k}. De esta forma w' < DI — kw. Usando la condicién
inicial w(0) = xg + y10 + Y20, podemos sacar una cota superior para w(t) si resolvemos el

problema de Cauchy que hemos formado:

dw ~
— < —k DI
7 = w +
w(0) = wo =z + Y10+ Y20-

Multiplicando la EDO por un factor integrante e** e integrando en ambos lados, siendo

to > 0, —eF* < —1, obtenemos:

& t kt DI % J
ew(t) —w(to) < | DIeMds = = (e — ") < —<
to k k
_w . DI . DI .
Por lo que w(t) < Ce™" 4 = siendo C' = z9+y10+ Y20 — = De esta manera, volviendo

a usar la Desigualdad de Young y que z(t),y1(t),y2(t) > 0 llegamos a que:

<1
s DIN?" o
1S (t)uo| < 2(xo + Y10 + y20)2e 2 4+ 2 <%> (1 —e 262,

Ademés, en la seccién anterior vimos también que (2o + Y10 + %20)% < 3|(20, Y10, ¥20)[%, 1o

que nos permite finalizar la cota:
DI\?
|S(t)uol® <142 (/15) = p?

porque th'm 6M2€72Et = 0. De tal forma que 3T > 0 tal que Vt > Tp, 6 M2 2kt < 1. En
—00

efecto:
7 » ~ 1
6M2e M <1 = 6M? < o log(6M?) <2kt <« 7 log(6M?) < t.
Luego definimos como:

1
Tp = — log 6 M2,
2%k

En conclusién, hemos demostrado que existe un compacto B(0, p), de tal forma que
existe Tp > 0 tal que para todo t > Tg, se tiene |S(t)up| < p; por lo tanto existe un

compacto absorbente, por lo que existe un atractor global que volveremos a denotar por A.
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Modelo no autéonomo sin retardo

3.1. Ratio de consumo de nutriente variable

En este capitulo vamos a estudiar el caso de un modelo de ratio de consumo de nutriente
variable. Vamos a asumir que D varia de forma continua en tiempo. Un ejemplo seria si
cambiase de manera aleatoria o periédica en un intervalo acotado positivo D(t) € (dm, dr)
VvVt € R. En el resto del capitulo trataremos en primer lugar el caso del modelo sin pared y
concluiremos con el modelo con crecimiento en pared.

Los resultados tedricos sobre sistemas dindmicos no auténomos necesarios para desarrollar

este capitulo estan en el apéndice B.

3.1.1. Modelo de crecimiento sin pared

Para comenzar con este modelo necesitamos tomar I como constante positiva y variando en

el tiempo D, resulta el sistema:

dr(t) =(t)

g = POU-at) —ermm () (3.1)
dy(t) z(t) |
3617 = D) +ae ——

Lema 3.1.1 En las condiciones dadas anteriormente, para cualquier tiempo inicial tg € R
y cualesquiera condiciones iniciales xo,yo > 0, todas las soluciones del sistema (3.1) son no

negativas y acotadas para todo t > tg.

Demostracion

Los coeficientes son continuamente diferenciables para x,y > 0. En particular, el término
1—-m
m-+x

ax
no lineal +y =ay es no negativo y acotado por la funcion lineal,ay, en el cuadrante
m+x
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positivo.

En efecto, a y m son constantes positivas y x,y > 0, con lo que el término no lineal es no
x(t)

m+ 20 <1 con lo que:

negativo; ademas, sabemos que

axy

<a
m-+x ¥

en el primer cuadrante, por ser x,y > 0. Esto nos asegura la existencia y unicidad de
soluciones para todo tiempo que permanezca en el primer cuadrante.

t
En virtud de la segunda ecuacién del sistema (3.1) y del hecho de que L—Uk()(t) <1
m+x

tenemos:
z(t)
m + x(t)

M = —D)y(t)+a

g y(t)

< —=D(t)y(t) + ay(t) = (a — D(t))y(t).
De esta forma, si resolvemos la inecuacién diferencial resultante obtenemos que:

t t

(@~ D(sNy(s)ds < a—dn) [ u(s)ds.

to

y(t) — y(to) < /

to
t
Por lo tanto, y(t) < y(to) + (a — dm)/ y(s)ds. Aplicando el Lema de Gronwall,

to
obtenemos como consecuencia que:

0 < y(t) < y(tg)eladmt=to),

Entonces y(t) estd definida para cual instante de tiempo y, por tanto, efectivamente,
tenemos existencia de solucion.
La unicidad del problema la tenemos gracias a la teoria béasica de ecuaciones difereciales

ordinarias.

Por continuidad de soluciones, con la condicién inicial z(tg) = xo > 0, tenemos que x(t)

puede tomar valores negativos, pero antes ha tenido que tomar el valor 0, pero:

dx

— = D(t)I
i ()1 >0,

z=0
con lo que z(t) no puede tomar esos valores negativos mencionados previamente.

Con la condicién inicial y(to) = yo > 0, existe t; > to tal que y(t) > 0 en [to, t1]. Ademds,

[ (oot )
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Debido a la unicidad de solucién y(t) es no negativa para todo t > ty. Sumando las
ecuaciones del sistema (3.1) deducimos inmediatamente que cuando z(t) + y(¢) > I entonces
I <a(t) +y(t) < o+ yo.

De forma andloga, cuando z(t) + y(t) < I tendremos 0 < x(t) + y(t) < I. Luego 0 <

z(t) + y(t) < max{xo + yo, I}, con lo que z(t) y y(t) estdn acotadas.

Veamos ahora el comportamiento de las soluciones del sistema (3.1) a largo plazo. Especifi-

camente, estableceremos condiciones bajo las cuales el atractor es una solucion completa

o un tnico punto.!

Teorema 3.1.1 Supongamos que D : R — [dy,, dpr], donde 0 < dy, < dpr < 00, es continua.
Entonces el sistema (3.1) tiene un atractor pullback A = {A(t) : t € R} en el cuadrante
positivo R2 :={(z,y) € R? : 2 > 0,y > 0}. Ademds,

i) Sia < dp el equilibrio azial (I,0), es asintdticamente estable en el cuadrante positivo y
el atractor pullback A tiene una unica componente que es el subconjunto A(t) = {(1,0)}

para todo t € R.

ii) Silo que sucede es que:

a > <1+?)dM,

entonces el atractor pullback A también contiene soluciones estrictamente dentro del

cuadrante positivo, ademds del punto (1,0).

ii1) Cuando tenemos la hipdtesis de i) y también:

dpn (M + dps )2
(mdpm + dpI)? — mId2)’

dm < a <

el atractor pullback A estd formado por el punto de equilibrio axial (I,0) y una solucion
completa £ que estd uniformemente acotada fuera de los ejes, asi como soluciones

completas heteroclinicas entre ellas, es decir, sus componentes para todo t € R son:

At) ={(z,y) eERL :x+y=LE(t) <a <I}.

!'Notemos que (I,0) es el tinico equilibrio del sistema para todos los valores de los pardmetros. Otras

soluciones atrayentes no seran puntos de equilibrio.

Angeles Ruiz Gonzélez 59



Capitulo 3 Modelo no auténomo sin retardo

Demostracion

Definamos w(t) = z(t) + y(t). Sumando las ecuaciones del sistema (3.1) obtenemos:

0

z()y(t) , xOy)
m + x(t) m + x(t)

mﬁ” —  D(#)T = D(t)z(t) — D(t)y(t) —

= DI - w(t)).

Esta ecuacion ordinaria posee un equilibrio dado por D(t)(I —w*) = 0, que incluso cuando

D(t) no es constante, el equilibrio sigue siendo I = w*.

Veamos ahora que es atrayente, tanto en el sentido pullback como en el forward.

Sea wq := w(ty) = z(to) + y(to), z(-), y(-) denotan la solucién del sistema (3.1) con datos

iniciales (to; (zo(to), yo(to))). Resolviendo la EDO:

dw(t)
T D(t)(I —w(t)),

aplicando la férmula general de solucién para la resolucion de EDOS obtenemos :

t

— | D(s)ds
w(t) = woe 7to +1,

convergente a I en dos situaciones:

(1) cuando ty — —oo, tomando ¢ fijo,

(2) t — oo, estando t fijo,

t
- [ D(s)ds

vaque 0 <e “Jto < e~dm(t=to) _5 () en ambos casos.

Gracias al Lema 3.1.1 se tiene que, Ve > 0, el conjunto compacto no vacio B, :=
{(z,y) € R2 : x +y < I + ¢} es positivamente invariante y absorbente en Ri. Luego
el sistema dindmico no auténomo en R? generado por el sistema (3.1) tiene un atractor

pullback A = {A(¢) : t € R} que estd formado por subconjuntos compactos no vacios de Ri.

Hay tres casos que se distinguen en dicho teorema y que ofrecen mucha mas informacion

sobre la estructura del atractor pullback:
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Figura 3.1: Representacién gréfica del conjunto B..

(1) Debido a que w(t) = x(t) + y(t) tiende a I cuando t — oo en el cuadrante positivo,

es suficiente considerar puntos (x,y) sobre la recta x + y = I que estédn en el primer
cuadrante positivo. Como z(t) satisface la ecuacién correspondiente del sistema (3.1)

con y(t) = I — x(t) > 0, tenemos:

dx(t) z(?)
T (1) (D0 -0 0.

dz(t) x(t)
i (I —z(t)) (D(t) — a—).

< 1, tenemos que:

Ademas tenemos z(t) + y(t) = I, luego
x(t)
m + x(t)

t
D—aL)ZD—ade—a.

Sidy >a, D <dyy

m + x(t)
Por tanto,
) Sl — a)(I — (1)) > 0,
dt
siempre que x(t) # I. Como:
m > 0; z(t) <a

)

T x(t)

para x > 0 entonces z(t) crece a I e y(t) decrece a 0 a lo largo de la recta.

Es mas, como d,, > a, D < d,, tenemos D < d,, < —a, llegando entonces a que:

dy(t) x(t)

7 = —D(t)y(t) + amy(t) < _ay(t) + ay(t) =0.
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Significa que y(t) es decreciente a 0. Por lo que todas las soluciones en el cuadrante

positivo convergen hacia (1,0) asintéticamente. Vv

~ £ .
(2) Sea 0 < &1 < I suficientemente pequeno; entonces tenemos a ! < d,, y cogiendo
€1

la informacién proporcionada por la primera ecuacién del sistema (3.1) sabemos que:

do(t) €1
dat (D(t)_am+51> (I==1)
€
> (dm_am—:q) (I —e1)
> <a . >(I—51):0.
m+ €1 m+ €1

También, gracias a la segunda ecuacién del sistema (3.1):

dz(t)
dt

> (dm —a)(I —z(t)) >0,

con lo que al restringirla a y = I — g1 llegamos a que:

dy(t
dt y=T—e1 m—+ €1
Ahora como I —e1 >0y D(t) —a E_: > 0, nuestra restriccién es negativa,
m €1
dy(t
dt |,

En este segundo caso, el atractor estd formado por los subconjuntos A(t) = {(1,0)} vy

también es asintéticamente estable en sentido forward y en el sentido atrayente pullback.

Por analogia, por (ii) implica que dj; < a 'y se tiene para 0 < €5 < I —¢; suficientemente

pequeno:
a(l —e9)

>d
m-+1—e9 M

De esta manera, de la primera ecuacién del sistema (3.1) obtenemos:

I_
z=I—¢9 m+1I—e

dz(t)
dt

gracias a la segunda ecuacién del sistema (3.1):

dy(t)
dt
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Figura 3.2: Representacién gréfica del conjunto B, .,.

Con estos dos resultados, vemos que el subconjunto compacto B, ¢, := {(z,y) € R? :
x4y =1 <z <I-—ey} es positivamente invariante y absorbente para el sistema

(3.1), restringido a la recta invariante = +y = I en el cuadrante positivo.

2

De esta forma, la teoria de sistema no auténomos” asegura que existe un atractor pull-

back Ayes = {Ares(t) : t € R} en B, ¢,. Como la recta invariante es asintéticamente
atrayente para el sistema en todo el cuadrante positivo, es una variedad estable, A es el
atractor pullback para este sistema sin restringir. Y esto incluye la solucién de equilibrio
axial (I,0) y los subconjuntos A(t) = {(z,y) :x+y=1,*(t) <z <I},t € R,en R2,
donde (£*(t), I —£*(t)) es la solucién completa acotada y estrictamente positiva con los

valores de x mas pequenos.

Por otro lado, podemos expandir B, ., hasta incluir una pequena banda que cubra a
la recta invariante y también demostrar que este conjunto es absorbente para el sistema

sin restringir. vV

Todas las soluciones del sistema (3.1) igualadas a cero con 0 < x < I satisfacen d,, I —

dx(t
dyx(t) —al < 3;55 ) < dpI — dpx(t). En efecto, de la primera ecuacién obtenemos
que:
dx(t) x(t)
I—z(t) (D) —a———"— | > dpnl —dyax(t) —al,
21 a(0) (D0 - a2 ) 2 dd = dusalt)

2Apéndice B
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dx(t
y de la segunda 355 ) < dpI — dpz(t). Implicando que:
dpm —a)l svel
(dm —a)] < o(t) < M (3.2)
dM dm
: : : . dxz(t) .
Si consideramos la inecuacion il < dpyI — dpx(t), la multiplicamos por un factor
integrante em? e integramos, obtenemos:
svel
2(t) < w(0)e " 4 T (1 — e,
m

tal y como vimos en la demostracién de existencia de atractor global del capitulo ante-

rior, podemos acotar:

dy 1 —dy 1
w(t) < Te~dmt 4 =X (1 — ety — 2
dm dm
. . dy I
para un ¢ suficientemente grande. En consecuencia, z(t) < o Tratando exactamente
m
igual la inecuacién:
dz(t
2(t) > dp I — dpyz(t) — al,
dt
(dp, — a)l

s6lo que ahora teniendo en cuenta z(0) > 0 obtenemos x(t) > , tal y como

dy

queriamos.

De esta manera, por una parte suponiendo que al > (I + m)dy; tenemos que d,,I —
dyrx(t) —al < 0; por otra parte dyl — dpz(t) = dy (I — x(t)) + (dyr — dp)z(t) > 0.
Entonces, para cualesquiera dos soluciones del sistema x1(t) y x2(t) de A(t) := z1(t) —

x9(t), se satisface:

A)  dei(t)  das(t)
a  dt dt
B . _aajli(t) (I—=» —aL(t)
= (=) (D)~ a0 (1= aate)) (D) - o 20 )
D (8 — (1) — ap LDt 22()) — a(t) (m+ 1 (1))
= —D(t)(z1(t) —z2(t)) — al (m 4+ x1(t))(m + x2(t))
+ 23 (t)(m + 22(t)) — 23(t)(m + 1 ()
(m 4 x1(t))(m + x2(t))
— _DOA() - o (t)

o T o) (m 220

am(l'l(t) + ZL’Q(t)) + l‘l(t):Ez(t)
(m +z1 () (m + (1))

A(t),
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pues (m(w1(t) + 22(t)) + 21(t)z2 (1)) A(t) = maf(t) — maj(t) + 21 (H)2a(t) — 21(t)23(t).

Ademas, por (3.2) obtenemos:

dyr I
x](t>glu i:1727
por lo tanto:
B aml _ aml
(m 4 21(8))(m + 22(t)) ~ ( dMI>2’
m—+ ——
dm
con lo que m(z1(t) + z2(t)) + x1(t)x2(t) < (m + x1(t))(m + x2(t)). Por tanto:
dA(t 1
dA) g A - — A + aA(b),
dt N dy I
m a
. aml
siempre y cuando tengamos d,,, + A > a, cuando t — oo entonces A(t) — 0.
M
<m+ d. )
En efecto,
amld?,
a<dmy+

dZzm? + d3, 1% + 2mdydp, I’
operando, podemos concluir que:

dm (d2,m? + d%,1? + 2mdprdy, 1)

< .
S @2m2 + a2, 12 + 2mdygd ] — mIdZ,

Esto se cumple si a < d,;, como en el primer caso (1).

Sin embargo, puede también cumplirse que si a es ligeramente mayor que d,,, entonces
el limite pullback para condiciones iniciales estrictamente positivas del sistema escalar
de los equilibrios es uniformemente estrictamente contractivo en (0,/) y existe una
solucién completa £*(t) € (0,1) que es asintéticamente estable en el sentido for-
ward usual. El correspondiente atractor pulback A; de este sistema en [0, I] incluye el

equilibrio I y los conjuntos A;(t) = [£*(t), I], para cada t € R.

En otras palabras, incluye las trayectorias heteroclinicas que unen los equilibrios £*(t)
e I. Para el sistema 2—dimensional (3.1) el atractor pullback A estd formado por los

conjuntos A(t) = {(z,y) :x+y=1; & (t)<xz<I}enR2 paratcR.
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3.1.2. Modelo de crecimiento con pared

En esta seccion estudiaremos qué ocurre cuando variamos el ratio de consumo de nutrientes

en el modelo con pared. Cuando I es constante y D varia en tiempo, el modelo que tenemos

dzit) = D) —x(t)) - a%(yl (t) + ya(t)) + by (1),
dy;t(t) = —(V + D(t))yl (t) + CTle‘-(i;)(t)yl (t) — Tyl (t) -+ T'ng(t), (33)
k dyflt(t) = —vya(t) + cmi(tx)(t)yQ(t) + r1y1(t) — roya(t).

Recordemos que a era el ratio maximo de crecimiento especifico, ¢ representaba el ratio
de crecimiento de las especies consumidoras, con lo que a > ¢; m es la constante de saturacién
del medio de consumo; 1 y ro representan los ratios con los que las especies pasaran de estar
en el medio a estar en la pared, o viceversa; v denota el ratio de muerte colectiva de y; y b
describe la fraccién de biomasa muerta que es reciclada.

Como las variables x, y1, y2 representan concentraciones, suponemos condiciones iniciales

no negativas:

z(to) = wo;  y1(to) = y10;  Y2(to) = Yoo

Lema 3.1.2 Supongamos que (zo,y10,920) € RY == {(z,y1,92) € R* : 2 > 0,51 > 0,y >
0}. Entonces todas las soluciones del sistema (3.3) correspondientes a datos iniciales en Ri

son:

(i) no negativas para todo t > to;

(ii) uniformemente acotadas en R3.

Ademds, el sistema dindmico no auténomo sobre Ri”r generado por el sistema de ecuaciones

diferenciales ordinarias de (3.3) tiene un atractor pullback A = {A(t) : t € R} en RY.

Demostracion

(i) Por continuidad, toda solucién tiene que tomar el valor 0 antes de tomar cualquier
valor negativo. Con z = 0, y; > 0, y2 > 0, la ecuacién diferencial ordinaria para x(t) se

reduce a:
dx(t)
dt

con lo que z(t) es estrictamente creciente en z = 0. Con y; = 0, z > 0,52 > 0, la EDO

= D(t)T + buy(t) > 0,

reducida para y; (t) es:
dy: (t)
dt

= raya(t) > 0,
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con lo que y;(t) es no decreciente en y; = 0. De forma similar, haciendo ahora y, =

0,z > 0,51 > 0, obtenemos:
dya(t)
dt

=T"n (t) Z 07
con lo que y2(t) también es no decreciente en yy = 0.

Ademés, (z(t),y1(t), y2(t)) € R3 para cualquier instante de tiempo ¢. vV

(ii) Definimos, para X (t) = (z(t),y1(t),y2(t)) € R3, la norma || X (¢)||1 := x(t) + y1(t) +
a a
y2(t). Entonces || X ()1 < S(t) < EHX(t)Hl donde S(t) = x(t) + E(yl(t) + y2(t)). En
efecto, sabemos que 0 < ¢ < a, luego % > 1. De esta forma:

Xl = fv(t)+y1(t)+y2(t)Sw(t)+%(y1(t)+y2(t))

— S(t) = a(t) + %(yl(t) +12(1))

IN

@(t) + 11(0) + 1) = 2IX O

Derivando S(t) a lo largo de soluciones del sistema (3.3) tenemos:

dS(t) _ da(t)  ady(t) | adys(?)
dt dt c dt c dt
= DO =) = 2w+ D) =b|ya(t) = Zvge(t)  (34)

< dal — dp(t) — [%(u +dy) — by} i (t) — %ny(t),

notamos que 0 < c < ay 0 < b < 1, entonces:
%(V—i—dm)—bl/Zl/—i—dm—bl/>l/—|—dm—V:dm.

Sea p := min{d,,, v}, entonces:

dfiit) < dil = dp(t) = |20+ din) = bv| 31 (8) = Zvga(®)
< dprl = dp(t) — iy (8) — vya(t)

< dyl — p((t) + yi(t) + ya(t))

= dyl — pS(t).

De esta forma llegamos a:
ds(t
di) < dyT — puS(b). (3.5)
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Tratando esta inecuacion como en la tercera parte de la demostracion del Teorema
3.2.1, llegamos a:

%[e“tS(t)] < dar e,

Integrando por partes entre ty y t, dado que tg > 0:

eMS(t) — S(ty) < dﬂjl(eﬂt —1).

Equivalentemente:

S(t) < S(to)e M + M(1 — e Hh,

I
Asi, si S(to) < -2

, entonces:

S(t) < s(tg)e M 4+ S(to)(1 — e ) = S(to), Vt > to.

dyl dyl
En resumen, si S(ty) < M entonces S(t) < M para todo t > to.
7 7

dyI
Por otro lado, si S(tg) > M2 entonces S(t) serd no creciente para todo ¢t > tg, con lo
w

que S(t) < S(to). Entonces implica que || X (¢)||1 estd acotada superiormente, es decir,

X0l < mx { 1L ot0) + L (00) + salto) .

para todo t > ty. Por consiguiente, para todo € > 0, el conjunto compacto no vacio:

_ a dyl
B. = {(1?7y1,y2) € Ri:x+g(y1+yz) < A:+5}7

es positivamente invariante y absorbente en Ri. El sistema dindmico no auténomo en
R‘rjr generado por el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (3.3) tiene por tanto
un atractor pullback A = {A(t) : t € R}, que consiste en subconjuntos compactos no

vacios de Ri tal que estan contenidos en B..

Para obtener mas informacion sobre la estructura interna del atractor pullback del sistema,
no auténomo generado por el sistema de ecuaciones ordinarias (3.3), hacemos el cambio de

variable:
y1(t)

alt) = n@) +mlD) 2(t) = y1(t) + y2(t), (3.6)
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tal y como hicimos en el estudio que realizamos en el primer capitulo del trabajo. De esta

forma, y andlogamente a lo que hicimos alli, obtenemos el sistema:

do(t) x(t)

i D()(I —z(t)) — amz(t) + bra(t)z(t),
dz(t) B x(t)

o = —vz(t) — D(t)a(t)z(t) + cmz(t), (3.7)
L0 — D@ - al) - rialt) +ra(l - alt).

Observemos que el punto de equilibrio (I, 0,0) del sistema (3.3) no cuenta para el sistema
(3.7), ya que « no esta definido para él. Por otra parte, (I,0) es un equilibrio para las dos

primeras ecuaciones del sistema (3.7).

Dindmica global de «(t)

Observamos que la dindmica de «a(t) = a(t,to, o) estd desacoplada de z(t) y z(¢), y
satisface la ecuacién de Ricatti que aparece como tercera ecuacién del sistema (3.7). Para

cualesquiera yj, y2 positivos, tenemos 0 < «a(t) < 1 para todo ¢t. Recordemos que:
a/|a:O =ry>0 ) O/|a:1 = —r1 <0,

con lo que el intervalo (0,1) es positivamente invariante, tal y como estudiamos anterior-
mente en el trabajo. Esta es la regién biolégicamente relevante. Cuando D es constante, ya

estudiamos que existe un unico punto critico a* € (0, 1), dado por:

. D+ri+ro—/(D+ri+r2)?—4Dry
= ) .

(3.8)

(e%

Queremos ahora tratar el caso en que D varia en tiempo, aleatoria o periédicamente, en
un intervalo positivo y acotado, D(t) € [dpm, das] para todo t € R. En este caso necesitaremos
atractores pullback aleatorios o deterministicos, para a(t), Ay = {Aa(t) : t € R} en el
intervalo (0,1). Tal atractor existe, ya que el intervalo unidad es positivamente invariante,

con lo que sus componentes estan dadas por:

Aa(t) = ) et to,[0,1]),Vt € R.

to<t

Estas componentes son de la forma:
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donde o (t) y o (t) son soluciones completas y acotadas para la ecuacion de Ricatti. El resto

de soluciones completas y acotadas se encuentran entre ellas.

Podemos usar inecuaciones diferenciales para obtener cotas de estas soluciones completas.

Para ello, lo primero que vamos a hacer es reescribir la ecuacién de Ricatti del sistema (3.7):

o (t) = D(t)(a®(t) — a(t)) — (r1 + r2)a(t) + 7o, (3.9)

tal y como ya hemos justificado en los estudios de los capitulos previos.

Como «(t) < 1y D(t) > 0, entonces:

o (t) < —(r1 +ra)a(t) + ro.

Asf, a(t) < B(t), con a(ty) = B(to), donde B'(t) = —(r1 +r2)B(t) + ra.

T2
r1 4y
con lo que las soluciones completas de la ecuacién de Ricatti del sistema (3.7) se encuentran

Esta EDO tiene un punto estacionario asintéticamente estable, dado por g* =

por debajo, en otras palabras, o, (t) < 8* para t € R. Esto nos proporciona una cota superior.

Por otro lado, tenemos:

o(t) = D(t)a*(t) — (D(t) + 71 +r2)a(t) + 12

Y

—(dm 4+ r1 +r2)a(t) + 7.

Asi, a(t) > v(t) con a(ty) = (tg), donde v/ (t) = —(dpr + 71 + r2)¥(t) 4+ r2. Esta EDO

tiene un punto critico asintéticamente estable, dado por:

T
r+re+dy

V=
En este caso, obtenemos una cota inferior a; () > v* para todo t € R.

En resumen, A(t) = [of (), 05 (t)] C [v*, B*]. Para investigar el caso en que el atractor
pullback se compone de una tinica soluciéon completa, necesitamos encontrar condiciones bajo

las cuales tengamos o (t) = aj(t), t € R.

Supongamos que no son iguales y consideremos su diferencia: A, (t) := o (t) — aj ().
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Entonces, derivando:
AL() = D()(ay (1) = ay(t) = (r +ra)as(t) + 72
—D(t)(eq” (1) — o (t)) + (r1 +r2)oq (t) — 72
= D(t)(a (1) = af (1) = (D(t) + 71+ r2) (0, — )

= D@)(a;(t) — o7 (1) Aalt) = (D(t) + 71+ 12)Aa(t)

g 2dMOZZ(t)Aa(t) - (dm +r+ TZ)Aa(t)

< 2dumB(0)AG(t) = (dm + 71+ 12) Aa(t)
2dprro

= <r1 7 —dy — 71 — T2> Aa(t)°

Asi, llegamos a que:

|:<2er2
0 < Ay(t) <el\T1+72

—dm—r1 —7’2> (t—to)] Aq(to)
— 0,

cuando t — oo , siempre y cuando:

2d 7o

—dpy —11 =12 <0.
1+ 7o m 1 2

Operando con esta desigualdad, quitando denominadores, y teniendo que d,, < dp; y
r1 + ry > 0, tenemos:

2rodyr < dM(Tl + 7’2) + (7’1 + 7”2)2,

y finalmente tendremos dys(ro — 1) < (r1 + 12)>.
De esta forma, esencialmente llegamos a una restriccién en la longitud del intervalo en el

que se mueve D(t). A no ser que r; < 12, con lo que:

S (r1+ 7“2)2
ro — T

dyg > 0.

(ri+ 7’2)2
ro—7T1

Y si tenemos r; > 19, entonces dy; < > 0.

Observacion 3.1

Notar que a*(t) es también asintéticamente estable en el sentido forward en este caso.
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Dindmica global de x(t) y z(t)

Supongamos que a*(t) es la tnica solucién completa del atractor pullback de la EDO de
Ricatti que aparece en la tercera ecuacion del sistema (3.7). Entonces o*(t) € [v*, 5%] € (0,1)

para todo t € R. Ademds, para ¢ suficientemente grande tenemos que z(t) y z(t) satisfacen:

d(t) (1) *
(3.10)
dz(t) . (t)

El sistema (3.10) tiene un equilibrio (7,0). Por lo tanto (1,0, a*(t)) puede considerarse

como un equilibrio no auténomo del sistema (3.7).

Teorema 3.1.2 Supongamos que D : R — [dy,, dp], con 0 < d, < dpyr < 00, es continua,
a>c, be (0,1) yv > 0. Entonces, el sistema (3.10) tiene un atractor pullback A = {A(t) :

t € R} dentro del cuadrante positivo. Ademds,

(i) Cuando v+d.,~v* > ¢, el equilibrio azial (I,0) es asintoticamente estable en el cuadrante
positivo y el atractor pullback A tiene una unica componente A(t) = {(I,0)} para todo
teR.

(i) Cuando:

cdp I
m(a —c+v+dy —bvp*) +dnl

el atractor pullback A también contiene puntos estrictamente dentro del cuadrante po-

v+dyBb* <

sitiwo, ademds del punto {(1,0)}.

Demostracion

(i) Cuando v + dy,y* > ¢, z(t) satisface:

R G U Sy EC)

donde:

d—7 —c>0.
v+ D(t)a*(t) —d O >v+dyy —c>0

Asi, z(t) decrece a 0 a medida que ¢ tiende a infinito. Como consecuencia tenemos que

dx(t)
dt

x(t) satisface = D(t)(I — x(t)) para valores grandes de ¢. Entonces:

- tD(s)ds
z(t) = z(tg)e to +1,
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que converge a I cuando t — oo 0 tg — —oo. Ademads, en vista de la definicién de
la transformacién «, no es posible que z = 0 aunque este sistema tenga un equilibrio

andlogo (I,0,0) en sus variables (z,y1,y2). V

(ii) Sea u(t) := z(t) + 2(t), entonces:

du(t)  dx(t)  dz(t)
@ a
_ z(t) ‘
= D(@)(I —=x(t)) — s 20 Z(t) + bra*(t)z(t)
—vz(t) — D(t)a*(t)z(t) + cmi(tx)(t) z(t)
= DO () + (= ) 2 a0

+ova*(t)z(t) — vz(t) — D(t)a*(t)z(t).
Por un lado, como ¢ < a, entonces:

du(t)
dt

< DI —=x(t)) — (v+ D)™ (t) — bra™(t))z(t).

Como 0 < a*(t) < 1y 0 < b < 1, entonces v — bva*(t) > v — bv > 0. Por un lado

tenemos:

du(t)
dt

< D()I — D(t)z(t) — D(t)a*(t)=(t)
< D()I — D(t)a* (tyu(t)
< dpl —dpy*ult).

Por otro lado:

x(t)
m+x(t) —

x(t)

mZ(C_a)a

y c<a, conloque (c—a)

porque ¢ — a < 0. De esta manera, como 0 < a*(t) < 1y a*(t) € [v*, 5*], se tiene:

du(t)
a  —

D) — (t)) — (a — ¢ + v+ D(t)a*(t) — bva*(t))z(t)

\Y]

D(t)I — D®)a(t) — (a — c+ v+ D(t) — buB*(£))z(t).

Podemos comprobar ademds que —D(t)xz(t) > —ax(t) + cx(t) — vx(t) — D(t)z(t) +
bvp*x(t), pues —ax(t) + cx(t) = (¢ — a)z(t) < 0, con lo que:

du(t
1;&) >dpl — (a—c+v+dy — b )u(t).
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Ahora, veamos que tenemos unas cotas superiores e inferiores para u(t):

dy I dyI
I:= <u(t) < —— =:gol. 3.11
« a—c+v+dy —bvp* ut) 0 @ (3.11)

Notemos que ¢ < 1y g2 > 1. Para la primera de las desigualdades, comenzamos

demostrando que:

dm
a—c+v+dy — bvs* <

1 = a—c+v+dy—bwi* >d,.

Comoc<a,0<b<1,0<p* <1, tenemos:
a—cH+v+dy—bvB* > cH+v+dy—v
= a—C-f—dMZszdm,

conloqueq <1. +/

Para demostrar ahora que ¢ > 1, basta con tener en cuenta que 0 < v* < 1; asi,

d .
dmy* < dm < dpg, entonces go > d—M = 1. Para € > 0, definimos T, como el trapezoide:
M

T.:={(z,2) eRY :x>e, z>e, ql<z+z<ql},

entonces T, es absorbente. Demostremos que es invariante.

Figura 3.3: Representacién grafica del conjunto 7.

En primer lugar, notamos como f a la funcidn:

T

f(x)=a (3.12)

m+x’
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es creciente en [0,400); para € > 0 suficientemente pequeno, tenemos < buy*.
x
Por tanto:
dx(t) ae
=D(t)(I — bra*(t) — t) > 0. 3.13
S = pw e+ (e - 25 ) 200 (313)

En segundo lugar, la solucién:

cdm 1 cqrl
dy B* = dyp* < ————.
v+ duf S (a—ctvtdy —buB) 1 dnl vduBt < e T
En efecto = A con lo que:
’Ch_a—c—{—u+dM—by,é’*7 due:
ecpd cld,,
m+ql ma—c+v+dy —bvp*) +dyl’
Asi, para € > 0 suficientemente pequeno, tenemos:
dz(t) x(t)
—v—D(t)a*(t _—
dt |._. ( V= DOt O el m ) €
(3.14)
qlf — &
—v —dyp* _ 0.
Las desigualdades (3.13), (3.14) junto con:
d(x(t t d(x(t t
dt rt+z=q11 dt z+z=qol

aseguran la invariancia positiva del conjunto compacto 7T; y la existencia de un atractor

pullback A = {A(t):t € R} en T;. v/
Vamos a demostrar, para concluir la demostracién, las desigualdades (3.15).

Por un lado:

du(t

u(t) > dpl —(a—c+v+dy —bwB* )l

dt S
= Ildm — (a—c+v+dy —bvs*)q] (3.16)
= Ildy, —dy] =0.

De esta forma:
x(t) + 2(t) _ du(t) >0
dt z+z=q1 1 dt u=q11

Andlogamente tenemos la segunda desigualdad:

du(t
u(t) < dyl —dpy el = I(dy — dny*q)
R
Ay
= I(dy —d =0
(dnr Mdm’y*)
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con total analogia:

Desafortunadamente, en esta ocasion no somos capaces de obtener la existencia de una
solucion completa estable que atraiga a todas las soluciones completas positivas como se

hizo en el caso del modelo sin crecimiento en pared.

3.2. Ratio de concentracion de nutriente variable

Vamos a estudiar el caso en el que el ratio de consumo de nutriente es constante, pero el ratio
de concentracion del mismo es variable. Aqui vamos a suponer que el ratio de concentracion
de nutriente I puede variar de forma continua con el paso del tiempo, por lo que denotaremos
por I(t). De forma similar a como hemos hecho en la anterior seccién, suponemos que I
estd acotada con valores positivos. En particular, I(t) € [im,ir] para todo t € R, donde
0 <ty <ipy < oo.

En el resto de esta seccion trataremos primero sobre el modelo sin pared y concluiremos

introduciendo crecimiento en pared.?

3.2.1. Modelo de crecimiento sin pared

Consideramos un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:

dr(t) x(t)
S = DU~ at) — a2yt .
WO~ byt +a 20yt |
dt m+z(t)
Sea w(t) := z(t) + y(t). Entonces:
dw(t)

Esta ecuacién no tiene equilibrios cuando I(t) no es constante, pero tiene un equilibrio

no auténomo no trivial. De hecho, es una solucién especial que se construye usando una

3Debido a la analdgia de esta seccién con la anterior, en las demostraciones de los teoremas omitiremos

algunos detalles.
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técnica pullback?:
¢
w(t) = w(to)eD(tt0)+DeD(tt0)/ I(s)eD(S_tU) ds
to
t

= w(to)e_D(t_t°)+De_Dt/ I(s)eP* ds,

to

converge a:
t

w*(t) = DeDt/ I(s)eP* ds,

to

cuando ty) — — oo y cuando t — oo, es decir,

lim |w(t) —w*(t)|= lim |w(t)—w*(t)| =0.

t—o00 to—— o0

Observacion 3.2

Notar que w*(t) € [im,ip] para todo t € R debido a las cotas para I.

Lema 3.2.1 Para cualquier tiempo inicial tg € R y cualquiera de las condiciones iniciales
xo,yo > 0, todas las soluciones del sistema (3.17) son no negativas y acotadas para todo

t > 1.

Demostracion

Los coeficientes son continuamente diferenciables para x,y > 0. En particular, el término

a =ay|l— )
m-+x m-+x

es no negativo y acotado por la funcién lineal ay en el cuadrante positivo, tal y como ya

no lineal:

vimos en la demostracién del Lema (3.1.1). Esto asegura la existencia y unicidad de

soluciones para cualquier tiempo para el que permanezcan en el primer cuadrante.

Por continuidad de soluciones, la condicién inicial x(ty) = o > 0, x(¢) tiene que tomar
el valor 0 antes de tomar cualquier valor positivo. Pero:

dx(t)
dt

=0
con lo que z(t) no puede tomar valores negativos. Con la condicién inicial y(to) = yo > 0,

existe t; > to tal que y(t) > 0 en [to, t1]. Ademas,

t
—D(t—to)+ a& ds
y(t) = yoe to m—l—x(s) 7

4Es tanto atrayente pullback como forward.
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Capitulo 3 Modelo no auténomo sin retardo

para t € [to,t1]. Debido a la unicidad de solucién, esta expresién se cumple para todo ¢ < ty,

asi y(t) es no negativa.

Teorema 3.2.1 El sistema dindmico no autonomo generado por el sistema de ecuaciones

diferenciales ordinarias (3.17) tiene un atractor pullback A = {A(t) : t € R} en R%. Ademds,

(1) cuando D > a, la solucion completa (x*(t),y*(t)) = (w*(t),0) es asintéticamente estable

en R% y el atractor pullback tiene una tinica componente A(t) = {(w*(t),0)};

(2) cuando ademds:

Ay > D(m + ZM)7

el atractor pullback tiene componentes no triviales que incluyen (w*(t),0) y puntos

estrictamente positivos,;

(8) cuando tenemos la hipdtesis de (2) y, ademds,
D<a y a(m?®+m(2iy —in)+is) < D(m+iy)?,

el atractor pullback contiene una solucion completa no trivial que atrae a todas las otras

soluciones completas positivas.

Demostracion
En virtud del Lema 3.2.1 y del hecho de que w*(t) € [iy,, ia], €l conjunto compacto no
vacio B := {(z,y) € Ri Sim < x4y < ip} es positivamente invariante y absorbente en Ri

para la EDO (3.18).

El sistema dindmico no auténomo en Ri generado por el sistema de ecuaciones dife-
renciales ordinarias (3.17) tiene asi un atractor pullback A = {A(t) : ¢ € R} formado por
subconjuntos no vacios de B. Entonces (w*(t),0) € A(t) para todo t € R, ya que el atractor
pullback contiene a todas las soluciones completas acotadas. Para probar (1) notamos que la
primera ecuacién del sistema (3.17) se puede acotar superiormente:

w == (Pl v < 0 e

con lo que se tiene de forma inmediata que y(t) — 0 cuando ¢t — oo para D > a.

En cuanto a (2), del signo positivo en la derivada de la segunda ecuacién del sistema

(3.17), tenemos que (t) es creciente en la zona x = 0 del conjunto absorbente B. La zona
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Figura 3.4: Representacion grafica del conjunto B.

y = 0 es invariante, pero para y = € << iy, ¥V tm < < iy, la primera ecuacion del sistema

(3.17) da:
= (o) vz (G ) o

cuando ai,, > D(m + ip). Esto significa que el interior positivo del conjunto absorbente

también contiene puntos del atractor pullback.

Finalmente, para ver (3) consideramos la primera EDO del sistema (3.17) restringida a
la variedad estable x(t) + y(t) = w*(t), sobre la cual adquiere la forma:

z(t)
m + x(t)

(w*(t) — 2(t)). (3.19)

Para cualquiera de las dos soluciones 1 (t), z2(t) de (3.19) definimos A, (t) := x1(t) —x2(t).

Entonces A, satisface:

dAx (t) d.iCl(t) dxz (t)
dt dt dt

ta (m+ 21 (0)(m + 22(0))
L amw*(t) CLm(acl(t) +w2(t)) + x1(t)w2(t)
= PR Ot =) O T T o m @) m r )
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donde la ultima igualdad se obtiene por los razonamientos realizados en la demostracion de

la tercera parte del Teorema 3.1.1. Como 0 < z(t) < w*(¢t) < iy y w*(t) > im, tenemos:

dAg(t) . amw*(t) am(xl(t) +x2(t)) + z1(t)z2(t)
@ - P e et mm) O T ik mrm) e
< DA — a(m”f&)g Au(t) + alu(t),

andlogamente a la demostracién de la segunda parte del Teorema 3.1.1. Asi, A, () — 0
cuando t — oo, siempre y cuando:
a(m? + m(2ip — i) +i37) < D(m + ip)? ya que a<D+am7i7,n.
(m+in)?
Esto también se cumple si a < D, en cuyo caso estamos en la situacién (1) del Teorema. Sin
embargo, puede también cumplirse si a es ligeramente mayor que a(m?+m(2iy —iy,) +is;) <
D(m + i,,)?, en cuyo caso para las estimaciones anteriores con x1(t), x2(t) igual a w*(t), el

sistema es contractivo uniformemente estrictamente en el cuadrante positivo y entonces tiene

una Gnica solucién completa como su atractor pullback en el cuadrante positivo.

3.2.2. Modelo de crecimiento con pared

Estudiaremos en esta parte lo que ocurre cuando hacemos variar el ratio de concentracion de

nutriente en el modelo con pared. Cuando D es constante e I varia con el tiempo, el modelo

y ds;it) = D(I(t) —x(t)) — amgjr(i)(t)(yl(t) + ya(t)) + by (t)
dy;it) = —(w+D)y(t)+ iji(;)l(wyl(t) — r1y1(t) + roya(t) (3.20)
\ dy;;t) = —vyo(t) + C?’)"Lj—(tl)'(t)yQ(t) + r1y1(t) + roya(t).

Lema 3.2.2 Supongamos que (xo,y10,Y20) € Ri. Entonces todas las soluciones del sistema

(3.20) con datos iniciales (z(to),y1(to0), y2(to)) = (xo, Y10, y20) son:
(i) no negativas para todo t > ty,
.. . 3
(ii) uniformemente acotadas en R:.

Ademds, el sistema dindmico no auténomo en Rﬁ_ generado por el sistema de ecuaciones

diferenciales ordinarias (3.20) tiene un atractor pullback A = {A(t) :t € R} en R3.
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Demostracion

(1)

Por continuidad, cada solucién tiene que tomar el valor 0 antes de tomar cualquier valor
negativo. Con z =0, y; > 0, y2 > 0, la EDO para z(t) se reduce a:

dx(t)
dt

= DI(t) + brys > 0,

con lo que z(t) es estrictamente creciente en z = 0.
Con y1 =0, x >0, yo > 0, la EDO reducida para y;(t) es:

dy:(t)
dt

= roys > 0,

por tanto, y;(t) es no decreciente en y; = 0.

De forma similar, con yo =0, > 0, y; > 0, la EDO para y»(t) es:

dys(t)
dt

=riy1 > 0,

por lo que y»(t) es no decreciente en yo = 0. Ademds, (z(t),v1(t),y2(t)) € R para
cualquier t € R. /

Definimos para (z(t),y1(t), y2(t)) € R3 la norma:
X (@O = 2(t) + yi () + ya(?),

Entonces ||X(#)|[1 < S(t) < 21X (®)||h, donde S(t) = (t) + L(y1(t) + y2(t)), andloga-
c c
mente a como se hacia en la demostracién de la segunda parte del Lema 3.1.2.

Derivando S(t) a lo largo del sistema (3.20), tenemos que:

dS(t) da(t)  adp(t)  adp()

dt dt c dt c dt

(3.21)
< Dig = Da(t) = | Z(v+ D) —bv| ya(t) = Zvya(d).

a
Notemos que como a > ¢y 0 < b < 1, entonces —(v+ D) —bv > v+ D —bv > D.
c

Sea p = min{D, v}, entonces:

dfh(f) < Diy — Dx(t) [

%(1/ + D) —bv| yi(t) — %V?ﬂ(t)

< Dipy — Dz(t) — Dyi(t) — vya(t)

< Diy — pS(2).
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De esta forma llegamos a:

dflf) < Diy — pS(t). (3.22)

Anélogamente a como hemos razonado en la demostracién de la segunda parte del
Di Ds

Lema 3.1.2, podemos comprobar que si S(tg) < Z M entonces S(t) < Z M para
H H

todo t > tp.

Di
Por otro lado, si S(tg) > ZM - entonces S(t) sera no creciente para todo t > tg, con lo
o

que S(t) < S(tp). Entonces implica que || X (¢)||1 estd acotada superiormente:
. Dim a
| X (¢)]]1 < méx {M,x(to) + E(yl(to) + yg(to))} para todo t > tg.

Se sigue entonces que para todo € > 0, el conjunto compacto no vacio:

a D1 M
B. = {(fv,yhyg) R} :a+ “ntye) < L +6} :
es positivamente invariante y absorbente en Ri.
El sistema dindmico no auténomo en R‘:’_ generado por el sistema de ecuaciones dife-

renciales ordinarias (3.20) tiene por tanto un atrator pullback A = {A(t) : t € R}, que

consiste en subconjuntos compactos no vacios de Ri tal que estan contenidos en B..

Usando de nuevo el cambio de variables z(t) y «(t) definidos como ya hicimos en (3.6), el

sistema (3.20) se convierte en:

df;(tt) = D(I(t) —z(t) — m:—EI—(i)’(t)Z(t) + bra(t)z(t)

dz(t) x(t)

il —vz(t) — Da(t)z(t) + sz(t) (3.23)
di‘lg) — _Da(®)(1 - a(t)) - ra(t) + ra(1 — a(t)

La tercera ecuacién del sistema (3.23) tiene un dinico punto de equilibrio que es:

. Da4ridry—/(D+r+72)?—4Dry

@ 2D ’

que es asintéticamente estable en (0, 1), tal y como demostramos en el primer capitulo del

trabajo. Asi, cuando t — oo, sustituyendo «a(t) por o* en el sistema (3.23), obtenemos:

dz(t) x(t) .
d=(t)  _ . x(1) |

Angeles Ruiz Gonzélez 82



3.2 Ratio de concentracién de nutriente variable

Para obtener mas detalles de la dindmica de las soluciones de este sistema (3.24) a lo

largo plazo, vamos a presentar el siguiente teorema:

Teorema 3.2.2 Supongamos que I : R — [im,in], con 0 < i, < ip < 00, es continua,
a>c, be (0,1) yv > 0. El sistema (3.24) tiene un atractor pullback A = {A(t) : t € R}

contenido en el primer cuadrante. Ademds,

(1) cuando v+ Da* > ¢, la solucién completa (w*(t),0) es asintdticamente estable en R2,

donde:
t

w*(t) = De_Dt/ I(s)ePs ds,

—00

y el atractor pullback A tiene una unica componente A(t) = {(w*(¢),0)} para todo

teR,

(2) cuando:
cDiyy

Da™ < ;
v b m(a — c+ v+ bva* + D) + Diy

el atractor pullback A también contiene puntos estrictamente contenidos en el cuadrante

positivo, ademds del conjunto {(w*(t),0)}.
Demostracion

(1) Cuando v + Da* > ¢, tenemos:

dz(t)
dt

=— <1/+Da* - cﬂ%) z(t) <0,

lo que implica que z(t) decrece a 0 cuando t tiende a oo, para cualquier z(ty) > 0. En

consecuencia, x(t) satisface:

dz(t)
dt

— D(I(t) - 2(t)),

y equivalentemente es:
t
x(t) = x(tg)e Pl—to) De_Dt/ I(s)eP* ds,

to

que converge a w*(t), bien cuando t — oo, o bien cuando tyg — —o0. v/

(2) Sea u(t) := x(t) + 2(t), entonces:

du(t) dzx(t)  dz(t)
dt ST

= D(I(t)—z(t)) + mz(t) + bra*z(t) — vz(t) — Da*z(t).
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Por un lado tenemos:

du(t)
dt

IN

D(I(t) —z(t)) — (v — bva™* + Da™)z(t)

A

DI(t) — Dx(t) — Da*z(t)
< Diy, — Dau(t).

Y por otro lado:

d@;f) > D(I(t) — 2(t) — (a— ¢ + v + Da* — bva*)z(t)
> DI(t)— Dx(t) — (a — c+v —bvB* + D)z(t)
> Diy — (a—c+v—>bbp*+ D)u(t).

Ademids, tenemos las siguientes cotas superior e inferior para wu(t):

Diyy

(37
t —. 2
a—c+y—bya*+D<u()< (3.25)

a*

l:=

Para ¢ > 0 suficientemente pequeno, definimos 7. como el trapezoide:

DiM Z‘M
1. == 2)eR2, 2 >¢e, 2> ¢, < < =3,
c {($Z) R a—c+1/—bua*+D_x+Z_oa*}

con lo que T, es absorbente.

Figura 3.5: Representacién gréafica del conjunto 7.

Demostremos ahora que es también invariante. De forma muy similar a la demostracion

del Teorema 3.2.1, que cuando ¢ es suficientemente pequeno se tienen las siguientes
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desigualdades sobre la acotacién de T:

dzgf) - — D(I(t)—e)+ (bya* - m“j 5) 2(t) > 0
dz(t) . c(l—e¢)
dt . > <—I/+DO[ +TTM—€>€>O
da(t) + (1) o
dt oz="Y
da(t) + (1) .
dt T+2z=l

Para la segunda:

du(t)

T < Diyy — D(a— c+ v+ bvf* + D)l = Diy, — Dip, =0.  /

u=l

Luego T es invariante.

En conclusidn, esto implica que existe un atractor pullback A = {A(t) : t € R} en T..
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Capitulo 4

Modelo con retardo

4.1. Introduccién

A la hora de estudiar los modelos de quimiostato hay otra posibilidad que atn no hemos
contemplado. La posibilidad de considerar un retardo en tales modelos de tal forma que quede
explicado el crecimiento oscilatorio de los microorganismos. Los retardos son naturales en los
sistemas bioldégicos, debido a que permiten la coexistencia de poblaciones en competicién

como una solucién periddica no forzada.

La presencia de términos con retardo en modelos de quimiostato estd completamente
justificada, ya que el comportamiento de los sistemas dindmicos no sélo depende en general
del presente, sino también de su historia. A veces sélo un corto periodo de tiempo pasado es
el que proporciona informacién relevante al sistema, que es el caso de retardos constantes
o variables, y otras veces es toda la historia la que hay que tener en cuenta, como sucede

con los retardos distribuidos.

Debemos notar que la presencia de retardos no constantes hace que estemos trabajando

con modelos de quimiostato no auténomos.

4.2. Modelo sin crecimiento en pared

Los primeros modelos de quimiostato con retardo que se han estudiado en la historia han sido
gracias a Caperon [8]. Més tarde, Bush and Cook propusieron un modelo de quimiostato
con retardo en el ratio de crecimiento intrinseco de los microorganismos, pero sin retardo en

la ecuacién del nutriente [3].
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Podemos introducir entonces un retardo al modelo mas sencillo que ya hemos estudiado:

d”;“lit) = DI — Dz — aU(z(t))y(t)
d?ilit) = —Dy(t) + cU(z(t)y(t),

llegando al siguiente modelo, siendo p(-) : R4 — [0, h] una funcién continua, con h > 0:

d“:l(tt) = DI — Dz — aU(z(t))y(t)
(4.1)
diff) = —Dy(t) + cU(xlt — p(t)y(D).

En este caso, hemos considerado un retardo variable en lugar de uno constante.

CONSIDERACIONES PREVIAS:

Para resolver el sistema (4.1), necesitamos fijar los valores de la solucién no sélo en un tiempo
inicial ¢y € R, sino también un intervalo [to— h, to]. Realmente lo que necesitamos es encontrar

las soluciones del sistema (4.1) para t > tg tal que:

x(t) = ¢1(t — to), y(t) = ¢2(t — to), para t e [t() — h,to], (4.2)

donde (¢1, ¢2) € Cp, := C([—h,0]; R?).
Observemos que el sistema (4.1) se puede escribir como ecuacién diferencial funcional no
auténoma:

dz(t)
dt - f(ta Zt)7 (43)

donde f(-,-) : R x C}, — R? estd dada por:

DI — D¢1(0) — aU(1(0))¢2(0)

f(t,¢) =
—D¢2(0) + cU(¢1(—p(t))p2(0)
para:
¢ = ” €Ch, 2z €Ch,
¢2

que denota la funcidn:

zt(0) = z(t + 0), para 0 € [—h,0],

para cualquier funcién continua z : [—h, +o0] — R2.
Para resolver el problema de valores iniciales para (4.3), una posibilidad es considerar una

condicién inicial ¢ € C} en el tiempo inicial tg € R. Esto nos proporcionara, bajo ciertas
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condiciones adecuadas, la tunica solucién z(-;tg, ¢) de (4.3) tal que zo(+;to,¢) = ¢, lo que
significa que:

zty (0320, ) == z(to + 03 to, ¢) = ¢(0) para 0 € [—h,0].

De esta forma, podemos construir un sistema dindmico no auténomo, como puede ser un
proceso, en el espacio de fases C}, en el siguiente sentido: para cualquier ¢ > ¢, definimos el

operador Z(t,tg) : C, — C} como:

Z(t,to)p = zt(-;to, ¢), para ¢ € Ch,. (4.4)

4.2.1. Signo y acotacion de soluciones

Al igual que en los capitulos previos, la regién biolégicamente interesante en nuestro modelo
es aquella donde las soluciones sean positivas y finitas. En el proximo lema demostraremos

que dichas soluciones del sistema (4.1) son no negativas y acotadas.

Lema 4.2.1 Dada cualquier condicion inicial ¢ > 0 en [ty — h,to], las soluciones de (4.1)

s0m no neqativas.

Demostracion

Lo primero que vamos a demostrar es que si una solucién comienza en el cuadrante:
2 .
R+:{(5Cay)3320a3/20}7

permanece alli para siempre.
Por continuidad, cada solucién debe tomar el valor 0 antes de alcanzar cualquier valor

negativo. De hecho, como:

dglgj) = [=Dy(t) + cU(x(t — p(t))y(t)]
y=0

y=0
entonces y no decrece en y = 0, con lo que nunca tomara valores negativos.
Por otro lado:

dx(t)
dt

= [DI — Dx(t) — aU(x(t))y(t)] = DI >0,

x=0

=0
lo que implica que « es creciente en z = 0.

En conclusién, las soluciones del sistema (4.1) son no negativas para cualquier ¢ > tg.
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Teorema 4.2.1 Supongamos que:
6:=D—-c>0 (4.5)

entonces para todo t > to, las soluciones del sistema (4.1) estdn acotadas para cualquier
condicion inicial.
Demostracion

Definimos el funcional u(t) := z(t) +y(t). Derivando u a lo largo de soluciones del sistema

(4.1), donde 0 < § < D definido como en (4.5):
du(t) dz(t)  dy(t)

dt dt dt

= DI = Dux(t) — aU(x(t))y(t) — Dy(t) + U (z(t — p(t)))y(t)

IN

DI — Dx(t) — ay(t) — Dy(t) + cy(t)

IN

DI — Dx(t) — Dy(t) + cy(t)
= DI —Dx(t) — (D — c)y(t)

= DI — Dz(t) — oy(t).
Definimos:
Q:={(z,y) € R2 : Dz +dy < DI}.

Vamos a estudiar las cotas superiores de las soluciones caso por caso:

a) Si una trayectoria comienza en t =ty en R2\(, entonces la funcién u(z,y) a lo largo
de las trayectorias que comienzan en este punto deben ser decrecientes para todo t > ¢y
tal que (z,y) € R2, pues en tal zona, Dz + dy > DI, con lo que:

Ch;(:) = DI — Dx(t) — éy(t) <0,

es decir, u decrece. De esta forma,
u(t) == u(z(t),y(t)) < u(z(to),y(to)) = z(to) + y(to) < |d1] + |d2].

Asi:
[z @), y@)I| == z(t) + y(t) = u(t) < [¢1] + [¢2], (4.6)

con lo que tenemos que = e y estdn acotadas. v/

'Notemos que tal condicién inicial siempre estd acotada porque ¢ es continua en [—h,0].
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b) Siuna trayectoria comienza o entra en la regién 2 en un tiempo t = t1 > tg, estd alli para
siempre, entonces por la definicién de €2 tenemos que para t > t1, Dx(t) + oy(t) < DI,
de donde se deduce:

DI

Zalt) +u() < -

De esta forma, como 0 < § < D, entonces — > 1, con lo que:

5
DI

(@), y(O)I] = 2(t) +y(t) < ?ﬂf(t) +ylt) < — (4.7)

de donde se tiene que z e y estds acotadas. v/
¢) Si una trayectoria comienza y entra o vuelve a entrar después de haber salido de la
regién € en un tiempo t = t9;—1 > to y sale en el tiempo t = to; (i=1,2,...), entonces

(4.6) se verifica para todos los tiempos (t2;—1,t2;). v/

En resumen, para cualquier ¢ > ¢y, las soluciones (z(t),y(t)) estdn acotadas por:

1@ (@), y@) = 2(5) +y(t) < méx{wl‘ + wmf?f}.

4.2.2. Analisis de la Estabilidad

Consideramos el modelo del quimiostato con retardo dado por el sistema (4.1) con una funcién
de retardo variable p(-) € C1(R; [0, h]).

Es féacil darse cuenta de que (I,0) es un equilibrio factible y asintéticamente estable
cuando D > c. De hecho, cuando D > ¢, se sigue directamente de la segunda ecuaciéon del
sistema (4.1) que /() < 0 para todo t. Por tanto, y = 0 es un equilibrio asintéticamente
estable de la segunda ecuacién de (4.1), y haciendo y = 0 en la primera ecuacién del sistema
(4.1) tenemos inmediatamente z = I.

Cualquier otro equilibrio no trivial (z*, y*) debe satisfacer:

*

T
DI — Dzx* — * =0 4.8
v am—i—x*y ’ (4.8)
Dy* + LA 0 (4.9)
— C = . .
4 m+x*y

Pues ahora, sélo estamos interesados en los equilibrios positivos debido al significado de

las soluciones de nuestro problema. Diviendo (4.9) por y* y despejando x*, obtenemos:

ES

c L =D& cx*=mD+ Dx* & cx*—Dx*=mD <
m + x*
mD
& 2%(e—D)=mD & 2f = ———
x*(c )=m Tt =——F
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Por otro lado, de la ecuacién (4.8), también obtenemos:

*

DI - Dz*—a ‘: =0 =
m+x
mD
mD c—D * —
DI_Dc—D_ +mDy_0' =
c—D
DI mD? _aD
c—D c 7
de otra forma seria también equivalente:
mD?
. PI=C"D  &DI-cD - emD?
YT TaD T T (c-DuD
c
En resumen, tenemos que:
mD . DI —cD?I — emD?
* = = 4.10
YT D Y (¢ — D)aD (4.10)

Nos disponemos a analizar las propiedades de estabilidad del equilibrio positivo (x*, y*).
Para ello, construiremos un funcional de Lyapunov adecuado y obtendremos condiciones sufi-
cientes sobre los parametros asociados a la funcién de retardo y sobre el resto de parametros

del modelo, con objetivo de asegurar la estabilidad de este punto estacionario.

Teorema 4.2.2 Supongamos que p(-) : R — [0, h] tal que p'(t) < M < 1. Entonces el equi-

librio positivo (z*,y*) definido en (4.10) para el sistema (4.1) es globalmente asintdticamente

estable.

Demostracion

Primero introducimos la transformacién siguiente:

z(t) = z(t)—az*
y(t) := log y(? (4.11)
U() = U(-+a*) — Uz
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Entonces, el sistema inicial (4.1) puede escribirse como:

T~ Dit) - ay FOT (1)) — ay U(a") (70 — 1)
® (4.12)
dy(t)  ~
o cU(z(t — p(t))).
En efecto, como de (4.8) se tiene DI — Dz* = a :j_ —y* = aU(z*)y*, entonces:
m+x
dz(t) = DI — Di(t) — Dz* —a (UF(t)) + U(a* y*ed®)
dt
= —D#(t) — ay*VDU(Z(t)) — ay*e" DU (a*) + alU (z*)y*
= —Da(t) - ay* U (E(t)) — ay*U () (") —1).
Por otro lado, de (4.9) deducimos —Dy* = —c— pe y* = —cU(x*)y*, con lo que:
y*eg(t)ch;it) —Dy*eV") 4 ¢ ([7 (@(t — p(t)) +U (1’*)) y*eltt)
= —Dy*eV O 4 cUE(t — p(t))y*e? D + cU (a*)y*ed®) (4.13)
= cU(&(t— p(t)))y*e"™,
y por tanto dzt/isft) = —ﬁ(ﬁf(t —p(1))).

Ahora construimos un funcional de Lyapunov, paso a paso, adecuado. Primero definimos:

50
Vi(3) = /0 0(s) ds.

Si z > x* entonces ¥ > 0; de esta forma, como s € (0,Z(t)), entonces s > 0. En
consecuencia, s + z* > x* y U es una funcién creciente respecto de x por lo que U (s) =

U(s+2*) —U(z*) > 0. En conclusién,

T(t) _
Vi(Z) := / U(s)ds >0,
0
siempre y cuando = # x*.

Andlogamente, si z < z*, entonces T < 0; por lo tanto, como s € (Z(t),0) entonces
s < 0. Luego s + * < x* y U es una funcién creciente respecto de x, con lo que U (s) =
U(s+z*) — U(z*) < 0. En conclusién,
z(t) _ ~

Vi(3) :=/0 U(s)ds:/ 0(s)ds > 0

Z(t)
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siempre y cuando x # x*.

Resumiendo, V4(z) > 0 para todo x # z*. Derivando V; a lo largo de soluciones del
sistema (4.12) tenemos:

dvi(t)

L = —DEOTE) - ay TOT () — ay U ) (70 — DT EE)).

Definimos ahora:
y(t)
Va(y) == / (e —1)ds.
0

Ahora bien, si y > y*, entonces y > 0; de esta forma, como s € (0,%(t)), entonces s > 0.

En consecuencia, e —1 >1—1 =0, por lo que:

()
Va(3) ;:/0 (¢ —1)ds >0,

siempre y cuando y # y*.

Andlogamente, si y(t) < y*, entonces y > 0; por tanto, como s € (y(t),0), entonces s < 0.

Entonces e®* —1 <1 —1 =0, con lo que:

y(t)
Va(y) 12/0 (es—l)ds:—/~(t)(es—1)ds >0,
]

siempre y cuando y # y*.

Resumiendo, V5(y) > 0 para todo y # y*. Derivando V5 a lo largo de soluciones del

sistema (4.12) tenemos:

dVa

h (e — DUt — p(t))).

Y consideramos ahora el funcional:
v(Z,y) = Vi(z(t — p(t)) + A (y(t)),
con \ = g(1 — M)U(z*)y*, tenemos lo que queriamos.
c

Nota 4.1
Notemos que si (z,y) = (z*,y"), nos encontrarnos en el equilibrio, por lo tanto, por definicién

de punto estacionario no me moveré de él.
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Derivando v a lo largo de soluciones del sistema (4.12) tenemos:
o = {=Dit - pt)U (@t - p1)) — ay*eTOT(E(t - p(1)))
—ay U (@) (7D = )T (@t - p(1)) } (1~ M)
+2 (1= MU )y*e(e) — DT (E(E - p(t)))

= {=Di(t - p)T (@t - p(1)) — ay"eTOT2(E(E — p(1)) } (1~ M) <0

con lo que v es definida negativa, deduciendo que el equilibrio positivo (z*, y*) es globalmente

asintoticamente estable.

4.3. Modelo de crecimiento con pared

El sistema (4.1) estudiado en la anterior seccién representa el comportamiento de un qui-

miostato con retardo variable. Pero no refleja el crecimiento de microorganismos en la pared.

Como ya sabemos, es muy frecuente que los microorganismos no sélo crezcan en el medio
de crecimiento, sino que también lo hagan en las paredes del recipiente donde estan contenidos.

De esta forma, el modelo con pared estudiado en capitulos previos, o sea:

dﬂ;it) = DI — Dx(t) — aU(x(t))(y1(t) + y2(t)) + bvyi(t)
dy;t(t) = —(v—=D)y1(t) + cU(x(t))y1(t) — r1y1(t) + raya(t)
dy;t(t) = —vya(t) + cU(z(t))y2(t) + r1y1(t) — may2(t)

queda, una vez introducido el correspondiente retardo variable, como:

(U DI Da(t) — al @) () + 1000)) + bt — (1)
dy;t(t) = —(W=D)y(t) + cU(z(t — 72(£)))y1(t) — r1y1(t) + raya(t) (4.14)
\ dy;ft) = —vya(t) + cU(z(t — 72(t)))ya(t) + riya(t) — roya(t),

donde 71(+), 72(-) : R+ — [0, k], con h > 0, son funciones continuas.
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CONSIDERACIONES PREVIAS:

Cuando el ratio de limpieza del quimiostato no es suficientemente rapido, el crecimiento en
la pared se convierte en un factor importante a tener en cuenta. Por ello, ahora vamos a
estudiar el modelo de quimiostato con retardos variables y crecimiento en pared.

Trabajaremos entonces con el sistema (4.14), que volvemos a escribirlo:

d‘;(tt) = DI — Dx(t) — aU(z(t))(y1(t) + y2(t)) + bryi (t — 71(t))
dlﬁf) = (v = D)yi(t) + Ut — m2(£))y1(t) — r1ya () + raya(t)
dj;;) = —wya(t) + cU(a(t — 2())ya(t) + 1191 (t) — raya(t).

Suponemos que:

z(t) = ¢1(t —to), y1(t) = gar(t —to), wa(t) = daa(t — to), (4.15)

para t € [ty — h,tg], donde (o1, P21, ¢22) € C([—h,0;R3) =: Cj. Denotamos por ¢ =
(¢1, P21, P22), con lo que el sistema (4.14) puede escribirse como la siguiente ecuacién di-

ferencial funcional no auténomas:
dz(t)
dt

donde g(-,-) : R x Cj, — R3 est4 dada por:

= g(t, z), (4.16)

DI — D¢1(0) — aU(¢1(0))(¢21(t) + $22(0)) + bvar (—7(t))
9(t, ) = | —(v+ D)p21(t) + cU(p1(—72(0)))p21(0) — 71021 (0) + r222(0) |
—v92(0) + cU(d1(—7(t)))P22(0) 4 11621 (0) — r1¢22(0)

y z € C es la funcién z(0) = z(t + 0), 6 € [—h,0] para cualquier funcién continua z :

[~h,00) — R3.
La existencia y unicidad de soluciones del (4.16) con condiciones iniciales (4.15) se puede
establecer sencillamente bajo ciertos supuestos sobre la funcién de consumo U. [9] Entonces

tenemos que la tnica solucién z(-;to, ¢) de (4.16) es tal que 2z, (+; to, @), es decir,
2t (03 t0, ) == z(to + 05 t0, ) = ¢(t), para 6 € [—h,0].

En consecuencia, construimos un sistema no auténomo o proceso en el espacio de fases

éh, Z(t,tg) : 5'}1 — éh definida para todo t > ¢y como:

Z(t7t0)¢ = Zt('; t07 </’)7 ¢ € éh'
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En las siguientes secciones demostraremos que todas las soluciones de (4.16) son no nega-
tivas y acotadas para todo t > ty correpondientes a condiciones iniciales (4.15) no negativas

y acotadas.

4.3.1. Signo y acotacion de soluciones

Vamos a dar resultados muy tutiles para nuestro problema en cuestion.

Lema 4.3.1 Dadas cualquieras condiciones iniciales (4.1) en [tog — h,to], las condiciones

iniciales del sistema (4.14) son no negativas.

Demostracion

Vamos a comenzar a demostrar que si una solucién que comienza en el cuadrante:
3
Ry ={(z,y1,y2) : © > 0,51 > 0,y2 > 0},

permanece alli siempre. De hecho, por continuidad cada solucién tiene que tomar el valor 0
antes de alcanzar cualquier valor negativo. Ademas, cuando = = 0, y; > 0, yo > 0, la primera
ecuacién del sistema (4.14) se reduce a:

dx(t)
dt

= DI + bvy;(t — 71(t)) > 0,

con lo que x(t) es estrictamente creciente en x = 0. Cuando y; = 0, z > 0, y2 > 0, la EDO

reducida para y; (t) serfa:
dy (t)
dt

=ray2 > 0,
con lo que y; () es no decreciente en y; = 0. De forma muy similar, y2 es no decreciente en

yo = 0, quedando la EDO reducida:

dya(t)
dt

= lel(t) Z 0.

Por tanto, (x(t),y1(t),y2(t)) € R3 para cualquier ¢.

Ahora presentamos un resultado de acotacién de soluciones de (4.14).

Teorema 4.3.1 Supongamos que 71(t) < M; < 1, entonces las soluciones de (4.14) estdn

acotadas para todas las condiciones iniciales, siempre y cuando:

VMl
—C
1—-2M;

p = min{d,v — c} >0, con §:=D — (4.17)
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Demostracion

Definimos el funcional:

v((t), 91(8), y2(t)) := 2(2) + byr (t) + by2(t) + ¢ _bVMl /t_ ( )y1(3> ds.

Entonces la derivada de v a lo largo de soluciones del sistema (4.14) es:
V(@(t),y1(t),52(t)) = DI = Da(t) = aU(z(8))(y1(t) + ya(t)) + bryi (t — 71 (t))—

—b(v + D)y1(t) — brya(t) + beU (z(t — 72(t)))(y1(t) + y2(t))+

by
b0 — (1= O = (1)
Como 7{(t) < My <1y T < 1, entonces:
Ly <
e (1)) < —1.

Ademas, usando la propiedad U(-) < 1:
o = DI Dalt) - aU(®) (1 (t) + 1o(6)) + byt — 71(8)) -

—b(v + D)y1(t) — brya(t) + beU (z(t — 72(t)))(y1(t) + y2(t))+

b lt) - e (= (- (o)
< DI —Dx(t) —b(v + D)y1(t) — brya(t) + be(y1(t) + y2(1))+
+1 _bijl y1(t) + <1 - 1_1]\41(1 - T{(iﬁ))) bvyy (t — 11(t))
< DI = Da(t) = b + D)yn(6) = bosn(t) + belin(0) + (1)) + T (1)
— DI—Dzx(t)—b (y +D—c— < _”M1> y1(t) — b(v — c)ya(t)
= DI—Dxz(t)—b <D —c—v [1 —in 1}) y1(t) — b(v — c)ya(t)
= DI—Dz(t)—b (D —e— v ]1\41> y1(t) — b(v — c)ya(t)
< DI — Dx(t) — boy1(t) — b(v — c)ya(t),

Donde § estd definido en (4.17).
Definimos la region:

Q= {(z,y1,92) € R} : Dz + bdy; + b(v — c)ya < DI}.
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Si una trayectoria comienza en t = tg en Ri \ ﬁ, entonces:
Dx + bdyy + b(v — ¢)y2 > DI,

con lo que el funcional v'(x(t),y1(t),y2(t)) a lo largo de esa trayectoria comenzando en ese

punto serd decreciente para todo t > to tal que (z(t),y1(t), y2(t)) en RY \ Q. Por lo tanto:

v(z(t),y1(t),y2(t)) < v(z(to), y1(to), ya(to))
dv to
= x(to) + by1(to) + bya(to) + T / y1(s)ds
— A1 Jtg—71(to)
< Joal+ 01+ ) ol + blens)
< |o1| + +1—M1 ¢21| + b|paa|,
lo que implica que, como b < 1, entonces:
(@), y1 (1), y2 ()] == z(t) +y1(t) + ya(t)

< 3+ ) + ()

1 v to

< —z(t) +yi(t) + ya(t) + / d
be() y1(t) +y2(t) A to—Tl(to)yl(S) s
UV o) + by (8) + bya(t) + —2 /to (s)d

= — | S S
b Y1 Y2 1= M, to—n(to)yl
1

= E’U(ﬂf(t)ayl(t)am(t))
1 h

< pleal+ <1+ . fM1> |21 + [@22]-

Obteniendo como cota:
1 hv
Ie(e) OO < horl + (14 257 ) 1om] + oaa. (4.18)
— M,

Si una trayectoria comienza o entra en la region €2 en un tiempo t = t; > to y permanece

en para siempre, entonces por la definicién de Q tenemos que Vt > tq:

Da(t) + boy1(t) + b(v — c)y2(t) < DI,
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M 1
lo que implica que, com0b<1,u§6:D—71—c,ugéy,ugu—c,entoncesf>1,

1-M; b
D vV—c
—>1y > 1, con lo que:
1Y Y
(@), y1(1), y2 ()] = () +y1(t) + ya(t)
D ) —c
—x(t —y1(t t
< be( )+ M@/l( ) + Y2 (t)
DI
G
=
Obteniendo como cota:
DI
(2 (£), y1.(£), y2(£))[] < e (4.19)

Si una trayectoria comienza o entra o vuelve a entrar después de haber salido de la regién
Q en tiempos t = tg;_1 > to y sale en el tiempo t9;, (1 = 1,2,...), entonces (4.18) se verifica

para todos los tiempos (tg;, t2;+1) v (4.19) para todos los tiempos (t2;—1, t2;).

En conclusién, para cualquier tiempo ¢ > 0, tenemos que las soluciones de (x(t), y1 (t)y2(t))

estds acotadas por:

(@), y1 (), g2 ()] == 2(t) +y1(t) + ya(t)
< méx{wbl’ + (1+ 1 1“2\41) | 21| + |¢22|71b_)1/]}-

4.3.2. Anadlisis de la estabilidad

Notemos que cualquier solucién de equilibrio (z,y1,y2) del sistema (4.14) debe satisfacer las

ecuaciones algebraicas:

DI — Dz —aU(x)(y1 +y2) +bvy; = 0
—(v+D)yr +cU(x)yr —riy1 +ray2 = 0
—vys +cU(x)ys +m1yn —1m2y2 = 0.

Claramente, (z,y1,y2) = (1,0,0) es un equilibrio asintéticamente estable cuando v > c.

De hecho cuando v > c:

d(y1(t) + ya(t))
dt

—(v+ D)yi(t) — vya(t) + cU(x(t — 72(t))) (y1(t) + y2(t))

< —(v=0o)(n®) +y(t) <0.
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Para estudiar la estabilidad de las soluciones de equilibrio no triviales del sistema (4.14),

primero llevamos a cabo el siguiente cambio de variables:

ni=uy1(t) +vy2(t); Bt) =

De esta forma, y andlogamente a lo estudiado en los primeros capitulos, el sistema (4.14)

se reescribe como:

20— DI Dalt) - aUe(®)n(t) + Bt — )t — 71(1))

dt
MO _un(e) ~ DA + el a(t — o)t (4.20)
ﬂé? = DB(t)(1 = B(t)) — r1B(t) +r2(1 — B(1)).

La ecuacién para () estd desacoplada de las ecuaciones para x(t) y n(t). Resolviendo la

ecuacion algebraica —DB(1 — ) —r18 + r2(1 — B) = 0, tenemos:

_ D+T1+T‘2:]:\/(D+T1+T2)2—4D7"2

p 2D

Notemos que f(t) € (0,1) para cualquiera soluciones positivas yi(t) > 0, y2(t) > 0 del
sistema (4.14). Ademds, como f'|z_y = r2 > 0y f'[s_; = —r1 < 0, entonces (0,1) es
positivamente invariante para ((t) y es la regién biolégicamente interesante. Por lo tanto,
por analogia con los estudios anteriores, tenemos que el equilibrio de la ecuacion desacoplada

del sistema (4.19) esta dado por:

g = D+ry+ry— /(D +r1+72)%—4Dry
: 5D :

(4.21)

Lema 4.3.2 El punto critico 5* tal y como estd definido en (4.21) es un equilibrio asintdti-

camente estable de la tercera ecuacion del sistema (4.19).

Demostracién
Definimos A(t) := B(t) — 8%, entonces A(t) satisface la siguiente EDO:
dfiit) = —D(A[#) +87)(1 = A(t) = 5%) = ri(A() + 57) +r2(1 = A(t) = 57)
= —DA@)(1 - A(t) = %) = DB*(1 = A(t) = %) = mA(t) —rp”
+ro — roA(t) — roff*
= —DA(t) + DA?(t) + DA(t)B* — DB* + DB*A(t)+

+D,8*2 — T‘lA(t) — 18" +ry — ’I"QA(t) — rof3*.
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Ahora bien, por ser 8* equilibrio de la tercera ecuacién del sistema (4.19), se tiene:
—DB*(1 = 3%) =" +ra(l = %) =0,

continuando en la derivada de A:
dA(t)

- —DA(t) + DA%(t) + DA(t)3* + DB*A(t) — r1A(t) — r2A(t)

— DA(%) <A(t) yopr—1- 2 ;”’) .

O lo que es lo mismo:

D 24D
AW _ by (A - VP HTEr) N (4.22)
dt D
Resolviendo (4.22) con la condicién inicial A(tyg) = Ag, tendremos que:
A(t) _ AO \/(D + r1 + 7'2)2 B 4D'I”2 e\/(D+T‘1+T2)274DT2(t7t0) (423)

B Ag — (AO — \/(D +7r —|—7“2)2 — 4D7”2)
cuando t —» 0, implicando que B* es asintoticamente estable.
Para finalizar, veamos que se tiene (4.23). En efecto, partimos de (4.22), que podemos

reescribir como:

Para un tiempo suficientemente grande, reemplazando £(t) por * en las dos primeras

ecuaciones del sistema (4.19), tenemos:

dzgf) DI - Dx(t) — aU (x(t))n(t) + bvB*n(t — m1(1))
(4.24)
dZSst) = —un(t) — DB*n(t) + cU(x(t — 72(t)))n(t).

Cualquier solucién de equilibrio no trivial del sistema (4.24) debe satisfacer las ecuaciones
algebraicas:

DI — Dx* — aU(z™)n* + bvfB*n* =0, (4.25)
—v— D"+ cU(z*) =0. (4.26)

Despejando z* en (4.26) tenemos:

* *

—v—DfB*+c¢ =0 c =v+ Dp*,
m + x* m + x*

reagrupando los términos de z* llegamos a:

cx® —va* — DB*z* = mv +mDp*.
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Luego:
. mly+DBY)
c—v—Dp*’

Ahora como sabemos que —v — D* + cU(x*) = 0 entonces cU(x*) = v+ DS* con lo que:

U($*) = vt Dﬁ* )

C

sustituyendo en la expresion (4.25) tenemos:

D *
D1 - Do — " P g —0 = DI Dot - [g(u +Dp*) - byﬂ*} =0,
c c
con lo que:
. DI — Dz* DI — Dz*
n = a - ¥
E(V—FDﬁ*)—bl/ﬁ* g(y_'_Dﬁ*)_bcuﬁ
c c
B Dcl — Dex* B De(I — x%)
a(v+ DB*) —bevB*  a(v+ DB*) — bevB*

Para que sean equilibrios positivos debe ocurrir que:
c—v—DB*>0, ie, c>v+ DS,

y también que cD(I — z*)(a(v + DB*) — bev5*) > 0.
Ahora bien:

m(v+Dp*)  I(c—v—DB*)—m(v+ Dj*)
c—v—DB c—v— DpB* ’

por tanto, como tenemos la primera condicién exigida ¢ — v — DS* > 0; entonces la segunda

condicion es equivalente a:

(I(c—v—Dp*) —m(v+ DB*))(a(v + DB*) — bevs* > 0.

A continuacién, establecemos un resultado de estabilidad para el equilibrio (z*,n*).

Teorema 4.3.2 Supongamos que 71(-),72(-) : Ry — [0,h], 7/(t) < M; < 1,4 = 1,2;

entonces, el equilibrio (z*,n*) del (4.24) es asintoticamente estable, siempre y cuando:
n

1 . | 2,
(v+DB*)h _ 1) h ‘
v+ DB (e 1o S b
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Capitulo 4 Modelo con retardo. Aplicacién en un quimiostato

Demotracion

En primer lugar, consideraremos la transformacion:

z(t) = z(t) — ¥
7o log 0.
: o

U() = U(-+az*)—Ulz*).

De esta manera, el sistema (4.24) queda reescrito como:

digf) = —Dz(t) — aﬁ(i(t))n*eﬁ(t) _ aU(m*)n*(eﬁ(t) _ 1) + bvﬁ*n*(eﬁ(t_ﬁ(t» ~1)
C@f) = U@ — (1))

Veamos que es cierto. Sacando de (4.25) la expresion: DI — Dx* = aU (z*)n* — bvf*n*,

entonces:
dz(t)
dt

DI — DZ(t) — Dz* — a(U(Z(t)) + U(z*))n*el® + by g*p*eit-—(0)
= aU(z*)n* — buB*n* — DZ(t) — aU(Z(t))n*e™™® — aU (z*)n*e™® + by g*p*elt-T1(1)

= —DE(t) — aU(E(t))n*e™™® — alU (x*)np* (€T — 1) 4 bug*n*(elt-1®) — 1),

Por otro lado, de (4.26) se tiene —v — DS* + cU(x*) = 0, entonces:

n*eﬁ(”&;(f) =~ — DB* ™ + c(U((t — 2(t))) + U(z*))n*e™™®
= (—v—DB* + cU(z*))n*e™™ + cU (T (t — 2(t)))n*e’®
= cUF(t — 72(t))nrel®.
Asi: B
d’zlf) = cU(F(t — 12(t))).

Vamos a definir un nuevo funcional de Lyapunov adecuado paso a paso. Definimos:

#(t) _
Vi(z) ::/0 U(s) sds.

Ahora, si z > x*, entonces T > 0; de esta forma, como sabemos que s € (0,z(t)), entonces
s > 0. En consecuencia, s + z* > x* y U es una funcién creciente respecto de x, por lo que:

U(s) = U(s + 2*) — U(z*) > 0. En conclusién:

#0)
Vi(3) = / U(s)ds > 0,
0
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siempre y cuando = # x*.

Andlogamente, si < z*, entonces T < 0; por tanto, como s € (Z(t),0), entonces s < 0.
Entonces s + z* < z* y U es una funcién creciente respecto de z, con lo que 17(5) =U(s+

z*) — U(z*) < 0. En conclusién:

a(t) _ -
Vi(z) = /0 U(s)ds = — /~(t) U(s)ds >0,

siempre y cuando x # x*.

Resumiendo, V;(z*) > 0 para todo x # z*.

Derivando V; a lo largo de las soluciones del sistema (4.24) tenemos:

Vi (t) 7 (t)
dt dt

= —DEOT(E(1) — al* @) e™™ — al () (" — )T (F(1))+
by (1) — 1)U (3(t))

= —DEOT(E(1)) — aU>(F(1)"e™® — aU () (10 — 1)T (#(t))
T () — DT (1) + by 57 (610 — )T (3 (1))~

= —DEHU (1)) — al*@ ()™ — (aU (@*) = bup*)y (7 — 1)U (F(t))+
b (1) — Tt=TiONT (Z(t))

— —DENOUE)) — aUX(F()n* ™ — (al (@) — b )n* (70 — )T (F(¢)
—buB (O — (t - 71(1) T (F())

< —DI()UE®)) — aU(Z(t))n*e™™® — (aU(z*) — buB*)n* (1 — 1)U (Z(t))+

+by5*n*|eﬁ(t) — en(t=m1(t)) |(7(:E(t)).
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Ahora bien:

|60 _ eit=m@)| =

Sc/tt 67| T (s — ma(s))| ds

—T1 (t)

= c/tt ) U (#(s 77'2(5)))‘ ds

—T1 (t)

utilizando la desigualdad de Young, ya recordada en el segundo capitulo, tenemos que:

dvi (1)
dt

IN

IN

—DE)U(@(t)) — aU*(&(t))7*e™™ — (aU (%) — bv ™)y (1) — U (F(1))
+bu B n* ‘eﬁ(t) — elit—T1 (t))‘ ﬁ(g(t))

—DE()U (1)) — aU(@(t))n"e™™) — (aU(a*) — bv*)n* (€7 — 1)U (&(t))

| bevBy {/tt ) ds-ﬁQ(f(t)H/t 65(5)62@(5_72(8)))d8}'

—T1 (t) t—71 (t)

Ademsds, en segundo lugar podemos definir:

7(t)
Va(7f) = /0 (" — 1)ds.

Con estas dos definiciones de V; y V5 tenemos:
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*En primer lugar, si n > n* entonces 17 > 0; de esta forma como s € (0,7(t)), entonces

s > 0. En consecuencia, e® — 1 > 0, por tanto

7(t)
Va(n) = /0 (e*—1)ds >0,

siempre y cuando se tenga que 1 # n*.

*En segundo lugar y de manera andloga, si n < n* entonces 77 < 0; por lo tanto como
s € (n(t),0), entonces s < 0. Entonces e®* —1 < 0 con lo que Va(77) > 0, siempre y cuando
n # n*. Porque:

B n(t)
Va (i) :/ (" — 1) ds = —/ (¢ —1)ds > 0.
0 7(t)
En resumen, V2(n*) > 0 para todo n # n*.

Derivando V5 a lo largo de las soluciones del sistema (4.24) tenemos que:

d‘st(t) _ c@iﬂ (€™ — DU (@(t — (1))

Finalmente, damos el funcional Vj:

1— M,

t t
F7) = it ) [72(7(s —
Vs(z,m) : 2 _Ml)bcuﬁ n /t_ﬁ(t)/v e U*(Z(s — 1a(s))) ds dv.

Obviamente V3 > 0 para todo n # n* y  # x*, ya que todas las constantes que aparecen,
ademas del integrando, son estrictamente positivas, teniendo también en cuenta los extremos
de integracién.

Derivando V3 a lo largo de las soluciones del mismo sistema (4.24) tenemos:

d‘/g(t) = 1 — M, * *d /t /t ()72 (5
a - a [ vy Jy € U ma(s)) ds

—T1

t ~ ~
(l;(”w@U%ﬂsm@DO(lﬂ@D}

— 2(11_—]\]\4/./21)1)0%*77* {65(5)(72(5(3 = 72(s)))m(?)

—([@J@W@@—m@m)a—ﬁm%.

Ahora consideramos el funcional v como:

_ 1— DM, . x ¢ d [t )2
-y {/t o i [ O = o) s av

(aU(z*) — bvB*)n*

o(z,7) = Vi(Z(t—72(t))) +£V2(1(t)) + V3(7(t)) con k= .

(1—Ms). (4.27)
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Derivando v y usando 7/(t) < M; < 1, i = 1,2, tenemos:

v < { — Di(t — ro(t))U(E(t — 72(t))) — aU2(E(t — 72(t)))n*eT®
—(aU(a*) = by (1) — 1)U (#(t - 7(t)))

bev B n*
+ 2

t " ds - U (Z(t — 7 t
/t_ﬁ(t) W) ds - T2 (F(t 2<t>>>+/

t—71(t)

T2 (F(s — 72(s))) ds] }

(aU(a*) — B

- (70 — 1T (@t - (1))

(1 =m(t) + (1 — M)

(4.28)

1— M,

"o — )

bev {eﬁm 2@t — m(8))m (1)

— (/t_ o OU%(Z(s — 12(5))) ds> (11— T;(t))}

{ — DF(t — (1)U (F(t — 12(t))) — aU>@(t — 2(t)))n*e™™

IN

—(aU(x*) — bvB*)n* z = 1HU(z(t — 12(1)))
W n(s 72 (~ n(s)772 (5
+= {/M(t) el )ds-U2(x(t—7-2(t)))+/ )2 —Tg(s)))ds}-
-(1M2)+(1M2)(QU($*);b”5*)’7* e — 1)U ((t — 72(s)))
1 — My *o0x ) () T72 (7 ! n(s) rz
+2(1 —Ml)bcyﬂ n {6"()(]2(37@—7'2(75)))}1— (1— M) o i T 3—72(3)))035}

= —DE(t — n(t)U(E(t — 72(t))) — aU(F(t — 2(t)))n" e

bevB*n*

t ~ ~ —_—
+ / %) ds - U?(F(t — m2(t))) + 1- M,
2 —

2(1— My)

bev B e"U?(E(t — o(t)))h.
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En virtud de la segunda ecuacién de (4.24), sabemos lo siguiente:

dvzlit) = —un(t) — DB n(t) + U (x(t — 72(1)))n(t)

> —vn(t) — DB™n(t)

= —(w+Dp")n().

De esta forma, como hemos hecho anteriormente en varias ocasiones anteriores, llegamos

a que 7(s) < n(t)e*+PBIE=9) con lo que:

t B t B t
77*/ s = / n*e”(s)dSZ/ n(s)ds
thl(t) thl(t) thl(t)

¢ t
S / ’r](t)e(l/‘FDﬁ*)(t—S)dS — T](t) / 6(V+Dﬂ*)(t_3)ds
t—T1 (t) - (t)
n(t) /t ©\_(v+DB*)(t—s) n(t) (v+DB*) (1)
= D7 v+ DpB%e ds — Yo .
V+DB* t—Tl(t)( B ) V+D6*( )
< O ernsn gy,

v+ Dp
Introduciendo célculos nuevos en (4.28), llevamos inmediatamente a:

v < { — DE(t — (D) U (&(t — 7(t))) — aU2(F(t — 72(1)))n(t)

T (s - )2~ ) b1 - M)
+2(11__]\]\4;1)bcu,8*7](t)(72(5(t — m(1))h

—a(l = Ma)U2(&(t = 72(1))(t)

IN

M(e(uwﬂ*)h — 1)U2(&(t — m(t)))n(t)

2(v+ Dp¥)
+mbcuﬁ*h62(§(t —72(t)))n(t)
= o g ey - LR g 530 - et

bev3* 1 . h
- _d4_ (v+DB*)h _ 1) —
o=t [ -0 - g <o
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con lo que la derivada del funcional v, es v' < 0, por lo tanto, el equilibrio positivo (z*, n*)

es globalmente asintéticamente estable.

Nota 4.2
Faltaria analizar la existencia de atractor pero es desconocido por ahora; podra ser objeto

para analizar en un futuro.
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Apéndice A

Sistemas dinamicos autonomos

En esta primera parte vamos a dar las nociones necesarias para analizar todos aquellos mo-

delos que vienen dados por ecuaciones de evolucion del tipo:

du

— = F(u(t

M puw) -
u(0) = wp

donde F': X — X, siendo X un espacio métrico.

Definiciéon A.1 Un espacio métrico es un conjunto M con una funcion distancia o métri-
ca asociada, d : M x M — R. Decir que d es una distancia sobre M, es decir, que para todo

x,y,z € M, esta funcion debe satisfacer las siguientes propiedades de una distancia:
1. d(z,y) > 0 Positividad.
2. d(z,y) = 0< z =y Identidad de los indiscernibles.
3. d(z,y) = d(y,z) Simetria.

4. d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) Desigualdad triangular.

Primeras definiciones

Como ya hemos definido X como espacio métrico con distancia d : X x X — R, podemos
comenzar con las definiciones.
Ejemplo A.2

Consideramos



Capitulo A Sistemas dinamicos auténomos

donde F: O C R®™ — R" es una funcién Lipschitz. Entonces, para cada ug € O, existe

una unica solucién méaximal del problema

du
o = F(u)
u(0) = wo

definida para todo t > 0.

Definicién A.3 Decimos que una familia {T(t) : t > 0} de aplicaciones continuas del espa-
cto X en si mismo es un semigrupo no lineal en X, o simplemente un semigrupo de

operadores si no hay riesgo de confusion, cuando se cumplen las tres propiedades siguientes:
i) T(0) =1 la aplicacion identidad del espacio X.

ii) T(t+s)=T(t)T(s), cualquiera que sea la pareja de nimeros reales no negativos, donde

t es el tiempo transcurrido (Propiedad de semigrupo o de concatenacion).
iii) La aplicacion [0,00)x > (t,z) — T(t)x € X es continua.

En el tercer apartado de ésta definicién, se estd considerando el conjunto [0,00) x X
dotado de la topologia producto.

Los semigrupos no lineales son también llamados sistemas dindmicos autonomos.
Por la propiedad de semigrupo, se tiene que la familia de aplicaciones {T'(t) : ¢ > 0} es
commutativa para la operacion de composicién de aplicaciones, pues cualesquiera ¢, s > 0 se
tiene que T'(s)T(t) =T (t+s) =T(t+s) =T(t)T(s).

Nota A4
En dimensién infinita, en otras palabras, para EDP’s, no hay resultados generales sobre

existencia y unicidad de solucién y, por lo tanto, tenemos que realizar un anélisis preliminar.

El concepto de espacio métrico, en conjunto con toda su estructura topoldgica, y la no-
cién de semigrupo no lineal como ya hemos definido con anterioridad, son algunos de los
ingredientes tedricos que vamos y hemos utilizado a lo largo de este trabajo.

Fijemos un semigrupo no lineal, {T'(t) : ¢ > 0} en un espacio métrico X := (X, d), que
llamaremos espacio de fases del semigrupo y lo denotaremos por T'(-). Veamos ahora lo

necesario para decir qué entendemos por atractor.

Definicion A.5 Decimos que un subconjunto A C X es invariante respecto del semigrupo

{T'(t) : t > 0}, o simplemente invariante, cuando para todo t > 0 se tiene T'(t)A = A.
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Sea (Ay)aer una familia de subconjuntos de X invariantes por el semigrupo 7'(+), entonces
su unién A := |Jy¢; Ax es también invariante por él. De hecho, para todo real ¢ > 0,
T(t)(Uxer, Ax) = Uxer T(t)Ax y, por la hipétesis T'(t) Ay = Ay, cualquiera que sean A € L'y
t>0.

Por otro lado, la interseccién de conjuntos invariante no es un conjunto invariante, gene-
ralmente. Sin embargo, si para cada ¢t > 0 la aplicacién T'(t) : X — X es inyectiva, entonces
es facil ver, por un argumento semejante al que hemos usado para la unién que la interseccién
de invariantes es invariante. La nocién de conjunto invariante esta intimamente ligada a la

de solucién global, cuya definicién es:

Definicion A.6 Se dice que una aplicacion £ : R — X es una solucion global del semi-

grupo {T'(t) : t > 0}, cuando para todo t > 0 y todo T € R se cumple que:

Tt)§(r) =&t + 7).
Notacion A.7

Si ¢ : R — X es una solucién global, se va a indicar su imagen por el simbolo v(§), es decir,

V() :={&(r) : T e R}

Definicion A.8 Se llama orbita de la solucion & o orbita global de la solucion & a la
imagen y(§).
Observacién A.9

Si £(0) =z € X se suele decir que £ es una solucién que pasa por el punto z.

En efecto, dado = € (§) tenemos que z es de la forma x = £(7) para algin ¢ € R;
entonces si ¢ > 0 se tiene que T'(t)z = T(t)&(1) = &(t + 7) € v(€). Reciprocamente si ¢t > 0y
x € y(§) concluyendo la invarianza.

Observaciéon A.10
Toda solucién global de un semigrupo T'(-) es necesariamente continua, pues dados t y tg
reales, escogiendo cualquier real 7 con 7 < min{tg,t} y usando la definicién de solucién,

podemos escribir:
d(&(t),&(to)) = d(T'(t — 7)&(7), T (to — 7)&(7)),
y la conclusién se sigue de la propiedad tercera de la definiciéon de semigrupo.
Las nociones de conjunto invariante y de solucién global estan conectadas por medio del

siguiente resultado, que explica la estructura geométrica que tienen los conjuntos invariantes

en términos de érbitas globales del semigrupo.
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Proposicién A.0.3 Un subconjunto A C X es invariante por T(-) si y sdlo si, A es una

union de orbitas globales de T'(-).

Para estudiar el comportamiento asintético de los sistemas dindmicos, una herramienta
muy util va a ser la semidistancia de Hausdorff, que va a ser la medida responsable que vamos

a coger para describir la dindmica de las soluciones del sistema.

Definicién A.11 Dados A, B, subconjuntos no vacios de X, se define la semidistancia
de Hausdorff desde A hasta B como:

dist(A,b) := sup inf d(a,b) = supd(a, B)
acAbEB acA

donde d(a, B) := gn]fg d(a,b) es la distancia usual entre un punto y un conjunto, mientras que
€

la distancia simdtrica de Hausdorff entre A y B es definida por:
dp (A, B) := dist(A, B) + dist(B, A).

Un hecho que hace de la semisdistacia de Hausdorff una herramienta 1til en esta teoria

es que se cumple la desigualdad triangular, es decir:

Lema A.0.3 Para todos los subgrupos A, B y C de X se tiene:

dist(A,C) < dist(A, B) + dist(B, ). (A.2)

Es evidente que si B C A, entonces dist(B, A) = 0.

Observacion A.12

Para cualquier subconjunto A y B de X se tiene que dist(A,B) = 0 si y sélo si A C B,
porque, si dist(A, B) = 0 entonces, fijado a € A se tiene que d(a, B) = 0, luego para cada
natural n existe un punto a, € B tal que d(a,a,) < %, luego a, — a, y esto significa que

a € B.

Con esta observacion podemos concluir junto con el anterior lema que la distancia simétri-
ca de Hausdorff define en sentido estricto una distancia en la coleccion de todos los subcon-
juntos cerrados de X.

Con lo cual, una vez enunciado la semidistancia de Hausdorff, ya podemos introducir el

concepto de atraccion.
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Definicion A.13 Se dice que un subconjunto A de X atrae a un subconjunto B de X, o

que el subconjunto B es atraido por el subconjunto A, por medio del semigrupo T'(-) cuando:

lim dist(T(t)B,A) = 0.

{00

Recordemos también que, dados un subconjunto A C X y un ntmero positivo € > 0,
su e-entorno, denotado por O.(A), es la unién de todas las bolas abiertas centradas en sus
puntos y poseyendo radio €, o lo que es lo mismo:

O:(A) = U B(aje) ={zr e X :d(z,A) < e}.

a€A

Figura A.1: Representacién grafica de un conjunto atrayente A.

De una de las definiciones dadas ahora, decimos que un subconjunto B es atraido por un

subconjunto A si y sélo si, para todo € > 0 existe T = T'(¢, B) > 0 tal que:
T(t)B C O-(A) para todo t > T. (A.3)

Ahora se puede introducir la nocién de atractor global. [11]

Definicion A.14 Decimos que un subconjunto A de X es un atractor global para el se-
migrupo {T'(t) : t > 0}, si es un conjunto compacto, invariante por T(-) y atrae a todos los
subconjuntos acotados de X por la accion de T(-).

Observacion A.15

Tal y como hemos definido el atractor global, a priori, parece que un cierto semigrupo pudiera
poseer mas de un atractor global. No obstante, se puede probar ficilmente que un semigrupo

posee, a lo mds, un atractor global en el sentido de la definicién (A.14). Es decir,

Proposicién A.0.4 Si existe un atractor global para el semigrupo {T'(t) : t > 0}, entonces

dicho atractor es unico.
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Uno de los principales problemas en el estudio de los sistemas dinamicos es describir
la estructura geométrica que tiene un atractor. Una clase importante de sistemas dindmicos
auténomos para los cuales se conoce muy bien la estructura de sus atractores son los llamados

semigrupos gradientes.
Con estas herramientas tenemos:

Teorema A.0.5 Si un semigrupo {T'(t) : t > 0} en un espacio métrico X posee atractor

global A entonces A es la union de todos los subconjuntos acotados invariantes de X.

Corolario A.0.6 Si un semigrupo {T'(t) : t > 0} es un espacio métrico X posee atractor

global A, entonces A es la union de todas las drbitas globales acotadas de {T'(t) :t > 0}.

Veamos ahora resultados generales que ofrezcan condiciones suficientes para garantizar
la existencia de atractor global una vez que ya tenemos conocido el semigrupo no lineal

(T(t): t >0}

Definicién A.16 Dado un subconjunto de B en X denotamos por v (B) su semidrbita

positiva respecto del semigrupo T'(-):

YHB):={T{t)r:t >0,z € B} = U v ().
zeB

A wveces nos puede ser til considerar trozos o fragmentos de drbitas para tiempos arbitra-
riamente grandes, o sea, dados B C X y 7 > 0 vamos a indicar por v} (B) el conjunto

yH(T(1)B), equivalentemente, v :={T(t)x : t > 7, v € B}.

Definicién A.17 Decimos que un semigrupo no lineal {T(t) : t > 0}, es acotado, cuando
la semiorbita positiva de cualquier subconjunto acotado de X es un acotado de X, mientras
que se dice eventualmente acotado cuando para cada subconjunto acotado B C X existe

7 =7(B) > 0 tal que vF(B) es un acotado de X.

Observacién A.18
Si un semigrupo {7'(t) : t > 0} es un espacio métrico X posee atractor global A entonces
{T'(t) : t > 0} es necesariamente eventualmente acotado, pues dado un acotado B C X,

haciendo € = 1 en la definicién de atractor global dada, tendremos:

= O;1(A) es acotado.
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» Por (A.3), existe 7 = 7(B) de modo que v, (B) C O1(A), de donde v (B) es acotado.
En particular, si £ : R :— X es una solucién global para T'(-) entonces, para todo real

7, el conjunto {£(¢) : ¢t > 7} es acotado.

Definicion A.19 Dados dos subconjuntos B y D de X, se dice que D absorbe al conjunto
B, por medio del semigrupo, si existe T = 7(B) > 0 de manera que T(t)B C D siempre que

t>rT.

Definicion A.20 Sea B C X no vacio. Se dice que B es absorbente para el sistema dindmi-

co T'(t) si, para todo D C X acotado, existe T(D) > 0 tal que T'(t)D C B para todot > T(D).

Definiciéon A.21 Se dice que un semigrupo {T'(t) : t > 0} es disipativo cuando existe un
subconjunto acotado D de X que absorbe a todos lo subconjuntos acotados de X por medio

del semigrupo.

Observaciéon A.22

Las nociones de atraccién y absorcién son equivalentes en el sentido de que un semigrupo 7°(+)
es disipativo si y sélo si existe un subconjunto acotado A que atrae a todos los subconjuntos
acotados de X. En efecto, de la definicién de semidistancia de Hausdorff estd claro que si
D absorbe a todos los acotados de X, entonces atrae a todos los subconjuntos acotados
de X. Reciprocamente, suponiendo que A atrae a todos los acotados, entonces fijado £ > 0
cualquiera, es inmediato de la observacién de la Definicién A.14 que, poniendo D := O.(A),

resulta que D es acotado y satisface la definicién de disipatividad.

G-

Figura A.2: Representacion grafica de un conjunto absorbente, T'(¢)D.
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Conjuntos w-limites

El concepto de w-limite tendra un papel fundamental en el desarrollo de la teoria de atrac-

tores globales.

Definicion A.23 Dado un subconjunto B de X, definimos su conjunto w-limite y lo deno-

tamos por w(B), como:

w(B) == (|JT(s)B =) (B)
>0 s>t t>0

Nota A.24
Es inmediato probar que el conjunto w-limite de cualquier subconjunto B de X es un conjunto

cerrado, por ser una interseccién de cerrados.

Para demostrar los teoremas esta definicién no es muy 1til; entonces la cambiamos por
otra mucho méas manejable en términos de limites de sucesiones, como vamos a mostrar en el

siguiente lema, donde Ra’ indica el conjunto de nimeros reales no negativos [0, co):

Lema A.0.4 FEl conjunto w-limite de un subconjunto B C X estd caraterizado por:

w(B) = {x € X : existen sucesiones (t,)nen en RI con t, — oo
0

(A.4)

Y (Zn)nen en B, tales que x = limy, o0 T'(tn)xy}.

Observacién A.25

Con la ayuda de este ultimo resultado es bastante sencillo ver que si B C C entonces
w(B) C w(C) ysi&: R — X es una solucién global de T'(+) de tiene que w(&(t)) = w(&(s))
cualesquiera que sean los niimeros reales s y t. En algunos casos, se puede tratar un concepto
semejante al conjunto w-limite, pero donde el tiempo corre hacia atras definiendo lo que se
conoce como conjuntos a-limite. Sin embargo, apenas consideraremos el caso de conjuntos
a-limite asociado a una solucion, o lo que es lo mismo, no consideraremos conjuntos a-limites

asociados a un subconjunto arbitrario B de X.

Definicién A.26 Sea & : R — X una solucion global del semigrupo {T(T) : t > 0}. Defini-

mos su conjunto a-limite como:

a(§) = {CL‘ € X : A(tn)nen en R con t, — —oo tal que x = lim f(tn)} .

n—o0
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Las principales propiedades de los conjuntos w-limites necesarias en el estudio de los

atratores globales se verifican siempre para los semigrupos asintoticamente compactos.

Definicién A.27 Definimos que un semigrupo no lineal {T'(t) : t > 0} en un espacio métrico
X es asintoticamente compacto, cuando para toda sucesion acotada de puntos de X,
(Tn)neN, Y toda sucesion de nimeros reales no negativos (tn)neN con t, — 0o, se tiene que

la sucesion de puntos de X, {T(tn)xntneN, posee una subsucesion convergente.

Definicién A.28 Se dice que un semigrupo no lineal {T'(t) : t > 0} en un espacio métrico
X es eventualmente compacto, si existe un ty > 0 tal que la aplicacion T'(ty) : X — X es
una aplicacion compacta, es decir, si para cada subconjunto acotado B de X su tmagen por

T(to), T(to)B, es un conjuntos relativamente compacto de X .

Ahora supongamos que {T'(t) : t > 0} es un semigrupo eventualemnte compacto y sea
to > 0 tal que T(tp) : X — X es una aplicacién compacta. Entonces, del hecho de que
una aplicacién continua transforma conjuntos compactos en conjuntos compactos y de la
propiedad de semigrupo, se deduce que para todo t > to, T'(t) : X — X es una aplicacién
compacta, pues T'(t) = T(t — to)T (to).

Para ver que un semigrupo eventualmente compacto {T'(¢t) : ¢ > 0} y eventualmente
acotado es asintéticamente compacto, sean (t,),eN una sucesién de nimeros con t, — 00 y
(Zn)neN una sucesién acotada de puntos de X. Sea, por la compacidad eventual, ¢y > 0 tal
que T'(tg) : X — X es una aplicacién compacta y, por la acotacién eventual de T'(+), 7 > 0 de
manera que la semidrbita, v, (By), del subconjuntos acotado By := {z,, : n € N}, es acotada.

Finalmente, escogiendo un nimero real t' > tg + 7, consideremos ng € N tal que ¢, >t/
para todo n > ng. Definiendo el conjunto acotado B := {T'(t, — t' )z, : n > no} C v, (Bo),
de la observacién que sigue a la definicién de compacidad eventual, resulta inmediato que

T(t')B es relativamente compacto, siendo {T'(t,)x, : n > ng} un subconjunto de T'(¢')B.

Presentamos ahora las principales propiedades que tienen los conjuntos w-limites para

semigrupos asintéticamente compactos, resumidas en el siguiente lema:

Lema A.0.5 Sea {T'(t) : t > 0} un semigrupo asintdticamente compacto en un espacio
métrico X. Para todo subconjunto acotado no vacio B C X se tiene que su conjuntos w-

limite satisface las siguientes propiedades:

i) w(B) es no vacio, compacto, invariante y atrae a B por la accion de T(-).
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ii) w(B) es el menos conjunto cerrado de X que atrae a B.

iii) Si B es conexo o existe un conexo C que contiene a B y que es atraido por w(B),

entonces w(B) es conezxo.

Se puede demostrar para los conjuntos a-limites de las soluciones globales acotadas de los
semigrupos asintoticamente compactos, y con demostraciones enteramente analogas, propie-

dades similares a las presentadas en el lema anterior, es decir, que se verifica este resultado:

Lema A.0.6 Sea {T'(t) :t > 0} un semigrupo antdticamente compacto en un espacio métrico
X y&: R — X una solucion global acotada suya. Entonces, el conjunto a-limite de &, a(§),

es no vacto, compacto, conexro, invariante y:

lim d(£(t), a(€)) = 0. (A.5)

t——o0

Lema A.0.7 Sean {T(t):t > 0} un semigrupo no lineal en un espacio métrico X y A C X

cerrado e invariante por T(-). Entonces:

w(A) = A.

Existencia de atractores

En esta parte vamos a probar que la existencia del atractor global para un sistema auténomo

es un fenémeno equivalente a la compacidad asintética con disipatividad.

Teorema A.0.7 Sea {T'(t) : t > 0} un semigrupo no lineal en un espacio métrico X. En-
tonces, {T'(t) : t > 0} posee atractor global A si y sdlo si es asintdticamente compacto y
disipativo. Ademds, en ese caso si B denota la coleccion de todos los subconjuntos acotados

no vacios de X, entonces el atractor viene dado por:

A= ] wB). (A.6)

BeB
Teorema A.0.8 Supongamos {T(t)}+>0 un sistema dindmico en un espacio métrico (X, d)
completo. Supongamos que es disipativo, es decir, 3By C X absorbente y compacto, entonces
JA atractor global del sistema dindmico y viene dado por A = w(By). Ademds, A es mazximal

entre los conjuntos invariantes de X y conexo si X lo es[11].
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Teorema A.0.9 Supongamos que T(t) = S(t) + U(t), donde S(t) verifica que para todo
B C X acotado, existe to(B) tal que v,(p)(B) es compacto, y U(t) verifica que para todo
C C X acotado:

sup |U(t)xz|x — 0,
ceC

cuando t — 4o00. Entonces, si existe By C X acotado y absorbente, existe A atractor

global[11].

Observacién A.29
En dimensién finita, demostrar la existencia de un compacto absorbente se reduce a demostrar
que existe un acotado absorbente!. En cambio, en dimensién infinita las cosas son mucho més

complicadas, pues ya no tenemos que un cerrado y acotado sea compacto como nos pasaba

para las EDP’s.

La estructura y las propiedades del atractor. Semigrupos gradientes.

Conocer la estructura y las propiedades del atractor global es una cuestién fundamental,
ya que el atractor global es el que determina todo el comportamiento futuro del sistema
disipativo. Por lo tanto, cuanto més complicada sea su estructura mas complejo podra resultar

el comportamiento del sistema dinamico.

Seguimos considerando T'(t) un sistema dindmico y A su atractor global.

Teorema A.0.10 Si T(t) es inyectivo en A, es decir, si T (t)ug = T(t)vo para algin t > 0,
entonces uy = vy, entonces por cada punto de A para una unica orbita completa, que ademds

es acotada. En consecuencia A estd formado por todas las orbitas completas y acotadas.

Existe una clase de sistemas dinamicos para lo que se puede conocer la estrutura de sus
atractores con mas profundidad. Son los sistemas tipo gradiente, es decir, para los que existe
una funcién de Lyapunov. Pero para dar el concepto de funcién de Lyapunov necesitamos

algunos conceptos previos.

Definicién A.30 Sean {T'(t) : t > 0} un semigrupo no lineal en un espacio métrico X y =

un conjunto invariante.

Porque compacto es equivalente a cerrado y acotado, por el Teorema de Héine-Borel.
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s Se dice que X es un conjunto invariante aislado si existe § > 0 ta que & es el
conjunto invariante maximal de T(-) contenido en Os(Z), es decir, si A es un conjuntos

invariante por T(-) contenido en Os(E), entonces A C Z.

» Sea S :={E1,E9,...,E,} un conjunto finito de conjuntos invariantes por T(-). Se dice
que S es una familia finita disjunta de conjuntos invariantes aislados, cuando

cada uno de sus elementos es un conjunto invariante aislado segin (i) y existe § > 0

de manera que O5(=Z;) () O5(E;) = O.

No es dificil ver que si T'(+) posee atractor global, entonces la clausura de un subconjunto
invariante acotado suyo es también invariante, de donde resulta que para estos semigrupos

sus invariantes aislados acotadas son conjuntos cerrados.

Definicion A.31 Diremos que una solucion global £ : R — X es una solucidon estacio-
naria o un punto de equilibrio de {T'(t) : t > 0} cuando es una aplicacion constante, es

decir, cuando es de la forma &(t) = z* para todo real T y un cierto punto z* € X.

Definicién A.32 Sea {T'(t) : t > 0} un semigrupo no lineal en un espacio métrico X y S =
{E1,...,En} una familia finita de conjuntos invariantes aislados. Diremos que {T'(t) : t > 0}
es un semigrupo gradiente generalizado respecto de la familia S, cuando existe una

funcion V : X — R satisfaciendo las cuatro propiedades siguientes:

1. V: X — R es una funcion continua.

2. V:x — R es no creciente a lo largo de las soluciones, es decir, para todo v € X la

funcién real [0,00) >t — V(T'(t)x) € R es no creciente.

3. Si para algin x € X se tiene que V(T (t)x) = V(z) para todo t > 0, entonces x € E

para algin = € R.

4.V : X — R es constante sobre cada subconjunto invariante aislado perteneciente a S,
o0 sea, para cada = € S existe un numero real L = L(Z) tal que V(x) = L cualquiera

que sea x € Z.

Una funcion V : X — R que cumple estas cuatro propiedades se llama funcion de Lya-
punov generalizada para T(-) asociada a la familia S. En el caso especial en que S :=
{zf,...,2%}, el conjunto de puntos estacionarios de T(-) se dice simplemente que T(-) es
un semigrupo gradiente y la funcion V : X — R asociada, una funcion funcion de

Lyapunov.
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Observacion A.33
Un semigrupo gradiente es una terna (7°(-),S, V), donde T'(-) representa el semigrupo no
lineal, S la familia finita disjunta de conjuntos invariantes aislados y V' la funcién de Lyapunov

correspondiente.

Tlustramos la definicién de funcién de Lyapunov con el siguiente ejemplo:

Ejemplo A.34
Sean N € Ny f € C>(RY R). Consideremos el problema de Cauchy:

t = —=Vf(x), t>0
(A7)
z(0) = x0€ RY

donde V f(x) representa el gradiente de la funcién f evaluada en el punto x € R". Supon-

gamos también que

lim f(x) = occ.
|z| =00

Siendo V£ : RY — R un campo de clase C', es localmente Lipschitz, por tanto sabemos
que el operador solucién al problema (A.7) define un semigrupo no lineal en el espacio métrico
RY. O sea, define para t > 0y zg € R el valor T(t)zg := x(t, 20), donde z(-,x) : [0, 00) —
RY es la solucién del problema (A.7) y se tiene que {T'(¢) : t > 0} es un semigrupo no lineal
en RY. Supongamos que Vf : RY — R posea solamente un niimero finito de ceros en R,
denotados por e:= {z},...,z:}. Con estas condiciones, la funcién f : RY — R es una funcién

de Lyapunov para el semigrupo {7T'(¢) : t > 0}.

Demostracion

Evidentemente, f : RV — R es una funcién continua, ya que es de clase C?, y S =
{zf,..., 2} es el conjunto de todos los puntos de equilibrio de {T'(t)t > 0}. Luego también
se verifica la propiedad cuarta de la Definicién A.32. Por tanto, sélo hacen falta probar las
propiedades dos y tres de la definicién de funcién de Lyapunov.

En efecto, dado zg € RY, tenemos que la funcién real de una variable real [0,00) 3 t —
f(T(t)xg) = f(z(t,70)) € R es de clase C' y entonces, la regla de la cadena y el hecho de
que z(-,z0) : [0,00) — RN es la solucién del problema (A.7) nos conducen a que, para todo

t>0:

%(f ox(-,20))(t) = Vf(a(t,x0)) - &(t,z0) = |V f(w(t, 0))[* <0, (A.8)
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donde el punto - representa el producto escalar euclideo en RY y |-| su norma correspondiente.

La igualdad (A.8) implica que la derivada de la funcién:
[0,00) >t = f(T(t)wo) = f(2(t 20)) € R,

es no positiva, luego dicha funcién debe ser no creciente, quedando establecida la condicién
segunda de la Definicion A.32.
Finalmente, supongamos que zo € R™ cumple que f(T(t)x¢) = f(xo) para todo t > 0.

Entonces (A.8) nos muestra que para todo ¢ > 0 se tiene:

d

0= 2 (o) = S(F o 0)) (1) = ~IVF(r, (6 a0))? = it 7o)l

o sea, que Z(t,z9) = 0 para todo t > 0, lo que implica que z(t,z¢) = z¢ para todo t > 0, es

decir, que g € S, completando la justificacién del ejemplo.

Propiedades de seguimiento sobre el atractor

Esta propiedad nos viene a decir que toda trayectoria del sistema dinamico es seguida por
otra sobre el atractor durante cierto tiempo finito. Es como si sobre el atractor uno pudiera
observar la sombra de la trayectoria del sistema, o dicho de otra manera, las trayectorias del
sistema dinamico van siguiendo lo que hacen las trayectorias sobre el atractor, lo que refleja

como la estructura del atractor es la responsable del comportamiento del sistema dinamico.

Teorema A.0.11 Sea T'(t) un sistema dindmico y sea A su atractor global. Sea uy € X
y sea u(t) = T(t)ug una orbita del sistema dindmico. Dados ¢ > 0, 7 > 0 fijos, existen

T=1(e,7) >0, v9 € A tales que:

lu(t —7) = T(t)vo| <e, VO <t<T.

Si se quiere seguir toda una trayectoria durante un intervalo de tiempo infinito, entonces

habra que usar diferentes érbitas sobre A, saltando de unas a otras.

Corolario A.0.12 Sea {u(t)}i>0 una drbita del sistema dindmico y A su atractor global.
Entonces, existe £, — 0, existe t,, creciente tal que t 11 —t, — +00 y existe v, € A tales
que

lu(t) = T(t —tn)vn] <e. paraty, <t <tp,i1.
Mas atn, los saltos:

|Unt1 — T(tns1 — tn)vn| — 0 cuando n — oc.

Angeles Ruiz Gonzélez 126



Up

N

Figura A.3: Representaciéon grafica de la propiedad de seguimiento de un sistema dinamico

S.

Estructura de semigrupos gradientes

Los sistemas dinamicos gradientes constituyen unos de los pocos ejemplos de sistemas, que
por ahora se conocen, en lo que se puede describir de manera bastante precisa la dindmica

que poseen.

Proposicién A.0.13 Sean {T'(t) : t > 0} un semigrupo gradiente generalizado respecto de
la familia disjunta de conjuntos invariantes aislados acotados S := {E1,...,Z,}, que posee
atractor global A yV : x — R su funcion de Lyapunov correspondiente. Entonces, se verifican

las dos propiedades siguientes:

(1) Si & : R — X es una solucion global acotada de T(-) entonces, existen Z;,, =, € S

tales que:

Jim d(§(8),E,) =0y lim d(¢(t),Z,) = 0.

(2) No existen estructuras homoclinas asociadas a S.

Baséndonos en la proposicién anterior y el Colorario A.0.6 podemos obtener alguna

informacién mas sobre la estructura geométrica de los atractores de los semigrupos gradientes.

Definicién A.35 Sean {T'(t) : t > 0} un semigrupo no lienal en un espacio métrico X y =

un conjunto invariante por él. Se define:
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= FEl conjunto inestable de = como:
WE) :={z e X :3¢: R — X solucion global con £(0) =z
tal que limy_,_ d(&(t),E) = 0}.

= El conjunto estable de & como:

mﬁey:{xeng&aT@%Ey:@.

W (ug) W (ug)

Figura A.4: Representacién grafica de una variedad inestable y una variedad estable.

Observemos que si z € W*(E) y £ : R — X es una solucién global para T'(-) con
E0)==zy tiigloo d(&(t),=2) = 0, entonces £(s) € W*(E) para todo real s, puesto que, dado
s € R, definiendo que & : R — X por &(t) := £(t + s) para cada real ¢, es inmediato que
& : R — X es solucién global para T'(+), y ademds cumpliendo que:

lfm_d(&(1),5) = lm_d(gt+5),5) =0,

t——o0

Corolario A.0.14 Sean {T(t) : t > 0} un semigrupo gradiente generalizado respecto de
la familia disjunta de conjuntos invariantes aislados S = {E1,Z9,...,E,} acotados. Si
{T'(t) : t > 0} posee un atractor global A, entonces A se escribe como union de los con-

juntos inestables de los conjuntos invariantes aislados pertenecientes a S, o sea:

A= JWH(E). (A.9)
j=1

Si un semigrupo no lineal T'(-) posee atractor global A y una familia finita disjunta de
conjuntos invariantes aislados S = {Z;,E1,...,=Z,} de manera que el atractor admite la

representaciéon (A.9) decimos que T'(-) posee atractor de tipo gradiente.
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Apéndice B

Sistemas dinamicos no autéonomos

En este apéndice damos nociones sobre el analisis del comportamiento de sistemas dindmicos

que se modelan por ecuaciones diferenciales no auténomas:

du

- = F(t,u@)

di (B.1)
u(ty) = wuo.

En este caso, no sélo es importante el valor de la solucién en el instante presente, como
ocurria en el caso de los sistemas modelados por ecuaciones diferenciales auténomas, sino el
instante inicial, es decir, la evolucién del sistema viene determinada no sélo por el tiempo

transcurrido. Por ejemplo si consideramos:

du
— = -2t
dt “
u(to) = uq,
se obtiene:
u(t) = uge™ (=10

y claramente t? — t2 = (t — t9)? + 2(t — to)to, por lo que resulta imposible escribir ¢ — 2 en

funcién de t — g sélo, es decir, el tiempo transcurrido.

Asi, no es posible definir un semigrupo a partir de (B.1), sino que en este caso lo que se
define es un proceso. Suponiendo que para cada (to, ug) el problema (B.1) posee tinica solucién

u(t; to,uo), t, to € R, up € X (espacio métrico), se puede definir una familia biparamétrica.
UGH)):RxRxX — X

definida como:

U(t,s)up = u(t; s,up) t>s,ug € X,
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Capitulo B Sistemas dindmicos no auténomos

que verifica:
1. U(t,t)up = uo, Vt € R.
2. U(t,7)U(1,s)up = U(t,s)up, t >7>s, up € X.
3. (t,s,u0) € RA x X — U(t, s)ug es continua, donde R := {(t,s) : t > s}.

Esto motiva la definicién siguiente:

Definicién B.1 Un proceso sobre X es una aplicacion U(-,-)(-) : RZx X — X que verifica

los puntos 1., 2., 3. dados anteriormente.

Ahora bien, dado un proceso U sobre X veamos cémo se puede construir un sistema

dindmico auténomo a partir de él.

Definiciéon B.2 Definamos X=RxX Y U=R"x X > X como:

U(t, (to,uo)) = (t + to, U(t + to, to)uo)-
Entonces U es un sistema dindmico auténomo sobre X .

En efecto:

U(O’ (th uO)UO) = (to, UO)

U(t + s, (tQ,UQ) = (t() +t+s, U(to +t+ S,t())’LL())

= (to+t+s,U(to+t+s,to+1t)U(to + t,to)uo)

= U(S, (t + 1o, U(to 4+, to)Uo))

= U(s,U(t, (to, up)))-

Definicién B.3 Si A C X es compacto, A C [a,t] x K con K C X, entonces:

U(t?A) = U U(t, (t07u0)) = U (t+t0,U(t+t0,t0)U0),
(to,uo)€EA (to,u0)EA

y para t suficientemente grande t + ty ¢ |a,b].

Esto va a tener repercusiones importantes y significa que muchos conceptos de la teoria
de sistemas dindmicos auténomos necesitaran modificaciones apropiadas en el contexto no
autonomo. Por ejemplo, notemos que un conjunto invariante de X tendra la forma:

A= | (to,A(to)) con A(ty) C X.
to€R
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Entonces, ﬁ(t);& = A implicard que se verifique:

U (¢, A(t0) = | (to +t. Ulto + t,t0) A(to)),
thER toeR

lo que es equivalente a:
to=to+t y Ulto+tto)A(to) = Alto+1),

y lo que va a motivar la definicién de invarianza posterior.

Observaciéon B.4

En las explicaciones previas, queremos resaltar la idea de que transformar un sistema no
auténomo en otro auténomo a través de incluir la variable temporal como una nueva variable
dependiente del sistema no parece adecuada. En este punto podemos hablar de cociclos y

skew-product flows o flujos hermisimétricos.

Otro hecho curioso aunque no muy conveniente, es que el concepto de w—limite no resulta

un conjunto invariante. En efecto, para sistemas no auténomos, se define como:
Definicion B.5 El conjunto w—limite para el proceso U se define como el conjunto
w(to,up) = {y € X : Ity T +00,U(ty, to)uo — y}.

Se demuestra facilmente que w(tg,up) es un compacto no vacio cuando, por ejemplo,
Uise, U(ts o) es precompacto. Sin embargo, este conjunto puede no ser invariante, como en
el caso de la versién auténoma.

Ejemplo B.6

Sea:

|

|

[
<
4
9]

dt

La solucién de esta ecuacion es:
u(t; to, ug) = e ug 4+ (8 —tg)e .
Es obvio que u(t;tg,up) — 0, cuando ¢t — +o00, para todo ty € R, ug € R, luego:
w(to,up) = {0}, V(to,ug) € R?.

Sin embargo, U(t;t9,0) = (t — to)e™" # 0, Vt # to, luego w™ (tg, up) no es positivamente

invariante.
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Capitulo B Sistemas dindmicos no auténomos

Con esta serie de preliminares, parece dificil desarrollar una teoria general sobre atractores
globales para procesos generados por sistemas dinamicos no auténomos, en el mismo sentido
que se ha desarrollado la de sistemas autéonomos. No obstante, es posible llevar a cabo este
objetivo haciendo buen uso de la teoria pullback que ahora daremos su motivacién.

Para ello consideremos un nuevo ejemplo:

Ejemplo B.7

Consideramos un problema de valores iniciales:

du_ —u—+t
dt
u(ty) = o

calculamos su unica solucién:
u(t; to, up) = u(ug + 1 — to)e %) 4 ¢ — 1.
Luego podemos definir un proceso U (t; to)ug = u(t;to, up).

Ya que es muy importante el dato inicial en el comportamiento asintético del problema,
veamos céomo lo hace. Observemos en primer lugar que todas las soluciones existen global-

mente, y que u(t; to, ug) — oo, cuando t — oo.

Luego, del efecto disipativo introducido por el término —u no se observa ningin efecto
de atraccién. Sin embargo, si escogemos dos soluciones cualesquiera, u, v correspondientes a

datos iniciales ug, vg, tendremos:

d
S (u(t) — v(t) = —(u(t) — v(1)),
y por lo tanto,

u(t) — v(t) = (ug — vo)e” 10,

Luego, aunque cada solucién se va a infinito cuando t tiende a +oo, todas se van a la
misma forma. Ahora nos preguntamos si hay algun sitio especial que describa explicitamente

este comportamiento.

Observacion B.8
Observemos que u(t; to, ug) — (t — 1) = (up + 1 — tg)e~*~*) — 0, cuando t — +o0. Luego

todas las soluciones se aproximan a la recta u =t — 1, que también es solucion.
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Figura B.1: Convergencia en sentido forward.

Definamos:
{A(t)}ter = {t — 1}ter,

se tiene que u(t; to, A(tg)) = A(t). En efecto, u(t; to, A(tg)) = (to—1+1—tg)e t—t0) 4t —1 =
t—1,ysi B C R estd acotado, entonces se tiene que dist(U(t,t9)B, A(t)) — 0, cuando

t — +00. Porque:

dist(U(t,t0)B,A(t)) = sup inf |U(t,t0)b— al
beB acA(t)

— sup|U(t,to)b — (t — 1)]
beB

= sup|(b+1—to)e )| 50, t— .
beB

Consecuencia: serfa sensato decir que la familia {A(¢)};cr es un atractor para el proceso
U, en sentido forward hacia delante.

Notemos que aunque cada componente A(t) es acotada, la unién de todas resulta ser no
acotada. Esto llevaria a definir el atractor no auténomo como una familia {A(¢) }er tal que
A(t) es compacto para que t € R, es invariante en el sentido anterior (U(t, s)A(s) = A(t)) y

atrae a cada acotado B C X, es decir, para cada s € Ry B C X acotado:

lim dist(U(t,s)B,A(t)) = 0.

t—+o00

Desafortunadamente, una definicion como ésta es probablemente adecuada para casos bas-

tante particulares y restrictivos. Por ejemplo, cuando el proceso es uniformemente asintoti-
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Capitulo B Sistemas dindmicos no auténomos

camente compacto. No obstante, es importante observar que la familia {A(t) = ¢t — 1}er
también aparece como el limite de u(t;tp,up) cuando ty — —oo; a esto se le conoce como
limite pullback o desde —oo, y del mismo modo, la diferencia de dos soluciones u y v

también tienen el mismo limite pulback, es decir,
u(t) — v(t) = (ug — vo)e~ ) — 0,

cuando tg — —oo. Més interesante atin es el hecho de que al tomar limite pullback vamos
a obtener un objeto con interesantes propiedades dindmicas y bajo condiciones muy poco
restrictivas sobre el sistema dinamico.

Observemos en el ejemplo precedente que {A(t)} = {t — 1} es tanto atractor forward

como pullback.

Figura B.2: Convergencia en sentido pullback.

En la atraccién pullback no miramos lo que ocurre cuando el tiempo final se va a —oo,
evolucion hacia atras, es decir, que sino miramos lo que ocurre en el instante ¢t cuando el
instante inicial se va a —oo, lo que queremos decir es lo que ocurre ahora si comenzamos el

experimento cada vez antes.

Observacién B.9
Los conceptos de atraccién pullback y forward son independientes, si bien en sistemas autono-

mos o bajo condiciones de uniformidad son equivalentes.
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Consideremos los problemas:

du

— = £2t 1

dt v
u(ty) = wuo.

Resolviendo la EDO, obtenemos:

t
+t25¢2 2 2
us(tito,ug) = ug 0 + et / et ds,
to

con lo que:

2 —t3 £2 b
u+(t;t07u0) = Ue ' +e e " dS,
t,

0

t
t2—¢2 42 2

u_(t;to,up) = ul +et / e ds.

t

0

Observemos que:

up(t) — oo, si t— +oo,

t
ugp(t) — etQ/ e ds si ty— —oo.

—0o0

Luego u posee limite pullback pero no forward. Por otra parte,

u_(t) — 0, si t— +oo,

u_(t) — 4oo, si tyg— —oo,

luego, u_ converge forward pero no pullback.
Veamos ahora las definiciones bésicas de la teoria de atractores pullback.

Definicién B.10 Sea U(t,s) un proceso. Dado t € R, se dice que un conjunto K(t) C X

atrae en sentido pullback a los acotados de X en el instante t si:

lim dist(U(t,s)D,K(t)) =0,VD C X acotado.

S——00
La familia {K(t)}ier se dice que es pullback atrayente para los acotados de X si K(t)

atrae pullback a todos los acotados de X en el instante t.

Definicién B.11 Dado t € R, se dice que B(t) absorbe en sentido pullback los acotados de
X en el instante t, si para cada acotado D C X existe T(t, D) < t tal que U(t,s)D C B(t),
Vs <T(t, D). Se dice que la familia {B(t)}:cr es absorbente pullback para los acotados de
X si B(t) absorbe en sentido pullback a los acotados de X en el instante t, Vt € R.
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Definicién B.12 Se dice que {U(t, s)} es pullback disipativo para acotados si existe { B(t) }iep

con B(t) C X acotado y absorbente pullback para acotados.

Definicién B.13 Sea {B(t)}icp una familia de subconjuntos de X. Se dice que {B(t)}ien
es invariante para el proceso {U(t,s)} si U(t,s)B(s) = B(t), Vt > s, (t,s) € RA.

Definicién B.14 Una familia {A(t)}ier de conjuntos compactos se llama atractor pull-
back para el proceso {U(t,s)} si es invariante y atrae pullback a los acotados de X, y es
minimal, es decir, si {C(t)}ier es otra familia invariante que atrae pullback a los acotados

de X, entonces A(t) C C(t), Vt € R.

Observacién B.15
La condicién de minimalidad garantiza la unicidad del atractor pullback, pero no es necesaria
imponerla en situaciones méas generales, como pueden ser universos de conjuntos, caracter

uniformemente acotado del atractor, etc.

Veamos la relacion existente entre el atractor pullback y el atractor global. Obviamente,
siempre podemos hablar del concepto de atractor global y pullback para un sistema dinamico.
Esta condicién no era necesaria en el caso autéonomo, pero es crucial en este contexto no

autéonomo para garantizar la unicidad del atractor pullback.

Ejemplo B.16

Como ejemplo trivial, podemos considerar:
T (t)uo = e "ug

y sus procesos asociados:

Ult,s) =T(t—s) =e ¢,

que provienen del problema:

du
a -
u(to) = ug.

Estd claro que A = {0}, aunque la familia {[—e™!, e™!|};cr es invariante para U(t,s) y
atrae pullback a los acotados de R, es decir, seria un atractor pullback si no exigiéramos
minimalidad. En efecto, sea {T(t)}+>0 un sistema dindmico auténomo sobre X. Definamos
{U(t, 5)}(t,s)eR§ como U(t,s) = T(t—s). Es inmediato comprobar que {U (t, s)} es un proceso.

Entonces, se verifica.
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Teorema B.0.15 El sistema dindmico {T'(t)} posee atractor global A si y sdlo si el proceso

{U(t,s) =T(t—s)} posee atractor pullback {A(t)}ier. Mds aiin, A(t) = A, Vt € R.

Establecemos unos resultados que nos garantizaran la existencia de atractor pullback,

aunque seran necesarias algunas definiciones previas.

Definicién B.17 Sea {U(t,s)} un proceso y sea B C X. Se define el conjunto pullback

w-limaite de B en el instante t como:

ABY = JUs)B.

c<ss<o

Se verifica:
A(B,t) := {y € X : IHsntn>1 C (—00,t), $p — —o0,IH{xn} C B,y = h;m U(t,sn)xn}.

Obviamente, si {T'(t)}+>0 es un sistema dindmico y U(t,s) = T'(t — s), t > s, entonces:

ABYH = (UuvwsB = (YUre-98 = () U T(t—s)B

o<ss<o c<s s<o 0<t—0o 0—52>0 r
= N U rms = (YUrers = w(B),
0<t—0o 0—s>0 0<sr>s

luego en el caso auténomo ambos conceptos coinciden.
El siguiente lema es la clave para demostrar la existencia del atractor pullback.

Lema B.0.8 Sea U(t,s) un proceso. Si B C X entonces U(t,s)A(B,s) C A(B,t), es decir,

el w-limite es positivamente invariante.

Si B C X tal que A(B,t) es compacto y atrae a B en sentido pullback en el instante s,

entonces

U(t,s)A(B,s) = A(B,t), Vt>s.

M4s atin, si A(B,t) atrae en sentido pullback al conjunto C' en el instante ¢, y C' es conexo

y contiene a U A(B, s), entonces A(B,t) es también conexo.
s<t

Lema B.0.9 Sea U(t,s) un proceso. St B C X es no vacio y U U(t,s)B es compacto para
s<sg
algin sy € R, con syp < t, entonces A(B,t) es un compacto, no vacio, invariante y atrae

pullback al conjunto B en el instante t.
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Observacién B.18
Notemos que estos lemas poseen, particularizando en procesos auténomos, es decir, U(t, s) =

T(t — s), versiones auténomas que ya fueron enunciadas en el apéndice A.
Veamos los resultados que nos aseguran la existencia de atractor pullback.
Teorema B.0.16 Sea {U(t,s)} un proceso en el espacio métrico X. Son equivalentes:
1. U(t,s) posee un atractor pullback {A(t),t € R}.

2. Eziste una familia de conjuntos compactos {K (t)}1er que atrae en sentido pullback a

los acotados de X, en cuyo caso A(t) viene dado por:

A(t) = U{A(B,t) : BC X, acotado }

y {A(t)} es minimal en el sentido de que, si existe otra familia de conjuntos cerrados
y acotados {K(t) : t € R} que atrae en sentido pullback a los acotados de X, entonces
A(t) C A(t), para Vt € R.

A continuacién vamos a considerar otro concepto tutil en las aplicaciones de existencia
del atractor pullback sin la necesidad de exhibir una familia de compactos que atrae a los
acotados de X en sentido pullback. Esta es de una gran utilidad en el caso de EDP’s en

dominios no acotados [10].

Definicién B.19 Se dice que el proceso {U(t, s)} es pullback asintéticamente compacto
si, para cada t € R, cada sucesion {s,} C (—o0,t) y cada sucesion acotada {x,} C X tales
que s, — —oo y {U(t,sk)xr}e, estd acotada, se verifica que {U(t,si)xr}ie, posee una

subsucesion convergente.

Obtenemos el siguiente resultado:

Lema B.0.10 Sea {U(t,s)} pullback asintdticamente compacto y sea B C X acotado tal que

U U(t,s)B estd acotado para algin sy € (—oo,t). Entonces A(B,t) es un compacto, no
T7<50
vacio, invariante y atrae a B en el instante t en sentido pullback.

Entonces podemos establecer el siguiente resultado:

Teorema B.0.17 Supongamos que U(t, s) es pullback asintéticamente compacto y que existe
una familia {B(t)}ter de acotados que absorbe en sentido pullback a los acotados de X.
Entonces, la familia {A(t)ier es minimal entre las familias {C(t) }ier tales que C(t) es

cerrado y atrae en sentido pullback los acotados de X en el instante t.
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Observacién B.20

Una observacién interesante es darse cuenta de que los resultados que hemos visto se basan
en la atraccion de conjuntos acotados fijos, D C X. Sin embargo, el atractor pullback es
una familia dependiente del tiempo de compactos. Una consecuencia inmediata de esto es
que el atractor no pertence a la familia o universo de conjuntos que son atraidos; en otras
palabras, no podemos decir que el atractor se atraiga a si mismo, lo que ha impedido obtener
un resultado de unicidad sobre el mismo. Ademads, suele ocurrir en las aplicaciones que el
atractor pullback atraiga a clases de conjuntos ma&s generales que los acotados, y de esta
forma resulta interesante encontrar el atractor pullback dentro del universo de conjuntos que

son atraidos [10, 24, 32].
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Apéndice C

Sistemas dinamicos con retardo

Definicién de la ecuacién con retardo

Suponemos r € Ry, R™ es el espacio vectorial n-dimensional cuya norma es | - |, entonces
C([a,b],R™) es un espacio de Banach de funciones continuas aplicadas en [a, b] y uniforme-

mente convergentes con la topologia de R™. Si:
ceR, A>0, z € C(lo —r,0+ AL, R"),
entonces para t € [0, 0 + A], definimos x; € C como:
x(0) = z(t + 0), —r <6 <0.

Si D es un subconjunto de R x C, f : D — R’ una funciéon dada que representa la

derivada derecha, decimos que la relacién existente:

i(t) = f(t, 1), (C.1)

es una ecuacién diferencial funcional con retardo en D y ahora la denotaremos como RFDE!.
Si queremos enfatizar que la ecuacién estd definida por f escribimos la RFDE (f). Una
funcién x se dice que es una solucion de la ecuacién (C.1) en [0 —r,0 + A) si x € C([o —
r,o+ A),R"), (t,z:) € Dy z(t) satisface la ecuacién (C.1) para t € [0,0 + A). Para 0 € R,
¢ € C, decimos que z(o, ¢, f) es una solucién de la ecuacién (C.1) con valor inicial ¢ en
o o simplemente una solucién a través de (o,¢) si hay un A > 0 tal que z(o, ¢, f) es una

solucién de la ecuacién (C.1) en [0 —r,0 + A) y z5(0, ¢, f) = ¢.

1Giglas en inglés.
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La ecuacién (C.1) es un tipo de ecuacién muy general e incluye ecuaciones diferenciales

conr =0:
() = F(z(t)) = f(t,z(t),z(t —1i(t)),...,z(t — (1)),

con 0 <7;(t)<r,j=1,2,...,p, y también su integral diferencial es una ecuacién diferencial

con retardo:

Mﬂ:i/omu&x@+ﬂ»d&

T

Ademds, en (C.1) se incluyen ecuaciones mucho mas generales.

La ecuacién (C.1) es lineal si f(t, ¢) = L(t)p+h(t), donde L(t) es lineal; lineal homogéneo
si h = 0 y lineal no homogéneo si h # 0. Decimos que la ecuacién (C.1) es auténoma si

f(t,¢) = g(¢) donde g no depende de ¢.

Lema C.0.11 Si o € R, ¢ € C son dados, y f(t,¢) es continua, entonces encontrar una

solucion de la ecuacion (C.1) a través de (o, ¢) es equivalente a resolver la ecuacion integral:

$J:¢,
t (C.2)
x@:mm+/f@%M&t>a

Existencia, unicidad y continuidad

Vamos a enunciar un teorema de existencia bésico para el problema de valor inicial de la Ecua-
cién (C.1) suponiendo que f es continua. Ademds, veremos un resultado en la dependencia

continua, asi como un simple resultado en la unicidad.

Para probar la existencia de la solucién a través de un punto (o, ¢) € R x C, consideramos
que o0 > 0 y todas las funciones x en [0 — r,0 + A] que son continuas y coinciden con
¢ € [0 —r,0] que es x, = ¢. Los valores de estas funciones en [0, 0 + A] estdn restringidos en
la clase de x tal que |z(t) — ¢(0)| < B para t € [0,0 + A]. De la aplicacién usual T obtenida
de la correspondiente ecuacion integral, se define entonces que A y 8 pueden ser elegidos de
tal manera que T los manda en si mismos y son completamente continuos. Asi, el Teorema

del punto fijo de Schauder? implica la existencia.

La dependencia continua es un poco mas dificil porque la aplicaciéon T depende de parame-

tros y se debe discutir la dependencia de ellos. Si uno esta intentando probar la dependencia

2Posteriormente enunciado
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en un valor Ay del parametro, entonces el procedimiento usual es asumir que el tnico punto
fijo es A\g y luego demostrar la compacidad, que es la la propiedad de que T es uniforme con

respecto a los conjuntos compactos que contienen Ag.

Lema C.0.12 Si z € C([o — r,0 + A],R") entonces x¢ es una funcion continua de t si t

estd en [o,0 + A].

Es conveniente introducir algunas notaciones para mejorar el entendimiento los lemas
siguientes.
Notacién C.1
Para cualquier (o,¢) € R x C, sea 5 € C([o —r,0), R™) definido por:

b =0,  dt+0o)=0¢(c), t>0. (C.3)

Supongamos que x es una solucién de la ecuacién (C.1) a través de (o, ¢). Si:

a(t+o)=o(t+o)+yl), t=-r
entonces con el Lema C.0.12 se satisface:
t ~
y(t) = / flo+ 8, ¢ots +ys)ds, t>0
0 (C.4)
Yo =10
Por el contrario, si y es una solucién de esta ecuacién, entonces se obtiene una solucién x
de la ecuacién (C.1) por esta transformacién. Por lo tanto, encontrar una solucién de (C.1)

es equivalente a encontrar una funcién a > 0 y una funcién y € C([—r,a), R™) tal que la

ecuacién (C.4) se satisface para 0 <t < a.

Si V' es un subconjunto de R x C, entonces C(V,R") es la clase de todas las funciones
f :V — R" que son continuas y C°(V,R") C C(V,R") es el subconjunto de las fun-
ciones continuas acotadas de V' a R™. Entonces el espacio C°(V,R") se convierte en un

espacio de Banach con la norma:

[flv = sup [f(t, ). (C.5)

(t.p)eV
Para cualquier real a y 8 se define:

Io=10,0], Bg={yeC:[y]<p}
(C.6)

Aa,B) ={y € C([-r,a],R") : yo =0, y: € By, t € In}.
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Lema C.0.13 Suponemos que @ C R x C es un abierto, W C Q un compacto y f° €
C(9,R™) dados. Entonces existe un entorno V.C Q de W tal que f° € CO°(V,R"), existe

otro entorno U C C°(V,R™) de f° y constantes positivas M, «, y 3 tales que:
|flo, @) <M para (0,9) €V y f €U, (C.7)

Ademds, para cualquier (o9, ¢°) € W, tenemos (o° + t,ys + $Uo+to eV oparat € l,, y €
A(a, B).

El siguiente lema se utilizard para aplicar teoremas de punto fijo para la existencia y la

dependencia continua de las soluciones de la ecuacién (C.1).

Lema C.0.14 Suponemos que Q C R x C es abierto, W C Q es compacto, f° € C(Q, R")

dado, y dos entornos U y V', con constantes M, o y B obtenidas en el Lema C.0.13. Si:

T:WxUx Ao, B) = C([—r,a], R")
T(o:0, f,y)(t) =0,  te[=r0]

t ~
(0.6, f,y)(t) = /0 F(0+ 5 8rss tys)ds,  tE L,

entonces T' es continua y hay un conjunto compacto K en C([—r,a], R™) tal que:
T:WxUxA(a, ) = K.
Ademds, si Mo < 3, entonces:
T:W xUx A(a, ) = Ao, B).

Incluso después de este lema, el operador T' es continuo bajo condiciones més débiles que

las establecidas en el Lema C.0.14.

Para probar nuestro teorema bésico de existencia, necesitamos el Teorema de punto
fijo de Schauder. Si U es un subconjunto de un espacio de Banach X y T : U — X, entonces
T es completamente continua si T' es continua y para cualquier conjunto acotado B C U, el

cierre de T'(B) es compacto.

Teorema C.0.18 (Teorema del punto fijo de Schauder). Si U es un convezo, cerrado, sub-
conjunto de un espacio de Banach X y T : U — U es completamente continuo, entonces T

tiene un punto fijo en U.
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Teorema C.0.19 (Existencia). Supongamos que ) es un subconjunto abierto en R x C' y
Y€ C(Q,RM). Si (0,9) € Q, entonces hay una solucion del RFDE (f°) que pasa a través
de (0,¢). Mds generalmente, si W C § es compacto y f° € C(Q,R"™) es dado, entonces hay
un entorno V.C Q de W tal que f© € C°(V,R"), hay otro entorno U C C°(V,R") de f°
y un A > 0 tal que para cualquier (o,¢) € W f € U, eziste una solucion x(o, ¢, f) de la
RFDE (f) a través de (o, ¢) que existe en [0 — r,o + AJ.

Teorema C.0.20 (Continuidad). Suponemos que Q C R x C es abierto, (6°,¢°) € Q, f0 ¢
C(Q,R"), y 2° una solucién de RFDE(f°) a través de (o°,¢°) que ewiste y es tinica en

(00 —7,b]. Sea W° C Q el conjunto compacto definido por:
WO = {(t,2)) : t € [0, 1]},

y sea VO un entorno de W° donde f° estd acotado. Si (o*,¢*, f¥), k = 1,2,... satisface
oF = 0% ¢F — ¢80, y |fF — fOlyo = 0 cuando k — oo, entonces existe un k° tal que la
RFDE (f*) para k > k° es tal que cada solucion z* = zF(a* ¢F, f*) a través de (o, %)

existe en [o% —r,b] y 2% — 20 uniformemente en [0° —r, 5].3

Teorema C.0.21 Supongamos que € es un conjunto abierto en R x C, f : Q@ — R" es
continua, y f(t,¢) es Lipschitziana en ¢ en cada conjunto compacto de Q. Si (o,¢) € Q

entonces hay una solucion unica de la ecuacion (C.1) a través de (o, ¢).

Continuacion de soluciones

Supongamos que f en la ecuacién (C.1) es continua. Si z es una solucién de la ecuacién (C.1)
en un intervalo [0, a), a > o, decimos x es una continuacion de x si hay un b > a tal que z se
define en [0 —r,b), coincide con x en [0 —r,a), y x satisface la ecuacién (C.1) sobre [0, b). Una
solucién z es no-continuable si no existe tal continuidad, es decir, el intervalo [0 — r,a) es el
intervalo méaximo de existencia de la solucién xz. Ademads, el intervalo maximo de existencia

debe ser abierto.

Teorema C.0.22 Supongamos que Q es un conjunto abierto en R x C' y f € C(Q,R"). Si
x es una solucion no-continuable de la ecuacion (C.1) en [0 —r,b), entonces, para cualquier

congunto compacto W C Q, hay un ty tal que (t,x¢) ¢ W para t,, <t <b.

3Puesto que todo z* no puede ser definido en [00 —r, b, por z* — 2° uniformemente en [UO —r,b], queremos

decir que para cualquier € > 0, hay una ki (¢) tal que z*(t), k > ki(¢), definido en [¢° — r +¢,b] y 2 — 2°

0

uniformemente en [0° —r +¢€,b].
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Corolario C.0.23 Supongamos que §) es un conjunto abierto en R x C' y f € C(2,R").
Si x es una solucion no-continuable de la ecuacion (C.1) en [0 —r,b) y W es el cierre del
conjunto {(t,z;): 0 <t < b} en R x C, entonces W compacto implica que hay una sucesion
{tx} de nimeros reales, ti, — b~ cuando k — oo, tal que (tx,x,) tiende a 02 cuando k — oo.

Sir >0, entonces hay un i € C tal que (b,y)) € O y (t,z¢) — (b,v) cuando t — b™.

Teorema C.0.24 Supongamos que € es un conjunto abierto en R x C', f es completamente
continua; es decir, f es continua y toma conjuntos cerrados cerrados de ) en conjuntos aco-
tados de R™, y x es una solucion no-continuable de la ecuacion (C.1) en [0 —7,b). Entonces,
para cualquier conjunto acotado cerrado U en R x C, U C Q, hay un ty tal que (t,x;) ¢ U

para ty <t <b.

Este Teorema C.0.24 da condiciones bajo las cuales la trayectoria (t,z) € R x C' de una
solucién no-continuable de [o,b) se aproxima al limite de €2 cuando ¢t — b~. El acercamiento
a la frontera de €2 se describié diciendo que la trayectoria debe salir y permanecer fuera de
cada conjunto cerrado cerrado en (). Si no se impone la condicién de que f es completamente
continua, entonces es concebible que la trayectoria {(t,z;) : ¢ < t < b}, en si{ mismo es un
subconjunto acotado cerrado de ; es decir, la curva (¢, z(t)) oscila de manera que no hay
puntos limite de (¢t,2¢) € R x C cuando t — b~.

Ahora daremos un ejemplo explicito que ilustra este hecho.

Ejemplo C.2
Sea A(t) = t? y seleccione dos sucesiones {ay}, {br} de ntiimeros negativos, a; < az < -+ ,

by <by<---, ar — 0,by — 0 cuando k — oo tal que:

ap = by, — A(bk)7 by, < Ag+1 — A(ak-i-l)a k= L2,...
Por ejemplo, podemos elegir b, = —27% con k = 1,2,... Sea ¢(t) una funcién arbitraria
continua y diferenciable tal:

+1, parat€ (—o0,a1),[bog,a2kt+1], k=1,2,...
P(t) =

-1, para t € [bag_1, aok], k=1,2,...
lbl(t)%o, te (ak,bk), k=1,2,...
Sea H un conjunto de puntos (¢, z) tal que |x| < 1 — ¢. Estas inecuaciones son equivalentes:

r+t<1l sixz>0,

—rz+t<1l sixz<O.
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Ahora definimos una funcién h(t,z) en H. En la grafica de la curva 1 (t), sea:

h(t = A1), (8, A1) = ¢/ (1),

donde esa prima ’ denota la derivada de v, —oco < t < 0. La funcién h es continua en la
grafica de 1. Para cualquier ¢ € (ag,b), k > 2, es decir, un punto de aumento o disminucién
en la gréfica; t — A(t) € [bg_1,ax]. Para t en (—o0,b1], t — A(t) € (—o0,a1]. Por lo tanto,
h = 0 para cualquier ¢ en (—o0, b1], (ax,br), kK > 2y, en particular, h = 0 en todos los puntos
de aumento o de disminucién de la grafica de la curva ¢ (t). Ahora continua la funcién h(t, z)
de cualquier manera, siempre que permanezca continua y sea igual a cero en el cuadrado

Pt + |z < 1.

¥ !

X+t =1

TTTTTTTTTR
iy

oy

7

N R e

» b

---dF
Ity

Figura C.1: Representacion.

Ahora consideramos la funcion:
B(t) = h(t— A(t),z(t — At)), t<0,  A(t)=t" (C.8)

Elegimos o < aj y sear = o —min{(t —t?) : o <t < 0}. Consideramos el problema de valores
iniciales comenzando en o. La funcién x(t) = v (¢) es una solucién de la ecuacién para t < 0

y es una solucién no-continuable en [ — ,0).

Si el lado derecho de la ecuacién (C.8) se denota por f(t,a¢), t € R, z; € C([-r,0],R),
entonces f(t,¢) no manda los conjuntos cerrados de 2 = R x C([-r,0],R) en conjuntos
acotados. De hecho, el conjunto {(¢,v;) : t > 0} es un conjunto acotado y estd cerrado ya

que no hay sucesiones cuando t; — 0 tales que ;, converja.

Angeles Ruiz Gonzélez 147



Capitulo C Sistemas dindmicos con retardo

Este comportamiento extrano, es una de las formas en que la no compacidad de la bola

unitaria en C([—r,0],R"™), r > 0 puede influir en la solucién de RFDE.

La propiedad particular que hemos expuesto en este ejemplo es en realidad un fenémeno

general. De hecho, uno puede probar el siguiente resultado.

Teorema C.0.25 Suponemos x : [-r,A) — R", r > 0, A finito, es una funcion arbitra-
riamente acotada y continuamente diferenciable que satisface la propiedad de que x(t) no se
aproxima a un limite como t — A~. Entonces existe una funcion continua f : C — R"™ tal

que = es una solucion no-continuable de la RFDE (f) en [—r, A).

Conclusiones

Tomemos como ejemplo candnico de ecuacién con retardo no auténoma un sistema con un

retardo variable, p(t), donde p : R — [0, h] es una funcién continua y h > 0,

G o) = F(t,2(0), 20— (1)), 2=, % € C. (C.9)

La condicién incicial z estd en C, el espacio C°([—h, 0]; R™) de funciones continuas sobre
[—h,0] en R™, y para una funcién = € C°([—h, T]; R"™), la notacién zs, denota la funcién de
C dada por x5(0) = x(s+60) para todo 0 € [—h,0]. Con lo que tiene sentido x4 para cualquier

0<s<T.

Esta ecuacién se puede escribir en un marco mucho maés general, que permite considerar
un conjunto mayor de problemas de forma unificada. Mejor que tomar el retardo explicito,
escribimos:

f@t ) = F(t,2(t), x(t = p(t))),

con lo que podemos reescribir (C.9) como:

LU(t) = f(tvxt)7 Ts = 1/}7 1/} e C. (ClO)

En lo que sigue nos centraremos en esta ultima forma de la ecuacion, asumiendo que
f R xC — R"” es continua y es una aplicacion acotada, en el sentido de que transforma

conjuntos acotados en conjuntos acotados.

Notemos que esta formulacién incluye inmediatamente ejemplos con retardos que no sean

constantes ni variables. Como por ejemplo la ecuacion integro-diferencial:

0
z(t) = / g(t,s,z(t+ s)) ds,

—h
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también entra en este marco.
Para concluir vamos a presentar un resultado de existencia y unicidad de solucién de este

tipo de ecuaciones.

Teorema C.0.26 Dado (s,v) € R x C, eziste una unica solucion x(t;s,y) de (C.10) defi-

nida sobre [s — h, a4, con agyy > 0.

Asumimos que A, = 400, para todo s € R, ya que estamos interesados en el compor-
tamiento de las soluciones a largo plazo en tiempo.

Definamos entonces el operador ¢(t, s) tal que da la solucién en C en el tiempo ¢ cuando
xs = 1, es decir,

O(t,8)1 = e(+55,9)). (C.11)
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