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Abstract

The comparison of quantities is an essential tool in mathematics. The art of inequalities
is found in the clever, often subtle methods used to generate and verify them. The science of
inequalities lies in their careful interpretation and in the knowledge of their scope and limita-
tions. In this work we study some fundamental inequalities in mathematics.

In the first chapter we prove the arithmetic - geometric mean inequality. A plenty of proofs
of this inequality are known, induction, backward induction, use of Jensen inequality, swapping
terms, use of Lagrange multiplier, convexity. We include the Cauchy original proof and another
one due to Pdlya.

We deal with convexity in second chapter. The Jensen inequality give us a new proof of
the arithmetic - geometric mean inequality with arbitrary weights. Also, from the inequality of
Young we derive the Holder inequality with positive weights.

In the third chapter we study the behavior of weighted means of order p, including the extre-
me cases p = +oo. We prove the equivalence between some studied inequalities: the arithmetic
- geometric mean inequality, Holder inequality and weighted power mean inequality.

The fourth chapter is dedicated to the Carleman’s inequality. In 1923, Carleman gave ne-
cessary and sufficient conditions for functions not to be quasi-analytic. As a lemma (stated as a
theorem) for one of the implications, Carleman proved that

(o] o0
Z {/alaz---ak < eZak
k=1 k=1

if (ax) is a sequence of real positive numbers and the sum on the righthand side is convergent.
The constant e is sharp. We begin with Carleson original proof. In 1926 George Pdlya gave an
elegant proof that depended on little more than the arithmetic - geometric mean inequality. We
also include proofs by Knopp and Redheffer.

We start the fifth chapter with a functional equation of the I" function that is necessary to
prove Hilbert inequality

Several years after Hilbert’s discovery, Issai Schur provided a new proof which showed Hilbert’s
inequality actually holds with constant . Hilbert evaluated certain trigonometric integrals to
prove his inequality. Nevertheless, we prove this inequality through an appropriate application
of Cauchy - Schwarz inequality. We also give the integral version of this inequality and we
derive from it a finer version of Hilbert’s inequality. We conclude the chapter demonstrating the
generalization of Schur.
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In the last chapter we prove this inequality:
Z(_n) <( pl) 2,
n=1 n P n=1

where (an) is a nonnegative p-power summable sequence, A, = a; +---+ay,and 1 < p < oo,
known as Hardy inequality because this mathematician, in his search for a new proof of Hilbert’s
double series theorem proved it in 1920, although with another constant that was later rectified
by Landau in 1926. As in the previous chapter, we also demonstrate the integral version. Our
proof of Hardy’s inequality is due to Elliot (1926) and that of the integral version is essentially
Hardy’s original proof. Hardy’s inequality allow us to give a new proof of Carleman’s inequality.
We now prove the integral version of this inequality, known a Knopp inequality. It will be
necessary to study Jensen’s inequality. We finish the work with an inequality due to Carleson:

f x“exp (—@) dx < et f x%exp(—¢’'(x)) dx,
0 0

where ¢ : [0,00) — R is differentiable convex function with ¢(0) = 0 and —1 < @ < co. The
constant e® ! is sharp. This inequality yield both Carleman’s inequality and Knopp’s inequality
as corollaries.



Introduccion

El objetivo de este trabajo es presentar ciertas desigualdades cldsicas en el campo del Anali-
sis Matemadtico.

Comenzamos con la desigualdad entre las medias aritmética y geométrica, de la que damos
varias demostraciones, entre las que se incluyen la prueba original de Cauchy, en la que usa el
método de “induccion hacia atrds™, asi como otra muy interesante debida a Polya que prueba la
desigualdad con pesos, usando una propiedad de la funcién exponencial. Pélya habia referido
que la demostracion le vino en un suefio, y afios mds tarde, preguntado al respecto, comentd
que eran las mejores matematicas que habia sofiado nunc

La convexidad es uno de los pilares fundamentales en la teoria de desigualdades, y a ella le
dedicamos el segundo capitulo de nuestro trabajo. Comenzamos con la desigualdad de Jensen,
probada por este matematico danés en 1906, que incluye como casos particulares otras de-
sigualdades, como por ejemplo la que vimos en el capitulo anterior sobre las medias aritmética
y geométrica con pesos.

También deducimos como consecuencia la desigualdad de Young y la de Holder, esta dltima
tanto en los casos p > 1 como 0 < p < 1.

En el tercer capitulo introducimos las medias elementales, com pesos o sin ellos. Si x € R"
es un vector con coordenadas positivas, p es un nidmero real nonuloy a; +--- +a, = 1,
definimos lo que llamamos medias de potencias ponderadas como

" Z
Mp(x,a) = Za/,-xf .
i=1

El objetivo es probar que la aplicacién p € R = M), es una aplicacion continua en la recta
real, y ello nos llevard a estudiar como definir My, M., y M_o. En este sentido se prueba que

ay @2

lim M, (x,a) = x{" x5 - x;,",

p—0
que conduce a la definicién l6gica de My(x, @). Asimismo, demostramos que

pl—l:r—lr—loo My(x, @) = méax{xq,...,x,}, pl_l’)moo Mp(x, @) =€ {x1,..., x,},
que nos llevan a las definiciones de Mo, y M_o. Probamos también que la aplicacién p — M,
es creciente en IR.
Estudiamos también la desigualdad de Minkowski para estas medias, tanto en los casos
p > 1 como p < 1y damos el paso a integrales, probando las desigualdades de Holder y
Minkowski en este campo.

1Véase [11]], pagina 23.
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Finalizamos el tema probando la equivalencia entre ciertas desigualdades estudiadas hasta
el momento.

El capitulo 4 esta dedicado a la desigualdad de Carleman, demostrada por este matematico
sueco en 1922 (véase [2]): si },>1 a, €s una serie convergente de nimeros reales no negativos

entonces
(o) (o)
Z(alaz . ~an)1/” < ez an.
n=1 n=1

El trabajo citado de Carleman trata sobre funciones quasi-analiticas. Dificilmente podia pensar
en ese momento que su desigualdad despertara tal interés. Existe una versién continua que se
atribuye a Knopp (aunque parece ser que Polya fue el primero que la descubrid y a veces se
conoce como desigualdad de Polya-Knopp) y se vera en el capitulo 6.

Se incluyen varias pruebas de ella, comenzando por la propia de Carleman. En ella, el autor
demuestra la desigualdad calculando el médximo de cierta expresion bajo una condicién, que
resuelve aplicando el método de los multiplicadores de Lagrange.

La demostracién de Knopp es corta, usa series telescopicas y la desigualdad ya demostrada
anteriormente de las medias aritmética y geométrica.

Pélya publicé una demostracion en 1925]21 En 1949 explicé en su trabajo [9] como encontrd
esa prueba. También usa series telescopicas, y su resultado es mas fuerte que el inicial de Car-
leman.

En [10], Redheffer unifica demostraciones de desigualdades conocidas (Hardy, Knopp, Pélya,
Holder, Abel, Carleman) mediante una técnica que denomina desigualdades recurrentes.

Terminamos el capitulo dando una ultima demostracion de la desigualdad de Carleman que
se deduce de la acotacion de los términos de la serie. Si g, > 0 entonces

n
(aay--a)'" < =5 3 (2%k=Dar, n=12....
2n =

La desigualdad de Hilbert, que afirma que dadas dos sucesiones (a,) y (b,) de nimeros

reales, se cumple que
<2 p bi|

m=1 n=1

se prueba en el capitulo 5. Schur probé que la desigualdad es cierta también sustituyendo 27
por . De hecho, 7 es la mejor constante. Comenzamos dicho capitulo probando una ecuacion
funcional de la funcién I' que serd necesaria en el proceso, en concreto,

F()r(1-z) = —

sen 7z

Hilbert demostré la desigualdad evaluando ciertas integrales trigonométricas. La prueba que
incluimos en el trabajo usa la desigualdad de Cauchy-Schwarz eligiendo adecuadamente una
familia paramétrica.

Como dice J. Michael Steele (véase [11], pagina 161), cada vez que aparece m en un pro-
blema sin circulo a la vista, hay cierto misterio. Hay veces en que ese misterio permanece
sin explicacion satisfactoria, pero no sucede asi en el caso de la desigualdad de Hilbert. En

2G. Pdlya. Proof of an inequality. Proc. London Math. Soc. (2), 24, (1925), 55.



Introduccién XI

1993, Krysztof Oleszkiewicz (véase [8]]) encontrd una explicacion geométrica a la aparicion del
numero 7, que incluimos en el trabajo.

Probamos en este capitulo la version integral de la desigualdad de Hilbert, y deducimos de
ella una version mas fina que la discreta probada inicialmente.

Terminamos el capitulo viendo dos resultados mas. Por una parte, la demostracién dada por
Toeplitz en 1910 de la desigualdad de Hilbert, demostracion elemental pero vélida solamente
parea sumas finitas. Por otra, la generalizacién de Schur de la desigualdad: si a,, y b, son
sucesiones de nimeros complejos y 0 < @ < 1, entonces

lsre] 1]

Este recorrido entre desigualdades acaba en el capitulo 6, donde abordamos la conocida
desigualdad de Hardy, tanto en su versién discreta: si 1 < p < oo, (a,) es una sucesién de
potencia p-ésima sumable no idénticamente nulay A, = a; + - - - + a,, entonces

i( ) (—1)17,2“5

como continua: si 1 < p < oo, f : [0 o) — [0,00) es una funcién de potencia p-ésima
X

integrable no idénticamente nula y F(x f t) dt, entonces

00 p p 00
f (m) dx < (L) f f(x)P dx.
0o\ X p=-1/ Jo
Hardy prob¢ su desigualdad en 1920, buscando otra demostracion de la desigualdad de Hilbert.
La demostracion dada en el trabajo de la version discreta se debe a Ellioﬂ y la de la continua es
esencialmente la prueba que hizo el propio Hardy.

Consecuencia de la desigualdad de Hardy es la desigualdad de Carleman de nuevo, asi
como la version integral de la misma, conocida como desigualdad de Knopp que se prueba en
este ultimo capitulo.

El capitulo finaliza probando una desigualdad atribuida a Lennart Carleson en 1954, que
nos proporciona nuevas demostraciones de las desigualdades de Carleman y Knopp, esta tltima
para funciones decrecientes.

3Elliot, E.B. A simple extension of some recently proved facts as to convergency. J. London Math. Soc., 1,
(1926), 93-96.






CAPITULO 1

Cauchy y las medias

La comparacion de cantidades es una herramienta esencial en matematicas. Vamos a es-
tudiar en este trabajo algunas de las desigualdades mdas conocidas en el campo del Andlisis
Matemético.

En el presente capitulo se pretende mostrar la utilidad de una desigualdad tan elemental co-
mo la relacion entre las medias aritmética y geométrica, y veremos la demostraciones realizadas
por Cauchy y Pdlya.

1.1. Desigualdad de Bernoulli y consecuencias

Comenzamos con una desigualdad clésica, publicada por Jacob Bernoulli en la segunda
pagina de su trabajo Positiones Arithmeticae de Seriebus Infinitis (Basel, 1689).

Teorema 1.1 (Desigualdad de Bernoulli). Si x > —1, entonces (1 + x)" > 1+ nx para todo
naturaln = 1,2,3,.... La igualdad se da solo sin = 1 o bien x = 0.

Demostracion. Fijemos x > —1. La desigualdad se cumple claramente para n = 1, luego si
suponemos que (1 4 x)" > 1 + nx para algin n > 1, entonces:

(1+x)" = (14+x)1+x)"

> (14+x)(1+nx) (porquel+x>0) (1.1)
=14+ (n+1)x+nx?
> 1+ (n+1)x. (1.2)

Asi, la desigualdad es valida para todon = 1,2,3,....
Obsérvese que la igualdad ocurre solo sin = 1 0o x = 0, la igualdad en (1.2)) fuerza que
x = 0. i

Podemos pues enunciar el resultado anterior afirmando que si x > —1, x # 0, entonces
(I4+x)">1+nxparatodon =2,3,4,....

Corolario 1.2. Dados x,y > 0, tenemos que(x + y)” > xt+ nx"_ly para todon = 2,3,4,....
La igualdad solo puede ocurrir si y = 0.

Demostracion. Basta aplicar el comentario anterior, pues

n__ .n DAY n Y\ _ n—1
(x+y)"=x 1+; > x l+n; =x"4+nx"y.
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Consecuencia directa es el conocido resultado, que usaremos en algiin momento en este
trabajo, sobre la sucesion que define el nimero e.

n
Corolario 1.3. La sucesion (1 + —) es estrictamente creciente.
n

n+1 n
Demostracion. Basta probar que (1 + ?) / (1 + —) > 1. Para ello, reescribimos y apli-
n n
camos la desigualdad de Bernoulli:
1 n+1 1 n+1
I+
( n+ 1) NS
T 1
Z 1+ =
(1 +3) +s
1 n?+2n\"
=1+ -
n) \(n+1)>?
1 1 n+1
=(1+=)-(1=
() ()
1
n

(por Bernoulli)

~————
—_—
[
+
—~
S
_|_
[
~—

I
—_
p—
+
S | =
~———

1
'(1_ ):1
n—+1

Ejemplo 14. n! < (g) paran > 6.

Por induccién; para n = 6 no es dificil comprobar directamente que 6! < 3°. Por el paso

inductivo:
n—|—1n+l n+1 n+1\" (n)" n+1
- r- — . N Dapl = 1!

1.2. Desigualdad de las medias aritmética y geométrica

La desigualdad de Bernoulli es aparentemente buena, vamos a probar a partir de ella una
desigualdad ya demostrada por Cauchy, la conocida desigualdad entre las medias aritméticas y
geométricas de un conjunto de nimeros reales.

Teorema 1.5 (Desigualdad de las medias aritmética y geométrica). Dados n € IN y niimeros
positivos ay,ay, . .. ,a,, se cumple que
i/n @ tat -+an

(a1a2 s an) < " (AGM)

con igualdad si y solo siay = a, = --- = a.
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Demostracion. Lo probamos por el método de induccién matemaética. La desigualdad es verda-
deramente cierta para n = 1, y no es dificil establecerla para n = 2. Veamoslo:

(a1 —a2)2 >0
2_» 2
ay—2aix; +a; 20
a% + 2a1an —|—a§ > 4aixy

(a1 + a2)2 > daiay

(a1 + a2)2 > aia
5 4@
a) +a
Por lo tanto, supongamos que el teorema se cumple para algin n natural y para todas las
elecciones ay,as,...,a, > 0. Como a,+1 > 0, vamos a suponer (por simplificar la notacion)
que a,+1 > ag parak = 1,...,n (si no fuera asi, basta reordenar los términos).
Convengamos también en escribir
ait+a+---+a
Gk:(alaz---ak)l/k y Ak: ! 2k k.
Entonces A+ A
n a api —
An—H _ n n+1 _ An + n+1 n
n+1 n+1
donde, por lo supuesto, a,+; > A,. Por lo tanto, por el corolario (I.2)),
+1 +1 an+1— An
= ant14,
1
> any1Gy = Gt (1.4)
Tengamos en cuenta que la igualdad en (1.3)) fuerza a que a,+; = A,, mientras la igualdad en
(L.4) fuerza a que a; = ay = -+ = a4 (por hipétesis). Por lo tanto, la igualdad en todas
partesdarfaa; = ay = -+ = ay41.
O

Veamos a continuacién algunas aplicaciones de esta desigualdad.

Teorema 1.6. El drea de un tridngulo de perimetro dado 2p = a + b + ¢ es mdxima si los
lados a, by c son iguales.

Demostracion. En un tridngulo no degenerado, la suma de las longitudes de dos lados cuales-
quiera es estrictamente mayor que el tercero, luego 2p = a + b + ¢ > 2c e igual con los demads,
por lo que
p—a, p-b, p-c
son positivos. Por la férmula de Heron para el area y el teoremal|l.5]|
p—-a+p-b+p-c p

A*=p(p-a)(p-b)(p-c)<p 3 =%

con igualdad siy solosia = b = c.
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Figura 1.1: Demostracién visual de la desigualdad de las medias aritmética y geométrica.

Teorema 1.7. Si m y n son enteros tales que 0 <m < ny & > —m es real, entonces
m n
(1 + é) < (1 + §) .
m n

Demostracion. Basta aplicar la desigualdad a m copias de 1 + % y n—m copias de 1:

(1+§)%1%s@(1+£)+ﬂ-1:1+§

— )
m n m m n

y la desigualdad es estricta se & # 0.
O

Observemos que si en el resultado anterior ponemos ¢t = &/n > —m/n y tomamos raices
m-ésimas, obtenemos

(1+0mm> 14 2t
m

Esta desigualdad es trivialmente cierta para —1 < ¢ < —7. Asi que para todo t > —1 y racional
p = 1, se cumple que
(1407 >1+pt,

que es la version “racional” de la desigualdad de Bernoulli, y enunciamos como teorema.

Teorema 1.8 (Version racional de la desigualdad de Bernoulli). Sit > -1yre Q r > 1, se
verifica que
(141" >14rt

Vamos a terminar esta seccion viendo una version de la desigualdad entre las medias aritméti-
cay geométrica para nimeros complejos.

Teorema 1.9. Sean 71,722, . . ., 2, niimeros complejos tales que si 7; = pie'’i entonces
plej q =P
0<pj<oo, 0L9jl<y<m/2, 1<j<n.

Entonces 1
(cosy) |z1za - -zl < ;Im +z2+ -+l
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Figura 1.2: Complejos en el semiplano R(z) > 0.

Como vemos en la figura de arriba, los nimeros complejos estdn contenidos en un cono
simétrico de dngulo central 2y con 0 < ¢ < 7.

Demostracion. Sabemos que |R(z)| < |2y R(z+w) = R(z) + R(w), asi que como en
nuestro caso es R(z;) = pjcosb;,

i+t tml 2R +z2++2)
= |z1 cos 01 + |za|cos O + - - - + |z,] cOS B,
> (lz1] + lzal + -+ - + |zul) cos y

1/
> n (|zillzi] - - |zal) " cosy,

donde hemos usado que el coseno es decreciente en [0,77/2] y hemos aplicado la desigualdad
de las medias aritmética y geométrica a los nimeros reales no negativos |z;], 1 < j < n.
O

Si los z; son reales podemos tomar ¢y = 0y la desigualdad es la ya conocida de las medias.

1.2.1. La demostracion de Cauchy

La desigualdad de Cauchy (o de Cauchy-Schwarz) para nimeros reales nos dice que

mm+@m+m+%msJﬁ+m+ﬁJﬁ+m+%.

Es muy conocida y ampliamente usada. ;Como la podemos probar? Es obviamente cierta para
n =1,y paran = 2 la desigualdad es

(a1by + abs)? < (af + a3) (b + b3).

Podemos ver que esta desigualdad también es cierta. No hay nada mds sistemdtico que desarro-
llar ambos miembros y llegar a la expresion

aib? + 2a1bi1azby + a3b; < aibi + aib3 + asbi + az3b;



6 1. Cauchy y las medias

y simplificarla para llegar a
0< (a1b2)2 - 2(a1b2)(a2b1) + (azbl)z,
que no es mas que
(a1b2 — azby)?

lo que nos permite concluir que la desigualdad de Cauchy también es cierta para n = 2.

Para probar la desigualdad de Cauchy recurrimos a induccién. Si denotamos por H(n) el
hecho de que la desigualdad de Cauchy es cierta para n, necesitamos probar que H(2) y H(n)
implican que H(n + 1) es cierta. Para ello,

aiby + axbr + - - - 4+ apb, + ay11bp+1
= (a1b1 + azby + - - + apby) + ant1bnt1

sJﬁ+@+m+¢Jﬁ+%+m+%+%ﬂmH

S BB+ @@ R B

donde en la primera desigualdad hemos usado la hipétesis de induccién H(n) y en la segunda
desigualdad usamos H(2) en la forma

B + apt1bpt1 < \/az +aﬁ+1 \/,6’2 + biH.

La dificultad de esta prueba estd en el dltimo paso, donde necesitamos ver como usar H(2).
Aunque modesta, anticipa la naturaleza del reto que uno puede encontrarse en situaciones mas
complejas.

Como hemos visto, la desigualdad de Cauchy se basa en aplicar la desigualdad elemental

232
<—+4+=, Vx,yelR.
En principio, no puede esperar uno mucho de una desigualdad que viene simplemente de la
observacién de ser (x —y)? > 0.
Si x e y son no negativos, la desigualdad nos dice que el drea de un rectangulo de lados x
e y nunca es mayor que la media de las areas de dos cuadrados de lados x e y. Sin embargo,
haciendo un pequefio cambio, reemplazando x e y por sus raices cuadradas, podemos escribir la
desigualdad como
4+/xy < 2x+ 2y, Yx#y, x,y>0. (1.5)

Y esta desigualdad tiene una interpretacion mas interesante. Supongamos que consideramos
el conjunto de todos los rectangulos de drea A y lados x e y. Como A = xy, la desigualdad
nos dice un cuadrado cuyos lados miden s = +/xy debe tener el menor perimetro entre todos
los rectdngulos de drea A. O lo que es equivalente, la desigualdad nos dice que entre todos los
rectangulos de perimetro p, el cuadrado de lado s = p/4 tiene drea maxima.

Asi que la desigualdad (I.3) no es més que una version rectangular de la propiedad isope-
rimétrica del circulo, que dice que entre todas las regiones planas de perimetro p, el circulo de
circunferencia p tiene la mayor area.

De esta interpretacion isoperimétrica de la desigualdad podemos pasar a pensar su
andlogo en IR3. Es decir, que un cubo tiene el mayor volumen entre todos los paralelepipedos
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rectangulares de drea dada. Y pasar a R”, una caja en IR” tiene 2" esquinas, en cada una de ellas
coinciden n lados de la caja. Si llamamos ayp, az, ..., a, sus longitudes, la intuicién nos lleva a
suponer que un cubo con lado S /n debe tener el mayor volumen entre todos las cajas para las
que a; +az +---+a, = S. Y esto nos conduce a la desigualdad entre las medias aritméticas
y geométricas.

Veamos la demostracion de Cauchy del teorema La demostracion original de Cauchy
de la AGM usa una técnica llamada “Induccion hacia atras”.

Para n = 2 sigue directamente de la desigualdad elemental {xy < (x+y)/2 que ya
mencionamos. Cauchy se percat6 de que se puede aplicar la misma cota dos veces para obtener

(alaz)% + (a3a4)% L +ar+az+as
2 - 4 )

FSE

(a1apazaq)? < (1.6)

Esta desigualdad prueba (I.3)) para n = 4, y la nueva cota (I.6) puede usarse otra vez con la
desigualdad inicial y/xy < (x + y)/2 para probar que

(Cl161261.7>a4)‘ll + (a5a6a7a8)£ < ar+ay+---+ag
2

< 2 , 1.7)

1
(ajay---ag)s <
que confirma que (1.5)) es cierto paran = 8.
Esta claro el proceso que siguié Cauchy. Podemos usar induccion o repetir este razonamien-
to k veces para deducir que

Kk _art+ax+ -+ ax
(araz---ay )" < 2k :

, Vk>1. (1.8)

Es decir, estd probada la desigualdad para las potencias de 2, y necesitamos verificarlo para
el resto. El plan consiste en elegir n € IN y k tal que n < 2k. dados ay,as, . .., a, definir una
sucesion mayor ay, az, . . ., o« a la que aplicarle la desigualdad (I.8§).
Definamos @; = q;sil <i<ny
_ata+--+ap

@ —A n<i<2k
n

En definitiva, simplemente afiadimos a la sucesion original {a; : 1 < i < n} suficientes copias

de la media A para obtener la sucesion {@; : 1 < i < 2%} que tiene de longitud 2¥. La media A
aparece 2% — n veces en la sucesion {«;}, asi que aplicando la desigualdad (T-8)), tenemos que

1/2k<a1—|-a2—|—---—|—an—|—(2k—n)A_2kA_A
< K = =4

k_
(alaz <t Qy A2 n)

Es decir,

(a1a2~--an)l/2k SAn/Zk,

de donde concluimos que

ata+---+a
(111612"‘(1n)1/nﬁ 1 2 n.
n

Como corolario obtenemos un caso particular de la desigualdad de Young, que probaremos
en el siguiente capitulo.
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Corolario 1.10. Sean x,y > 0y 1 < m < n. Entonces,

_mx (n—m)y.

xm/n 1-m/n
Y n

Es decir, si r es racional y r € (0, 1) entonces
Xy < rx 4+ (1-r)y.

Demostracion. Basta considerar la sucesion a;, con 1 < i < n definida por

x, sil<i<m
a; = . )
y, sim+1<i<n

Pues en ese caso

Latat-ta mx+ (n—m)y

n xyn—m = m

n n

O

El razonamiento empleado en el corolario anterior no hace ver que la desigualdad de las
medias aritmética y geométrica admite unas generalizaciones que vamos a ver a continuacion.

Teorema 1.11 (Desigualdad con pesos racionales). Sean p1, p2, ..., p, niimeros racionales no
negativos que suman uno. Cualesquiera que sean ay,a, . .., a, no negativos, se cumple que
aflagz---agnSp101‘|‘]?202‘|‘"'+pnan- (19)

Demostracion. Sea M natural tal que para cada j, p; = k;/ M para algtin entero k. El resultado
sigue de aplicar la desigualdad a una sucesion de longitud M con términos que se repiten. Esta
sucesion estd formada por k; copias de aj, para 1 < j < n.

O

Establecida la desigualdad (1.9), la misma es valida para pesos p; > 0 arbitrarios sin mds
que hacer un proceso de “paso al limite”. Basta elegir una sucesién de ndmeros p;(t), j =
1,2,...,nyt=1,2,...de modo que

n
pi)20. Y pi0)=1. lim p;(1) = p;.
=1
Se aplica la desigualdad (T.9) a las n-tuplas (pi(t), p2(t),. .., pa(t)) v, finalmente, hacemos
n — oo para obtener el resultado. Veremos a continuacion la demostracion de Polya de este
resultado.

1.2.2. La demostracion de Polya

La desigualdad (1.5) tiene muchas demostraciones; en este apartado vamos a exponer la que
hizo el matematico Pdlya, que seglin comentd, le vino en un suefio. Preguntado afios mas tarde
por esa prueba, Pélya contesté que fueron las mejores matematicas que habia sofiado.
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Al igual que Cauchy, Pélya comienza observando una propiedad de la funcién no negativa
x — e*, enlugar de x — X2,

e=2.7T1828--- ¢
1 1 2 3

Figura 1.3: Curva y = ¢* y tangente en el origen.

La figura[I.3]ilustra la propiedad clave en la prueba de Pélya, la tangente y = 1 4 x estd por
debajo de la curva y = €%, asi que

l+x<e* Yx e R. (1.10)
Enunciamos la desigualdad de las medias aritmética y geométrica con pesos arbitrarios.

Teorema 1.12 (Desigualdad con pesos arbitrarios). Sean py, p2, ..., p, > Otales que 37| p; =

1. Siay,an,...,a, son nimeros reales no negativos, entonces se cumple que
a'al? - --al)" < pray + praz + -+ + ppay. (1.11)

Demostracion. Sabemos que
x<el, VxeR.

Aplicando esta desigualdad tenemos que

ap—1 Pk ap—
ay < e% y @ < ePk4—Pk
asi que
n _
af'agz cea <R(ay,an,....ay) = e2k—1 Prai=1 (1.12)
Luego la media geométrica G = af'a}” - - - a;," estd acotada superiormente por R = R(ay, az, . . ., an),

y vamos a ver la relacion de esta cantidad con la media aritmética
A = pra1 + praz + -+ - + pnan,

que es donde el problema se vuelve interesante.
Si nos preguntamos por una relacion entre A y R, tenemos una respuesta inmediata. De la
cota
A<et!
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vemos que R es también una cota superior de A, es decir, tenemos que

max{al'ay? -+ al, pray + paay + -+ + patn} < X P (1.13)

La cota (I.13) proporciona una relacion entre A y G en el caso especial en que uno de los
elementos de la izquierda es igual al término de la derecha. Veamos como manejar esta si-
tuacién. Para ello, vamos a recurrir a la normalizacion. Consideramos nuevas variables ay,
k=1,2,...,ndefinidas como

i — K

y si aplicamos la desigualdad (1.12)) a estas variables, tenemos que
(a_l)Pl (%)lh o (a_n)Pn < 622:1 Pk%k—l _ 1’
A A A

y queda probada la desigualdad.
O

Examinando la prueba anterior, comprobamos que también vemos cuando se da la igualdad,
pues tenemos que

Ik < e%k_l a menos que Gk _ 1, (1.14)

A A
y siempre es cierto que

A — D)
por lo que siempre se cumple que
(ﬂ)p' (@)pz...(“_")p" < il — | (1.15)
A A A
amenos que ay = A paratodo k = 1,2,...,n. En otras palabras, tenemos que se da la igualdad
en (L.T1) si y solo si
ay=ay; =--- = ay,.

Podemos decir que las desigualdades (I.14) y constituyen la prueba de la desigualdad
generalizada a pesos arbitrarios entre las medias aritmética y geométrica.

Terminamos este capitulo demostrando un resultado equivalente a la desigualdad de las me-
dias aritmética y geométrica con una interpretacién muy intuitiva, que formaliza el comentario
que hacfamos en la pagina7|

Teorema 1.13. El teorema es equivalente al siguiente enunciado: sean ay,ay,...,a, > 0,
se cumple que

1. siajay---a, = 1 entoncesay +a +---+a, > n.
1 n
2. Siay+ay+---+a, = 1entonces ajaz---a, < (—) .
n
Demostracion. Es inmediato comprobar que el teorema[I.5|implica este resultado.

Supongamos que se cumple la primera condicién. Sean G = {fajaz---a, y bi = a;/G,
1 <i<n. Esclaroque b1by---b, =1 asique

n
Z b; > n,
i=1



Equivalencia entre las desigualdades AGM y Bernoulli 11

que es equivalente a

ai+ax+---+ay

n

Yajaz---a, <

Si se cumple la segunda condicién del enunciado, sean A = atapt oy y para

n
1<i<nc=a/(nA).Esci+ca+- -+ cy = 1luego

1)\
C1C2"'Cn§(ﬁ) R

que es equivalente de nuevo a la desigualdad G < A.

O

Corolario 1.14. 1. Entre todos los paralelepipedos de volumen dado en R" el de menos
perimetro es el cubo.

2. Entre todos los paralelepipedos de perimetro dado en R" el de mayor volumen es el cubo.

1.3. Equivalencia entre las desigualdades AGM y Bernoulli

Hemos dado en la seccién anterior un par de demostraciones de la desigualdad entre las
medias aritmética y geométrica, de la que se conocen muchas, en concreto, en [1]] se dan 74.
En la primera seccion probamos la desigualdad de Bernoulli. Vamos a ver a continuacion que
ambas son equivalentes, véase [/]. Recordemos que la desigualdad de las medias aritmética y
geométrica es:

(@ray---ay)/n < AFBT T g ), (AGM)
n

mientras que la de Bernoulli es
">1+n(x-1), VYx>0, V¥neN. (B)
Teorema 1.15. Las desigualdades (AGM) y (B) son equivalentes.

Demostracion. (B) = (AGM). Definamos

ai+ay+---+ay
" :

A, =

Dado que A, /A;—1 > 0, se sigue de la desigualdad de Bernoulli que

( A, )n N 1+n( A, _1) _ nA, — (n—1)A,- _ an
An-1 An-1 An-1 Ap-1

Asi que

Usando esta desigualdad reiteradamente, tenemos entonces que
A" >q,- A" > a, - a, - A2
n =""n n—-1 = %n " tn-1 n-2

> ... Zan.an_l...az.A%

=dap-ap-1---az-daiy,
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y obtenemos la desigualdad (AGM).
(AGM) = (B). Para n = 1 se da la igualdad en la desigualdad de Bernoulli. Sin > 2y

0 < x <1-—, entonces
n

X'>0>1+n(x-1),

es decir, se cumple la desigualdad de Bernoulli. Luego podemos suponerquen > 2y x > 1 — —.
n

Entonces
l+n(x-1)>0

y aplicando (AGM) a los n nimeros positivos
l4+n(x-1),1,1,...,1
| A————
n—1 veces
tenemos
(1+n(x-1))+1+--- 41|

n

>((1+n(x=1))-1-1---1=1+n(x-1)

=
I

y hemos probado la desigualdad de Bernoulli.
O

Del teorema se sigue que un modo de obtener una demostracién simple de la desigualdad
(AGM) es dar una prueba sencilla de la desigualdad (B). Veamos una a continuacion.

=1-n(x-1)=(x- 1)()(”‘1 + X2t 1)—n(x— 1)
= (x—l)(x”_l —|—x”_2—|—--~—|—1—n) > 0.
La tltima desigualdad se debe a que la expresion x*~! + x"~2 4 --- + 1 es mayor o igual que

nsi x > 1y menor o igual que n si 0 < x < 1. Asi que probada la desigualdad de Bernoulli,
tenemos probada de nuevo la desigualdad (AGM).



CAPITULO 2

Convexidad

Vamos a aplicar en este capitulo los resultados de funciones reales convexas a desigualdades
cléasicas en el campo del Andlisis Matematico.

Recordemos que una funcién f : I — IR, definida en un intervalo I no trivial, se dice que
es convexa si

fAx+py) <af(x) +pf(y) 2.1)

para cualesquiera x,y € I'y A,u > 0 tales que A +u = 1. Si la desigualdad en (2.1)) es
siempre estricta para x # y 'y A,u > 0, diremos que f es estrictamente convexa. Diremos que
f es concava (resp., estrictamente concava) si —f es convexa (resp., estrictamente convexa).
Usaremos sin demostracion algunos resultados ya conocidos sobre funciones convexas.

2.1. Desigualdad de Jensen

Johan Ludwig Jensen fue un matematico danés que publico en 1906 un articulo en la revista
Acta Mathematica en el que demostré una desigualdad para funciones convexas, que incluia
como casos particulares otras ya conocidas.

Teorema 2.1 (Desigualdad de Jensen). Sea f : I — R una funcion convexa. Entonces,
flaxi+ -+ xn) < A f(x1) 4+ A f (xa)
para todos x1,...,x, € lyAd,..., 4, =20, 41 +---+ 4, = 1.

Demostracion. Paran = 2 la desigualdad de Jensen no es mds que la definicion de convexidad,
asi que lo 16gico es proceder por induccion a demostrar el resultado. Admitamos que se cumple

para n. Entonces, si x1, X2, ..., X,41 € [y 41, 42, ..., A,41 son escalares no negativos que suman
L,

n+1
f[; /lixi) = [ Ant1 Z 1_ .

—X + /ln—l—lxn—&—l}

< (I=pp f[z T onz + Aut 1 f (Xnt1)
n n+1
Ant1 Z 1_ xl +/ln+lf xn-i—l Z/lf xl
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Usaremos a menudo esta desigualdad, y, como sucede siempre, estamos interesados en ver
cuando se da la igualdad.

Corolario 2.2. Si f es estrictamente convexa y

f(z /L'xi) = Z Aif (xi),
i=1 i=1

siendo Ay, ..., A, > 0y sumando uno entonces
X =Xp =+ = Xp.

Demostracion. A menudo, examinando la prueba de una desigualdad se encuentran las razones
para ver cuando se da la igualdad. Vedmoslo en este caso. Si no fuera cierta la conclusion, el
conjunto

S:{j:xj;é méxxk}

1<k<n
seria un subconjunto propio de {1,2,...,n}. Veamos que esto nos lleva a una contradiccion.
Pongamos
4 4
A=A k=) Fx v =) TN
Jes Jes jés

La convexidad estricta de f implica que

f[i a] = f(Axt (1=2)y) < A7(x) + (1= DF().
i=1

Ademas, aplicando la convexidad de f separadamente a x e y, tenemos la desigualdad
A A N
Af(x) + (1-2)f(y) < ﬂz S+ (1=2) Z T ) = Zﬂjf(xj)
JES Jjes j=1
Por tanto,

f[z /L'xi] < Z Ajf(xj),
i=1 =1

que contradice nuestra hipétesis y concluye la prueba.
O

Consecuencia inmediata de esta desigualdad es una nueva demostracion de la desigualdad
de las medias aritmética y geométrica con pesos que vimos en el capitulo anterior en el teorema

[LI1

Teorema 2.3. Sea x1,...,xp,a1,...,ar > 0cona; +---+ ar = 1. Entonces
xS <ax a4+ arxg

con igualdad si y solo si x| = - -+ = xy.
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Demostracion. Dado que log x es estrictamente céncava en (0, o) tenemos

log (x‘f‘xgz : ~x2") = aylogx| + azlogxy + - -+ + ay log x;

<log(aix; + azxp + -+ + agxx),

con igualdad siy solo si x; = -+ = x;. Y, ya que log x (o la exponencial, como queramos) es
estrictamente creciente, tenemos el resultado enunciado.

O

Observemos que el caso @) = --- = @ = 1/k es simplemente la desigualdad de las medias

aritmética y geométrica.
Veamos como aplicar la desigualdad de Jensen en un problema de tipo geométrico.

J

Figura 2.1: Poligono inscrito en un circulo.

Ejemplo 2.4. Entre todos los poligonos convexos de n lados inscritos en un circulo dado, el
poligono regular da el drea mdxima.

El area del tridngulo sombreado de la figura, inscrito en el circulo unidad, es % sen 6, asi que
la del poligono es

1 n n
AZEkZ:IsenHk, donde O0< 6 <m, ];Hk:%r.

En el poligono regular, § = 27”, asi que el drea de dicho poligono es
1 2

A’ = —nsen =,

2 n

La funcién 7 € [0, 1] — sent es estrictamente céncava, luego por la desigualdad de Jensen,

SR =1
sen [Z 26'/() > Z p sen Oy,

k=1 k=1
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de donde

1 v 1 1 v 1 21
A= E};sen@( < Ensen[zzek) = jnsen—- =A’,

y se da la igualdad si y solo si 6y = 2n/n para todo 1 < k < n. Dado que A’ es el area del
poligono regular inscrito en el circulo, queda probado el resultado.

2.2. Desigualdades de Young y Holder

I 1
Teorema 2.5 (Desigualdad de Young). Si p,q > 1 satisfacen — + — = 1, entonces
P q

1 1
xy < —xP 4 =1
p q

para todo x,y > 0, con igualdad si y solo si xP = yP.
Es habitual referirse a ¢ como el indice conjugado de p.

Demostracion. = Podemos verlo como consecuencia directa de la convexidad de la expo-
nencial;
aa+Bb a b —
e < ae” + pe”, VYa,be R, a,>0, a+p=1.
Basta hacer

1
a=—, B=—, a=plogx, b=qlogy.
p q

= También podemos verlo como consecuencia de la version racional de la desigualdad de
Bernoulli que vimos en el teorema Si hacemos

u
u=xP, v=yl, 1+pt:;,
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Si elegimos

tenemos que para todo p > 1,

1 1 1 1
—+-=1 = w<—ul+- Yu,v>0.
P q p q

Figura 2.2: Demostracion visual de la desigualdad de Young.

Esta version de la desigualdad de Young conduce a una prueba simple de la desigualdad de
Holder.

Teorema 2.6 (Desigualdad de Holder). Sean xi,...,x,,y1,...,yn > 0y sean p,q > 1 satisfa-
ciendo que % + é = 1. Entonces

n n Upp 1/q
}}M%Zﬁ)[Zﬁ) (2.2)
i=1

i=1 i=1

con igualdad si y solo si (xll.’ ) e (yl.q) son proporcionales; es decir, si y solo si, para algunos
a, 3, ambos no nulos, tenemos axl'.) = By? paratodoi=1,...,n. Elcaso p = q = 2 se conoce
generalmente como desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Demostracion. Podemos asumir que

1/q

n 1/p n
u:(lep] # 0, v:(Zyiq) # 0,
i=1 i=1
en cuyo caso tenemos, por la desigualdad de Young, que

. . AP A9
EL&S%E)+%&) 2.3)

u v p\u q\v
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para cada i, con igualdad si y solo si (x;/u)?” = (y;/v)4. Sumando en i, obtenemos
1
- P q _
Xiyi < Z e Zy
i=1
de donde se deduce la desigualdad. Debemos tener en cuenta que la igualdad en (2.2)) implicaria

la igualdad en (2:3) para todo iy, por lo tanto, (x;/u)? = (yi/v)? para todo i; esto es, (x7) e
(»]) serfan proporcionales.

Si0 < p < 1 la desigualdad cambia de sentido.

Corolario 2.7. Sea x1,...,Xp,V1,-..,yn > 0, sea 0 < p < 1, y q satisfaciendo

Entonces
n n 1/p;, n 1/q
Dz (3] 2)

i=1 i=1 i=1
con igualdad si y solo si (x}) e (y!) son proporcionales.

Demostracion. Veamos que sigue realmente de nuestra version anterior. Pongamos

n n

2,30 =D )y

i=1 i=1
Ahora aplicamos la desigualdad de Holder usando el par de exponentes conjugados
P=->11y ¢g=-L=1-¢g>1,
p p

pues cumplen que

La desigualdad de Holder implica entonces que

ixfs(iw, l/p)(zy q/p)”/q

i=1 i=1
n
(S ()
i=1 i=1
y sacando raices p-ésimas y reordenando los términos tenemos la desigualdad.

O

Terminamos viendo una generalizacion de la desigualdad de Holder, la desigualdad con
pesos.

Teorema 2.8. Sean a1, a»,...,ay nimeros positivos tales que a1 + a2 + ...+ ay = 1. Sean
aj1,dajn,...,ajyN nimeros positivos para todo j = 1,2, ..., N. Entonces,
N N YN @2 N N
ai a2 PP aN . . PR .
Ajrdjp iy =| 2, 4l aj2 ajN
j:l j:] j:] j:l

Si los niimeros aj1,ajp, . ..,ajN no son proporcionales la desigualdad es estricta.
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Demostracion. Por simplificar la escritura, llamemos

N

N
S:Za],lajz---ai?’v, S,-:Zaj,,-, 1 <i<N.
J=1 J=1

Entonces, aplicando el teorema

N a],Z a aj,N anN

N a1a; a’2a'2 aNaiN

Z 2l ot —=a1+ar+ - +ay=1
=i So SN

IA






CAPITULO 3

Medias elementales

3.1. La escala de influencia de las medias elementales

Antes de continuar con nuevas desigualdades, introduzcamos las medias elementales. Las
cotas superiores en la desigualdad de Cauchy son un caso particular de estas.

Definicion 1. Dado un vector x = (x;) en R" con coordenadas positivas y un niimero real
p # 0, escribimos

La expresion S, (x) a veces se escribe como |[x||,. La expresién M, (x) se conoce como la
media simple de X de orden p. Estamos familiarizados con cada una de las expresiones anterio-
res para p > 0 pero investigaremos todo el rango de valores para p, incluido p = +co.

Definicion 2. Dados x € R" con coordenadas positivas y un conjunto de pesos positivos @ =
(a1, @2,...,ay) conay +az+ -+ a, = 1, definimos la media ponderada de x orden p como

n 1/p
My(x,a) = [Z aixf] . (3.1)
i=1

Escribiremos a veces simplemente M,. Para ciertos valores de p estas expresiones reciben
nombres particulares, asi, M| no es mds que la media aritmética, M, la cuadriticay M_ la
armoénica. Vamos a ver como interpretar Mo,, M_, y My. El objetivo es hacer que la funcién
p — M), sea una funcion continua en la recta real

Teorema 3.1 (La media geométrica como limite). Dados niimeros reales no negativos xj, i =
1,2,...,ny pesos no negativos aj, i = 1,2,...,n con masa total uno, es decir, a1 +az + -+ -+

an, = 1, se cumple que

n 1/p n

. P _ a@;

i [2 a] [T 62)

o lo que es igual,
@) @)

lim M, (x, @) = x{' x5 -+ x,".

p—0
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Demostracion. Primero escribimos

1 n
M,(x, @) = exp {; log [Z aixf]} :
i=1

A continuacion, aplicamos la regla de I’Hopital para deducir

log [i a/,-xf) Zn: a/,-xf log x;

i=1 i=1

Zaixf =

CVl (1'2

x| e xp"), (3.3)

de donde se concluye la prueba.

A la vista de este resultado, definimos

_ 1,22 7]
Mo(x, @) = x{"x5% - x,".

La férmula (3.2)) proporciona una representacion general de la media geométrica como un
limite de una suma, y vale la pena sefialar que para dos sumandos simplemente dice lo que afir-
ma el siguiente corolario, que da un modo de convertir informacién de una suma en informacion
sobre un producto.

Corolario 3.2. Cualesquiera que sean a'y b no negativosy 6 € [0, 1], se cumple que

lim (6a'/? + (1-6)6"/7)" = o’
p—00
Carl Ludwig Siegel (1896-1981) observé que la formula (3.2)) puede usarse para probar
una desigualdad que afina la de las medias aritmética y geométrica. Su prueba se basa en la
desigualdad de Cauchy y la caracterizacion como limite de las medias geométricas.

Teorema 3.3. Dados pesos no negativos a;, i = 1 ,n de masa total uno, es decir, a1 + - - - +
a, = 1, y dados niimeros reales no negativos x;, i 1 2,...,n, se cumple que
n 1/p
xcln R (Z a/,'xf) , Vp>0. 3.4)
i=

Demostracion. Como comentamos inicialmente, aplicando la desigualdad de Cauchy,

Zm Zal/z 2 [Z ) [Zw ]I/ZZM;;,,

l—

de donde deducimos que
M, < M, VYp > 0. (3.5)

Si iteramos el proceso, después de j pasos tenemos que cualquiera que sea p > 0,

Mp/z.f < Mp/zjfl <. < Mp/z < Mp.
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Aplicando (3.2)) tenemos

) @ @p

h’mM/zszO:x1 Xy Xy

Jj—oo p

asi que de (3.5)) deducimos que cualquiera que sea p > 0,

n 1/p
ay a2 Up __ _ p
XXy e x,t = Mo < M —[Zaixi] .
i=1

““““““““““““““““““““““ Mo = max{x,y}

My = 1[&)62 +,8y2
M| = ax +,8y

My = x%P

M_y =1/(a/x+B/y)
___________________________________________ M_ = min{x, y}

Figura 3.1: Curva de las medias

La relacién (3.5)) que probé Siegel y la figura[3.1]en la que aparece la grafica de la funcién
p e (axP + ByP )1/ P nos dan indicaciones sobre el comportamiento de la media general M),.
Quizas la fundamental sea la monotonia de la aplicacion p — M), que probamos en el siguiente
resultado.

Teorema 3.4 (Desigualdad de las medias de potencias ponderadas). Dados pesos positivos «;,
i =1,2,...,n, de masa total uno y dados x;, i = 1,2,...,n niimeros reales no negativos , la
aplicacion p — M, es creciente en R. Es decir, para todo —oco < s <t < oo, tenemos que

n 1/s n 1/¢
M(x, @) = [Z aixlfv] < [Z ozl-xﬁ] = M,(x,a). (3.6)
i=1

i=1
La igualdad se da en siysolosixy =xp =+ = xp.

Demostracion. Debemos darnos cuenta de la relacion de la desigualdad que queremos probar
con la desigualdad de Jensen aplicada a la funcién p — x” con p > 1, que dice

n p n
Tl < P
aixi| <) ax:.
i=1

i=1

Asf que si suponemos que 0 < s < 7 las sustituciones y} = x; y p = t/s > 1 nos dan

n t/s n
(Z a,-yf] < Z @y 3.7)
i=1 i=1



24 3. Medias elementales

Sacando raices probamos la desigualdad en este caso. Ademads, la convexidad estricta de p +— x”
si p > 1 nos da que si @; > 0 para todo i entonces se da la igualdad en (3.7)) si y solo si
X] =Xp =+ = Xp.

Queda por estudiar el resto de casos. A veces resulta un poco latoso hacer demostraciones
estudiando distintos casos de un problema, pero en este momento resulta inevitable proceder
asi. Como sugiere la figura[3.2] debemos considerar dos casos mas.

t
I11 I
Casol: O<s<t
S Casoll: s<t<0
I Casolll: s<O0O<t

Figura 3.2: Desigualdad de la media segtin los valores de t

Hemos tratado el caso I con la desigualdad de Jensen, y vamos a ver que indirectamente
también abarca el caso II. El caso III se descompone en dos, uno con s = 0 < ¢y el otro
s <t = 0 que son consecuencia de la desigualdad (3.4)).

Procedamos a continuacion a estudiar esos casos. En el caso II, con s < ¢ < 0 aplicamos lo
ya demostrado pues —s > —t > 0, asi que

n -1/t n —1/s
(Z a,-xi_’] < (Z ax; )
i=1

i=1

Luego
1/t

n 1/s n
Z a;x;’ < Z x|,
i=1

i=1

y haciendo x; = yl._1 tenemos probado el caso II.
Queda finalmente el caso III que es el mas facil. Usando (3.4) para xl._l, l<i<nyla
potencia —s > 0, tenemos que

n —1/s
()P ()P ()P < [ ai(x,-‘l)*} :
i=1
es decir,

n 1/s
[Z a,-fo < x’f‘x’z72 cxPn Ws <. (3.8)
i=1



La escala de influencia de las medias elementales 25

Como 7 > 0, una nueva aplicacién de la desigualdad (3.4)) concluye la prueba de este caso.
Para concluir la demostracion, nos queda ver qué sucede en la frontera de los casos contem-
plados en la firgura ??. Es decir, los casos 0 = s <ty s < t = 0. Pero estos quedan incluidos
en las desigualdades (3.4) y (3.8), asi que hemos acabado la demostracion.
O

3.1.1. Algunas medias especiales

Ya comentamos al principio que algunas de las medias merecen una atencion especial. Des-
puésde p =2, p =1y p = 0, los casos mds interesantes son p = —1 y los valores limites que
obtenemos haciendo p — o0y p — —c0.

Cuando p = —1, la media M_; se llama media armonica y viene dada por

1
@@ A

X1 X2 Xn

M_1 = M_1(X,a) =

Por el teorema [3.4{ sabemos que M_; nos da una cota inferior de la media geométrica, y, a
fortiori, tenemos una cota de la media aritmética. Tenemos la conocida como desigualdad de
las medias arménica y geométrica,

1

a; | ap ay,
X1 X2 Xn

ap @y
1%

<x X (3.9)

Como consecuencia tenemos la desigualdad entre las medias armoénica y aritmética,

- <aix; +axr + -+ apxg,. (3.10)

Es habitual a veces manejar las desigualdades anteriores (3.9) y (3.10) en la forma inversa,
dando lugar a cotas inferiores de los inversos de las sumas ponderadas, es decir,

1 a;  ar a;,
<—+—4+--+—
a1 Xy +axxo+ - tapxy, X1 X Xn
1 a;  ap ap
— 4 =4+ = 1 2 n

X1 X2 X

El ultimo de los casos de medias elementales que exige un manejo especial son los valores
extremos p = —co 'y p = oo siendo las definiciones las siguientes.

M_s (X, @) = minf{xj,..., x,} y Mo (X, @) = méx{xi,...,X,} (3.11)
l

Con esta interpretacion se tienen todas las propiedades que la figura [3.1] sugiere.
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Lema 3.5. Se cumple que
1. min{xy,...,x,} < My(X,@) < méx{xy,...x,}, es decir,
M_o (X, @) < Mp(x,a) < Mo (X, @), Vp e R.

La igualdad, en cualquiera de las desigualdades, ocurre siy solo si x; = -+ = x,.
2. Se verifican las relaciones de continuidad

Mo (x) = lim M,(x, @), M_o(x) = lim M,(x, ).

p—+oo p——00
Demostracion. 1. Si p > Oesclaro. Si p < 0, se deduce de considerar
1
M_,(x,a) = ————— (3.12)
p(x.0) Mpy(1/x,a)
donde 1/x = (1/x;).
2. Supongamos que x; = max{xp,..., x,}. Entonces

allc/pxk < My(x,a) < xt,

1/
y basta tener en cuenta que a,

La otra igualdad se prueba de igual forma, o también deducirla de la igualdad (3.12).

P"— 1 cuando p — +oo.

O

Resumimos pues algunas desigualdades a destacar en cuanto a las medias:

M_o(X,a) < M_j(x,@) < My(x,a) < Mi(x,a) < Ma(X,a) < Mo (X, @).

3.1.2. Desigualdad de Minkowski

Vistas las propiedades de las medias, es de interés la siguiente desigualdad.

Teorema 3.6. Sean x,y € R" con coordenadas positivas y @ € R" un peso tal que a1 + - - - a, =
1. Se cumple que:

1. My(x+y,a) <My(x,a)+M,(y,a)sil <p<co.
2. Mp(X+y,a’) > Mp(X,a) —i—Mp(y,a/) si—c0o<p<l1

Si p # 1 es finito, entonces la igualdad se da si y solo si X e’y son proporcionales.

Demostracion. La igualdad se da en ambos casos cuando p = 1, luego vamos a suponer que

p# 1l
Primero suponemos que 1 < p < oo. Sea p’ el conjugado de p, es decir, satisfaciendo

1/p+1/p’ =1.Entonces (p—1)p’ =py

n n

My(x+y,@)” = > ai(xi+ )" = > ai(xi+ ) (xi +yi) ™!
i=1

=1
ln ;

= Z aix;(xi +yi)P !+ Z ai(xi + )P
i=1

i=1
n 1/p n 1/p n ) 1/p’
< [(Zaixf) + (Z(Z,‘y?) ](Zai(xi +yi)(p—l)p) (3.13)
i=1 1 i=1
= [Mp(x, @) + My(y, @)] - Mp(x +y, )"

=
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Por lo tanto,
Mp(x+y.a) < My(x.a) + My(y. ).

La igualdad se da sélo si la igualdad ocurre en ambas aplicaciones de la desigualdad de
Holder en (3.13), esto es, solo si (x]) es proporcional a ((x; + y;)?) y a su vez es proporcional
a (yf7 ). Todo se traduce en que se da la igualdad si y solo si x es proporcional a y.

Para 0 < p < 1, la desigualdad de Holder cambia de sentido (corolario asi que practi-

camente de igual forma se prueba que
My(x+y,a)>M,(x,a)+ M,(y,a).

Si —o0 < p < 0 sigue por la misma razén ya que en este caso, el exponente conjugado p’
verifica que 0 < p’ < 1y la desigualdad de Holder va en sentido contrario de nuevo.

Los tres casos restantes son relativamente faciles de manejar. Veamos el caso p = 0, pero
usando una notacion diferente:

(04

Mo(x,@) + Mo(y.a)  x{"-x" )7 "

Mo(x +y, @) (x1 1)@ (X + yu)®
(3] oy ag ap
() ) ) )
X1 +y1 Xn + Yn X1 +y1 Xn + Yn
X1 Xn i Yn
<a +-ta +a 4+t ap——=1.
T "xn oy x40 " X0+ Yn

La igualdad s6lo puede ocurrir si cada una de las sucesiones (x;/ (x; +y;)) e (vi/(x; +y;)) son
constantes, de la que se deduce rdpidamente que x e y deben ser proporcionales.

La desigualdad de Minkowski también es cierta en los casos p = +o0, pero para la igualdad
la situacion es distinta. Por ejemplo,

Mo(x+Yy) = max{x; +y1,..., X0 + Y} £ Moo(X) + Moo (y).

La igualdad se da si x e y alcanzan su maximo valor en la misma coordenada, es decir, si y solo
si, para cierto k, tenemos x;y = Moo (X) € yx = Moo (y).
O

3.1.3. El paso a series infinitas

Seria natural preguntarse si nuestro trabajo sobre sumas finitas y sus respectivas medias elemen-
tales se extienden a sumas infinitas. En su mayor parte, todo lo que hemos hecho se satisface
andlogamente en el caso de la series infinitas. Sin embargo, las pruebas aumentan de dificultad
ya que muchas veces no sera suficiente simplemente pasar al limite.

Por ahora, nos conformaremos con exponer algunas de estas extensiones, de las que daremos
su demostracién. Como veremos posteriormente, serd mejor generalizar estos resultados a través
de integrales.

Dada una sucesién de pesos positivos @ = (@;) que satisface },° , @; = 1y un nimero
positivo 0 < p < oo, definimos

) 1/p
My(x,a) = [Z a/,-xf}
i=1
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para x = (x;) con x; > O para todo i. Renunciaremos al caso p < 0, pero consideraremos
también los casos
(o) (o 9]
;
My(x,a) = l—[ X = exp{ a;log xi}
' i=1

i=1
Mo (X, @) = sup{x;}.

i>1

Se tienen las siguientes propiedades.

Teorema 3.7. 1. Si Mj es finito para algiin 0 < s < oo entonces M, es finito para todo
0<r<s,ysecumple que M, < M con igualdad si y solo si X es constante. Ademds, en
este caso My es finitoy My = lim M,.
r—0t

2. Se verifica la desigualdad de las medias aritmética y geométrica, es decir, My < My, y la
igualdad se da si y solo si X es constante.

3. Si X es una sucesion acotada entonces M., = lim M,.
r—-+too
Demostracion. 1. Es consecuencia del teorema[3.4]

2. De la desigualdad log x < x — 1 deducimos que

log x; —log M| = log;;—il < A)/Cl_il_ 1,

asi que
n n
X
;ai (log x; — log M) < ;ai(ﬁll—l), (3.14)
0, lo que es igual, log My —logM; < 1 -1 = 0. La igualdad implicaria la igualdad en

(3.14), lo que significa que x; = M, para todo i.

3. Sea A = sup,{x;} < co. Dado € > 0 sea j tal que x; > A — &. Entonces, dado que

deducimos que

de donde concluimos el resultado.

3.1.4. El paso a integrales

En lo que sigue, consideraremos funciones no negativas y finitas en casi todo punto definidas
en un intervalo (o conjunto medible), f : I — IR. Supondremos que son integrables (en sentido
Riemann o Lebesgue). En situaciones donde el intervalo en particular no tiene relacion con
el razonamiento que estemos haciendo o, mds cominmente, que sea el mismo para todas las
integrales, podemos suprimirlo y simplemente escribir f f.

Comenzamos recordando un par de desigualdades muy conocidas.
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Teorema 3.8 (Desigualdad de Holder). Sean f,g : I — R funciones integrables no negativas
y sean A,y > 0 con A+ u = 1. Entonces f*g" es integrable y satisface

Jres( [

la igualdad solo ocurre si, para algunas constantes A y B, ambas no nulas, tenemos Af = Bg.

Demostracion. La demostracion sigue unos pasos ya conocidos. Podemos suponer que u =
f f#0yv= f g # 0, en cuyo caso aplicando la desigualdad de Young, tenemos

W )*(gm featd, o

v

con igualdad si y solo si f/u = g/v. Ahora integrando en ambos lados, tenemos que

1 A i
uavyffﬂgﬂﬁﬁff—i‘;f =1,

de donde concluimos la demostracion.

Corolario 3.9. Dado 1 < p < ooy q su conjugado, es deci
integrables, entonces fg es integrable y satisface

Pes{ o)

La igualdad se da solo si A fP = Bg? para algunas constantes A y B, no nulas ambas.

S

Corolario 3.10. Si0 < p <1y0 < [ g7 < o entonces

Jree(fr) ()

Demostracion. Sea h = fg. Podemos suponer que

foer= [

multiplicando g y & por constantes. Asi que debemos probar que

e

Y para ello basta aplicar la desigualdad de Holder, teniendo en cuenta que gP/ (1-p) = g4,

[orgslforif ([ )=
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Vemos a continuacioén la desigualdad de Minkowski.

Teorema 3.11 (Desigualdad de Minkowski). Dado 1 < p < co. Si |f|P y |g|P son integrables,
entonces también lo es |f + g|P y

( | |f+g|f’)1/ps( | Ifl”)l/p+( | |g|f’)1/p. (3.15)

Si p = 1, laigualdad se da solo si fg > 0. Si p > 1, la igualdad se da solo si fg >0y Af = Bg
para ciertas constantes no negativas A 'y B, no nulas simultdaneamente.

Demostracion. Si p = 1, entonces

f|f+g|sf<|f|+|g|) =f|f|+f|g| (3.16)

por lo tanto |f + g| es integrable. La igualdad en (3.16) fuerza a que |f + gl = |f] + Igl y
entonces debemos tener fg > 0, es decir, f(x) y g(x) deben tener el mismo signo para todo x.
Si p > 1, notaremos en primer lugar que

If + &7 < (11 + 1g)” < (2méx {If1, 1g})” = 27 max {|f1", |gl"} < 27 (IfI" +IgI),

por lo tanto, |f + g|” es integrable. Sea ahora ¢ = p/(p —1) y apliquemos la desigualdad de
Holder:

f|f+g|”=f|f+gl-|f+glp‘l
< f F1f gl f lgl-1f + ¢! (3.17)

o) s( e Y

y tenemos probada la desigualdad. Nétese que la igualdad en (3.13) fuerza a la igualdad tanto en
(3.17) como en (3.18). Entonces tenemos fg > 0y las siguientes relaciones de proporcionalidad

AlfIP ~ Blgl’ ~ C|f + gI”

Esto fuerza A’ f = B’g para algunas constantes no negativas A’ y B’, no nulas ambas.
O

A continuacién, muy brevemente, consideremos medias integrales. Dada una funcién peso
positiva e integrable a(x), definimos

My(s.0) = [ 77t dx)l/p

para0 < p < ooy f > 0 medible. También definimos

M(7.0) = exp [[atotog f(x)dx).  Mols) = sup ().
xe
Podriamos entonces desarrollar la teorfa de las medias M, (f, @) de forma completamente
andloga a nuestros casos previos. Nos reducimos simolemente a las siguientes propiedades, que
enunciamos en el teorema que sigue.
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Teorema 3.12. Si M(f, @) < oo para algiin 0 < s < oo, entonces M,(f,a) < oo para todo
O0<r<sy M. (f a)<Mf,a), conigualdad siy sdlo si f es constante.

Demostracion. Como antes, la demostracion se deduce de la desigualdad de Holder, aplicado a

(o) =S e )
T
(f74

Este resultado deberia compararse con las normas en los espacios L,

T ( fl ok dz)%

Estas normas no se pueden comparar si el intervalo 7 tiene longitud infinita. Si I = [a,b] yr < s
satisfacen

1A < (b=a) /=079 £,

como se deduce tomando simplemente @ = 1 en nuestros célculos anteriores.

3.2. Equivalencia entre desigualdades

Hemos visto hasta ahora tres desigualdades que queremos destacar.

(W-AM-GM) Desigualdad de las medias arimética y geométrica ponderadas. La vimos en
los teoremas[I.11]y 2.3

Sean Pl’pz’ ..., pn > 0 tales que Zl (pi = 1. Siay,ay,...,a, son nimeros reales no
negativos, entonces se cumple que

alflagz " < pray + paay + - -+ + puan.

(H) Desigualdad de Holder. La vimos en el teorema [2.6]

Sean x1,...,X,,V1,.-.,¥n > 0y sean p,q > 1 satisfaciendo que 1—1’ + %1 = 1. Entonces

n n Up/p 1/q
ol
i=1

i=1 i=1

con igualdad si y solo si (xﬁ7 )e (yl.q) son proporcionales; es decir, si y solo si, para algunos
a, 3, ambos no nulos, tenemos axf = Byl‘.’ paratodoi = 1,...,n. Elcaso p = g = 2 se
conoce generalmente como desigualdad de Cauchy-Schwarz.
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(W-PM) Desigualdad de las medias de potencias ponderadas. La vimos en el teorema[3.4]

Dados pesos positivos a;, i = 1,2,...,n, de masa total uno y dados x;,i = 1,2,...,n
niimeros reales no negativos , la aplicacién p — M), es creciente en IR. Es decir, para todo
—00 < § <t < 00, tenemos que

n 1/s n 1/t
M(x, @) = {Z a/ixf] < [Z a/ixﬁ] = M;(x, ).
i=1 1

La igualdad se da en siysolosix; =x; =+ = x,.
Vamos a probar a continuacion la equivalencia de las tres.

Teorema 3.13. La desigualdad de Holder es equivalente a la desigualdad de las medias aritméti-
cay geométrica ponderadas.

1
ey; = p/. Entonces, la desigualdad de

=

Demostracion. (H) = (W-AM-GM) Sea x; = (p;a;)
Holder implica que

n 1 n

>, ((piai)ll]p,-‘_’) < [g PiaiJ% (Z pi)é :

i=1 i=1
ycomo pygqgsuman ly p; +---+ p, = 1, tenemos entonces

n n 1 p
Zpiai > [Z pia,-p] - (3.19)
i=1 i=1

Usando recurrentemente (3.19),
pm

n n 1\ n L v n 1
Sl eS| =S+ o
i=1 i=1 i=1 i=1

La regla de L‘Hopital nos permite afirmar que (véase (3.3)) en la pagina [22))

n
Z Piaf "
=l = Z piloga,

i=1

Iim
x—0t X

por lo que

1
n X n
lim [Z piaf) = 1—[ a’.
x—01 | 4 . !
i=1 i=1

Luego tomando limite cuando m — oo en (3.20),

n

n

. Pi

E piai = | |a,~
i=1

i=1

y terminamos la implicacidn.
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(W-AM-GM) = (H) Solo necesitamos un caso particular de la desigualdad de las medias
aritmética y geométrica ponderadas, en concreto
piai + pray > a¥'al?

para probar esta implicacion. En efecto, tenemos que si p y ¢ son conjugados, tomando en esta
desigualdad

podemos afirmar que

Sumando en i,

n n n n % n ‘ll
N IEDIECT (Z yj) { xj.’} : (321
i=1 j=1 i=1 k=1 k=1
de donde se deduce la desigualdad de Holder.
O

Teorema 3.14. La desigualdad de Holder es equivalente a la desigualdad de las medias de
potencias ponderadas.

Demostracion. (H) = (W-PM) Por el teorema anterior y la desigualdad de Holder, podemos
escribir dados @; > Ocona) +---+a, =0,y; >0y p>1,,

n n 1 p
Z a;y; 2 [Z aiyip] .
i=1 i=1

Sir < sseap=s/ryx] =y;enladesigualdad anterior. Obtenemos entonces

S
n n r
Z a;x; > Z @;x!
i=1 i=1
que podemos escribir como

1 1
n r n s
[Z ozl-xir) < (Z ozixf] ,
i=1 i=1

y queda probada la implicacién.
(W-PM) = (H) Veamos ahora la implicacién en sentido contrario. Sabemos que

n n | 2 n | 3 n | m
Zaixiz Za/ixl? > Zaixf > > Zaixlf" >
i=1 i=1 i=1 i=1
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y la regla de L’Hopital nos sirve para demostrar que

n | X n
XETOO Z x| = Z ailoga;,
i=1

i=1

lo que nos conduce tomando limites en las desigualdades anteriores a que se cumple

(obsérvese que hemos probado que la desigualdad de las medias de potencias ponderadas im-
plica la desigualdad entre las medias aritmética y geométrica ponderadas), y de modo comple-
tamente andlogo a como hicimos en el teorema anterior llegamos a (3.21)) lo que concluye la
demostracion.

m]

Teorema 3.15. La desigualdad de las medias aritmética y geométrica ponderadas es equiva-
lente a la desigualdad de las medias de potencias ponderadas.

Demostracion. (W-AM-GM) = (W-PM) Para probar esta implicacién usamos un caso parti-
cular de la desigualdad de las medias aritmética y geométrica ponderadas, en concreto,

alflagz < pray + pras. (3.22)

Seans <t,a;+--+a, =1yx = (x1,...,x,) € R" con coordenadas positivas. Llamemos
Un(x)) = a1x| + -+ + a,x},. Y pongamos

Ckafc S 1 S
= » a2 =Q, p1=, p2=1-—+
Uyn(x) t t

en (3.22)). Obtenemos entonces

de donde concluimos lo buscado,

1 1
n K n t
[Z a/ka] < [Z akxz] )
k=1 k=1

(W-PM) = (W-AM-GM) Ya lo vimos en el teorema anterior.



CAPITULO 4

Desigualdad de Carleman

La desigualdad de Carleman, publicada en 1923 como parte de una demostraciéon de un
resultado de Denjoy sobre funciones casi analiticas, es el siguiente resultado.

Teorema 4.1 (Desigualdad de Carleman). Dada una sucesion (a,) de niimeros reales positivos,

se cumple que
[S¢] (S}
Z (araz---ap)'* < eZak.

De hecho, Carleman ([2]]) demostré que si la serie de términos positivos ;7 | a; es con-
vergente, también converge la serie de las medias geométricas y la desigualdad es estricta, y la
constante que aparece en la desigualdad no puede mejorarse, sea la serie 3. | a; convergente
0 no.

Vamos a ver varias demostraciones de este resultado, siguiendo el trabajo de Duncan y
McGregor ([4]) y en algunas, la desigualdad elemental

(1+1) <e 4.1
n

jugaré un papel fundamental.

4.1. La demostracion de Carleman

Usa un método habitual en problemas similares que tratan de transformaciones de series
convergentes. Considera el problema para series finitas y usa los multiplicadores de Lagran-
ge. Dada la sucesion (a,) de nimeros positivos, sea (y,) la sucesién de medias geométricas.
Entonces, determina el maximo 4, de y; + --- + v, bajo la condicién a; +--- +a, = 1. La
homogeneidad entonces implica que

ity too e < Ap(ar tax+-+ay)

y la demostracion se reduce a estudiar la acotacion de la sucesion 4,. En este caso, necesitamos
probar que 4, < e para todo n. De hecho, Carleman prob¢ la desigualdad estricta.
Sea pues

F=a+ (qa)"*+ -+ (aqaz---a)""" - Aay +ar + -+ a,-1).
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Debemos resolver la ecuaciéon VF = 0. El sistema es

1 1
O=14+—y24+-+—y,—-4
2a1 naj

1 1
0=5—y2+-+—yu-1
2an nap

1
nay,

0=-(ai+ar+--+a,—1)

Multiplicando la j-ésima ecuacion por a, con 1 < j < n tenemos que el sistema es

1 1
ai+zy2+-+ -yn = Aday

2 n

1 |
572-1—----1-—%1:/1612

n

1
—Yn = Aay

n

agt+a+---+a, =1
y sumando en j de 1 a n, tenemos
Yi+y2t+-Fypm=Aa+a+---+a,) =4,
asique 4 = A,,.

Restando cada dos ecuaciones consecutivas podemos escribir el sistema de forma equiva-

lente asi:
1 1
¥1 = (a) —az), 372 = n(az —az), ... Yn = Anap.

Si ahora definimos

el sistema se convierte en
Awrar = vk, 1<k<n-1, Ayna, =y,

Sik=1,2,...,n—2 tenemos

k+1 k
whtl :( Yi+1 )+ _ iwk( ak ) _ iwk(l—ﬂ)_k
k+1 AnQii1 An k ag+1 An k k .

Definimos por induccién una sucesién de funciones reales (2, (1) por

1

iQk(/l)k (1 _ Qk(/l)

k

—k
1
() =7 QD = ) . k=1,23,...
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Es claro que O (A,) = wysik = 1,2,...,n— 1. Ademis,

1 _ OQ-1(A4 ~(n=1)
Qn(/ln)n — /l_nQn_] (ﬂn)n 1 (1 - %)
— iwn—l (1 _ Wn-1 )—(n—l) _ i Yn—-1 n ap —(n—l)
An n-l n—1 Ap \ Anan-1 an-1
/S N .
T Mat T Ma

por lo que (),,(1,) = n. Demostremos por induccién que

Qk(/l) <

, k=1,2,3,...
k+1
para A > e. Dado que Q),(1,) = n, tendriamos entonces que A, < e que es lo que queremos
demostrar.

Es evidente que )1 (1) < 1/2 si A > e. Supongamos que tenemos la desigualdad para ().
Entonces,

k k
1| rr1 1 1 (k+ 1)\
(D < o] —2ET 1 | = - <=
et (4) Rl 15 ¢ \k+2
k(k+1)
Asi que
k41
Oyes1 (2
k+1()<k+2

y la demostracion queda terminada.
Como comentamos al inicio, Carleson prueba en su articulo también que si la serie de térmi-
nos positivos 3. | a, es convergente, la desigualdad es estricta. Pues si se diera la igualdad, las

cantidades
( ap+1 )
w, =nll-

Qn

deben en ese caso satisfacer la relacion

n—1
o 1 Wn-1
Wn = el1— Wn—1
n—1
de donde se concluye al igual que antes que
.
w
" n+1
o lo que es lo mismo
an+1 n
>
ay n—+1
asi que
a 1-2---n 1
n+1 >

ai 1-2---n-(n—|—1):n+l
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y la serie },° | a, no seria convergente.

La constante e no se puede mejorar pues si tomamos a; = z sik<nya, =0s1>n

entonces
n
3 1 1
k=1 W Vn! n
Ii = lim = lim =e.
n—oo n 1 n—oo l n—oo "n|
7 n
k=1 k
4.2. La demostracion de Knopp
Quizas sea la mds corta. Considera la mitad de una media ponderada de ay,as,...,a,. En

concreto,
_a +2ay + - -+ + na,

n(n+1)

Cn

1
Decimos la mitad de una media ponderada pues 1 +2+---+n = En(n + 1). Ademids, la serie

1 ) . . . L
Z ﬁ tiene la particularidad de ser una serie telescopica,
n(n

n>1

1 1 1

nn+1) n n+1
lo que permite calcular su suma y ademas,
N N

S o=

n=1

ay +2ay + -+ +nay
n(n+1)

1

S

Il
M=

1 1
2 -
(a1 + 2a; + +nan)(n n+1)

3
I
_

n n+1

I
M=

(a1+2a2+---+nan a1+2a2+---+nan)

3
Il
_

Si llamamos

ay +2ay + -+ +nay
n b

b, =
tendriamos que
ar+2a+---+na,+ (n+1)ans1 a1 +2ar+ -+ nay,

b p— p— ’
n+1 P a1 + an+1

asi que volvemos arriba y tenemos que

N N N N
Z Cn = Z (bn - (anrl _anJrl)) = Z(bn _bn+l) + ZanJrl
n=1 n=1 n=1

n=1

N N+1 N+1
:bl—bN+1+Zan = Z ap—byy1 = Zan_(N+2)CN+1
n=2 n=1

n=1
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Ahora bien,

aj+2a+--+ (N+1ayy1  ay +2ay+---+ Nay
N 2 = =
(N +2)ens N+l N+l T ANt

= Ncy +an+,

por lo que en definitiva,

N N N
Z CN = Z a, — Ncy < Z a. 4.2)
n=1 n=1 n=1

Aplicamos la desigualdad entre las medias aritmética y geométrica a los nimeros

ap 2ay na,
n+1"n+1 n+1’
y deducimos que
aj 2ay na,
(n!)!/n naar-a\"" a1 a1 T akd
— V= < = Cy.
n+1 (n+1)" n

Por la desigualdad [4.1]sabemos que (n 4+ 1)" < en”, y de aqui
(n+1)" <e"n!, VYneN.
En efecto, la desigualdad es cierta para n = 1 y admitida para n,
1 n+1
(n+2)! = (1 + m) (n+ )" <en"nl(n+1) = " (n+ 1)1,

Volviendo a nuestra demostracion,

Yn . (n!)l/n

e n—l—lyn

<cy

luego v, < ec, y concluimos la prueba por 4.2

4.3. La demostracion de Polya

Pélya publicé su prueba en 1925[] pero en 1949 publicé el trabajo [9]] en el que explica como
encontrd su demostracion.
En principio puede pensarse demostrar esta implicacion:

(0]

Zan<oo = Z(a1a2~--an)]/”<oo. 4.3)

Si aplicamos la desigualdad entre las medias aritmética y geométrica tenemos que

n n

n k n
Z(alaz“-ak)l/ks,;%j_zlaf:Z“f,;,é’

k=1 =1

1G. Pélya. Proof of an inequality. Proc. London Math. Soc. (2) 24 (1925), 55.
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y vemos que esto no funciona pues la serie armonica diverge.
Ahora bien, dada la sucesion (an) de numeros reales positivos, la desigualdad entre las
medias aritmética y geométrica si nos dice que

N l/l’l _ - alClach ancn)l/n < > aicq +a2C2+"'+ancn
Z ala2 _ Z CICZ )l/n - Z n(chZ"'c )l/l’l
n=1 n=1 n=1 n
(o] o0 1
- Z Z jlcics - _)1/]" 4.4)

De aqui deducimos que nuestra conjetura (4.3) es cierta si encontramos unos coeficientes ci de
modo que las sumas

1
Sk = Ck - -, k=1,2,--- 4.5)
=k ](CICZ"'CJ)I/J

estén acotadas.
Para la bisqueda de esos coeficientes, y pensando que debemos estimar la suma sy, recor-
damos que las series telescopicas tienen esta propiedad:

iml 1)_1
Zi\bj bjn by’

y la eleccién mas simple estd dada por

o1 §x1 1) 1
Y———=>--—]=1+ (4.6)
j:k](]+1) =\J j+1 k

Si comparamos (@4.5) y (.6) vemos que podemos expresar s de una forma mas simple si defi-
nimos los coeficientes ¢ por

(crea--cp)i=j4+1, j=1,2,... 4.7
pues nos da esta expresion para sy,
— 1 — 1 Ck
Sk =¢c , = —,
¢ k;b@thﬂ“f kZ:O+U k

y lo que necesitamos ahora es estimar ck.
Si aplicamos dos veces (4.7) tenemos que

cier--cjor = j7N cieaey = (j+ 1)
asi que dividiendo, tenemos la expresion explicita
i+ 1) (1Y
F J

De esta expresion y nuestra cota inicial (4.4) deducimos

S 00 k
1
D (aarag) <y (1 + —) a. (4.8)
k
k=1 k=1
con lo que de nuevo por (4.1)) queda demostrada la desigualdad de Carleman. Podemos incluso
decir que (4.8) es un poco més fuerte que la desigualdad de Carleman, pues es estricta salvo si
todos los a, son nulos.
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4.4. La demostracion de Redheffer

La prueba de Redheffer [10] parece como “un conejo sacado de la chistera” y muestra el
poder de introducir pardmetros en la resolucion de un problema. Cualesquiera que sean a; > 0
y by > 0 se cumple

(b1 = 1)y1 +2(ba = 1)ya + -+ + n(by — 1)yn + ny, < aghy + azhs + -+ - + a,b’.

Para probar la desigualdad nos fijamos primero en b,. ;Qué eleccion de b, hace que esta
desigualdad sea mas dificil de satisfacer? Pues el valor de x que maximiza

¢(x) = nypx—ayx", x>0.

Como ¢’ (x) = ny, — na,x"~!, el maximo buscado es x"! = vn/ay. Y para ese valor de x,

1
n

¢(x) = x(ny, —apx™ ) = x(n-1)y, = (n-1) ()i)h = (n=1)yy1.

an
Asi que la desigualdad inicial se cumple para todo b,, > 0 supuesto que se cumple cuando
nynbp — aybly = (n—1)y,-1.
Si hacemos esta sustitucion en la desigualdad inicial, esta se convierte en
1= +2(ba=)y2+ -+ (n=1)(bpt = D) yn-1 + (= 1)y

< agby + @bl + - + a5

Y vemos que es la desigualdad inicial donde n ha sido reemplazada por n — 1. Redheffer llama
a estas desigualdades recurrentes. Reducimos cada vez el nimero de pardmetros en uno y re-
sulta que la desigualdad es cierta para n supuesto que lo es para n = 1. Pero en este caso, la
desigualdad es simplemente a1b; < a;b;. Luego queda probada la desigualdad de Redheffer.
Debe observarse que no se ha hecho uso de la desigualdad de las medias aritmética y
geométrica. En realidad, si by = 1 para todo k, la desigualdad de Redhefter es la de las medias.

Si elegimos by = 1 + A tenemos que

1\ 1"
71+72+-~-+7n+nyn£(1+11)a1+(1+§) az+'--+(l+ﬁ) ap.

Esta desigualdad se ha probado cuando cada a; > 0, pero por continuidad se tiene cuando
cada ax > 0. Asi que

vitrt oot m<vityatoo vty <ela+axt+-+an)

y queda probada la desigualdad.






CAPITULO 5

Desigualdad de Hilbert

A comienzos del siglo XX, Hilbert prob6 la siguiente desigualdad. Dadas dos sucesiones
(an) y (by) de nimeros reales, se cumple que

1 1
00 o ambn %) ) 2[ 2]2
2 bl .

Pocos anos después de la prueba de Hilbert, Issai Schur demostré que la desigualdad es cierta
sustituyendo 2z por . De hecho, 7 es la mejor constante.

Comenzamos con una seccion inicial en la que vemos una ecuacion funcional de la funcion
I' que usaremos en la demostracion.

M1

5.1. Una ecuacion funcional de la funcion I'

La funcién gamma se define como

r(z):fowxz—le—xczx (R(2) > 0). 5.1)

Si z es real, la integral converge en infinito porque e~ tiende a cero mds ridpidamente que
el crecimiento de cualquier potencia x*~!. La convergencia es uniforme en z < b porque en ese
caso, X1 < xP1 para x > 1. La integral converge en cero si z > 0, uniformemente si z > «,
para cualquier a > 0, porque si z > a entonces x> | < x*~'six < 1.

Si z es complejo, como |x71| = xR ge sigue que la integral converge absolutamente
si R(z) > 0, y uniformemente en a < R(z) < b, para cualesquiera 0 < a < b. En particular,
si R(z) > 0, la integral converge uniformemente en un entorno de z, podemos derivar bajo el
signo integral para obtener

F’(z):f Xl log xdx.
0

Esto demuestra que I'(z) es analitica si R(z) > 0.
Integrando por partes tenemos que

[(z+1) =2zl(2), (R(z) >0), (5.2)

y, en particular, ya que I'(1) = 1, tenemos que I'(n + 1) = n!.
Si escribimos (5.2) como

I = T(zz—l)’
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podemos usar esta expresion para definir una prolongacién analitica de T'(z) al dominio D; =
{R(z) > —=1}\ {0}, luego a Dy = {R(z) > =2} \ {0, -1}, y asi sucesivamente a D, = {R(z) >
-n}\{0,-1,..., 1 —n}. Esto nos permite afirmar que la funcién I'(z) definida por la ecuacién
tiene una prolongacién analitica al dominio C \ {0, —1,-2,...} y verifica para todo z
de ese dominio.

Para manejar ciertas propiedades de la funcién gamma es qtil introducir la funcion beta,
definida como

B(r,s):folxr-lu-x)s—ldx (R(r), R(s) > 0). (5.3)

Como en (5.1), esta integral converge absoluta y uniformemente en un entorno de cualquier
punto (r, s) tal que R(r), R(s) > 0y define una funcién analitica en cada variable. Haciendo
el cambio y = 1 — x en (5.3) tenemos que B(r, s) = B(s, ).

Veamos la relacion entre estas funciones.

[(r)I(s) = (j; xr_le_xdx) (f(; ys_le_ydy) :f(; ﬁ 7y e () dx ay.

Si hacemos el cambio de variables

{x = uy a(x,y)

\% u

= _— =
1-v —u

y=u(l-v) o(u,v)

u=x-+y
= —Uu, X

V:
xX+y

tenemos que 0 < u < ooy 0 < v < 1. La integral es entonces
1 00
L'(rI(s) = f f ()" (u(1=v))" e ududy
0 Jo

1
= f u TSl duf V1 =v)Stdy = T(r + 5)B(r, ). (5.4)
0 0
A partir de esta relacion, escribiéndola como
I'(r)I(s)
L(r+s)

es posible prolongar analiticamente la funcién beta a todo r, s ¢ {0,—1,-2,...}, pero no nos
har4 falta para lo que necesitamos en nuestro caso. Usaremos la funcion beta en el dominio

B(r.s) =

definido en (5.3]).
Si en la definicion de la funcidon beta hacemos el cambio
1
X = “ , 1l—-x= , dxzi,
u+1 u-+1 (u+1)2

tenemos entonces que

B(r,s) = fow(uLdu (R(r), R(s) > 0).

+ 1)r—|—s

La ventaja de esta expresion es que podemos calcular esta integral en el casode ser r + s = 1
usando el teorema de los residuos. Para ello, consideremos la integral

_A\r—1
95( Jiys
C z+1
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donde usamos la rama principal (-z) ! = e(r=D)Log(~z) y el contorno de la figura siguiente.

Figura 5.1: Integral de contorno para calcular B(r, s) conr + s = 1.

Como Log 7 tiene el corte de rama en el eje real negativo, (—z)"~! lo tiene en el eje real
positivo. En la parte superior del corte, Arg(—z) = —ny (=z)"~! = "™~ x"~1_En la parte
inferior es Arg(—z) = 71y (—z)"! = €™~ x™1 cuando R — oo y & — 0 la contribucién a la
integral de contorno de los lados correspondientes al corte son, por tanto,

0o L r—1
—in(r-1) _ in(r-1) X — _9; _ —
(e e )fo ¥l dx 2isen (n(r—1))B(r,1-r).

La integral en el circulo grande, |z| = R tiende a cero si R — oo porque

r—1

Z
z+1

-1
N RRP _ gl
R

r

siendo p = R(r) = 1 —R(s) < 1. Andlogamente, la integral en el circulo pequefio, |z| = &
tiende a cero si &€ — 0 porque

r—1
Z -1
& ~eel = &°, > 0.

z+1 P

Por tanto,
9§ (-9 dz = 2isen (n(r—1)) B(r,1-r).
c 2+ 1

Dado que la funcién (-z)"~!/(z + 1) tiene un polo simple en z = —1 con residuo 1"~! = 1, el

teorema de los residuos nos da
=2isen (n(r—1)) = 2ni,

o bien
sen (n(1—r))

B(r,1-r)=1.
= (- 1)
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Usando (5.4), que T'(1) = 1y que sen(r — x) = sen x, podemos escribir la relacién anterior

como -
I['(z)T(1-2) = pye— (5.5)

Hemos deducido esta expresion, que usaremos en la siguiente seccion, suponiendo que 0 <
R(z) < 1. Dado que se trata de una igualdad entre funciones analiticas, se sigue que es cierta
en sus dominios de definicidn, es decir en todo nimero complejo z que no sea entero.

5.2. Demostracion de la desigualdad de Hilbert

A pesar de la similitud en cierto sentido entre la desigualdad de Hilbert y la de Cauchy, la
prueba original de Hilbert no hace uso de la desigualdad de Cauchy. Hilbert hizo una demostra-
cién completamente distinta en la que evaluaba ciertas integrales trigonométricas.

A pesar de ello, puede darse una demostracion que no es complicada basada en la desigual-
dad de Cauchy, véase [11], pagina 155.

Si S es un conjunto numerable y (a;), (B5) son dos colecciones de nimeros reales con
s € S, la desigualdad de Cauchy nos dice que

S
SES s€S seS

Ahora debemos elegir convenientemente S, @, y B para obtener lo que buscamos.
Un primer intento podria ser considerar S = {(m,n) :m>1, n> 1}y

am by

N Bs = s = (m,n).

g —

\/m+n’

Es claro que el producto af8; es el lado izquierdo de la desigualdad de Hilbert, pero al aplicar
la desigualdad de Cauchy nos encontramos con un problema. Esta nos dice que

SRR RS RS N AR SR N

y los dos términos de la derecha son infinito, pues el primer factor diverge como una serie
armonica cuando sumamos en n y el segundo cuando sumamos en m. Asi que la desigualdad
que obtenemos carece de valor. Sin embargo, examinando con mds detalle lo hecho veremos
como elegir mejor ag y by.

La divergencia de las series anteriores se deben a razones distintas; la de término general

NS

am

Vvm +n

diverge porque es grande como funcidn de n mientras que

Cys:
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diverge porque es grande como funcién de m. La idea es entonces multiplicar a; por una funcién
decreciente de n y B por una funcion decreciente de m. Y queremos mantener la propiedad de

Ser
ambp

(04 = —
B =

Por ello, elegimos una familia paramétrica de candidatos, de la forma

am m\A b, n\4
S )

con s = (m,n) y A > 0 una constante por determinar.
Si le aplicamos la desigualdad de Cauchy a estos a; y B tenemos que

2
0o 00 ambn [ I a%i m 2q 0. ™ b n 21
< — -
m=1n=1 m=1n=1
y mirando el primer factor de la derecha vemos que
a 1
S - Sl
m:1n:lm+n n m-+n\n

Dada la simetria de los sumandos, terminamos la demostracion si para alguna eleccién de A
existe una constante B, finita de modo que

o 1 m24
> (—) <B, Vm>l1.
n:1m+n n

Necesitamos por tanto estimar esta suma. Para ello, recordemos que dada una funcién no nega-
tiva decreciente f : [0, +oo) — IR se cumpl,e

Y s [ s

n=1

Si tomamos o
m-'x
flx) = :
m-+ x
tenemos que
S O | 2 © ]
> (2) Sf .’%dx:f L, (5.6)
“m+nin 0o m+x x o (I4+y)y

donde hemos hecho x = my en la dltima integral. La integral converge si 0 < A < 1/2.
Para ver el valor de la constante que obtenemos con nuestro razonamiento evaluemos esta
integral haciendo uso de la funcién I'. Escribimos 1/ (1 + y) como una integral,

L f 114 gp
I+y 0
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lo que nos permite hacer el siguiente razonamiento:

| :f (f e—f“ﬂ)dt)—d
fo (1 +y)y* =5 U y1
[o%e) (o) 1
= e’ (f e_ty—) dt
fo 0 y24
© (T(1-24)
:fo e I(W) dt = T(2A)T(1-22),

asi que por (5.5)),

0 1 n 1
dy = , O0<a<.
fo (14 y)y* YT Sen2nd <2

Dado que sen 274 alcanza el maximo cuando A = 1/4, tenemos que el menor valor de B, con

0<A<1/2es
0 1
B4 :f ———dy=n. (5.7)
v o (I+y)vy

Con esto demostramos la desigualdad de Hilbert, y de hecho, hemos conseguido la constante
n, descubierta por Schur. Veamos a continuacion que no se puede mejorar.

Teorema 5.1. Si C es una constante tal que

1 1
> ’Z”f’; < C(Z a%;]z [Z b,%)z (5.8)
m=1n=1 m=1

n=1

para todo par de sucesiones (ay) y (by) de niimeros reales, entonces C > .

Desde luego, eligiendo sucesiones (@) y (bs) y poniéndolas en la desigualdad (5.8), ob-
tendremos cotas inferiores sobre C. La idea que seguiremos es el modo de encontrar una familia
de pares de sucesiones (a;,(€)) y (bn(€)) que nos den una sucesion de cotas inferiores sobre la
constante C que tiendan a  cuando € — 0. Veamos como elegir estos pares.

Debemos pensar que tendremos que calcular las sumas que aparecen en (5.8), y esto hace
que nuestro campo de busqueda se reduzca. También es conveniente buscar pares de modo que
las cantidades que aparecen en la desigualdad tiendan a infinito.

Una posible eleccion es

an(e) = by(e) = nre
Con esta eleccion, el lado derecho de (5.8)) es

1 1
00 2 (o) 2 00
1 < dx 1
2 2| _ —
[Z a’"] {Z b"] - Z nlt2e ~ f1 W12~ 2g (5.9)

m=1 n=1 n=1

Veamos a continuacion que el lado izquierdo de (5.8) es asint6ticamente equivalente a
n/ (28) cuando £ — 0. Para ello, necesitamos un resultado.

Lema 5.2 (Lema de la suma doble). Si e — 0, se tiene que

ii 1 1 1 n
n%Jrs m%+8 m+n 2

m=1n=1
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Demostracion. Basta demostrar que

o1 1 1
I(s):f f — = dxdy~£ sie — 0.
1 1 x§+8 y§+8 x—{—y 2e

Haciendo u = y/ x,
o= [ [t ) )
(€) ‘fl x [ s u T2 dx (5.10)

Esta integral es mads facil de calcular si pudiéramos reemplazar el limite inferior 1/x de la
integral interior por cero. Para estimar este cambio, observemos primero que

1 1
X X —7te
x _1_. du X1 X2
0<f u2"°¢ <f u2%du= 1 .
0 1+u 0 2—8

Usando esta cota en (5.10) y la notacién O de Landau,

1 1 du
2

Para terminar, si £ — 0, de acuerdo con (5.7),

f‘x’ _1_, du f‘x’ _1 du
u 2 - u 2 =T,
0 1+u 0 1—|—M

y concluimos la prueba del lema.

Cada vez que & aparece en un problema que no tiene ningtn circulo a la vista, hay un
cierto sentido de misterio. A veces este misterio permanece sin una resolucion satisfactoria,
pero, en el caso de la desigualdad de Hilbert, una explicacion geométrica para la aparicion de
n fue encontrada en 1993 por Krysztof Oleszkiewicz (véase [8]). Este descubrimiento estd un
poco fuera de nuestro tema central, pero se basa en cdlculos que acabamos de completar, y es
demasiado hermoso para no exponerlo a continuacion.

Lema 5.3 (Lema del cuarto de circulo). Para todo m > 1 se cumple

i 1 (m)%
— | <.
n:1m+n n

Demostracion. Observemos que el tridngulo sombreado de la siguiente figura
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A(Vm, /)

L B (y/im, V=)

(vm, 0)
Figura 5.2: Lema del cuarto de circulo.
es semejante al tridngulo 7 determinado por (0,0), (\m, Vn—1)y (\/m, vn).El dreade T es
% \/ﬁ( Vn— Vn- 1). Asi que el area A, del tridngulo sombreado es, teniendo en cuenta que

|OAl _ |0B| m
oA’ |0B| Nn+m’

reescalamos y

o

Como 1/ +/x decrece en (0, ),

«fx/Tf

asi que

Por dltimo, lo que hace mds interesante esta cota geométrica es que todos los tridngulos
sombreados estdn contenidos en el cuarto de circulo tienen interiores disjuntos por lo que la
suma de sus dreas estd acotada por mm/4 que es el drea del cuarto de circulo de radio vm que
los contiene.

O

Usando la desigualdad de Holder, podemos dar la siguiente version de la desigualdad de
Hilbert.

Corolario 5.4. Sean (a,) y (b,) dos sucesiones de niimeros reales no negativos, sea 1l < p < o

y sea q el conjugado de p. Entonces,
55 Is 5

salvo si alguna de las sucesiones (ay) o (by) es idénticamente nula.
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Demostracion. Escribamos

1 1
(N (m)ép I (n)%"
m+n |m+n\n m-+n\m ’

y apliquemos la desigualdad de Holder:

(o] [e¢] mbn
D D=
m=1n=1

m=1

y de ahi se deduce la desigualdad.

Usando (5.5)) es habitual escribir la desigualdad anterior en la forma

1 1
00 00 b o p 0 q
35 n (S al [Su)-

n
P \m=1 n=1

5.3. Version integral de la desigualdad de Hilbert
La version integral de la desigualdad de Hilbert puede demostrarse esencialmente de la
misma forma que la version discreta, de hecho, producird la version discreta como un corolario.

Teorema 5.5 (Version integral de la desigualdad de Hilbert). Sean f,g : [0,00) — [0, 0),
1 < p <ooygqel conjugado de p. Entonces,

fomfom%giy)dxdw é(fomf(X)”dX)%(fooog(y)"dy)q

salvo si f o g son idénticamente nulas. La constante que aparece en la desigualdad es la mejor
posible.

Una demostracion seria escribir

1 B 1 (x)l/q 1/p 1 (y)l/p 1/q
x+y |x+yly x+yl\x ’

aplicar la desigualdad de Holder y seguir igual que en la seccion anterior.
En lugar de completar el calculo, vamos a optar por demostrar un teorema mas general.




52 5. Desigualdad de Hilbert

Teorema 5.6. Sea K : [0,00) x [0,00) — [0, 00) satisfaciendo K(Ax,ly) = A'K(x,y) para
todo A > 0. Entonces, para f,gy p como antes, se cumple que

fom fooo K(x,y)f(x)g(y)dxdy < C (fooo f(x)pdx)l/p(fomg(y)p dy)l/p, (5.11)

La constante C viene dada por el valor comiin

:f K(x,l)x_l/pdx:f K(1,y)y "4 ady. (5.12)
0 0

Si K > 0, entonces la desigualdad es estricta salvo si f o g son idénticamente nulas.

Demostracion. La igualdad de las integrales que dan la constante C se deduce con el cambio
de variables x = 1/y, teniendo en cuenta la homogeniedad de orden —1 del nicleo K.

f K(x,1) ‘”de—f K(1 1)yi.y—1dy_j;m1<(1,y)y‘édy.
Comenzamos con el cambio de variable y = ux y algunos cambios en el orden de integracion.
I= fom fom K(x,y)f(x)g(v) dxdy = fomf(X) fooo K(x,y)8(») dy] dx
= foof(x) »‘fom xK (x, ux)g(ux) du] dx
f flx -fOOK(l u)g(ux)du]dx
:f 1,u [f f ux dx]du

Ahora aplicamos la desigualdad de Holder a la integral interna, usando el mismo cambio de
variable y aplicando Fubini.

f F(x)g(ux dx<( [ ) |f(x)|"dx)1/pu'“q( [ ) |g(y>|‘fdx)l/q.
1< | mK(Lu)u‘”@du( [ |f(x>|de)l/p( [ |g<y)|4dy)1/q.

Examinando con detalle el caso de la igualdad en la aplicacién de la desigualdad de Holder
deducimos cuando es la desigualdad estricta en (5.11)).

Asi,

O

Como comentamos al principio, podemos deducir la version discreta de la desigualdad de

este resultado pues dado que
f f dy dx
n-1 X+ y m+n’
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podemos definir

f(x)=am, m-1<x<m
gy)=b,, n—-1<y<n

y escribir el sumatorio doble de la desigualdad de Hilbert como una integral en (0, c0) X (0, o).
Pero podemos incluso mejorar la desigualdad. Para ello, usando la convexidad estricta de

tenemos que

5.13
m—i—n—l—a+m+n—1—|—a>m—i—n—l’ ( )

y entonces, haciendo

1 1
S =Xx— m+— t:y—n+§,

fm f dy dx f f% dt ds
m—1 JIn-1 X+ ! _%m+n—1+s+t'

§=—-x, t=-y,

f%f% dtds ff dy dx
-1 _%m—l—n—l—i—s—i—t ! _Lm—l—n—l— -

Es decir, estas integrales son iguales y por (5.13)

f f dydx 1
nl X+y m—{—n—l'

Asi que tenemos esta version mas fina de la desigualdad de Hilbert.

Y si ahora hacemos

llegamos a

Corolario 5.7. Si (a,) y (b,) son de cuadrado sumable, entonces

5o (S

m=0n=0
salvo si (ap) o (by) es idénticamente nula.

Vamos a aplicar este resultado a la sucesion de los momentos de una funcién de cuadrado
integrable. Serd util usar una desigualdad de Holder inversa, resultado de interés en si mismo.

Lema 5.8. Sea 1 < p < ooy sea q el exponente conjugado de p. Sean (a,) una sucesion de
niimeros reales o complejos y C > 0 una constante tales que

1
D nby < C{Z w)q ,
n=1 n=1

para toda sucesion (b,) tal que ¥, |by|? < co. Entonces > lay|P < ooy

(o)
Z la,|P < CP.
n=1
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Demostracion. Veamos que cualquiera que sea N natural se cumple que

N
Z la,|? < CP.
n=1

Poniendo b, = |a,|P~'sig(a,), sin = 1,2,...,Ny b, = 0sin > N, tenemos que |b,|? = |a,|?
sil <n<N.Asique
N

i = > Il < C[i anV’Jé.

1
Basta dividir por (Z | lanl? )" (que suponemos no nulo) para obtener el resultado.

Corolario 5.9. Sea f : [0, 1] = R no nula de cuadrado integrable. Definamos

an—fx”f x, n=20,1,2,...

entonces

La constante m es la mejor posible.

Demostracion. Podemos suponer que f > 0; de hecho,

1
|msfﬂwmm=m
0

siendo (b, ) la sucesién de momentos de |f], asi que basta considerar |f].
Si ¥,51 b2 < oo, cualquiera que sea N € IN, tenemos que

rg)anbn :gbn Ll xnf(X) dx = f(;l f(x)iobnxndx
1 1
([ e [ [5] o

([ o (55 5t

N

IA

oI—

<7T(f01f(x (;)b]z.

Se deduce del lema anterior que

[Se) 1
2 2
nzgla,, Sﬂfo f(x)7dx

. . . .. _e—1L
Que 7 es la mejor constante se obtiene considerando la funcién f(x) = (1 —x)™®"2 y hacer
g — 0, calculo que omitimos.
O
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5.4. Otra demostracion de la desigualdad de Hilbert

Nuestra segunda prueba de la desigualdad de Hilbert tiene la ventaja de ser completamente
elemental, pero tiene la desventaja de dar un resultado ligeramente mas débil. La prueba de
Toeplitz (1910), comienza con una simple observacion.

Lema 5.10. Paran € Z, n # 0 se tiene que

l' 27 .
7 (t—n)e™dt = -
T Jo n
Demostracion. Integrando por partes
i 27 int l 27 1 int
— t—m)e™dt = — t—m)d|—e"
2r Jo ( ) 2r Jo ( ) (in )
1 ' t=2r 1
= —(t—ﬂ)em’] =—.
2nn =0 n

O

Vemos que esto nos permite representar como una integral el lado izquierdo de la desigual-
dad de Hilbert. Lo enunciamos en el siguiente resultado.

Lema 5.11. Se cumple que

N ab i 2
= r— )e(t)dt,
DD Ntk =l BN GREOTIOKO)
m=1n=1
donde
N . N
f(t) _ Z amezmt, g(t) _ an int
m=1 n=1

Finalmente aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz y dado que las funciones ¢ son

ortonormales en [0, 27| llegamos a que

sz-l-n

m=1n=

. 2
fo (1= ) f(D)g(1)ds

<7 —fzn (1)11g(1)ldt

ol [ vora T [
N 1/2, N 1/2

SERE

m=1 n=1

1/2

Debido a la naturaleza especial de la representacion en nuestro lema anterior, no esta claro
que esta prueba nos sirva para demostrar la version de suma infinita, a menos que supongamos
que (an) y (by) son sucesiones no negativas. Ademds, tendriamos dificultades para probar la
desigualdad estricta usando este método solamente. Sin embargo, la demostracion de Toeplitz
tiene el beneficio de que prueba ampliamente la interaccion entre espacios con producto interno
discretos y continuos.
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5.5. Generalizacion de Schur

Nuestro resultado final de este capitulo es la generalizacién de Schur (1911) de la desigual-
dad de Hilbert. Sorprendentemente, la demostracién serd breve, elemental y no apelara de nin-
guna manera a la desigualdad de Hilbert.

Lema 5.12. Sean c;, € C, 4y € Z y0 < a < 1. Entonces

J&M
0

Demostracion. Comenzamos con la estimacion

27 2 N
f f Z ckei(/l"_“)x dx
0 0

k=1

n 2
Z Ckf el(/lk—a/)x dx
=1 0

n 2n(Ag—a)
Z 1 k f e du
=1 k—a Jo

Pero el mddulo de la ultima integral depende solo de a:

2n(Ag—a) ol
f e du = —ie"‘] r(di-a)
0

n

Z Ckel/lkx

k=1

dx > 2sen(na)

n
T
P A —«a

n

Z Cr el/lkx

k=1

dx >

0
— ifeetie) _ ] = j[em ]
_ _l-e—iﬂoz[e—ina' _ eiﬂa] _ _Ze—iﬂa sen(na).

Asi,

= 2sen(na)

2n(—a)
f e du
0

y se obtiene el resultado.

Teorema 5.13. Sean a,, y b, sucesiones de niimeros complejos y 0 < a < 1. Entonces

NN V- RNV
= sen (ﬂa)(za;) [Z bi] '

m=1 n=1

Demostracion. La demostracion consiste en aplicar la desigualdad de Cauchy-Schwarz y usar
el lema previo. En primer lugar, repetimos los célculos de la prueba de Toeplitz para obtener la
desigualdad

1 | N N _ N I[N 3
5 Z ame’mebnemx dx < [Z |am|2] [Z |b,,|2] . (5.14)
T Jo m=1 n=1 m=1 n=1
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Por otra parte, usando el lema anterior, poniendo ¢ = a;;,b,, y 4x = m + n, tenemos que
N N N N
Z A, e Z b,e"* Z Z ambnez(m+n)x
m=1 n=1 m=1n=1
N N
I
m+n—«a
m=1n=1

y basta combinar (5.14)) y (5.15)) para completar la demostracion.

27

1 (¥ 1
2— dx = 2— dx
JT JT

, (5.15)

1
25— 2sen(ra)






CAPITULO 6

Desigualdad de Hardy

En la bisqueda de una nueva demostracion del teorema de las series dobles de Hilbert,
Hardy descubrié nuevas desigualdades. La desigualdad de Hardy fue publicada y demostrada
por primera vez, al menos en su version discreta e involucrando una constante no optima, en
1920 en una nota de Hardy y mas tarde fue rectificada por Landau en 1926.

6.1. Version discreta de la desigualdad de Hardy

Teorema 6.1 (Desigualdad de Hardy). Sean 1 < p < oo, (ay,) una sucesion de potencia p-ésima
sumable y A, = ay + - -- + a,. Entonces,

i() ( 1)pia{; (6.1)

n=1
salvo si (ay) es idénticamente cero. La constante es la mejor posible.

Antes de comenzar la demostracion es interesante exponer el razonamiento heuristico que
llevé a Hardy a probar su desigualdad. Para demostrar el teorema de las series dobles de Hilbert,
Hardy pens6 que las sumas de los elementos que estdn por arriba de la diagonal son esencial-
mente iguales a los que estan por abajo; es decir, pensaba que bastaria estudiar

2 i i% ©2)

Aplicando la desigualdad de Holder llegamos a que la conclusion del teorema de Hilbert es
que la suma de la izquierda converge siempre que Y.,51 ah y 3,51 b converjan. Pero Hardy
pensé que quizds la convergencia de ¥,,»1 ab, podria implicar la convergencia de ¥,,51 (A, /n)?,
en cuyo caso aplicando la desigualdad de Holder al lado derecho de (6.2)) nos conduciria a una
demostracién més directa del teorema de Hilbert, y de ahi surge la desigualdad de Hardy.

Demostracion. La demostracion que daremos del teorema se debe a Elliotﬂ
Comienza con una observacion que nos ayudara a establecer una desigualdad estricta, esto
es, podemos suponer que a; > 0. En efecto, si el teorema ha sido probado en este caso, entonces

IElliot, E.B. A simple extension of some recently proved facts as to convergency. J. London Math. Soc., 1,
(1926), 93-96.
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también se mantendrd para una sucesion (b, ) con by = 0, pues poniendo a, = b, |, tendriamos
lgp+ bz+b3p+‘ al+a2
2 3
ay +a
( ) "5 2)

(p 1” :(F) Z,,lbg

Sea ahora x, = A, /n y estimamos:

xh - %xﬁ_lan =xb - plj 1 (nxp = (n=1)xp) x27"
1 _
p—1 -1
-1 -1 1
s(l p)5+(” )p((p )5+—x”1) (6.3)
p-1 p-1 p "
1
_ ) ((n -1)xl nx,pl)
donde en la desigualdad (6.3) hemos usado la desigualdad de Young. Luego sumamos en n =
1,...,N y observando que los términos de la derecha son sumas telescopicas concluimos que
N
-, NxP
Z Xp = —— pa— Z n < — 1= <0.
n=1
Esto es

N N
Zxﬁ < pljl ng_lan

La aplicacién de la desigualdad de Holder produce entonces

N D N I-1/p ; N 1/p
xh < TI(ZX‘Z) (Zaﬁ) . (6.4)
p n=1 n=1

Uniendo los términos y elevando a p tenemos la version finita de la desigualdad (débil, pues no
hemos probado que sea estricta):

Se deduce entonces que
o0 p [ee)
b < (L) o (6.5)
p-1) &=

donde ambos lados de la desigualdad son finitos.

Finalmente, para ver que en realidad tenemos una desigualdad estricta, observemos que la

igualdad en (6.4) forzaria a que (x) y (a}) sean proporcionales. Pero tomamos a; = x; > 0,
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asi que la constante de proporcionalidad tendria que ser 1. Esto es, tendriamos a,, = A, /n para
todo n, lo cual puede ocurrir sé6lo si (a,) es constante. Y esto es consistente con la igualdad en
(6.3), que implicaria que (x,) fuese constante. Obviamente esto es inconsistente con el hecho
de que (a,) tenga potencia p-ésima sumable. Por lo tanto, (6.3) en realidad se mantiene con
desigualdad estricta.

Para ver que (p/(p—1))” es la mejor constante consideraremos la sucesién a, = n~1/P=¢
con0 <e<1-1/pyharemos € — 0. Detallemos los pasos. Dada la eleccién de ay,,

1 1 noo
A, = Zk_5_8 > f x r %dx
k=1 1

1 —
l-—-¢ p
p
y esto implica que
p p
) - )
n p—1 nl"5e

Por tanto,

N N N
- S )
== ap = PCne |

p-—l n=1

cumpliéndose que Cy  — C cuando N — oo cualquiera que sea € > 0 porque

1
2—-——¢ec+ep>1.
p

Por tanto,
N p
> (5)
—\ p C p
S () - - )
pP— p-
2 2.
n=1 n=1
ya que
N N 1
Zaﬁzznwgp — o0 SiN—-ooye—0T,
n=1 n=1
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6.2. Version continua de la desigualdad de Hardy

Enunciamos la version integral en el siguiente teorema.

Teorema 6.2 (Desigualdad de Hardy). Sean 1 < p < oo, f : [0,00) — [0, 00) una funcion de
X
potencia p-ésima integrable y F(x) = f f(¢) dt. Entonces,
0

fow (FECX) )p dx < (ﬁ)p fom F(x)P dx (6.6)

salvo si f es idénticamente cero. La constante es la mejor posible.

Demostracion. Es esencialmente la dada por Hardy. Como en el caso anterior, establecemos
primero una versién un poco mas débil de la desigualdad (6.6). En concreto,

fOT(FiX))p dxs(p%l)pf;f(x)l’dx o

para T suficientemente grande. Para ello, observemos que si f no es idénticamente cero, enton-

00 . T . e
ces fo fP > 0y, de aqui, fo fP > 0 para T suficientemente grande (esta expresion juega el
papel de ZnNzl al) en el caso anterior, y tendremos que dividir por ella, como hicimos antes.)
A continuacién observamos que si f tiene potencia p-ésima integrable, entonces es integra-

ble en [0, x| cualquiera que sea x > 0y, ademds,

F(x)? = ( fo ") dt)p <! fo S,

de acuerdo con la desigualdad de Holder. En particular, x' "7 F (x)? > 0si x —» 0T, hecho que
usaremos dentro de poco.
Veamos como probar entonces (6.7). Integramos por partes y aplicamos la desigualdad de

Holder.
[(E2) rm ity o

x=T T
= 1_px1_pF(x)p +1%1£ xTPE(x)P7 () dx
x=0
T F p-1 1
= plj 1 ‘fo‘ ( xx)) f(x) dx— pTlTl_pF(T)p (68)
T (F p-l
o (] o

< p%l( OTf(x)P dx); (fOT(FECx) )p dx)l_%, (6.10)

donde en hemos usado que x' 7F(x)? — 0six — 0" yen que F > 0.
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. . . T
Ya estamos igual que en la demostracién anterior; f() (F(x)/x)P dx aparece en los dos la-
dos de la desigualdad, asi que simplificamos, elevamos a p ambos miembros y concluimos lo

deseado, fOT(FECX) )P o< (1%)” LT F(x)? dx.

Dado que se cumple para T suficientemente grande, hemos probado que

fom (FECX) )p dx < (ﬁ)p j:o F(x)P dx, 6.11)

que es casi lo que queremos. Queda ver que la desigualdad estricta, lo que se deduce de un
examen mas minucioso de la aplicacic’)n de la desigualdad de Holder que hemos hecho en .
De hecho, laigualdad en (6.11) implicaria la igualdad en - y, por tanto, (F(x)/x)Py f(x)?
serian proporcionales. Pero esto nos llevaria a que f seria una potencia de x, lo cual contradice
el hecho de ser f? integrable.

Al igual que en el caso anterior, la prueba de que la constante (p/(p —1))” es la mejor se

deduce considerando f(x) = X7 x> 1 y f(x) = 0 en otro caso.
O

6.3. Desigualdades de Carleman, Knopp y Jensen

Comenzamos con una simple aplicacion de la version discreta de la desigualdad de Hardy.

Corolario 6.3. Sea 1 < p < ooy sea (a,) una sucesion no negativa. Entonces

co l/p 1/p 1/p\p 0o
Z +a, "+ Fa, . ”Za
n “\p-1 "

n=1 n=1

(n)
1/p
(n) nos indica simplemente que estamos sumando en n términos. Recordamos también que

Observemos que el lado izquierdo puede escribirse como M.’ (a), donde el superindice

M (@) = (@a2+a,)""" < [} (a)

De hecho, fijado n, como vimos en el tercer capitulo de este trabajo, si p — oo, entonces

M E';)p(a) decrece a M(()n) (a), mientras que la constante en la derecha tiende a e. Asi, tenemos

de nuevo otra demostracién de la desigualdad de Carleman que vimos en el teorema ?? del
capitulo 4, aunque sin probar la desigualdad estricta.
Podemos dar una version integral de la desigualdad de Carleman. Para ello, escribimos esta

desigualdad en la forma
(&) 1 n (S
Zexp[r—l Zlogak] < ez an
n=1 k=1 n=1

que sugiere la siguiente desigualdad.

Teorema 6.4 (Desigualdad de Knopp). Si f : [0,00) — (0, c0) es integrable, entonces

Ooexpl xlog(f dx<e f
0 X Jo

a menos que f sea idénticamente nula.
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La demostracion original de Knopp ponia 1 como limite inferior de las integrales involucra-
das, y esa desigualdad es falsa, como puede comprobarse directamente con f(x) = 1/ x%. No
obstante, la demostracion de Knopp es vdlida para probar la desigualdad correcta.

Antes de probar esta desigualdad, vamos a otra, que tiene su interés particular aparte de
sernos necesaria en una de las pruebas que daremos.

Teorema 6.5 (Desigualdad de Jensen). Sea f,w : I — R funciones integrables con w(x) >0y
w(x)dx = 1. Sea ® : J — R una funcion convexa definida en un intervalo J conteniendo el

rango de f. Entonces

cp( fI FOw(x) dx) < fl O(f(x))w(x) dx.
Demostracion. Sean
p= [ femmdn 1) = @)+ mlx-p).

La convexidad de ® implica que T (x) < ®(x) para todo xy T (u) = ®(u). Entonces

D) - P(f(x)) <m(u—f(x)) Yxel

Multiplicando por w e integrando sobre I tenemos que

O () - f O((x))w(x) dx < m(— ) =0,

y concluimos la demostracion.

O
Si elegimos ®(x) = €' tenemos el siguiente resultado, que se conoce como la versién
integral de la desigualdad de las medias aritmética y geométrica.
Corolario 6.6. Sea f,w : I — (0,c0) con fw(x) dx = 1. Entonces
1
exp( f log (£(x))w(x) dx) < f FOw(x) dox.
I I
(Por qué decimos version integral? Pongdmoslo de manifiesto. Dados ay, ..., a, > 0y pesos

no negativos p; tales que pj + - -+ + p, = 1, definamos f(x) = ax y w(x) = pren [k—1,k).

Es claro que
n
w(x)dx = f prdx =1,
f[&n] k; (=r

fx)w(x)dx = f agprdx = )  prax,
f[&n] ,; = ,;
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mientras que

[ roetrmiar=3" [ piogacas
[0.n] =1 [k—1.k)

= Zpk logay = log(a? ---a}"),
k=1

asi que la desigualdad de Jensen para estas elecciones de f y w se reduce a la desigualdad de
las medias aritmética y geométrica con pesos.
Vale la pena mencionar un caso especial de la desigualdad de Jensen:

Corolario 6.7. Sea f : [a,b] — R una funcion continua 'y sea ® : J — R una funcién convexa
definida en un intervalo J conteniendo el rango de f. Entonces

@(biaj;hf(t)dt)s j;bq)(f(t))dt.

Si @ es estrictamente convexa, entonces la igualdad solo puede darse si f es constante.

1
b—a

Demostracion. Solo necesitamos probar la tltima afirmacion. Definimos, como antes,

b
p=p [ @ 00 = @)+ mix-p).

Si @ es estrictamente convexa, O(y) — P(u) > m(y —u) paray # p. Si f no fuera constante,
tendriamos que f(x) # u para todo x en algin subintervalo / de [a, b]. Por lo tanto,

{CI’(f(X)) —®(u) > m(f(x) —), enl
D(f(x)) —P(u) =m(f(x)—u), enotro caso

Se deduce entonces que

vV Vv

Reciprocamente, si

significaria que ®(f(x)) = P(u) para todo x. Pero las funciones estrictamente convexas pue-
den tomar el mismo valor a lo sumo dos veces, luego f(x) toma como méximo dos valores.
Como f es continua, esto fuerza a que f sea constante.

o

Necesitamos por dltimo el siguiente resultado para probar la desigualdad de Knopp.

Lema 6.8. Sea f : [0,00) — (0, o) una funcién integrable y sea

g(x) = x—gfoxyf(y) dy.

j:of(x) dx = fowg(x) dx

Entonces



66 6. Desigualdad de Hardy

Demostracion. Es simplemente cambiar el orden de la integracion.

fomg(X)dx= fowéfoxyf(y)dydx
zfoooyf@)fymédxdy:fomf(y)dy

Vistos estos resultados, ya podemos demostrar la desigualdad de Knopp

Demostracion de la desigualdad de Knopp. Recuerdemos que una primitiva de log x es xlog x —
x y esta funcién se anula en el origen. Por tanto,

o3 [ e (r)as) =exo 5 [roe 00Ny~ 1 [ togyas)
e 1
<o f explog (3 () dy (6.12)

donde en (6.12)), hemos aplicado la desigualdad de Jensen. Apelando a nuestro lema previo

tenemos que
f exp{%flog(f( dt} x<ef flx (6.13)
0

La igualdad en (6.13) también fuerza la igualdad en (6.12]) para todo x, que a su vez hace que
log (yf(y)) sea constante. Si f no es idénticamente nula, significa que f(y) = ¢/y para alguna
constante ¢ > 0. Esto es claramente inconsistente con el hecho de que f es integrable en (0, o).
Luego tenemos desigualdad estricta en (6.13)) salvo si f = 0.

O

Vamos a terminar esta seccion probando de nuevo la desigualdad de Carleman, usando el
corolario [6.6] donde probamos la versién integral de la desigualdad de las medias aritmética y
geométrica.

Hemos visto varias demostraciones de la desigualdad de Carleman. Un comentario que po-
demos hacer a la inspirada demostracién de Pélya que vimos en la seccién [4.3] es que no se
preocupa de evaluar cada sumando de la serie, sino la suma de la serie. Podemos dar una cota
de esos términos que, en definitiva, proporciona otra demostracion de la desigualdad.

Teorema 6.9. Dados cualesquiera niimeros positivos ag, con k € IN, se cumple que
(araz---an)"/" < nZZ (2%k-Dar, n=12,... (6.14)

Demostracion. Veamos como usar el andlogo integral de la desigualdad de las medias aritméti-
cay geométrica. Al tener que estimar los términos (aja; - - a,) 1/n parece razonable considerar
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f:(0,00) — R tal que f(x) = ai en el intervalo (k— 1,k] para 1 < k < co. Esta eleccién pone
cada sumando como una integral, como ya vimos anteriormente:

n N 1
(aray---ay)'/" = exp(%,;log “k] - exp(%fo log f(x) dx) - exp(fo log f(ny) dy)'

1
Teniendo en cuenta que también es e = exp (— f logy dy), podemos escribir
0
1 1
exp ( fo log f(ny) dy) = exp ( fo ((log(vf(ny)) —logy) dy)

1
ZeeXp( fo logf(ny)dy)
1
< dy, 6.15
<ef0 yf(ny) dy (6.15)

habiendo aplicado en el ultimo paso la version integral de la desigualdad de las medias aritméti-
cay geométrica. Ademds, como

1 n k/n 1 n
yf(ny)dy = f yardy = — 2k —1)ay,
[ o) 2 o i (2=

queda demostrado el resultado.
O

La demostracién de la desigualdad de Carleman se deduce entonces del siguiente célculo:

i%i@k—l)ak (2k—1)akin—12
n=1 k=1

I
M#

k=1 n=k
Si(ﬂc—l)aki( L. 11)
k=1 a—k\n—3 nt3
o 2k — 1 =
:Z Tak =2 ) a,
k:lk_i k=1

pues reuniendo lo anterior tenemos entonces

o0
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6.4. Desigualdad de Carleson

Vamos a ver ahora la prueba de una desigualdad debida a Lennart Carleson (1954), que
estd relacionada en parte con la desigualdad de Jensen, por su estilo de demostracion, similar
en cierto sentido con la desigualdad de Hardy como veremos posteriormente. Ademas, esta
desigualdad nos dara como consecuencia las desigualdades ya vistas de Carleman y Knopp.

Teorema 6.10 (Desigualdad de Carleson). Sea ¢ : [0, 00) — R una funcién convexa, derivable
con ¢(0) = 0. Entonces, cualquiera que sea —1 < a < oo, se cumple que

foo x%exp (—@) dx < et foo x%exp(—¢’(x)) dx. (6.16)
0 0

a+1

La constante e no se puede mejorar.

En principio, la convexidad de ¢ es util para estimar diferencias del tipo ¢(y + 1) — ¢(y).
Sin embargo, éstas no parecen ayudar mucho para demostrar la desigualdad anterior. La idea
de Carleson fue considerar diferencias de la forma ¢(py) — ¢(y), donde p > 1 es un pardmetro
que se optimazara después.

Figura 6.1: Diferencia ¢(py) — ¢(y).

Demostracion. Si p > 1, la convexidad de ¢ implica que

e(py) —e(v)

<¢'(y) 6.17)
py—y

que podemos escribir como

~o(py) < —¢(y) = (p=1)y¢'(¥)-

Vamos a estimar el lado izquierdo de (6.16) usando y la desigualdad de Holder con el
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conjugadode pqueesg = p/(p—1).

A o(x) (T ¢(py)
o o e [ e 2
0 X 0 Py

py

. e qe 1 .
Dividimos por / A/ P'y elevamos a ¢ ambos miembros para obtener

A LA
f x%exp (—@) dx < (pf”/(p_]))mr f x%exp(—¢’(x)) dx.
0 0
Tenemos que

q 1 q
pr/(P=1) :(L) :(l—l——) —e si g— oo,
g-1 q-1
asi que terminamos la demostracién haciendo primero A — oo y luego p — 17 (o lo que es
igual g — o).
]

Veamos como deducir la desigualdad de Carleman a continuacién. Basta elegir ¢ conve-
nientemente. Sea (a,) una sucesion de nimeros reales positivos. Si miramos la figura siguiente,

A

Figura 6.2: Eleccion de ¢ para demostrar la desigualdad de Carleman.

en la que y = ¢(x) es la curva dada por la interpolacién de los puntos (n, s(n)), donde
1 1 1
s(0) =0, s(n) =log— +1log— +---+log—,
az

es decir, ¢(n) = s, para cada n 'y ¢ es lineal en cada subinetravlo (n — 1,n), en el intervalo
(n—1,n) tenemos que
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Si suponemos que a, > a1, entonces ¢’ es creciente y ¢ convexa. Ademds, dado que ¢(0) =
0, la pendiente de la cuerda del origen a (x,¢(x)), que es ¢(x)/x es mondtona creciente.
Ademas, sin—1 < x < n, se tiene que

p(x) _o(n) 1<, 1
N _;I;loga, (6.18)

X

La igualdad en (6.18) para todo n y x implicaria que la sucesién (a,) es constante, lo cual no
puede ser si suponemos que la serie ), a, es convergente. Asi que la desigualdad debe ser
estricta para ciertos n y x. Tenemos por tanto que

fn exp(—¢’(x)) dx = ay (6.19)
n-1

y al ser ¢(x)/x creciente,

(ajay---ap)"/" = exp (—@) < f_l exp (—@) dx. (6.20)

n x
Sumando (6.19) y (6.20)) y aplicando la desigualdad de Carleson, tenemos que

[S] 00 00 o
X
Z(alaz )M < f exp(—M) dx < ef exp(—¢ Z
n=1 0 * 0 n=1
donde la desigualdad estricta sigue de los comentarios que hicimos anteriormente.
Hemos probado pues la desigualdad de Carleson pero con la hipétesis adicional de ser la
sucesion (a,) decreciente. Pero esto no es problema como se deduce del siguiente lema.

Lema 6.11. Sea (a,) una sucesion decreciente de niimeros reales positivos y sea (by,) una
reordenacion cualquiera de la sucesion (ay). Entonces, cualquiera que sea N € IN se cumple

que
N N
D (it o) < Y (e a) "
n=1 n=1

Demostracion. Si n es fijo, podemos suponer que by, by, ..., b, estin ordenados en orden de-
creciente. En ese caso, es claro que se cumple que by < aj, by < a, etc. Luego b1by ---b, <
aiap - - a, y se concluye que
o0 (o] o0 o0
D (biby b “”sz ayay - -ay)'/" < Z =¢) by
n=1 n=1 n=1 n=1
pues al ser a, > 0 la serie es incondicionalmente convergente, todas las reordenaciones suman
lo mismo.
O

Terminamos viendo que la desigualdad de Carleson implica la de Knopp para funciones
decrecientes. En ese caso, la funicon

es tal que

es creciente, luego ¢ es convexa.
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Corolario 6.12. Si f : [0,00) — [0, ) es decreciente, entonces

[T ew{s [(oerad ax<e [ ax
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