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Abstract

Nowadays, mathematical models are one of the most popular tools to study
epidemics due to the fact that they enable to analyze and simulate the incidence,
spread, persistence or control of infectious diseases.

Within an epidemiological framework, the aim of the present work is to study
deterministic SIR models. These models are suitable for the description of infectious
diseases with relatively short periods of infection and immune response. Instead of
analyzing the behaviour of each single individual, these models are based on the
classification of the individuals of the population into three classes (Susceptible,
Infectious and Recovered) and they describe the dynamics among these three classes
through a system with three differential equations. In particular, in this work we
consider two situations: the first and simplest case, in which the population size
is constant and is modelled by an autonomous differential system, and the second
and more complex one, in which the total number of individuals in the population
may change throughout the time and the dynamics among the different classes is
modelled by a non-autonomous differential system. In both cases, we study the
asymptotic behaviour of the resulting model.

For the aforementioned study, it is necessary to review the scientific literature
on autonomous and non-autonomous dynamical systems, with the aim to apply the
aforesaid results to the considered the SIR models. To that end, we present some
results on autonomous dynamical systems and in particular, on the global attractor,
which are of interest for their application to the SIR model defined by an autonomous
system. Then, we present some of the main results of interest on non-autonomous
dynamical systems and more specifically on the pullback attractor, which will be
applied to the second SIR model considered, which is defined by a non-autonomous

system.






Introduccion

La modelizaciéon en epidemiologia tiene como objetivo fundamental tratar de
describir la prevalencia y distribucién de especies junto con factores que determinan
la incidencia, expansién y persistencia de la enfermedad de interés.

El origen de los modelos mateméticos en epidemiologia se remonta al siglo XVIII
(Bernoulli, 1760). Sin embargo, no fue hasta principios de 1900 cuando los enfoques
basados en sistemas dindmicos comenzaron a ser cada vez més populares y se apli-
caron a la epidemiologia. Desde entonces, la epidemologia tedrica ha sido testigo
de numerosos avances conceptuales y técnicos muy significativos, algunos de ellos
pueden encontrarse en [1], [4], [5] y [8].

En este trabajo abordaremos el modelo epidemiolégico mas simple. En el cual se
asume que, o bien los individuos son susceptibles a la infeccion, o bien son infecciosos,
o bien se han recuperado de la infeccién (es decir, han estado infectados previamente
y se encuentran actualmente inmunizados) o han sido eliminados (es decir, han sido
aislados de la poblacién para evitar contagios). Para describir la dindmica entre estas
tres clases presentamos y estudiamos una formulaciéon matematica para describirla.

Con el fin de desarrollar dicho modelo matematico, precisaremos en primer lu-
gar la terminologia. Asi, podemos establecer una clasificacién de las enfermedades
infecciosas en agudas o crénicas. Diremos que una enfermedad infecciosa es aguda
si el periodo de infeccion es rapido, la respuesta inmune también es relativamente
rapida y la eliminacién de los patogenos se produce después de un corto periodo de
tiempo (dias o semanas). Algunas infecciones agudas son la gripe, la rabia, la varice-
la o la rubeola. El periodo de duracién de las infecciones crénicas, por el contrario,
es mucho més largo (meses o anos), siendo ejemplos de las mismas el herpes o la
clamidia.

Para el propédsito de este trabajo, nos centraremos en un modelo para infeccio-

nes agudas, el modelo SIR, en el que se asume que el patogeno causa la enfermedad
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durante un periodo de tiempo y a continuacion se produce la inmunidad del indi-
viduo. Este modelo matematico fue introducido por Kermack y Mckendrick, 1927,
y estudiado posteriormente por Dietz, 1967. En la formulacién matematica inicial
de este modelo, Kermack y Mckendrick que clasificaron los individuos de la po-
blacién de interés en las tres clases anteriormente mencionadas y que dan nombre
al modelo: Susceptible (Susceptibles), si los individuos no han estado previamente
expuestos al patégeno; Infected (Infecciosos), si estdn infectados por el patégeno;
y Removed/Recovered (Eliminados/Recuperados), si, o bien han sido aislados del
resto de la poblacion, o bien tras sufrir la infeccién la han eliminado completamente.

El modelo SIR en su forma mas simple puede formularse como un conjunto de
tres ecuaciones diferenciales y dependiendo de la naturaleza del sistema diferencial
resultante hablaremos de modelo SIR auténomo o modelo SIR no auténomo. La
formulacién matematica de dichos sistemas y la descripcién de la dindmica entre las
distintas clases se realizara en los Capitulos 2 y 3, respectivamente.

Dentro del marco general de Ecuaciones Diferenciales, los objetivos perseguidos

en el presente trabajo son:

1. Hacer una revision de la literatura cientifica especializada en sistemas dinami-

cos auténomos.
2. Estudiar el concepto de atractor global, su estructura y propiedades.

3. Estudiar el comportamiento asintotico del modelo SIR auténomo haciendo uso

de los resultados del atractor global.

4. Realizar una revision exhaustiva de la literatura cientifica especializada en

sistemas dindmicos no auténomos.
5. Estudiar la teoria basada en el atractor pullback.

6. Hacer uso de la teoria basada en el atractor pullback para el estudio del com-

portamiento asintético global del modelo SIR no auténomo.

Este trabajo esta estructurado en tres capitulos. En el Capitulo 1 realizamos
un resumen de algunos conceptos y resultados sobre el comportamiento asintético
de las soluciones que han sido estudiados en las asignaturas de Ecuaciones Diferen-
ciales Ordinarias y Ampliacion de Ecuaciones Diferenciales. En el Capitulo 2, nos

centraremos en los sistemas dinamicos autonomos, abordando la teoria relativa a los
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mismos y al atractor global. Esto nos permitira analizar en la dltima seccién de este
capitulo el comportamiento asintético global del modelo SIR auténomo; ademas,
estudiaremos el comportamiento asintético local de las soluciones del modelo SIR
utilizando resultados del Capitulo 1. De forma anéloga al Capitulo 2, en el Capitulo
3 trataremos los sistemas dinamicos dinamicos no auténomos, exponiendo los prin-
cipales resultados de interés junto como la teoria basada en el atractor pullback. Por
ultimo, aplicaremos estos resultados en el andlisis del comportamiento asintético

global del modelo SIR no auténomo.






Capitulo 1

Propiedades basicas sobre

sistemas diferenciales ordinarios

Nuestro objetivo fundamental es estudiar el comportamiento asintético global de
las soluciones de un sistema diferencial que en la practica permite modelar ciertos
fenémenos epidemioldgicos. Esto motiva la realizacién de una revision de la litera-
tura cientifica especializada en sistemas de ecuaciones diferenciales. En el presente
capitulo, realizaremos un resumen de resultados conocidos de las asignaturas de
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias y Ampliacion de Ecuaciones Diferenciales, por

este motivo las demostraciones de los mismos seran omitidos.

En dichas asignaturas se analiza el comportamiento asintético de manera local

de las soluciones del siguiente problema de valores iniciales

y =F(ty),
y (to) = Yo,

donde F : Q — R? es una funcién continua, definida sobre Q = (7,00) x B (0, p),
para algin p > 0y 7 € [—00,00), F es localmente lipschitziana respecto de y y
satisface F'(t,0) = 0 para todo t € (7, 00).

También se inicia el estudio del comportamiento global de sistemas autéonomos
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con resultados como el teorema de LaSalle y el teorema de Poincaré-Bendixson. El
teorema de LaSalle es un teorema para sistemas auténomos aunque también existe
una version para el caso de sistemas no auténomos, mientras que el teorema de
Poincaré - Bendixson sélo se aplica en sistemas auténomos con dimension 2. Pa-
ra nuestro propodsito, serd necesario analizar el comportamiento global de sistemas
auténomos con dimensién d > 3 lo cual hace necesario introducir la teoria de sis-
tema dindmicos, que engloba la teoria de sistemas diferenciales ordinarios. Por otra
parte, en relacién al estudio del comportamiento global de sistemas no auténomos,
necesitamos examinar la teoria de sistemas dinamicos no auténomos, debido a que
este estudio no ha sido abordado en las asignaturas mencionadas.

Recordemos que las soluciones de sistemas auténomos tienen la propiedad de ser
invariantes por traslaciones en el tiempo. Por tanto, si ¢(¢; tg, yo) denota la solucién
maximal de cierto sistema auténomo que en ty pasa por yo e I(to,yo) es el dominio
de definicién de dicha solucién maximal, estudiar la estabilidad o inestabilidad de
o(t;to, yo) en I(to, yo) equivale a estudiar la estabilidad o inestabilidad de la solucién
©(t —t0;0,y0) en I(0,v0) = I(yo). Ademads, observemos que estudiar el comporta-
miento de ¢(t;0,yy) cuando t — oo equivale a estudiar el comportamiento de una

familia de operadores {S (t) : ¢ > 0} definida de la siguiente forma:
S(t)yo = (£ 0,50,
donde {S (t) : t > 0} cumple la propiedad de semigrupo, es decir,
S(ty +ta) = S(t1) 0 S(t2), para cualesquiera ti,ty > 0.

Este concepto de semigrupo se puede extender de manera abstracta para tratar otro
tipo de problemas que veremos més adelante y estudiaremos como se comporta la
familia de operadores {S (¢) : t > 0} cuando t — oc.

La notaciéon que emplearemos en este capitulo es la usada habitualmente en
las asignaturas de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias y Ampliacion de Ecuaciones

Diferenciales, y por tanto, no serd especificada en su totalidad.
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1.1. Estabilidad de los puntos de equilibrio

A lo largo de esta seccién, C° (Q,Rd) y O! (Q,Rd) denotaran el conjunto de
funciones definidas sobre Q y con valores en R? que son continuas y de clase 1,
respectivamente, donde € es un subconjunto de R+, Ademds, si F' : (t,y) €
Q — F(t,y) € R? es localmente lipschitziana respecto de la variable y escribiremos
F € Lipoe (y,9).

En primer lugar, consideramos el siguiente sistema no auténomo

y =F(ty),

(1.1)

y(to) = Yo,

donde F € C° (Q,]Rd) N Lipioe (y,2), @ =1 x B,, I = (1,00), con 7 € [—00,00),
B, = B (0, p) denota la bola abierta de centro 0 y radio p > 0 en R, y F satisface
F (t,0) =0 para todo t € 1.

Nota 1.1. Para sistemas auténomos, la condicion F € Lipy. () implica
F e C°(Q,R) ya que funcion F no depende de la variable t.

De ahora en adelante, ¢ (t; to, yo) denotard la solucién maximal del problema del
valor inicial definido en (1.1), e I(to, o) denotard su intervalo de definicién. Ademas
escribiremos ¢y : I — R? para referirnos a la funcién idénticamente nula. Asfi,
podemos considerar la solucién maximal del sistema (1.1) definida como ¢ (t;to,0) =
wo(t), para cada t € I, donde I C I(ty,0), y en tal caso se dice que gy es punto de
equilibrio o punto critico del sistema (1.1).

Comencemos recordando algunas definiciones de estabilidad de puntos de equi-

librio de un sistema.

Definicién 1.1. Se dice que la solucion ¢q de (1.1) es un equilibrio estable si para
cualesquiera to € I y e € (0,p), existe & = 0 (tg,e) € (0,p) tal que, si |yo| < 0,

entonces:

(i) I (to,yo) 2 [to, 0).

(11) | (t;t0,v0) | < €, para cualquier t € [ty, 00).
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Definicién 1.2. Se dice que la solucion ¢y de (1.1) es equilibrio inestable si no es

estable.
Nota 1.2.

(a) La Definicion 1.1 puede ser reescrita de la siguiente manera:

Se dice que la solucion ¢y de (1.1) es un equilibrio estable si para cualesquiera

toel yee(0,p), existe 6 =6 (to,c) € (0,p) tal que, si|yo| < 0 entonces:

l (tto,y0) | < e,  para todo t € I (to,yo) N [ty, 00).

(b) El concepto de inestabilidad puede reescribirse de la siguiente manera:

Se dice que la solucion gy de (1.1) es un equilibrio inestable si existen
to € I ye e (0,p) tales que, para cualquier 6 € (0, p), existe yo, con |yo| < 0,

verificando:

lo (t;5t0,v0) | > €,  para cierto t € I (ty,yo) N [to, 00)

Definicién 1.3. Se dice que la solucion o de (1.1) es un equilibrio uniformemente
estable si para cualquier ¢ € (0,p), existe 6 = 0 () € (0,p) tal que, sity € I e

lyo| < 6, entonces:
(1) I(to,y0) D [to,00).
(1) | (t;to,y0) | < €, para cualquier t € [ty, 00).

Definicién 1.4. Se dice que la solucion ¢y de (1.1) es un equilibrio atractivo si

para cualquier to € 1, existe u = p (to) € (0,p) tal que, si |yo| < p, entonces:
(7’) I(t()ayO) ) [to,OO).
(it) lm | (¢ t0,90) | = 0.

Definicién 1.5. Se dice que la solucion o de (1.1) es un equilibrio uniformemente

atractivo si existe p € (0, p) tal que si |yo| < p, entonces:
(1) I(to,y0) D [to,o0), para cualquier ty € I.

(ii) Para cualquier € > 0, existe T. > 0 verificando |o(t;to,y0)| < € paraty € I y
t >ty +T..
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Definicién 1.6. Sea ¢q solucion de (1.1).

(i) Se dice que la solucion ¢y es un equilibrio asintéticamente estable si es un

equilibrio estable y atractivo.

(i1) Se dice que la solucidn ¢y es un equilibrio uniformemente asintéticamente

estable si es equilibrio uniformemente estable y uniformemente atractivo.

Definicién 1.7. Se dice que la solucion ¢q de (1.1) es un equilibrio exponencial-
mente asintéticamente estable si existen constantes C' > 0,~v € (0,p) y a > 0 tales

que:
(1) I(to,y0) D [to,o0), para cualesquiera ty € I, e |yo| < 7.

(ii) [ (t:t0, 90) | < Clyole™0~19), para cualesquiera to € I, lyo| <7, y ¢ > to.

Una vez revisadas las definiciones de puntos de equilibrio, vamos a enunciar

algunos métodos para analizar la estabilidad de dichos puntos de equilibrio.

1.2. Estabilidad para sistemas lineales

A lo largo de esta seccién, consideraremos el siguiente sistema diferencial ordi-

nario (s.d.o.) lineal homogéneo:
y = Ay, (1.2)

y el s.d.o. lineal no homogéneo:

y = Alt)y +b(t), (1.3)

donde A € C°(I, L(R?)) y L(R?) denota el conjunto de matrices cuadradas de orden
d,be C(I,RY), y I =(1,+00), con T € [—00,00).

En primer lugar, observemos que la funcién idénticamente nula es un punto de
equilibrio del sistema (1.2), por tanto, es de interés estudiar la estabilidad de dicha
solucion. Como anteriormente habiamos mencionado, estudiar la estabilidad o ines-
tabilidad de @(t; o, yo) en I(to, yo) equivale a estudiar la estabilidad o inestabilidad
de la solucién ¢ (t —to;0,0) en I(0), y por tanto, se habla de estabilidad de sistema

diferencial.
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Para el propésito de este trabajo, nos centraremos en el s.d.o. definido en (1.2)
en el que A(t) es una matriz de coeficientes constantes, es decir, A(t) = A € L(R?)
para cualquier ¢ € [. Para dicho sistema, estudiamos la estabilidad de sus puntos
de equilibrio en el siguiente resultado; la estabilidad en el caso general (1.2) puede

consultarse en [7].

Teorema 1.1. Consideremos el sistema lineal:
y = Ay, (1.4)

donde A € L(R?) es conocida. Sea {)\; : 1 <i < n} C C el conjunto de autovalores
distintos de la matriz A € L(R?). Se verifica:

(i) La solucion gy de (1.4) es uniformemente asintéticamente estable si y sélo si
Re(\;) <0 para todo 1 < i <n.

(ii) La solucion o de (1.4) es uniformemente estable si y solo si Re()\;) < 0 para
todo 1 < i < n y las cajas de Jordan asociadas a \; donde 1 < j < n y

Re(\;) = 0 tienen dimension 1.

(111) La solucion ¢y de (1.4) es inestable si y sdlo si existe \j, con 1 < j < n, tal
que, o bien Re()\;) > 0, o bien Re()\;) = 0 y A; tiene asociada una caja de

Jordan asociada de dimension mayor o igual que dos.

Recordemos que estudiar la estabilidad de cualquier solucién ¢, € C1(I,R?) de
(1.3) en I se reduce a estudiar la estabilidad en un s.d.o. lineal homogéneo. Para ello
basta hacer el cambio de z = y — ¢1(t) y estudiar la estabilidad de la solucién nula

o del nuevo sistema puesto que el sistema resultante es un sistema homogéneo.

1.3. Estabilidad para sistemas no lineales

En esta seccion analizamos la estabilidad de s.d.o. mas generales, los s.d.o. no
lineales. En primer lugar, nos centraremos en s.d.o. no lineales que se escriben como
suma de una parte lineal mas una perturbacion no lineal, asi consideramos s.d.o no

lineal definido como
y =AMt y+g(ty), (1.5)

donde A € C°(I,L(R?), g € COQ%:RY) N Lipe(y; Q) para un intervalo I y un

abierto conexo no vacio 2 C R tales que I x B, C Q) C I x RY, para [ = (1,00),
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con 7 € [—00,00) y p € (0,00]. Ademas asumamos que ¢(t,0) = 0 para cualquier
tel.

La condicién anterior garantiza que la funcién idénticamente nula ¢o(t) = 0 es
solucién del sistema (1.5) en I, y en consecuencia, ¢q es también solucién en I del

sistema lineal homogéneo asociado (1.2).

Teorema 1.2 (Teorema de estabilidad en primera aproximacion). Bajo las
condiciones anteriores se verifica:
(i) Si

m GO _
w>o [yl
uniformemente en I (es decir, para cualquier e > 0, existe i € (0, p) tal que si
ly| < u se tiene g (t,y) < ely|, para todo t € I), entonces si o es un equilibrio
uniformemente asintéticamente estable del sistema lineal (1.2), se tiene que
po es un equilibrio exponencialmente asintoticamente estable del sistema no

lineal (1.5).

(1t) Supongamos que g (t,y) < «a(t)l|y|, para cualesquiera (t,y) € I x B,, con

a € C°(I) satifaciendo
/ a(t)dr < oo.
Entonces si pg es un equilibrio uniformemente estable del sistema lineal (1.2),

se tiene que @y es un equilibrio uniformemente estable del sistema no lineal
(1.5).

En segundo lugar nos centramos en el caso mas general, sistemas diferenciales

no lineales definidos como
y = F(y), (1.6)

donde F es una funcién no lineal de la variable y, F' € C*(D) y D C R¢. Un método
para estudiar la estabilidad de puntos de equilibrio de sistemas no lineales como el

definido en (1.6) es la linealizacion.

Definicién 1.8. Sea o € D un punto de equilibrio del sistema no lineal (1.6),

OF;
A=DF = !
() (695]- ) 1<i,j<d

diremos que
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es la matriz del sistema linealizado del sistema (1.6) en el punto .

Teorema 1.3. Sea A € L(RY) la matriz del sistema linealizado de un sistema no
lineal (1.6) en un punto de equilibrio xo. Sea {\; : 1 < i < n} C C el conjunto de

autovalores distintos de la matriz A € L(R?). Entonces:

(1) Si existe Aj, con 1 < j < n, tal que Re(\;) > 0, el punto de equilibrio zy es

inestable.

(i) Si Re(\;) <0 paratodo1 < i <n, el punto de equilibrio xy es asintdticamente

estable.
(i1i) En otros casos, la linealizacion no decide la estabilidad.

La demostracién de este resultado puede consultarse en [12].

1.4. Meétodo de estabilidad de Liapunov

En esta seccion consideramos el sistema s.d.o. auténomo definido por

y = F(y), (1.7)

con F: D — RY D CR?un abierto conexo no vacio y F € C°(D;R?) N Lipyee(D).
Asumamos también que existe p € (0,00) tal que B, C Dy F(0) = 0.

Los resultados que exponemos a continuacién establecen condiciones suficientes
para la estabilidad e inestabilidad de las soluciones del s.d.o. considerado, haciendo

uso de las funciones de Liapunov cuya definicién recordamos a continuacion.
Definicién 1.9. Sean p € (0,00) y V € C° (B,) una funcidn real.

(1) Se dice que la funcion V es definida positiva en B, si V (0) =0 y V (y) > 0,
para todo y € B, \ {0}.

(11) Se dice que la funcion V es semi-definida positiva en B, si V (0) = 0 y
V (y) >0, para todo y € B, \ {0}.

(iii) Se dice que la funcion V' es definida negativa o semi-definida negativa si —V

es definida positiva o semi-definida positiva, respectivamente.
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Definicién 1.10. Sea V : B, — R una funcidn tal que V € C* (B,), donde p > 0.

(i)

(i)

Se denomina derivada de V respecto del sistema auténomo (1.7) a la funcion
v B, — R dada por

: ov
V(y) = Z -(y) Fi (y),  para cada y € B,

Se dice que V € C* (B,)NC° (B,) es una funcién de Liapunov de B, para el
sistema auténomo (1.7) si V' es definida positiva en B, y 1% (y) <0, para todo
y € B,.

Teorema 1.4 (Condiciones suficientes de estabilidad de Liapunov). Sean

p >0, tal que B, C D yV € C* (Ep) una funcion de Liapunov en B, para el

sistema (1.7). Entonces, se tiene:

(i)
(i1)

(iii)

La solucion ¢y de (1.7) en R es uniformemente estable.

Si ademds V es definida negativa en B,, entonces la solucion ¢y de (1.7) en

R es uniformemente asintoticamente estable.
Si existen constantes ¢y, co,c3 > 0 tales que
aly? <V (y) <alyl’,  yV(y) < -elyf, Vye B, (1.8)

entonces la solucion ¢y de (1.7) en R es exponencialmente asintdticamente

estable.

Teorema 1.5 (Teorema de Tchetaev. Condicién suficiente de inestabili-

dad). Supongamos que existen p >0 yV € C’l(Ep) tales que B, C D y se verifica

(i)
(ii)
(iii)

V(0) =0.
V es definida positiva en B,.

Para cualquier o € (0, p) existe y, € B, tal que V (y,) > 0.

Entonces la solucion nula vy de (1.7) es inestable.



16 PROPIEDADES BASICAS SOBRE SISTEMAS DIFERENCIALES

1.5. Orbitas de sistemas auténomos

En esta seccién consideramos el sistema s.d.o. autéonomo

y = F(y), (1.9)

con F': D — RY D C R? un abierto conexo no vacio y F € Lip.(D).
Comenzaremos recordando algunos resultados y definiciones sobre érbitas de

sistemas auténomos.

Proposicién 1.1. Consideramos el sistema auténomo (1.9) con F € Lipi.(D).
Para tg € R e yy € D, sea ¢(+;to,yo) la solucion maximal del problema de Cauchy

asociado a (1.9). Entonces,
(i) 1(to,y0) = to + 1(0,y0) = to + I(yo)-
(1) ©(t;to,y0) = @(t — t0;0,%0), para cualquier t € I(to,yo)-
A diferencia del resultado anterior, la siguiente proposicién establece un resultado
que es valido para cualquier sistema diferencial ordinario, sea auténomo o no.

Proposicién 1.2. Consideremos el sistema autdnomo (1.9) con F € Lipi.(D).

Seant € R eyy € D. Entonces, sity € I(to,yo) e y1 = ©(t;t1,y1), se tiene I(tg,yo) =

I(ty,y1) ¥y
o(t;to, yo) = @(t;t1,31),  para todo t € I(to, yo)-

Corolario 1.1. En las condiciones de la Proposicion 1.1, sea ty € R, yo € D,
t1 € I(yo) e y1 = p(t1;0,0). Entonces, I(yo) =t +I(y1) y

o(t;0,y1) = @(t +t1;0,90),  para todo t € I(y1);

(equivalentemente, ©(t;0,y) = @(t — t1;0,y1) para cualquier t € 1(yp)).

Definicién 1.11. Sea yo € D y denotemos I(yo) = 1(0,v). Se llama 6rbita del
)

sistema auténomo (1.9) asociada a yo al conjunto v(yo) dado por

Y(yo) = {(t;0,40) : t € I(y0)} C D.
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Definicién 1.12. Sea yg € D.

(i) Definimos la semidrbita positiva del sistema (1.9) asociada a yo como el con-

Junto:
7+(y0) = {So(t’ 0790) ‘te ](yO)at Z 0}7

(ii) Definimos la semidrbita negativa del sistema (1.9) asociada a yo como el con-

Junto:
7_(y0) = {@(ta 0790) ‘te ](yO)at S 0}7
Definicién 1.13. Sea I' C D.

(1) Se dice que I es un conjunto invariante para el sistema auténomo (1.9) si

para cualquier yo € I’ se satisface vy(yo) C T

(ii) Se dice que I' es un conjunto positivamente invariante (resp., negativamente
invariante) para el sistema auténomo (1.9) si se tiene y*(yo) € I' (resp.,

v (yo) CT'), para cualquier yo € T.

Definicién 1.14.

(i) Se dice que p € R? es un punto limite positivo (resp., punto limite negativo)
asociado al sistema (1.9) y al punto yo € D si eziste una sucesion {t,}nen C

I(to) tal que
(a) limt, =supI(yo) y t, — oo (resp., limt,, = inf I(yo) y t, = —00).
(b) lm (tn; 0, 40) = p.

(ii) Dado yo € D, se denomina conjunto limite positivo asociado al sistema (1.9)

y al punto yo al conjunto
At (yo) = {p € RY: p es un punto limite positivo asociado a (1.9) y a yo},
y conjunto limite negativo asociado al sistema (1.9) y al punto yo al conjunto

A (yo) = {p € R*: p es un punto limite negativo asociado a (1.9) y a yo},

A continuacién, enunciamos el principio de invarianza de LaSalle, que estable-
ce condiciones suficientes para la existencia de conjuntos invariantes respecto del

sistema auténomo considerado que atraen las érbitas del sistema.
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Teorema 1.6 (Principio de Invariancia de LaSalle). Sean K C D un conjunto
compacto y positivamente invariante con respecto a (1.7), V : K — R una funcion
continuamente diferenciable tal que V<0enK, E el congunto de todos los puntos
de K donde V(y) =0, y M el mayor conjunto invariante contenido en E. Entonces

toda solucion que comienza en K tiende a M cuando t — co.

Teorema 1.7 (Teorema de Poincaré-Bendixson). Consideremos el sistema
auténomo (1.9) con F € CYD) y D C R? un abierto conero no wvacio.
Sea yo € K C D con K un compacto tal que v*(yo) C K (resp., v (yo) C K).
Supongamos que AN (yo) (resp., A= (yo)) no contiene puntos criticos de (1.9). En-

tonces,
(1) A (yo) (resp., A (yo)) es una drbita ciclica no degenerada.

(i) O bien v(yo) es una drbita ciclica (y en el caso ¥(yo) = A (yo)) (resp., v(yo) =
A= (o)), 0 bien vyt (yo) (resp., v (yo)) se acerca en espiral hacia A*(yo) (resp.,
A~ (v0)), en cuyo caso se dice que A+ (yo) (resp., A~ (yo) ) es un ciclo-limite.

Para la demostracién de este resultado, referimos al lector a [11].



Capitulo 2

Sistemas diferenciales autonomos

En este capitulo nos centraremos en los objetivos 1, 2 y 3 establecidos en la
Introduccion. En concreto, en la Seccién 2.1 presentamos un resumen de propiedades
y resultados de interés sobre sistemas dindmicos autéonomos y el atractor global. En
la Seccién 2.2 aplicamos dichos resultados, asi como resultados del Capitulo 1, al

estudio del comportamiento asintético del modelo SIR auténomo.

2.1. Resultados previos para sistemas auténomos

En esta seccién consideramos el sistema s.d.o. autonomo

y = Fy), (2.1)

donde F : D — R F € Lip,.(D) y D C R? es un abierto conexo no vacio.

Recordemos que en este caso los conceptos de estabilidad y estabilidad uniforme

y de atractividad y atractividad uniforme son equivalentes.

2.1.1. Sistemas dinamicos

Definicién 2.1. Sea X un espacio métrico. Un sistema dinamico continuo es una
familia de aplicaciones {S(t) : t € R} definidas como:

19
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Sit): X — X

r — S(t)x

Y que verifican:
(1) S(0)x = Idx(x).
(i) S (t1 +ta) = S (t1) o S (t2), para cada tq,ts € R.
(i1i) S(t): X — X es una aplicacion continua para todo t € R.

(iv) La aplicacion t € R — S(t)x es una aplicacion continua para cada x € X.

El conjunto X se conoce como espacio de fases o espacio de estados, ya que sus

elementos representan los posibles estados del sistema.
Definicién 2.2. Sea X un espacio métrico. Un sistema semi-dinamico continuo o
semigrupo es una familia de aplicaciones {S(t) : t > 0} definidas como:

Sit)y: X — X

r — Stz

Y que verifican:
(1) S(0)x = Idx(x).
(i) S (t1 +ta) = S (t1) o S (t2), para cada t1,ts > 0.
(iii) S (t): X — X es una aplicacion continua para todo t > 0.

() La aplicacion t € [0,00) — S(t)x es una aplicacion continua para cada
reX.

La propiedad (ii) de la Definicién 2.1 se conoce como la propiedad de grupo, ya
que la familia de aplicaciones {S(¢) : t € R} forma un grupo con la composicién. De
manera analoga, la propiedad (7i) de la Definicién 2.2 se conoce como propiedad de
semigrupo. Ademas, observemos que todo sistema dindmico verifica las condiciones

del sistema semi-dinamico y por tanto, define un sistema semi-dinamico.

Dado un sistema semi-dindmico {S(t) : ¢t > 0} tenemos la siguiente definicion.
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Definicién 2.3. Sean X un espacio métrico y D C X.
(i) Se dice que D es positivamente invariante si S(t)D C D, para todo t > 0.
(ii) Se dice que D es negativamente invariante si S(t)D O D, para todo t > 0.
(iii) Se dice que D es invariante si S(t)D = D, para todo t > 0.

Notemos que si S(t) tiene inversa para todo t > 0, y extendemos el sistema
semi-dindmico a todo ¢ € R, identificando S(—t) con S(t)~! para t > 0,y D es un

conjunto invariante entonces
D= (S(t)oSt)D=St)"'D=S(—t)D, t>0.

Por tanto, la Definicién 2.3 (744) equivale en este caso a decir que S(t)D = D para
todo t € R.
Puesto que en este trabajo nos vamos a centrar en los sistemas semi-dindmicos

continuos, a partir de ahora omitiremos la palabra continuos.

Algunas definiciones del capitulo anterior pueden reescribirse en términos del
sistema semi-dinamico como veremos a continuacion.

Para el propésito de este trabajo consideraremos X = RY, es decir, nos cen-
traremos en sistemas de dimensién finita. De ahora en adelante, consideraremos el

sistema semi-dindmico {S(¢) : ¢ > 0} definido como:

S(t)yo = ©(t;0,10),

donde ¢(t; 0, ) denota la solucién maximal del sistema (2.1) tal que ¢(0;0, o) = 0.
Observemos en primer lugar que el sistema asi definido (para aquellos valores de t
del intervalo de definicién de la solucién maximal) es, en efecto, un sistema semi-
dindmico ya que:

(i) S(0)yo = ¢(0;0,%0) = Yo.

(1) S(ty +ta) = S(t1) 0 S(t2) se obtiene aplicando el Corolario 1.1 del Capitulo 1

ya que

S(t1+t2)yo = @(t1 4+ t2;0,90) = w(t1; 0, 0(t2:0,90)) = (S(t1) © S(t2))vo.
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(i7i) Para cada t > 0, S(t)(-) = ¢(t;0,-) es una aplicacién continua ya que a con-
diciones iniciales préximas le corresponden soluciones préximas, (véase [10]).
Esta propiedad fue estudiada en la asignatura de Ampliacién de Ecuaciones

Diferenciales.

(v) S(-)yo = ¢(+;0,y0) es una aplicacién continua para cada yo por ser derivable.

En este caso, como ¢(-;0,7) estd definida en todo R, tiene sentido considerar

la funcién S(—t), con t > 0 y dicha funcién es exactamente S(—t) = S(t)~!,

t > 0 por el Corolario 1.1 del Capitulo 1. De hecho, se tiene que si escribimos

S(=t)yo = p(~t;0,y0), entonces

(S(=t) 0 S(t))yo = ¢(—t;0,(t;0,90)) = p(=t +1;0,50) = ©(0;0,%0) = yo.

Definicién 2.4. Dados un espacio métrico X y u € X, llamamos semiérbita posi-

tiva que pasa por u (o empieza en u) al conjunto:
Y (u) ={S(t)u: t >0}

Definicién 2.5. Dados un espacio métrico X yu € X, llamamos semiorbita nega-

tiva que pasa por u (o termina en u) al conjunto:

v (u) ={S (—t)u: t > 0}.

Definicién 2.6. Dados un espacio métrico X y u € X, se llama orbita que pasa

por u al conjunto y(u) dado por:

y(w) =7 (u) Uy~ (u).

Definicién 2.7. Sea yy € X. Se dice que yy es un punto critico o punto estacionario

para el sistema (2.1) si se verifica S(t)yo = Yo, para todo t € R.

Nota 2.1. Observemos que yo € X es un punto critico para el sistema (2.1) si y

solo si

Y(yo) = {Yo}-
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Definicién 2.8. Sean X un espacio métrico, ug € X y D C X.

(i) Llamamos conjunto w - limite asociado a uy € X y denotado por w(ug) al

conjunto:

w(ug) = {u € X : Htplnen CR, t, — 00, S (tn) ug — u}.

(i1) Llamamos conjunto w - limite asociado a D C X y denotado por w(D) al

conjunto:

wD)={ue X: Htp}newn CR, t, = 00, Hdp}nen C D, S(t,)d, — u}.

Lema 2.1. Sean X un espacio métrico, ug € X, y D C X. Se verifica:

(i) wluo) = (S (s)uo = ()7 (uo), donde ~ (uo) = {S(t)uo : t >T}.

>0 s>t T>0

(i) w(D) = U5 (5) D = () 7 (D). donde 1(D) = | 7 (u).

>0 s>t T>0 ueD

La demostracion de este resultado puede encontrarse en [9)].

Nota 2.2. Si {S(t) : t > 0} es un sistema semi-dindmico definido como:

S(t)yo = ©(t;0,10),

donde p(t;0,v) denota la solucion mazimal del sistema (2.1), entonces los conceptos

limite positivo (definido en el Capitulo 1) y w-limite coinciden.

2.1.2. Atractor global

Definicién 2.9. Sean X un espacio métrico y A C X. Se dice que A es absorbente
respecto del sistema semi-dindmico {S(t) : t > 0} si para todo B C X acotado existe
T(B) > 0 tal que:

S(t)B C A, para todot > T(B).
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Definicién 2.10. Sean A y B subconjuntos de X. Diremos que A atrae a B si
dist (S (t) B,A) — 0, cuando t — oo,

es decir, si para cada ¢ > 0 existe un tiempo T = T(e) tal que para todot > T y

para todo u € B se tiene

dist(S(t)u, A) < e.
Definicién 2.11. Diremos que A es atractor puntual si atrae a cada punto de X.

Nota 2.3.

(i) La distancia que aparece en la definicion anterior es en realidad la semi-

distancia de Hausdorff, definida como:

dist (A, B) = sup 'ng la — b.

i
acA b€
(i) Algunas propiedades de esta semi-distancia son:
(a) dist(0,Y) =0.
(b) dist(X,0) no estd definida.
(c) dist(X,Y) = dist(Y, X).

(d) Esta distancia no define una métrica debido a que dist(X,Y) = 0 sdlo
implica que X C Y.

(e) SiYy CYy= dist(X,Y1) > dist(X,Y3).

(f) Si XiCXy=> dZSt(Y, Xl) < dZSt(Y, X2)

Definicién 2.12. Sea (X, d) un espacio métrico y {S(t) : t > 0} un sistema semi-
dindmico. Se dice que A C X es un atractor global para {S(t) : t > 0} si verifica:

(i) A es compacto.
(i) A es invariante.

(iii) A atrae a todos los subconjuntos acotados de X.
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Existencia de atractor global

A continuacién vamos a establecer una condicién suficiente de existencia de atrac-

tor global. Para ello haremos uso del siguiente lema.

Lema 2.2. Sea B C X. S para algun T > 0 el conjunto

v (B)=Js ) B

t>T

es compacto, entonces w(B) es no vacio, compacto e invariante.

Demostracion.

Veamos en primer lugar que w(B) es no vacio. Sea {z,},en C B una sucesién
arbitraria y consideremos una sucesion {t, },en convergente a infinito. Puesto que
esta sucesion converge a infinito existe ng € N tal que t,, > T para todo n > ng, y por
tanto, S(t,)x, € 74 (B), para todo n > ng. Por hipétesis, W es compacto luego
existen dos subsucesiones {t,, }ren ¥ {Zn, tren tales que S(t,, )z, — = € w(B),
cuando k — oo, y en consecuencia, el conjunto w(B) es no vacio.

Para probar la compacidad de w(B) observemos que w (B) = ;5,77 (B), y por

tanto, w(B) es un cerrado. Ahora teniendo en cuenta que w(B) C v} (B) y 74 (B)
es un conjunto compacto se deduce que w(B) es compacto.

Para probar la invarianza probaremos la doble contencion. Fijemos ¢ > 0, y
comencemos probando que se verifica S(t)w(B) C w(B). Sea x € w(B), existe
{Zn}nen C B,y existe una sucesién {t, },en convergente a infinito tal que S(t,)x, —
x. Entonces, por las propiedades del sistema semi-dindmico se tiene,

S(t)r = S(t) nh_>nolo S(ty)z, = nh—>nolo S(t+t,)z,,
donde t +t,, — 00, y en consecuencia, S(t)x € w(B).

Finalmente probemos que se verifica w(B) C S(t)w(B). Sea y € w(B), entonces
existe una sucesion {z, }neny € By una sucesion {t, },en tendiendo a infinito tal que
S(t,)x, — y. Por tanto,

y = lim S(t,)z, = Um S(t+ (t, —t))x, = S(t) Um S(t, —t)z,.

n—oo n—oo n—oo

De la compacidad de w(B), se deduce que existe z € X y una subsucesién
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{S(tn, — t)xn, }ren verificando
S(tn, —t)x,, — z, cuando k — o0.

Asi, por la Definicién 2.8 se tiene que z € w(B). Usando la continuidad del sistema
semi-dinamico y que toda subsucesion de una sucesién convergente es convergente
y converge al mismo limite, obtenemos
y=S(t) im S(t, —t)x, = S(t)z,
n—oo
es decir, y € S(t)w(B).
O

Teorema 2.1 (Condicién suficiente de existencia de atractor global). Sea
(X,d) un espacio métrico completo. Supongamos que {S(t) : t > 0} es un sistema
semi-dindmaico en dicho espacio y que existe B C X absorbente y compacto. Entonces
existe un atractor global A definido por A = w(B). Ademds, si X es conezo, entonces

A es conezxo.

Demostracion.

Probemos en primer lugar que el conjunto .4 = w(B) esta bien definido, es decir,
es un conjunto no vacio, y que es compacto e invariante. Como B es un conjunto
absorbente y compacto, existe T'(B) = T > 0 tal que S(t)B C B parat > Ty
entonces 7, (B) C B. Puesto que B compacto y 74 (B) C B se tiene 74 (B) C B,

luego v (B) es compacto. Ahora, aplicando el Lema 2.2 se tiene que el conjunto A
es no vacio, compacto e invariante.

Probemos en segundo lugar que atrae acotados por reduccién al absurdo. Supon-
gamos que no atrae a acotados, es decir, existe D C X acotado tal que dado § > 0

podemos construir una sucesién {t, },en convergente a infinito verificando
dist(S(tn)un, A) > 6 >0, paratodon € N.
Ademads, podemos elegir una sucesién {u, },eny C D tal que para cada n € N

dist(S(tn)un, A) > —. (2.2)

N >
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Como B es absorbente, existe un T'(D) tal que S(t,)u, C By S(t,)D C B, para todo
n que verifique ¢,, > T'(D). Por otra parte, por ser B compacto, existen subsucesiones
{tn, teen ¥ {tn, }ren tales que S(ty,, )u,, — =, cuando k — oo, es decir,

x = lm S(t,, )un, = kh'm S(tn, —t7)S(t")un,
— 00

k—o00

donde t* es tal que S(t*)D C B, luego = € w(uyp) y esto contradice a (2.2).

Demostremos la tltima afirmacion del teorema por reduccién al absurdo. Su-
pongamos que X es conexo y que w(B) no es conexo, es decir, existen dos abiertos

F, F; tales que:
w(B)CFlLJFQ, FlmFQZQ, w(B)ﬂE%@, 1:1,2

Por ser B acotado, podemos tomar una bola cerrada conexa U tal que B C U. Es
facil comprobar que w(B) C w(U) y que U es un conjunto absorbente. De hecho,
por ser B absorbente, para cualquier conjunto acotado D C X existe T'(D) > 0 tal
que

S(t)Dc BCU, Vt>T(D).

Asi razonando como en la primera parte del teorema se obtiene que w(U) es no
vacio, compacto e invariante; ahora, como w(B) C w(U) y w(B) es el mayor con-
junto invariante se obtiene w(B) = w(U). Observemos que por ser U conexo y por
continuidad de S(t) para todo t > 0 se tiene que S(¢)U es conexo para todo ¢t > 0.
Ademas, como B es absorbente y U acotado, existe T'(U) tal que S(t)U C B C U,
para todo t > T'(U).

Por otra parte, S(¢t)U es conexo y S(t)U N F; # 0, para i = 1,2 y todo t > 0,
entonces S(t)U ¢ Fy N Fy, para todo t > 0, asi podemos elegir u,, € U de forma que

r, =S(n)u, € S(n)U, vy x,¢& FLUFs.

Notemos que la sucesion {x, },en es acotada, ya que x, € S(n)U C B, para todo
n > T(U), luego tiene una subsucesién {x,, }ren convergente a x ¢ Fy; U Fy (ya
que por ser F{ N Fy cerrado contiene a todos los limites de sus sucesiones). Ahora
bien, como {z,, }ren €s acotada, w(B) atractor y x,, € S(ng)U, para todo k € N,
tenemos

dist(x,,,, w(B)) < dist(S(ng)U,w(B)) — 0,
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cuando k — o0, y en consecuencia, x € w(B) C F; U F;, con lo que obtenemos una
contradiccion.

O
Lema 2.3. Si existe un atractor global, este es unico.

Demostracion.
Supongamos A; y As son dos atractores globales y veamos que necesariamente

A; = A,. Por ser A; atractor global, se tiene que A; es invariante. Por lo tanto,
dist(S(t)Ay, Ay) = dist(Ay, A) — 0, cuando t — oo,

de donde se deduce que A; C A, = A,. La contencién A, C A; se obtiene de
manera analoga.

O

Existen otras condiciones suficientes de existencia del atractor global, algunas de

ellas pueden consultarse en [3] y [6].

Nota 2.4. Estamos abordando solamente casos de dimension finita, donde demos-
trar la existencia de atractor global se reduce a demostrar la existencia de un conjunto
acotado absorbente. Esto se debe a la caracterizacion que se da en estos casos de que
un conjunto es compacto si, y solo si, es cerrado y acotado. Dicha caracterizacion

en dimension infinita no es cierta en general.

Veamos un ejemplo de existencia de atractor global para un sistema auténomo

aplicando el Teorema 2.1.

Ejemplo 2.1 (Las ecuaciones de Minea). Consideramos el siguiente sistema de

ecuaciones diferenciales ordinarias en R3.

(

wy 4wy 4+ 6(ud +ud) =1,

’LLIQ + U9 — (SUJlUg = 0, (23)

!
Ug + uz — ouqug = 0,
\

donde 6 > 0.
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Sea u(t) = (ui(t), us(t), us(t)) la solucion mazimal de dicho sistema que ent = 0
pasa por ug = (u1(0),u2(0),u3(0)). Probemos que dicha solucion permanece acotada
cuando t — oo (por tanto, estd definida para todo t > 0) y que existe un conjunto

acotado y absorbente.

Comencemos probando que u(t) es una solucion acotada. En primer lugar, mul-

tiplicamos la ecuacion j del sistema (2.3) por u; para j =1,2,3:

’
uyuy 4 uf + §(ul + ud)uy = uy,

’
UyUz + u3 + duguj = 0,

’
ugus + uj + ouguj = 0,
\

sumamos estas tres ecuaciones del sistema y obtenemos:
! ! ! 2 2 2 2 2 2 2
U Uy + UgUg + UsUs + Uy + Uy + uz + dugus + dugus — dugu; — dugus = Uy.
Simplificando términos
/ / / 2 2 2
U U1 + UgUo + UgUz + Uy + Uy + Uz = Uy;

Y en consecuencia,
1d
5 gz lull” + llull® = .

1 1
Por una parte uy = \J/u3 < ||u||. Por otra parte sabemos que ||u|| < §||u||2 +5 va
que

1 1
Jull < Sllull* + 5 ® Jul]* +1 = 2[|lufl > 0« (lull —1)*> > 0.
De todo lo anterior se deduce

1d
Sl + [lull* <

1
2 —_—
5 [ull” + 5,

2

DN | —

1y, por tanto,

d
—lall® + [luf® < 1.
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Ahora, haciendo el cambio de variable v = ||ul|?, la desigualdad anterior equivale a:
v+ < 1. (2.4)

La igualdad en (2.4) se corresponde con una ecuacion diferencial ordinaria lineal no

homogénea. Multiplicando ambos miembros en (2.4) por €'
ety + eto < et,

es decir,

Integramos entre 0 y t
elo(t) —v(0) <e' -1,

y reordenando términos v(t) < v(0)e~t + 1 —e~t, de donde se deduce que |[u(t)]]* <
|u(0)[]2e™t +1— et y, por tanto, limy s ||u(t)|] < 1 de donde se deduce que u(t) es

solucion acotada.

Veamos ahora que toda bola cerrada de centro (0,0,0) y radio € > 1, B[(0,0,0), ],
es un conjunto absorbente (la compacidad es inmediata por ser una bola cerrada en
R3).

Sea D un conjunto acotado en R?, entonces existe R > 0 tal que D C B((0,0,0), R).
Probemos que S(t)D C BJ(0,0,0),¢] para todo t > t(D) = log : . Sea u(t)

2 _
solucion del sistema (2.3) tal que ug = (u1(0),u2(0),u3(0)) € D, entonces para

t > t(D) se tiene

lu@®)[? < [lu(0)[?e™ +1 -
Ret41—et
R
e -1

R2
2 —1 < e,

IN

IN

R2

IN

es decir, S(t)up = u(t) € B[(0,0,0),¢].

Aplicando el Teorema 2.1, como eziste un conjunto compacto absorbente, B[(0,0,0), €],

con € > 1, existe un atractor global y estd definido por w(B[(0,0,0),e]).
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Estructura y caracteristicas del atractor global

El estudio de la estructura y las propiedades del atractor global de un sistema
dinamico son de gran importancia desde el punto de vista de las aplicaciones, ya
que determinan en gran medida el comportamiento asintotico de un sistema semi-
dindmico.

En este apartado examinaremos la relacion del atractor global con las variedades
estables e inestables de los puntos de equilibrio del sistema semi-dindmico. Ademas,
proporcionaremos resultados para el caso de sistemas gradientes, ya que en estos
sistemas se puede analizar en méas profundidad la estructura de sus atractores.

Como paso previo, exponemos algunas propiedades generales de los atractores

globales.

Teorema 2.2. Sea {S(t) : t > 0} un sistema semi-dindmico y A su atractor global.

Se verifica:

(i) Toda drbita acotada y completa estd incluida en el atractor.
(i) El atractor A es la union de drbitas completas y acotadas.

(i1i) Si{S(t) :t > 0} es inyectivo, entonces por cada punto del atractor pasa una

unica orbita completa.

Demostracion.

(1) Sea v C X una drbita completa y acotada. Por ser A atractor y v acotada,
se tiene que A atrae a v, es decir, dist(S5(t)v,.4) — 0, cuando ¢t — oco. Por otro lado,
toda drbita es un conjunto invariante, por tanto, S(t)y = ~y, para todo t > 0. Ahora

bien, cuando t — oo,
dist(S(t)v, A) — 0 < dist(y,.A) — 0 & dist(y,.A) =0,

luego, v C A.

(1) Veamos ahora que el atractor A es la unién de 6rbitas completas y acotadas.

Veamos en primer lugar Uvepv C A, donde I" denota el conjunto de todas las
érbitas acotadas y completas. Por (i) sabemos que si v € T' entonces v C A, luego
U,ery C A

Veamos ahora que A C U, p
luego para t > 0 S(t)xr € Ay existe y € A tal que S(t)y = z. Por tanto, existe

v. Sea x € A, por ser A atractor es invariante,



32 SISTEMAS DIFERENCIALES AUTONOMOS

la 6rbita completa que pasa por z, y(x), y es acotada, ya que A es compacto, y en

A= J{=r ¢ Ur@) c U

zeA €A yel

consecuencia,

se deduce que A C |, -

(111) Sea ug € A, por el apartado (7i) existe una érbita completa y acotada que
pasa por ug, y(ug) = {S(t)ug : t € R}. Supongamos que existe otra érbita completa
y acotada que pasa por ug, y(u1) = {S(t)u; : t € R} y veamos que y(ug) = v(uy).
Como uy € v(uy), existe ty € R tal que S(to)u; = uy. Por una parte, si u € y(uo)

entonces u = S(t)up para algun ¢t € R y en consecuencia
u=S(t)ug = S(t)S(to)uy = S(t + to)us,

es decir, u € y(uy). Por otra parte, si u € y(uy), existe t’ € R, tal que, u = S(t')uy,
y entonces
Uu = S(t/)S(—tQ)UO = S(t, - to)UQ,

es decir, u € y(up). O

Teorema 2.3. Sea {S(t) : t > 0} un sistema semi-dinamico y A su atractor global.

Se verifica:
(i) A es el menor compacto que atrae a los acotados de X.
(ii) A es el mayor conjunto acotado e invariante de X.

Demostracion.

(1) Veamos que A es el menor compacto que atrae a los acotados de X. Sea B
un compacto que atrae a los acotados de X, veamos que A C B. Por ser A atractor
global, A es compacto, por lo que sera atraido por B, es decir, dist(S(t).A4, B) —
0, cuando t — oo.

Por otra parte A es atractor global, luego es un conjunto invariante, S(¢)A = A

para todo t > 0. Combinando esta afirmacion con la anterior,
dist(A, B) = dist(S(t)A, B) — 0,

cuando ¢ — 0o, de donde se deduce dist(A, B) = 0 y por tanto, A C B = B.
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(11) Esta afirmacion se prob¢ en el Teorema 2.1.

A continuacion, definimos las variedades estables e inestables de un punto de
equilibrio y de un subconjunto invariante y examinaremos su relacién con el atractor

global.

Definicién 2.13. Sea ug € X un punto de equilibrio. Se definen la variedad estable
de ugp y variedad inestable de wy como los conjuntos W€ (ug) y W*(uy) definidos,

respectivamente, como:

W ug) = {z€ X :S5(t)z estd definida para todot € R y th’m S(t)z =up}.
—00

W ug) = {z€ X :S(t)z estd definida para todot € R y th’m S(t)z =up}.
——00

Definicién 2.14. Sea U es un conjunto invariante. Se definen la variedad estable
de U y la variedad inestable de U como los conjuntos We(U) y W*(U) definidos,

respectivamente, como:

WeU) = {z€ X :8(t)z estd definida para todo t € R y tli}m dist(S(t)z,U) = 0}.
WU U) = {z¢€ X :5(t)z estd definida para todot € R y tlim dist(S(t)z,U) = 0}.
——00

Teorema 2.4. Si U C X es un conjunto compacto invariante, entonces W*(U) C

A.

Demostracion.

Sea u € W*(U). Por definiciéon de W*(U), existe una 6rbita completa v(u) que

pasa por u y ademas verifica
dist(S(t)u,U) — 0, cuando t — —oo.
Por otro lado, por ser A atractor, atrae al punto u, es decir,
dist(S(t)u,.A) — 0, cuando t — oo.

Asi, para t suficientemente pequenio, S(t)u € U y para t suficientemente grande,

S(t)u € Ay por tanto, v es una drbita acotada. Finalmente, como ~y(u) es érbita
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acotada y completa concluimos que y(u) C A por el Teorema 2.2, luego u € A.
O

Fijémonos ahora en el caso particular de los sistemas gradientes, que son aquellos
sistemas para los que existe una funcién de Liapunov, cuya definicién proporciona-
mos a continuacion. Las funciones de Liapunov desempenan un papel importante

en la simplicacién de la estructura del atractor.

Definicién 2.15. Sea B C X un conjunto positivamente invariante para el sistema
semi-dindmico {S(t) : t > 0}, llamamos funcién de Liapunov sobre B a cualquier

funcion continua ® : B — R que verifica:

(i) Para cada x € B, la siguiente funcion es no creciente:

R — R
t — P(S(t)x).

(i1) Si para algin x € B se satisface la ecuacion
O(S(t)x) = ®(x), para cadat > 0,

entonces x es un punto de equilibrio.

Definicién 2.16. Sea {S(t) : t > 0} un sistema semi-dindmico en X. Se dice que
{S(t) : t > 0} es un sistema gradiente si eziste alguna funcién de Liapunov en X.

Dicha funcion se conoce usualmente como funcion global.

Teorema 2.5. Supongamos que {S(t) : t > 0} es un sistema semi-dindmico que
posee atractor global y que existe una funcion de Liapunov ® sobre B, siendo B C X

un conjunto compacto, absorbente y positivamente invariante, entonces se verifica
w(ug) C &, para todo uy € B,

donde £ es el conjunto de puntos de equilibrio del sistema {S(t) : t > 0}. En
particular, si X es conexo y £ es discreto, entonces para todo ug € B, w(ug) es un

conjunto unitario con un unico punto critico.
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Demostracion.

Para cada ug € B, existe un ¢ty € R tal que S(t)up € B para todo t > tg, y
en particular u; = S(tp)uy € B. Probemos en primer lugar que w(ug) = w(uy).
Sea u € w(ug) y veamos que u € w(uy). Como u € w(up), existe una sucesiéon
{tn}nen C R tal que t, — 00y S(t,)ug — u. Por otra parte, como uy = S(to)uo,
tenemos

S(—to)ul = S(to)_18<t0)U0 = Ug,

luego
u= lim S(t,)ug = lim S(t,)S(—to)uy = lim S(t, — to)uy

n—o0 n—oo n—oo

y, por tanto, u € w(uy) ya que {t, — to}ren €8 un sucesiéon convergente a infinito.

Supongamos ahora que u € w(uy ), entonces existe una sucesion {t, }neny C R con

t, — 00y S(tn)ur — u, entonces

w= lim S(t,)u; = lim S(t,)S(to)uo = lm S(t, + to)uo

n—0o0 n—oo n—oo

luego u € w(ug) por ser {t, + to}nen convergente a infinito.

Probemos ahora que todo punto de w(ug) es punto de equilibrio del sistema semi-
dindmico. Consideramos una 6rbita que empieza en ug, es decir, v (ug) = {S(t)uo :
t > 0}. Por el Lema 2.1 tenemos

w(ug) = ()7 (o),

s>0

que es un cerrado tal que w(uy) C 77 (ug), luego w(ug) es no vacio, compacto e
invariante por el Lema 2.2.

Veamos que ® es constante en w(ug). Si u € w(ug), entonces existe una sucesién
{tn}nen teniendo a infinito cuando n — oo tal que lim,_, S(t,)up = u. Como P es

continua

o (um S(tn)u0> = lim O(S(t)uo) = (u),

n—oo n—oo
y por monotonia de la funcién de Liapunov ®(u) = ®(S(0)u) = sup,cp P(S(t)uo)
que es un valor que no depende de la sucesién {t, },en ni del punto u considerado,
luego @ es constante en w(uy).

Veamos ahora que, en efecto, si u € w(ug), u € €. Como w(ug) es invariante, (es
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decir, S(t)w(ug) = w(ug) parat > 0) y u € w(up) tenemos que S(t)u € w(ug), t > 0,
y como ® es constante en w(ug), P(S(t)u) = (u) para todo t > 0, luego por ser
funcién de Liapunov sobre B, se tiene que u es punto critico.

Veamos la tltima afirmacién del teorema. Supongamos que X es conexo, probe-
mos que w(ug) es conexo por reduccién al absurdo. Supongamos que no es conexo,
entonces existen A y B cerrados, no vacios tales que w(ug) = AUBy AN B = ;
ademds podemos tomar ¢ = 3dist(A, B) > 0. Sean a € Ay b € B, como A C w(uy),
a = lim,,_,o S(t,)ug, donde {t, } nen €s una sucesién convergente a infinito; de manera
andloga, b = lim,, o S(t,,)ug, con {t, },en convergente a infinito. Ademds podemos

asumir que t,, <t/ para cadan € Ny
dist({S(tn)uotnen, A) <8 vy dist({S(t,)uo}nen, A) > 0.

Teniendo en cuenta que W (t) = dist(S(t)ug, A) es una funcién continua, podemos
tomar 7, € [t,, 1] tal que dist({S(7,)uo}nen, A) = 9. Ademas, {S(7,)uo }nen €s aco-
tada, (por ser B absorbente) luego tiene una subsucesion {S(7,, )uo }ren convergente
a z € w(up). Asi, hemos llegado a una contradiccién con dist(z, A) = 6.

Dado que & es discreto y w(ug) es conexo, w(ug) s6lo puede ser un punto, por
tanto, w(ug) es un conjunto unitario cuyo unico elemento es punto critico.

O

Teorema 2.6. Sea {S(t) : t > 0} un sistema semi-dindmico con un atractor global
A. Supongamos que el sistema semi-dindmico {S(t) : t > 0} tiene una funcion de
Liapunov en A. Entonces,

A =WH(E).

Si ademdas £ es discreto y X conexo, entonces

A= W"(u).

ug€€

Demostracion.

Veamos que W*(€) C A. Sea u € W*(E), entonces existe una drbita completa
v(u) = {S(t)u : t € R} tal que dist(S(t)u,E) — 0, cuando t — —oo. Por otra parte,
como la orbita de todo punto critico es el propio punto critico, se tiene que dicha

6rbita es acotada y completa, luego £ C A ya que por el Teorema 2.2 toda érbita
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completa y acotada estd contenida en el atractor global A. Puesto que £ C A se
tiene que u € W*(A).

Ademas se verifica W*(A) = A. En efecto, por ser A compacto e invariante, por
el Teorema 2.4 tenemos W*(A) C A. Veamos ahora que A C W"(A). Sea ug € A;
entonces por el Teorema 2.2 podemos definir una érbita completa v = {S(t)ug : t €
R} que esta contenida en su totalidad en el atractor A de donde se tiene de manera
obvia que

dist(S(t)ug, A) — 0, cuando t — —oo.

Por tanto, ug € W*(A).
Veamos que A C W*(E). Sea ug € A, para demostrar esta inclusién consideramos

el conjunto

a(ug) = () 7s (wo); s (o) = {S(t)ug : t < s}.

s<0

De manera analoga como se hizo para el conjunto w(ug), podemos escribir
afug) ={u € X : Htp}nen C R, = —00, S(tn)ug — u}.

En primer lugar, observemos que «(ug) es un conjunto no vacio; ya que dada cual-
quier sucesion {t, }nen tal que ¢, — —oo, {S(£,)uo tnen es acotada (pues la érbita
definida anteriormente es acotada y completa) y ademds {S(t,)uofnen C A, que es
compacto, luego existe una subsucesion {t,, }ren C R de {t, },en tal que t,,, — —o0,
y S(tn, )up — u para algin u, cuando k — oo, luego u € a(uy).

Ademéds, a(ug) es compacto ya que es un cerrado (por ser interseccién de cerra-

dos) y ademads

afug) C{SHt)ug :t < =1} C{S{Ht)up : t € R} =~ C A.

Asi, la compacidad de a(ug) se obtiene de que A es un compacto.

Probemos ahora la invarianza. Sea = € a(ug), entonces existe una sucesion

{tn}nen € R tal que t,, — —o0, S(t,)ug — x luego

S(t)r = S(t) im S(t,)ug = lim S(t + t,)uy = z,

n—oo n—o0

va que {t + t, }nen C R es tal que t 4 t,, — —oo para todo ¢t > 0.

A continuacién probamos que ¢ es constante en a(ug). Si u € «a(ug), entonces
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existe una sucesion {t, },en tal que t, — —oo y ademés

lim S(t,)up = u,
n—oo

y en consecuencia, por propiedades de la funcion @,

O(lim S(t,)ug) = Um P(S(t,)ug) = P(u). (2.5)

n—oo n—0o0

Por otro lado, por la monotonia de ®, se tiene

O (u) = D(S(0)ug) = sup ®(S(7)ug),

7<0

que es un valor que no depende de la sucesién {t, },en ni de u, luego ® es constante
a(up).

Como «(ug) es invariante, es decir, S(t)a(ug) = a(ug) para todot > 0y u €

a(ug), se tiene S(t)u € a(ug) con t > 0 luego, por ser ® constante en a(ug) tenemos
O(S(t)u) = ¢(u), paratodot >0,

luego u es punto critico (ya que ® es funcién de Liapunov en A), y en consecuencia
aug) C E. Acabamos de demostrar que para uy € A, S(t,)ug — u € &, cuando
t, — —00, es decir, A T W*(E).

Probemos ahora la ultima afirmacion del teorema. Dado que X es conexo, con
argumentos analogos a los de la demostracién de la conexién de w(ug) en el Teorema
2.5 se prueba que a(ug) es conexo. Como a(ug) C &, € es discreto y a(ug) es conexo,
a(up) solo puede ser un punto. Por tanto, como W"(uy) C a(ug), W*(up) tendra a

lo sumo un punto y

Veamos un ejemplo de la funcion de Liapunov y de aplicacion de los teoremas

anteriores.
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Ejemplo 2.2. Consideremos el siguiente problema de valor inicial

Yy =y—v,
(2.6)
y(to) = Yo,
y definamos la siguiente funcion:
_y27 st |y| S 1;'

®(y) =
1, sily| > 1.

Comencemos calculando los puntos de equilibrio de la ecuacion (2.6). Puesto que los

tinicas soluciones de la ecuacion y —y®> =0 son 1, —1, y 0, se tiene € = {—1,0,1}.

Supongamos que hemos demostrado que existe el atractor global, veamos como
seria la estructura del mismo. Para ello, veamos que la funcion definida es una
funcion de Liapunov en la bola cerrada de centro 0 y radio 1, es decir, en dicha bola
¢ es continua, t — P(S(t)yy) es no creciente, y si P(S(t)yo) = P(yo) para todo

t > 0, entonces yy es punto de equilibrio.
(i) La continuidad es inmediata.

(11) La sequnda propiedad se obtiene de que si y(t) = S(t)yo, con |y(t)] < 1

entonces

[@(y())]" = '(y(1)y (1) = =2y(t)*[1 — y(t)*] < 0.

(111) Para la tercera propiedad, supongamos y(t) = S(t)yy con |y(t)| < 1 satisface
D(y(t)) = ®(yo) para todo t > 0. Entonces ®(y(t)) = —y(t)? = —y2 = ®(yo), es
decir, y(t) = yo para todo t > 0, o bien, y(t) = —yo, para todo t > 0. Teniendo en

cuenta la Nota 2.1 concluimos que yy es punto critico o de equilibrio.

Debido a que el sistema (2.6) es de tipo gradiente, estamos en las condiciones
de aplicar Teorema 2.6, y por tanto,

A=WHE) = [JW"(2).

ze€
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Calculamos las variedades inestables de los puntos de equilibrio de la ecuacion (2.6):

W (0) = {yo € R: S(t)yo estd definida para todo t € R, th S(t)yo =0} = (—1,1),
——00

W) = {yo € R: S(t)yo estd definida para todo t € R, th S(t)yo =1} = {1},
——00
WH(=1) = {yo € R: S(t)yo estd definida para todo t € R, Jim S(t)yo = -1} = {-1}.

Para determinar dichas variedades, hemos tenido en cuenta las siguientes pro-

piedades de las soluciones que se ilustran en la Figura 2.1:

w Sily(t)] > 1 ey(t) >0, entonces y'(t) < 0 y se tiene que y(t) es decreciente y

acotada inferiormente por 1, luego lim;_, o, y(t) = co y lim; o y(t) = 1.
» La solucion constante y(t) = 1 satisface limy_, o, y(t) = limy_,oo y(t) = 1.

w Sily(t)] <1 ey(t) >0, entonces y'(t) > 0 y se tiene que y(t) es creciente y
acotada superiormente por 1 e inferiormente por 0, luego lim;, ., y(t) =0 y

» La solucion constante y(t) = 0 satisface limy_, o y(t) = limy_,00 y(t) = 0.

» Sily(t)] <1 ey(t) <0, entonces v/ (t) < 0 y se tiene que y(t) es decreciente y
acotada superiormente por 0 e inferiormente por -1, luego lim;_, o y(t) =0y

im0 y(t) = —1.
» La solucion constante y(t) = —1 satisface limy_, o y(t) = limy o, y(t) = —1.

» Sily(t)] > 1 ey(t) <0, entonces y'(t) > 0 y se tiene que y(t) es creciente y

acotada superiormente por -1, luego lim;—, . y(t) = —oo y limy_,0 y(t) = —1.

Por tanto, A = [—1,1]. Observemos que A es compacto, es invariante (pues
hemos visto que cualquier solucion que comienza en A, permanece en A) y atrae
acotados (por el razonamiento anterior), y en consecuencia es atractor de R para el

sistema dindmico definido por (2.6).
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Figura 2.1: Espacio de fases de la ecuacién definida en (2.6).

2.2. Modelo SIR auténomo

Como se indicé en la Introduccion, uno de los objetivos de este trabajo es estudiar
el comportamiento asintético del modelo SIR auténomo. Recordemos que el modelo
SIR es un modelo apropiado para la descripcion de la dindmica de poblaciones en
la que se desarrolla una infeccion aguda. Para ello se asume que existen tres tipos
de individuos: Susceptibles (Susceptible), si los individuos no han estado expuestos
al patégeno; Infecciosos (Infectious), si estan infectados por el agente patdgeno; y
Recuperados/Eliminados (Recovered/Removed) si, o bien han eliminado por com-
pleto la infeccion tras sufrirla, o bien han sido aislados del resto de la poblacién para
prevenir nuevos contagios.

Para describir la dindmica entre los tres grupos mencionados a lo largo del tiem-
po, fijemos previamente la notacién y denotemos S(t), I(t) y R(t) el nimero de
individuos susceptibles, infecciosos y eliminados, respectivamente, en el tiempo ¢,
para cada t > 0. Observemos que dada la naturaleza de la poblacion sélo tiene sen-
tido considerar soluciones no negativas S(t) > 0, I(t) > 0, y R(t) > 0 e instantes de
tiempo no negativos. Ademads, en este capitulo nos centraremos en la situacion en
la que el nimero de individuos de la poblacién permanece constante, de tal manera
que si N denota el tamano poblacional en cualquier instante de tiempo ¢, entonces
N = S(t)+ I(t) + R(1).

Para establecer las ecuaciones que representan dicha poblacién, denotaremos la

tasa de natalidad y mortalidad de la poblacién con la letra v > 0, 8 > 0 sera la tasa
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de contacto entre susceptibles e infectados y v > 0 representara la proporcién de

individuos que se recuperan por unidad de tiempo. Es importante senalar que como

nos centramos en el caso en el que la poblacion permanece constante el nimero de

nacimientos coincide con el nimero de muertes naturales, de ahi que v represente

tanto la tasa de natalidad como la de mortalidad.

Consideraremos las siguientes hipétesis sobre la poblacién:

(i)

(i)

(iii)

(iv)

(v)

(vi)

La tnica forma de que un nuevo individuo pase a formar parte del grupo de

los susceptibles es por nacimiento.

Existen dos formas de que un individuo abandone el grupo de los susceptibles:

por muerte natural o por convertirse en individuo infeccioso.

Asumiremos que la velocidad de cambio de S(t) debida a la transformacién
de susceptibles en infecciosos depende del nimero de individuos susceptibles,
del nimero de infecciosos y de la cantidad de contactos entre susceptibles e
infecciosos. En particular, supondremos que cada individuo infectado tiene un
numero fijo # de contactos por dia y que son suficientes para contagiarse de
la enfermedad, de los cuales no todos se producen con individuos susceptibles.
Si asumimos una distribucion homogénea de los individuos en la poblacién, la
proporcion de esos contactos que se producen con los individuos susceptibles
es S(t)/N. Asi, por término medio, cada individuo infectado genera 8S(t)/N

nuevos individuos infectados por dial.

Existen dos formas de que un individuo abandone el grupo de los infecciosos:

por muerte natural y por recuperacién de la enfermedad o aislamiento.

Asumimos que proporcién de individuos infectados que se recuperan durante
un dia, v, es fija. Por ejemplo, si la duracién media de la infeccién es tres
dias, entonces, por término medio, un tercio de los individuos del grupo de los

infectados se recupera durante un dia.

Un individuo pasa a formar parte del grupo de los eliminados si, o bien ha sido
detectado como individuo infeccioso y ha sido aislado para prevenir nuevos

contagios, o bien, ha superado la enfermedad.

1Si el niimero de individuos susceptibles es muy grande y la proporcién de individuos infecciosos
en la poblacién es muy pequena, podemos omitir situaciones en las que un individuo susceptible
puede tener contacto con mas de un individuo infeccioso durante un dia.
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(vii) Un individuo unicamente abandona el grupo de los eliminados por muerte

natural.

Una representacion esquemética de la dinamica entre los distintos grupos se

ilustra en la Figura 2.2.

SI ~vI
S —m_L_Il _J—/™_LR

z/S Z/I z/R

v v v

Figura 2.2: Esquema de la dinamica entre los distintos grupos.

Asi, el sistema resultante viene definido por el siguiente sistema diferencial auténo-

mo: .
S’ :VN—VS—ES[
N 9
I = %51 — vl — I, (2.7)
R =~I —VvR.

.
La primera ecuacién del modelo resulta de las hipdtesis (i)-(%ii); en concreto, el
primer sumando viene explicado por (i), el segundo por (ii) y el tercer término por
la combinacién de (ii) e (iii). La ecuacién para I’ resulta de las hipétesis (i4i)- (v);
en particular, el primer sumando viene dado por (7ii), el segundo por (iv) y el tercer
término por (iv) y (v). Por ultimo, el primer sumando de la ecuacién para R estd
determinado por (vi) y el dltimo término por (vii).

Notemos que debido a que hemos asumido que la poblacién permanece constante,
(es decir, N = S(t) + I(t) + R(t)), el sistema diferencial (2.7) se puede reducir al

siguiente sistema de dimensién 2:

S'=vN — éS[—VS,
N (2.8)
I' = BSI—I/]—’YI,

N
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de tal forma que estudiar el comportamiento asintético del modelo (2.7) equivale
a estudiarlo en el modelo (2.8) y en consecuencia, trabajaremos con este tltimo

sistema.

2.2.1. Comportamiento asintdético local de las soluciones

En primer lugar vamos a estudiar el comportamiento asintotico local de las so-
luciones del sistema (2.8). Para ello, calcularemos los puntos de equilibrio y es-
tudiaremos la estabilidad de dichos puntos de equilibrio empleando resultados del

Capitulo 1.

Calculo de los puntos de equilibrio

Comencemos calculando los puntos de equilibrio del sistema (2.8), es decir, cal-

culemos las soluciones del siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

yN—%SI—uS:O,
(2.9)

%SI—V[—"}/[:O.

De la segunda ecuacion se obtiene (%S —v— fy) I =0, por tanto,

N(v+7)
B

Cada una de estas soluciones da lugar a un punto de equilibrio.

I =0, obien, 5=

= Si I = 0, entonces sustituyendo este valor en la primera ecuacién del sistema
(2.8), tenemos
v(N —95)=0,

y dado que v > 0, se tiene N = S. Asi, el punto de equilibrio obtenido es:

(S*,I") = (N,0). (2.10)



TRABAJO FIN DE GRADO 45

N(v+7)

= SiS=
8

, de nuevo sustituyendo este valor en la primera ecuacion,

VN—(VH)J—%(VH)ZO,

despejamos I obteniendo

[ (VN_ﬂ(uﬂ)),

v+ 15}

y reordenando términos se obtiene finalmente

Asi, en este caso, el punto de equilibrio obtenido es:

= (M (L)

Recordemos que debido a la naturaleza del contexto en el que se plantea este
sistema autonomo solo tiene sentido considerar soluciones positivas. Observemos que
si v+ > el punto (2.11) no tiene sentido puesto que su segunda coordenada seria
negativa, y en consecuencia, en esta situacion sélo tendremos un punto de equilibrio.

Por el contrario, si v+ < [ tendremos los puntos de equilibrios definidos en (2.10)
y (2.11).

A partir de los puntos de equilibrio del sistema (2.8) podemos determinar los
correspondientes puntos del sistema (2.7), donde recordemos que N = S(t) + I(t) +
R(t). Asi, el punto correspondiente al punto (2.10) es

(5*7]—*7 R*) = <N7 07 0)7

y el punto correspondiente al punto (2.11) es

(S’I’R)‘< 5 ’VN<V+7 6>’”N(v+v B))
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Estudio de la estabilidad de los puntos de equilibrio

Puesto que el sistema autonomo considerado es no lineal, para el estudio de la
estabilidad de los puntos de equilibrio utilizaremos los resultados de la Secciones 1.2

y 1.3. Observemos en primer lugar que el sistema (2.8) puede escribirse como

/ -
S v 0 S vN NSI

I 0 —vy I
pero en este caso, la funcion
g:RTxR? — R?
(t,S,I) — g(t,S,I)=(vN — %SI,%SI)
verifica que ¢(t,0,0) = (vNV,0) y por tanto, no estamos en condiciones de aplicar el

Teorema 1.2, por lo que analizaremos la estabilidad de los puntos de equilibrio del

sistema (2.8) basdndonos en la linealizacién del mismo.

Comencemos calculando la matriz jacobiana del modelo SIR auténomo, que viene

dada por:
o5 o
J— oS 01
0%, 0f
oS 01
donde
fi(S,I) = VN—%SI—I/S,
PaS.1) = ST vl =l
es decir,
—p1 —B
g N v
B —pS
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Como hemos mencionado anteriormente, distinguiremos dos casos, y para deter-

minar la estabilidad aplicaremos el Teorema 1.1.

» Caso 1: Supongamos v + v > (. En tal caso el inico punto de equilibrio es

(S*,I*) = (N, 0); analicemos su estabilidad.

La matriz jacobiana del sistema (2.8) asociada al punto (S*, I*) = (N, 0) es
—y —8
0 B—v—y

Calculamos sus autovalores determinando las soluciones de la ecuacién definida

por el determinante

—v—A —p
= (v =N -v—7-2),

0 B—v—v—2A

es decir, las soluciones de la ecuacion

(v =NB-v—7-A) =0,

que son:

Ay = B—(v+7).

Observemos que A\; < 0 pues v > 0, y A2 < 0, ya que estamos suponiendo que
v+ > 0.

Por tanto, aplicando el Teorema 1.1 se tiene que el punto (S*,I*) = (N,0)
es un equilibrio uniformemente asintéticamente estable para el sistema (2.8)
(véase Figura 2.3). Este tipo de estabilidad en este contexto se interpreta de
la siguiente forma: si el niimero inicial de individuos susceptibles e infecciosos
estan proximos a N y 0, entonces el nimero de individuos susceptibles en la

poblacién tiende a estabilizarse en el tamano de la poblacion y el nimero de
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individuos infecciosos tiende a 0 tras un largo periodo de tiempo, es decir, la

enfermedad se extinguird por completo en la poblacién.

Ejemplo 2.3. Consideremos el sistema (2.8) donde N =100, f=1,v=1y
v = 5. Observemos que estamos ante el caso que acabamos de analizar puesto
que v+ > . En este caso tenemos un unico punto de equilibrio (100,0),
que es uniformemente asintoticamente estable. La dindamica de este sistema se

representa en la Figura 2.3.

80 i\‘\\\}\\ \ \‘
NN

sof \\\\ \\\\

= N
- AWy
i St RN

T TN

Figura 2.3: Campo de pendientes y punto de equilibrio del sistema (2.8) con N = 100,
v=>5p=1y~v=1

» Caso 2: Supongamos v++v < (. En tal caso, el sistema (2.8) presenta 2 puntos

de equilibrios:

st =0 v s = (FE e (- 5)).

e Analizaremos la estabilidad del punto de equilibrio (57, I7) = (V,0). Con

los mismos argumentos que en el caso anterior:

>\1:—V

Y

Ao = B—(v+7).

En este caso, \; < 0, pues v > 0, y Ay > 0, debido a v + v < f.
Por lo tanto, aplicando el Teorema 1.1 se tiene que (S7,Iy) = (N,0)
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es un equilibrio inestable para el sistema (2.8) (véase Figura 2.4). En el
contexto del modelo SIR, este tipo de estabilidad significa que si el nimero
inicial de individuos susceptibles estd préximo al total poblacional y el
numero inicial de infecciosos esta préximo a cero, puede ocurrir que dicha
poblacién nunca vuelva a tener un ntimero de individuos susceptibles e
infecciosos cercanos a los valores iniciales tras un largo periodo de tiempo.
En este caso, que la proporcion de individuos infecciosos esté préxima a

cero no implica que la enfermedad se extinga en la poblacién.

e Examinaremos la estabilidad del punto de equilibrio
N (v+7) ( 1 1 ) >
> )= ——= VN ——=1].
( 2 2) ( 6 v+ y ﬁ

La matriz jacobiana asociada a este punto es:

Calculamos sus autovalores como es usual; comencemos calculando el

determinante

1 1 1 1
= [ﬁy (V+’Y_B> +u+)\])\+ﬁu(y+’y) <V+’Y_B)'

A continuacion, resolvemos la ecuacién cuadratica

1 1 1 1
)\2+<5V (m—g)+l/))\+ﬁl/(y+'y)(y+7—g) =0,
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cuyas soluciones son

(D)) O e

1 1
donde C' = Bv(v+7) — — |, y ambas tienen la parte real negativa.
v+y B
1 1
En efecto, ya que Sv(v+v) >0y (— - —> > 0 se tiene
vty B

(o (- 2) o)t (- 1) < (o (25 - 1) o)

Por tanto, aplicando el Teorema 1.1, el punto (S5, 15) es un equilibrio
exponencialmente asintdticamente estable (véase Figura 2.4). Intuitiva-
mente, este tipo de estabilidad significa que el nimero de individuos sus-
ceptibles en la poblacién tiende a estabilizarse en S5 y el nimero de
individuos infecciosos tiende a I; tras un largo periodo de tiempo. Es de-
cir, en esta situacion, la enfermedad no desaparece de la poblacién, sino
que persiste de tal manera que el nimero de individuos susceptibles e
infecciosos se estabiliza en la poblacién en los valores S5 y I3, respecti-
vamente, independiente de si la poblacién en el instante inicial contaba
con un numero de individuos infecciosos muy grande o con un nimero de

infecciosos muy pequeno.

TN\ s
L ~ i
100j\ \\,/::: O]
N —
NN\
o SO
40:» N T N
20:» :: :\:::::/‘ )\\\§§ ]

——— . —

i C————

Figura 2.4: Campo de pendientes y puntos de equilibrio del sistema (2.8) con N =
120, v =5, =12y v = 1.
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Ejemplo 2.4. Consideremos el sistema (2.8) donde N =120, =12, v =1
y v = 5, observemos que estamos en el caso 2 puesto que v+ v < 3. En
este caso tenemos dos puntos criticos (120,0) y (60,50). El primer punto de
equilibrio es un equilibrio inestable y el sequndo es un equilibrio exponencial-

mente asintoticamente estable. La dindmica de este sistema se representa en
la Figura 2.4.

2.2.2. Comportamiento asintético global de las soluciones

A continuacion estudiaremos el comportamiento asintético global del modelo
SIR haciendo uso de la teoria de atractor global. Como anteriormente hemos dicho,
en este contexto sélo tiene sentido considerar soluciones cuyas componentes son

positivas y definidas para instantes de tiempo positivos.

Veamos en primer lugar que existe atractor global. Para ello, comenzaremos
probando que cualquier solucién V (t) = (S(t), I(t)) del sistema (2.8) es una solucién

acotada. Sumando las ecuaciones del sistema (2.8) obtenemos
S'"+I'=vN —v(S+1)—~I,
y puesto que v > 0, se obtiene
S"+1I'<uvN—-v(S+1).

Hagamos el cambio de variable S + I = W; la desigualdad anterior es entonces
equivalente a

W' <vN —vW

en la que la igualdad se corresponde a una ecuacion diferencial ordinaria lineal no

homogénea. Multiplicando ambos miembros por e”! y reordenando se obtiene
W/ezlt + VthW — (Weut)/ S VNel/t;
integrando entre 0 y ¢ llegamos a

W(t) <W(0)e™ + N — Ne ™,
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es decir,
S(t)+I(t) < (S(0)+1(0))e™ + N — Ne ™,

y por tanto,
lim (S(t) + I(t)) < N.

t—o0
Ahora, teniendo en cuenta que S(t) < S(t) + I(t) e I(t) < S(t) + I(t) se tiene que
cualquier solucién V' (t) de (2.8) estd acotada.

Veamos ahora que todo conjunto B® es un conjunto absorbente, donde € > 0 y
={(S,1)€eR?*:5>0,I1>0,S+1<N +¢}.

Sea D un conjunto acotado en R2, entonces existe R > 0 tal que D C BF.

1 N
Probemos que S(¢)D C B® paratodot > t(D) = og((ft+ N)/e)

. Sea V (t) solucién
v
del sistema (2.8) tal que V(0) = (5(0),1(0)) € D, entonces para t > t(D) se tiene

St +1I(t) < (S(0)+I(0)e ™ +N—Ne ™
< (N+Re"+N
S(N+mN+R+N
= e+ N

es decir, V(t) = S(t)V(0) € B®.
Observemos que como el conjunto B° es compacto y absorbente, por el Teorema

2.1 tenemos garantizada la existencia de atractor global.

Por ultimo, veamos cual es la estructura del atractor global. Debido a las pro-
piedades de los puntos de equilibrios y en virtud del Teorema 2.1, dicha estructura

puede ser descrita de la siguiente forma:

» Si v+ > f, entonces como el punto (N,0) es un equilibrio uniformemente

asintéticamente estable, se tiene

A={(N,0)}.

» Siv+ < [, puesto que el punto (ST, I7) es un equilibrio inestable y el punto
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(S5,13) es un equilibrio exponencialmente asintéticamente estable, se obtiene
A={(51,17), (55, I5)} UT.

donde T' denota el conjunto de las soluciones heteroclinicas entre los puntos
(ST, I7) v (S5, 1), es decir, el conjunto de todas las trayectorias de las solu-

ciones que unen a ambos puntos de equilibrios.

Observemos que el comportamiento asintotico de una enfermedad en una po-
blacién con una dindamica como la descrita en esta seccion depende del valor del
pardmetro Ry = (v + )~ !. Del andlisis realizado se deduce que si para dicha en-
fermedad se tiene que Ry < 1, entonces la enfermedad se extinguird, mientras que si
Ry > 1, la enfermedad persistira en la poblacion y ademas el nimero de individuos

susceptibles e infecciosos se estabilizara.

Por 1ultimo, es importante senalar que el modelo considerado en esta seccion
constituye una primera aproximacion a la modelizacién del contexto epidemiolégico
considerado. Una situacién méas realista es asumir que alguno de los coeficientes
dependa del tiempo, lo que motiva la necesidad de un modelo mas rico y a la vez

méas complejo. Dicho modelo serd examinado en el proximo capitulo.






Capitulo 3

Sistemas diferenciales no

autonomos

Los sistemas auténomos son sistemas que solo permiten modelizar situaciones
simples ya que hacen uso de coeficientes que no dependen del tiempo. Esto motiva
la necesidad de modelos mas complejos pero mas realistas, con coeficientes que
dependan del tiempo, pudiendo modelizar asi la presencia de ruidos, pertubaciones
aleatorias u otros efectos ambientales. Para la modelizacién de dichos fenémenos se
hace uso de los sistemas diferenciales no auténomos, en los cuales nos centramos en

el presente capitulo.

Recordemos que un problema de valores iniciales para un sistema diferencial no

auténomo viene definido por:

y = F(t,y()),
(3.1)

y(to) = vo,

donde F': R x D — R? es una aplicacién continua, D C R?, ¢, € R e yy € R%
Este capitulo esta dividido en dos secciones; en la primera seccion se presentan

resultados sobre el analisis del comportamiento de sistemas dindmicos para siste-

mas diferenciales no auténomos haciendo uso de la teoria del atractor pullback. Por

ultimo, en la segunda seccion aplicaremos dichos resultados al andlisis del compor-

25
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tamiento de un modelo SIR mas general que el considerado en el Capitulo 2 y que

estd definido por un sistema no auténomo.

3.1. Resultados previos para sistemas no auténo-

ImMos

3.1.1. Motivacion

Una de las diferencias entre los sistemas auténomos y los no auténomos se en-
cuentra en que los sistemas auténomos solo dependen del tiempo transcurrido desde
el instante inicial mientras que para determinar la evolucion de los sistemas no
autonomos no sélo es importante el valor de la solucién en el instante presente sino

también en el instante inicial. [lustemos esta propiedad mediante un ejemplo sencillo.

Ejemplo 3.1. Consideremos el siguiente problema de valores iniciales:

/

y = —ty,

y(to) = vo,
cuya solucion es p(t; to, yo) = yoe 2 1),
Observamos que resulta imposible expresar t* —t3 como funcidn que dependa tinica-
mente del tiempo transcurrido t — to debido a que t* — 3 = (t — to)(t + to).
Asit, la evolucion de dicho problema de valores iniciales no solo viene determinada

por el tiempo transcurrido, t — to, como ocurria en el caso de sistemas autonomos.

Por tanto, puesto que las soluciones no dependen sélo del tiempo transcurrido,
la propiedad ¢(t;to,v0) = @(t — t0;0,%0), donde S(t)yo = ¢(¢;0,y0), que se tenia
para sistemas dinamicos autonomos no se verificard para sus andlogos en el caso
no auténomo, ya que en este caso necesitamos conocer el valor de la solucién en el
instante presente, t, y también en el instante inicial, ¢5. En consecuencia, los procesos
que definiremos en el caso no autéonomo, y que denotaremos como U, dependeran

de dos pardmetros, es decir, la solucién puede ser escrita de la siguiente manera:

(t;to, yo) = U(t, to)vo,
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donde {U(t,s) : (t,s) € R?*} es una familia biparamétrica. Asi, estudiar cémo se
comporta el sistema cuando ¢ — oo equivale a estudiar cémo se comporta U (t, tg)

cuando t — oco. Comencemos con la definicién formal de dicha familia.

Definicién 3.1. Un proceso U sobre un espacio métrico X es una familia de apli-
caciones {U(t,t) : (t,t9) € R?} donde R? = {(t,s) : t > s} y U(t,tg) : X — X

verifica:
(1) U(t,t)yo = yo, para todo t € R.

(i) U(t,7)U(T,s)yo = U(t, $)yo, para todos t,7,s € R tales que t > 7 > s, e
Yo € X.

(i11) La siguiente aplicacion es continua

RZx X — X
(t>$7y0) — U(tvs)yo'

El proceso introducido en la Definicién 3.1 se conoce también como semi-grupo
biparamétrico, puesto que depende del instante de tiempo inicial, ¢y, y del actual, ¢.
De manera analoga al Capitulo 2, de ahora en adelante consideraremos el proceso

definido como
Ut to)yo = (t;to, o), (3.2)

donde ¢ es la solucién maximal del problema de valores iniciales (3.1). Ademds nos

centraremos en el caso X = R%, es decir, en los sistemas de dimensién finita.

Recordemos que todo sistema no auténomo se reduce a uno auténomo anadiendo
una variable. Asi, el problema de valores iniciales (3.1) es equivalente al siguiente

problema de valores iniciales definido por el sistema autéonomo:
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y' = F(x,y),
=1,

y(to) = Yo,
x(to) = to,

\

o equivalente, al problema de valores iniciales siguiente:

(@,y') = Flz,y),
(z(to), y(to)) = (o, %o),

donde (z,y) € R x D —s F(z,y) = (1, F(z,y)) € R x X.

Veamos que dado un proceso U para el sistema no auténomo (3.1) podemos
definir un sistema dindmico para el sistema auténomo (3.3). Consideremos el punto
inicial (tg,yo) para el problema (3.3) y definamos el sistema dindmico de la siguiente

forma:
S(t) (to, yo) = (t +to, U(t + to,t0)yo) - (3.4)

Definamos la funcién

RxX — X
(t, (to,v0)) +—> fj(t)(to;yo) = (t +to, U(t + to, to)yo)

donde X = R x X. Entonces, podemos escribir el sistema dindmico (3.4) como la

familia de aplicaciones {U(t) : t € R}, donde las aplicaciones

Ut): X — X
(toyo) +— U(t)(to, yo) = (t + to, U(t + to, to)yo) .

verifican:



TRABAJO FIN DE GRADO 59

(i) U(0) = Ids ya que

U(0)(to, yo) = (to, Ul(to, t0)yo) = (to, %o)-

(i) U(t+ s)(to,y0) = (U(s) o U(t))(to, yo) para todos ¢, s € R puesto que

U(t+s)(to,y0) = (to+t+s,Ulto+t+s,%0)y0)
= (to+t+sUlto+t+sto+t)U(to +t,t0)yo)

= U(s)(t +to, Ulto +t,t0)y0))
= (U(s) o U(t))(to, o).

(iii) U(t) es continua para todo t € R por la continuidad del proceso.

(iv) La aplicacién ¢ € R —s U(t) también es continua por la continuidad de

proceso.

Por tanto, {U(t) : t € R} es un sistema dindmico auténomo sobre X definido a

partir del sistema (3.3).

Nota 3.1. El sistema dindmico {(7(25) : t € R} posee algunas propiedades no muy

convenientes.

(i) No existen compactos en X que sean invariantes para {U(t) : t € R}. En

efecto, sea Ac )?, con A compacto, entonces, para cada t € R,

UA = |J {U®)(tw)}

(to,yo)EA

= |J {t+t,Ut+toto)y)}-

(to,yo)EA

Observemos que {t + to : t € R} es un conjunto no acotado y por tanto, es
imposible encontrar un compacto que contenga a [7(25).2( Y en consecuencia no

existe atractor para dicho sistema autonomo.

Sin embargo, notese que todo conjunto de X serd de la forma

A= {J{to} x Alto)),  con Alto) C X;

toER



60

SISTEMAS DIFERENCIALES NO AUTONOMOS

(i)

ademds, si dicho conjunto es invariante por el sistema {l?(t) :t € R}, es decir,
U(t)A = A, para todo t € R, entonces debe verificar

U (6 < At) = | ({to +t} x Ulto + t,10) A(t)),  para todo t € R,

toER to€R

y por tanto, dado té € R, para cada t € R, existe ty € R tal que

t6 = to +1 Yy U(to + t, tQ)A(tO) = A(to + t).

Los conjuntos w-limite pueden no ser conjuntos invariantes. En concreto, el
concepto de w-limite para un proceso U asociado al punto (to,yo) se define

como:
w(t(]?y()) = {Z €X: El{tn}neN C Ratn — 00, U(tfwto)yo — Z}‘

Veamos con un ejemplo que estos conjuntos pueden ser no invariantes.

Ejemplo 3.2. Consideramos el siguiente sistema,

cuya solucion es
o(tito, yo) = yoe ) 4 (t —to)e "

Observemos que cualquier solucion o(t;to,yo) de la forma anterior verifica

o(t;to, yo) — 0, cuando t — oo, para todos ty € R e yo € R. Por tanto,
w(to,yo) = {0},  para todo (ty, 1) € R2.

Sin embargo, U(t,t9)0 = @(t;t9,0) = (t — to)e™" # 0, para todo t # to, luego,
w(to,yo) no es un conjunto positivamente invariante pues U(t,to)w(to, yo) €

w(to, o) sit # to, y en consecuencia, el conjunto w(ty,yo) no es invariante.
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A la vista de estas observaciones, parece complicado plantear una teoria general
sobre atractores globales para sistemas dindamicos auténomos generados por proce-
sos. Sin embargo, es posible llevar a cabo este objetivo haciendo uso de la teoria

pullback que introducimos ahora haciendo uso del siguiente ejemplo.
Consideramos el siguiente problema de valores iniciales

Yy =Y + t?
(3.5)

y(to) = vo-

En primer lugar vamos a calcular la solucién del sistema (3.5). Observemos que la
ecuacion (3.5) es una ecuacién diferencial lineal no homogénea; multiplicamos ambos

miembros por €' y observamos que
(ye') = y'e' +ye' = e't;
integrando ambos lados de la ecuacién obteniendo
ye! = /ettdt +C.
Integrando por partes el término de la derecha se tiene que [ e'tdt = (t —1)e’, luego
ye! = (t —1)e' + C, (3.6)

donde C' = ype' — (to — 1)e'. Como es usual, dicha constante se obtiene imponiendo
la condicién inicial y(tg) = yo en la ecuacién (3.6); asi, por todo lo anterior, se tiene

que la solucién del sistema (3.5) es

e(t;to, yo) =t — 1+ (yo + 1 — tg)e 710, (3.7)

Una vez obtenida la solucién del sistema (3.5) podemos definir un proceso U

COIMo:
Ul(t, to)yo = ¢(t;to, Yo)-
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Figura 3.1: Soluciones para el problema de valor inicial definido en (3.5) con yo = 0,
y para distintos valores de tg, en particular, ¢y € {—30,—29,...,29,30}.

A continuacién, analizaremos la importancia del sistema en el instante inicial en
el comportamiento asintético del problema. Es facil de ver que todas las soluciones
existen globalmente, es decir, estan definidas en todo R.

También podemos observar que la solucién ¢(t;ty, yo) — 00, cuando t — oo. Si
efectuamos la diferencia entre dos soluciones cualesquiera u(-) y v(-) correspondientes

a los datos iniciales ug y vy, respectivamente, obtenemos

(u(t) —v(t))" = —(u(t) —v(t)),

luego
u(t) — v(t) = (ug — vo)e” 710,

Dicha diferencia de soluciones tiende a 0 cuando t — oo, de donde se deduce que
aunque cada solucién se va a infinito cuando ¢t — oo, todas las soluciones siguen el
mismo patrén cuando el tiempo se incrementa (véase Figura 3.1).

Notemos también que fijado t € R y haciendo tender ¢, — —oo, la diferencia de
soluciones cualesquiera tiende a 0. Por lo que, en este caso las soluciones también
siguen el mismo patréon cuando se acercan a un instante ¢ si estas soluciones hubieran
empezado hace mucho tiempo.

Por tanto, tiene sentido preguntarse si existe una solucién particular o especial
tal que la dérbita de esta solucién describa el camino que otra solucién debe seguir.

El ejemplo considerado es un caso sencillo en el que podemos conocer las solu-
ciones explicitamente, y no es necesario un analisis mas profundo. En el caso que
no supiéramos resolver el problema pero si pudiéramos encontrar una solucion par-
ticular, ya sea a ojo, por simulaciones o por algiin método, sabriamos que cualquier

otra solucién se comporta igual que esa. Por ejemplo, volviendo al sistema (3.5),
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o(t;to,y0) = t — 1 es una solucién particular de dicho sistema pues verifica para

y = —y +t,y, por tanto, cualquier otra solucién se comporta de manera igual.

Es interesante observar también que teniendo la solucién explicita, fijando ¢ y ha-
ciendo tender ¢y a menos infinito obtenemos soluciones particulares. Asi, la solucién

del sistema (3.5) calculada satisface
o(t;to,yo) =t —14+ (yo + 1 — to)e_(t_t()) — ¢t —1, cuando ty — —o0,

donde ¢ — 1 es una solucién particular del sistema (3.5) y no depende del tiempo
inicial (véase Figura 3.1).

Este tipo de limite se conoce como limite en sentido pullback. Intuitivamente, lo
que hacemos al calcular dicho limite es tirar hacia atras del instante inicial y dejar
evolucionar el sistema en el tiempo para examinar qué ocurre en el instante . Asi,
para el sistema (3.5) hemos obtenido la funcién t—1 como hemos visto anteriormente
y dicha funcién representa donde estan o hacia donde se acercan las soluciones en
el instante ¢ si éstas hubieran comenzado hace mucho tiempo.

Ademas, se verifica que la uniéon de todas las posiciones en cada instante ¢ nos da
informacion de que le ocurrird a la solucion en un futuro. Notemos que no podemos
hablar de compacto al que se acercan las érbitas ya que las soluciones no estan
acotadas, pero si sabremos donde estaran las orbitas en cada instante ¢ si éstas
hubieran empezado hace mucho tiempo, lo cual es de utilidad ya que normalmente
consideramos sistemas dinamicos para modelizar fenémenos que comenzaron hace

millones de anos.

El ejemplo anterior ilustra la necesidad del estudio de la teoria de los atractores
en sentido pullback. En vista del ejemplo anterior, parece sensato hablar de atractor

como una familia dependiente del tiempo, es decir,
{A(t) : t € R},

que describira donde se acercan las soluciones para cada instante t si el sistema
hubiese empezado hace mucho tiempo. Por ejemplo, en el caso del sistema (3.5) el
atractor es {t — 1 :t € R}.

Ademés si la familia {A(t) : ¢ € R} es un atractor debe ser invariante como
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familia, es decir, si una soluciéon empieza en un elemento de la familia en el instante
to, en el instante ¢ dicha solucion estard en el elemento de la familia correspondiente
al instante ¢.

Si queremos definir un atractor de manera andloga a como lo hicimos en el
Capitulo 2, entonces cada elemento de la familia debe atraer a conjuntos acotados
en el sentido que precisaremos a continuaciéon. Por ejemplo, en el caso del sistema

(3.5) se tienen las siguientes propiedades:

w A(t) = {p(t; to, A(to))} para cada t,ty € R. En efecto,

o(tite, Altg)) =t — 1+ (tg— 1+ 1 —tg)e 700 =¢ — 1.

» Si D C X es acotado, entonces dist(U(¢,ty)D, A(t)) — 0, cuando ty — —oc.

dist(U(t,t9) D, A(t)) = sup inf |U(t,t9)b— al

beD a€A(t)

= sup |U(t,to)b— (t — 1)

beD

= sup|(b+1—to)e | =0,
beD

cuando tyg — —o0.

Observemos que en el sistema (3.5), las soluciones no sélo convergen a ¢t — 1
cuando ty — —oo sino que también se aproximan a t — 1 para t suficientemente

grande ya que
o(t;to,yo) — (t —1) = (yo + 1 — to)e ") - 0, cuando t — oo,

Por tanto, {A(t) : t € R} es tanto atractor forward como atractor pullback para el
sistema (3.5) (véase Figura 3.1).

Nota 3.2.

(i) Sélo en el caso de que los conceptos de estabilidad y estabilidad uniforme, sean
equivalentes asi como atractividad y atractividad uniforme, los conceptos for-
ward y pullback son equivalentes. Un ejemplo de esta situacion son los sistemas

autdénomos.

(i) Los conceptos de atraccion pullback y forward son, en general, independientes,

(para mas detalle véase [2]).
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3.1.2. Atractor pullback

Comenzaremos exponiendo algunas nociones béasicas de la teoria de atractores

pullback, para después proporcionar algunos resultados sobre los mismos.
Definicién 3.2. Sea U un proceso.

(i) Fijemos t € R. Se dice que un conjunto B C X atrae en sentido pullback a

los acotados de X en el instante t si para todo D C X acotado

dist(U(t,s)D,B) — 0,  cuando s — —oc.

(1) La familia {B(t) : t € R} se dice que es pullback atrayente para los acotados
de X si B(t) atrae en el sentido pullback a todos los acotados de X para cada
teR.

Definicién 3.3.

(i) Seat € R. Se dice que un conjunto B C X absorbe en sentido pullback a los
acotados de X en el instante ¢, s¢ para cada conjunto acotado D C X existe
T(D,t) <t tal que

U(t,s)D C B, para todo s <T(D,t).

(11) La familia {B(t) : t € R} se dice que es absorbente pullback para los conjuntos
acotados de X si B(t) absorbe en sentido pullback a todos los acotados de X
para todo t € R.

Definicién 3.4. Se dice que el proceso U es pullback disipativo para conjuntos
acotados si existe una familia {B(t) : t € R}, tal que B(t) C X es acotado y

absorbente pullback para acotados.

Definicién 3.5. Dada una familia de subconjuntos de X, {B(t) : t € R}, se dice

que es invariante para el proceso U si
U(t,s)B(s) = B(t), para todo (t,s) € R2.

Definicién 3.6. Se llama atractor pullback para el proceso U a una familia
{A(t) : t € R} que verifica:
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(1) A(t) es compacto para todo t € R.
(ii) {A(t) :t € R} es invariante.

(i) {A(t):t € R} atrae en el sentido pullback a los acotados de X .

A continuacién examinaremos la relacion entre el atractor pullback y el atractor

global estudiado en el Capitulo 2.

Teorema 3.1. El sistema semi-dindmico {S(t) : t > 0} posee un atractor global
A si, y sélo si, el proceso U definido como {U(t,s) = S(t — s) : (t,s) € R?} posee
atractor pullback { A(t) : t € R}. Ademds, se verifica que A(t) = A, para todo t € R.

Demostracion.
Supongamos en primer lugar que el sistema semi-dindmico {S(t) : t > 0} posee
un atractor global A y demostremos que la familia {A(¢) : ¢ € R} definida como
A(t) = A, para todo t € R, es atractor pullback para el proceso U.

La compacidad de A(t) se deduce de que A(t) = A, para todot € R, y A es
compacto.

Veamos que {A(t) : t € R} es invariante, es decir, U(t, s).A(s) = A(t) para todo
(t,s) € R2 Como U(t,s) = S(t — s) para (t,s) € R? y A(t) = A, paratodot € Ry

A es invariante por ser atractor global, se tiene
Ul(t,s)A(s) = S(t — s)A(s) = S(t —s)A = A= A(t), paratodo (t,s) € R2.

Probemos que {A(t) : t € R} atrae a conjuntos acotados de X en sentido
pullback. Sea B un conjunto acotado de X, entonces como A(t) = A, para cada
t € R, y A es atractor

dist(U(t, s)B, A(t)) = dist(S(t — s)B, A) = 0, cuando s = —o0,

deduciéndose asi que {A(t) : t € R} atrae a conjuntos acotados de X en sentido
pullback.

Por tanto, de todo lo anterior se deduce que {U(t,s) = S(t — s) : (t,s) € R?}
posee atractor pullback {A(t) : t € R}.
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Supongamos ahora que {U(t,s) = S(t — s) : (t,s) € R?} posee un atractor
pullback {A(t) : t € R} con A(t) = A, para todo t € R. Tenemos que probar que A
es atractor global para el sistema semi-dindmico {S(¢) : t > 0}.

La compacidad de A se obtiene de que A = A(t), t € Ry A(t) es compacto.

Comprobemos que A es invariante, es decir, S(7).A = A, para todo 7 > 0. Dado
que U(t,s) = S(t —s), parat > s,y A = A(t), para todo (t,s) € R?, se verifica
Ult, s)A(s) = A(t), es decir, S(t — s)A = A, o equivalentemente,

S(r)A=A, paratodoT >0.

Por ultimo, demostremos que A atrae a acotados de X. Sea B un conjunto

acotado de X, como A(t) atrae en sentido pullback a B, se tiene
dist(U(t,t — s)B, A(t)) — 0, cuando s — oo;
ahora, teniendo en cuenta que A = A(t),t € Ry U(t,t —s) = S(s), con (¢, s) € R?,
dist(S(s)B, A) — 0, cuando s — oo,

luego A atrae a conjuntos acotados de X.
Por todo lo anterior, el sistema semi-dindmico {S(¢) : ¢ > 0} posee atractor
global A.
O

Este resultado indica en parte que la nocién de proceso es una extension natural
del concepto de sistema semi-dindmico definido anteriormente.
Existencia de atractor pullback

En este apartado vamos a exponer algunas condiciones suficientes para la exis-
tencia de atractor pullback; para ello previamente proporcionaremos algunas defini-

ciones y resultados necesarios.

Consideramos un proceso U en un espacio métrico X.
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Definicién 3.7. Sea U un proceso y sea B C X. Se define el conjunto pullback

w-limite de B en el instante ¢ como

o equivalentemente,

w(B,t) = {y€ X : Hsptnen C (—00,t], H{xn}nen C B, sy, = —00,y = limy, 00 U(L, 8p) 20}

Nota 3.3. Si {S(t) : t > 0} es un sistema semi-dindmico y U es el proceso definido
como {U(t,s) = S(t—s) : (t,s) € R}, entonces los conceptos de w-limite y pullback

w-limite coinciden. En efecto,

w(B,t) = ﬂUUts ﬂUSt—s ﬂ U S(t—s)B

o<t s<o o<t s<o 0<t—0o 0<0o—s
= () U seB=NJS0)B=uw®B).
0<t—or>t—o 0<s s<r

Lema 3.1. Sea K C X un subconjunto compacto de X. Si {Zy}nen €s una suce-
sion de X tal que dist(x,, K) — 0, cuando n — oo, entonces, {T,}nen tiene una

subsucesion convergente cuyo limite estd en K.
Demostracion.
Puesto que dist(z,, K) — 0, cuando n — oo, existe {z,, }ren C X verificando:

dist(z,,, K) < para cada k € N,

1
Ea
. . 1

y por tanto, para cada k € N, existe y; € K tal que dist(z,,,yx) < T

Por ser K compacto, podemos extraer una subsucesion de {yx }ren, que por simpli-
cidad denotaremos igual y que verifica y, — y9, cuando k£ — oc.

Ahora, de la propiedad triangular de distancia tenemos,

dist(@n,, yo) < dist(@n,, yx) + dist(ye, vo),

y tomando limite cuando k — oo obtenemos dist(x,,,, yo) — 0, es decir, limy_, o Ty, =
Y € K.
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Lema 3.2. Sea U un proceso en un espacio métrico X.
(i) Dado B C X, el conjunto w(B,s) es positivamente invariante, es decir,

Ul(t,s)w(B,s) Cw(B,t), para todo (t,s) € R2.

(i1) Si B C X es tal que w(B,s) es compacto y atrae a B en sentido pullback en

el instante s, entonces para todo (t,s) € R? se verifica

U(t,s)w(B,s) =w(B,1).

(i1i) Siw(B,t) es compacto y atrae en sentido pullback al conjunto C en el instante
t, y C es un conjunto conexo tal que B C C, entonces w(B,t) es también

CoOnexro.

Demostracion.

(i) Veamos que w(B,s) es positivamente invariante. Sea x € w(B,s), entonces
existe {0, neny C (—00, 8], {Tn}nen C B tales que 0, — —o0 y U(s,0n)z, — =,
cuando n — oo. Por la continuidad del proceso U obtenemos

U(t,s)x =Ul(t,s) lim U(s,0,)x, = lim U(t,0,)z,,

n—o0 n—oo

donde o, < s < t, por tanto, U(t, s)x € w(B,t), lo cual implica que U(t, s)w(B, s) C
w(B,t), con (t,s) € R2

(ii) Probemos que U(t, s)w(B,s) = w(B,t), para todos (t,s) € R2. Fijemos
(t,s) € R? y sea x € w(B,t); entonces existen dos sucesiones {0, }nen C (—00,t] ¥
{Zn}nen C B tales que 0,, - —o0 y U(t, 0,,)x, — 2, cuando n — oo. Por una parte,
como o, — —oo existe ng € N tal que o, < s para todo n > ng. Por otra parte
aplicando la propiedad (i) de la Definicién 3.1 y teniendo en cuenta que o, < s,

para todo n > ng,
U(t,s)U(s,0n)x, =U(t,0,)x,, paratodon > ng.
Por todo lo anterior se deduce

U(t,s) lim U(s,0p)z, = lim U(t,0,)x, = x. (3.8)

n—oo n—oo



70 SISTEMAS DIFERENCIALES NO AUTONOMOS

Ademas, como {2, }neny C By w(B, s) atrae en sentido pullback a B en el instante
s se tiene

dist(U(s, 0y)xpn, w(B,s)) — 0, cuando n — 0.

Es facil ver que {U(s, 0,)%n }neny C w(B, s). En efecto, de la compacidad de w(B, s)
y del Lema 3.1 se deduce que existen subsucesiones {0, }ren ¥ {Zn, tren de {04 fnen

v {Zn }nen, respectivamente tales que
U(S,0n,)Tn, — Yy €w(B,s), cuando k — o0,
y con (3.8) y la continuidad del proceso U se obtiene
Ult,s)y = x,

es decir, U(t, s)w(B, s) 2 w(B,t), con (t,s) € R2.

De manera analoga, si x € w(B,s) entonces existe {0, }nen C (—00,s], con
On — —00, ¥ {Zp}nen C B tales que U(s, 0,)z, — x, cuando n — oo; entonces

U(t,s)x =Ul(t,s) lim U(s,0,)x, = lim U(t,0,)z,,

n—o0 n—oo

es decir, U(t, s)z € w(B,t).

(111) Demostremos por ultimo por reduccién al absurdo que si w(B,t) es com-
pacto, atrae a C en sentido pullback en el instante ¢ y C es conexo tal que B C C,
entonces w(B,t) es conexo. Supongamos que w(B,t) no es conexo, entonces w(B, 1)
es unién de dos compactos no vacios y disjuntos y que, por tanto, estan separados

una distancia 26 para algin ¢ > 0, es decir,
2 2
w(B,t) = Uwi, donde ﬂwi =0,w; #0,i=1,2, y dist(wy,ws) = 26.
i=1 i=1

Como w(B,t) atrae a C en sentido pullback y B C C, se tiene w(B,t) = w(C,1); en
efecto, dado que B C C, w(B,t) C w(C,t). Por otra parte, como w(B,t) atrae a C
en sentido pullback en el instante ¢, se tiene que dist(U (¢, s)C,w(B,t)) — 0, cuando
s — —00, y por tanto, w(C,t) C w(B,t). Ahora bien, puesto que w(B,t) = w(C,t) y
dist(U(t, s)C,w(B,t)) — 0, cuando s — —o0, existe sy < 0 tal que

U(t,s)C C Bs(w(C,t)), para todo s < s,
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donde Bs(w(B,t)) = {x € X : dist(z,w(C,t)) < §}. Por hipétesis, C es conexo y en
consecuencia, U(t, s)C es conexo, (por la continuidad de proceso), por tanto, existe
i € {1,2} tal que

U(t,s)C N Bs(w;) =0, para todo s < s,

con Bs(w;) = {z € X : dist(x,w;) < §}. De ello se deduce que w(C,t) N Bs(w;) =0
para dicho i, pero w(C,t) N Bs(w;) = w;, luego o bien wy = @), o bien wy = () lo cual
contradice el hecho de que w; y wo son ambos sean no vacios. Por tanto, w(B,t) es

conexo.

]

Lema 3.3. Sea U un proceso en un espacio métrico X. Si B es un subconjunto
no vacio, acotado y que es atraido por algun compacto K en el instante t, entonces
w(B,t) es no vacio, compacto, atrae pullback al conjunto B en el instante t y es

mvariante.

Demostracion.

Veamos que w(B,t) es no vacio. Como K atrae a B en sentido pullback en el
instante t,
dist(U(t,s)B, K) — 0, cuando s — —o0,

en particular, existen {z,}nen C B ¥ {Sn}nen C (—00,t] dos sucesiones con

s, — —o0 tales que
dist(U(t, $p)Tn, K) — 0,  cuando n — oo. (3.9)

Por tanto, por (3.9) y por ser K un compacto, aplicando el Lema 3.1, obtenemos que
{U(t, $n)Tpn tnen tiene una subsucesién convergente, que denotaremos nuevamente
{U(t, $p)%n }nen, que converge a un punto de conjunto K, es decir,

lim U(t, sp)z, =2 € K,

n—oo

luego = € w(B, t).
La compacidad se deduce de que w(B,t) C K, w(B,t) es cerrado por la propia

definicion de w-limite y K es compacto.
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Veamos que w(B,t) atrae en sentido pullback a B en el instante ¢ por reduccién
al absurdo. Supongamos que w(B,t) no atrae en sentido pullback a B, es decir,

existen sucesiones {x, tnen C B, {sp}nen C (—00,t] y € > 0 tales que, s,, & —00 y
dist(U(t, sp)xpn,w(B,t)) > ¢, VneN. (3.10)

Sin embargo, en la primera parte de la demostracién hemos probado que una sucesién
del tipo {U(t, s,)xp }nen converge a un punto de w(B,t), es decir,

lim dist(U(¢, s,)xn, w(B,t)) = 0.

n—oo

Por tanto, si tomamos limite cuando n — oo en (3.10) llegamos a una contradiccién
luego w(B,t) atrae en sentido pullback a B en el instante ¢.
La invarianza de w(B, t) se obtiene del Lema 3.2 (77i) ya que w(B, t) es compacto
y atrae pullback a B en el instante ¢.
O

Una vez establecidos estos resultados y definiciones enunciemos y demostremos

los resultados que aseguran la existencia de atractor global.

Teorema 3.2 (Existencia de atractor pullback). Sea U un proceso en el espacio

métrico X . Son equivalentes:
(i) U posee un atractor pullback {A(t) : t € R}.

(i1) Eziste una familia {K(t) : t € R} de conjuntos compactos que atrae en sentido

pullback a los acotados de X.

En tal caso, el atractor pullback viene dado por:

Alt)= | Jw(B.t), teR
BeF
donde F = {B C X : B acotado}. Ademds, {A(t) : t € R} es minimal en el sentido

que, si existe otra familia de conjuntos compactos {fl(t) .t € R} que atrae en
sentido pullback a los acotados de X, se verifica A(t) C /l(t), para todo t € R.
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Demostracion.

Es inmediato probar que (i) implica (i) tomando K (t) = A(t), para todo t € R.
Veamos que (7i) implica (7). Supongamos que existe una familia de conjuntos
compactos {K(t) : t € R} que atrae en sentido pullback a los acotados de X. Para
demostrar que A(t) es atractor pullback tenemos que ver que se verifica que A(t)
es compacto, {A(t) : t € R} atrae en sentido pullback a los acotados de X y es

invariante.

En primer lugar, probemos que A(t) es compacto y atrae en sentido pullback a
los acotados de X. Observemos que puesto que K (t) atrae pullback a acotados de
X, de la definicién de w-limite se tiene que para todo B C X acotado y para todo
t € R, w(B,t) C K(t). Por el Lema 3.3 se tiene que w(B,t) es no vacio, compacto,
atrae en sentido pullback a B en el instante ¢ y es invariante.

Definamos ahora, para cada t € R,

Alt) = | w(B.1),

BeF

donde F denota la familia de subconjuntos de X que son acotados. Como A(t) es
cerrado, A(t) C K(t) y K(t) es compacto se tiene que A(t) es compacto para cada
t € R. Ademéds, como para cada t € R, A(t) C K(t), para cualquier B C X acotado

se tiene que
dist(U(t, s)B,.A(t)) < dist(U(t, s)B, K(t)) + dist(A(t), K(t)) — 0,

cuando s — —oo, para cualquier ¢ € R, luego A(t) atrae en sentido pullback a los
acotados de X en el instante ¢.

La invarianza de {A(t) : t € R} se sigue de la invarianza de cada uno de los
conjuntos w(B,t). En efecto, demostremos en primer lugar que U(t, s).A(s) C A(t)
para todo (t,s) € R2. Sea zy € A(s), podemos tomar una sucesién {z, }nen tal que
para cadan € N, z,, € w(By,s), B, € Fy x, — o, cuando n — oo. Por invarianza
de w(By, s), yn = U(t, $)x, € w(By,t), y por continuidad del proceso U se tiene que
Yo = U(t, )z, — U(t, s)xe € A(t). Por tanto, U(t,s).A(s) C A(t), con (t,s) € R2
Veamos ahora que A(t) C U(t, s).A(s) para todo (¢, s) € R2. Sea y, € A(t), entonces

existe una sucesion {y, bnen, con y, € w(B,,t), B, € F, € y, — 4o, cuando n — 00.
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De nuevo, por invarianza de w(B,,t), existe x, € w(B,,s) tal que U(t, $)x, = Yn,
con (t,s) € R2. Teniendo en cuenta que {Z,nen C Upenw(Bn,s) C A(s) y A(s)
es compacto, por el Lema 3.1 existe una subsucesién de {x, },en, que denotaremos
de nuevo {z,},eny por simplicidad, que converge a algin punto z, € A(s). Por
la continuidad del proceso U, y, = U(t,s)x, — yo = U(t, s)zo, luego A(t) C
Ul(t, s)A(s).

Veamos por tltimo que {A(t) : ¢ € R} es minimal. Si {A(t) : t € R} es otra
familia de cerrados y acotados que atrae a los acotados de X en sentido pullback
en el instate ¢, se verifica w(B,t) C ﬂ(t), para todo B C X acotado. Asi, como
A(t) = Uperw(B, 1), se verifica que A(t) C A(t), Tuego {A(t) : t € R} es minimal.

]

El siguiente corolario para sistemas semi-dindmicos es consecuencia inmediata

del Teorema 3.2 y permite una caracterizacién simple del atractor global.

Corolario 3.1. Sea {S(t) : t > 0} un sistema semi-dinamico de un espacio métrico
X. Se verifica que {S(t) : t > 0} tiene un atractor global A si, y solo si, existe un

conjunto compacto K que atrae a acotados de X, y en tal caso A = w(K).

Demostracion.

Por el Teorema 3.1 sabemos que {S(t) : ¢ > 0} tiene atractor global si el proceso
U definido como U(t,s) = S(t — s), con (t,s) € R? posee un atractor pullback
{A(t) : t € R}, y en tal caso A(t) = A, t € R. Junto al Teorema 3.2 se obtiene
que el hecho de que U tenga atractor pullback es equivalente a que exista un K

compacto que atrae en sentido pullback a los acotados de X y en tal caso, se tiene

A= ] w(B),

BeF

donde F es la familia de conjuntos acotados en X.
Probemos que A = w(K'). Como A = | g rw(B) y K es compacto, (en particu-
lar, es acotado), se tiene w(K) C |Jperw(B) = A. Veamos que A C w(K); como K

es compacto y atrae a conjuntos acotados de X, para todo B C X acotado se tiene
dist(S(t)B, K) — 0, cuando t — oo,

y entonces existen {¢, },cn una sucesion convergente a infinito, una sucesién {b, }neny C
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B y una sucesién {y, }nen C K, tales que
dist(S(tn)bn, yn) — 0,  cuando n — oo,
y como S(t) es continua para todo ¢ > 0,
dist(S(¢)S(t,)bn, S(t)yn) — 0, cuando n — oo, para todo ¢t > 0,

es decir, dist(S(t)w(B),S(t)K) = 0, para todo t > 0. Ahora, de la invarianza de
w(B) se tiene
dist(w(B),S(t)K) — 0, cuando t — oo.

de donde se deduce que w(B) C w(K) = w(K), para todo B C X acotado; por
tanto, A C w(K).
[l

A continuacién consideraremos otro concepto ttil en las aplicaciones para obte-
ner la atraccion pullback para los conjuntos w-limite, y por tanto la existencia de
atractores pullback, sin necesidad de encontrar un familia {K(¢) : ¢ € R} pullback

atrayente de compactos explicitamente.

Definicién 3.8. Sea X un espacio métrico. Se dice que un proceso U sobre X es
pullback asintéticamente compacto si para cada t € R, cada {sp}nen C (—00,1],
con s, — —oo cuando n — 00, y cada sucesion acotada {T,}nen C X, la sucesion

{U(t, $p)Tn nen tiene una subsucesion convergente.
Para dichos procesos se tiene el siguiente resultado.

Lema 3.4. Si un proceso U tiene una familia de compactos atrayentes pullback

{K(t) : t € R}, entonces el proceso U es pullback asintéticamente compacto.

Demostracion.

Supongamos que {K (t) : t € R} es una familia de compactos pullback atrayentes
para U. Sea t € R, y consideramos las sucesiones {s,, }nen C (—00,t], con s, — —00
y {Znnen sucesion acotada y veamos que {U(t, s,)xy tnen tiene una subsucesién

convergente.
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Como {K(t) : t € R} es una familia de compactos atrayentes pullback se tiene
dist(U(t,s)B, K(t)) — 0, cuando s — —o0,
donde que B = {z,}»en, en particular,
dist(U(t, $p)xn, K(t)) — 0, cuando n — 0. (3.11)

Como K (t) es compacto para cada t € R y se verifica (3.11), aplicando el Lema 3.1
se tiene que existe una subsucesion de {U(t, sp)Zy fneny C K () que es convergente a
un punto de K(t). En consecuencia, U es pullback asintéticamente compacto.

]

Lema 3.5. Sea U un proceso pullback asintoticamente compacto y sea B C X

acotado y no vacio. Entonces, para cada t € R se verifica:
(i) w(B,t) es no vacio.

(i1)) w(B,t) atrae a B en sentido pullback en el instante t.

(111) w(B,t) es compacto.

(iv) w(B,t) es invariante, es decir,

U(t,s)w(B,s) =w(B,t), para todo(t,s) € R2.
Demostracion.

(1) Veamos que w(B,t) es no vacio. Puesto que U es un proceso pullback asintéti-
camente compacto y B es acotado, dado t € R podemos tomar {s, },en C (—00, 1]
tendiendo a menos infinito y una sucesién {x,},en € B tales que la sucesién
{U(t, $p)xn }nen tiene una subsucesién convergente a algun y € X. Ahora, por defi-
nicién de w(B,t), se tiene que y € w(B,t), luego w(B,t) es no vacio.

(11) Veamos que w(B,t) atrae en sentido pullback a B en el instante t por
reduccién al absurdo. Supongamos que w(B,t) no atrae en sentido pullback a B,
entonces existen sucesiones {s, }nen C (—00,t], con s,, = —00, {Tp}tnen € Bye >0
tales que

dist(U(t, sp)@n, w(B,t)) > ¢, para todon € N.
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Razonando como en el apartado (i) se tiene que {U(¢, s,,)x,, tnen tiene una subsuce-

sion {U(t, sp, )@n, }ren convergente a un elemento y € w(B,t), con lo cual
dist(U (¢, Sn, ) Tn,,w(B,t)) = 0, cuando k — oo,

obteniendo asi a una contradiccién. Por tanto, w(B,t) atrae en sentido pullback a
B en un instante t.

(111) Para probar que w(B,t) es compacto haremos uso de la equivalencia entre
compacidad y compacidad secuencial y probaremos que si {y, }nen C w(B,1) enton-
ces tiene una subsucesion convergente. Como {y, tnen C w(B,t), existe una sucesién
{Zn}nen € By una sucesion {s, fnen C (—00, t] tales que s, = —o0 y

dist(U(t, $p)Tn,yn) < —, para todo n € N. (3.12)

S|

Como {U(t, $,)Tn }nen tiene una subsucesién que converge a un elemento y € w(B, t)
y se verifica (3.12), se deduce que {y,}nen tiene una subsucesion que converge a
y € w(B,1).

(iv) Por dltimo, por el Lema 3.2 como w(B,t) es compacto y atrae a B en

sentido pullback en el instante ¢ se tiene que w(B,t) es invariante.

]

3.2. Modelo SIR no autonomo

En esta tltima seccion, abordaremos el estudio del modelo SIR desde una pers-
pectiva mucho mas general, haciendo uso de un sistema diferencial no auténomo.
En concreto, asumiremos que la poblacién puede variar a lo largo del tiempo, es
decir, N(t) = S(t) + I(t) + R(t) para cada t > 0, a diferencia de lo que sucedia en
el modelo SIR planteado en el Capitulo 2. Dicha variacién puede ser tanto de forma
deterministica como de forma aleatoria, aunque en este trabajo consideraremos la
primera situacién que es mas sencilla con el objetivo de simplificar el andlisis del
modelo.

Para ello, asumimos que la incorporacién de nuevos individuos a la poblacion
puede ser modelada por una funciéon continua y con valores postivos que depende del
tiempo A(t) : R — R, es decir A(t) € [A1, Ag] para todo t > 0, donde 0 < Ay < As.

Ademsds, seguiremos denotando 5 > 0y v > 0 la tasa de contacto entre susceptibles
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e infectados y la proporcion de individuos que se recuperan por unidad de tiempo,

respectivamente. En este caso, v > 0 serd la tasa de mortalidad pero puede no

coincidir con la tasa de nacimiento, como ocurria en el modelo SIR introducido en
el Capitulo 2.

Formulemos a continuacion las asunciones que realizaremos en la poblacién y

que representaremos de forma esquematica en la Figura 3.2:

(1)

(i)

(iii)

(iv)

(v)

(vi)

(vii)

(viii)

El tamano poblacional, que en el instante ¢ > 0 denotamos N (), no permanece

constante a lo largo del tiempo.

La tnica forma de que un nuevo individuo pase a formar parte del grupo
de los susceptibles es por nacimiento o inmigraciéon y dicha incorporacion de

individuos a la poblacion dependerd del instante de tiempo.

Existen dos formas de que un individuo abandone el grupo de los susceptibles:

por muerte natural o por convertirse en individuo infeccioso.

Supondremos que la velocidad de cambio de S(t) por transformacién de suscep-
tibles en infecciosos depende del niimero de individuos susceptibles, del nimero
de infecciosos y de la cantidad de contactos entre susceptibles e infecciosos. En
concreto, asumiremos que cada individuo infectado tiene un ntimero fijo 5 de
contactos por unidad de tiempo y que son suficientes para contagiarse de la
enfermedad, de los cuales no todos se producen con individuos susceptibles. Si
asumimos una distribucion homogénea de los individuos en la poblacién, por
término medio, cada individuo infectado genera 8S5(t)/N(t) nuevos individuos

infectados por unidad de tiempo.

Un individuo abandona el grupo de los infecciosos por dos posibles causas:

muerte natural y recuperacion de la enfermedad o por aislamiento.

Asumimos que proporcién de individuos infectados que se recuperan durante

unidad de tiempo, 7, es fija.

Un individuo se incorpora al grupo de los eliminados/recuperados si, o bien,
ha superado la enfermedad, o bien ha sido detectado como individuo infeccioso

y ha sido aislado para prevenir nuevos contagios.

Un individuo solamente abandona el grupo de los eliminados por muerte na-

tural.
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A(#)
%SI vl
S —( 1 J—/™L_LR
vS vI vR
v v v

Figura 3.2: Esquema de la dinamica entre los distintos grupos.

Asi, el sistema resultante viene definido por el siguiente sistema diferencial no

auténomo:
" — B
S'(t) =A@t) — WS(t)I(t) —vS(t),
re = %S(t)l(t) —v(t) —~I(1), (3.13)
R(t) = —vR(t) +~I(t).

Para el estudio del comportamiento asintético del modelo SIR en el caso no
auténomo, sélo nos centraremos en el estudio global ya que al haber un término
dependiente de ¢ no podremos calcular los puntos de equilibrio y en consecuencia no
podremos estudiar el comportamiento asintético local de dicho modelo. Comenza-
remos con un resultado que garantiza la existencia de soluciones globales positivas
V(t) = (S(t),I(t), R(t)) para el valor inicial V' (¢y) = (S(to), I (to), R(tp)). Por simpli-
ficacién denotaremos Vy = (S, In, Ro) = V(ty), con tg > 0, y R? = {(S,I,R) e R*:
S >0, >0,R > 0}. Recordemos que en el contexto epidemiolégico considerado

s6lo tiene sentido considerar soluciones no negativas.

Lema 3.6. Supongamos que Vo = (S, I, Ry) € Ri, entonces la solucion para el
sistema (3.13) con wvalor inicial Vi estd definida globalmente en el tiempo y es no

negativa para todo t > tg.

Demostracion.
Veamos en primer lugar que, por continuidad, los datos iniciales no negativos dan lu-

gar a soluciones no negativas. Supongamos que en el instante de tiempo ¢, S(t) = 0,
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entonces la ecuacién diferencial ordinaria para S(t) se reduce a

de donde se deduce que S(t) es estrictamente creciente en dicho instante de tiempo.
Supongamos ahora que en el instante t, I(t) = 0, entonces la ecuacién diferencial

ordinaria para I(t) viene dada por

luego I(t) es constante, en particular, no decreciente en dicho ¢. De manera andloga,
se obtiene que
R'(t) =~I(t) > 0,

cuando R(t) = 0, de donde se deduce que R(t) es no decreciente en dicho instante
de tiempo. Por tanto, (S(t),1(t), R(t)) € R3 para todo t > to.

Veamos ahora que toda solucién estd acotada en R?. Sumamos las ecuaciones
del sistema (3.13) obteniendo

S'(t)+ I'(t) + R'(t) = A(t) —vS(t) — vI(t) — vR(1).
Puesto que N(t) = S(t) + I(t) + R(t), la igualdad anterior equivale a
N'(t) = A(t) — vN(¢),
y reordenando términos obtenemos
N'(t) + vN(t) = A(t),

que es una ecuacion diferencial lineal no homogénea. Multiplicando ambos miembros

de la igualdad por e”* e integrando entre t, y t se tiene
t
N(t)e’! — N(tg)e’' = / A(s)e”ds,
to
y de nuevo, reordenando términos
t

N(t) = N(tg)e "t=t0) 4 e_”t/ A(s)e”ds.

to
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vtg

Puesto que A(t) € [A1, Ay}, para todo t € R, y fti e’sds = EW_TE, obtenemos

(t—t0) el/t _ th()
—u(t—to
N(t) < N(tp)e + A27,
o equivalentemente,
—v(t—to) Ay —v(t—to)
N(t) < N(to)e " (-10) 4 Z2(1 — g=v(i=10)),
v
Por tanto,
Ay
lim N(t) = —.
t—00 1%

Ahora, teniendo en cuenta nuevamente que S(t) + I(t) + R(t) = N(t), se tiene que
max{S(t), I(t), R(t)} < N(t), de donde se deduce que cualquier solucién V(t) =
(S(t),I(t), R(t)) del sistema (3.13) esta acotada.

[

El lema anterior garantiza que cualquier problema de valores iniciales asociado
al sistema (3.13) con valores iniciales positivos tiene soluciones globales positivas en
Ri y para todo t > to. Por tanto, podemos definir un proceso U con t > ty en ]Ri

dado por:
Ult,to)Vo = V(t;to, Vo), para todo Vo € R y t > ¢,

donde V' (t;tg, Vg) es la solucion del sistema (3.13) correspondiente al valor inicial
Vo = (So, Io, Rp). Una vez definido el proceso U, probamos que dicho proceso posee
un atractor pullback {A(¢) : t € R}.

Lema 3.7. Supongamos que k = min{2v — 1 — 5,2v +~v — 5,2v — v} > 0. Para
cualquier valor inicial Vo = (S, Iy, Ry) € R correspondiente al sistema (3.13) se
verifica:

t

|V (t; to, Vo) ||> < e R0 V5|12 4 ekt/ e*A%(s)ds,  para todo t > t,.

—00

Ademds, la familia Dy = {Dy(t) : t € R}, donde para cada t € R, Dy(t) =
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B[(0,0,0), p(t)] C RY y pi(t) es una constante no negativa definida por
t
pr(t)? =1+ e_kt/ e A?%(s)ds,

—00

es una familia de compactos absorbente en sentido pullback para el proceso U.
Demostracion.

Consideramos el sistema de ecuaciones (3.13) y multiplicamos la ecuaciéon de
S'(t) por S(t), la ecuacién I'(t) por I(t) y R'(t) por R(t) obteniendo

/ _ B 2 2
WS = SO ~ 5y SO0 — )
I = %sww () — A (t),
R(t)R(t) = —vR*(t) +~vI(t)R(t).

A continuacién sumamos las ecuaciones

S'()S(t)+ I'()I(t)+ R(H)R(t) = S(t)A(t) — v(S%(t) + I*(t) + R%(t)) — vI*(t)

oy (S010_Srwy

Por simplicidad, escribamos W (t) = ||V (¢;to, Vo)||?; como S'()S(¢) + I'(¢)I(t) +
R (t)R(t) = %W’(t) se deduce
S2()I(t)  S(t)I3(t)

W'u):25<t>A<t>—2uW<t>—%FﬂHW(UR(”‘w( N@H N )

U
—~
~
S~—
~
~
SN—

luego

SN SHI() S()(1)
‘25( NG N@ ) = 2
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< 2B8S()I(t)
< B(SP(t) + IP(1)).

Reuniendo todo lo anterior

w'(t)

IN

A2(t) + S2(t) — 2vW (t) — v I2(t) + v R*(t) + BS?(t) + BI*(t)
A+ (B+1—=20)S*(#)+ (B —v —2v) () + (v — 2v) R*(t)
< A1) - kW (),

IA

con k =min{2v —1—5,2v+~v— ,2v — v} > 0, es decir,
W (t) + kW (t) < A%(t),

donde la igualdad se corresponde con una ecuacién diferencial lineal no homogénea.

* e integrando entre to y t se

Multiplicando ambos miembros de la igualdad por e
tiene

t
eFW () — e* W (1) < / e A%(s)ds,

to

y reordenando términos

t
eFW () < "W (1) +/ e A%(s)ds,

to

es decir,

t
W(t) < e T (1) + ekt / ek A2(5)ds,

< ;
de donde se deduce, deshaciendo el cambio ||V (¢)||? = W (t), que

t

IV (E o0, V) 2 < e[V 2 4+ e / N (s)ds,

—00

para todo t > t.

Veamos ahora la segunda afirmacion del teorema. Comencemos demostrando que
BJ[(0,0,0), pr(t)] es un conjunto absorbente en sentido pullback, donde py(t) viene
dado por pip(t)? = 1+ e * ffoo e"A%(s)ds, con t € R. Sea D C R? un conjunto
acotado, entonces existe M > 1 tal que ||[Vy]] < M, para todo V; € D. Por la
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desigualdad anterior tenemos que para todot >ty y Vo € D,

t
1V (b0, Vo2 = Ut t) Va2 < e[ V5 |2 4 e~ / " A2 (s)ds,
t

< e_k(t_tO)M2+e_kt/ e*A?(s)ds.

— 00

kt /7 f2
Tomando T'(¢t, D) = log(€”/M7)

Vo € D la siguiente desigualdad

se tiene que para todo ty < T'(t, D) y para todo

t
|V (t;to, Vo) || < 1+ e_kt/ e A% (s)ds,
es decir, U(t,to)Vo = V(t;to, Vo) € B[(0,0,0), px(t)]. La compacidad se obtiene
de forma inmediata por ser B[(0,0,0), px(t)] una bola cerrada en R3. Por tanto,
Do = {Dy(t) : t € R} es una familia absorbente en sentido pullback para el proceso
U que hemos definido anteriormente.
[l

Ejemplo 3.3. Consideramos una poblacion que comienza con 20 individuos suscep-
tibles, 80 individuos infecciosos y ningun individuo recuperado. La evolucion tem-
poral de dicha poblacion, cuya dindmica puede ser descrita por el sistema (3.13),
donde v =1, 3 =1 6=20,v=13yA(t) =2000/(1 +e") se representa en la
Figura 3.35.

1

Observemos que en este caso k = 3 es el valor definido en el Lema 3.7. La

funcion pi(-) dada en el mencionado lema, asi como la evolucién temporal de la
2

norma euclidea de las soluciones se representan en la Figura 3.4.

2000 -

1000 -

500 -

2 4 6 8 10

Figura 3.3: Evolucién temporal del nimero de individuos susceptibles (linea verde),
infecciosos (linea roja) y recuperados/eliminados (linea azul).



TRABAJO FIN DE GRADO 85

2000

1500 -

1000 -

500 -

I I I I I
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10

Figura 3.4: Izquierda: evolucién temporal de la funcién pi(-). Derecha: evolucién
temporal de la norma euclidea de las soluciones para el probzlema de valores iniciales
definido en el ejemplo.

Estos resultados nos permiten concluir que existe un atractor pullback para el

proceso U.

Teorema 3.3. Bajo las hipdtesis del Lema 3.7, el proceso U definido en ]Ri, posee

un atractor pullback.

Demostracion.

Como la familia Dy definida en dicho lema es una familia de compactos absor-
bentes en sentido pullback, en particular es atrayente en sentido pullback para los
conjuntos acotados de Ri. Por tanto, aplicando el Teorema 3.2, el sistema (3.13)
posee atractor pullback {A(t) : t € R} y esta definido por

Alt)= | w(D,1),

DCF

donde F denota la familia de subconjuntos acotados de X.
]

Notemos que dada la complejidad del modelo en este caso, nos limitamos sim-
plemente a probar la existencia del atractor pullback pero no proporcionamos una
expresion funcional que defina los conjuntos A(t). Recordemos que dicho conjunto
nos indica dénde estan o hacia dénde se acercan las soluciones en el instante ¢ si

éstas hubiesen comenzado hace un largo periodo de tiempo.
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